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RESUMEN

[ En el presente trabajo de investigacion pedagdgica se documenta el estudio
de las dificultades en el aprendizaje del concepto de funcion en estudiantes de
ingenieria de segundo, tercero y cuarto semestre. Se aplicé una prueba a 433

il — estudiantes que incluyo actividades internas al registro algebraico y actividades
Lt e pasaje entre los registros grdfico y algebraico. Se encontré que las mayores

1 -2 dificultades de aprendizaje yacen en las tareas de pasaje entre registros semioticos

T2 del concepto de funcion, particularmente en el pasaje del registro grdfico al

algebraico. Los resultados sugieren que para superar estas dificultades de
aprendizaje es necesario emplear mds intensamente el registro grdfico e incluir
actividades de transferencia entre registros.
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ABSTRACT

In the present pedagogical research, the difficulties in learning the concept
of function are documented. A test that included both internal activities to the
algebraic registry and activities of passage between the graphical and algebraic
registries was applied to 433 students. It was found that the greater difficulties for
learning lie in the tasks of passage between semiotics registries of the function
concept, particularly in the passage of the graphical registry to the algebraic
one. The results suggest that to overcome these difficulties it is necessary to use
the graphical registry more intensely and to include activities of transference
between registries.
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INTRODUCCION
Aspectos semiéticos del concepto de funcién

En general los contenidos de los programas académicos de las carreras de
ingenieria tienen una dosis fuerte de abstraccidon y generalizacidon y esto es
particularmente cierto en los cursos de matematicas de ingenieria. Muchos de
los conceptos basicos de las matematicas de ingenieria se abordan mediante
representaciones algebraicas, analiticas y graficos de funciones, considerandose
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esencial la abstraccion y generalizacion del concepto
de Funcion.!*

Coincidimos con la opinion de Artigue® al
respecto de que se encuentran grandes dificultades
por hacer entrar a los estudiantes en el campo del
calculo y para hacerlos alcanzar una comprension
satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento. La enseflanza tradicional tiende a
centrarse en una practica algoritmica y algebraica.
El menciona que en Francia en el primer grado del
liceo, el estudio de las funciones ocupa un lugar
importante. Se trata de objetos “en construccion”
que no se pueden considerar “inertes” a medida que
se efectia la ensefianza del calculo. Menciona que
en lo concerniente a funciones existen numerosas
investigaciones®’® que evidencian un conjunto
de dificultades en el aprendizaje que distan de ser
solucionadas cuando comienza la ensefianza del
calculo.”!?

Aligual que con otros conceptos matematicos, en
la practica docente el concepto de funcidén implica
la necesidad de emplear distintas representaciones
para que el estudiante pueda captar y dominar
en toda su complejidad el concepto.!>!417.18.21.22
En particular, Duval'' sostiene que las diferentes
representaciones semioticas de un objeto matematico
son absolutamente necesarias en el proceso
de ensefianza-aprendizaje, ya que los objetos
matematicos no son directamente accesibles por la
percepcion o por una experiencia intuitiva inmediata
como son los objetos cominmente llamados
fisicos.

El concepto de registro es una nocidn semiotica.
Un registro esta constituido por signos, en el mas
amplio sentido de la palabra: trazos, simbolos, iconos,
figuras, etc. Estos signos estan asociados de manera
interna de acuerdo a los lazos de pertenencia a una
misma red semantica y, de manera externa, segun
las reglas de combinacidn de signos en expresiones
o configuraciones, estas reglas son propias de la red
semantica considerada.'* Un registro se caracteriza
por un sistema semidtico, es decir, por sus signos
propios y la manera en que estos se organizan. De
modo que podemos entender un registro como un
medio de expresion o de representacion. Un registro
tiene la posibilidad de expresar o de representar un
objeto, idea o concepto no necesariamente del ambito
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matematico.'”

El registro algebraico se encuentra constituido
por el sistema semiotico del algebra relativa a las
funciones reales, y el registro grafico esté constituido
por el sistema semidtico asociado al plano, provisto
de un sistema de referencia rectangular en la mayoria
de los casos. Asimismo, se consideran dos tipos de
tareas, las internas de cada registro y las de pasajes
entre ellos. El pasaje entre registros se refiere a la
confrontacion de dos representaciones de un mismo
objeto, a la conversidn congruente entre registros de
representacion.'®

Algunos autores!'"!> 720 han explorado las
dificultades de aprendizaje ligadas al manejo de
distintas representaciones semioticas, particularmente
en Europa y América Latina. En nuestro pais Grijalva
et al.?! e Ibarra et al.?? han realizado proyectos
de investigacion cuyo principal objetivo ha sido
estudiar los efectos del empleo de diversos registros
de representacion semidtica en la ensefianza del
calculo diferencial e integral. Estas investigaciones
se han realizado con estudiantes de las carreras de
ciencias e ingenieria de la universidad de Sonora.
En los trabajos de estos investigadores se muestran
las actividades didacticas en las que enfrentan al
estudiante encaminadas a obtener el manejo y la
articulacion de registros de representacion graficos
y algebraicos principalmente, hacen énfasis en
la articulacion del registro grafico al algebraico
basados en computadora, habiendo sefialado la
falta de articulacidon entre estos registros a través
de la historia y discuten su importancia en la
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ensefianza-aprendizaje de temas como la derivada
y la integral.

Artigue® quien también cita a Duval,' menciona
como una de las dificultades en las investigaciones
concerniente a funciones, las articulaciones de los
registros simbolicos de las expresiones de la nocion
de funcién, donde los trabajos concuerdan, junto
con las dificultades cognitivas que son reales en las
conversiones de un registro a otro, o en el trabajo
dentro de un mismo registro, estas investigaciones
sefialan como causa de las dificultades los habitos de
la ensefianza tradicional. El gran predominio que en
ella se le otorga al registro algebraico y el status infra-
matematico que se da al registro grafico impiden
manejar adecuadamente este tipo de dificultades y
ayudar al estudiante a construir las flexibilidades
necesarias en este nivel.

La presente investigacidon pedagdgica fue
motivada debido a las dificultades observadas en
el calculo integral de ingenieria al respecto del
concepto de funcidn por lo que se enfoca al estudio
de las dificultades de aprendizaje en estudiantes
de ingenieria, buscando detectar en particular las
mayores oportunidades de mejora en relacidon al
uso de las distintas representaciones semioticas.
La ausencia de la confrontacion entre registros de
representacion semiotica en la matematica, son
muestra de las dificultades que se pueden tener en la
ensefianza tradicional que aun se practica en nuestro
contexto, especificamente en el concepto de funcion,
concepto esencial para la ensefianza-aprendizaje de
otros temas en las matematicas de ingenieria.

METODOLOGIA

Con el proposito de detectar las deficiencias
de aprendizaje y dominio en la correspondencia
semiotica entre los registros algebraicos y graficos
en relacidn al concepto de funcion en los estudiantes
de ingenieria, se disefid y aplicéd un test relacionado
con los contenidos fundamentales que se asocian a
dicho concepto. Dicho test fue aplicado a estudiantes
de los dos primeros afios (2°, 3° y 4° semestre) de
ingenieria.'®

Considerando que el dominio del pasaje entre
registros es esencial en el aprendizaje de las
matematicas de ingenieria, el contenido del test se
centra en la confrontacion entre los registros algebraico
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y grafico. El disefio del test se realiz6 tomando en
cuenta los resultados y sugerencias de Guzman,'"
13 quien presentaba reactivos confrontando los
distintos registros de representacion, principalmente
algebraicos y graficos. En nuestro caso se opt6 por
un formato de reactivos de opciéon multiple simple,
con cinco opciones, solo una de ellas correcta, en
todos los casos se incluyd la opcion “ninguna de
las anteriores”. El test consta de diez reactivos, tres
que tratan de tareas internas al registro algebraico,
cinco que se refieren a pasajes del registro grafico al
algebraico y dos que se refieren a pasajes del registro
algebraico al grafico. Las reactivos se disefiaron
considerando los conocimientos que se espera tenga
un estudiante de ingenieria al finalizar su primer
semestre.

Las tareas especificas consideradas para cada
reactivo fueron: (1) Calcular del valor de una
funcion, dado el valor de la variable independiente.
(2) Determinar la ecuacién de un circulo con centro
en el origen dada su representacion grafica. (3)
Confrontar una ecuacion con la representacion
grafica de una serie de curvas para determinar
cual de ellas corresponde a la ecuacion. (4) Hallar
el dominio y rango (contradominio) de una funcidn.
(5) Confrontar la grafica de una funcién con una serie
de funciones con dominio y rango correspondientes,
para determinar cudl pertenece a la gréafica. (6)
Interpretar la grafica de una funcién a medida que
aumenta la variable independiente. (7) Identificacion
de la variable dependiente e independiente, dada la
funcion. (8) Comparar las formas de las funciones
dadas. (9) Calcular el valor de la funcién, dado
el valor de la variable independiente como un
numero irracional. (10) Identificar valores de la
variable independiente dada la grafica de la misma,
mostrando algunos puntos con sus coordenadas
correspondientes. En las figuras 1 y 2 se muestran
los reactivos que conformaron el test.

Los reactivos 1, 7 y 9 pretenden medir el
dominio de tareas internas del registro algebraico: El
reactivo 1 exige una tarea sencilla de manipulacion
algebraica relativa a la sustitucion de la variable
independiente como niimero entero en una funcion
que contiene fracciones. El reactivo 7 presenta
la tarea de identificar variable dependiente e
independiente, poniendo en juego componentes
esenciales del concepto de funcién. El reactivo 9
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requiere manipulacion algebraica, al darse un valor
irracional a la variable independiente para sustituirlo
en una funcion definida a través de un cociente.

Los reactivos 2, 5, 6, 8 y 10 evaluan el dominio
de tareas relativas a pasajes del registro grafico al
algebraico: El reactivo 2 pide la determinacion de
la ecuaciéon de un circulo con centro en el origen,
dada la representacion grafica del mismo. El reactivo
5 presenta la tarea de identificar una funcién y de
obtener dominio y rango, dada la representacion
grafica de la funcién. El reactivo 6 conlleva la tarea
de identificar caracteristicas propias de la grafica de
una funcidn, dada la grafica y la funcion, poniéndose
en juego conceptos de maximos y minimos. El
reactivo no solo tiene las tareas internas del registro
algebraico, comparando las formas de las funciones
dadas sino se da la opcion grafica, que se piensa
usaria principalmente para deducir mediante la
caracteristica de la curva que se trata de una funciéon
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Fig. 1 Reactivos 1 a 5 del test aplicado.
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inversa. El reactivo 8 muestra la tarea de comparar
las formas de las funciones dadas. El reactivo 10
exige la tarea de identificar sobre una curva los
valores de la variable independiente mediante los
puntos marcados sobre la curva, con sus coordenadas
correspondientes.

Los reactivos 3 y 4 se refieren a pasajes del
registro algebraico al grafico: El reactivo 3 se refiere
a la tarea de identificar la grafica de una ecuacion.
El reactivo 4 se refiere a una tarea habitual en el
registro algebraico que trata de la nocién de dominio
y rango de una funcion implicando conceptos de
composicion de funciones, ademas de identificar la
gréfica de la funcidn, lo que implica el pasaje entre
registros.

El test fue aplicado a una muestra de 433
estudiantes de ingenieria, de los cuales 176 cursaban
el segundo semestre, 76 cursaban el tercer semestre y
181 cursaban cuarto semestre, con edades de entre 17
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Fig 2.- Reactivos 6 a 10 del test aplicado.
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y 19 afios, tabla I. Para la evaluacion de los tests se
consideré un minimo de 7 respuestas correctas como
indicativo de un dominio satisfactorio del concepto
de funcioén y sus registros grafico y algebraico.

RESULTADOS Y DISCUSION

Enlatabla I se indica el porcentaje de estudiantes
que contesto satisfactoriamente siete o mas de los
reactivos, el resultado global de aproximadamente
16% indica que efectivamente existen altas
dificultades de aprendizaje y dominio del concepto
de funcién y su registros algebraico y grafico.
Los resultados por semestre, con porcentajes de
19.89, 11.85 y 13.82 para los estudiantes de 2°, 3°
y 4° semestre, respectivamente, sugieren que no
necesariamente la mayor experiencia y madurez de
los estudiantes de tercero y cuarto semestre, respecto
de los de segundo, implica un mejor dominio del
concepto de funcién. Es decir, a pesar de que los
estudiantes contintian avanzando en sus estudios,
las bases del concepto de funcidn no se reafirman
ni se logra la maduracion del concepto. Mas atin, se
podria sugerir que a medida que el estudiante avanza
y estudia otros conceptos, existe un grado de olvido
del concepto de funcion.

Con el propésito de identificar cuales de los
reactivos y que tipo de tareas presentan las mayores
dificultades, en la tabla II se muestran los porcentajes,
globales y por semestre, de las respuestas
incorrectas para cada reactivo. Observando los
resultados globales, es posible identificar que los
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Fig 3.- Porcentaje de respuestas incorrectas por reactivo
y por semestre.
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reactivos 2, 5 y 8, con porcentajes de 86.83, 74.59
y 72.28, respectivamente son, por mucho, los que
presentaron mayor dificultad para los estudiantes.

El grafico de la figura 3 ilustra los porcentajes
de respuestas incorrectas de cada reactivo para
cada uno de los semestres. Este grafico, ademas de
corroborar que los reactivos 2,5 y 8 fueron los de
mayor porcentaje de respuestas incorrectas, permite
observar con mayor claridad que en general no
existen diferencias importantes en los resultados para
los distintos semestres, el comportamiento es muy
parecido para todos los reactivos y las variaciones
no son sistematicas, lo que permite concluir que
las dificultades y deficiencias en el aprendizaje y
dominio del concepto de funcion son las mismas para
los tres semestres involucrados en este estudio.

Los tres reactivos con mayor porcentaje de
error, son reactivos basados en tareas de pasaje del
registro grafico al algebraico, este resultado es una
fuerte evidencia de que las mayores dificultades
de aprendizaje y dominio del concepto de funcion
se encuentran en esta categoria de tareas. En estos
reactivos la tarea solicitada exige la interpretacion
de un grafico para que a partir de eso se deduzca
ya sea la ecuacidon correspondiente (reactivo 2) o el
dominio; el rango una vez identificada la funcion
(reactivo 5); y deducir si se trata de una funcion
inversa a partir del gréfico (reactivo 8).

Este resultado parece estar ligado al hecho de
que en la practica docente tradicional se observa en
general que el estudiante utiliza el registro algebraico
con muy pocas conexiones con otros registros
semiodticos; en particular en la ensefianza de las
matematicas de ingenieria, el grafico y las tablas de
valores se emplean como soporte, pero no se explota
lo que cada uno puede aportar en representaciones
concretas del concepto en cuestion y pocas veces se
busca de manera sistematica reforzar el dominio de
tareas que impliquen pasaje entre registros.

Por nuestra parte coincidimos con otros
autores'*!1182022 en que en la ensefianza de la
matematica tiene gran importancia la confrontacion del
registro grafico con otros registros de representacion
semiotica para el desarrollo de habilidades del
pensamiento. En nuestro estudio se hace énfasis en
el concepto de funcion por tratarse de un concepto
esencial para la enseflanza-aprendizaje de otros
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conceptos como la derivada y la integracion.

Enfaticemos que el analisis del test y de los
resultados deja en evidencia que el cambio o pasaje
entre registros es la gran dificultad que encuentran
los estudiantes, sobre todo cuando el pasaje es del
registro grafico al algebraico. Esta misma dificultad
se ha encontrado en Francia'''"® y en Chile,!”"
en torno a funciones al respecto de pasajes entre
registros, con estudiantes de edades de 14 a 16 afios.
El que la misma dificultad se encuentre en estudiantes
de distinta madurez sugiere que el caracter de esta
dificultad no es de orden conceptual, sino de orden
conductual, parece estar relacionada con una falta de
sensibilizacidon o de experiencia de los estudiantes
con actividades y problemas que involucren estos
cambios de registro de expresion.

El excesivo privilegio del registro algebraico,
hecho innegable en la gran mayoria de los disefios
de aprendizaje actualmente en practica, asi como la
ausencia de otros registros, resulta ser desventajoso
para los estudiantes, ya que no tienen la posibilidad
de sensibilizarse con problemas que exigen articular
los diferentes registros. Los resultados obtenidos
dejan establecido que la articulacion es un objetivo
que no se esta cumpliendo, posiblemente porque esto
no se ha tomado suficientemente en cuenta en los
actuales disefios de instruccion. El registro grafico
es utilizado, en general, con caracter ilustrativo o de
soporte. El hecho de que los estudiantes universitarios
tengan dificultades al interpretar datos en un grafico
muestra por lo menos dos aspectos: (a) La falta de
practica o la no-manipulacidon en el trabajo con
graficos y (b) Una cierta incapacidad para enfrentar
situaciones no habituales. Es obvio que en general
los estudiantes pueden resolver problemas de una
complejidad cognoscitiva superior cuando han sido
preparados y sin embargo, frente a situaciones no
habituales y que pueden considerarse sencillas, no
reaccionan con el éxito deseado.

Resumiendo, de nuestros resultados se demuestra
y documenta que uno de los obstaculos en el
aprendizaje es la falta de una conversion congruente
entre registros de representacion del concepto de
funcion. Se presume que esta dificultad es gene-
ralizada en los diferentes cursos de matematicas
y muy posiblemente existen dificultades similares
en otras materias, tanto en las llamadas ciencias
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basicas como en los cursos de especializacion en las
ingenierias. Se piensa que esto es frecuente debido
a que el proceso ensefianza-aprendizaje ha seguido
una didactica tradicional.

Regresando al caso particular estudiado, la
tendencia mas general difundida es la transmi-
sion de los procesos de pensamiento propios de la
matematica mas que la transferencia de contenidos.
La matematica es una ciencia en la que el método
predomina sobre el contenido, es saber hacer.
Se concede gran importancia al estudio de la
psicologia cognitiva referida a los procesos mentales
de resolucion de problemas. Puede decirse que
mucho del éxito en el aprendizaje de un concepto
matematico radica en la actividad que se puede
realizar en las diferentes representaciones; implica
actividad en un registro (tratamiento metodologico),
posteriormente es necesario realizar una coordinacion
entre los diferentes registros (pasaje o conversion),
enfrentar la no congruencia entre registros hasta
lograr construir la estructura cognitiva que permita
reconocer el objeto matematico en sus diferentes
representaciones. Por ejemplo, es inconveniente
acceder al concepto de funcién por medio de una
definicion, es necesario tener actividad con las
diferentes representaciones, la algebraica, tablas,
gréaficos y el lenguaje natural; tal actividad implica
creacidn, tratamiento y pasaje o conversion entre
registros de representacion.

Los estudiantes de matematicas en ingenieria
aprenden y acumulan conocimientos sobre conceptos,
técnicas, métodos, sin tomar suficientemente en
cuenta las interrelaciones que existen entre
disciplinas como la fisica, quimica o de algun
area de especialidad dentro de la ingenieria. El
hacer estas consideraciones en un tratamiento
metodoldgico permitiria lograr que el estudiante
adquiera, use y domine esos conocimientos
en forma mas eficiente. El uso de los nuevos
métodos de enseflanza'®*2% como la resolucion
de problemas a través de situaciones donde se
establezcan dialogos heuristicos, ademas de
la confrontacion entre registros, del grafico al
algebraico y viceversa, se pueden hacer aportaciones
importantes a la enseflanza de los temas como el
de funcion y otros topicos de las matematicas en
general.
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CONCLUSIONES

Se ha documentado a través de un test aplicado a
estudiantes de ingenieria que las mayores dificultades
de aprendizaje del concepto de funcidn estan
asociadas a tareas de transferencia entre registros
semidticos. Especificamente, son las tareas de pasaje
del registro grafico al algebraico las que presentan
el mayor reto para los estudiantes. No se encontrd
evidencia de que los estudiantes de tercero o cuarto
semestre tengan un mejor dominio del concepto
que los estudiantes de segundo semestre, por el
contrario, parece existir un grado de olvido del
concepto de funcidén en un plazo corto de tiempo,
esto va asociado a la asimilacion del concepto.
Los resultados pueden explicarse en funcion del
privilegiado tratamiento del registro algebraico en
la metodologia de ensefianza tradicional y sugieren
que para mejorar el aprovechamiento se deben
incrementar las aplicaciones del registro grafico
y las actividades de transferencia entre registros
para el desarrollo de habilidades del pensamiento
dentro de la ensefianza-aprendizaje de conceptos
en matematicas. La realizacion de este estudio fue
basado en el concepto de funcidn por la importancia
que tiene en la adquisicion de otros conceptos
como son la derivacion e integracion dentro de la
ingenieria, se origind motivado por las dificultades
observadas al respecto del concepto de funciéon en
la asignatura del Célculo Integral en la ingenieria de
nuestro contexto.
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