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RESUMEN
En este trabajo se presenta el desarrollo de un Modelo Fraccional 

Mecánico y un Modelo Fraccional Dieléctrico, con la fi nalidad de describir las 
manifestaciones mecánicas y dieléctricas de la viscolesticidad de un polímero 
semicristalino (PEN) que presenta 3 fenómenos de relajación. La comparación 
entre los resultados teóricos y los experimentales nos muestran que los órdenes 
fraccionarios de los modelos desarrollados están relacionados con la movilidad 
molecular.
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ABSTRACT
We developed a Mechanical Fractional Model and a Dielectric Fractional 

Model with the purpose of describing the mechanical and dielectric manifestations 
of the viscolesticity behavior of a semicrystalline polymer (PEN) which displays 
3 phenomena of relaxation. The comparison between the theoretical and 
experimental results shows that the fractional orders of these Fractional Models 
are related to molecular mobility of PEN.
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En las diferentes disciplinas de la ciencia así como en las diversas áreas del 
sector industrial, el método científi co de previsión toma la forma de un modelo 
físico o fenomenológico. Estos modelos son descripciones matemáticas en las 
que se hacen algunas suposiciones y se consideran algunas simplifi caciones de 
la realidad. Por lo general las ecuaciones presentan operadores diferenciales e 
integrales de orden entero (cálculo tradicional) y no pueden describir de manera 
precisa ciertos fenómenos físicos con propiedades de escalamiento;1-4 como por 
ejemplo, los fenómenos de relajación no exponenciales que se presentan en los 
materiales poliméricos y que son consecuencia del comportamiento viscoelástico 
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de su compleja estructura semicristalina (ver fi gura 
1).5-22 Es evidente entonces, la problemática de 
predecir la viscoelásticidad de los polímeros en 
una gran gama de temperaturas o de frecuencias 
(tiempo).

Existe sufi ciente evidencia experimental que 
muestra que la estructura semicristalina de los 
polímeros (responsable de la viscoelasticidad) 
presenta un sinnúmero de irregularidades estructurales 
a diferentes escalas.1-4 La dinámica de esta morfología 
es difícil de describir con operadores diferenciales 
e integrales de orden entero (cálculo tradicional), 
y en este sentido los operadores diferenciales o 
integrales de orden arbitrario (cálculo fraccional), 
son una alternativa para describir los fenómenos 
de relajación que se presentan en estos materiales.  
Un fenómeno de relajación es un proceso de 
ajuste de una propiedad macroscópica a nuevas 
condiciones de equilibrio cuando una variable 
exterior ha sido modifi cada. A nivel molecular un 
fenómeno de relajación está asociado a movimientos 
moleculares de las cadenas poliméricas. Dichos 
movimientos son función de la estructura y 
morfología y tienen lugar con una rapidez que se 
incrementa con la temperatura. En los polímeros 
la movilidad molecular se lleva a cabo buscando 
maximizar la entropía del sistema (segunda ley de 
la termodinámica), lo que corresponde en la mayoría 
de los casos a una estructura conformacional de las 
cadenas con un nivel energético menor (disipación 
de energía). Entonces, los fenómenos de relajación 
son una manifestación de la disipación parcial de 
energía cuando a dichos materiales se les aplica un 

esfuerzo, y para su estudio, una alternativa es realizar 
mediciones experimentales en forma dinámica 
de alguna propiedad macroscópica. Las pruebas 
dinámicas consisten en aplicar un estímulo periódico 
de tipo sinusoidal que puede ser mecánico o eléctrico. 
Para el caso de un estímulo mecánico (análisis 
mecánico dinámico) la propiedad macroscópica a 
analizar es el módulo elástico complejo, '''* iEEE +=
, y cuando el estímulo es de tipo eléctrico (análisis 
dieléctrico dinámico) es la permitividad relativa 
compleja, '''* rrr iεεε −= . Las partes reales de E* y 
de er* se relacionan con el almacenamiento parcial 
de energía y las partes imaginarias E’’ y er’’ están 
asociadas a la energía que se disipa. Para el análisis 
cuantitativo de E* y de er* se requiere de modelos 
capaces de describir las curvas experimentales de 
E* y de er*, lo cual es difícil de obtener utilizando 
como herramientas de base al cálculo tradicional. 
Bajo este contexto, el objetivo principal de este 
trabajo es el desarrollo de modelos matemáticos para 
la descripción tanto del E* como de εr*. Teniendo 
como hipótesis de base, que con los operadores 
diferenciales o integrales de orden fraccionario es 
posible representar el comportamiento mecánico 
intermediario entre un sólido elástico perfecto y 
el de un líquido viscoso ideal; así como también 
el comportamiento eléctrico intermediario que 
se presenta entre un capacitor y una resistencia 
eléctrica. Ambos comportamientos intermediarios 
son consecuencia de la viscoelasticidad de los 
materiales poliméricos. Los espectros de E* son una 
manifestación mecánica de la viscoelasticidad y los 
espectros de εr* son la manifestación dieléctrica.

LOS MODELOS CLÁSICOS DEL COMPORTAMIENTO 
VISCOELÁSTICO

Los modelos que tradicionalmente se utilizan 
como una primera aproximación tanto para el 
análisis de E* como para el análisis de la εr* son 
ecuaciones con operadores diferenciales e integrales 
de orden entero.10,12,23,24 La fi gura 2 es un esquema 
del modelo clásico de Zener, con el cual se obtiene 
una descripción aproximada del módulo elástico 
de materiales poliméricos en el estado “sólido”. 
Este modelo es un arreglo en paralelo del modelo 
de Maxwell (recuadro superior en la fi gura 2) con 
un resorte. En la misma figura se muestran los 
espectros E’(T) y E’’(T) calculados a partir de dicho 

Fig. 1. Estructura semiscristalina de los polímeros. Se 
observa el crecimiento radial de las estructuras laminares 
que conforman a las esferulitas.
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en ambos modelos clásicos son de orden entero. En 
la siguiente sección se presentan los conceptos de 
base utilizados en este trabajo, así como también los 
modelos fraccionarios desarrollados.

MODELADO DEL COMPORTAMIENTO MECÁNICO 
Y DIELÉCTRICO DE LOS MATERIALES 
POLIMÉRICOS

Los operadores diferenciales e integrales 
de orden arbitrario describen de una manera 
más apropiada el comportamiento mecánico y 
dieléctrico de los polímeros. En este trabajo se 
utilizó como herramienta de base el operador de 
Riemann-Liouville, que es una generalización de la 
fórmula de Cauchy para las integrales múltiples:25-37
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En la ecuación anterior Γ es la función 

Gamma, la cual se defi ne de la siguiente manera:
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A partir de la integral de Riemann-Liouville se 
puede defi nir la derivada de orden  fraccionario 
entre 0 y 1.
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En es te  t rabajo  también u t i l izaremos 

la transformada de Fourier para un operador 
fraccionario, ( )txDn

t , la cual se define como el 
producto de ( )niω  por la transformada de Fourier de 
la función ( )tx . Utilizando la ecuación 3 se pueden 
establecer ecuaciones constitutivas que describan 
el comportamiento mecánico intermediario entre 
un sólido elástico perfecto y un líquido viscoso 
puro, así como también el comportamiento eléctrico 
intermediario entre un capacitor y una resistencia 
eléctrica, ver fi gura 4.

En el “spring-pot” y en el “cap-resistor”, τ es 
un tiempo característico denominado “tiempo de 
relajación”, el cual puede ser asociado al tiempo 
requerido por los segmentos de cadena en movimiento 
en algún fenómeno de relajación. Note que para un 
“spring-pot” cuando b=0 se obtiene la ley de Hooke 
y cuando b=1 se obtiene la ley de Newton. Por otra 
parte en un “cap-resistor” cuando α=1 se obtiene 
el comportamiento eléctrico de una resistencia, 

Fig. 2. El modelo clásico de Zener

modelo. Estos espectros son típicos de un fenómeno 
de relajación y no corresponden a la forma de las 
curvas experimentales que presentan los polímeros 
semicristalinos, caracterizados por al menos 3 
fenómenos de relajación.

Para la descripción de la manifestación dieléctrica 
de la viscoelasticidad el modelo clásico que más 
se utiliza para el análisis de la εr*, es el modelo de 
Debye, ver fi gura 3. En la misma fi gura se muestran 
los espectros εr’(T) y εr’’(T) que describe el modelo 
de Debye y que corresponden también a un solo 
fenómeno de relajación.

El hecho de que los modelos clásicos de Zener y 
de Debye no puedan describir de manera precisa los 
espectros de E∗ y de εr* de los sistemas poliméricos, 
se debe en parte a que los operadores diferenciales 

Fig. 3. El modelo de Debye para la descripción de la εr*.
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y cuando α=0 se obtiene el de un capacitor. 
Utilizando los elementos fraccionarios de la fi gura 
4 se desarrollaron, un Modelo Fraccional Mecánico 
(MFM) y un Modelo Fraccional Dieléctrico (MFD) 
para la descripción de los 3 fenómenos de relajación 
que caracterizan a los polímeros semicristalinos.  En 
este caso se seleccionó como material polimérico 
modelo, al Poli(naftalato de etilen glicol) o PEN. El 
PEN es un polímero que se caracteriza por presentar 
al menos 3 fenómenos de relajación.19 En la fi gura 
5 se presenta el MFM y en la fi gura 6 se presenta 
el MFD.

Los primeros elementos tanto en el MFM como 
en el MFD están asociados principalmente con 
la relajación α del PEN. Los segundos elementos 
se relacionan con la relajación β*, y finalmente 
los elementos número 3 se relacionan con la 
relajación β. 

En un análisis dinámico, debido a que el polímero 
es sometido a un esfuerzo de tipo sinusoidal que 
puede ser de tipo mecánico o eléctrico, la respuesta 
que se obtiene puede expresarse como un número 
complejo. La parte real corresponde a la respuesta 
“inmediata” al estímulo aplicado, y la imaginaria se 
encuentra en desfase y corresponde a la disipación 
parcial de energía. Cuando el estímulo aplicado es 
mecánico se calcula el módulo complejo (E*), y para 
el caso de un estímulo eléctrico es la permitividad 
relativa compleja (εr*), ambas propiedades fueron 
calculadas a partir de las ecuaciones diferenciales de 
cada modelo fraccionario. En la tabla I se presentan 
las ecuaciones diferenciales del MFM y en la tabla 
2 las ecuaciones del MFD. En ambos casos los 
parámetros τ están relacionados con los tiempos de 
relajación de los movimientos moleculares de cada 
fenómeno de relajación.

Fig. 4. Elementos fraccionarios obtenidos utilizando el 
cálculo fraccional.

Fig. 5. Modelo Fraccional Mecánico (MFM)

Fig. 6. Modelo Fraccional Dieléctrico (MFD)

Tabla I. Ecuaciones diferenciales de los 3 elementos 
del MFM
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Aplicando la transformación de Fourier a las 
ecuaciones de las tablas I y II, se obtuvieron expresiones 
matemáticas tanto para E* como para εr*.
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A partir de las ecuaciones 4 y 5 se obtuvieron 

la dependencia en temperatura de las partes real e 
imaginaria tanto para E* como para εr*. Sin embargo, 
primero fue necesario defi nir la dependencia en 
temperatura de los tiempos de relajación para 
el MFM y para el MFD, la cual depende de la 
naturaleza cooperativa o no cooperativa de los 
movimientos moleculares correspondientes en cada 
fenómeno de relajación. La movilidad cooperativa 
implica movimientos simultáneos y coordinados 
de segmentos de cadena. Mientras que los no 
cooperativos se llevan a cabo de una manera muy 
localizada. Para el caso del PEN, los movimientos 
moleculares relacionados con α son cooperativos, los 
movimientos moleculares relacionados con β* son 
parcialmente cooperativos y la movilidad en β es de 
tipo no cooperativo. Los tiempos de relajación para 
la movilidad molecular no cooperativa (relajación β) 
siguen un comportamiento de tipo Arrhenius:
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En donde Ea es la energía de activación aparente, 
kB es la constante de Boltzman, T es la temperatura 
absoluta y το es un factor pre-exponencial que se 

encuentra en el intervalo ss 13
0

16 1010 −− ≤≤ τ , cuyos 
valores más pequeños corresponden a la vibración 
atómica y los valores de mayor magnitud están 
relacionados con una contribución adicional de la 
entropía. Para los movimientos cooperativos a y los 
parcialmente cooperativos β*, la expresión analítica 
sigue una ley de la potencia (ecuación 7), en donde 
la energía de activación depende del número de 
entidades elementales (Z*) que se mueven de una 
manera cooperativa.16,21
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En donde µ∆  es la energía de activación 
individual de los movimientos de base que constituyen 
la movilidad cooperativa y ( )µ∆*Z  representa la 
energía de activación del conjunto de movimientos 
cooperativos. El parámetro Z* depende de la 
estructura del polímero y para su cálculo se utilizó 
la siguiente relación:16,21
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La temperatura T* para el caso de polímeros con 
un estado semi-cristalino saturado (máximo grado 
de cristalinidad que puede alcanzar un polímero) 
es equivalente a la temperatura de fusión16. T0 es 
la temperatura por debajo de la cual el tiempo 
de relajación tiende a infi nito, para el caso de la 
relajación α muchos polímeros16,21 presentan un valor 
de CTgT °−≈ 500 .

Para poder verificar el comportamiento en 
temperatura (comportamiento isócrono) de los 
modelos MFM y MFD, se procedió a variar 
sistemáticamente el orden fraccionario de los “spring 
pots” y también el de los “cap-resitors”, recordemos 
que dichos parámetros solamente pueden tomar 
valores entre 0 y 1. En la fi gura 7 se presenta un 
ejemplo de espectros isócronos obtenidos a partir 
del MFM (ecuación 4) en el que se le asignaron 
valores diferentes a b, mientras que los parámetros 
a, c y d permanecieron constantes. En la fi gura 8 se 
muestran los espectros isócronos de εr* obtenidos 
a partir del MFD, en este caso se le asignaron 
valores diferentes al parámetro f, mientras que 
e, g, y h permanecieron constantes. Tanto en la 
fi gura 7 como en la 8 se consideró que la movilidad 
molecular en α es cooperativa, mientras que en β* 
son parcialmente cooperativos los movimientos 

Tabla II. Ecuaciones diferenciales de los 3 elementos 
del MFD.
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moleculares, fi nalmente la movilidad molecular 
en β es de tipo no cooperativa. Cada fenómeno de 
relajación se manifi esta por un incremento de εr’ 
y una disminución de E’ cuando la temperatura 
aumenta. Estos comportamientos están asociados a 
tres máximos en los diagramas de E’’ y de εr’’. El pico 
que se presenta a bajas temperaturas corresponde a la 
relajación β, el segundo pico es el de β* y el máximo 
que se presenta a altas temperaturas corresponde a la 
relajación α. En cuanto a la fi gura 7 se observa que b 
y a defi nen la forma de las curvas en el intervalo de 
temperaturas donde se manifi esta α, c defi ne la forma 
de las curvas en la región de β* y d se relaciona con 
la forma de las curvas en la región de temperaturas 
donde se manifi esta mecánicamente β. Por otra 
parte un comportamiento similar se observa en la 
fi gura 8, en este caso e y f afectan a la manifestación 
dieléctrica de α, g defi ne la forma de las curvas en la 
región de β*, y fi nalmente h afecta la forma de las 
curvas en la región de β.

En la siguiente sección se comparan los espectros 
teóricos con resultados experimentales obtenidos 
para muestras de PEN. En el análisis mecánico 
dinámico se utilizaron películas semicristalinas con 
un espesor de 70µm, las mediciones de E* fueron 
hechas utilizando un equipo DMAA2980-TA. Para 
el caso de las mediciones dieléctricas se utilizaron 
muestras de PEN con un espesor de 45µm, en este 
caso fue necesario un proceso de metalización al 
oro en ambas caras de la película de PEN, con la 
fi nalidad de mejorar el contacto con los electrodos del 
analizador dieléctrico utilizado: DEAA2970-TA.

COMPARACIÓN ENTRE LOS RESULTADOS 
T E Ó R I C O S  Y  L O S  R E S U L T A D O S 
EXPERIMENTALES

La fi gura 9 muestra como el MFM describe de 
una manera precisa los resultados experimentales 
de las partes: real e imaginaria del E* para una 
muestra de PEN que fue sometida a un tratamiento 
térmico de 170ºC durante 180 minutos, lo que le 
confi rió un estado semicristalino saturado. La fi gura 
10 muestra como nuestro MFD representa de una 
manera precisa los resultados experimentales del 
PEN estudiado, a excepción de la contribución de la 
conductividad19,38,39, que se presenta a temperaturas 
superiores a 160°C y que se manifiesta por un 
incremento de εr’’ cuando T aumenta.

Fig. 7. Comportamiento en temperatura de E’ y de E’ 
obtenidos para el MFM.

Fig. 8. Comportamiento en temperatura de E’ y de E’ 
obtenidos para el MFM

Fig. 9. Comparación de las predicciones teóricas y 
resultados experimentales de E’(T) y de E’’(T) a una 
frecuencia de 10Hz. Para una muestra de PEN con un 
estado semicristalino saturado.
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Los parámetros del MFM y del MFD que 
fueron utilizados para reproducir los espectros 
experimentales mostrados en las fi guras 9 y 10 se 
muestran en la tabla III. 

Con respecto al MFM los órdenes fraccionarios 
presentan la siguiente relación: b>a>c>d. El 
valor más pequeño d, corresponde a la relajación 
β que se presenta a muy bajas temperaturas (por 
debajo de –50°C), mientras que el valor más alto 
b, está asociado a los movimientos moleculares 
cooperativos de la relajación α, a temperaturas 
ligeramente superiores a 150°C. El parámetro c 
corresponde a la relajación β*.

En la fi gura 9 puede constatarse que para la curva 
E’’(T) el mínimo localizado entre β* y α está asociado 
a los parámetros c y a. Por otra parte el mínimo 
localizado entre β* y β, está asociado a los parámetros 
c y d. Se ha demostrado para polímeros amorfos 
que el mínimo entre la relajación principal α y una 
relajación secundaria es muy sensible al proceso de 
envejecimiento físico que sufren dichos materiales32.

En lo referente a la manifestación dieléctrica de la 
viscoelasticidad. Los órdenes fraccionarios presentan 
la siguiente relación: f >e>g>h. El valor más pequeño 
h, corresponde a la relajación β que se presenta a 
muy bajas temperaturas (por debajo de –60°C), 
mientras que el valor más alto f, está asociado a 
los movimientos moleculares de la relajación α, a 

temperaturas ligeramente superiores a 120°C. El 
parámetro g corresponde a la relajación β*.

Con respecto a los parámetros cinéticos que 
defi nen los tiempos de relajación tanto para el caso 
de la manifestación dieléctrica como la mecánica, 
se observa que para la relajación α, hemos podido 
constatar que To

α≈Tg-50°C y T*≈Tm del PEN, 
estos valores concuerdan con los reportados para 
muchos polímeros semicristalinos16. Con respecto 
a la relajación β* la dependencia en temperatura de 
las energía de activación es menos pronunciada, en 
este caso T*≈Tm y To

β*<Tg-50°C. En el caso de la 
relajación β la energía de activación es constante y de 
una magnitud tal que pueden asociarse a movimientos 
moleculares muy localizados, es decir movimientos 
moleculares no cooperativos.  Cabe recalcar que 
las energías de activación para las relajaciones 
mecánicas y las dieléctricas presentan magnitudes 
diferentes, esto se debe a que son aspectos diferentes 
del mismo fenómeno.

Fig. 10. Comparación de las predicciones teóricas y 
resultados experimentales de εr’(T) y de εr’’(T)  a una 
frecuencia de 10 Hz. Para una muestra de PEN con un 
estado semicristalino saturado

Tabla III. Parámetros del MFM y del MFD.

Relajación MFM DFM

α
Movimientos 
cooperativos

a=0.17 e=0.24

b=0.27 f=0.41

E1
U
-

E1
0
=1.96x109Pa

ε1
rs
-ε1

r∞=0.58

τ
0
=1x10-18s τ

0
=1x10-14s

∆µ=0.66eV ∆µ=0.47eV

T*=267°C T*=267°C

T
0
=77°C T

0
=76°C

β∗
Movimientos 
parcialmente 
cooperativos

c=0.142 g=0.19

E2
U
-

E2
0
=1.64x109Pa

ε2
rs
-ε2

r∞=0.25

τ
0
=1x10-34s τ

0
=1x10-14s

∆µ=2.04eV ∆µ=0.56eV

T*=267°C T*=267°C

T
0
=-238°C T

0
=-83°C

β
Movimientos no 

cooperativos

d=0.13 h=0.17

E3
U
-

E3
0
=1.35x109Pa

ε3
rs
-ε3

r∞=0.24

τ
0
=1x10-18s τ

0
=1x10-14s

Ea=0.715eV Ea=0.5ev
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CONCLUSIONES
Los operadores diferenciales e integrales de orden 

arbitrario nos han permitido desarrollar modelos que 
describen el comportamiento mecánico y dieléctrico 
de materiales poliméricos como el PEN caracterizados 
por al menos  3 fenómenos de relajación. La forma 
de las curvas teóricas de los espectros mecánicos y 
dieléctricos puede modifi carse haciendo variar los 
órdenes fraccionarios de los “spring-pots” y de los 
“cap-resitors” que constituyen al MFM y al MFD. La 
comparación entre los resultados experimentales y 
las predicciones teóricas muestran que los resultados 
experimentales de los espectros mecánicos y 
dieléctricos son reproducidos respectivamente por 
el MFM y por el MFD. Lo anterior nos ha permitido 
relacionar cuantitativamente los espectros mecánicos 
y dieléctricos con la movilidad molecular del PEN, 
ya que los órdenes fraccionarios pueden considerarse 
como una medida relativa de la movilidad molecular 
asociada a cada fenómeno de relajación.
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