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RESUMEN e
El Andlisis Envolvente de Datos ha sido utilizado exitosamente en la o evoE
manufactura para resolver problemas de optimizacién multicriterio. Su |~ 4:'"__;-_?.._‘,
planteamiento, sin embargo, requiere de gran cantidad de datos y de software A

especializado de optimizacion. Esto impacta negativamente el costo de este tipo | = " Ca

de proyectos. El optimizador disponible en MS Excel ha sido utilizado en estos
casos analizando todos los datos por partes. Aunque factible, su utilizacion
requiere resolver una gran cantidad de problemas de optimizacién. Se ha
utilizado el agrupamiento de datos por métodos estadisticos para reducir el
namero de problemas de optimizacion, pero también se deteriord la fidelidad de
la frontera eficiente encontrada. En este trabajo se intenta mejorar esta debilidad
seleccionando mejores puntos representativos por grupo y se exploran algunas
ideas para discriminar datos para reducir el tamafio inicial de los problemas.
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ABSTRACT

Data Envelopment Analysis has been successfully used in manufacturing
to solve multiple criteria optimization problems. However, its use implies the
analysis of large amounts of data and specialized optimization software. The
latter negatively impacts the cost of this kind of projects. MS Excel’s optimizer
has been explored to be used in these cases, by analyzing the data in a subgroup-
by-subgroup basis. Although it is a feasible idea, the number of optimization
problems to be solved is quite large. Data clustering through statistical
techniques has been tried, resulting in considerably fewer optimization problems
to be solved but with a loss of the fidelity of the efficient frontier. In this work,
an improvement of the fidelity of the efficient frontier is sought after through
the selection of better representative points per group and some ideas on data
discrimination to make the problems smaller are explored.
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INTRODUCCION

La optimizacion en el terreno de la manufactura
se ha caracterizado por el uso de técnicas con una
sola funcién objetivo que representa una medida
de desempefio (MD). Sin embargo, en la realidad
la mayoria de los problemas en esta disciplina
involucran maltiples MDs. Un mayor inconveniente
resulta del hecho que estas MDs se encuentren en
conflicto. Por ejemplo, se puede encontrar en muchos
procesos de manufactura un conflicto entre la calidad
final de un producto y su tiempo de ciclo.

El problema matematico que recoge los elementos
de un problema con multiples MDs en conflicto es el
problema de optimizacidn de criterios multiples. La
resolucion de problemas de este tipo, al contrario de
los que comprenden solamente una MD, no busca
una solucion dptima, sino un conjunto de soluciones
Ilamadas soluciones eficientes o Pareto-eficientes.
Estas soluciones definen una frontera eficiente,
sobre la cual se encuentran los mejores compromisos
alcanzables para ambas MDs.

La figura 1 muestra una representacion gréafica
para el problema mencionado. En ella se representan
soluciones candidatas en términos de sus valores en
las MDs de interés: tiempo de ciclo en segundos que
se desea minimizar y calidad, representada por un
indice y que se desea maximizar. Dada la descripcion
de los objetivos, una solucion ideal estaria en la
esquina superior izquierda de la grafica, sin embargo
no existe una solucion ahi. Lo que se puede encontrar
en el conjunto de soluciones candidatas son las
soluciones en la frontera del conjunto o soluciones
eficientes. Las soluciones eficientes estan unidas por
lineas en la figura 1 para mostrar la frontera eficiente.
Como se puede notar, las soluciones eficientes nunca
pueden mejorar en todas las medidas de desempefio
al mismo tiempo, mientras que las no eficientes si. La
conveniencia de una representacion grafica se pierde
al aumentar el numero de MD’s en el problema
y €s por eso que se tiene que recurrir a técnicas
matematicas para resolver este tipo de problemas.

La discretizacion que se presenta en la figura
1, propuesta y utilizada por Cabrera-Rios, et al.®
permite la aplicacion de la técnica no paramétrica
basada en programacion lineal conocida como
Anélisis Envolvente de Datos (AED) para encontrar
la frontera eficiente. La técnica de AED fue
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Fig. 1. Representacion del problema de optimizacion de
criterios multiples. Las soluciones candidatas sefialadas
por rombos solidos, se encuentran dominadas por una
serie de puntos eficientes -unidos por lineas- que forman
una frontera eficiente. Este problema en particular
involucra dos criterios u objetivos: minimizar el tiempo
de ciclo y maximizar la calidad de la superficie.

desarrollada por Charnes, Cooper y Rhodes.®10
Aunque se ha reportado éxito en la utilizacion del
AED en lasolucion de problemas de optimizacion de
criterios mdaltiples, uno de los retos para llevar este
método a la préactica tiene que ver con el nimero de
soluciones candidatas que se tienen que evaluar. Un
namero alto de soluciones afecta negativamente: 1)
la cantidad de veces que el modelo de AED se tiene
gue resolvery 2) el tamafio del problema que se tiene
gue resolver. Tener un alto nimero de soluciones
candidatas, sin embargo, es necesario para que la
fidelidad de la frontera eficiente que se encuentre
sea mayor.

Algunos ejemplos reales del uso de AED para
resolucion de problemas de criterios maltiples llegan
a tener mas de 10,000 soluciones candidatas.>*%%8
Esto dificulta la instauracion del método en la
industria, pues optimizadores econémicos como el
MS Excel Solver, s6lo pueden resolver problemas
pequefios. En particular, el MS Excel Solver
estandar sélo puede dar cabida a un maximo de 200
restricciones. La adquisicion de software mas potente
afectaria negativamente el costo de los proyectos
de optimizacion, por lo que lograr una metodologia
basada en el optimizador mencionado redundaria
en el beneficio de una transferencia tecnoldgica a
la industria.
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Los resultados de Villarreal y Cabrera-Rios!
apuntan a que se puede eficientar la solucién de los
problemas de criterios maltiples a través de AED
en situaciones reales de la industria por medio
de la aplicacion de métodos de agrupamiento. En
dicho trabajo se comprobdé empiricamente que el
uso del agrupamiento estadistico de datos reduce
significativamente el tiempo computacional en
comparacion con utilizar los datos sin agrupar. Sin
embargo, al utilizar las intersecciones de las medianas
de los grupos (el punto donde se intersecta la mediana
de cada MD) como medida representativa, se sacrifico
la cantidad de puntos eficientes reales encontrados.
En este trabajo se exploran estrategias que permitan
mantener la reduccién de tiempo de analisis lograda
anteriormente, pero aumentando el nimero de puntos
eficientes encontrados. Estas estrategias incluyen
la eleccién de puntos representativos diferentes a
la interseccion de las medianas. Por otro lado, se
exploran también estrategias de discriminacion de
datos para reducir las dimensiones del problema
multicriterio original.

EXPERIMENTACION Y RESULTADOS

A continuacién se presentan las metodologias
utilizadas, clasificadas en dos divisiones: (1)
agrupamiento de datos y seleccidn de puntos
representativos y (2) discriminacion de datos.

En los andlisis se hizo uso de la herramienta
construida por Villarreal y Cabrera-Rios.* Esta
herramienta es una instauracion de AED en MS
Excel capaz de evaluar 100 vectores a la vez y se
utiliza para determinar los puntos eficientes de este
conjunto.

Para los estudios que se describen en la siguiente
seccion, se utilizaron 10,000 datos iniciales (vectores
en R?) los cuales se obtuvieron por medio del
generador de nimeros aleatorios en Excel. Los datos
provienen de distribuciones normales con media 500
y desviacion estandar 20.

Metodologias con agrupamiento de datos y
seleccion de puntos representativos

En este primer estudio, se partié de un
agrupamiento por el método de las k-medias, el cual
se encuentra disponible en el paquete computacional
Minitab. Este método separa los datos disponibles

o4

en k grupos minimizando la distancia euclidiana
alrededor de las k medias. Los detalles se pueden
consultar en.? Tomando los 10,000 datos originales
se obtuvieron 100 grupos (con diferente niamero de
vectores cada uno). La figura 2 ilustra un ejemplo
reducido del agrupamiento por este medio: cinco
grupos denotados por diferentes figuras. Dado
este agrupamiento se selecciond un punto en los
grupos como dato representativo como se describe
a continuacion:

. Interseccién de Medianas de cada grupo como
medida descriptiva

Este método fue utilizado por Villarreal y Cabrera-
Rios, sin embargo, al reducir el tiempo, también se
reducia la cantidad de puntos eficientes encontrados
exitosamente. Aqui se vuelve a presentar este método
para compararlo contra los desarrollos del trabajo
presente. L0os pasos son como sigue:

1) Se calculan las medianas de cada grupo en sus
dos MDs y se toma la interseccion de éstas
como punto representativo de cada uno de los
100 grupos. En la figura 2 se ilustran estos datos
representativos para nuestro ejemplo sefialados
con cuadrados vacios.

2) Se analizan los datos con la herramienta de AED
y se obtienen los grupos eficientes.

3) Los grupos eficientes son divididos en sus
componentes.

4) Eltotal de vectores componentes es analizado con
la herramienta de AED para identificar la frontera
eficiente. Cuando los componentes son més de
100, se volveran a crear 100 grupos utilizando
k-medias y se iterara desde el paso 1.

Il. Medias de cada grupo como medida
descriptiva

El procedimiento es similar al anterior s6lo que
en lugar de las medianas se utiliza la interseccion de
las medias de cada grupo en sus MDs (representadas
con circulos vacios en la figura 2).

lll. El punto con el maximo valor en la MD a
maximizar

En esta variante se toma el punto con el
méaximo valor en la MD a maximizar como punto
representativo de cada grupo y se sigue el mismo
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Fig. 2. llustracion del calculo de las medianas (cuadrados
vacios) y medias (circulos vacios) por cada grupo.

procedimiento que en el caso base involucrando las
medianas. En la figura 3, estos puntos representativos
se sefialan con un circulo vacio y la MD a maximizar
se representa con el eje y.

IV. El punto con el minimo valor en la MD a
minimizar

Este es un caso similar al anterior, pero se toma
el valor minimo en la MD a minimizar como punto
representativo. En la figura 3, los puntos de este
caso se representan con cuadrados vacios y la MD
se asocia al eje x.

V. Combinacidn lineal convexa del punto con el
maximo valor en la MD a maximizar y el punto
con el minimo valor en la MD a minimizar

Utilizando los puntos encontrados en los dos
casos anteriores, es posible derivar un punto que sea
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Fig. 3. Seleccion de los valores mayores en y (circulos)
y valores menores en x (cuadrados) como datos
representativos en el agrupamiento de datos.
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la combinacidn lineal convexa de ambos y utilizarlo
como punto representativo por grupo. La figura 4
ilustra mas claramente los puntos creados; éstos se
encuentran en el punto medio de la recta que une a
los datos utilizados en los dos métodos anteriores.
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Fig. 4. Representacion gréafica del calculo de la
combinacién convexa de los datos maximos en y y
minimos en Xx.

Los resultados de los cinco casos con estrategias
de agrupamiento se presentan en la tabla I.

Tabla |. Resultados comparativos. Se muestran los
puntos eficientes encontrados, el porcentaje que éstos
representan del total y la cantidad de ejecuciones del
AED para cada metodologia propuesta.

Cantidad de
Pt shcintes | cantiag ce
Metodologia s evaluaciones
proporcion a los de AED
puntos eficientes
originales
Interseccién de
medianas de los 3/4 208
grupos
Intersecci6n de
medias de los 3/4 208
grupos
Puntos de cada
grupo con el maximo 4/4 171
valor eny
Puntos de cada
grupo con el minimo 4/4 200
valor en x
Combinacidn
convexa de puntos
con méaximo valor 4/4 220
en y y puntos con
minimo valor en x
55
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En la tabla I se ilustra la cantidad de puntos
eficientes obtenidos por cada método en proporcién
de la cantidad de puntos totales pertenecientes a la
frontera eficiente, asi como la cantidad de ejecuciones
del AED para llegar a ésta.

Los métodos que utilizaron medidas estadisticas
como la mediana y la media fueron menos
competitivos en la calidad de la frontera eficiente,
como ya habia acusado la primera parte de este
trabajo.!

Utilizando puntos representativos diferentes se
obtuvo una mejor calidad y, en dos de los casos,
incluso una ligera disminucion de evaluaciones con
AED.

DISCRIMINACION DE DATOS

En esta seccion se estudian dos métodos de
discriminacion de datos que no aportan informacion
de valor para llegar a la frontera eficiente. Estos
métodos, a diferencia de los anteriores, se enfocan a
reducir el nimero de puntos a analizar en un problema
multicriterio en el contexto aqui descrito.

|. DISCRIMINACION POR EXTREMOS

Partiendo de los datos disponibles en los que
se busca minimizar una MD y maximizar otra, la
posicién ideal para estos fines se encuentra en la
esquina superior izquierda. Si se genera una recta
de 45° en dicha esquina y se desplaza hacia la
esquina opuesta, se tendra contenida la totalidad de
la frontera eficiente del lado superior izquierdo en
un punto dado. Esto haria innecesario el tomar en
cuenta los valores completamente en uno de los lados
de la diagonal para encontrar la frontera eficiente
(figura 5).

Con base en esta idea, se generé un esquema
en el que el punto de referencia es la interseccion
de los puntos medios de los rangos de los datos,
denominado en este trabajo “punto medio”.
Adicionalmente, en preparacion del método se
realizan dos ordenamientos: uno de mayor a menor
con respecto de la MD a maximizar y otro de menor
a mayor en la MD a minimizar.

Tomando como referencia el punto medio
(x,y) se puede definir que el area donde x<x
abarca los cuadrantes 1 y 2 en la figura 6 y que el
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Fig. 5. Descripcion grafica del planteamiento para la
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Fig. 6. Division en cuadrantes tomando como criterio
el punto medio absoluto de nuestros datos, las flechas
indican el sentido en que los datos fueron ordenados en
funcion de las diferentes MDs.

area donde x>x, los cuadrantes 3 y 4. Por otro
lado, considerando y, sabemos que los cuadrantes
1y 4 contendran los puntos que sean y>y Yy los
cuadrantes 2 y 3 los puntos que sean y<y

En este ejemplo, la frontera eficiente se encontrara
dentro de los cuadrantes 1, 2 y 4, dejando los puntos
del cuadrante 3 dominados. Considerando los
ordenamientos mencionados, se tendrd que en el
ordenamiento de mayor a menor en y apareceran
primero los datos de los cuadrantes 1y 4 vy al final
los de los cuadrantes 2 y 3. Del mismo modo, con
respecto a x apareceran primero los datos de los
cuadrantes 1y 2, dejando al final los elementos del
grupo 3y 4.

A partir de los ordenamientos se toman los datos
extremos como representativos en el total de nuestros
datos tal como se sefiala en la figura 7.
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Fig. 7. Seleccion de datos representativos para la
discriminacion por extremos.

En este caso con apoyo grafico, se tomé6 una
cantidad de datos que contendrian la frontera eficiente
de los extremos del ordenamiento, quedando los
pasos de la siguiente manera:

1) Se realizan dos ordenamientos, uno decreciente
en funciéon de la MD a maximizar, y el otro
creciente en funcion de la MD a minimizar.

2) Se seleccionan los 100 datos iniciales y los 100
finales de cada ordenamiento.

3) Se analizan estos 400 datos en la herramienta de
AED.

4) Los resultantes como puntos eficientes, se
vuelven a analizar para comprobar su pertenencia
a la frontera eficiente.

Con este método se reduciria grandemente la
cantidad de puntos a tratar por medio del AED; sin
embargo, no es facil determinar donde se debe ubicar
la diagonal para que contenga completamente la
frontera eficiente, especialmente cuando mas de dos
MDs estén involucradas en el problema.

Otra limitacion de este método es que la cantidad
seleccionada de datos es determinada arbitrariamente.
La definicion sistematica y competitiva de este
numero de datos a tomar, asi como pruebas
adicionales con este método se dejan como trabajo
a futuro.

II. Discriminacién por punto Nadir

En un problema de optimizacion de criterios
maltiples, existen varios puntos de referencia. Dos
puntos importantes de este tipo son el punto nadir
y el punto ideal.
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Dados el punto con méximo valor en la MD a
maximizar asociada al eje y con coordenadas (xmax,
ymax) y el punto con el minimo valor en la MD a
minimizar (eje x), con coordenadas (xmin,ymin).
El punto ideal se encuentra en las coordenadas
(xmin, ymax). Por otro lado, el punto nadir tendra
coordenadas (xmax, ymin). Estos puntos se
representan en la figura 8.

Entonces, en dos dimensiones podemos hallar
el punto nadir para eliminar los valores que caigan
fuera del rectangulo definido por los puntos nadir e
ideal. La figura 8 presenta esquematicamente esta
situacion.
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Fig. 8. Descripcién grafica de la localizacion del
punto ideal y su correspondiente punto Nadir para la
discriminacion de datos.

Los pasos quedan como sigue:
1) Se encuentran los puntos ideal y nadir

2) Se eliminan los puntos por fuera de la zona
definida por los puntos ideal y nadir.

En casos de dos dimensiones, encontrar el punto
nadir es facil, asi que por ahora sirve a los propdsitos
de este estudio, sin embargo, una vez que se aborde
la extension de estos métodos a un mayor nimero de
dimensiones, se hara mas complicado encontrar el
punto nadir. Esto constituye por ahora la debilidad
de este método.

La evaluacion de estas técnicas de reduccion de
puntos, iniciando con el total de 10,000 puntos, se
presenta en la tabla Il. También se presenta en esta
tabla la cantidad de soluciones eficientes contenidas
en los puntos que no fueron discriminados. Como se
puede ver, aunque a distinta escala, las reducciones
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Tabla Il. Resultados comparativos. Se muestra el numero
de puntos que quedaron después de aplicar los métodos
de discriminacién descritos, asi como las soluciones
eficientes contenidas en los puntos filtrados.

NUmero Nulme_ro de
. de puntos sc;_u_cnones
werode | despuesae | shentes
discriminacion discriminacion
Discriminacion 400 4/4
por extremos (de 10,000)
Discriminacion 6,426 4/4
por punto Nadir (de 10,000)

son significativas. Por otro lado, es interesante
ver que se pudo mantener intacto el nimero de
soluciones eficientes originales.

Si las dificultades técnicas que se explicaron
en los métodos de discriminacion de datos se
pueden resolver convenientemente en el futuro,
la combinacion de estas técnicas con las de
agrupamiento estadistico podria hacer ain maés
atractivo la utilizacién de AED para problemas reales
en la industria.

CONCLUSIONES

En este trabajo se exploraron métodos que
utilizan diferentes puntos representativos a partir del
agrupamiento estadistico de datos para aumentar la
fidelidad de la frontera eficiente en la resolucion de
problemas de optimizacién de multiples criterios con
Analisis Envolvente de Datos. Se exploraron ademas
algunas ideas iniciales en discriminacion de datos.

Los resultados presentados apuntan a que se puede
reducir significativamente el tiempo de anélisis por
medio de estrategias de agrupamiento de datos y, tras
una seleccién cuidadosa de puntos representativos,
mantener un nivel aceptable de fidelidad en la
frontera eficiente final. También se demostré el
potencial de reducir el tiempo computacional por
medio de una discriminacion inicial de datos. Los
métodos presentados, sin embargo, deberan ser mejor
estudiados en el futuro.
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