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RESUMEN

En este trabajo se muestra de manera simple como la utilizacion de operadores
diferenciales y/o integrales de orden no entero (fraccionales) permiten describir [
de manera precisa tanto aspectos mecanicos, como dieléctricos y magnéticos
del comportamiento viscoelastico de determinados sistemas poliméricos. Con
la ayuda de elementos fraccionales: mecanico “spring-pot”, dieléctrico “cap-
resistor” y magnético “resistor-inductor”, se construyen circuitos a partir
de los cuales se calculan las partes real e imaginaria del modulo eldstico, la
permitividad relativa y la susceptibilidad magnética. La comparacion de los
resultados teoricos con los resultados experimentales muestran que mediante
estos nuevos modelos de calculo fraccional se abre la posibilidad de relacionar
los diversos fénomenos que se presentan en los materiales viscoeldsticos.
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ABSTRACT

A simple way of application of not integer (fractional) differential and/
or integral operators allow describing in a precise way mechanic, dielectric
and magnetic aspects of the viscoelastic behavior of given polymeric systems
is presented in this work. Complex elastic modulus relative permittivity and
magnetic susceptibility are calculated from circuits builded with the aid of
fractional elements: mechanic “spring-pot”, dielectric “‘cap-resistor” and
magnetic “‘resistor-inductor”. Comporison of theoretical results against
experimental results showed that these new fractional calculus models opens
the possiblility to correlate several phenomena presented by viscoelastic
materials.
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INTRODUCCION

Por lo general los materiales poliméricos
presentan una estructura de base que es de tipo
macromolecular en forma de cadenas, las cuales muy
comunmente tienen cierto grado de ramificaciones.
Dicha estructura tiene como consecuencia un
comportamiento macroscopico muy diferente al
que presentan los materiales cuyas moléculas no
son de gran tamafio (conformadas por algunos
cuantos atomos), pudiendo representarse estos
ultimos desde un punto de vista reoldégico como un
solido elastico ideal (resorte-ley de Hooke), o bien
como un liquido viscoso puro (siguiendo la ley de
Newton-amortiguador), segtin la naturaleza quimica
de su estructura molecular, de la temperaturay de la
presion, entre otros factores.

Lo anterior ha llevado a que para describir
al menos como una primera aproximacidn al
comportamiento reoldgico o viscoelastico de los
sistemas poliméricos, se tengan que desarrollar
combinaciones lineales de la ley de Hooke y de la ley
de Newton, obteniéndose expresiones matematicas
con operadores diferenciales y/o integrales de orden
entero. Con estos modelos clasicos (entre los cuales
tenemos el modelo de Maxwell, el de Voigt-Kelvin
y el de Zener, entre otros) se llevan a cabo las
interpretaciones de las curvas experimentales que
definen la viscoelasticidad de los polimeros.

Como una consecuencia de su comportamiento
viscoelastico, los sistemas poliméricos son la sede
de varios fenomenos de relajacion, los cuales estan
asociados a diversos tipos de movilidad molecular.
A nivel macroscopico un fenomeno de relajacion
se manifiesta como un ajuste de alguna propiedad
(mecanica, dieléctrica o magnética) a las nuevas
condiciones de equilibrio cuando una variable
externa al sistema polimérico se ha modificado. Por
lo anterior, resulta mas que evidente la necesidad
de estudiar el comportamiento viscoelastico de los
sistemas poliméricos. Sin embargo, debido a que
los modelos clasicos solamente son una primera
aproximacion, existe mucha informacion en las
curvas experimentales que no logra interpretarse
de manera correcta. Entre otras razones, la pobre
descripcion que se obtiene de los modelos clasicos
se debe a que las ecuaciones de base se fundamentan
en operadores diferenciales de orden entero.!”
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Un operador diferencial de orden cero define
a la ley de Hooke y un operador diferencial de
orden uno se utiliza para definir la ley de Newton,
ante tal situacion, surge la idea de que un operador
diferencial de orden no entero y de magnitud entre
cero y uno, debe poder describir un comportamiento
reologico intermedio entre un resorte (ley de Hooke)
y un amortiguador (ley de Newton).!* Con esta idea
surge un elemento reoldgico de tipo fraccional,
analogo al resorte y al amortiguador, al que se le da el
nombre de “spring-pot” y cuya ecuacion constitutiva
se muestra en la figura 1.

c=Ef’D's=Es o=Er'D's=nD's

Fig. 1. El “spring-pot”, comportamiento intermedio entre
un resorte y un amortiguador.

En la expresion matematica que se muestra en la
figura 1 cuando el orden 7 del operador diferencial
es igual a cero se obtiene la ley de Hooke, y cuando
toma el valor de uno se obtiene la ley de Newton. El
parametro T es un tiempo caracteristico que define el
tiempo de respuesta del “spring-pot”, £ es el mddulo
del resorte y 1 la viscosidad del fluido contenido en
el amortiguador. Sin embargo, por si solo un “spring-
pot” no es capaz de describir el comportamiento
reoldgico de los sistemas poliméricos. Son varios los
trabajos que muestran que arreglos de “spring-pots”
con amortiguadores y resortes conducen a nuevos
modelos fraccionales,'?7%%1%! como el Modelo
Fraccional Mecanico o MFM, el cual es un ensamble
en paralelo de tres modelos de Zener modificados,
(figura 2), en el que cada uno representa un fenémeno
de relajacion.

El MFM fue desarrollado para describir el
comportamiento reoldégico de un polimero que
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Fig. 2. Modelo Fraccional Mecanico, MFM.

muestra una relajacion principal denominada o
y dos relajaciones secundarias B; y P,, se trata
del Politereftalato de etilenglicol o PET, en la
referencia'? se encuentra a detalle la manera como
se construy6 este MFM. A partir de las ecuaciones
constitutivas de cada uno de los elementos del
MFM se establece una ecuacion diferencial, a partir
de la cual, aplicando la transformacion de Fourier,
se calculan las ecuaciones que definen al Modulo
Elastico Complejo, E*=E"+iE", tanto en funcién
de la frecuencia como de la temperatura y que por
motivos de espacio no se presentan aqui.

A partir del MFM fue posible describir de
manera precisa las mediciones experimentales del
E”, las cuales fueron obtenidas mediante el Analisis
Mecanico Dinamico, y cuyas curvas de la parte
real, £, y de la parte imaginaria, E”, reflejan los tres
fendmenos de relajacion del PET, ver figura 3. En
las figuras 3a y 3b las lineas continuas son las que
se calcularon a partir del MFM, en ambos casos los
resultados se presentan en funcion de la temperatura
a una frecuencia constante de 0.1 Hz, y se observa
como describen de manera precisa los resultados
experimentales tanto para £’ (figura 3a) como para
E’’ (figura 3b).

Los parametros fraccionarios a y b estan asociados
a la relajacion a, la cual estd relacionada con
movimientos moleculares a gran distancia que
constituyen la transicion vitrea del PET. El pardmetro
¢, serelaciona con la relajacion B, que esta relacionada
con los movimientos moleculares del anillo aromatico
que presentan las unidades repetitivas de las cadenas
poliméricas del PET. El parametro d describe la
relajacion B, que depende de la movilidad molecular
de los grupos carboxilo del PET.
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Fig. 3. Comparacion de resultados experimentales con los
resultados tedricos del MFM. para una frecuencia de 0.1
Hz, (a) Parte real y (b) Parte imaginaria.

De este trabajo se concluye que la magnitud
de cada orden fraccionario puede ser considerada
como una medida relativa de la movilidad molecular
asociada a cada fenomeno de relajacion mecanica.

De lo anteriormente expuesto, y como se
puede observar en las figuras 1 y 2, los operadores
diferenciales de orden no entero definen la relacion
entre el esfuerzo, o, y la deformacion, s. En general
cuando se habla de operadores diferenciales y/o
integrales de orden no entero se hace referencia a lo
que se conoce como “calculo fraccional”. El calculo
fraccional es una rama del andlisis matematico
que estudia la posibilidad y consecuencias de dar
valores reales al indice n de iteraciones del operador
diferencial, Dg:%, y del operador integral |
al cual, en este trabajo por conveniencia tipografica,
se denota por D_".

El célculo fraccional tiene una larga historia,
pues ya en 1695 Leibniz discutio el significado de
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una derivada de orden %2 en una carta a L Hopital.
Leibniz escribi6 que esto era “una aparente paradoja
de la cual algin dia se obtendran consecuencias
utiles”. Muchos de los matematicos distinguidos de
generaciones posteriores han contribuido a la teoria;
entre ellos se deben resaltar los trabajos de Riemann
y Liouville, cuya definicion de derivada e integral
de orden arbitrario es la mas utilizada. La ecuacion
1 es la definicion de Riemann-Liouville! para una
integral de orden fraccional n entre ¢, y ¢.

‘ -l
-y

tth”x(t):J (F (Z) x(y)dy (D)

Donde la funcion gama se define como:

r (m)zj‘e*“u m=ldy,
0

A partir de la ecuacion 1 se obtiene la expresion
matematica que define a un operador diferencial
de orden fraccional n, tal y como se utilizo en la
ecuacion constitutiva del “spring-pot” mostrado en
la figura 1.

R SR N P
D[S— F(l—n) dt ‘([(t_y) S(y)dy 3)

Es importante mencionar aqui que el concepto
de una derivada fraccional provee una herramienta
util para la descripcion del efecto memoria y/o de las
propiedades hereditarias de los sistemas poliméricos
y sus procesos, algo que no se toma en cuenta cuando
se usan modelos basados en operadores de orden
enter0.5’9’10’11’12’13

m>0 2)

El objetivo del presente trabajo es mostrar que
con el calculo fraccional se puede abordar el estudio
de las nuevas aplicaciones que tienen hoy en dia los
sistemas poliméricos. Primeramente, la utilizacion
de los polimeros como materiales dieléctricos, y
en segundo término su utilizacion como matriz
polimérica para la dispersion de nanoparticulas
de magnetita, es decir sistemas poliméricos con
propiedades magnéticas. En resumen se trata de
extender la aplicacion del calculo fraccional al
estudio de los aspectos dieléctricos y magnéticos
del comportamiento viscoelastico o reologico de los
sistemas poliméricos.

Como ya se mencioné anteriormente, para el
caso de las propiedades dieléctricas se requiere de
un elemento fraccional que defina el comportamiento
intermedio entre una resistencia eléctrica y un
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capacitor. Para el caso de las propiedades magnéticas
se requiere de un nuevo elemento que describa el
comportamiento intermedio entre una resistencia
eléctrica y un inductor magnético. Cabe hacer
mencidén, que en ambos casos las ecuaciones
constitutivas tanto para el “cap-resistor”, como para
el “resistor-inductor”, son andlogas a la ecuacion
fraccional del “spring-pot”. En la siguiente seccion se
presentan estas dos ecuaciones constitutivas de orden
fraccional, una que describe el comportamiento
eléctrico del “cap-resistor”, y otra que describe al
“resistor-inductor”.

PROPIEDADES DIELECTRICAS Y MAGNETICAS
DE SISTEMAS POLIMERICOS

Para poder establecer una ecuacion constitutiva
que describa un comportamiento intermedio entre
una resistencia eléctrica y un capacitor, se puede
utilizar un operador diferencial de orden no entero
entre cero y uno, de una manera analoga a como se
construyo el “spring-pot”. En la figura 4 se muestra
este elemento denominado “cap-resistor”,!%!11> en
esta figura se observa que cuando el parametro m
toma el valor de uno el comportamiento eléctrico
es el de una resistencia y cuando m=0 el “cap-
resistor” describe a un capacitor. El parametro 7 es
un tiempo caracteristico asociado al “cap-resistor”, V
es un voltaje, C es la capacitancia, R una resistencia
eléctrica e I es una corriente eléctrica.

S g—

" _m
V=ED, Q

V=%D,"Q= ¥ =RD'Q=RI

Qo

Fig. 4. El “cap-resistor”.
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En lo referente a las propiedades magnéticas,
para este caso también se puede utilizar un operador
diferencial de orden fraccional cuya magnitud toma
valores entre cero y uno, lo que permite describir
el comportamiento intermedio entre una resistencia
eléctrica y un inductor magnético.'* En este caso,
cuando el orden del operador diferencial toma el
valor de p=1 se obtiene el comportamiento de un
inductor magnético y cuando p=0 se obtiene el
comportamiento de una resistencia eléctrica. De
manera similar al caso anterior, el parametro 7 es
un tiempo caracteristico asociado a este nuevo
elemento denominado “resistor-inductor”, ver figura
5,y el cual fue propuesto muy recientemente en la
referencia.'* En las ecuaciones mostradas en la figura
5, V es un voltaje, R una resistencia eléctrica, [ la
corriente eléctrica y L la inductancia magnética.

Resistor-Inductor

iy

V()=R<"D]I(t)

A
Kp=0 p=1
L
=L
R

V(()=R<°D2I(t)=RI(t)
Fig. 5. El resistor-inductor.

V(()=R+'D}I(t)=LD,I(r)

Al igual que en el caso del “spring-pot”, tanto
el “cap-resistor” como el “resistor-inductor” no son
capaces por si solos de describir los fendmenos de
relajacion dieléctrica y magnética respectivamente,
los cuales se pueden presentar en determinados
sistemas poliméricos. Sin embargo, se ha demostrado
que con la ayuda de capacitores y resistencias
eléctricas es posible construir circuitos eléctricos
analogos al modelo clasico de Debye, que a su vez
es analogo al Modelo clasico de Zener.!®!1:13.14

Con estos nuevos circuitos eléctricos se describen
de manera precisa la permitividad relativa compleja
y la susceptibilidad magnética compleja de ciertos
sistemas poliméricos. Cabe hacer mencion aqui, que
la analogia de estos circuitos con el Modelo de Zener,
se fundamenta en que un amortiguador es analogo a
una resistencia eléctrica (ambos elementos disipan
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energia durante el proceso de relajacion), mientras
que un resorte es analogo tanto a un capacitor como
aun inductor magnético, ya que estos tres elementos
estan asociados a un almacenamiento de energia. En
la siguiente seccion se muestran los dos modelos
fraccionales (circuitos eléctricos) desarrollados. Uno
de ellos, el Modelo Fraccional Dieléctrico (MFD) se
utiliza para describir las propiedades dieléctricas, y
el otro denominado Modelo Fraccional Magnético
(MFmag) describe las propiedades magnéticas de
dos sistemas poliméricos. Con la finalidad de validar
dichos modelos, los resultados teéricos se comparan
con resultados experimentales.

Para el caso del MFD, se utilizaron mediciones
experimentales del polinaftalato de etilen glicol
o PEN, cuya estructura semicristalina tiene
propiedades que permiten su utilizaciéon como
material dieléctrico.!®" Para el caso del MFMag el
sistema estudiado es un ferrofluido, constituido de
nanoparticulas magnéticas dispersas en una solucion
polimérica acuosa, las propiedades magnéticas de
este sistema lo hacen muy atractivo para diversas
aplicaciones. '

MODELOS DE ORDEN FRACCIONAL PARA LAS
PROPIEDADES DIELECTRICAS Y MAGNETICAS

En esta seccion se presentan los dos modelos
fraccionales que son utilizados para el analisis de
los sistemas poliméricos estudiados. Primeramente
se presenta el Modelo Fraccional Dieléctrico (MFD)
que describe la permitividad relativa compleja, €.
Posteriormente se muestra el Modelo Fraccional
Magnético (MFMag) que es utilizado para modelar
la susceptibilidad magnética compleja, "

El Modelo Fraccional Dieléctrico (MFD)

En este caso en particular se busca modelar el
comportamiento dieléctrico del polinaftalato de etilen
glicol o PEN, cuyas mediciones experimentales de
la permitividad dieléctrica compleja (obtenidas
mediante el andalisis dieléctrico dindmico), nos
muestran tres fenomenos de relajacion dieléctrica (o,
p* v B), y para su modelado se propone un circuito
eléctrico formado por un arreglo en paralelo de tres
circuitos de Debye modificados con “cap-resistors”,
tal y como se muestra en la figura 6. A este ensamble
de circuitos eléctricos lo denominamos Modelo
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Fig. 6. El Modelo Fraccional Dieléctrico o MFD.

Fraccional Dieléctrico (MFD). Las ecuaciones 4, 5
y 6 son las ecuaciones diferenciales de los circuitos
1, 2 y 3 de la figura 6. El circuito 1 representa a la
relajacion a, el 2 a f* y el 3 a B. La relajacion o
es el aspecto dieléctrico de la transicion vitrea del
PEN, y esté relacionada con movimientos de dipolos
eléctricos a gran distancia. La relajacion f* esta
relacionada con movimientos moleculares de los
dobles anillos aromaticos de las unidades repetitivas
de las cadenas poliméricas del PEN. Finalmente
la relajacion P estd asociada a movimientos mas
localizados por parte de los grupos carboxilos de las
unidades repetitivas del PEN.

o Q1-C1_r1
D, (VI_CIS—CIM )
o1=c1_ri+(cly—c1_) + 4)
O1-C1_V1 )
TEPDA V— 22—
b ( Cl,—Cl_
-2 T )
s & W o R (02-C2.12) (5)
_ »3-a3y3 )
PG . " G- D (03-C3.13) (6)
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Para el calculo de la permitividad relativa
compleja, e*=¢'—ie", se aplica la transformacion
de Fourier a las ecuaciones 4, 5 y 6, tal y como se
describe en las referencias.!' ¥ I* De esta manera se
pueden obtener expresiones matematicas en funcion
de la frecuencia y de la temperatura tanto para la parte
real, €', como para la parte imaginaria, €".

La figura 7 muestra la comparacion de los
resultados tedricos de la parte real y de la parte
imaginaria de €* con los resultados experimentales
del sistema polimérico estudiado, estos resultados
corresponden a una frecuencia de 10 Hz. Se observa
como las lineas continuas que corresponden a las
descripciones teoricas del MFD coinciden con los
resultados experimentales del PEN.

0 Experimentacion a{'(T)
——MED£/(T)

O Experimentacion ar"(T)
MFD &"(T)

44

42

40
" 38 R
36

34-

0,08 4

0,06

0,02 4

T T T T T T T T T T T T T 1
-120 100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Temperatura (°C)

Fig. 7. Comparacion entre resultados experimentales y
las descripciones teoricas calculadas a partir del MFD

para una frecuencia de 10 Hz.

Los parametros f= 0.41y ¢=0.24, pueden
considerarse como una medida relativa de la
movilidad molecular a gran distancia de los dipolos
que se encuentran a lo largo de las cadenas poliméricas
y que en conjunto son la manifestacion dieléctrica de
la transicidn vitrea del PEN. El pardmetro g=0.19 se
relaciona con la relajacion secundaria B*, la cual se
identifica con movimientos moleculares de los dobles
anillos aromaticos que se encuentran formando
parte de las unidades repetitivas de las cadenas del
PEN. Finalmente el parametro #=0.17 se asocia con
movimientos moleculares de los grupos carboxilo en
las unidades repetitivas de las cadenas del PEN y que
constituyen la relajacion dieléctrica denominada .
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El Modelo Fraccional Magnético (MFMag)

En esta seccion se aborda el estudio del
comportamiento magnético de un ferrofluido, el
cual esta constituido de nanoparticulas de magnetita
disueltas en una solucion polimérica acuosa. En este
caso en particular solamente se desea modelar un
fenomeno de relajacion, el cual es de tipo magnético
y que esta asociado a la movilidad molecular que
surge cuando las nanoparticulas se mueven a través
de la solucion polimérica acuosa, como resultado de
la aplicacion de un campo magnético externo. Las
mediciones experimentales se obtienen a partir de un
analisis magnético dinamico, tal y como se explica
en la referencia.'

Estos resultados se expresan como una
susceptibilidad magnética compleja, y*= y'-i x".
En la figura 8 se muestra el circuito eléctrico que se
propone, al cual denominamos Modelo Fraccional
Magnético o MFMag, y que serd utilizado para
describir tanto a la parte real, y’, como a la parte
imaginaria, y", de y*

Vy(()=Re*DPL ()

V)=L,DI(r)

(T

v, (0)=(z, —.Ll, DL, (1)

M)=h)+ 1)~ TO=Ki)+70)
v
Fig. 8. El Modelo Fraccional Magnético (MFMag).

La ecuacion 7 es la expresion matematica que
se obtiene para el circuito eléctrico (MFMag) de la
figura 8, aplicando la transformada de Fourier a esta
ecuacion se obtienen las expresiones matematicas
tanto para la parte real y’,como para la parte
imaginaria, y", en ambos casos en funcion de la
frecuencia, es decir a una temperatura constante
(temperatura ambiente), por razones de espacio
estas ecuaciones no se muestran aqui. Es importante
mencionar, que los espectros teoricos de y'y de y" en
funcion de la temperatura a una frecuencia constante,
también se pueden calcular si se toma en cuenta la
dependencia en temperatura del parametro z del
“resistor-inductor” que forma parte del MFMag, ver
figura 8. Para efectos de este estudio, recurriremos a
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resultados experimentales en funcion de la frecuencia
auna temperatura fija, la razon de esto es porque para
este tipo de sistemas es relativamente mas simple
obtener resultados experimentales en funcion de la
frecuencia que en funcion de la temperatura.

V-Re" D 1)~ 1,0 L,D,1€)=0 (1)

En lafigura 9 se muestra la comparacion entre los
resultados tedricos y los experimentales, las lineas
continuas corresponden a los resultados teoricos,
se observa como el MFMag describe de manera
precisa este fenomeno de relajacién magnética.
En recuadro, se muestra un diagrama en el plano
complejo de y'y de y”, este diagrama también se
conoce como de Cole-Cole y es un gréfico importante
para determinar la magnitud del orden fraccionario
del modelo en cuestion, en las referencias'> ¥ 4 se
explica a detalle cdmo se calcula este parametro,
que para los diagramas tedricos mostrados en la
figura 9 tiene un valor de p=0.4, lo que confirma
que el comportamiento magnético de este sistema
es intermedio entre el de una resistencia eléctrica y
el de un inductor magnético, dicho en otras palabras
existe una disipacion y/o almacenamiento parcial de
la energia cuando la muestra es sometida a un campo
magnético externo.

1.0 1 . -

Frecuencia (Hz)

Fig. 9. Comparacion entre resultados experimentales y
resultados teoricos calculados a partir del MFMag.

CONCLUSION

Utilizando las nociones del calculo fraccional
es posible describir de manera precisa las
manifestaciones mecanicas, dieléctricas y magnéticas
del comportamiento reoldgico o viscoelastico de
sistemas poliméricos.
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Con esta nueva herramienta, se abre la posibilidad
de poder relacionar los diversos fenomenos de
relajacion que se pueden presentar en los sistemas
poliméricos con los diferentes tipos de movilidad
molecular que caracterizan a cada fenémeno de
relajacion.

Con laayuda de estos nuevos modelos fraccionales,
se debe llevar a cabo una mejor interpretacion
de las curvas experimentales del modulo elastico
complejo, de la permitividad relativa compleja y
de la susceptibilidad magnética compleja para los
sistemas poliméricos bajo estudio.
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