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RESUMEN

En este trabajo se presentan esquemas que permiten la sincronizacion
unidireccional generalizada en orden reducido entre sistemas distintos y
de diferente orden y que ofrecen condiciones suficientes para asegurar tal
sincronizacion. La estrategia presentada se basa en técnicas por modos deslizantes
de alto orden, por lo cual se tiene convergencia en tiempo finito. Ademas, se
presenta una estrategia para supresion de oscilaciones caoticas, basada en un
controlador retroalimentado y un observador adaptable. Estos esquemas se
implementan y sus resultados se ilustran en algunos casos de estudio.
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ABSTRACT

Schemes are presented to allow unidirectional generalized synchronization in
reduced order for distinct systems with different order and sufficient conditions
are offered to ensure such synchronization are presented in this work. The
presented strategy is based on high order sliding-mode techniques, achieving
finite-time convergence. Moreover, a strategy, based on a feedback controller
and an adaptive observer, is presented for chaos suppression. These schemes
are implemented and their results are illustrated with some examples.
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INTRODUCCION

La sincronizacion de sistemas implica realizar acciones para lograr que dos
0 mas sistemas tengan un comportamiento comun o coincidente en el tiempo.
Este fendmeno ha sido muy interesante desde sus primeros hallazgos,' tanto por
su andlisis, como para el desarrollo de tecnologias derivadas de una adecuada
manipulacion de este fendmeno, ver figura 1.

La sincronizacion se ha estudiado en sistemas electronicos, mecanicos,
acusticos, bioldgicos, por citar algunos.! Sin embargo, en el estudio de la sincronia
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han surgido algunos casos particulares en los cuales no
es evidente el alcance y mantenimiento de un estado
sincronico. Algunos de estos casos se presentan
con los sistemas, caoticos, los cuales son sistemas
dindmicos deterministas en los que la evolucion de
sus variables, con determinadas condiciones iniciales,
es muy diferente a la evolucion de las variables
del mismo sistema ante un pequefio cambio en sus
condiciones iniciales. Este hecho es bien conocido
en fenomenos tales como la turbulencia de fluidos,
sistemas meteoroldgicos, sistemas mecanicos,
eléctricos, procesos biologicos y otros.>?

Fig. 1. Aplicaciones de sincronizacion en sistemas no
lineales en general: a) Marcapasos electronico para
sincronizar el ritmo cardiaco, b) Robots manipuladores
sincronizados.
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A causa de su alta sensibilidad a las condiciones
iniciales, dos sistemas cadticos aislados, aunque sean
idénticos, no permanecerian en sincronia. A pesar
de esto, un estudio de L.M. Pecora y T.L. Carroll*
mostré que algunos sistemas cadticos idénticos
con una sefal comin de acoplamiento si pueden
evolucionar en sincronia. Sin embargo, los esquemas
en dicho estudio no garantizaban sincronizacion en
forma robusta, porque aun siendo sistemas cadticos
idénticamente replicados, en la practica existen
inexactitudes e incertidumbres en los parametros
y componentes de cada sistema, lo cual provocaria
divergencia en su evolucion dindmica.

Enla actualidad, es conveniente que el desarrollo
de técnicas para sincronizacion sea bajo esquemas
robustos,’ tanto para sistemas idénticos como
diferentes, con inexactitudes, con dinamicas
desconocidas, de orden diferente, con informacion
limitada o medicion parcial de sus variables.!
De hecho, la sincronizacién puede alcanzarse en
diferentes tipos o grados,® éstos son la sincronizacién
idéntica, sincronizacion de fase, sincronizaciéon en
atraso y en adelanto, sincronizacion generalizada,
sincronizacion completa, sincronizaciéon parcial,
sincronizacion en orden reducido.

En este trabajo se estudia la sincronizacion
unidireccional generalizada de orden reducido,
la cual consiste en que todas las variables de un
sistema esclavo sean sincronizadas, mediante un
mapeo, con proyecciones de las variables de un
sistema maestro; donde el esclavo es de menor orden
que el maestro, dicho de otra manera, de menor
cantidad de variables. Este problema es el que se
presenta en sistemas o redes de sistemas que no son
idénticos, sino de diferentes modelos y diferente
orden siguiendo a un sistema lider o maestro, tales
como en tareas de robots multiples, navegacion en
formacion de grupos de vehiculos, sistemas laser,
procesos automatizados de manufactura y logistica
sincronizados, por mencionar algunos.”?

En este trabajo se encuentran condiciones
suficientes para garantizar la sincronizacion
generalizada en orden reducido entre sistemas de
diferente orden, considerando incertidumbre y
dinamicas no modeladas. Considerando que no
se dispone de informacion medible de todas las
variables de los sistemas. Debido a esto, se proponen
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estrategias basadas en controladores y observadores
de estado por modos deslizantes de alto orden para
alcanzar la sincronizacion. Este trabajo se organiza
de la siguiente manera: Primeramente, se plantea el
problema de sincronizacion. Luego, se ofrecen dos
esquemas de control para sincronizacion basados en
técnicas de modos deslizantes. Posteriormente, se
verifica el desempefio del esquema de sincronizacion
implementandolo en algunos casos de estudio.
Ademés, se presenta una estrategia para la supresion
de caos, el cual es otro problema importante que
consiste en eliminar la dindmica cadtica de un
sistema. Y finalmente se ilustran los resultados de la
implementacion del esquema de supresion mediante
pruebas experimentales.

DESCRIPCION DEL PROBLEMA

A continuacidon se presentan algunas
consideraciones que se deben hacer para abordar
el problema de sincronizar de forma unidireccional
dos sistemas caoticos distintos y de diferente orden.
Especificamente para que un sistema esclavo siga
la dindmica de un sistema lider o maestro de orden
mayor.

Considere un sistema maestro dado por

s, '{XM = Far () + &u (X4 Juy

Y =My (X)) (1)

donde *u :[le’sza""ng,M]T eR™ o5 el
vector de estado, u#,, € R esunaentrada, y,, € R
es una variable de salida del sistema maestro, f,,
y &, son campos vectoriales suaves, y (1) tiene
grado relativo 7, .

Considere un sistema esclavo descrito por
x {x PN @
Yo =h(x))

T n
donde X: =[¥ %) 50X, (I € R™ g5 el vector
estado, u_ € R es la entrada de control, y, es una
variable de salida, f; y g, son campos vectoriales
suaves, el sistema (2) tiene grado relativo 7.

La sincronizacion en orden reducido corresponde
a n,Z<n, , aunque en este trabajo se incluye
n,=n, .

Con el fin de encontrar un control us que induzca
a que las variables del esclavo (2) se sincronicen

con proyecciones de un mapeo de las variables del
maestro (1), se define el error de sincronizacion
= x,—®(x,,), donde ®:Q —R" es un mapeo
con QcR"™ . Esto se llama sincronizacidon
generalizada y esta definida como sigue.

Definicion 1.° Un sistema esclavo (2) exhibe
sincronizacion generalizada con el sistema maestro
(1), si existe un mapeo @, tal que

lim e | = tim [}, = ®(x,, )] =0 3)

Vt>0 vy cualquier condicion inicial
e(ty) = x, (1) = D(x,, (1) -

La definicion 1 implica x, = ®(x,,), para
cualquier diferencia inicial g(t)=x(t)-®(x,(t,)>
Vt=0.

METODOLOGIA DE SOLUCION

El error dinamico de sincronizaciéon puede
representarse como:

JE= L@+ g ©)u +qE.8(x,.uy)
A o)
Ve =h(¢)

donde ee R, y, es una funcion de salida
del error de sincronizacidén disponible para
retroalimentacion, f, y g. son campos vectoriales
suaves y ¢(g,§(x,,,u,,) es un campo vectorial
suave que contiene términos que dependen del error
de sincronizacion ¢, de los estados x,, x,, y de la
entrada u,, contenidos en una funcion ¢, vista como
una perturbacion de (4).

El grado relativo'® es un nimero entero igual al
menor orden de la derivada temporal de la salida y,
para la cual aparece explicitamente el control u,. El
sistema (4) tiene grado relativo r,. Similiarmente, el
indice caracteristico de perturbacion'® es el nimero
v de diferenciaciones de la salida y, que se requieren
para que aparezca explicitamente el término ¢.

Basandose en un analisis'® acerca de la relacion
entre el grado relativo y el indice de perturbacion se
llega a las siguientes observaciones.

Nota 1. El caso v < r, no se considera ya que no
puede disefiarse un control que garantice el rechazo
a la funcién &, a lo mas se puede atenuar, y por
tanto no se garantiza que el error de sincronizacion
¢ tienda a cero. El caso v > 7, es trivial puesto que
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la funcion g(e, &) no afecta el objetivo de control,
entonces se puede lograr la sincronizacion. El caso
mas interesante es cuando v=r;.

Suposicion 1. El sistema (4) es de fase minima.

Suposicion 2. Para el sistema de error de
sincronizacién (4), el indice caracteristico de
perturbacion se supone v=r;.

Suposicion 3. El sistema esclavo tiene grado
relativo completo r=n,.

Luego, el sistema de error de sincronizacion
(4) se puede transformar en un sistema en nuevas
coordenadas en la forma canoénica de Brunovsky.

é=Ae+B,[Bleu, +E(e,u,)]

T, et =n(eet) (5)
=Ce
[0 1 0 - 0] [0]
0 0 0
Ae: : ) Be: )
0 0
0 0 0 0 1)
C,=[1 0 0 0]
dondee = x, —®(x, ), e=[e,e" ] =0(e)e R™

es el vector de error de sincronizacion en coordenadas
transformadas, u_ € R es la entrada de control y
V. € R eslasalida tanto del sistema de error (4) como
del sistema (5). Bajo la supos101on 1 B(e) L, Ls h
y la funcion &(e,u,, ) = L h,+L,L h se cons1dera
como un término de perturbac1on La funcion n(e,e ),
dada por L e +Le" (1<j<n-r)» Tepresenta la
dinamica 1nterna que se supone asmtotlcamente
estable, i.e., el sistema es de fase minima.!°

Para obtener el cambio de coordenadas de (5) es
necesario mantener las siguientes relaciones.

El nuevo error de sincronizacion esta dado por
e=z,-9,,,(z,).dondeZ, =9,(x,) yZ,, =9, (x,/)
son transformaciones de coordenadas originales
a la forma Brunovsky basadas en geometria
diferencial,'® tanto del esclavo como del maestro,
respectivamente; 9,,,; es el mapeo de proyeccion
de la dimensién del maestro R™ en la dimensién
del esclavo RS . Este error de sincronizacion puede
escribirse en funcion de las coordenadas originales

X, y x,, como sigue: e =0, (x,)=0,,°0, (x,),
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entonces
q;s_l(e) =X _q)_s_l oq)proj Oq)_M (xy)
0, (e) = x, —D(x, ) =¢

0,(e)

Nota 2. La sincronizacion generalizada mediante
(2) con (1) puede resolverse estabilizando el error
de sincronizacion e(f) del sistema (5) en el origen,
equivalentemente ¢ en el origen.

e =

A partir de lo anterior y bajo la suposicion 2 y
que 7, < v, se ha obtenido un método para calcular
el mapeo @. Este método se resume de la siguiente
manera:

1. Paraelsistemamaestro(1),secalculael difeomorfismo
— ry -l T,

0=l 6Ly By ) L) (3,)]

2. Para el sistema esclavo (2), se calcula el
difeomorfismo &, =[A, (x,),L; h, (x, ) L B (x,)]"

3. Se elige un mapeo de proyeccién lineal
N :R™ — R, dado por

(1 0 .. 0 0 .. O]
o1 .. 00 ... 0
I D (6)
d)pmj(')_ .
0 0 1 0 0
- =T} Ty

para relacionar una a una, tanto a las salidas y,, y y,
como a sus derivadas, puesto que C,,=[10...0] y C;
=[10...0].

4. Finalmente, se calcula el mapeo dado por
D()=0," 00, 20, ()-

Es claro que algunos grados o tipos de sincronia
de los ya mencionados estan contenidos en este

analisis, por tanto se pueden abordar con esta misma
metodologia con mayor generalidad.

ESTRATEGIAS DE CONTROL PARA LA
SINCRONIZACION

La sincronizacion entre los sistemas cadticos
(1) y (2) puede interpretarse como un problema
de estabilizacion del sistema de error (5) en el
origen.

Se consideran dos estrategias robustas de
estabilizacion del sistema (5) en el origen,
constituidas por: (i) Un controlador linealizante
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por retroalimentacion de estado y un observador
por modos deslizantes de alto orden que ademas
identifica la funcion & para que sea cancelada por el
controlador. (ii) Un controlador por modos deslizantes
de alto orden cuasicontinuo y un diferenciador exacto
robusto; esta técnica no identifica a la funcion & y
el controlador cuasicontinuo no la requiere. Ambos
casos pueden representarse en forma general por el
esquema de la figura 2.

yME ye Observador e Ug ] A
del sistema —> Controlador ———  Sistema

de error Esclavo
Us

M .
> Sistema
Maestro

Fig. 2. Esquema para sincronizacion.

Controlador por retroalimentacion y
observador por modos deslizantes de alto
orden

Latécnica de linealizacion por retroalimentacion
de estado puede aplicarse con el propdsito de
estabilizar globalmente al sistema dinamico no
lineal, mediante el control

—Eleuy, )+2ki@i

“ST RO )

donde los valores de llas ganancias k;, deben ser
n n_ —

tales que s * +k, s* +..+k,s+k =0 sea un

polinomio Hurwitz.

Con el fin de estimar todas las componentes de
e e identificar la entrada desconocida &, se presenta
el disefio de un observador por modos deslizantes
de alto orden!'! para reconstruir los estados no
medibles e identificar las entradas desconocidas &
con convergencia exacta en tiempo finito,!! el cual
esta dado por:

A . N rl(r+l) A A
e=-A_M""]e e sign(é,—e)+é,=v,
A A (r=D/ry A A
é,=—\ M'"" e, —v1| T sign(é,—v)+eé,=v,

: (®)
. V2 vz A
e, =—\M""|e —v,,__l‘ sign(e, —v, | )+&+u,

v,
Ts

» é: —klMsign(é—vrj )

10

donde é; es la estimacion de e, es el valor
identificado de &, el parametro M se elige como una
constante M >E&" y las constantes /; se escogen
suficientemente grandes en forma recursiva.'?
Entonces, puede establecerse los siguientes lemas:

Lema 1. Considere el sistema (5) que satisface
la suposiciones de que tiene grado relativo 7, con
respecto a la funcion &(¢), la cual esta acotada por
|E(t) |<E". Entonces el sistema (8) es un observador
para el sistema (5), donde el error de estimacion
@) =(e&) —(e,€)" converge a cero en
tiempo finito, i.e., los estados estimados é; convergen
a los estados ¢; y &(7) a la funcion desconocida
).

El siguiente resultado permite asegurar que se
preserva la estabilidad del sistema en lazo cerrado
cuando se reemplazan los estados en la ley de control
(7) por sus valores estimados por el observador (8).

Lema 2. Considere el sistema (5), para el cual se
disefia el control linealizante por retroalimentacion
(7). Suponga que se disena el observador (8) con
convergencia en tiempo finito. Entonces, el sistema
aumentado en lazo cerrado es asintoticamente
estable.

Los detalles de estas pruebas pueden consultarse
en la referencia®.

Controlador por modos deslizantes de alto
orden cuasicontinuo y diferenciador exacto
robusto

Considérese la dinamica controlable del sistema
(5) reescrita en la siguiente forma:
ée=a,(t,e)+b,(t,eu, 9
c =0(t,e) ©)
donde eeR"*; a,b :R*"XR—-R" vy
6 :R*xR — R son funciones desconocidas
suaves, ademas o es la variable de saliday u € R
es la variable de entrada. Al compararlo con el
sistema (5), se tiene que a,(t,e) = A,e+ BE(x,,,u,, )
b.(t,e)=B,B(e) Y o(t,e)=Ce-
El objetivo es lograr que 6=0 en tiempo finito
y mantenerlo exactamente ahi mediante alguna
retroalimentacion. Dado que la derivadas temporales
G,('S,...,G(r“_l) son funciones continuas de la salida
del sistema en lazo cerrado y la superficie de
deslizamiento definida por
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6=6=..=6""=0 (10)
es no vacia y consiste localmente de trayectorias de
Filippov, el movimiento sobre (10) se llama modo
r, -deslizante (o deslizante de r, -ésimo orden).!? El
control aparece en forma explicita en la r, -ésima
derivada temporal de o, la cual esta dada por

= h(t,e)+g(t,e)u, (11)
donde j(r,e)=c""| ,, g(t,e)=(9/du,)5" #0

Se supone que, para algin K,,,, K, C> 0, se preserva
la siguiente desigualdad

a r, T
0<K, 20" <K, 6%, ,<C (12)

u

s

A partir de (11) y (12), la inclusioén diferencial
de Filippov.

6" e[-C,C1+[K, K, u.. (13)

significa que el conjunto vectorial del lado
derecho se extiende dentro de las cotas C, K,,, K, en
lugar de satisfacer un tnico punto o solucion.'* Asi,
la estabilizacion en tiempo finito de (13) en el origen
resuelve el problema planteado de manera simultanea
para todos los sistemas (9) que satisfacen (12). Un
controlador que permite estabilizar a (13) en tiempo
finito corresponde a los teoremas.

Teorema 1" El controlador
u=—k¥ _ (6,6,..,6°") (14)

s 71 T
es homogeneo r, -deslizante y, con los parametros
Biseees Br _1» k>0 elegidos suficientemente grandes,
provee estabilidad en tiempo finito de (13) y (14).
El modo 7, -deslizante estable en tiempo finito ¢ =0
se establece en el sistema (9) y (14).

El controlador (14) es una funcién continua
excepto en la superficie SlO) y requiere el calculo en
tiempo real de ©,5,..,6'° . Como se ha supuesto
que no todos los estados estan disponibles se presenta
un diferenciador, el cual es un sistema capaz de
calcular las derivadas apartir del conocimiento de
la variable ¢. Un diferenciador de r, -ésimo orden
esta dado por

A A r () . A A
61:_7‘4“ €€ sign(e,—e)+e,=v,

A N (re=D/r, . A ~
é,=—M\, ¢, —v1| sign(ée,—v,)+é,=v,

’ (15)

R 1/2 R

ers ==\ e, —v, 1‘ sign(e, —v, |)+e, =
w=—MMsign(e,,-v,)
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donde los parametros del dlferen(:lador (15) seeligen
de acuerdo a la condicién |G ) <M, tal que
M =C+kK,,. La convergencia del dlferenmador en
tiempo finito se establece tomando 4; como en.'?

Teorema 2.'> Eligiendo los parametros 4;
como en la referencia'?, son ciertas las igualdades
é,=e y él+1—v—el(’) para i=1,23,..,r,,
en ausencia de ruido de entrada, despues de un

transitorio de tiempo finito.

Entonces, una soluciéon al problema de
sincronizacion para dos sistemas con diferente grado
relativo se establece en el siguiente teorema.

Teorema 3. Considere el sistema incierto (9)
que satisface la desigualdad (12) y las suposiciones
1, 2, 3. El sistema incierto (9) en lazo cerrado con
el control (14) y utilizando el diferenciador exacto
robusto (15) es tal que el error de sincronizacion e,
equivalente a ¢, tiende a cero en tiempo finito.

Los detalles de estas pruebas pueden consultarse
en la referencia!'s.

IMPLEMENTACION DE LOS ESQUEMAS DE
SINCRONIZACION

Abhora, con el fin de ilustrar la implementacion
de los esquemas presentados, se consideran los
siguientes casos de estudio.

Transductor electrostatico no lineal -
Ecuacion Duffing
El sistema maestro corresponde a un modelo

de transductores electrostaticos no lineal de cuarto
orden:

X=X )

x2M: cx, M_d (xl,M_x3,M_x1,Mx3,M)

X=Xy

Xy =X, =Xy =X D00, X0 2+, (0)

(16)

donde x;,, son las variables de estado, a,b,c,d,f son
parametros del sistema y u,(¢) es una excitacion de
entrada, y=x, , es la variable de salida medible.

El sistema esclavo corresponde a la conocida
ecuacion Duffing con dos entradas de excitacion
dada por:

xls = x25 ;
X, = —px, +Ox, —YX, 17
+K, cos(®,t) + K, cos(m,t) +u,

11
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Donde x;, son las variables de estado, u; es la
entrada de control. y=x,, es la variable de salida
medible, p,w,y son pardmetros constantes del
sistema, K; y o, son las amplitudes y frecuencias de
las entradas de excitacion.

Siguiendo el procedimiento presentado en este
trabajo se calcula el mapeo @: R* — R?,

O(x,,) 25;1 °,,, O(BM () =[P, (x,), D, (x g

10| X
ooy 1]

Entonces, se implementa el esquema sincronizacion
para el sistema (11) con un subsistema de (10).

La ley de control ug esta dada por:
uy, =-¢ —ke —ke, (18)
Un observador que estima las variables ¢, e,y la
funcion & queda expresado por
é =-A\M" 3sign(é1 —e)+e, =V,

A 1/2
e, =—h\M

|2/

€ —€

e, —v1|1/2 sign(e, —v1)+5:+ux (19)

V2

& = -\ Msign(§ —v,)

El desempefio del esquema formado por el
controlador (18) y observador (19) en lazo cerrado
con los sistemas (16) y (17) esta ilustrado en
simulacion con los siguientes parametros: a=0.03,
b=0.1, ¢=0.3, d=0.985, p=1, w,=10, y=100,
K,=K,=1, w,=2, w,=4, M=1950, 1;=3.0, 1,=1.5,
A;=1.1. La entrada de excitacion fue u,(£)=0.3cos(?).
Las condiciones iniciales fueron x 0y=[0 01" y

x,(0)=[0.1 0],4(0)=4,2,(0)=-2yc(0)=1.

3
2
1} —
. —d)1(xM)

" Xs

Control desactivado Control activado

L |
0 10 20 30 40 50

i
Control desactivado ;| Control activado

0 10 20 30 40 50

fierpo

Fig. 3. Sincronizacion del sistema (16) y (17).

12

Los resultados de sincronizacion se muestran en la
figura 3, sincronizando el estado x, con el mapeo
®(x,,) a partir de =30 segundos.

Lorenz generalizado - Rossler

En este caso se sincronizan los siguientes sistemas
cadticos. El sistema maestro esta representado por
el sistema generalizado de Lorenz
Xppr = Ay Xy g Ty X 0+ Cy Xy
Xom = thl,M X T XX m

. (20)
X3 = _be3,M X X

Xamr = X — Xy

donde x, es el vector de estado, y,=x,, es la
salida medible, a,;, by, ¢y, v hyr son coeficientes
constantes.

El sistema esclavo esta dado por el sistema
Rossler

X g =X

.8

,8 - x3,s

xZ = xl,s + ast,x (21)

X3
xS,s = x37s (xl,s - cs) + bs + us

donde x, es el vector de estado, y, = x,, es la salida

medible, u, es la entrada de control; a,, b, y c,

son coeficientes constantes. Se calcula el mapeo
®:R* > R?, el cual es O(x,,)=

-(a,*a,) a, 0 c
1 0 0 0

(CM —ay (a.y+a.¢t+h;\1)_l) aM(l'I'aM +a.r) Ay Gy (2aM +a.r) x

M
El controlador cuasicontinuo estabilizante (14)
calculado para el ejemplo es dado por
L& 2(6, &) @, +e [ sign(é )]
i [16:[+2(2, e, )]
Para estimar las funciones e; en tiempo real, se
disefia el diferenciador (15)

(22)

A A 3/4 A A
e =-A, |e1 —el| sign(é,—e)+e, =v,

z:_}%

>

A 2/3 . A A

e, —vl| sign(e,—v,)+e,=v,
5 L 5 (23)
e, =—\, |e3 —v2| sign(é, —v,)+é,+u,

V3

é4 = _7“1Sign(é4 _Vs)
Se tomaron los siguientes parametros para mostrar
el desempefio en simulacion: a,~1.0, b,~=0.07,

Ingenierias, Octubre-Diciembre 2009, Vol. XIl, No. 45
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arl.5, =26, a=0.2, b=0.2, y ¢=5.7, 1;=1.1M,
A=1.5M"2, 2;=2.0M"3, 1,=3.0M"*, M=12000, k=30.
Las condiciones iniciales se ubicaron en x,(0)=(1,0,-
1,17, x,(0)=(-1,2,2)T, £(0)=[0,0,0,0]".

En la figura 4 se muestra la sincronizaciéon en
tiempo finito del estado x, con el mapeo D(xy),
accionado a partir de t=15 segundos.

Con estos casos se muestra el buen desempeiio
de los esquemas para sincronizacion generalizada
undireccional en orden reducido.

SUPRESION DE DINAMICAS CAOTICAS

También se presenta una estrategia para otro
problema de control de caos: La supresion de caos.
Se muestra que las trayectorias de un sistema cadtico
se estabilizan alrededor de algun punto de equilibrio.
Esto es importante debido a que las oscilaciones
erraticas de un sistema caotico son impredecibles y
pueden producir dafios. Actualmente, la supresion de
caos ayuda en tratamientos de desordenes cardiacos y
epilepsia, en sistemas de laser, en mecatronica.”!”

20k Control desactivado | Control activado ]
0 10 20 30

of* 1 [—@,00)
S VPV » =X58
-10 F Control desactivado *, / Control activado

0 10 20 30
100¢ Control desactivado QOntroI activado 1
50+ " )

—

0 10 20 ) 30
fiempo

Fig. 4. Sincronizacion de los sistemas (20) y (21).

Sistemas caoticos de clase P

Malasoma!'® reporté seis sistemas que satisfacen
una ecuacion jerk x® =J(x,x,X), con soluciones
cadticas. Estos sistemas se agrupan en una clase,
llamada clase P, la cual se reporta como la clase
de sistemas caoticos mas simples actualmente. La
ecuacion diferencial de estos seis sistemas de tercer
orden contiene una no linealidad tipo cuadratica:
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X, =X

»x3 = —O(.x3 —X +x1x2
Vy'cl =x,+1

X, =—0WX, +X,

1 =x,X,

3‘1 =X
x,=x,+1

»)'c3 =—0x, +X,X,
—xl =X

X, =0, +X;
[y = —x, +x;
Fxl =X

X, = —0x, +x,

h)'C3 =X + XX,

Todos los sistemas clase P son cadticos para el
intervalo'® 2.0168 < a <2.0577.

Ley de control para supresion

Considerando los sistemas caoticos clase P en

la forma
x= f(x;0)+ g(x;0)u 24

LI ()

donde xeR"”, u, y y son los vectores de
estado, entrada y salida a controlar del sistema,
respectivamente. Si el sistema tiene puntos de
equilibrio en su dominio y es de grado relativo pleno
r=n, puede ser estabilizado mediante un control por
retroalimentacion de estado descrito por

. =L h(x)—ky— by — =k y"

LgL;"h(x)

donde £; (i=1,2,...,r) deben ser tales que s™+k.s™!
+...tkost+k; es un polinomio Hurwitz.

(25)

Esta ley de control requiere todas las variables
de estado, asi como el parametro incierto a. Sin
embargo, se hace la suposicion de que sélo se
dispone de una salida medible y, (). Entonces, se
presenta un observador adaptable para superar esta

13
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limitacion, este observador estima tanto el estado
como el parametro desconocido.

z=Au,y,)z+ou,y,)+Pu,y,)0 (26)
y,=Cz

donde las componentes de A(u, v,.), ¢(u, v,,) y D(u,

v,,) son funciones continuas uniformemente acotadas

dependientes de u, y,,, y 8 es un vector de parametros

constantes desconocidos. Ahora, se introducen
algunas suposiciones requeridas.

Suposicion 4. Existe una matriz variante
en el tiempo K(¢) acotada tal que el sistema
M=U4>@)-K@)C@)N() es estable en forma
exponencial.

Suposicion 5. La solucién A(r) de
A() =[A() - K()C()JA()+@(¢) es un término de
excitacion persistente en el sentido que existen o,
b1, T, tales que

o,l< fT‘ A)'C'ZCOAR)T<BI  (27)

para alguna matriz definida positiva acotada .

Suposicion 6.2° La entrada u es de excitacion
persistente en el sentido que existen a,, £, T, >y &,
>0 tales que

o, < LHTZ ¥ (1,0)"CTEC)Y, (1,0dT <B,I (28)

V't >t,,donde ‘¥, denota la matriz de transicion
para el sistema z = Az, y, = C.y Y alguna matriz
definida positiva acotada.

A partir de las condiciones de excitacion
(27) y (28) con K=S'C7, donde S es solucion de
S=—pS—A(u,y,)"S—SA(u,y,)+C"=C . Entonces,
un observador adaptable para (24) esta dado por

[ 2= A,y )5+, y,)+D(u,y, )0
+HAS,'ATCT +8'CTyx(y, - C5)
6=5'A"CS(y, - C2)
A={A(u,y,)-S'C"XCIA+D(u,y,)
$.=-p.S.~Aw,y,)" S, =S Aw,y,) +C'EC
Sy = —pySy +ATC'ZCA

(29)

donde S.(0)>0 y Sy(0)>0, p. y p, son constantes
positivas y £ una matriz definida positiva.

Teorema 4.>' Si se satisfacen las suposiciones
4,5y 6, entonces el sistema (29) es un observador

14

adaptable para el sistema (26). Ademas, el vector
de error de estimacion (e, =zZ-z, g5 = 6 -0)
converge exponencialmente a cero con una razén
dada por p=min(p,, p,).

Por otro lado, se observa que un sistema clase P en
la forma (24) puede transformarse en un sistema afin
en el estado (26) mediante la transformacion z=0(x),
la cual existe y es invertible en la clase P.'8

El esquema completo en lazo cerrado controlador,
observador y planta se muestra en la figura 5. El
andlisis de estabilidad se resume en el siguiente
teorema.

Teorema 5. Si el estado extendido Z=[z6]"
de lazo cerrado permanece para tiempo positivo

—_— i Planta
Yed L”Z(Ji)f;g)v’) % 4 gx)u x'{ | o h(x) }_’y
Pl 7(6)
{cow e

Observador para sistemas |
z=Az+(u,,)+®(u,,)0
Ya=Cz

Esquema :
Controlador-Observador |
Adaptable

Fig. 5. Esquema control y observador para supresion de caos.

en un conjunto compacto Q (el cual contiene
el punto de equilibrio del controlador nominal)
VZ(0)e Q, el sistema completo en lazo cerrado
es global y asintoticamente estable en QxR" XS’
, VZ(0)e Q,VZ(0)e R", VS(0)>0.

Los detalles de esta prueba puede consultarse en
la referencia®.

La implementacion se realiza considerando el
siguiente sistema cadtico clase P

X=X
X =X
Xy =—0LX; — X, + XX, +1U

(30)

donde sélo se mide y,=x,, el parametro o es
constante y desconocido. La variable y=x, es
estabilizada en el origen.

Elsistema (30) se implement6 con amplificadores
operacionales y otros componentes. Se disefid
la ley de control (25) y el observador (26) y se
implementaron mediante un sistema de adquisicion
de datos DSpace 1104. Las figuras 6 y 7 muestran,
respectivamente, una foto del equipo experimental e
imagenes del osciloscopio en donde se aprecian las
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Planode fasex, vsx,  Planodefasex,vsx, ~ Fuentede Seriede oy
voltaje Xiy Xy 5 Xy

Software de
observador y control

Circuito
caotico
bk I8 &

Fig. 6. Foto del equipo experimental.

series de tiempo y proyecciones del atractor cadtico
en dos planos durante los experimentos.

La supresion de las oscilaciones cadticas se
muestra en la figura 8, éstas se suprimen durante un
intervalo predefinido en el que se aplica la sefial de
control. Al desactivar la sefial de control, la dinamica
caotica vuelve aparecer.

CONCLUSIONES

En este trabajo se presentd una solucidon
al problema de sincronizacién unidireccional
generalizada de mismo orden y en orden reducido
para una clase de sistemas. La sincronizacion puede
lograrse si el indice caracteristico de perturbacion es
mayor o igual al grado relativo en el sistema de error
de sincronizacion.

Se propuso un procedimiento para el calculo
sistematico de los mapeos requeridos en
sincronizacion generalizada.

Se ofrecieron dos esquemas de técnicas de control
para sincronizacion y estimacion de variables no
medibles, para los cuales se obtuvieron condiciones
suficientes de convergencia y estabilidad de lazo
cerrado en tiempo finito.

Se verifico el funcionamiento de los esquemas de
sincronizacion implementandolos en algunos casos
de estudio.

Por otra parte, se presentd un esquema para
supresion de oscilaciones cadticas, basado en un
control retroalimentado y un observador adaptable,
para el cual se ofrecieron condiciones suficientes de
estabilidad en lazo cerrado. Los resultados de este
esquemade supresion se verificaron experimentalmente
mediante osciladores electronicos.
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