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1.1 IMPORTANCIA DEL DISERO DE LEVAS.

-~

Al Proyectar una m&Zquina es necesario elegir el meca
nismo o series de mecanismos que deben entrar en su compo-
sicidn partiendo de las operaciones a realizar durante el
trabajo de la misma. Por lo tanto, los mecanismos se sele
ccionarin de forma que el movimiento del eslabon conducido
se atenga a una determinada Ley.

Con frencuencia ocurre que las Leyes de variaci6n de
la velocidad y de 1la aceleracidn del eslabon conducido no
tienen un significado esencial, y solamente importa que di
cho eslabon recorra una determinada carrera, asi sucede --
por ejemplo, con las midquinas de vapor, cuyos embolos ---
deben tener una carrera de magnitud dada; en las Mdquinas
Limadoras; en las Miquinas Impresoras y en otras muchas.

En estos casos no ofrece dificultad 1la eleccidén del
tipo de macanismc ni el calculo de sus dimenciones, y es -
posible utilizar mecanismos de pares inferiores tales como
Biela-Manivela, Colisa y Manivela, Cuadrilatero Articulado
Etc.

Cuando el desplazamiento del eslabon conducido deba
atenerse a una determinada Ley y , en consecuencia, tam --
bién sucede lo propio con las variaciones de su velocidad
y de su aceleracifn; o bien cuando el eslabon conducido de
be detenerse temporalmente a pesar del movimiento continuo
del eslabon con ductor, la solucién mas sencilla puede en-
contrarse con el empleoc de mecanismos de Levas.

Una leva es un elemento mecanico que sirve para im--
pulsar a otro elemento llamado seguidor, para que desarro-
lle un movimiento especificado, por contacto directo. Los
Mecanismos de leva y seguidor son sencillos y poco costo -
s0s, tienen pocas piezas moviles u ocupan eSpacios muy Te-
ducidos.



Ademds, no son dificiles de disefiar movimientos del
seguidor que tengan casi cualquier caracteristica deseada.

Por estas razones, los mecanismos de Leva se emplea

profusamente en la maquinaria moderna.



1.2 CLASIFICACION DE LEVAS Y SEGUIDORES.

La Versatilidad y Flexibilidad en el disefio de los ---
sistemas de Levas se encuentran entre sus caracteristicas --
mas atractivas. Con todo, esto da origen también a una gran
variedad de perfiles y formas, y a la necesidad de cierta -
terminologia para distinguirlas.

Las Levas se clasifican segiin formas basicas; en las -
figura 1. se ilustran cuatro tipos diferentes.

a) LEVA DE PLACA LLAMADA TAMBIEN DE DISCO O RADIAL
b) LEVA DE CURA

c) LEVA CILINDRICA O DE TAMBOR
d) LEVA LATERAL O DE CARGA.

La menos comiin de ellas en aplicaciones practicas es la
leva de Cufna debido a que necesita un movimiento alternativo
de entrada en lugar de un movimiento continuo y, con mucho,
la mas comGn de todas es la Leva de Placa que se analizarid -
en este texto.

Los sistemas de Levas se clasifican también segfin la -
forma basica del seguidor. En la Figura 2, se presetan Le--

vas de Placa que actuan con cuatro tipos diferentes de segui
dores:

a) SEGUIDOR DE CURA

b) SEGUIDOR DE CARA PLANA

c) SEGUIDOR DE RODILLO

d) SEGUIDOR DE CARA ESFERICA G ZAPATA CURVA.

Notese que por lo comfin, se hace que la cara del segui-
dor tenga una forma geométrica simple, y el movimiento se lo-

gra mediante el disefio apropiado del perfil de la Leva con -
la que se construira el sistema,



Por supuesto, no siempre sucede asi.0tro metodo para
clasificar las levas es de acuerdo con el movimiento de sa
lida caracteristico permitido entre el seguidor y el marco
de referencia. Por ende, algunas levas tienen seguidores -
de movimiento alternativo (traslacion) como se ilustra en
las figuras en tanto que ptras lo tienen oscilante (rota--
cion). En todos los sistemas de levas el disefiador debe a-
segurarse de que el seguidor se mantenga en contacto con -
la leva. Esto se logra mediante la graveded, incluyendo --
un resorte apropiado o por medio de una restriccion meca--
nica.
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1.3 DIAGRAMAS DE DESPLAZAMIENTOS.

Durante la rotacién completa de una vuelta de la Leva,
el seguidor ejecuta una serie de movimiento de elevacién, ---
reposo y descenso. Hay varios movimientos posibles para el -
seguidor que se pueden emplear en las elevaciones y en los --
descensos. En esta seccién se utilizarin metodos graficos pa-
ra construir los diagramas de desplazamiento para las eleva--
ciones con movimientos uniforme modificado, Armonico, Parabo-
lico y Cicloidal.

MOVIMIENTO UNIFORME

El Diagrama de desplazamiento para este tipo de movi--
miento es un recta de pendiente constante. Por consigulente,
la velocidad del seguidor durante el movimiento e€s constante.
Este movimiento se emplea poco a causa de los choques al co--
mienzo y al final del movimiento suavizando estos choques, co
mo se muestra en la figura 3. se obitene el movimiento unifor
me modificado. en este ejemplo, las modificacién consistio en
utilizar dos arcos de circunferencia tangentes al periode de
reposo que procedia o seguia al movimiento, pero puede emplea
rse cualquier otra modificacidn.

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

El Diagrama de desplazamiento para este tipo de movi--
miento se representa en la figura 4. una semicircuferencia --
que tiene diametro igual a la elevacién L se divide en el -
mismo nimero de partes iguales en el que se hace 1la abscisa o
eje de tiempos. '

A veces la semicircunferencia de la figura 4. se dibu-
ja modificada con forma de elipce, con objeto de conseguir un
movimiento modificado.
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La Elipse se divjde de la misma formas que la circun-
ferencia y se traza con el eje mayor paralelo al eje de ---
abscisas. De esta forma, la velocidad del seguidor al empe
zar y al terminar la elevacidn son menores que el movimien-
to armonico simple.

MOVIMIENTO PARABOLICO

Tiene aceleracifn constante. La construccidén grafica
se representa en la figura 5. se emplea un niimero para de -
divisiones en la escala de tiempos y, como minimo, deben --
hacerse 6 divisiones. Por el origen del diagrama de despla-
zamientos se traza una recta oblicua con respecto del eje -
de ordenadas ( Fig 5. ) si se hacen seis divisiones sobre -
el eje de abscisas, se divide la recta en partes proporcio-
nales a 1,3,5,5,3,1., Se une el final de la ultima divisidén
con el final de 1la escala de ordenadas y se trazan ahora --
rectas paralelas que pasen por los puntos marcados sobre la
ohlicua.

MOVIMIENTO CICLOIDAL

Se obtiene mediante la rodadura de una circunferencia
da radio L/2n , en donde L es 1la elevacién total, efectua-
ra exactamente una revolucidn al rodar a lo largo de la ---
ordenada, desde el origen hasta Y=L un punto P del circulo
localizado inicialmente en el origen, traza umn cicloide co-
mo se muestta en la figura. Si el circulo Tueda sin resba-
lar con una velocidad constante, la grafica de la posicidn
vertical ¥ del punto contra ei tiempo da el diagrama de --~
desplazamiento que se muestra a la derecha de 1la figuré.

-10-
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Para los fines graficos, resulta mucho mas conveniente
dibujar una sola vez, empleando el punto B como centro, Des-
pués de dividir el circulo y 1a abscisa en un numero igual -
de partes y numeradolas como se indica, se proyecta cada pun
to del circulo horizontal hasta que se intersecta la ordena-
da; a continuacién, partiendo de esta ultima, se proyecta --
paralelo a la diagonal OB para obtener el punto correspon -
diente sobre el diagrama de desplazamientos.

-12-
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IX1. CINEMATICA DE LAS LEVAS.
2.1. MOVIMIENTO DEL SEGUIDOR.
2.2. LA LEVA POLINOMIAL.

2.3. LEVA DE PLACA CON SEGUIDOR OSCILANTE DE
RANILLO.
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2.1 MOVIMIENTO DEL SEGUIDOR.

Se ha visto que €l diagrama de desplazamientos se --
representa graficamente con el movimiento del seguidor Y co-
mo la ordenada y el angulo de rotacién de la Leva 6- como --
abscisa, sea cual fuera el tipo de leva o seguidor de que se
trate. E1 diagrama de desplazamientos es, por Ende, una gra
fica que representa algun funcidén matematica que relaciona -
los movimientos de entrada y de salida del sistema de Leva.

En terminos generales, esta relacifn es.

Y = Y (%)

Si se quisiera tomar la molestia de hacerlo, se po---
dria trazar graficas adicionales que representen las deriva-
das de ¥ con respecto a 6 . La primera derivada se denota-

ra como
dy
rs

YA 4] §
Esta expresién representa la pendiente del diagrama -
de desplazamiento en cada angulo 6 . Esta derivada, aunque
ahora parece tener poco valor practico, es una medida de 1lo
empinado del diagrama de desplazamiento. descubriremos des--
Pués que esta intimamente relacionada con la ventaja mecani-
ca del sistema de leva y se manifiesta en aspectos tales co-
mo el angulo de presién. Si se considera una leva de cufia -
con un seguidor también de Cufia, el propio diagrama de des--
plazamientos tiene la misma forma que la leva correspondien-
te. Aqui se puede empezar por imaginar las dificultades que
se presentarin si la leva es demasiado empinada, esto es, si
Y' tiene un valor demasiado alto.

=15



La segunda derivada de Y con respceto a 6 también es
significativa se representa aqui como.

@) - d? v

Aunque no tan facil de imaginar, esta intimamente rela
cionada con el radio de curvatura de la Leva en varios puntos
a lo largo del perfil. Puesto que existe una relacidén inver-
sa, conforme Y" se hace muy grande, el radio de curvatura se
hace muy pequefia. Si Y'" se hace infinita, el perfil de la --
Leva se hace puntiaguda en esa posicién, lo que constituye -
una condicibén no satisfactoria en extremo desde el punto de -
vista de los esfuerzos de contacto entre las superficies de -
la Leva y el seguidor.

La siguiente derivada tambi&n se puede representar ---
graficamente, si asi se desea.

i - d3 Y
LB SNTEENT
Aunque no es facil describirla geometricamente, es la
rapidez de cambio de Y", y mas adelante se vera que esta deri

vada también se debe controlar al elegir la forma detallada -
del diagrama de desplazamientos.

Obtencién de las ecuaciones para describir el diagrama
de desplazamiento de una Leva que sube con movimiento
parabolico, desde una detensién hasta otra.

L ELEVACION TOTAL
8 ANGULO TOTAL DE ROTACION DE LA LEVA.

-16-



Como se muestra en la figura 5. se necesitarin des pa
rabolas que se encuentren en un punto de inflexi6n.

Para la primera mitad del movimiento se elige la ecuacién -
general de una parabola.

1 Y=A82 +BH +C

Derivande :

2 Y' =2A8 + B
3 Y'' = 2A
4 Y= 0

Igualado la posicién y la pendiente con la detencién -
anterior. ~

Cuando 6 = 0 Y =0
Y (o j = A (0)? + B () +C = C=0
Y'(o ) = 2A (o) + B > B =0

PUNTO DE INFLEXION :

| o

1
Cuando H = X =5

Sustituyendo los valores A y B en 1 asi como las condi
cioonesS y Y

L/2 = A (B/2)® + B (0) + C

Y P



Para la primera mitad del movimiento las ecuaciones

son:

Y = 2L (g)2

r= 350

Y"'= 0

La pendiente maxima ocurre en B = -Zﬁ
5 Y'max. = —z—l‘-

Para analizar la segunda mitad del movimliento, se re
gresa a las ecuaciones generales 1 a 4.
Sustituyendo las condiciones iniciales :

9 =g y Y = L

Asi como:

6 L = A2+ Bp2%+ C.

Para sacar la pendiente para la segunda parabola de--
Tivamoes esta ecuacion :

7 0 = 2Ag + B

Igualando la pendiente para la primera y segunda parabo
las

_]8_



2L _ 8
—B-—ZAQ-"'B

RESOLVIENDO SIMULTANEAMENTE 6 Y 8,

€ 1/8 ) L =AB2+ BR +C ( 1/8)
( - ) =8 .3 -
- #Ag* B3 ., C
L/e= & *F '3
- 2L/B = -AB - B
~-L/B = C(C/8
- €C=-1

RESOLVIENDO SIMULTANEAMENTE: 7 Y 8.

0 =2 A" "+ B
2L

) E - m o+ B ()
0 =2AB +B
e = sa -\
B
-%:AB
B
A = -2L
B

SUSTITUYENDO ESTE VALOR EN EC. 7

= 2

o

(- ¥ ) B+ B
B = 4L
B

-19-



Sustituyendo el valor de estas contantes en las for-
mas mas generales nos da la ecuaciones para la segunda mi-

tad del movimiento :

Y=L{1—2(1-§)2}

4L 2]
y'= 221 - 2
B ( B)
Yy = - Bi_z]:
Yll'= 0.

Hemos encontrado las derivadas cinematicas del movi-
miento del seguidor. Estas son derivadas con respecto a 0.
Ahora consideramos las derivadas de los movimientos del se

guidor con respecto al tiempo.

8 (t).
Suponemos que se conoca su veloclidad y aceleracion :
_ ds ‘ _ d28
yANE £ > % Vlaez

Tambien suponemos conocida la siguiente derivada

(tiron o segunda aceleracion).

= 40
e - gt?

la leva de placa es impulsada por un -
w €S una cte. co -~

Por lo comun ,
eje a velocidad constante, por lo tanto

nocida.
Consideremos la situacion mas general :

Y =Y (8) B =8 (t).

-20-



Por lo tanto se puede derivar para encontrar las de-
rivadas respecto al tienpo del movimientc del seguidor.

v = 9y _ dy de
Y‘El)t:‘de dt

Y =Y'n

Del mismo modo, la aceleracion y el tiron del segui-

*

dor estan dados por

.Y'. = _¥_g'2t - Y‘l'mz + Y'a

Cuando la velocidad del eje de la leva es constante

estas expresiones se reducen a

Y = Yn'm!
Debido a que la curva de aceleracion de la leva en -

la que su seguidor determiné un movimiento parabolico es -
tiene aplicacion en sistemas de baja velocidad

discontinua

-21-



A Continuacién se mostrari el estudio para una leva
de gran velocidad se ha escogido para este analisis una le

va de tipo CICLOIDAL.

Al Disefiar una leva para movimiento rapido el movi-
miento del seguidor puede obedecer a esta misma ley de gra
vedad y tener un movimiento acelerado hasta que la mitadde
este camino sea alcanzado despues de un movimiento retar -
dado hasta el final de su trayectoria.

Un cuerpo en caida libre desciende por espacios durante --

unidades sucesivas de tiempo, y proporcionales a los nfime-

ros impares 1,3,7,9,. etc y el espacio total atravesado

igual a la suma de todos los espacios, otro tipo de movi -
miento para el seguidor de la Leva el cual ha sido utiliza
do con buenos resultados y el cual evita cambios bruscos -
de aceleracén, da una curva de desplazamientos la cual --
normalmente esta dada por la ecuacidén de una CICLOIDE mos

trada a continuacién.

= L 1 ;
Y-; (0—-—2-SEN2¢).

Refiriendonos a la figura mostrada permite que el
seguidor se mueva a la largo de la linea AB.
Dibujamos un semicirculo con AB como un diametro y

asumimos el radio CD de este semicirculo para voltear con

una velocidad angular uniforme empezando con CA cuando el

seguidor comienza a moverse y girando 180° A CB mientras

el seguidor Se mueve A B,
Vamos a hacer el desplazamiento del seguidor cuando

o PP



CD ha alcanzado el angulo #. después la Leva esta
tan ( DESIGNADA ) que el seguidor tiene un desplazamiento -
que satisgace la ecuacién mostrada anteriormente.

B
FIGURA c )
A

Si B es el angulo total hasta el cual la leva te --
gresa haciendo al seguidor moverse la distancia L y 8 es -
el angulo regresado por la Leva cuando el radio CD ha gira-

do hacia el angulo # , entonces:

L SENNLRET

SUSTITUYENDO ESTE VALOS DE # EN LA ECUACION (1) NOS
DA:

1

LA VELOCIDAD Y ACELERACION SERAN:

Y'=-Ié € 1 - Cas 2235 )
Y* = 2qL 2m 6
B2 Sen -
Y TAMBIEN :
Yy o= 4nL Cos 2 n 8-
g? B



Las ecuaciones para el movimiento cicloidal de retor

no completo seran :

= - 8, 1 .. 208
Y=L (1 B + T sen 8 )
r= - L - 218
Y 3 (1 - cos 3 )
"o 27L 270
Y —Bz- sen-—s

D



Diagrama de desplazamientos para una leva ci-
cloidal de subida completa

Diagrama de desplazamientos para una leva ci-
cloidal de retorno completo.



2.2 LA LEVA POLINOMIAL.

Aunque la diversidad de curvas basicas estudiadas en
secciones anteriores por lo comun son adecuadas, evidente-
mente no representan una lista exhaustiva de los movimien-
tos que podrian usarse en el disefio de levas.

Otro metodo comun para disefiarlas consiste en sinte-
tizar las curvas de movimiento adecuvadas usando ecuaciones
polinomiales. Se principia con la siguiente ecuacion ba --

sica.
Y = Co+ Cig + CoAgl+ G (F)+ +o-->
B = Recorrido total de ©

En donde Y y @ son, como antes, el movimiento de su-
bida y de entrada de 1la leva. El valor de B representa el
recorrido total de € tal que para la seccion de la leva -~
que se esta desarrollando, la razon % varia de 0 a 1. Las
constantes Ci dependen de las condiciones impuestas en la
frontera, por lo comun se logra desarrollar un movimiento
apropiado mediante la seleccion correcta de las condicio--
nes en la frontera y el orden del polinomio. '

Como ejemplo del metodo polinomial, tomamos la curva
de subida completa con las condiciones frontera siguientes

8 =0 Y =0 Y'= 0 Y'= 0
8 = B Y = L Y'= 0 Y'= 0

2 3 L)
Y'= Co+ Cr% + ngz* Snga+ 4c~§u+ Sngs

il

2 3 (3
yi= 1 (cae Zng + scs(%g +acn () + 5¢s (5 )

™

vi= Lpc,+ 6c,g + 126, (g7 ¢ 20Cs (3
. -26-



Sustituyendo en estas ecuaciones las condiciones -——

frontera.

1 0 = Cq

2 L= CokCy#Cs#Cy+ Cy+ C,

3 0=cC,

4 0 = C,+ 2C,+ 3C,+ 4C* 5C,

5 0 = 2C,

6 0 = 2C,+ 6C,+ 12C,+ 20C,
Coy C, ¥y C,= 0

2 e Gt Gt (-2)

4 0 = 3C,+ 4C,+ 5C,

6 0 = 6C,+ 12C,+ 20C, (-3)

-2L= -2C,- 2C,- 2Cg

0= 3C,+ 4C,+ 5Cq

-27-



_ 1] 30, 2 Lo B
-2L = -6—C$"‘ TCS -6—(:5— ng
G = 6L.
L=0CG+ G+ 6L

0 =3Cs +4G +30L

(-4) =SL = Cs+ O (-4)

-30L =3C +4G

20L =-4Cs - 4G

-30L = 3G+ 40
-10L =-~Ca

G = 10L

L = 10L + G+ 6L

= M5k

Sustituyendo las constantes en la ecuacion general :
Y = L {10y - 15(F) + 6§ !
Este es el movimiento polinomial 3 - 4 - S, De su-

-28-



- bida completa, las jropiedades de este tipo de leva son
muy similares a las del movimiento cicloidal. (comparar ---
curvas de Tespuesta).

ro L 852 8 ]

Y B {30(&)2 60(&.‘)H 30(33“}
L 0 0.2 6.3

Y"= — 160 = - 180(=>): 120 (—
g2l 5 (B) * (B) }

R _ 8 8.2
Y"L 23160 - 360 2 + 360(3)%)

-29-



Diagrama de desplazamientos para una leva
Polinomial de subida completa

L1

Diagrama de desplazamientos para una leva
Polinomial de retorno completo,
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2.3 LEVA DE PLACA CON SEGUIDOR OSCILANTE DE RODILLO

Mostramos a continuacion una leva de placa con segui
dor oscilante de rodillo, nos faltan por elegir tres para-
metros, despues de completar el diagrama de desplazamien--
tos. Dicho esto para poder efectuar el trazo de la leva --

encontraremos los siguientes parametros.

Tp Radio del circulo primitivo.
¢ Excntricidad.
rg Radio del rodillo.

Tambien hay dos problemas potenciales que es nece --
sario considerar al elegir estos parametros y son

1 La Socavacion
2 Angulo de Presion.

El angulo de presion.- Es el comprendido entre el e-
je del vastago del seguidor y la linea de accion de la --
fuerza ejercida por la leva sobre el seguidor de rodillo,-
la normal a la curva de paso que pasa por el punto de tra-
zo. E1 angulo de presion es denotado por ¢ . Solo la compo
nente de la fuerza a lo largo de la linea de movimiento --
del seguidor resulta util]l para contrarrestar la carga de -
salida ; 1la componente perpendicular debe mantenerse en va
lor bajo para reducir la friccion de deslizamiento entre -
el seguidor y su guia, si el angulo de presion es demasia-
do grande, aumentara el efecto de friccion y puede hacer -
que el seguidor sufra una traslacion que produsca un tra -
queteo e incluso un atascamiento. Los angulos de presion -
en la leva hasta de aproximadamente 30°a 35°se consideran

-31-



como los mas grandes que es factible usar sin probocar pro
blemas .

En la figura se ve que la normal a la curva de paso
se intersecta con el eje horizontal en el punto P,,, el --
centro instantaneo de velocidad entre la leva 2 y el segui
dor 4. Puesto que el seguidor se esta trasladando, todos -
sus puntos tienen velocidades iguales a la de P _.pero esta
tambien debe ser igual a la velocidad del punto coinciden-
te del eslabon 2.
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{rodilio pequetic) {rodilic grand el

-33-



EL ANGULO DE PRESION.

é-

Y = oRP O
x 2

2%

Y'= Rp&02

e[
(]

Y' =g + (a + Y) tan

a2+ g2

H
b
]

a = i-ez
Despejando de 1

Y'- €= (a + Y) tané¢

¢ = tan? Y'- &
a + Y
Sustituyendo 2 en 3
¢ = tan! Y* - ¢
T4 -, € Y

51 e =0
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EL RADIO DE CURVATURA.

En la figura 7 observamos :

TR © py

rg  Radio del rodillo.
o, Radio de curvatura de la curva primitiva para -
seguidor con rodillo.
Pe ® IR
TA Radio de la circunferencia principal.
X Des plazamiento del seguidor.

figura 7

El radio de cualquier punto de 1la circunferencia pri-
mitiva depende del angulo 6 de la leva.

Definicion del radio de curvatura: si k(t) es la cur-
vatura de una curva cualquiera en un punto P, y k(t) # 0 en

tonces el radio de curvatura en P denotado por p(t) esta de
finido por :

£

() = g1

-5



Encontraremos una formula para calcular la curvatura
de las ecs. parametricas de 1la curva X=f(t) y Y=g(t).

k(t) = ?
k(t) = |Dsé|.

> 2L

>

s unidades = Longitud de arco medida desde un punto -
escogido arbitrariamente en C al punto P.

dé/dt dé/sdt
Ds ¢= 8% g =

45 assar  [E(OIF + g (607

. desdt
1 DS ¢ m* 7T

tan ¢= g% = g%é%%
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Diferenciando ambos lados de 1la ecuacion con respec-
to a t.

dx, ~d? d d*x
sec ¢ %% = (H?)(HY¥J ~ (H%J(H?TJ

d
Cite
Despejando R
dx, (d* dy, d“x
& _ (TP EDGED
dt 2 dx 9
sec ¢ (af)
Sabiendo que
2 2 (gz)z
sec ¢ = 1 + tan ¢ = 1 + dt
ok

Sustituyendo esto :

as E & - D

(& G

Sustituyendo esto en 1.

psg - ED - HED
() + DX D+ DI

k(t)

p(t) k(t)

=57 =



T dx d 3
(e = IGEP+ (e ™

(G - EHED

La ecuacion general para el radio de curvatura en ---
coordenadas polares es

d 3
b po I+ GGpr|*
r o+ 2(50) - r(GD)

De a :
dr _ dy
a9 a8
2 gz.z yﬁ
& p = 1a* Y) + (3g) |
2 2 2
(rar Y)Y + 2(85) - (ra* V) (gD
De 8 = gt en = f(t)-
dy _ dy dt | dy/dt
d e de ™ abiar
. d?y _ d dy _ ddydt _ d(dy/de)/de
d62 ~ d0 do ~ adede —LLT)—‘de ac.

De ecuacion d para el numerador :
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d_
dt

Sustituyendo el numerador en ecuacion e :

dy _
de

dy _

dd

d_
dt

¢

geégt -

) 2
&Hdy - &H &S

(de/dt)?

d d?s
G0 G=)

G
S & g
=0 ya que w = Ccte.
o

@©
1

o
e
<
(]
o

para e =0 .
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Utilizando tambien la ecuacion h tenemos de c.

5
|(r3+ 27,¥%+ Y?) + (dy/de§|”®
(xf+ 2Yrp + Y2) + 2(dy/de)3- (zp+ Y)(d®y/de)

T4
T - Tp(d%y/de).

2
ol TA

FOX (M8

Aqui la unidad de tiempo no influye en Y y es una Iro
piedad geometrica. El radilo de curvatura minimo de la leva

debe ser :

Pc min. = pmin + Tp .

-40-



III. DINAMICA DE LAS LEVAS.

3.1. SISTEMAS DE LEVAS DE CUERPOS RIGIDOS Y ELASTICOS.

3.2. ANALISIS DE UNA LEVA DE DISCO CON SEGUIDOR OSCI -
LANTE DE RODILLO.

3.3. ANALISIS DE SISTEMAS ELASTICOS DE LEVAS.
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En este tema aplicaremos el material aprendido antes

para la investigacion de las fuerzas presentes en un Siste
ma de leva seguidor.

Encontrarenos que el movimiento maquinado en la su--
perficie de la leva no siempre es fielmente reproducido --
por el seguidor. Esto en cuanto a la velocidad, y la elas-
ticidad o flexibilidad de los miembros del seguidor.

Por lo tanto aplicaremos aqui la teoria de la vibra-
cion con el proposito de determinar la manera como el se--

guidor responde al movimiento que la leva describa.

3.1 SISTEMA DE LEVAS DE CUERPOS RIGIDOS Y ELASTICOS.

Con el proposito de hacer posible el analisis de las

vibraciones en un sistema elastico tal como el de una leva

seguidor, es primero necesario reducir el sistema mecanico

a un modelo matematico.
Esto sugiere que un modelo puede ser analizado sim -

plemente y rapidamente, pero la simplificacion puede ser -
tal que no existe en cierto punto relacion adecuada entre
los rTesultados calculados y las medidas reales de las can-

tidades.

Por otra parte puede ser posible crear un modelo muy
bueno del sistema mecanico, peroc €l resultado puede ser --
como mecesitar tiempo muy costoso en computadoras digita--
les o normales para obtener un resultado.

Si este tipo de solucion no se justifica por el pre-
supuesto de ingenleria entonces el disefiador debera emple-
ar un modelo mas simple y alterar los resultados mediando

entre su juicio y experiencia que son factores importantes

para una mas rapida solucidn.

=



Un tren seguidor puede consistir en una o mas vari -
llas, brazos, engranes y resortes los cuales todos son e -
lasticos. Todos estos miembros tienen masa la cual esta --
distribuida o arreglada de acuerdo con sus dimensiones fi-
sicas. Varias”clases de friccion o humedad existen debido
al resbalar relativo, la resistencia del aire y efectos in

ternos o moleculares.

figura 1
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En 12 figura 1. se muestra el dibujo esquematico de-
una valvula en la culata en un motor de auvomovil. Este es -
un ejemplo tipico de tren seguidor que se puede analizas en
cualquier mecanismo de levas. Presentamos en la figura 2. -
un modelo matematico que es un sistema vibratorio de tres -
grados de libertad, en esta figura la masa m,es la masa de
la leva y parte de 1a flecha de laleva y k~representa la ri
gidez o elasticidad de la flecha. .

4 La masa m,puede ser usada para representar la carga a
mover, y esta es sostenida por el resorte k,. La coordenada
X,es el movimiento de la carga, este es el movimiento desea
do por y es el que el disenador desea obtener cuando especi
fica la forma y la curva de la leva.

La masa m,es la del tren del seguldor. Los amortigua-
dores estan dispuestos para responder a la friccion y a 1la
humedad.

El sistema descrito antes puede ser reducido a 2 gra-
os de libertad si tomamos la flecha de la leva como absolu-
tamente rigida, esto nos da el sistema vibratorio de 1la fi-
gura 3a. Con esta configuracion €l movimiento Y es el movi-
miento maquinado en la leva. Johnson de la universidad de -
Yale resolwvio este problema con cero amortiguamiento usando
€l mctodo de diferenciales finitas. Debido a esto reducimos
a uno los grados de libertad de las figuras 3b o 3c.
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figura 2

figura 3
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3.2 ANALISIS DE UNA LEVA DE DISCO CON SEGUIDOR
OSCILANTE DE RODILLO

Enesta seccion se presenta un planteamiento analiti-
co en el que se incluye friccion por deslizamiento. La geo
metria de este sistema aparece ilustrada an la figura 4. -
en este analisis se hace caso omiso del efecto del peso --
del seguidor sobre los cojinetes.

Se presenta tambien en lafigura un diagrama de cuex
po libre del seguidor y el rodillo. Si Y es cualquier movi
miento maquinado en la leva y 8 =wt es € angulo de la --
leva, en Y=0 el seguidor se encuentra en la parte baja de

su carrera, de manera que 02A=R+r de manera que:
a=R+71 +Y

En la figura observamos que la fuerza de contacto --
del rodillo forma el angulo¢ , €l angulo de presiomn con el
eje X. Puesto que ladireccion de F,jes la misma qie la de-
la normal a la de las superficies en contacto, la intersec
cion de esta recta con el eje X es el centro instantaneo -
comun de la leva y el seguidor. Esto significa que la velo
cidad de este punto es la misma, no importa que se conside
re como un punto del seguidor o un pnto de la leva, de -

donde :
& = a wtang
tan = s%r
1 F:: = F,, - Nb + Nc
2 TEY = E_- u(Nb+Nc) - F,, - k(¥+ ) - ay = 0.
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3 EM, = - Nb (1b-a) + Nc (1lc-a) = 0

Resolviendo las Ecuaciones.

De 3

1b-a

a Nc = Nblc-a

Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacion 1.

X 1b-a _
F23 - Nb + Nb1c~a 0

X lb-a _ -
FX,+ Nb(Gg2-o - 1) = 0
l1b-a 1c-a
0 = F& + Nb(fca Qicad)
0 = F% + Nb (lb-lac-_lac+a)
R, 1b-1a
0 F23 + Nb ic-a
Nb = PR
1b-1c¢
lc-a

Tesa . X

F% = F¥; tand.

FY, tané¢(lc-1a)

b
Ho lc-1b
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Sustituyendo b en a.

Nc = FJ, tang i(czjilb (ig::)
Nc = FZ, tang %
Sustituyendo b y ¢ en 2.
0 = El-y(r}, tany 1E2- 4 B tany b2 k(Y+s)
- mY }
02T L {1~ wfang (—1%:—};’—];&)- Fu - k(Y+5) - nY)

Fju + k(Y+8) + m-Y'
1 - ptamb{ (1c+1b-2a),
(1c-1b) °

En momento de torsion en el eje de 1la leva es

I =« aPZ, tand .
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3.3 ANALISIS DE SISTEMAS ELASTICOS DE LEVAS,

Presentaremos en esta seccion la respuesta de un movi

miénto uniforme de un mecanismo de leva no-amortiguado uti-

izando €l metodo analitico.
Comenzando nuestro analisis despues de que las masas-

Y las constantes de los Tesortes hayan sido obtenidos.
Enesta parte del analisis podemos obtener una buena -
aproximacion del movimiento si asumimos que no hay amorti -
guamiento. Esto resulta en un sistema de un solo grado de -
libertad. De 1a figura 5 la velocidad angular de la leva es
w y €l movimiento maquinado hacia la curva de la leva es Y .
La masa total del seguidor es m y la constante k, sir-
ve para detener al seguidor en contra de la curva de la le-
este resorte esta siemrre ensamblado con una fuerza ini

va,
cial o precarga actuando en contra del seguidor. E1l resorte

k;representa la elasticidad del tren seguidor ¥y asi que se-

-

ra mucho mas duro que el resorte k,.
Con el proposito de escribir las condiciones de equi-

librio dinamico, asumimos en algun instante en el tiempo --

que el desplazamiento X es mas grande que Y. Esto nos da un

diagrama de cuerpo libre como en la figura 5, con las dos -

fuerzas de los resortes actuando hacia abajo en la masa.

-
-

Las ecuaciones quedan como sigue

mX = - ¥ X - k, (X-Y).

sSl=



>y
&, (=)
»)
!1 o
(-]
o= gt ——e
(e)
figura 5
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Sabiendo que la frecuencia circular natural no amor--

tiguada para un sistema es :

on =/t k
b X +o0nX = 3%1
La solucion de esta ecuacion diferencial es :

= k,Y
c X Acoswnt+Bsenmnt+m

Donde :

Esta ecuacion es para un solo movimiento y solo es va

lida durante el periodo de salida.

e X = -Awn sengnt + Bpn coswnt + 2Y
mh

N‘

=5 2=



Sustituyendo estas condiciones en c.

0 = A cosgn(0) + B senwn(0) + mf’n {L“;(O))

9
[}
(=)

Ahora sustituyendo en e.

= A

0 = -Awn senwn(0) + Bwn coswn(0) + k

&

°

De donde ¢ toma la siguiente forma :

X=0+ -(%%%rj(sermnt) + %ﬁﬁr

- - ¢
X = Do (Y mnsemnt).

.



La velocidad de 1a leva durante la elevacion es

Lo
Y = ==_
8

oL
]

w
1]
e

kB

wnt = kot

Sustituyendo d y g en f:

t
X = K (Bt - £% semnt).

X =%¥E (k0 - senkd).

Esta ecuacion es valida solo para 0<8<8B

En el analisis del movimiento del seguidor las con-
diciones del final de un evento pueden ser usadas como --
condiciones iniciales para un segundo evento.

Al final de 13 elevacion descrita por la ecuacion -

-

B =By el desplazamiento es :

6 =8
Xi=X2Ll_(xg - senks)
1- kmm ’

~54 -



Diferenciando 1a ec. f obtenemos la velocidad.

k2
m wn?

X = v - Y cossnt).

Sustituyendo kB por wnt y Y por %? nos da 1la veloci-
dad al final de la elevacion :

- kzL (1

Xi= m - coskB)

Las nuevas condiciones frontera seran :

Aqui Y = cte. = L.

Sustituyendo en la ec. c.

k2 L

Xi= A cosan(0) + B senwn(0) + 2
Mg

Xy -

>
Il

man
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"
)

51 Y = cte

Sustituyendo zhora las condiciocones frontera en la ec.

-Aun senan(0) + Bwn cosan(0) + hfnim%}

x=
_X
B = on

Sustituyendo estas constantes en la ec. gral. nos da

la ecuacion para el periodo de movimiento constante.

- k L Xi ko L
X = (- anZ")COSwnt + Hsenmnt + n_m?

Transformando a un solo termino trigonometrico y a --

un un angulo de fase.
: ke L

—_—

(mx—:lf cos (wnt -¢) + Hoh

X - Sk s

Xa

tant =0 (X - koL )

Mw2n

nt por k8 nos da la ecuacion

Finalmente reemplazando
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bPara el movimiento durante el periodo de descanso de el se
guidor :

X = WX - %i%rf + (%ﬁf cos (kB - ¢) + %ﬁﬁr
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Iv. DI SENO D E LEVAS.
4.7 DETERMINACION DEL ESFUERZO DE CONTACTO
4.2 DISENO DEL PERFIL DE UNA LEVA.

4.3 BIBLIOGRAFIA.
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4.1 DETERMINACION DEL ESFUERZO DE CONTACTO.

Consideramos primero el caso de una fuerza P unifor-
memente distribunida atravez de una linea sobre una placa -
semi-infinita de espesor unitario.

El esfuerzo en la placa tiene una simple distribu --
cion radial Sr alrededor del semicirculo de radio I

2P
1 Sr'='1—[-;COSB

Preseptamos un elemento infinitesimal en el punto B.
Como se muestra en la figura a , b y ¢ con sus componentes
de esfuerzo.

fa) w) i)
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SxA = Sr A sen 8
2
a Sx = Sr sen B
Y
SyA = STA cos 8
b Sy = Sr cos @
Sabiendo que :
sen 6 = é— b4 cos B8 = —

Sustituyendo 1 en a y b.-

- _ 2Py XAY _ _ 2PX%Y
EA L (?Qr T(XZ+YZ R
sy = - 2P1 Y3Y  2PY

Y T ‘T’T = - g(XZ+Y’ R

ror la ley de Hooke's la elongacion Yy en la direccion
vertical es dada por

€y = % (Sy - wSx).

Sustituyendo :

_ _2Pa Y _ XY
c 24 nE {X7+Y*° v xZey2y !
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El desplazamiento v de una superficie con respecto a
a un punto a una distancia h es fundado cambiando el signo
de ey e integrando entre los limites 0 y h.

_ 2Py B oy3g h- Yd
d v = ——H{ TX_I¥_) + uX’{ TKY:%T)zI

X se considera cte.
Resolvenos la primer integral por partes de la si -
‘guiente manerd :

e Sudv = uv - Sfvdu.
Donde :
Y
u =y dv =ffg§?ry
. 1
du = Zydy A4 ='1—XW_TY22
h y%ay _ X 1, 2yd
I vy roeevey-* 2/ e
2

Y 1

h
2 2
= vy tozin (XYl

o h? 1 z 2 L 2

_ X2+ hz_ h2
= an X2 7 (X2 +Y7)

Si h>>X
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(1T

=1TIY-

Para la segumnda mitad tenemos :

h Yd _ 1 h
XY I T o,

. P 1 I O NP
25 XZ+YZ X2’ - 2xXT-

Sustituimos el valor de las integrales en 4

“GEOnx -7 B

Para una distribucion seria :

v _ 2P

ax mEX
o L
TNER v
l_!-!l_ll )
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Sustituyendo ahora P,por/ Pdu y X por (X-u) e inte-

grando entre los limites de u=-a y u=a.

dv _ _ 2 Pdu _ “ Pdu fapdu l
ax TE; X-u X-u ¢ X-u

En la region de u=-a a u=0. u es negativa y (X-u) --
sera igual a los valores carrespondientes (X+u) en la re--

gion u=0 a u=a. Entonces

2 4 Pdu Pdu
- nEl{) X+u fo u]

Baf e

= E Tt + 1) Paul

Ahora consideramos des cilindros en contacto, como -
se muestra en la figura.

Al presionar los cilindros la cga..P; en 1bs. por --
pulg. la zona de contacto es extendida en el eje Y y la --
extension es igual a A B, . Los puntos B y B, son subtenidos

por los pequefios angulos ¢';y ¢i Entonces:

>4

X = R sen ¢,= R1¢l o d’x =

bels

X = R,sen¢ = Ry, 6 b,
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La figura muestra dos cilindros en contacto entre-
los cuales se genera un esfuerzo compresivo llamado tam-
bien esfuerzo de contacto.

Utilizando las formulas antes vistas en este tema
determinaremos una ecuacion para el esfuerzo de contacto

actuando en acero.
El desplazamiento vertical B B  se puede escribir :

B,B,= R, (1 - cos¢,] + R (1 - cos¢)

Como los angulos ¢ y ¢ son muy pequefios, el coseno -
puede ser aproximado para los dos primeros terminos de las

series.
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-]

[+

]

=
(NTh-d

o+
=
Nnca

=
N
-

N| o

1 Xa R, X2 _ X%.1 1
(i% + 7’(§? =5 g+ R
1 2

La distancia B;B, para la zona de contacto es muy p€
queila comparada con las otras dimensiones de los cilindros
La elasticidad aproximada H entre dos puntos contenidos en
la zona de contacto en los cilindros sera :

H= BB, + ; + va.

2
= )7( (%l-r %2 + 1+ Vs,

Aplicando la aproximacion H a la totalidad del cilin
dro.

Ya que la coordenada X es independiente de esto, la-
derivada con Tespecto a X es igual a cero :

3H _ IAUAN INSAR-§ ; M), 1S
X~ X /'R Tsx*tsx -0
Sustituiremos la ec. que encontramos antes del anali

sis de 10os cilindros en los ultimos terminos de esta ecua-
cieon :

4 1 1, (2 Pdu _
o r &P B xewe 0

+

£~
ol

Asumimos como en la primer figura que la carga curva-

es semicircular :
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1 1 4Po .1 1RY ‘a -u
g RTR, walEt BN xrudv =0

Resolviendo la integral :

2 2! 2 2 2 2
a ~u a’-u _r (X°'-u"+a -X")du
h I _(XE‘-U:‘)‘ Z 21_f

a‘~u (X*-0=) fa*-m*’

El valor de la primera integral sera :

g = ssellli]Z71 = X
1 iﬁz—?i al, VA

Para el problema del esfuerzo de contacto sclo en la
region de X* <a? es de interes . Por esto, la segunda inte
gral em la ecuacion h tiene el valor cero.

1 _ 2Py (1 . 1y o
RS K- s, EYE OGSO

2

Despejando el valor de a.
. _ 2Po(1/E + 1/E
J & = 1/R_1§1+ 7R, .

La carga total P, puede ser tomada como :

a Jaf-u?
P,=,rPdu=2§°{ a‘-u? du.

- (552 7 (0 " u asen’ §)?
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1 2

Despejando Po de la ecuacion j.
pa= 2(1/Ry'+ 1/R,)
°" 2Z(O0/E + 1/E,)

Sustituyendo en ecuacion k.

p o m2a(1/Ry+ 1/R¢% 3= TaZ(1/Ri+ 1/Rp)
2 2(1/E1+ 1/E» 4 (1/Ea+ 1/E>)
" [APs-fi /E1 + 1/E4ﬁ

v T/Ry+ 1/R.

Sabiendo que :

5 2£;; Despejando Py y sustituyendo el valor de a :

P. = (E! (1/R1+ 1/Re )
2 n (1/Ex+ 1/E;)

Considerando €l efecto de la deformacion:

Sustituyendo E por E ARENEE 3
(1 -»u

Py (1/Ra+ 1/R;) !

V= - v O7E~ 17E)

U=P°=

Considerando una relacion de poisson's p=.3 ¥y Ey y E.
= 30 x 10°® Para acero nos queda :

o= P, = 2290 {P1 (1/R,+ 1/R,)"

=



4.2 DISERO DEL PERFIL DE UNA LEVA DE DISCO

En esta seccion resumimos todo €l material estudiado
en secciones anteriores para lograr el disefio de una leva-
de disco.

Ejemplo.- Diseharemos una leva cicloidal con una al-
tura maxima de desplazamiento del seguidor (nos referimos-
a su diagrama de desplazamientes) de 1 in. y un angulo B de
70°. E1 valor del radio del circulo primitivo es rp=2 in.y
el radio del cilindro seguidor es rp=0.8 in.

Para obtener como resultado un buen perfil de leva -
necesitamos encontrar las siguientes incognicas.

1 Desplazamiento y velocidad que comprende la seccion de -
Cinematica de Levas.

2 Fuerzas actuantes en la leva y rodilloc que comprende la-
seccion de Dinamica de Levas.

3 Esfuerzos de contacto actuantes debido a las fuerzas --
existentes y Trazo del Perfil de la Leva..

Para poder ejecutar el trazo de la leva necesitamos-
hacer calculos tabulares a intervalos de 0.1 hasta 1 para-
la variable X.

Esta variable sera la relacion de :

8 8
B .

En los calculos siguientes solo tomamos el valor X =
0.5. Haciendo uso de los demas valores de X podremos lle -
nar 1la forma tabular para el trazo de la leva.

1.- Empezamos por calcular €l desplazamlento tomando-

para esto la ecuacion de un retorno completo contenida, en-
la segunda seccion.
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Y = - gt ggsen—g) < L (1 -X + ZL sen2n X) .
Y=1{1- .54 EérsenZn(.S)}
Y = .5

La velocidad y la aceleracion se encuentran derivan-
do la ecuacion del desplazamiento.

Y' = -L (1 - cos 27X)

Y' = -1 (1 - cos2un.5)

La aceleracion correspondiente sera :
Y'= - 27lsen 27X

Y"= - 2u(1) sen2n(.5)

Y¥="0

2.~ Calculamos ahora la magnitud de las fuerzas :

Fu +k(Y +6 ) + ﬁf

1- utan¢|(1c +1b -Za)l
lc -1b

Fy =

Para el calculo dinamico tenemos los siguientes datos:
lc - 1b = 2 in, 1b = 3.9 in, wu=.1, 6= 0, k = 501b/in., @=
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600 rev/min., Fy, = 55 1bs. El ancho del rodillo es .625 inp
Requerimos encontrar la distancia 1lc y el angulo ¢.

1b + 2 in = 3.9 + 2

lc =
lc = 5.9 in,
Aqui conviene hacer un cambio de variable :
de _
ax B
dy _ ay g dY _1ay
ax "~ Bde dg " g d
d- A\
dae B '
g = 70° en radianes = 1.22173.
tan ¢= Y'
g(ra+Y)
tan ¢= - 2 = .6548.
: (1.22173)(2+.5)
o= 33.21°

Sustituyendo en la ec. de 1la fuerza.
2 = T+ Y=24+ ,5= 2.5

- 55 + 50(.5) + mY
Y = 3= TT(.6548) 5.0 F 3.9 - 2(2.5),
2

95 1bs.

u

Fy

-70-



Fx = Fy tan¢ = (95)(.6548) = 62.21 1bs.

El valor de la fuerzaz normal sera :

Fn = y(62.21) + (95) = 113.6 1bs.

En caso de que Y (acaleracion) tenga algun valor-

diferente que cero

v o ¥  2ar.p.m.y yu
mY = g (—6—0'%—) Y

386 in/seg.

o
il

3.~ Encontrar emos ahora el esfuerzo debideo a las --

fuerzas dinamicas.

g = z,zgonn (%A+ )

Radio del circulo primitivo.

TA
Radio de la leva en un punto determinado.

R

fi

Procedemos a evaluar el radio de curvatura :

_|Cra* YZ + (Y'RP
ra*r Y2+ 2(Y )7 (Tas DY

_|(2+5F + (-2R[?
(2+. 52+ 2(-2)%- (2+.5)(0)

p= 2.30 in.
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RED‘IR

R=2.30 - .8 = 7.5 1n,

La fuerza axial por pulgada de espesor sera

= 181.76 1bs.

1 3

G = 2290 {181.76(% + 1)

c = 33,347.10 1bs/pul

Que es el esfuerzo compresivo existente.
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X

0
.1
-2
-3
.4
..
.6
iy
.8
-9

1

Y

1
.9936
.9514
.8514
.6936
.5
.3064
.1486
.0486
.0064

0

HOJA

YI

0
-.1910
-~ 692
-1.308
-1.809
-2.00
-1.809
-1.308
-.692
--1910

0

Yll

0
-3.693
~5..976
=5.976
=3+6893

0
3.693
5.976
5.976
3.693
0

TABULAR.

tan

. 0522
-01919
<3755
-5497
655
.642
.498
.276
.0779
0
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2.59
10.51
20.35
28.48
335.713
32.42
26.29
15:27

4.27

0

TA+ Y

2.994
2.951
2.851
2.694
2.500
2.306
2.149
2.049
2.006



Curvas de Respuesta :
Y Desplazamiento.
Y Velocidad.

Y Aceleracion.







