UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON
FACULTAD DE INGENIERGIA MECANICA Y ELECTRICA

TESIS

CONTROL PARA SISTEMAS LPV BASADO EN LA
PARAMETRIZACION DE CONTROLADORES
ESTABILIZANTES
POR
MIGUEL ANGEL FLORES GUERRERO
EN OPCION AL GRADO DE MAESTRIA EN CIENCIAS DE LA

INGENIERIA ELECTRICA CON ORIENTACION EN
CONTROL AUTOMATICO

NOVIEMBRE DE 2013



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON
FACULTAD DE INGENIERGIA MECANICA Y ELECTRICA
SUBDIRECCION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

TESIS

CONTROL PARA SISTEMAS LPV BASADO EN LA
PARAMETRIZACION DE CONTROLADORES
ESTABILIZANTES
POR
MIGUEL ANGEL FLORES GUERRERO
EN OPCION AL GRADO DE MAESTRIA EN CIENCIAS DE LA

INGENIERIA ELECTRICA CON QRIENTACION EN
CONTROL AUTOMATICO

NOVIEMBRE DE 2013



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON
FACULTAD DE INGENIERIA MECANICA Y ELECTRICA
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

Los miembros del comité de tesis recomendamos que la tesis “Control
para sistemas LPV basado en la parametrizaciéon de controladores
estabilizantes” realizada por Miguel Angel Flores Guerrero, matricula
numero 1609593, sea aceptada para su defensa como opcion al grado de Maestro
en Ciencias de la Ingenieria Eléctrica con Orientacién en Control

Automatico.

El Comité de Tesis

Asesor
Dr. René Galindo Orozco

Revisor Revisor
Dr. Daniel Melchor Aguilar Dr. Alberto Cavazos Gonzalez

Vo. Bo.
Dr. Moisés Hinojosa Rivera

Divisién de Estudios de Posgrado

San Nicolas de los Garza, N.L. Noviembre de 2013



Resumen

Control para sistemas LPV basado en la
parametrizacion de controladores estabilizantes

Publicacion No.

Miguel Angel Flores Guerrero
Universidad Auténoma de Nuevo Leén
Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica
Asesor: Dr. René Galindo Orozco
Noviembre de 2013

Este trabajo se enfoca en el estudio del control de sistemas Multi-Entrada
Multi-Salida (MIMO) Lineales con Parametros Variantes en el Tiempo (LPV). Los
parametros son medibles y permanecen dentro de cotas conocidas. El control por
retroalimentacién de salida garantiza estabilidad cuadratica (QS) y desempeno,
mediante el Teorema de los vértices y el Lema de Cota Real (BRL). Se proponen
condiciones para que el sistema retroalimentado sea convexo cuando se utilizan
controladores estabilizantes en cada vértice. El controlador LPV resulta de la
interpolacion de estos controladores, y se estudia la relacién entre la estabilidad
y el desempeno del control de los vértices, y la estabilidad y desempeno del sistema
LPV. Ademas, se da una forma explicita del parametro libre de la Parametrizacion
de Todos los Controladores Estabilizantes (PTCE) que resuelve un criterio de
sensibilidad mezclada cuando se tiene un modelo de incertidumbre aditivo a la salida.
Los resultados se aplican a un robot planar rotacional de dos grados de libertad, a

un motor de CD y a un sistema de dos masas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

En aplicaciones reales el control disenado para una planta no solo debe
mantener estabilidad, sino también satisfacer algin criterio de desempeno incluso
ante la presencia de incertidumbres y disturbios, tales como dinamicas no modeladas,
no linealidades, incertidubres paramétricas, variaciones de carga, vibraciones y
envejecimiento.

La incertidumbre en un modelo surge debido a que ningin modelo es
equivalente a un sistema real porque se han considerado simplificaciones de éste, para
facilitar el analisis o diseno. La incertidumbre dinamica corresponde a dinamicas de
la planta no modeladas, cominmente en altas frecuencias debido a que un modelo
es mas preciso en bajas frecuencias, o a modelos simplificados como el hecho de
linealizar en un punto de operacion a un modelo no lineal. Por otra parte, la
incertidumbre paramétrica surge como resultado de no conocer con exactitud el valor
de los parametros fisicos o variaciones de éstos durante la operacion del sistema o
planta.

Cuando el modelo de la planta se puede tomar como Lineal Invariante en el
Tiempo (LTI), la teoria de control robusto [I] ofrece herramientas de andlisis y
sintesis para dar al sistema en lazo cerrado estabilidad robusta; es decir, estabilidad
en presencia de incertidumbre dindmica y también paramétrica, y desempeno
robusto; es decir, desempeno ante disturbios.

La teoria de control robusto estd basada en la minimizaciéon de relaciones

entrada-salida; por lo que estas relaciones representan los criterios de estabilidad



y desempeno que se desean. En ocasiones, no es posible satisfacer varios criterios
al mismo tiempo, por lo que se tienen técnicas como Conformacién de Lazo (Loop
Shaping) y sensibilidad mezclada ([2], [3]), que permite establecer compromisos entre
criterios.

Cuando la planta estd sujeta a incertidumbre, la teoria de control robusto lleva
a leyes de control conservativas, deteriorando el desempeno cuando la planta se aleja
de los valores nominales de los parametros para los cuales el controlador fue disenado.

En los sitemas Lineales con Pardmetros Variantes en el Tiempo (LPV) ([4],
[5], [6], [7]), se asume que se conocen las cotas de los pardmetros y en este trabajo
se asume que su valor se puede medir en tiempo real, por lo que estas mediciones
se incorporan en la ley de control, siendo asi, menos conservativa y por lo tanto
mejorando el desepeno del sistema en lazo cerrado.

Debido a ésto, el control LPV ha sido aplicado a tanques acoplados ([8]), robots
flexibles ([9]), vehiculos aéreos no tripulados ([10]), misiles ([I1]), aeronaves ([12]),
péndulos invertidos ([13]), sistemas de produccién de energia ([I4]), por citar algunos.

El andlisis y sintesis para sistemas LPV esta basado en las técnicas de
Desigualdades Lineales Matriciales (LMIs). Las LMIs surgen en problemas de control
cuando se utilizan técnicas basadas en estabilidad de Lyapunov, ademéas de que las
restricciones de disenio se encuentran comunmente expresadas en desigualdades. Las
técnicas de LMIs representan un enfoque practico ya que estan disponibles algoritmos
para resolver problemas de LMIs numéricamente ([15],[16]), que no tienen solucién
analitica.

A continuacién se dan algunos resultados relacionados con el control de sistemas

LPV y posteriormente se da el objetivo de este trabajo.

1.2. Estado del arte

En [4] se dan condiciones necesarias para garantizar estabilidad asintética en
una familia de sistemas lineales mediante la solucién de un problema de factibilidad
sujeto a un numero finito de LMIs, donde los elementos de la matriz de estados,
en su representacion en espacio de estados, son funciones multiafin de un vector de
parametros desconocidos pero acotados, que pertencen a un poliedro convexo.

En [I7] se dan condiciones necesarias y suficientes para garantizar que un

sistema con incertidumbre paramétrica variante en el tiempo de norma acotada,



en todas las matrices del sistema en su representacién en espacio de estados, sea
cuadraticamente estable, y también se da una cota de atenuacién a disturbios por
retroalimentacion de salida, dado un controlador invariante en el tiempo.

En [5] se dan condiciones suficientes para la existencia de controladores H
con dependencia paramétrica lineal fraccional para plantas LPV en términos de
LMIs, donde las matrices del sistema en su representacion en espacio de estados son
funciones lineales fraccionales de los parametros que varian en el tiempo, asi como
una metodologia para obtener el controlador. Un inconveniente es que se considera
que los parametros pueden ser complejos, siendo asi conservativos, sabiendo que son
reales.

En [I8] se da una metodologia para la sintesis de controladores LPV, que
garantizan estabilidad y una cota para el desempeno, para sistemas LPV que
pueden tomar una representacién politépica, su metodologia consiste en disenar un
controlador robusto H, en cada vértice del sistema en su representacion politopica,
satisfaciendo el Lema de Cota Real (BRL); el controlador resultante es politépico
y se obtiene a partir de una interpolacién de los controladores disenados para cada
vértice.

En [19] se da un algoritmo para el calculo de las coordenadas politépicas del
punto de operacién de un sistema LPV utilizadas para definir una ley de control con
dependencia paramétrica

En esta tesis se propone diseniar un controlador para sistemas LPV, basado en la
interpolacién de controladores robustos LTI para los vértices del sistema, propuesto
en [18], del resultado de [4] se garantiza estabilidad resolviendo un ntimero finito de
LMIs correspondientes a los vértices, y una cota de atenuacion a disturbios como
criterio de desempeno propuesto en [I7] basado en la nocién de estabilidad con
desempeno, como una extensién al Lema de Cota Real (BRL). La interpolacién de

los controladores robustos LTI se puede realizar utilizando el algoritmo presentado

en [19].

1.3. Objetivo

El objetivo general es el diseno de un controlador por retroalimentacién de
salida para sistemas LPV que garantice estabilidad robusta y desempeno robusto.

El controlador para el sistema LPV resulta de la interpolacién de controladores



robustos LTT para diferentes vértices de la planta a controlar, cuando ésta, puede ser
llevada a una representacién politopica. Los controladores robustos LT estan basados
en la Parametrizacién de Todos los Controladores Estabilizantes (PTCE), donde el
parametro libre del controlador se utiliza para resolver un criterio de sensibilidad
mezclada.

En este trabajo se estudia la siguiente hipdtesis.

1.4. Hipoétesis

Los sistemas LPV poseen propiedades de convexidad que se asume, permiten
que el controlador LPV obtenido por interpolacion de controladores robustos LTI
basados en la PTCE, estabilice al sistema LPV, ademas de presentar un desempeno
relacionado al de los controladores robustos LTT.

Para lograr el objetivo planteado, se propone la siguiente metodologia.

1.5. Metodologia

El procedimiento propuesto es el siguiente:

1. Obtener una representacién politopica de un sistema LPV dado.

2. Disenar un controlador estable y estabilizante basado en la PTCE ([20] y [21])
para cada vértice de este sistema LPV y fijar su parametro libre resolviendo
un problema de sensibilidad mezclada ([22], [21]).

3. Sintetizar un controlador para el sistema LPV por interpolacién de los

controladores estabilizantes disenados para cada vértice.

4. Realizar andlisis de Estabilidad Cuadratica (QS) del sistema LPV en lazo
cerrado, garantizando convexidad y resolviendo un conjunto de LMIs aplicando
el Teorema de los Vértices ([4]).

5. Analizar el desempeno del sistema LPV y su relacién con el desempeno de los

vértices.

A continuacién se da la organizacion de la tesis.



1.6. Estructura de la Tesis

La tesis se encuentra dividida en 4 capitulos. En el capitulo 1 se presenta una
introduccion general, que aborda el tema de controladores robustos para sistemas
LPV, posteriormente se mencionan algunos antecedentes relacionados, el objetivo
principal del trabajo asi como la hipétesis y metodologia propuesta.

En el capitulo 2 se presentan resultados relacionados a sistemas LPV, asi como
al diseno de controladores robustos LTI que resuelven un criterio de sensibilidad
mezclada.

En el capitulo 3 se presentan los resultados principales de este trabajo, donde
se dan las condiciones para que una planta LPV sea QS por retroalimentacion de
salida con un controlador LPV sintetizado por interpolacién de controladores LTI,
asi como una forma explicita del paramtero libre de la PTCE para los controladores
LTI que resuelve un criterio de sensibilidad mezclada cuando se tiene un modelo
de incertidumbre aditivo a la salida; también, la aplicacién a un Robot Planar
Rotacional (PRR) de dos Grados de Libertad (DOF), a un motor de Corriente
Directa (CD) y a un sistema de dos masas.

Finalmente, en el capitulo 4 se dan las conclusiones generales de la tesis y

posibles trabajos futuros.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Introduccion

En este capitulo se da una introduccion de los sistemas Lineales con Parametros
Variantes en el Tiempo (LPV) ([, [5], [6], [7]), y en particular una clase de ellos que
son utilizados en esta tesis, asi como su analisis de estabilidad basado en técnicas
de Lyapunov y el Teorema de los vértices ([]), y desempeno basado en el Lema de
Cota Real (BRL) ([25]), que se pueden obtener resolviendo un conjunto finito de
Desigualdades Lineales Matriciales (LMIs) cuando el sistema se puede llevar a una
representacion politopica.

El nimero finito de LMI para el andlisis de estabilidad y desempeno
corresponde al ntimero de vértices del sistema LPV en su representacion politopica,
donde se disenan controladores Lineales Invariantes en el tiempo (LTT), por lo que
también en particular, se da una solucién para la sintesis de controladores robustos
LTT basados en la Parametrizacién de Todos los Controladores Estabilizantes
(PTCE), que resuelven un problema de sensibilidad mezclada ([22], [21]).

El diseno de estos controladores robustos para sintetizar, por interpolacién, el
controlador para el sistema LPV, asi como el andlisis de estabilidad y desempeno
basado en LMIs, dados en este capitulo, seran utilizados en los resultados del Capitulo
3.



2.2. Sistemas LPV

Los sistemas LPV, son sistemas lineales cuya representacién en variables de
estado dependen de parametros que varian en el tiempo; se considera que los
parametros no se conocen, pero pueden ser medidos o estimados bajo condiciones de
operacién del sistema; también, se asume que se conocen sus cotas y en ocaciones su
velocidad de cambio, por lo que se puede ajustar la ley de control en funcién de los
parametros y como consecuencia mantener el desempeno para todas las trayectorias
del sistema. En este trabajo, se considera que se conocen las cotas de los parametros
que varian en el tiempo y que su valor se puede medir en tiempo real.

El diseno de controladores robustos utilizando el Teorema de Pequenas
Ganancias, puede aplicarse a estos sistemas para obtener controladores LTI; sin
embargo, este enfoque es demasiado conservativo cuando el rango de los parametros
es grande y sus variaciones son rapidas durante la operacién del sistema.

Los sistemas LPV se pueden ver como sistemas LTI sujetos a incertidumbres
paramétricas variantes en el tiempo, como resultado de la linealizacién de un sistema
no lineal a lo largo de las trayectorias de uno o varios parametros, o como la
aproximacion polinomial de un modelo no lineal.

Una clase de sistemas LPV se obtiene cuando las matrices en su representaciéon
en espacio de estados son funciones afin de los parametros que varian con el tiempo,
permitiendo llevar al sistema a una representacion politopica.

A continuacion, se presenta una consecuencia de esta representacion para el

analisis de sistemas LPV.

2.2.1. Estabilidad Cuadratica

La teoria de estabilidad cuadréatica ([23], [24]) es una técnica efectiva
contra incertidumbre paramétrica variante en el tiempo, garantizando estabilidad
exponencial a un sistema LPV para todas las trayectorias admisibles de los
parametros que varian con el tiempo.

Considere un sistema LPV de la siguiente forma:
i(t)=Ap @)z (t),  tel0,+o0) (2.1)

donde z (t) € R™ es el vector de estados y p (1) € H C R? es continua y diferenciable;

ademas, el vector de parametros variante en el tiempo pertence a un politopo H,



formado por la cotas de ¢ parametros variantes en el tiempo, que tiene la siguiente

forma,
H = [p1,p1] % [p2, P2] % -+ X [pg, Pq (2.2)

donde p denota la cota inferior de p(t) y P la cota superior del mismo; las
combinaciones de las cotas de los parametros representan los 27 vértices del politopo
H. El vector de pardmetros p (t) se obtiene mediante una combinacién lineal de los

vértices del politopo, de la siguiente forma,
24
p(t)=aipay+ - +aips,  «>0, di=1..2 Y a=1 (23)
i=1

donde p(;) representa los vértices del politopo H y «; las coordenadas politéopicas de

éste mismo, con 1 =1, ..., 29,

Definicién 2.1 El sistema dado por la ecuacion (Z1) es cuadrdticamente estable
(QS) en H si y sélo si existe una matriz P € R™" definida positiva tal que
Vp(t) € H,

AT (p(t)P+PA(p(t) <0 (2.4)

Una condicion dificil de satisfacer es el nimero infinito de desigualdades que se
presentan en (2.4)). En el caso especial de los sistemas LPV, esta condicién se reduce

a un numero finito bajo la siguiente suposicion,

Suposicién 2.1 La matriz A (p (t)) del sistema (21) puede representarse como la
relacion de una funcion matricial multiafin de p (t) y un polinomio multiafin de p (t),

esto es,

- Na(p (@) _ 27::[171'2...1'(1:0 Ail,...,iquf (t) p (t) ...pf]‘l (t)
da(p(t)) Z;,iz...iq:o iyig DY (0) P52 () ...pg’ (t)

donde, da(p(t)) #0  Vp(t) € H y Na(p(t)) € R™*".

Bajo esta suposicion, el sistema se lleva a una representacién politopica, es
decir, a una envolvente convexa de un ntmero finito de vértices que corresponden a

las imagenes de los vértices del politopo H,

A(p(t) € conv{Agy i=1,...,2%} (2.6)



La matriz A (p(t)) se puede obtener mediante una combinacion lineal de la

matriz A (p (t)) evaluada en los vértices,

24 24
Ap®) =) wllpy), >0, > a=1, i=1,.2 (2.7)
i=1 1=1

Bajo ésta suposicién sobre dependencia multiafin en p () y usando convexidad

se llega al siguiente Teorema ([4]).

Teorema 2.1 El sistema (21) bajo la suposicion [21] es cuadrdticamente estable

(QS) si y sdlo si existe una matriz positiva definida P € R™ ™ tal que,
A" (p@) P+ PA(ppy) <0,  i=1,..2 (2.8)
donde, pg es el 1-ésimo vértice de H.

Este resultado suele ser conservativo cuando la variacién de los parametros
es lenta, ya que esta técnica permite variaciones de los parametros arbitrariamente

rapidas.

2.2.1.1. Estabilidad cuadratica por retroalimentacién de salida

Considere el siguiente sistema LPV,

donde z (t) e R", u(t) e R yy(t) e R, p(t) e HCR?y A(.), B(.) y C(.) son
funciones matriciales continuas de dimensiones apropiadas.

Considere un controlador dinamico de la siguiente forma,

e (t) = A (p(t)) = () + Bk (p (1) y (1) (2.10a)
u(t) = Cx(p@)ae(t)+ Dk (p(t)y(t) (2.10b)

donde zy (t) € R" y Ak (.), Bk(.), Ck(.) y Dk(.) son funciones matriciales continuas.

De acuerdo a la Definicién 2-4] el sistema (2.9) es cuadréticamente estabilizable

por retroalimentacién de salida por un controlador con dependencia paramétrica de

la forma (2.I0) si y sdlo si existe una matriz definida positiva P € R*"*?" tal que
Vp(t) € H

AL (p (1)) P+ PAcr (p(t) <0 (2.11)
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Alp@®) +B(p@) Dk (p(t) C(p (1) Blp(t)Ck (p(1))
Bk (p (1)) C (p (1)) Ak (p (1))

Para poder aplicar el Teorema 2] la matriz Aoy (p(t)), debe satisfacer la

Aop = (2.12)

Suposicion 2.1
En [7], se muestra una metodologia para obtener un controlador LPV
que garantice QS por retroalimentacién de salida considerando algunas matrices

constantes para satisfacer la Suposicion 2]y poder aplicar el Teorema 2.]] para la

ecuacion (Z.IT]).

2.2.2. Desempeno

El desempenio Lo acotado por « (ver [I7]), significa que la norma-2 del
mapeo entrada-salida de senales que pertenecen a L [0, 00), es decir, al espacio de
senales cuadraticamente integrables, estd acotado por v para todas las trayectorias
admisibles de los parametros que varian en el tiempo.

Esta nocién de estabilidad cuadratica con desempeno L, es una extension a
sistemas LPV del Lema de Cota Real (BRL) que es valido para sistemas LTT.

Considere el siguiente sistema LTT,

z(t) = Azx(t)+ Bw(t) (2.13a)
y(t) = Cz(t)+ Dw(t) (2.13Db)

Teorema 2.2 (Lema de Cota Real [25]) Dado v > 0, los siguientes enunciados

son equivalentes para el sistema (213)
1. A esestable y |D+C (sI — A) 7" Blls <7
2. Existe una matriz simétrica definida positiva tal que,
ATP+PA+CTC+ (PB+C™D) (v*I - D™D) ™ (BTP + DTC) < 0 (2.14)
Considere el sistema LPV,

w(t) = Alp@)z{)+Bp{)w(t) (2.15a)
y) = Cl®)x)+Dp ) wt) (2.15b)
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Definicién 2.2 Dado v > 0, el sistema (2103) es cuadrdticamente estable con

desempeno Lo acotado por~y si y solo si existe una matriz P definida positiva tal que
Vp (t) € H,

AT(p@®) P + PAQ®)+CT (p(1)C(p 1)+ (PB(pt)+C" (p(t) D (p (1))

p
(v = D" (p () D (p (1)~ (B" (1)) P+ D (p(£) C (p(£))) <0
(2.16)

La siguiente ecuacién es equivalente a (2.I6) en forma de LMI aplicando el

complemento de Schur.

AT (p(t)) P+ PA(p(t)) PB(p(t) CT(p(t)
BT (p(t)) P -1 DT (p(t))| <0 (2.17)
C(p(t)) D (p(t)) —1

Suposicién 2.2 Las matrices del sistema (213) se pueden escribir,

Cp(t) Dp)| dsp) (2.18)

donde Ng (p) es una funcion matricial multiafin y ds (p) es una funcion multiafin
diferente de cero, Vp (t) € H

A@@)Bqu_Nﬂm

Entonces, bajo la Suposicién 2.2 el sistema (Z.I5]) es cuadraticamente estable
con desempeno Lo acotado por 7y si y sélo si existe una matriz P definida positiva

tal que,

A" (pwy) P+ PA(pwy) PB(pa) C" (pw)
BT (pw) P 21 DT (pw)| <0 i=1,..,2¢  (2.19)

C (pw) D(py)  —I

Las matrices del sistema (215 satisfaciendo la Suposicién 2 1lindividualmente,
no garantiza que se pueda aplicar la Definicién 2.2 s6lo a los vértices. Sin embargo, la
Suposicién se puede satisfacer si la matriz A (p (t)) satisface la Suposicion 21y
las matrices B, C'y D son independientes de p (¢); o si, todas las matrices satisfacen

la Suposicién 211 con denominador igual a uno.
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2.2.2.1. Desempeno por retroalimentacion de salida

Considere el siguiente sistema LPV,
i(t) = Alp@#)x@)+Bi(p) w(t
(t) = Cilp(t)
(t) = Ca(p(t)

donde z (t) € R™ es el vector de estados, u (t) € R™ es el vector de entradas

)+ B ((t))U()
t)+D11( (t))w(t)+D12(
t)+ Doy (p (1)) w ()

0

T

i
—~
<~
~—
/\
\_/

) (
) ( (2.20)

<

de control, w (t) € R™ es el vector de entradas exogenas, y (1) € R? es el vector de
salidas medibles, z () € R? es el vector de salidas que se desaean controlar, y p (t)
es el vector de parametros que varia con el tiempo. Se desea minimizar el efecto de
las entradas w sobre las salidas z;

Entonces, de acuerdo a la Definicién el sistema (2.20) es cuadraticamente
estable con desempeno L, acotado por « por retroalimentaciéon de salida con un
controlador de la forma (210, si y sélo si existe una matriz definida positiva P tal

que

AL (p (1) P+ PAcp (p(t)) PBer(p(t) Cép(p(t))

BE, (p(t)) P —21 DL, (p)| <0 i=1,..,2
Cor (p(1)) Der (p (1)) —1
(2.21)
donde,
e [AG®) B2 (0 () Dk (0(0) C2 (p (1) B2<p<t>>cK<p<t>>]
cL = (2.22a)
_ By (p(1) Ca (p (1)) Ax (p (1)
Boy — |Pr®®)+B2(p(®) Dic (p(t) Dn <p<t>>] (2.22)
i B (p(t)) Da1 (p (1))
Cor = [C1(p(®) + D1z (p (1) D (P (1) C2 (b (1)) Dz (p (1) Cic (p (1))] (2:220)
Der = Du(p()+ Diz(p (1) D (p (1)) D (p (1)) (2.22d)

En [7], se muestra una metodologia para obtener un controlador LPV que
garantice QS con desempeno Ly acotado por v por retroalimentacion de salida
considerando algunas matrices constantes.

Al poder garantizar estabilidad y desempeno para una planta basado en
los vértices, permite que se realizen disenos de controladores para esos vértices
que cumplan esos objetivos y mediante un algoritmo de interpolacion de estos
controladores, como el que se da en la siguiente seccion o el propuesto en el Capitulo

3, obtener un controlador que se ajusta a las condiciones actuales de la planta.
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2.2.3. Algoritmo de interpolacion

El controlador del sistema LPV se sintetiza mediante la interpolacion de los
controladores LTI disenados para cada vértice del sistema. En esta tesis, se considera

la siguiente interpolacion presentada en [6],

AK(p(t)) BK(p(t)) _ 2q N
C (p (1)) DK<p<t>>]‘ 2 )

donde «; (p (t)) son las coordenadas politépicas utilizadas en ([23]), para obtener el

K@ PK@ (2.23)

Cr@) Dra

vector de pardmteros, permitiendo que el controlador tenga la misma dependencia
paramétrica de la planta.
Todas las matrices del controlador se interpolan, llevandolo a una

representacion politopica.

2.2.4. Calculo de coordenadas politépicas

El siguiente algoritmo describe un procedimiento para el cédlculo de coordenadas
politépicas (ver [20]), que es, una versién ligeramente mejorada del algoritmo

presentado en [19],

= Defina I' como una medida de H en el espacio de parametros,

r=]JA (2.24)

dondeAi:]_)i—]_oi>0, Vi=1,...,q.

= Defina las siguientes funciones temporales,
ANi(pt):=p,—pi(t) >0, Vi=1,...,q€RF
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= Entonces, las coordenadas politépicas se definen de la siguiente forma,

a (p(t) =

o Zq (p (t)) Zq—1 (p (t)) .. ZQ (p (t))él (p (t))
az (p(t) = -
a5 (p(t) = Bq (p(1) Aga (p (t))f. A, (p ()AL (p(t)
a (p (t)) - Aq (p (t)) Aq—l (p (t))r LA, (p (t))él (p (t))

a1 (p(t) =

ag (p(t)) = =2 -4 B (p(t (2.25)

En la siguiente seccion se presentan formulas explicitas para controladores LTI
que estabilizan a una planta dada; estos controladores, son disenados para los vértices
del sistema LPV en su representacion politopica y utilizados para la interpolacién
del controlador LPV y para el andlisis de estabilidad y desempeno del sistema en

lazo cerrado, presentados en esta seccion.

2.3. Parametrizacion de Todos los Controladores

Estabilizantes

La Parametrizacion de Todos los Controladores Estabilizantes (PTCE), es una
férmula que describe todos los posibles controladores que estabilizan a una planta
dada por retroalimentacion. Esta parametrizacién, esta en funciéon de un parametro
libre. La PTCE fue inicialmente propuesta por [27] y [2§], y desarrollada para
funciones racionales por [29] y [20] y su relevancia es que este parametro libre se
puede ajustar de tal manera que se cumplan criterios adicionales.

La PTCE en la configuracién retroalimentada de un parametro, es mostrada
en la Figura 2] donde P (s) es la planta y K (s) es el controlador que estd dado

por,

K(s) = Dy'(s) Nk (s) = (Y(s) = Ru(s)N(s)) "' (X(s) + Ri(s)Dp(s)) (2.26)
K(s) = N (s)Dg' = (X(s) + Dp(s)Ra(5))(Y(s) = N(s)Ra(s)) ™" (2.27)
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donde, Ri(s),Ra(s) € RHs son los parametros libres del controlador,
Np(s),Dp(s) € RHs provienen de la Factorizacién Coprima Derecha (FCD) de
la planta,

P(s) = Np(s)Dp'(s) (2.28)

Np(s), Dp(s) € RHo provienen de la Factorizacién Coprima Izquierda (FCD) de la

planta,
P(s) = ﬁ;l(s)Np(s) (2.29)

v, X(5),Y(s),X(s) y Y(s) € RHo son las soluciones de las ecuaciones Diofanticas,

X (s)Np(s)+Y(s)Dp(s) = 1 (2.30)
Np(s)X(s) 4+ Dp(s)Y(s) = I (2.31)

Para la configuracion retroalimentada de dos parametros mostrada en la Figura
2.2 el controlador es,

K. (5) K(9)] =D (9)[Q(s) Nic(s) (2:32)

Figura 2.1: Configuracion retroalimentada con un controlador K (s) de un pardmetro.

En la configuracién mostrada en la Figura 2.1] el controlador K (s) cumple la
funcién de dar estabilidad y desempeno, mientras que en la Figura 22 K, (s) es
comunmente utilizado para dar desempeno, dejando a K (s) para la estabilidad del
sistema.

Los trabajos de [30], [22] y [2I] resuelven la FCD y la FCI de la planta, y
dan solucién a la ecuacién Diofantica en el dominio de la frecuencia, a partir de

una representacion en espacio de estados de la planta. No se requieren operaciones
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di do
+ +
r Y2 (% Up Y
Y1 * dm
K (s) .

Figura 2.2: Configuraciéon retroalimentada con un controlador K(s) de dos

parametros.

elementales ni retroalimentacion estatica del estado, y las soluciones estan en
términos de la realizacién de la planta.

Estos trabajos consideran la siguiente clase de sistemas, sea el sistema LTI,
(t) = Ax(t)+ Bul(t) (2.33a)
y(t) = Cx(t) (2.33Db)
donde A y B estan particionadas de la siguiente forma,

0
By,

Ag1 Ag

(2.34)

Y

siendo m la dimensién de wu(t), n la dimensién de z(t) y p la dimensién de y(t). Se
asume que el sistema es cuadrado, Ao, Aoy, As, B, € R™ ™ v que Ajg, Ao y
B,, son no singulares, que el sistema es estabilizable y detectable, para permitir la
estabilizacién de la planta por retroalimentacion de salida, y se satisface n = 2m y
p = m, es decir, la dimension del estado es par, la dimension de la entrada es la mitad
de la dimension del estado y la dimension de la salida es igual a la dimension de la
entrada; cabe senalar que los modelos Euler-Lagrange linealizados con un actuador
por cada grado de libertad, toman esta representacién.

Cuando se tiene informacion completa del estado, es decir C' = I, se cuenta con
la FCD y FCI de la planta y una solucién de la ecuacién Diofantica correspondiente
a la FCI de la planta; mientras que en [3I], basado en el Principio de separacién,
se obtiene un observador por dualidad, por lo que la matriz C' € R"™*™ del sistema
puede tomar la representacién, C' = [C};  Cha], donde C1; o Ci9 son no singulares.

Otra representacion que puede tomar la matriz C', se encuentra en el trabajo

presentado en [21], que es ttil cuando se tiene unicamente la medicién de algunos
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estados, ésta es,

C= [C’n 0] o = [o Clg} (2.35)

donde Ci5 y Ci2 € R™* ™ son no singulares.

Las férmulas explicitas de la FCD y FCI de la planta obtenidas en [2I] son las

siguientes,
1
Np S = 72011/112 2.36
® = o3 (2.36)
Dp(s) = B'T(s) (2.37)
- 1
Np(s) = —— 2.38
O (239)
Dp(s) = I'(s) AR CH (2.39)

Una solucién de la ecuacién Diofantica (2.30) es,

1

X(s) = Gra) (X1s + AnApYy + a’ly) A O (2.40)
1

Yis) = Gra) (sIm + Yo) (2.41)

mientras que una solucién de la ecuacién Diofantica ([2.3T]) es,

1

X(s) = o B, (X5 + AnAnYy +d’l,) (2.42)

~ 1
Y (8) = MCHAH (Sfm + YE]) (243)

donde,
1

T (8) = m (52[m — SAQQ - A21A12) (244)
Xl = }/QAQQ + A21A12 + 3&3[m (245)
YE] = A22 + 3a[m (246)

El parametro libre a proviene de una transformacién bilineal utilizada para la
obtencion de las Factorizaciones Coprimas de la planta en s y que pertenezcan a
RH; debido a que a representa el limite de la regién del semiplano izquierdo de s,
tiene influencia en la respuesta en frecuencia del sistema en lazo cerrado.

En esta tesis se considera el diseno de un controlador LPV por
retroalimentacién de salida, por lo que se utilizan los resultados de [21], tomando

el primer caso de la ecuacién (2.33)), y en particular Cy; = I,,, es decir, que se
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tienen disponibles la primer mitad de los estados para retroalimentar; ademas, de
tener las soluciones explicitas de las Factorizaciones Coprimas y las soluciones de las
ecuaciones Diofanticas, que son utilizadas en la Seccion B.4] para dar solucién a un
problema de sensibilidad mezclada.

En la siguiente seccién, se presentan féormulas explicitas del pardmetro libre de
un controlador LTI, basado en la PTCE presentada en esta seccién, que resuelven
un problema de sensibilidad mezclada; este criterio de desempeno es utilizado para

los vértices del sistema LPV.

2.4. Control Robusto y Sensibilidad Mezclada

Una forma para describir especificaciones de desempeno, es usar la medida
de un sistema o de senales de interés. Estas medidas pueden ser definidas
matematicamente usando normas.

Para un sistema G : Lo — Ly, es decir, que realiza un mapeo entre senales
cuadraticamente integrables (||(.)||2 < 00), se tiene que la norma inducida (ver [I])

es,

Gu
|Gy = sup |G, (2.47)
a0 [[2l2
De acuerdo al Lema de Parseval (ver [29]), para sistemas LTI, la norma inducida
corresponde a la norma-H,, de la funcién de transferencia del sistema; definida como

el valor singular méaximo de la respuesta en frecuencia,
|G (8)|l0o := sug& (G (jw)) (2.48)
we

Las técnicas de control robusto se basan en la minimizacion de esta norma de
funciones que relacionan entradas y salidas como especificaciones de desempeno ya
que nos da una medida de que tan grande es la norma-2 de la salida deseada respecto
a la de entrada.

Las funciones a ser minimizadas son las relacionadas a entradas exdgenas
como lo son 7 (t), d; (t), d, (t) y d,, (t) mostradas en las Fig. 21y 222 que pueden
representar senales no deseadas, para asi lograr algin desempeno en la salida ante
esa entrada, es decir, lograr un desempeno robusto.

Las siguientes ecuaciones representan las relaciones que existen entre las
entradas exdgenas y algunas salidas de interés para la configuracion retroalimentada

mostrada en la Figura 211
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y(s) = To(s)(r(s) —dm(s))+50(s)P(s)di(s)+5o(s)do(s) (2.49)
r(s)—y(s) = So(s)(r(s) —do(s)) +To(s)dm(s) —So(s) P(s)di(s) (2.50)
u(s) = K(s)So(s)(r(s) —dm(s)—do(s)) —T;(s)di(s) (2.51)
up(s) = K (5)S(s)(r(s) —dn (s) —do(s)) +Si(s)d;(s) (2.52)
donde,
Si(s) = IU+K(s)P (3))_1 (2.53)
So(s) = (I4+P(s)K ()" (2.54)

Las funciones S; (s) y S, (s) son llamadas funciones de sensibilidad a la entrada
y a la salida respectivamente, mientras que T; (s) y T, (s) son llamadas funciones de
sensibilidad complementarias a la entrada y a la salida respectivamente, debido a
que T;(s) =1 —S;(s) yTo(s) =1—5,(s).

Para la configuracion retroalimentada mostrada en la Figura 2.2] se tienen las

siguientes relaciones,

y(s) = So(s)P(s) K, (s)r(s) = To(s)dm(s)

+ So(s) P (s)di(s) + S0 (s)do () (2.55)
u(s) = —K(s)So(s)(dm(s) +do(s)) + Si(s) Ky (s)r(s) = Ti(s)di(s) (2.56)
up(s) = —K(5)So(s) (dm (s) +do(s5)) + Si(s) Kr ()7 (s) + S5i(s)di (s) (2.57)

Ademas los modelos matematicos no representan exactamente al sistema fisico
real, esto es, se tiene incertidumbre en el modelo, més ain si se han considerado
simplificaciones de éste, para facilitar algiin andlisis o diseno.

Existen varias formas de caracterizar la incertidumbre, si el modelo
fue construido por observaciones entrada-salida es conveniente pensar en la
incertidumbre como un cambio en el modelo dependiente de la frecuencia; un modelo
basado en leyes fisicas puede llevar a incertidumbre expresada en el rango de valores
de los parametros.

En la Figura[Z3] A representa la incertidumbre del modelo de la Planta y M (s)
es la funcién de transferencia de la entrada a la salida de la incertidumbre. Para las
configuraciones retroalimentadas de [2.1]) y (22]), de v (s) a y(s) y de y2 (s) a y (s)
respectivamente, M (s) representa alguna de las funciones méas comunes presentadas

en la Tabla 21l de acuerdo a un modelo de incertidumbre.
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w1 €1

M (s)}s O

Figura 2.3: Teorema de pequenas ganancias.

Un margen de estabilidad robusta ante incertidumbre se obtiene a través de la
siguiente relacién establecida por el Teorema de Pequenas Ganancias ([32]).
Considere el sistema interconectado mostrado en la Figura [Z3] con M (s) una

matriz de transferencia estable.

Teorema 2.3 (Small Gain Theorem) Suponga que M(s) € RHo. Entonces el
sistema interconectado mostrado en la FiguralZ.3 esta bien definido y es internamente

estable VA (s) € RHoo con,

s Al < L siy solo si [|M(s)] <4

o 1Al < L siy solo si | M(s)], <~

Modelo de incertidumbre Funcién M (s)

Modelo Multiplicativo a la entrada P(s)(I+A(s)) T; (s)
Modelo Multiplicativo a la salida (I+A(s))P(s) T, (s)
Modelo Aditivo P(s)+ A(s) K (s)S, (s)

Tabla 2.1: Modelos de incertidumbre y funciones a minimizar méas comunes

En las especificaciones de diseno se considera minimizar diferentes funciones, sin
embargo, es necesario establecer compromisos de minimizacion ya que no es posible
minimizar todas al mismo tiempo debido a las relaciones que existen entre ellas, como
por ejemplo las funciones complementarias S; (s) y 7T; (s) 0 S, (s) v T, (s). La técnica
de sensibilidad mezclada permite satisfacer ese compromiso mediante la minimizacién
simultanea de las funciones en diferentes bandas de frecuencias deseadas.

El criterio a minimizar,

(I + PK)"'Dpt (2.58)

[e.9]
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propuesto por [3] consiste en la minimizaciéon de las 4 funciones comunmente
utilizadas, mediante el uso de factorizaciones coprimas normalizadas.

El criterio,

b H [ Wi(s)S,(s) ] H (2.5
Wa(s)M(s) .

fue propuesto por [1], y consiste en minimzar los efectos de una perturbacién aditiva a
la salida d,, (t) sobre y (t), cuando se tiene un modelo de incertidumbre multiplicativo
a la salida, las funciones de peso Wi(s) y Wa(s) representan la banda de frecuencias
deseada para cada funcién, cominmente para d, (t) en bajas frecuencias y para un
modelo de incertidumbre en altas frecuencias.

El criterio (2359) es transformado en [30], e involucra minimizar

simultaneamente ||.Sy|| ., v || Mall, sujeto a |[Soll, = [[Mal| ., esto es,

J3 =
M,

donde Sy = limg 0 S,(s), y M), = limg_,oo M ().

Algunas de las ventajas que se tienen con el criterio (2.60) es que no requiere

(2.60)

[e.e]

operaciones elementales como en [27], [29], y [20], ni requiere estabilizacién previa
como en [33], por lo que se tienen menos parametros de control disminuyendo ast el
esfuerzo computacional. Ademads, el sistema no es aumentado con funciones de peso
implicando que el orden del controlador no es mayor que el de la planta.

Un criterio en particular de (Z.60) es el siguiente,

S ol
Toh

donde, se considera el sistema (2.33]), con las matrices A y B particionadas como

Jy = ' (2.61)

en (2Z34) y la matriz C' como en (2.30); para la configuracién retroalimentada de la
Figura 21 utilizando la FCD, FCI de la planta y las soluciones de las ecuaciones

Diofénticas dadas de le ecuaciéon (236) a la ecuacién (2.46]), las aproximaciones

resultan ([21]),

1
| Tonllee = — |C1Aw (X1 +a (rl, + An)) AL CHY| (2.62)
h

3a —
||Sol||oo = %HOHAQAHC;EHOO (263)
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donde w;, > 0 es una frecuencia fija en la banda de altas frecuencias de P (s) y el

pardmetro libre del controlador Ry (s) tiene la siguiente expresion,

Rl (S) =4a (T[m + A22) (264>
siendo r,
aBlCnAndnCil, — ) .
T de+ |C11ALALCH ||, '
donde, .
b:= o2 H011A12 (X1 +ads) A1_2101_11Hoo (2.66)
h
1
¢= gy ([|Cridi (X1 4 a¥0) A O], — wib) (2.67)
aw;

Ademds, para la configuracion retroalimentada de la Figura 2221 la expresién

explicita para el pardamatro libre @ (s) es,

Q (s) = qa® A O (2.68)
donde,
2
wp,
= 2.69
1= Frw (2.69)

A continuacién, se dan las conclusiones de este capitulo.

2.5. Conclusiones

En este capitulo se presentaron los sistemas LPV, la técnica de QS que garantiza
estabilidad y un desempeno en particular, reduciendose a un ntimero finito de LMIs,
bajo la suposicién de que las matrices del sistema LPV se pueden escribir como
una funcién multiafin racional, que corresponden a los vértices de una planta LPV
dada. En particular, en el capitulo siguiente se disenan controladores robustos en
cada vértice y se garantiza la convexidad del sistema en lazo cerrado. También se
presento una técnica de diseno de los controladores robustos para sistemas LTI que
se basan en la PTCE y proporcionan un desempeno al seleccionar su parametro libre,
minimizando un criterio de sensibilidad mezclada.

En el capitulo siguiente se estudia también la relacién entre el desempeno del

controlador robusto en cada vértice y el desempeno del controlador LPV.



Capitulo 3

Estabilidad cuadratica y

desempeno Lo en lazo cerrado

3.1. Introduccion

En éste capitulo se presentan los resultados basados en asegurar estabilidad
cuadrética (QS) de un sistema Lineal con Pardmetros Variantes en el Tiempo (LPV)
con representacion politépica (ver seccion [2.2) en lazo cerrado cuando se aplica un
controlador LPV propuesto, en las configuraciones retroalimentadas de uno y dos
parametros. El controlador LPV es sintetizado por interpolacion de controladores
LTI disenados para los vértices de una planta LPV dada utilizando el algoritmo de
la seccion Se realiza un analisis del desempeno mostrado por los controladores
LTT disenados en cada vértice y se compara con el controlador LPV.

El diseno del controlador para cada vértice estd basado en controladores
robustos y que a su vez estan basados en la Parametrizacion de Todos los
Controladores Estabilizantes, que satisfacen un criterio de sensibilidad mezclada
al ajustar su parametro libre (ver seccién 23)). En este capitulo se da una forma
explicita del parametro libre cuando se tiene un modelo de incertidumbre aditivo a

la salida.

3.2. Estabilidad cuadratica

En esta seccidn, se presentan las consideraciones que la planta y el controlador

deben presentar, para que el sistema en lazo cerrado por retroalimentacion de salida,

23
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se pueda representar en forma politépica y poder aplicar los resultados de analisis de
estabilidad presentados en la seccién 2.2.], solucionando un ntmero finito de LMIs.

Considere el siguiente sistema LPV,

#(t) = A(p()z(t) + Bu(t) (3.1a)
y(t) = Cx(t) (3.1b)

donde z(t) € R", u(t) € R" y y(t) € R, p(t) € H C R% A(.) es una funcién
matricial continua con dependencia paramétrica que satisface la Suposiciéon 2.1], y
H es el politopo definido por (2.2)); entonces, el sistema (B.I) puede tomar una
representacion politopica con i-vértices.

En esta tesis, se considera que las matrices B y C del sistema (BI)
son constantes. Esta consideracion se puede obtener con modelos Hamiltonianos
linealizados que presentan la matriz B constante como se muestra en el ejemplo
de la seccién B.6] también, se puede hacer B constante por un cambio de variable
como en ejemplo que se muestra en la seccién B.7 o utilizando filtros en las entradas
de control u y en las salidas de medicién y como se menciona en [6]. La matriz C
constante, se obtiene si se tiene disponible la medicién de algunos estados como se
considera en esta tesis presentado en la seccion

Considere un controlador LPV disenado para la configuraciéon mostrada en la

Figura (31]), con la siguiente representacién en espacio de estados,

o () = Ax (p(t)z (t) + Br (p(t) e (1) (3.2a)
u(t) = Ck(p(t))z(t)+ Dx(p(t))e(t) (3.2b)

y un controlador LPV disenado para la configuracion mostrada en la Figura3.2] con

la siguiente representacion en espacio de estados,

ip(t) = Ax(p(t)xe () + Bk (p (1) y () (3.3a)
n () = Cx(p(t) = (t) + Dk (p (1) y (2) (3.3b)

Thr (1) = Agr (p () 2hr () + Brer (p (1))
Cir (p(t) ke (8) + Dier (p (£)) 7 (2) (3.4b)

~
~—
|
<
—~
~
~—
w
>~
&g

Y2 (



25

dz' do
+ +
T Y2 (2 Up Y
Y1 * dm,
K (p) "

Figura 3.2: Configuraciéon retroalimentada con un controlador K(p) de dos

parametros.

Entonces el sistema en lazo cerrado en la configuracion retroalimentada de un

pardmetro de la Figura 3.1l resulta en,

i (1) v [BDy o)
= A L1 T 3.5a
Lk <t>] on (o ) [ ot B <p<t>>] ® (8:52)
y(t) = [c o] :(tt)) (3.5b)
donde,
A(p(t) — BDi (p(8))C BCx (p (1))

A L1 = .

o (P (1)) B (1) C AK<p<t>>] 3)

y el sistema en lazo cerrado en la configuracion de controlador de dos paramateros
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de la Figura resulta,

i (1) z (1) BDg, (p(t))
i (t) | = Acra(p(t) [z (t) | + 0 (3.7a)
Thor (t) Ly (t) BKT’ (p (t))
z (1)
y(t) = [c 0 o] |z (3.7b)
Ller (t)
donde,
A(p(t)) = BDk(p(t))C —BCk (p(t)) BCk, (p(1))
Acra (p(t) = Br(p(t)C Ar (p (1)) 0 (3-8)

0 0 Agr (p (1))

A continuacién se presenta el resultado principal sobre estabilidad cuadratica,
basado en la LMI 2111

Lema 3.1 Los sistemas en lazo cerrado de las Figuras 31 y[3Z.2, donde el sistema
LPV esta dado por (31l), son cuadrdticamente estables Vp (t) admisible si existe una

matriz P definida positiva tal que,
PAcy (pw) + Aép () P <0 i=1,..,2¢ (3.9)
donde Acyp, (p(t)) es Acri (p(t)) o Acra (p(1)).

Este resultado, es una aplicacion directa del Teorema 211 a las configuracions
de las Figuras B.1] y B.2] considerando la representacién de la planta y controlador
usados en esta tesis.

En la matriz de estados del sistema en lazo cerrado Aqp, formada por matrices
de la planta y el controlador, no se presentan productos de matrices que provengan
con dependencia paramétrica debido a los términos constantes de las matrices B y
C de la planta que son multiplicados por matrices del controlador con dependencia
paramétrica, satisfaciendo asi la Suposicién 2.1l para poder llevar al sistema en lazo
cerrado a un representacion politépica y aplicar el Teorema 2.1

La representaciéon de los controladores dados de [B.2) a (B.4]), que tienen
dependencia en todas las matrices, puede provenir de la interpolacién presentada en
la seccién para K (p(t)) de las Figuras By B2t de igual forma, el controlador
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K, (p(t)) para la configuracién retroalimentada mostrada en la Figura B2 esta dado
por,

Agriiy Brrg

Arr (p(t)) Brr(p (t))] — i a; (p (1)) (3.10)

Crr (P (1) Drer (p (1))

De esta forma, el controlador LPV toma el mismo orden del sistema, utilizando

Py Ckriiy Drr)

el diseno de los ontroladores LTT presentado en las secciones y 24
Otra representaciéon del controlador LPV, que también es usada en esta tesis,

se obtiene mediante la siguiente interpolacion para K(p(t)) de las Figuras By

29
K(p(t) = ailp(t) K (3.11)
i=1
donde K; es la relacién entrada-salida de K; (s), es decir,

ip(t) = Agay(t) + Br (p(t))e(t) (3.12a)
u(t) = Crae(t)+ Dk (p(t))e(t) (3.12b)

De igual forma, el controlador K,.(p(t)) para la configuracién retroalimentada

mostrada en la Figura esta dado por,

K. (p(t) = Za (p (1) K. (3.13)

y el controlador interpolado toma la siguiente representacién,

i (t) = Agay () + Bk (p (1) y (t) (3.14a)
yi(t) = Cgxp(t)+ D (p(t)y () (3.14b)
i (1) = Agrane () + Brer (p (8) 7 (1) (3.15a)
y2(t) = Crrtir (t) + Dier (0 (1)) 7 (1) (3.15b)

En este caso, el controlador LPV toma a lo mas, i-veces el orden de la
planta, donde ¢ denota el nimero de vértices. La no dependencia paramétrica en
las matrices A y C' de los controladores LPV, se debe a que K; y K,;, representan
la relacién entrada-salida de K; (s) y K,; (s) respectivamente; ademds, representa un
caso particular del Lema B.1I], que no afectan en el criterio de estabilidad.

A continuacién, se da una cota superior v de la relaciéon entrada r (t) a la
salida y (t), para las Figuras Bl y B2 para todas las trayectorias de los parametros

admisibles.
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3.3. Desempeno L, en lazo cerrado

El desempeno L, acotado por 7 para todas las trayectorias de los parametros
admisibles, utilizando la representacion en espacio de estados de los sistemas en lazo
cerrado dados en (BH) y ([B1) para las Figuras Bl y respectivamente, de la

relacion de la entrada r (¢) a la salida y (t) es,

[yll2 < All7ll2 (3.16)
Utilizando la Definicién 2.2 v se obtiene resolviendo la siguiente LMI,

PAcr (p(t) + AL, (p(t)) P+ CL,Cor PBor (p (1))
BL, (p (1)) P -7

Debido a que no se producen productos de matrices con dependencia

<0 (3.17)

paramétrica, se asegura que se cumple la Suposiciéon 2.1l y es aplicable el Teorema
211

Entonces, el sistema en lazo cerrado es cuadraticamente estable con desempeno

cuadratico Lo acotado por v si y sélo si existe P definida positiva, tal que,

PAcr (pw) + Aby (pw) P+ CérCer PBer (pa))
Bty (po) P —*1

donde ACL (p (t)) esS ACLI (p (t)) (6] ACL2 (p (t))
En la siguiente secciéon se dan férmulas explicitas del parametro libre de los

<0, i=1,..,2¢ (3.18)

controladores LTT para las configuraciones de uno y dos parametros que resuelve
un problema de sensibilidad mezclada cuando se tiene un modelo de incertidumbre

aditivo a la salida, basado en las férmulas explicitas de los trabajos de [22] y [21].

3.4. PTCE para modelos de incertidumbre

aditivos

El objetivo de esta seccién es dar la formula explicita para un controlador LTI
junto con su parametro libre cuando se tiene un criterio de desempeno que consisten
en regular la salida y (t) a pesar de perturbaciones aditivas a la salida d, (t) en bajas
frecuencias, cuando se tiene un modelo de incertidumbre aditivo, que corresponde
minimizar la funcién K (s) S, (s) de acuerdo a la Tabla 2] comtinmente en altas

frecuencias; al minimizar esta funcién, también se limita la magnitud de w (¢) en esa
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banda de frecuencias de acuerdo a la relacién mostrada en ([Z.51]) y (2.56]); logrando
asi, estabilidad robusta ante incertidumbre del modelo y desempeno robusto ante
perturbaciones externas.

Entonces el criterio de sensibilidad mezclada, que es un caso particular de

So
J5 = !
KhSoh

donde S,; es la funcién de sensibilidad a la salida aproximada en bajas frecuencias y

) €S,

(3.19)

‘ o0

K}, Son representa la funcién K (s)S,(s) aproximada en altas frecuencias.

Una solucién para este criterio se tiene en el siguiente Lema.

Lema 3.2 Considere la planta LTI (2.33) con las condiciones dadas en (2.34]) y
(2.38) para las configuraciones de las Figuras 21 y [2.3, el pardmetro libre del
controlador (2.27) Ry := qW — X, donde W = Agya+ 3a*1,, + X, y X, definido en
(2-44), entonces el criterio (319) tiene solucion con,

_ 1B WAL Ol
C T BAWALCH L = & [[(C AW AnCi)|[

q (3.20)

Prueba.
De [20], se tienen las siguientes representaciones de K (s)S5,(s) y S,(s) en base
a las Factorizaciones Coprimas de la planta y la soluciéon de la ecuacion Diofantica

presentada en la ecuacién (2.31)),

K(s)So(s) = (X(s)+ Dp(s)Ra(s)) Dp(s) (3.21)

So(s) = Y(s)— Np(s)Ra(s) (3.22)

Del trabajo de [21](ver seccion 2.4]), se toman las expresiones analiticas de la
FCD y FCI de la planta dadas de la ecuacién (2.36) a la ecuacion ([2:39) y la solucién
de la ecuacion Diofantica (2.31I]) dada en las ecuaciones (2.42)) y (2.43]).

La aproximacién de la norma infinito para la funciéon K(s)S,(s) resulta,
150 Sunlloe = (B (X + R AR O (3.23)
mientras que para la funcién S,(s),

||SOl||oo = % H(CllAlg[AQQCL + 3@2] — R2])(A2101_11)H00 (324)
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donde Xy = (Ag + 3al,,)Asy + Az1 Ais + 301, v a es un parametro libre.
Definiendo el pardmetro libre Ry, como es propuesto en el Lema[3.2] se asegura
la interseccion de las rectas que describen las normas de las funciones K, So, ¥y So
en funcion de los parametros a y ¢ que cambia entre 0 a 1 como se muestra en la
Figura B3 siendo ¢*, dado en la ecuacién ([B.20), el valor deseado para g.
OJ

1B WAL Cri |

& |[(CriALW A G|

1) so

0 Sonll oo [1S0tll

Figura 3.3: Interseccion de las rectas descritas en funcion de los parametros a y q.

Al minimizar S,(s) en bajas frecuencias con el criterio ([BI9), también, se
logra dar regulacién de acuerdo a la relacién en (2.49) en bajas frecuencias, para
la configuracion retroalimentada de la Figura 2] mientras que para la configuracion
de la figura 2.2 la relacién de entrada r(s) a salida y(s) dada en ([Z55) es,

So () P (s) Ky (s) = Np () Q (s) (3.25)

de acuerdo a las relaciones entre (3.21)),([3.22]) y (2.32]).

Entonces se propone que el pardmetro libre Q(s) del controlador de referencia
K, (s) sea,

Q = a*ALCH (3.26)

para lograr regulacion en bajas frecuencias.
A continuacién, se presentan los sistemas a los que fueron aplicados los

resultados de esta tesis.



3.5. Calculo de coordenadas politdopicas
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En esta seccion, se presenta un algoritmo propuesto para la obtencién de las

coordenadas politopicas basado en una nocién de distancia.

Defina las siguientes funciones,

Avi= \JEO+E@) -+ 02,

(t) + g (t)

Agi= \JS () + 83 (1) +- -+ 82,

(t) + 9, (1)

Agi= \JE () +8 )+ +0.,

(t) + 85 (t)

Ay = \/Qf(t)+é§(t)+---+52_l

(t) + 3, (1)

Dot = /3 () +35(0) + - +0.,

(t) + 85 (t)

Ay = \/Sf () + 0 (8) + -+ 0.,

donde,
di (1)
9; (t)
Defina,

V=

Vg =

V3 1=

Voq_1 i=

JAVYAV I
AAs ...
AA, ..

JAN VAV

Di — Di (t)
pi(t) —p,

)

A2‘1 -1 AZ‘Z
A2‘1 —1 A2‘1
. qu -1 qu

A2‘1 —2A2‘1

=2

() + 0, ()

V9q 1= AlAg . AQq_gqu_1

Defina I' de la siguiente forma,

24
I':= E V;
1=1

(3.27)

(3.30)

(3.31)



Las coordenadas politépicas se definen de la siguiente manera,

A =

o 1=

Qg 1=

gq_1 ‘=

gq 1=

151
I
9]
I
U3
I

Va1

r

V2q

r
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(3.32)

Es posible reducir el niimero de operaciones, evitando el computo de algunas

operaciones en (3.27), que tienen una nocién de distancia, es decir,

A= 0y (1) + 0, (¢
Ny = &, (t)+6,(t
Ag:= 0, (1) + 3, (¢
Agi= 0y (1) + 0, (¢

Aoy := 61 () +0o(t)+ -
Agq := 0y (t) 4 6o (1) + - -

0,0 (8) + 4, (2)
0,1 (1) 4 04 (t)
+0q-1 (1) + 8, (1)
+ 641 () + 04 (1)

(3.33)

debido a que la sumatoria Zfil a; = 1 esta garantizada por las definiciones dadas

en (3.30), B.31) y 3.32).

3.6. Robot planar rotacional de dos grados de

libertad

En esta seccion se aplica el control LPV a un modelo no-lineal y a un modelo
LPV de un Robot Planar Rotacional (RPR) de dos Grados de Libertad (2DOF)

mostrado en la Figura 34

En este ejemplo, se considera que la masa ms es variante en el tiempo. Entonces,

primero se obtiene un modelo LPV del sistema; la funcién Lagrangiana, donde las

coordenadas generalizadas son los angulos q; v ¢2, es,

(3.34)
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donde, T corresponde a la energia cinética y V' a la energia potencial,

1 . 1 . 1 . . ..
T = §mllflql2 + 511%2 + §m2lfql2 + malileagn® cos (g2) + malileagigo cos (go)
1 ) . 1 . )
+ §m2532(<h + ) + 512(% + o)’ (3.35)
V= —maglesin(q1) — magly sin (1) — maglessin (q1 + ¢2) (3.36)
4%
]
q2 T
( lc2
-\
Iy R
lcl

/ o
Figura 3.4: Descripcién en coordenadas del RPR de 2DOF.

Entonces, aplicando la Transformacion de Legendre,

H(q,q,t) =q"¢— L(q,q,1) (3.37)

obtenemos el Hamiltoniano y linealizando (ver Apéndice [B) en el punto de equilibrio

deseado ¢. = [, 0], obtenemos la siguiente representacion en espacio de estados,
q _ 0 A (p ()] |g 0
q] Az (p (1)) 0 q B,

donde ¢ son las coordenadas generalizadas y ¢ sus momentos conjugados, vy,

O e (0) e —pa ()1 (8) ar — pa () o
Al0) = @ —m® b p O () astm(b)a ](3'39)

( )
p1(t) gli +p1 (1) glea + maley pi(t) gleo
Ao =

RS A p (1) gl ]
By = I (3.41)

+ T (3.38)

(3.40)
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donde py (t) = ma (1), ay = 25 + lilea, ap = 13 + 1% + 20Uyl az = myl? + J1 + Jo, y
p2 (t) = 1/(ma (t) (BJa + 151 + mulcilc3) + mylc + Ji1Jp) con dependencia variante
en el tiempo debido a my (p (t)); le1 v le2 son las distancias al centro de masas desde
las uniones, J; y Jo son los momentos de inercia de las uniones y g es la aceleracion
de la gravedad.

Para este ejemplo, se considera que se tienen mediciones de las posiciones

angulares para ser retroalimentadas; es decir,

y () =[cu 0 [?

q

;o Cu=1D (3.42)

La matriz A del sistema (B.38]), presenta dependencia paramétrica multiafin
que satisface la Suposicion 1] llevando al sistema a una representacién politépica
de cuatro vértices correspondientes a los dos parametros variantes en el tiempo
considerados para este caso.

A continuacién, se disenan los controladores robustos LTI para los vértices.

Siguiendo el procedimeinto de [21I], se toman las Factorizaciones Coprimas
explicitas (de 2361 a2:39)) y una solucién explicita de la ecuacién Dioféntica (2231]), en
términos de la planta ([3.38)). El criterio de desempeno que se desea para este sistema
estd basado en el criterio de sensibilidad (2.61]), por lo que el pardmetro libre para
la configuracion retroalimentada de la Figura [B.I] toma la expresion de la ecuacién
([Z54) con solucién en (Z6H), mientras que para la configuracién retroalimentada de
la Figura 3.2 el pardmetro libre () del controlador de referencia K,, se considera que
tome la expresién (2Z.68).

Utilizando los datos de la Tabla Bl tomados de [34], y considerando que
p1(t) € [2,6] y por lo tanto, pa(t) € [3.71,5.53]. Los valores de los pardmetros a y wy,
seleccionados, y las normas obtenidas para las funciones T,, y S,; para los vértices,
se muestran en la Tabla 3.2l Se realizan simulaciones para los vértices, donde se
consideran condiciones iniciales ¢y = [~7,0], entrada de referencia r = [7,0], y
perturbacién aditiva a la salida d, (t) = 0.4sen (0.8t) a partir de los 3 segundos,
para las configuraciones de las Figuras 2.1y 2.2 v los resultados se muestran en las
Figuras B8 y

El analisis de estabilidad cuadrética para el sistema LPV en lazo cerrado, se
obtuvo resolviendo la LMI de la ecuacién (B.9]) utilizando el LMI toolbox de MatLab

[35]; se obtuvo para la configuracién retroalimentada de la Figura Bl la siguiente



q(t) en radianes

Parametro Valor Unidad
Iy 0.450 m
le1 0.091 m
leo 0.048 m
my 23.902 Ky
I 1.266 Kg m?
I 0.093 Kgm?
g 9.81 =

Tabla 3.1: Valores de parametros para RPR de 2DOF

Vértice @ wn ([ Tonllee ¥ [0l
pip: 8 100 0.0390
pipz 9 100 0.0496
prp: 9 100 0.0520
prpz 10 100 0.0652

Tabla 3.2: Valores de parametros libres para RPR de 2DOF

4
3H 1
27 7
11 ——q,(t) Modelo LPV vértice 1|
[ q2(t) Modelo LPV vértice 1
- - -q,(t) Modelo LPV vértice 2
Of ——— e - - -,(t) Modelo LPV vértice 2]
~++.q,(t) Modelo LPV vértice 3
1t a,(t) Modelo LPV vértice 3|
--- q,(t) Modelo LPV vértice 4
- qz(t) Modelo LPV vértice 4
_2 | |
0 5 10

tiempo (seg)

15

35

Figura 3.5: Posiciones ¢(t) para configuracién retroalimentada con un controlador

K(s) de un pardmetro para los vértices.

matriz P que da solucion,

0532 0.046 —0.005 —0.051 0.088 —0.007 0.036
0.046 0310 0.009 —-0.141 0.002 —0.002 0.140
—0.006 0.009 0.002 —0.024 -0.001 0.000  0.013
—-0.061 —-0.141 -0.024 0.384 —0.025 —-0.013 —0.224
0.088  0.002 —0.001 -0.025 0.028 0.006  0.018
—-0.007 —=0.002 0.000 —-0.013 0.006 0.013  0.010
0.036  0.140 0.013 —-0.224 0.018 0.010  0.162

—0.004]
—0.007
0.007
—0.123
0.013
0.022
0.078

(3.43)
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2
1.5 1\, B
1H R
7}
2
& 0.5
E> t) Modelo LPV vértice 1
E 0 - S 77_q1() odelo vértice 1}
c 7q2(t) Modelo LPV vértice 1
2 05 - - -q, () Modelo LPV vérice 2|
= .
= - - -0,(t) Modelo LPV vértice 2
1t ++q,(t) Modelo LPV vértice 3
qz(t) Modelo LPV vértice 3
_15F --- q,(t) Modelo LPV vértice 4]
- qz(t) Modelo LPV vértice 4
_2 I I
0 5 10 15

tiempo (seq)

Figura 3.6: Posiciones ¢(t) para configuracion retroalimentada con un controlador

K (s) de dos parametros para los vértices.

mientras que para la configuracién retroalimentada de la Figura B.2] se obtuvo,

[ 1.597
0.105
—0.019
—0.125
0.298
—0.015
0.110

| 0.045

0.105
1.244
0.055

—0.862

0.032
0.055
0.799
0.174

—-0.019 —-0.125 0.298
0.055 —0.862 0.032
0.009 —0.112 —0.006

—-0.112  1.678 —0.073

—0.006 —0.073 0.094
0.003 —0.087 0.016
0.071  —1.107  0.060
0.039 —0.633 0.045

—0.015 0.110  0.045 |
0.055 0.799  0.174
0.003  0.071  0.039
—0.087 —1.107 —0.633
(3.44)
0.016  0.060  0.045
0.035  0.071  0.064
0.071 0.834  0.421
0.064 0421  0.484 |

El analisis de desempeno obtenido por el controlador LPV, también se
analizé utilizando el LMI toolbox de Matlab, resolviendo la LMI (B.I8]), obteniendo

un desempeno v = 8.3 para todo el sistema en la configuracién retroalimentada de

la Figura 3] con la siguiente matriz P,
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[0.126 0010 —0.001 —0.010 0.021 —0.001 0.07 —0.002 0.002 —0.017 0.001 —0.019]
0010  0.081  0.02 —0.033 0.000 —0.001 0.033 —0.006 0.000 —0.005 0.005 —0.051
—0.001 0.002  0.000 —0.005 0.000 0.00 0002 0.000 0000 0000 0.001  0.000
—0.010 —0.033 —0.005 0.084 —0.004 —0.001 —0.047 —0.015 —0.001 0.000 —0.018 —0.003
0.021  0.000 0.000 —0.004 0.007 0001 0003 000l 0001 0000 0.00l  0.001

p_ 70001 —0.001 0000 0001 0001 0003 0.000 0003 0001 0007  0.000  0.006
0.007  0.033  0.002 —0.047 0.003 0000 0.034 0009 0001  0.000 0011 —0.004

—0.002 —0.006 0.000 —0.015 0.001 0003 0009 0022 000l 0007 0007  0.042
0.002  0.000 0.000 —0.001 0.001 0001 000l 0001 0028 0.109 0001  0.006
—0.017 —0.005 0.000  0.000 0.000 0.07 0000 0007 0.109 0992  0.05  0.055
0.001  0.005 0.001 —0.018 0.001 0000 0011 0007 0001 0005 0039 0.153

[—0.019 —0.051 0.000 —0.003 0.001  0.006 —0.004 0.042 0006 0.055 0.153  1.418 |

(3.45)
mientras que para la configuracién retroalimentada de la Figura B2l se obtuvo un
desempeno v = 6.2 con la siguiente matriz P,

[0.962 0072 —0.002 —0.134 0.165 —0.018 0.089  0.047  0.032 —0.091 0.079  0.175 ]
0072  1.832  0.073 —1.033 0020 0.028 1.138  0.179 —0.101 0.108  0.588  0.431
—0.002 0.073 0008 —0.108 —0.002 0.001  0.076  0.030 —0.002 0.006 0.052  0.109
—0.134 —1.033 —0.108 1.496 —0.039 —0.030 —1.071 —0.435 —0.013 —0.129 —0.741 —1.569
0165  0.020 —0.002 —0.039 0.050 0007 0.030 0017 0017 0018 0024  0.067

p_ |70018 0028 0001 0030 0007 0019 0028 0018 0007 0061 0.014  0.068
0089 1138 0076 —1071 0.030 0028 0958 0307 —0036 0.111 0565  1.050
0.047 0179  0.030 —0.435 0017 0018 0307 0301 0037 0072 0204 1.183
0032 —0.101 —0.002 —0.013 0.017 0007 —0.036 0.037 0260 0.043 0001  0.163

—0.091 0.108  0.006 —0.129 0.018 0061  0.111 0072 0043 0387  0.059  0.263
0079 058 0052 —0.741 0.024 0014 0565 0204 0001 0059  6.093  1.087

[ 0.175 0431 0109 —1.569 0.067 0.068 1050 1.183  0.163  0.263  1.087  8.203 ]

(3.46)

Para la simulacion del sistema en lazo cerrado aplicando el controlador LPV,

se consideran las condiciones iniciales, entrada de referencia y senal de perturbacién
aditiva a la salida, consideradas para la simulacién en los vértices, variaciéon de los
pardmetros py(t) = 4 + 2exp(—0.2t)cos(30t) y pa(t) = 4.62 + 0.9exp(—0.2t)sen(30t),
y el calculo de coordenadas politopicas presentado en la seccion 2224l En la Figura
[B7) se muestra la trayectoria paramétrica que sigue el sistema con una duracién de
20 segundos.

En las Figuras y se muestran los resultados del controlador LPV
aplicado al modelo LPV y al modelo no-lineal de la planta para las configuraciones
retroalimentadas de las Figuras Bl y respectivamente, donde interpolacion 1
corresponde a la interpolacién dada en las ecuaciones (B.11]) y (8:13]), e interpolacién
2 representa la interpolacién dada en las ecuaciones (2.23) y (B.10). Las Figuras
y BIT muestran la ley de control.
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Figura 3.8: Posiciones ¢(t) para configuracién retroalimentada con un controlador

K(p) de un parametro.

Los resultados mostrados en las Figuras 3.8 y B.10] y las soluciones obtenidas
para las LMIs (B9)) y (B8], muestran que la estabilidad cuadrética se logra a pesar
de las variaciones de los parametros. La minimizacion de las normas del criterio
(2561, mostradas en la Tabla B2 se muestran para los vértices en las Figuras
y B.6l donde se logra obtener regulacién a una entrada escalén de referencia
y atenuacién a disturbios en la salida en bajas frecuencias, donde la perturbacion

corresponde aproximadamente a un 25 % de la magnitud de la referencia, atenuandola
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Figura 3.9: Ley de control u(t) para configuracién retroalimentada con un controlador

K(p) de un parametro.
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Figura 3.10: Posiciones ¢(t) para configuracién retroalimentada con un controlador

K(p) de dos pardmetros.

como se muestra en la oscilacion en la respuesta después del transitorio; estas
propiedades que se satisfacen en los vértices, se preservan para la planta LPV cuando
se interpolan los controladores.

También, se muestran en las graficas de las FigurasB.8 yB.10, que el transitorio
mostrado en los vértices se preserva cuando se realiza la interpolacion 1. Se muestra

que la configuracion con un controlador de un pardmetro, el tiempo de respuesta es
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Figura 3.11: Ley de control w(t) para configuracion retroalimentada con un

controlador K (p) de dos pardmetros.

mas rapido que la configuracién de dos parametros, sin embargo, el precio a pagar
es el sobreimpulso en el transitorio.

A continuacion, se presenta un ejemplo préactico, donde el controlador LPV

disenado se aplica a un motor de CD.
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3.7. Motor de CD

En esta seccion, se aplica el control LPV a un motor de CD que es modelado
como un sistema de primer orden, donde la ganancia estatica y la constante de tiempo
dependen de la velocidad angular, por lo que para esta aplicacién se consideran como

parametros que varian en el tiempo con cotas previamente identificadas. El diagrama

Dv Va L Vg t
[P} epac)e L] Pover |t
T Circuit
D Wy (£
Y Iyt

Figura 3.12: Diagrama a bloques del prototipo de laboratorio del motor de CD

Figura 3.13: Prototipo de laboratorio del motor de CD (izquierda), motor de CD y

encoder (derecha)

a bloques y prototipo de laboratorio del motor de CD se muestran en las Figuras
y B3l mientras que las ganancias k y constantes de tiempo 7 para diferentes
voltajes de referencia constante aplicados en lazo abierto, se muestran en la Tabla
3.0l
El modelo lineal propuesto para el motor de CD es la funcion de transferencia,
we(s)  k
Va(s) 71s+1

(3.47)

Basado en los datos experimentales de la Tabla B.3] se obtienen los siguientes
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VeoenV || wye en rpm || k T en seg.
5.0 1000 200.00 || 0.0934
5.5 1200 218.18 || 0.0791
6.0 1520 253.33 || 0.0770
6.5 1770 272.30 || 0.0730
7.0 2035 290.71 || 0.0708
7.5 2340 312.00 || 0.0725
8.0 2630 328.75 || 0.0793
8.4 2820 335.71 || 0.0747

Tabla 3.3: Pardmetros del motor de DC

polinomios de interpolacién que son utilizados para el modelo de simulacion,

k(w,) = 3.1581 x 107w’ — 2,6667 x 10~ "%w? + 8.3275 x 10~ "w?

— 0.1174 x 10™*w? + 0.7916w, + 0.1859 (3.48)
7(w,) = 7.0832 x 107 ¥w° — 7.2560 x 10~ *w! + 2.7888 x 10~ %w?
—  4.8695 x 10~ w? + 3.6165 x 10 *w, + 1.0208 x 10~* (3.49)

Los parametros k y 7 que dependen de w, llevan al sistema a un modelo LPV,

y una representacion en espacio de estados es,

F(w,) = G (w) = H=1 (3.50)

T (wr) T (wr)’

El modelo, es validado experimentalmente aplicando voltajes de 6.04, 6.5, 7,
7.5, 8 y 8.4 cada 5 segundos y con una entrada de referencia sinusoidal V,(t) =
8.4sen(0.17) mostrados en las Figuras B.14] y B.15]

Para satisfacer el Lema [B.1] se propone el siguiente cambio de base para cada

vértice,
(i)
(o)) =7 (3.51)
entonces, el modelo LPV propuesto en nuevas coordenadas es,
-1
Apy=—, B=1, C=T" (3.52)
(i)

Siguiendo el procedimiento de [22], se disenian controladores robustos para cada

vértice; aplicando la transformacién bilineal A = 1/ (s + ag;)) a (B52), y se obtiene



43

3500 —
—Medicion
3000 ---Modelo LPV
2500
- 2
£ 000
Q
= 1500 pm
1000 1
500:' i
0 |
0 5 10 ] 15 20 25 30
tiempo (seg)

Figura 3.14: w, (t) en rpm del motor de CD y del modelo LPV para referencias

escalon cada 5 segundos
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Figura 3.15: w, (t) en rpm del motor de CD y del modelo LPV para una referencia
sinusoidal

la siguiente FCD de la planta,
-1

T T.5+1
N (s) D7 (s) = —2 @ (3.53)
S+ag \ St

Entonces, se encuentra una solucién de la ecuacion Diofantica (2.30]),

X(s) = foTvl 3.54
() = " (354)
(©)
1
(3.55)

Una representacion en espacio de estados de la férmula explicita de la PTCE
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para el diagrama retroalimentado de la Figura Bl es,

agTa) + Rty — 1

2 2 4
AK = —CL(Z') + R(Z)T(Z), BK = 1, CK = R(Z)T(Z)7 DK = -
(3.56)

mientras que para el diagrama retroalimentado de la Figura B2 K, se propone la

siguiente representacion,
Agr = —agy + B3y, Brr = QoyRoy7y, Crxr=1, Dir=QuRumu (3.57)

Para esta aplicacién se propone como desempernio el criterio (2.61]), por lo que
las funciones T}, (s) y S, (s) se aproximan en altas y bajas frecuencias respectivamente

donde la solucién se encuentra fijando el parametro libre de la siguiente forma,

Ay \Whi) — @) \ Q)T —1
Fuy = o (W) — ag) (aw ™) — 1)) (3.58)
72, (wniy + agy (20670 — 1| = |awme — 1))

y el pardmetro libre @),
agi)

Quy = — (3.59)
)

Aplicando el controlador K (s) al modelo del motor de CD (B50), se
propusieron los pardmetros de control ag) y wpg) para los diferentes puntos de
operacion, utilizando la configuracién retroalimentada de la Figura con entrada
escaléon r(t) = 1(rpm) y B = 1; estos parametros fueron utilizados como valores
iniciales para las pruebas experimentales, y ambos resultados se muestran en la
Tabla 3.4

En la Tabla B.4, se muestra que fue necesario reducir el valor del parametro
W), lo cual se interpreta como que el ancho de banda debe ser reducido para
pruebas experimentales para evitar saturaciones en la ley de control y lograr un
valor de estado estacionario aceptable.

Para obtener el pardmetro de control ¢y utilizado para las pruebas
experimentales, se utilizaron los valores experimentales de a(;) y wp(;) en el modelo
de simulacién, donde se observé que para la salida, se presenta una relacion de 0.54
veces la referencia, por lo que se propuso el parametro libre como,
~ 0.54a

()

Q) (3.60)

El comportamiento no-lineal de los parametros del motor de CD que son

funciones de w, (t), es aproximado por una funcién racional afin, esto quiere decir,
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Wy €N rpm || simulacién experimental
o) Wha | Y Wh)

1000 6 50 6.8 6.8
1200 8 30 9.7 9.7
1520 7 50 8.1 8.1
1770 7 20 8.5 8.5
2035 7 30 8.8 8.8
2340 7 20 8.6 8.6
2630 7.5 60 7.9 7.9
2820 7 40 8.4 8.4

Tabla 3.4: Parametros de control de los controladores estabilizantes para diferentes

puntos de operacion.

Figura 3.16: Configuracién retroalimentada con un controlador de un parametro para
motor de CD

una hipercaja constante mostrada en la Figura BI7 donde se encuentran todas las
variaciones admisibles para los pardmetros k € [200,355.71] y 7 € [0.0708, 0.0934].

Una vez conociendo los vértices, se disenan los controladores robustos LTI; los
parametros a() y wp(;y se proponen con la ayuda de la Tabla[3.4] y éstos se muestran
en la Tabla

El analisis de estabilidad cuadratica se analizé utilizando Multiparametric
toolbox de Matlab [16] donde se obtuvo para la configuraciéon retroalimentada de
la Figura 3] la siguiente matriz P que satisface la LMI (3.9),

(3.61)

p_ [1:2687 10671
10671 22.0889
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0.091 N

0.0851 N

0.075[ 3

I I I I o | I
200 220 240 260 280 300 320
Ganancia k

Figura 3.17: Hipercaja formada por los parametros del motor de CD k y 7

vértice || a = wy,
k, T 8.8
kT 6.8
k, T 8.8
k, 7 6.9

Tabla 3.5: Pardmetros de control en cada vértice

mientras que para la configuracion retroalimentada de la Figura la matriz P es,

13817 —1.173  0.0474
P=|-1.173 24.0827 —0.5663 (3.62)
0.0474 —0.5663 7.3539

El anélisis de desemperio, se realiz6 resolviendo la LMI (B.I8)), donde, para la
configuracion retroalimentada de la Figura B.1] se obtuvo un valor de v = 0.55 con

la siguiente matriz P,

0.0564 —0.0536
P = (3.63)

1 =0.0536  1.5546

y para la configuracién retroalimentada de la Figura B2l un valor de v = 0.68 con

la siguiente matriz P,

0.0756  0.1317 —0.0038
P=|0.1317 27887 —0.0882 (3.64)
—0.0038 —0.0882 0.0032
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El controlador LPV se obtiene interpolando los 4 controladores robustos LTI
disenados para cada vértice utilizando la interpolacién presentada en las ecuaciones
BII) y BI3); y el célculo de cooredenadas politépicas presentado en la seccién
224

La Figura[3.I8, muestra los resultados experimentales de la velocidad del motor
de CD para diferentes entradas escalon de referencia cuando se aplica el controlador
LPV para la configuracién retroalientada de la Figura B.2] donde se observa que
las respuestas son suaves y que el error en estado estacionario es menor entre

1500 y 2000rpm. La Figura [3.19 muestra que la entrada de control es suave y sin

saturaciones.
3000
25001 /‘.w 1
;
2000} { i
. :: ’r " Syl o s
51500—;"}' ;
100075." —1200 rpmy
—1500 rpm
5000 --1800 rpm ||
" 2100 rpm
i ‘ ‘ ‘ ‘ --2400 rpm
% 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tiempo (seg.)

Figura 3.18: Resultados experimentales de w, (¢) para entradas escalén de referencia.

4 —V (t) para 1200 rpm|]|
( ) para 1500 rpm

3 —V_(t) para 1800 rpm||
\" (t) para 2100 rpm|]|

( ) para 2400 rpm

1 1 1 1 1 1 T
8 10 12 14 16 18 20
tiempo (seg.)

o
e
IS
o

Figura 3.19: Resultados experimentales de V, (t) para entradas escalén de referencia.
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También, utilizando un valor de f = 10.5 y un valor de w;, = 200 para los
4 vértices, utilizando la configuracién retroalimentada de la Figura B.16l se logran
obtener errores en estado estacionario menores a los mostrados en la Figura B.I8 en

contraste, los tiempos de respuesta son menores; estos resultados se muestran en las

Figuras 3.201 y B.211

3000
2500
2000 i
€
a 15001 .
1000 i —1000 p
* —1200 rpm
—1500 rpm
500 1800 rpm
—2100 rpm
0 1 1 1 1 1 1 1 1 _2400 rpm
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tiempo (seg.)

Figura 3.20: Resultados experimentales de w, (t) para entradas escalén de referencia.
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)
)
)
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)
)

| 1 1 1 1 1 1 1 T
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Figura 3.21: Resultados experimentales de V, (f) para entradas escalén de referencia.
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3.8. Sistema de dos masas

En esta secciéon se aplica un controlador LPV a un sistema de dos masas
mostrado en la Figura B.22] donde k es la constante del resrote, b la constante de
amortiguamiento y se asume que las masas my y mo son variantes en el tiempo.

La funcién Lagrangiana dada en la ecuacién ([B.34]), donde para este sistema
las coordenadas generalizadas son las posiciones x; y w9, tiene energia cinética,

1 1,

T = §m19‘:§ + 5 mais (3.65)
y energia potencial,
1 1
V = §k (z2 —21)” + §k (21 — m2)° (3.66)
f— I[(f) F— 'I'Z(f)
L.
4\/\/\/\/— 5(1)
uy(t) i (t) 4 o) s

1
L

QO O QO O

Figura 3.22: Sistema de dos masas

Aplicando la Transformacion de Legendre, se llega a la siguiente representacion

en espacio de estados (ver apéndice .12,

iy (t) (0 0 p(®) 0 n()] [0 0
B _ |0 0 0 m@) | |w@O), |00 [u <t>] (3.67)
i (1) —k ok —bp () bpa (D) | @) 0 1
i T (t)
(100 of |22(t)
vt = 010 0] @) (3.68)
7 (t)

donde la matriz A tiene dependencia afin de los pardmetros, satisfaciendo asi la

Suposicién (27]), la matriz B no presenta dependencia de pardmetros y se considera
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Vértice  a || KpSonllo ¥ 1101l o

pLpz 9.0 0.1070
ppz 9.5 0.0963
pipa 113 0.1021
P 115 0.0990

Tabla 3.6: Valores de parametros a para los vértices del sistema de dos masas.

que se tienen disponibles las mediciones de las posiciones x; y xo por lo que se
satisfacen las condiciones de la seccién (B.2).

Se considera para el desempeno, el criterio presentado en la seccién [3.4] para
modelos de incertidumbre aditivos, por lo que el parametro libre Ry de K(s), toma
la representacion presentada en el Lema con solucién dada en la ecuacién (3.20)
para las configuraciones retroalimentadas de las Figuras By B2l y el pardmetro
libre @, el presentado en la ecuacién (B3.20]).

Para las simulaciones, se considera que b = 1N/m, k = 1Ns/m, my(t) €
[1,1.5]Kgy mo(t) € [2,2.5]Kg por lo que pi(t) € [{5,1] € y pa(t) € [55, 1] y entrada
de referencia r(t) = [0.5, 1]. En la Tabla B.0] se muestran los valores del paramtros a
utilizados para el diseno de los controladores para los vértices y el valor de la norma
que se obtiene para las funciones K (s)So(s) y So(s) aproximadas en altas y bajas
freccuencias respectivamente; este valor, indica que se logra regulaciéon a un 90 %

aproximadamente a entradas de referencia r(t) en bajas frecuencias. Las Figuras
3.24] y [3.25] muestran estos resultados.
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Figura 3.23: Trayectoria paramétrica para sistema de dos masas.
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Figura 3.24: Posiciones x(t) para para los vértices del sistema de dos masas.
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Figura 3.25: Ley de control u(t) para para los vértices del sistema de dos masas.

Las Figuras y B27] muestran los resultados al aplicar el controlador
LPV de uno y dos pardametros, considerando variacion de las masas my(t) =
1.25 4+ 0.24exp(—t)cos(70t) y ma(t) = 2.25 + 0.24exp(—t)cos(70t) presentada en la
Figura[3.23 con una duracién de 3 segundos; se utiliza la interpolacién presentada en
las ecuaciones [B.11]) y (B13) con calculo para las coordenadas politépicas presentado
en la seccion 3.0 En estas Figuras, se muestra que el sistema en lazo cerrado conserva
las propiedades de los controladores en los vértices en cuanto a desempeno, logrando
una regulaciéon aproximadamente al 90 % como en los vértices cuando se aplica el
controlador LPV de un parametro y a la referencia deseada con un controlador de

dos parametros; tambien preserva el comportamiento en la respuesta transitoria.
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Figura 3.26: Posiciones x(t) con un controlador de uno y dos parametros para sistema

de dos masas
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Figura 3.27: Ley de control u(t) con un controlador de uno y dos pardmetros para

sistema de dos masas

Al resolver la LMI dada en la ecuacién (B.9) para comprobar QS, no se
encontré con una soluciéon factible, lo cual se verific6 al usar la interpolacién
presentada en las ecuaciones ([Z23) y ([BI0); sin embargo, para la interpolacién
presentada en las ecuaciones ([B.I1) y (BI3) el sistema preservo estabilidad como

se muestra en estos resultados.
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3.9. Conclusiones

En este capitulo se propusieron condiciones para el sistema LPV, en sus
matrices de su representacion en espacio de estados, para asegurar que el sistema en
la lazo cerrado, para las configuraciones retroalimentadas con un controlador LPV
de uno y dos parametros, sea posible analizar su estabilidad y desempeno mediante
un numero finito de LMIs.

Los controladores LTI disenados para los vértices son controladores robustos
que resuelven un problema de sensibilidad mezclada cuando se tiene un modelo de
incertidumbre multiplicativo a la salida, aplicado a los ejemplos de un Robot Planar
Rotacional de dos grados de libertad y a un motor de CD, y se propuso en este
capitulo una férmula explicita del pardametro libre, de los controladores basados en
la PTCE, para sistemas que tienen una modelo de incertiudmbre aditivo a la salida
y fué aplicado a un sistema de dos masas, en donde también se aplico el calculo de
coordenadas politopicas propuesto en este capitulo.

Ademsds de interpolar las matrices de los controladores LTI en su representacion
en espacio de estados, se propuso interpolar los controladores LTI en su
representacion entrada salida-salida, donde el controlador LPV resultante presenta
caracteristicas de respuesta transitoria y ley de control similares a la de los vértices
como se muestra en los ejemplos de un Robot Planar Rotacional y un sistema de dos

masas.



Capitulo 4

Conclusiones generales y trabajos

futuros

4.1. Conclusiones

En esta tesis se disenan controladores LPV para sistemas Multi-Entrada Multi-
Salida (MIMO) Lineales que presentan dependencia paramétrica variante en el
tiempo afin o multiafin en sus matrices de su represntacién en espacio de estados,
donde se asume que no se conocen las trayectorias de los parametros pero se
encuentran entre cotas conocidas y pueden ser medidos durante operacion. Las cotas
de los parametros forman un politopo llevando al sistema LPV a una representacién
politépica con un numero finito de vértices donde se disenan controladores LTT.

El controlador LPV se obtiene mediante la interpolacion de controladores
robustos LTI basados en la Parametrizacion de Todos los Controladores
Estabilizantes (PTCE), que resuelven un problema de sensibilidad mezclada y
resolviendo un nimero finito de LMIs se asegura estabilidad cuadratica y una cota
de desempeno del sistema en lazo cerrado para todas las trayectorias admisibles de
los parametros para configuraciones retroalimentadas de uno y dos parametros.

La medicién de los parametros que se utiliza para la interpolacién de los
controladores robustos LTI y obtener el controaldor LPV, que ajusta la ley de control
y mejora el desempeno del sistema en lazo cerrado, se realiza mediante dos métodos;
la diferencia que existe entre ellos es que en uno se interpolan todas las matrices de
los controladores robusto LTI de su representacién en espacio de estados resultando

el controlador LPV con una dimension, a lo mas, igual que la dimension de la
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planta, en particular esta interpolacion lleva al controlador LPV a una representacion
politépica; en el segundo método, se considera que se interpolan los controladores
robustos LTI en su representacién entrada-salida por lo que el orden del controlador
LPV obtenido es, a los mas, i-veces el orden de la planta, donde ¢ es el ntimero de
vértices.

Una vez que se analiza estabilidad y desempeno para el sistema LPV, ambos
métodos de interpolacion producen controladores LPV que satisfacen el criterio de
desempeno de sensibilidad mezclada, para el sistema LPV en lazo cerrado, disenado
para los vértices; ademas, el segundo método de interpolacién tiene como ventaja
que presenta las caracteristicas en la respuesta transitoria y ley de control, que el
disenado en los vértices, que puede resultar 1til cuando se tienen restricciones en la

medicién de la salida o en la ley de control.

4.2. 'Trabajos futuros

= Incorporar en el andlisis de estabilidad y desempeno la velocidad de cambio de

los parametros.
= Extender el andlisis de estabilidad y desempeno para mas variables a regular.
= Extender los resultados para diferentes variables medidas.

= [ncorporar en el andlisis de estabilidad los parametros de control de los

controladores L'TT y que al interpolarlos garanticen estabilidad.



Capitulo 5

Apéndice

5.1. Modelo Hamiltoniano

El Hamiltoniano es una funcién de la cual se pueden obtener las ecuaciones de
movimiento de un sistema, estas ecuaciones son utilizadas en esta tesis debido a que
es posible obtener de ellas, una realizacién en espacio de estados, donde la matriz B
no depende de parametros del sistema, siendo 1til para esta tesis como se propone

en la seccion (B.2).
A partir del Lagrangiano,

L(q(t),q(t)=T(q(t),q() =V () (5.1)

donde T(.) es la energia cinética, V(.) la energia potencial, ¢(¢) las coordenadas
generalizadas y ¢(t) las velocidades generalizadas, es posible obtener el Hamiltoniano,

substituyendo estas velocidades por momentos conjugados, definidos como,

alt) = gj—gt; (5.2)

utilizando la transformacién de Legendre,

H(q(t),q(t),t) = q" ()q(t) — L(a(t), q(t), 1) (5.3)

donde, ¢(t) se obtiene invirtiendo las ecuaciones en (5.2))
Cuando la funcion de energia cinética es cuadratica, el momento generalizado

es,

q(t) = N (q(t)q(t) (5.4)

o7



o8

y por lo tanto,

q(t) = N~ (q (1)) a(t) (5.5)
Entonces, el Hamiltoniano es,
H(@(t),a(t),) = 30" (ON (a(0)) alt) + V(a(0)) (56)
Utilizando las ecuaciones de Hamilton,
. OH()
T g
= N7 (¢(t)q(t) (5.7)
. OH(.)
TS T T
(Lt 8q((f)(t))q(t> - 78‘/83(’;;)) r (5.8)

se obtienen las ecuaciones de movimiento y linealizando en el punto de equilibrio

q(t) = q. y q(t) = 0, se llega a la siguiente representacién en espacio de estados,

| 0 N (®)
[‘i@] —| v ’ [?(’” | (5.9
Q(t) 8q2(t) 0 Q(t) T

5.1.1. Hamiltoniano para RPR de 2 DOF

Del Lagrangiano dado en la ecuacién ([3.34]) y utilizando la ecuacién (5.2)), se

obtienen los momentos generalizados.

Gt = N (q ()4 (t) = 01+ 02 + 205 cos (g2 (1)) 0 + 03 cos (g2 (t))] [%] (5.10)
Oy + 05 cos (g2 (1)) 0y Go
donde,
01 = mil% +mol + J (5.11)
Oy = maol% + Jy (5.12)
05 = malile (5.13)

Entonces, se obtiene la inversa de N (¢ (t)) y se evalua en el punto de equilibrio

¢e = [5,0] para obtener la matriz A,

) 0, —0y — 03 cos (Q2 (t))
e 0,10y — (05cos (ga(1)))? —0s

1 05 —0y — 04
9192 - (93)2 —92 — 93 91 + 92 -+ 293

N~ (q (1))

— 03 cos (q2(t)) 61 + Oz + 2603 cos (Q2(t))]

Ge

(5.14)
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substituyendo los elementos ¢ y separando los términos de la masa ms, se obtiene la
equivalencia con la matriz dada en la ecuacién ([3.39).
Para obtener la matriz Ay, se utiliza la energia potencial dada en la ecuacion

[B34)), y evaluando en el punto de equilibrio,

_oV
0q?

[g(mgll sin(q1(t)) + malea sin(qi(t) + q2(t)) + miler sin(qi(t))) magle sin(qi(t) + qz(t))]
maglea sin(qi (t) + g2(t)) maglea sin(qi (t) + g2(t))

ge

(5.15)

_|magh + magles +milar magles
magles magles

5.1.2. Hamiltoniano para sistema de dos masas

Del Lagrangiano que se obtiene de la energia cinética dada en la ecuacion (3.65))
menos la energia potencial dada en la ecuacion (3.66) y utilizando la ecuacién (5.2)),

se obtienen los momentos conjugados,

a(t) = N(g(t)q(t) = lml ! ] (5.16)

~ 0 G
N~ (q(t) = ”;1 1 L.J (5.17)

ma
Para obtener la matriz Asy, se utiliza la energia potencial dada en la ecuacion

Y

0*V ko —k
— = = (5.18)
dq ~k k
y usando la ecuacién de Hamilton (5.7)),
-ul 0 | [ b —b Lt'l
T = —
L 0 Ug_ _—b b l"g
_ - [b —b
_|m 01 |m; me| |@
|0 usg] U 72
LT, Mo
(5.19)

se obtienen las matrices Ass v B,
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5.2. Articulo

El articulo con nombre ”Linear parametric time-varying control methodology
applied to multiafin parametric time-varying systems”, fue sometido a 13th European
Control Conference (ECC) de Junio del 2014.



Linear parametric time-varying control methodology
applied to multiafin parametric time-varying systems

R. Galindo! and M.A. Flores?

Abstract— A Linear Parametric time-Varying (LPV) controller
is designed for a Multiafin Parametric time-Varying (MPYV) plant
following a proposed methodology. The state space realization
of the MPV plant is a multi-affine function of a time varying
parameter. This parameter is measured in real time and lies
between given bounds. In this methodology, robust stabilizing
controllers are synthesized for each vertex of the convex hull of
the plant. Then, an LPV controller is designed by interpolation
of the robust controllers, and finally Quadratic Stability (QS)
of the closed loop system is guaranteed by the Vertex Theorem
solving a set of Linear Matrix Inequalities (LMI’s), in which
convexity is assured. In particular, robust controllers based on
the parametrization of all stabilizing controllers , and their free
parameters are fixed solving a mixed sensitivity criterion. The
results are illustrated by a simulation example of a two degrees
of freedom planar rotational robot.

Keywords: Linear Parametric Varying (LPV), Quadratic
Stability, Linear Matrix Inequality (LMI), Stabilizing con-
trollers, Mixed sensitivity.

I. INTRODUCTION

One of the main concerns in real world applications is
that the control must preserve stability and performance even
in the presence of uncertainty conditions and disturbances,
such as unmodelled dynamics, non-linearities, parametric un-
certainties, load variations, vibrations, and aging. Evidently,
the performance of the control law is deteriorated by these
heavily operating conditions. Robust control techniques deal
with these situations, in particular Linear Parametric Varying
(LPV) control preserves stability and performance under fast
time-variations of the plant parameters. Also, the Multiafin
Parametric time-Varying (MPV) plant is closer to the real
non-linear plant than a linear time-invariant plant. These MPV
systems have parameters that belong to given known intervals
and have a state space realization which is a multi-affine
function of these time varying parameters. Modeling a plant as
an MPV model allows designing a controller for each vertex
of the convex hull of the plant, and the LPV control is gotten
by interpolation. In this work, robust stabilizing controllers
are designed at each vertex of the convex hull of the plant,
adding their robust properties to the overall LPV control.
Also, convexity is assured in closed loop when the LPV
control is applied to the MPV plant using the plant parameters
measurement. For this MPV system, quadratic stability is
achieved solving Linear Matrix Inequalities (LMI’s) at each

They are with Faculty of Mechanical and Electrical Engineering, Au-
tonomous University of Nuevo Leon, 66450 Av. Universidad, San Nicolas
de los Garza, Mexico

!rgalindo@gama.fime.uanl.mx, under project PAICyT IT956-11.

?miguel.floresgr@uanl.edu.mx

vertex of the convex hull of the plant, these LMI’s are based
on the vertex Theorem (see [11], [2], [4], and [19]). The MPV
systems have more information than the LTI systems, holding
many mathematical properties due to their parametric affinity.
These systems can represent non-linear systems approximated
by polynomials or non-linear systems linearized along a time
varying trajectory, so, the LPV control has been applied for
instance to coupled tanks [1], flexible robots [3], unmanned
aerial vehicles [14], and even to a DC motor [10].

Also, it is considered that the Linear Time Invariant (LTI)
systems at each vertex of the convex hull of the plant,
that is, Pi(s), ..., Paq(s) where ¢ is the number of time
varying parameters, are subject to admissible disturbances,
i.e., of bounded energy and admissible uncertainties, that is,
of bounded H.,-norm. Hence, robust stabilizing controllers
are designed for Pi(s), ..., Py(s), in particular, the para-
metrization of all stabilizing controllers gives a solution to the
synthesis problem for LTI plants as proposed by [17], [13], [5]
and [18]. Moreover, a formula for the stabilizing controllers
is given by [7]. The controllers stabilize Pi(s), ..., Paq($)
and the performance problems can be solved by their free
control parameters (see [18]). For instance, in [6] these free
parameters solve a mixed sensitivity criterion, that minimizes
the H.-norm of the output sensitivity function, improving the
regulation and the attenuation of output additive disturbances,
and minimizes the H,,-norm of the transfer function from
the output to the input of the uncertainty, preserving stability
under uncertainties. The method is based on which usually
the disturbances are of low frequencies and on which the
mathematical models are more exact and accurate in low
frequencies, neglecting generally the high frequency dynamics.

The main result is given in section II where an LPV control
methodology for MPV systems is proposed and quadratic
stability is analyzed. In section III the results are illustrated
by a simulation example of a two-degrees-of-freedom planar
rotational robot.

Notation. 6(;) denotes the i—vertex of the hyperbox of a
continuous function 0 (¢) € RY, that remains between given
time-invariant bounds, ie., 6; (t) € [6;, 0;]; R(s) denotes
the set of all rational functions of the complex variable s
with real coefficients; RH, the set of proper stable rational
functions; R the set of real numbers; A; := lims_,o A (s)
and Aj, := limy_, A (s) are the asymptotic approximations
of a matrix A(s) € R(s), in low and high frequencies,
respectively; diag{a1...., a,} is a pxp diagonal matrix whose
elements are aq,..., ap; and I, is a p x p identity matrix.



II. LPV CONTROL METHODOLOGY

Proposed methodology

1. Get a linear time varying state space description of a

1)

2)

3)

given system,

a) Directly when all the constitutive relations are linear
time-varying,

b) For parameter sensitivity of solutions of nonlinear
systems (see [12]),

¢) Approximate a non-linear system by polynomials, a
general methodology still under development is Tensor
Product (see [16]),

d) Linearize a non-linear system along a time varying
trajectory, arriving to,

Ep=roe@romun 1,
y() =HOEW), e, +)

where £ (t) € R”, u(t) € R™ and y (¢) € RP are the
state, the input and regulated output of the system; and
F(t), G(t) and H (t) are continuous-time functions,
Get a Multiafin Parametric time-Varying (MPV) state
space description of the system P(6 (t))e RP*™,

a) Directly defining parameters, or in a less conservative
way,

b) Applying the polytopic covering technique (see [4]),
arriving to,

E()=F(0())E()+G(O()ult) } ?)
y(t)=H(O() (@), te(0, +00)

where 6 (t) € R? is a measured or estimated continuous-
time function of the plant parameters, that remains be-
tween given time-invariant bounds, i.e., 0; (t) € [Qi, 91‘]
for i = 1,..., ¢; and the matrices F(-), G(-) and H(-)
are multi-affine functions of the parameter 6 (¢), that is,

FO@)=Fo+ 11050 F + -+ 1105 () Fy

i=1 i=1

3)
and analogously for G (6 (¢)) and H (6 (t)), being either
k=0ork=1,and Fy, ..., F,, time-invariant matrices.

Hence, F'(t), G(t) and H(t) varies in the convex hull
of the plant, i.e., the convex envelope of a set of LTI
models that become by evaluating F'(t), G(t) and H (¢)
in the 29 combinations of the time-invariant bounds 6,
and 6;,i=1,..., q,

Suppose that at each vertex of the convex hull of the
plant, ie., Pi(s), ..., Ps(s) both the Hy norms of
the disturbances and the H., -norm of the transfer
function from the output to the input of the uncertainty
are bounded, and design robust stabilizing controllers
Ky(s), ..., Kaa(s) at each vertex of the convex hull of
the plant.

Design an LPV controller K (6 (t)) by interpolation of
the robust controllers,

a) Applying the interpolation algorithm proposed by
[15],

K@O) =7 a; (0(0) K

w @) >0, Y @) =1

where Ky, ..., Ky are the input-output
relations  of  Ki(s), ...,  Kals) and,
o O) = FII50-0;1), awa(0(t) =
r F 110 (05— 05 (1)) (01— 0y).. .20 (8 (t)) =
er 1(9k() 0), being I' := (9 )
arriving to the state space realizations of K 9(

Ak = diag {Akh- ey Akzq} 5

.

By=[BL - BL.,],

Ck (9 (t)) = [ (X% (9 (t)) Ckl tee Qgq (9 (t)) Cqu ] 5

Dic (1)) = Xz e (6 (£) Dy (5)
or input-output equivalent,

Ak = dlag {Aklr ey Ak2f1} .

T T 1T

B (0(t) = [ ex (0() By -+ 020 (0(8)) Big |

Cr=[ Cn = Chraa |,

Dy (0(t)) = 32y i (0) Dri o
b) Interpolating the state space matrices of K; (s), that
s,

A (08) = X7y i (0 (1) Awis
By (0(t)) = 25’?1 a; (0 (t)) Bri, ™
C(0(1) = £y s (01)) O
Dy (0 (1) = 2i=y @i (0 () Dri,
where (A;“', By, Cri, D is the
state  space  realization  of  K;(s), and

(Ar (0()), B (0(t)), Cr (0(2), Di (6(1))) is
the state space realization of K (6 (¢ )),

4) The control strategy must be such that the state matrix of
the closed loop system has a multi-affine dependency on
0 (t), so, assuring convexity. Apply the Vertex Theorem
of [11] (see also [4]), in order to analyze Quadratic
Stability (QS) of K (6(t)) applied to P(0(t)) in a
feedback configuration,

5) Analyze the performance of K (6 (t)) applied to
P (6 (t)) in a feedback configuration.

It is well known that even if the system is stable at
each vertex of the convex hull of the plant, instability can
be induced by the time variations of the plant parameters.
Stability is assured at each vertex of the convex hull of the
plant by the robust controllers designed in step 3, and the
stability of the overall system is assured applying the Vertex
Theorem in step 5. Also, since robust controllers are designed
at each vertex in step 3, external disturbance and uncertainties
are considered at each vertex, and it is assumed that these
robust properties are extended to the overall MPV system,
and analyzed in step 6.

This methodology is applied to two particular feedback
configurations. Let K (6 (t)) € R™*? be a LPV state space
description of a controller designed for P(f (t)),

ik (t) = Ak (6 (t)) xk (t) + Bi (0 (1)) e (t) } ®)
u(t) = Cy (6 (1) zx (t) + Dy (0 (1)) e (t)

in the feedback configuration of Fig. 1 where y4(t) is the

reference input; e(t) := yq (t) —y (¢) is the error signal; d;(t),



d,(t) and d,,(t) are external disturbances at the input, the
output and the measurement of the plant, respectively, or let
LPV state space descriptions of controllers K (0 (t))e R™*?
and K,.(0 (t))e R,

and

i () = A 0 W) 10 (04 Bur 0D |
b2 (8) = Cir (0 () i (1) + Dir (6 (1) v (1)

respectively, in the two-parameter control configuration of Fig.
2.

H K08

Feedback system with one-parameter controller.

Fig. 1.

Fig. 2. Feedback system with two-parameter controller.

The role of K(0(¢)) in Fig. 1 is to guarantee internal
stability and to improve the performance, while in Fig. 2 the
roll of K (6 (t)) is to guarantee internal stability while the one
of K,.(0(t)) is to improve the performance.

In the feedback configuration of Fig. 1, the closed loop
system is,

2O = e e | 2O |+ Ben 0 @m
vo=(mem o] 2]

(11)

where,
[ oW cemcemn)
4o 0= | _p 6o Rom St

Bew0®) = | ORI,

A (12)

being °(0(t)) = F(0(t) — G(0(1) Dy (0(0)) H (0(1)).

while in the feedback configuration of Fig. 2, the closed loop
system is,

where z, (1) := [ 27 () «F (t) 2L () ], and,

Acro (9 gt)) =

F6(t)) —G(0(1)Cu (0(2) G(6(1)Crr (6(2))
By (6(t)) H (0 (1)) Ay (6(1)) 0
0 0 Akr (9 (t))
G (6(t)) Dir (0(2)) ]
Bera (0(1)) := 0
By (6(1))
(14)
In these state space descriptions Acpi (0(t)) and

Acre (0 (t)) in general have non-linearities in the parameters
6 (t), due to the terms G (0 (t)) Dy, (0 (t)), G (6 (¢)) Cx (6 (1)),
G(0(t))Crr(0(t)), and By (0 (t)) H (6 (t)). So, in general,
multi-affine dependency cannot be guaranteed for Acr,1 (0 (t))
and Acr2 (0 (t)), convexity is not assured and the vertex
Theorem cannot be applied in closed loop, unless G (0 (t))
does not depend on 6 (t), that is, G (6 (¢)) become G. The
input matrix is time invariant at least in the following cases,

1) Using the interpolation (5) of step 4.

2) For linearized Hamiltonian systems (as shown in the

following), and
3) If a change of basis,

z(t):=T (0) £ () (15)
is realized such that the input matrix in new coordinates
does not depend on 6 (t), where 6; is the i—vertex of
the hyperbox of 6 ().

For quadratic kinetic energy functions T (¢ (¢), ¢(t)) =
" )N (q(t))q(t) where q(t) € R™ are the
generalized coordinates, the generalized momentum is

OL (- . .
p0) = Sei) = N0, where L0, d(0) -
T(q(t),q(t)) — V(g(t)) is the Lagrangian function,
and the Hamiltonian function H (p(t),q(t),t) =
T . . .
t t)—L(q(t),q(t),t is
O IORCIORTOR] I,
Hp@),q@),t) = T(),pl) + V@) =
ip" () N~ q())p(t) + V (q(t)). Hence, the non-linear
Hamilton equations are,

i) =5 =N ()

PO = 7 (16)
i V) OV (a(0)
=" (t) "o P (t) - “oq(t)

that linearizing in the equilibrium point ¢ (t) = ¢. and p (t) =
0, arrives to the state space realization,

0 N~ (g (1)) lqw=q 0
A= —02V (q(t ‘ > B = |: :|
aqz(([i)( . la(t)=q. 0 I
C=\I, 0} an

having a time-invariant input matrix, where the state is
[ " (t) p"(¢) ]T and the input is 7 (¢).

Also, H (0 (t)) must not depend on 6 (t) depending of the
type of interpolation used in step 4. This result is summarized



in the following Lemma that gives sufficient stability condi-
tions,

Lemma 1: The closed loop systems of Fig. 1 and Fig. 2
where the MPV plant is given by (1), are quadratically stable
for all admissible 6 (¢) if i) the input matrix of (1) is time
invariant, ii) for interpolations (6) and (7) the output matrix
of (1) is also time invariant, and iii) exist a positive definite
matrix P = PT such that, PAcy, (0(1’)) + Acy, (G(i)) P <0,
where Acy, (0 (1)) is either Acp1 (0 (¢t)) or Acre (60 (2)).

Proof: Follows directly from (12) and (14). Since the
input matrix of (1) is time invariant, then Acry (6 (¢)) has
a multi-affine dependency on 6 (¢) due to the multi-affine
dependency on 6 (t) of (1) and the polytopic dependence on
0 (t) of K (0(t)), thus, closed loop stability can be analyzed
by the vertex Theorem of [11]. [ |

In particular if the change of basis (15) is such that the
input matrix in new coordinates does not depend on 6 (¢), and
the MPV system at each vertex in new coordinates is,

. 0 A12 0 B,
FO=1 g (0) Ans E"E ;g } ©)+ [ By }u(t)
y®)=[Ci(0w) C2(0w) Jz(t).te[0, +oo)

(18)
that it is assumed to be causal LTI detectable and stabilizable
realizations, for ¢+ = 1, 29, Suppose that n is even,
m = n/2, and p = m, such that Ajs (9(,-)) € Rmxm,
A21 (0(1)) S %me, A22 (0(1)) S §Rm><m’ and BQ € pmxm,
Since all the entries of w (¢) and y (¢) are linearly independent,
without loss of generality, it is assumed that either By or
By, and either C; (6;)) or Cy (6;)), respectively, are non-
singular matrices. Also, suppose that either Ay (6(;)) and
Aoy (Q(i)) are non-singular matrices, as required by [7]. Then,
a computational efficient methodology is the one of [8] that is
based on the one of [7] to design a mixed sensitivity stabilizing
controller at each vertex of P (0 (t)). Since B is full column
rank, a change of coordinates = (¢) = Tx (t) can be used
to get TB = [ 0 BT }T. In particular in [9] the cases
of either Cy (0(1)) =0 or Cy (0(1-)) = 0 are considered. If

Co (9(,')) = 0 and B; = 0, coprime factorizations of P (H(i))
are,
Niy(s) = s+a)2132, Diy(s) =Ty (9)A% (00) Cr' (0))
Ney(s) = (s+a)2 C1A12 (01)), Diy(s) = By 'Ti)(s)
(19)
where  T'(;)(s) (s+a)2 (s, — sAxn(04) -

Az (0(:)) A12 (0(;))), and a solution of the Diophantine
equation is,

Xiy(s) =

X1i)(5)s + Yo A1 (0()) Arz (0()) + @*Ln) Ay (0)) C1 '3

s+ a
Yii)(s) = Ha (Yo(s) + sIm)Ba,

(20)
where X1 = Yo Az (6)) + Az (6) A1z (6)) +
3a?I,, and Yooy = A (91) + 3al,,. Then, from
the parametrization of a tablhzlng controllers (see [5]

and [18]), Kr(i)(s) = Dyiy()Q, (5) and K (s) =
Dy (s) <X(i>( )+ R, (5) Dy, (s )) where  Dy(y(s) =

Y, (s) =R, (s) N(i) (s), and R, (s) € "M and Q ,, (s) €

M are free control parameters. Let R, (s) be 7, I, and
Q, (s) be q,, I, where r, € R and ¢, € R solve a mixed
sensitivity problem (see [9]).

These results are illustrated in the following section.

III. EXAMPLE

)

Fig. 3. Two DOF planar rotational robot.

In this section we apply the proposed LPV control method-
ology to the non-linear and LPV models of two degrees of
freedom planar rotational robot depicted in Fig. 3, where
g1 (t) and go (t) are the angular positions. These models
are obtained from the Hamilton equations. The kinetic and
potential energies of this robot are,

T(q(t), q(t)) = 34" () N(qa(t)q(t)
N(q(t) :=

Y1+ malea [l1 cos (g2 (1)) +lc2]

mglcg [ll COS (QQ (t))+lcg]

mzlcg [ll COS (QQ (t))+lcg]
%mgng
and

V(g (t)) = =mag[(ler + 1) sin (g1 () + Lz sin (g1 (£) + g2 (¢))]

21)
respectively, where v, := mil? + I; + mal? + I and
q(t):=[ q(t) qa(t) ]T. The non-linear model is given by
(16). Linearizing in the equilibrium point ¢ (£) = ¢, = %, and
p (t) = 0, the linear model is given by (17), where,

N7 g () lg(t)=q. =

O1()yma(t)1Z% +0 () Lo —01 (£)ma (t) v, — 61 () I
=01 (t)ma (t) vy, —pla 01 (t) ma (1) vo + 01 (1) 73
SV
0q2 q(t)=qe
ma (t) gl + ma (t) glea + malen  ma (t) gla
ma (t) gler ma (t) glex
(22)
being Y1 = 132 + lllcg, Yo = l% + 122 + 211161,

= mql? 4 + I + Is, and the considered time vary-
ing plant parameters are mq(t) € [2, 6] and 6y (t) :=
1/ [mg(l I, + lc211 + mllcllcg) + m1l(2:1 + 112] S [371,
5.53], arriving to an state space MPV representation of the
form (2). Also, this linear model has the structure of (18). So,
following the procedure of [9], robust stabilizing controllers
are designed for each vertex of the convex hull of the plant,
where the coprime factorizations of the plant are given by
(19) and the solution of the Diophantine Equation is given
by (20), and their free parameters are fixed solving a mixed
sensitivity criterion (see [9]), arriving to the control parameters



wp(;y = 100 for ¢ = 1,..., 4 which is a frequency in the high
frequency bandwidth of P (6;)), and a(;) = 8 for ma(t) = 2
and 01 (t) = 3.71, a(zy = 9 for my(t) = 6 and 0, () = 3.71,
aeg) =9 for ma(t) = 2 and 0, (t) = 5.53, and a4y = 10 for
mz(t) = 6 and 60, () = 5.53.

Parameter  Value Unit
I 0.450 m
le1 0.091 m
leo 0.048 m
m 23.902 Kg
L 1.266 Kg m?
Iy 0.093 Kg m?

g 9.81
Table 1. Parameters of the two DOF planar rotational robot

In the simulation we use the data shown in Table 1 borrowed
from [9], the initial condition is ¢ (0) = [5F, 0]%, the reference
inputis yq =[5, 0]7 and the time variations of the parameters
are mao(t) = 2sin(100¢) + 4 and p(t) = 0.89sin(100t +
5) +4.63. Also, the robot is tested with an output additive
disturbance d,, (t) = 0.4sin (0.8t), ¢t > 3 sec.

From the LMI toolbox of MatLab, quadratic stability is as-
sured solving the feasibility problem given by PAcy (6(;)) +
Acr (9(1-)) P < 0 of Lemma 1, and the result for the one-
parameter feedback configuration of Fig. 1 is,

m
2

[0.532 0.046 —0.005 —0.051 0.088 —0.007
0.046  0.310 0.009 —0.141 0.002 —0.002
—0.005 0.009 0.002 -—0.024 -—-0.001 0.000
p_ —0.051 —-0.141 -0.024 0.384 —0.025 —0.013
0.088  0.002 —0.001 —-0.025 0.028  0.006
—0.007 —0.002 0.000 —0.013 0.006 0.013
0.036  0.140 0.013 —0.224 0.018  0.010
|—0.004 -0.007 0.007 -0.123 0.013  0.022
(23)
and for the two-parameter feedback configuration of Fig. 2 is,
[ 0.126 0.01 —-0.001 —-0.01 0.021 —0.001
0.01 0.081 0.002 —0.033 —0.000 —0.001
—0.001 0.002 0.0005 —0.005 —0.000 —0.000
—-0.01 —-0.033 —-0.005 0.084 —0.004 —-0.001
0.021 —0.000 —0.000 —0.004 0.007  0.001
p_ —0.001 -0.001 -0.000 —0.001 0.001 0.003
0.007  0.033  0.002 —0.047 0.003  0.000
—0.002 —-0.006 0.000 —0.015 0.001 0.003
0.002 —0.000 —-0.000 —-0.001 0.001 0.001
—-0.017 —-0.005 —0.000 0.000  0.000  0.007
0.001 0.005  0.001 —0.018 0.001 0.000
| —0.019 —0.051  0.000 —0.003  0.001 0.006

(24)

A comparison of the positions of the one-parameter and
two-parameter feedback configurations is shown in Figures 4
and 5, respectively, and a comparison of the plant inputs is
shown in Figures 6 and 7, respectively. Also, it is shown a
comparison of the LPV controller gotten by the interpolations
(6) and (7), applied to the LPV plant and to the non-linear
plant. In all these cases, the time response of Fig. 4 is less
than the one of 5 while the price to pay is that the overshoot
of Fig. 4 is higher than the one of 5 and the one parameter

feedback configuration needs more plant input energy than the
two parameter feedback configuration, as shown in Figures 6
and 7. As expected stability is guaranteed in spite of the time
variations of the parameters, the output additive disturbance
and of the unmodelled dynamics present for the non-linear
model. In the two parameter feedback configuration of Fig.
5 there are small oscillations in ¢ (t) with frequency 0.8
rad/sec. due to the output additive disturbance, while it is not
appreciable for the one parameter feedback configuration of
Fig. 4. In all the cases, the stationary state error is small as
shown in Figures 4 and 5. Also, the overshoot of the plant
input is bigger in Fig. 6 than in Fig. 7, and the oscillations of
the plant input are better attenuated at the plant input in the
feedback configuration of one parameter than in the feedback
configuration of two parameters.

IV. CONCLUSIONS

An LPV control methodology for MPV systems is proposed.
An LPV controller is designed for an MPV plant, interpolating
robust stabilizing controllers. Quadratic stability is assured
for the feedback configurations of one or two parameters.
A comparison of the LPV controller gotten by two types of
interpolation, applied to the LPV plant and to the non-linear
plant in one and two parameter feedback configurations, is

presented. -
0.036  —0.004
0.140 —0.007
0.013  0.007
—0.224 -0.123
0.018  0.013
0.010  0.022
0.162  0.078
0.078  0.149 |
0.007 —0.002 0.002 —0.017 0.001 —0.019]
0.033 —0.006 —0.000 —0.005 0.005 —0.051
0.002  0.000 —0.000 —0.000 0.001  0.000
—0.047 —-0.015 -0.001 0.000 —0.018 —0.003
0.003  0.001  0.001  0.000  0.001  0.001
0.000  0.003  0.001  0.007  0.000  0.006
0.034 0.009 0.001 —-0.000 0.011 —0.004
0.009  0.022 0.001  0.007  0.007  0.042
0.001  0.001  0.028  0.109  0.001  0.006
—0.000 0.007  0.109 0992  0.005  0.055
0.011  0.007  0.001  0.005  0.039  0.153
—0.004 0.042 0.006 0.055  0.153 1.418 |

This results show that, in all the cases, quadratic stability is
achieved in spite of the time variation of the parameters, the
output additive disturbance, and unmodelled dynamics. Also,
the time response is smooth and with a small stationary state
error.



Fig.

— —q, (0, Ki&) applied o P(&(t), interpolation {
(0, Kity) applied to P(&tt), interpolation 1

K(&) applied to P{é(t), interpolation 2

K(&) applied to P{é(t), interpolation 2

K(&() applied to non-linear model, intsrpolation 1

K(&() applied to non-linear model, intsrpolation 1
K(&() applied to non-linear model, intsrpolation 2
-~ q (8, K(&) applied to non-linear mod, interpolation 2

I I
0 1 2 3 4 5 € 7 3 9 10

time i ses.

4. Positions ¢ (t) for the one parameter feedback configuration of

K (6 (t)) applied to P (0 (¢)) and to the non-linear model, where interpolation

1is

o) invad

Fig.

given by (6) and interpolation 2 is given by (7).
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given by (6) and interpolation 2 is given by (7).
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