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Resumen

A
tualmente, en los pro
esos de fabri
a
ión industrial los robots manipuladores son 
om-

ponentes esen
iales, esto se debe a las diversas tareas que son 
apa
es de realizar, tales 
omo:

ensamble, soldadura, manipula
ión de objetos, dispensa
ión, entre otras. Sin embargo, di
has

apli
a
iones son para es
enarios geométri
os limitados y simpli�
ados, además la programa
ión

es 
ompleja, por lo que se 
onsume mu
ho tiempo en la programa
ión. Enton
es, 
uando el vo-

lumen de produ

ión es bajo o está en 
ontinuo 
ambio, sigue siendo ne
esaria la interven
ión

de humanos expertos para realizar estas tareas.

De a
uerdo a lo anterior, en esta tesis se propone una metodología basada en sensores de uni-

dad de medi
ión iner
ial, en inglés Inertial Measurement Units (IMU), y fusión de sensores para

la adquisi
ión de las traye
torias realizadas por un humano, estima
ión de orienta
ión en dos

dimensiones y estima
ión de posi
ión en 3 dimensiones. Además, se involu
ra el modelado de ro-

bots manipuladores, genera
ión de traye
torias, 
ontrol 
inemáti
o empleado en la programa
ión

del robot, y por último una evalua
ión de desempeño del movimiento del robot basado en índi
es

de desempeño. Los resultados experimentales obtenidos muestran que la metodología apli
ada

es 
apaz de estimar la traye
toria (en posi
ión y orienta
ión) a partir de los datos adquiridos

de la traye
toria realizada por un humano sin el uso de Sistemas de Visión Computa
ional (SVC).
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El propósito prin
ipal de esta investiga
ión es el desarrollo de una metodología, en la 
ual

los datos 
oordenados de las traye
torias realizadas por humanos expertos puedan ser emuladas

lo más pre
iso posible por robots manipuladores, sin 
onsumir demasiado tiempo en la progra-

ma
ión manual de posi
ión y movimiento del robot en 
ada punto de la traye
toria deseada.



Símbolos y nota
ión

ẋ, ẏ El punto es utilizado para denotar la derivada 
on respe
to del tiempo,

ejemplo ẋ = x(1) = dx/dt.
ẍ, ÿ El doble punto es utilizado para denotar la doble derivada 
on respe
to

del tiempo.

x̂, ẑ El 
ir
un�ejo es utilizado para denotar la estima
ión de una

variable.

x∗, y∗ El asteris
o es utilizado para denotar el 
onjugado de una

variable.

⊗ Produ
to de 
uaterniones.

AT , xT Transpuesta de la matriz A y el ve
tor x.
R El 
onjunto de los números reales.

∈ Es miembro de.

≈ Aproximadamente igual.

≡ Idénti
o.

Σ Sumatoria.

‖x‖ Norma de x.
A−1

Inversa de A.

A+
Pseudoinversa de A.

j Unidad de los números imaginarios, j =
√
−1.

∂F/∂x Derivada par
ial de la fun
ión F 
on respe
to a la variable x.
Cx Equivale a cos(x).
Sx Equivale a sin(x).
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Capítulo 1

Introdu

ión

1.1. Motiva
ión

En los pro
esos de fabri
a
ión industrial los robots manipuladores son 
omponentes esen-


iales, esto se debe a las diversas tareas que son 
apa
es de realizar, tales 
omo: ensamble,

soldadura, manipula
ión de objetos, dispensa
ión, et
. Sin embargo, se instalan sin estudios es-

pa
iales, geométri
os, dinámi
os, o desempeño del robot en las tareas y son programados �a

mano� por té
ni
os e ingenieros.

A
tualmente las apli
a
iones a
tualmente son para es
enarios geométri
os limitados y sim-

pli�
ados, debido a que la programa
ión de los mismos es una tarea 
ompleja. En 
asos en que

el volumen de produ

ión es bajo o el tipo de tarea está en 
ontinuo 
ambio, el uso del mani-

pulador resulta ser po
o viable debido al 
osto por unidad y la inversión en tiempo. Debido a

estas razones sigue siendo ne
esaria la interven
ión de humanos expertos para llevar a 
abo estas

tareas.

De a
uerdo a lo anterior, se presenta una metodología apli
able a sensores de unidad de

medi
ión iner
ial, en inglés Inertial Measurement Unit (IMU), mediante los 
uales se adquirirán

los datos 
oordenados de orienta
ión y posi
ión de las traye
torias realizadas por un humano

experto para su posterior pro
esamiento y dar informa
ión útil y viable para la programa
ión de

1
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manipuladores, además de evaluar en base a índi
es de desempeño que 
on�gura
ión arti
ular

es la más ade
uada para una tarea en espe
í�
o.

El objetivo prin
ipal es la genera
ión de una metodología en la 
ual se in
orporen té
ni
as

de adquisi
ión de datos 
oordenados de las traye
torias, análisis 
inemáti
o, análisis dinámi
o,

evalua
ión de desempeño y la genera
ión de traye
torias para manipuladores, para así lograr que

los robots manipuladores emulen lo más pre
iso posible las traye
torias realizadas por humanos

expertos, sin 
onsumir demasiado tiempo en la programa
ión manual de posi
ión y movimiento

del robot en 
ada punto de la traye
toria deseada.

1.2. Ante
edentes

Los robots manipuladores han llegado a ser 
omponentes esen
iales en la industria, debido a

la automatiza
ión de los pro
esos de fabri
a
ión y a su amplio desarrollo te
nológi
o, además de

la gran variedad de tareas que son 
apa
es de realizar; siendo la industria automotriz mundial

la que mayor demanda tiene de las apli
a
iones de manipuladores robóti
os [4℄.

A
tualmente las traye
torias realizadas por robots manipuladores para apli
a
iones indus-

triales son en es
enarios geométri
os limitados y simpli�
ados, esto se debe en parte a la 
ompleja

programa
ión de los robots, siendo en la mayoría de los 
asos programados �a mano� por té
ni
os

e ingenieros.

Existen diversos trabajos que adquieren y pro
esan las traye
torias deseadas, empleando

análisis de ar
hivos CAD que 
ontienen informa
ión de la traye
toria a generar, interfa
es para

asisten
ia por 
omputadora, Sistemas de Visión Computa
ional (SVC) y sensores IMU los 
uales

permiten la estima
ión de la orienta
ión y/o posi
ión de las traye
torias realizadas, los 
uales se

muestran en la Tabla 1.2.1.
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Referen
ia Área(s) Sensor Té
ni
as(s) Posi
ión Orienta
ión Apli
a
ión

Foxlin et al. Sistemas Unidad de medi
ión FK, ZVU y EFix Mar
ha humana

(2005) [5℄ embebidos GPS, IMU y 2D Pit
h, Roll y Yaw

magnetómetro

Yun et al. Sistemas IMU y FK y ZVU 3D × Mar
ha humana

(2007) [6℄ embebidos magnetómetro

Tsang et al. Sistemas IMU y resonan
ia FK y ZVU 2D × Es
ritura humana

(2007) [2℄ embebidos ele
tromagnéti
a

Mahony et al. Sistemas IMU FCE × Pit
h y Roll Vehí
ulo aéreo

(2008) [7℄ embebidos no tripulado

Won et al. Sistemas IMU y 
ámara FK, ZVU, EFix y Obtener traye
toria

(2009) [8℄ embebidos y lógi
a difusa 2D Pit
h y Roll más pre
isa

visión


omputa
ional

Won et al. Sistemas IMU y FK, ZVU y EFix 3D Pit
h, Roll y Yaw Obtener traye
toria

(2009) [9℄ embebidos magnetómetro más pre
isa

Wongwirat et al. Sistemas IMU FK, ZVU y EFix 2D Pit
h, Roll y Yaw Robot móvil

(2010) [10℄ embebidos

Madgwi
k Sistemas IMU y FGD × Pit
h, Roll y Yaw Obtener orienta
ión

(2011) [3℄ embebidos magnetómetro más pre
isa

Sabatelli et al. Sistemas IMU y FK × Pit
h, Roll y Yaw Varias

(2012) [11℄ embebidos magnetómetro

Wang et al. Asisten
ia por Ninguno Análisis geométri
o Genera
ión de

(2012) [12℄ 
omputadora del ar
hivo 3D × traye
torias


ontinuas

Dinham et al. Visión Cámara Pro
esamiento 2D × Soldadura por ar
o

(2012) [13℄ 
omputa
ional de imágenes

Hatwig et al. Visión Es
áner Pro
esamiento 2D × Soldadura y 
orte

(2012) [14℄ 
omputa
ional láser de imágenes por rayo láser

Yin et al. Asisten
ia por Ninguno Análisis geométri
o Soldadura

(2012) [15℄ 
omputadora del ar
hivo 2D × en repara
ión

y remanufa
tura

Erdos et al. Visión Es
áner Anális geomátri
o 3D Pit
h, Roll y Yaw Soldadura

(2013) [16℄ 
omputa
ional láser del ar
hivo

Fourati et al. Sistemas IMU y FC, ZVU y EFix 3D Pit
h, Roll y Yaw Mar
ha humana

(2013) [17℄ embebidos magnetómetro

Alam et al. Sistemas IMU FCE y FGD × Pit
h y Roll Compara
ión

(2014) [18℄ embebidos

Cavallol et al. Sistemas IMU y FK, FGD y FCE × Pit
h, Roll y Yaw Compara
ión

(2014) [19℄ embebidos magnetómetro

Quo
 et al. Sistemas IMU FGD y FCE × Pit
h y Roll Compara
ión

(2015) [20℄ embebidos

Abyarjoo et al. Sistemas IMU y FK × Pit
h, Roll y Yaw Compara
ión

(2015) [21℄ embebidos magnetómetro

Tabla 1.2.1: Estado del arte en estima
ión de orienta
ión y/o posi
ión de traye
torias.

Si bien los SVC presentan buenos resultados en un ambiente interior y 
ontrolado, presen-

tan limita
iones 
omo sombras, interrup
iones de luz, limita
iones de distan
ia e interferen
ias.

Debido a esto, existen trabajos que presentan un enfoque alternativo, en el que se proponen la
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estima
ión de orienta
ión y posi
ión en 2 o 3 ejes para diversos tipos de apli
a
iones emplean-

do sensores IMU, algunas de las té
ni
as que se emplean son: Filtro de Kalman (FK), Filtro

Complementario (FC), Filtro Complementario Explí
ito (FCE), Filtro de Gradiente Des
en-

diente (FGD), a
tualiza
ión de velo
idad 
ero, en inglés Zero Velo
ity Update (ZVU), 
ambio

del mar
o de referen
ia del objeto, en inglés Earth Fixed frame (EFix), entre otras.

A pesar de la estima
ión de posi
ión y/o orienta
ión, la mayoría de los trabajos mostrados

en la Tabla 1.2.1 no fa
ilitan la tarea de programa
ión del robot (modelado, 
ontrol 
inemáti
o,

et
.) ni evalúan el desempeño de las traye
torias realizadas.

1.3. Hipótesis

Un pro
edimiento de genera
ión de traye
toria y programa
ión del robot basado en adquisi-


ión de posi
ión y orienta
ión de herramientas por medio de IMU y su pro
esamiento, modelado


inemáti
o y dinámi
o, e índi
es de desempeño permitirá simpli�
ar su programa
ión y mejorar

la emula
ión de tareas tal 
omo humanos expertos y evaluar sus 
on�gura
iones me
áni
as.

1.4. Objetivos

Proponer e implementar un pro
edimiento para la adquisi
ión de posi
ión y orienta
ión

de la herramienta, modelado, genera
ión de traye
torias, y evalua
ión de desempeño en tareas

emuladas por expertos.

1.4.1. Objetivos parti
ulares

Estable
er el estado del arte en modelado y evalua
ión de desempeño, así 
omo la planea-


ión y genera
ión de traye
torias para robots manipuladores.

Desarrollar e implementar un sistema de adquisi
ión de traye
torias.
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Comprender, implementar y mejorar algoritmos para modelado 
inemáti
o y dinámi
o, así


omo la evalua
ión de desempeño.

Uni�
a
ión de algoritmos para estable
er el pro
edimiento 
ompleto de adquisi
ión, mo-

delado, evalua
ión, sele

ión y despliegue de resultados.

1.5. Metodología

La metodología implementada se muestra a 
ontinua
ión:

1. Adquisi
ión de los datos 
oordenados de la traye
toria realizada por el humano experto

mediante sensores IMU.

2. Pro
esamiento de los datos 
oordenados y estima
ión de orienta
ión, velo
idad y posi
ión.

3. Modelado 
inemáti
o dire
to de posi
ión.

4. Modelado 
inemáti
o dire
to de velo
idad.

5. Modelado dinámi
o inverso.

6. Modelado 
inemáti
o inverso para obtener las variables arti
ulares del robot.

7. Genera
ión de traye
torias, para obtener las variables arti
ulares en su forma 
ontinua.

8. Programa
ión del robot manipulador.

9. Eje
u
ión del movimiento del robot

10. Evalua
ión de desempeño del movimiento del robot, en base a las variables arti
ulares

medidas, la matriz Ja
obiana resultante del modelo 
inemáti
o dire
to de velo
idad y la

matriz de iner
ias del modelo dinámi
o inverso.

La metodología se ilustra mediante el diagrama de bloques de la Figura 1.1.
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Procesamiento y 

estimación de

orientación, 

velocidad y posición

Adquisición de datos de la 

trayectoria realizada por el 

humano experto

Modelos 

cinemáticos 

inversos

Generación de 

trayectorias

Programación del 

manipulador

Evaluación de 

desempeño del 

movimiento

Movimiento del 

manipulador

Modelo 

cinemático 

directo de 

posición

Modelo 

dinámIco 

inverso

Parámetros 

dimensionales 

del robot 

manipulador

Modelo 

cinemático de 

velocidad 

(Jacobiana)

Coordenadas y velocidades 

articulares

Matriz de Inercias

Matriz Jacobiana

Coordenadas y velocidades 

articulares medidas

Figura 1.1: Metodología.

1.6. Organiza
ión y al
an
es del trabajo

El resto del do
umento está organizado de la siguiente forma: En el Capítulo 2 se introdu
e

el análisis 
inemáti
o y dinámi
o para manipuladores robóti
os, genera
ión de traye
torias, así


omo también una breve reseña de los índi
es de desempeño.

En el Capítulo 3 se des
riben los sensores empleados, así 
omo a su vez se presentan y

des
riben las té
ni
as referentes a la estima
ión de la orienta
ión y posi
ión de las traye
torias.

Posteriormente, en el Capítulo 4 se presentan los resultados obtenidos mediante 
asos de

estudio para traye
torias y manipuladores sele

ionados.

Por último, se dan las 
on
lusiones y trabajos futuros.

Los al
an
es de la metodología propuesta en la Se

ión 1.5 son lo siguientes:
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En base a la adquisi
ión de los datos 
oordenados de la traye
toria realizada mediante

sensores IMU, se estima la orienta
ión en dos de los ejes de trabajo, mientras que la

estima
ión de a
elera
ión, velo
idad y posi
ión, se realiza para los tres ejes de trabajo. La

estima
ión en orienta
ión no se realiza de manera 
ompleta, es de
ir, para los tres ejes de

trabajo, debido a que 
on los datos adquiridos de los sensores IMU, no son su�
ientes para

realizar di
ha estima
ión.

Las diferentes té
ni
as estima
ión de orienta
ión, poseen 
iertos parámetros que pueden

modi�
arse para obtener un mejor resultado, por lo que existen distintas formas de modi-

�
ar di
hos parámetros, pero esto se en
uentran fuera del aspe
to de este trabajo.

Las té
ni
as de estima
ión de posi
ión y orienta
ión emplean la integra
ión numéri
a por

el método de Euler (Se

ión 1.2).

La estima
ión de orienta
ión, a
elera
ión, velo
idad y a
elera
ión, se realiza fuera de línea.

El modelado 
inemáti
o inverso para obtener las variables arti
ulares del robot, se puede

realizar tanto 
on métodos geométri
os 
omo 
on algoritmos evolutivos, un des
rip
ión de

ambos métodos se presenta en la Se

ión 2.2.2.

El modelado dinámi
o depende de la disponibilidad de los parámetros dinámi
os del robot

manipulador, por lo que no 
ontar 
on estos datos, requerirá la estima
ión de valores

pre
isos de di
hos parámetros a partir de medidas experimentales del movimiento del

robot, pero di
has pruebas se en
uentran fuera del aspe
to de este trabajo.

El modelo dinámi
o inverso no toma en 
uenta fri

iones y perturba
iones.

La genera
ión de traye
torias se realiza en base a fun
iones polinómi
as, para obtener las

variables arti
ulares en su forma 
ontinua, 
onsiderando las 
ondi
iones de posi
ión-tiempo

y restri

iones en la velo
idad y/o a
elera
ión, de tal forma que se asegure la suavidad de

la traye
torias y se limiten las velo
idades y/o a
elera
iones máximas.
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Existen diversos tipos de índi
es de desempeño, pero para este trabajo sólo se toman en


uenta aquellos en base a la 
inemáti
a y dinámi
a del manipulador.

La evalua
ión de desempeño del manipulador, se realiza en base a los índi
es de desempeño

obtenidos al pro
esar: Los datos 
oordenados de la traye
toria realizada por el manipulador,

el modelo 
inemáti
o y dinámi
o del manipulador; debido a esto, sino se 
uenta 
on el

modelo dinámi
o, no se toman en 
uenta aquellos índi
es de desempeño en base a la

dinámi
a del manipulador.



Capítulo 2

Análisis de manipuladores

2.1. Introdu

ión

El análisis en este 
apítulo 
onsiste en modelar de manera 
inemáti
a y dinámi
a los mo-

vimientos eje
utados por los manipuladores. Además, se in
luye en este 
apítulo métodos para


al
ular (generar) una traye
toria que des
riba el movimiento deseado de un manipulador en el

espa
io de trabajo arti
ular, es de
ir, que reali
e el movimiento de manera 
ontinua, así 
omo

también una reseña de los índi
es de desempeño empleados, mediante los 
uales se evalúa el

desempeño del manipulador para una tarea en espe
í�
o.

2.2. Cinemáti
a de manipuladores

La 
inemáti
a de manipuladores se en
arga de 
ara
terizar el movimiento del manipulador


on respe
to a un sistema o mar
o de referen
ia, sin tomar en 
uenta las fuerzas/pares que

originen di
hos movimientos, re�riéndose úni
amente a la des
rip
ión analíti
a del movimiento

espa
ial del manipulador 
omo una fun
ión de tiempo, permitiendo estable
er una rela
ión entre

la posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal y el sistema de referen
ia 
on los valores que tomen sus


oordenadas arti
ulares, tal y 
omo se puede apre
iar en la Figura 2.1.

9
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Figura 2.1: Rela
ión entre la posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal y el sistema de referen
ia de

un robot manipulador [22℄.

Existen dos rela
iones (modelos) diferentes para la 
inemáti
a de un manipulador:

1. Modelo 
inemáti
o dire
to: Se determinan las variables del efe
tor �nal del manipulador

en base a los valores 
ono
idos de 
ada una de las variables arti
ulares y parámetros

geométri
os del manipulador.

2. Modelo 
inemáti
o inverso: Se determinan las variables arti
ulares del manipulador en

base a los valores 
ono
idos de las variables efe
tor �nal del manipulador y sus parámetros

geométri
os.

Estas dos rela
iones pueden obtenerse tanto para variables de posi
ión 
omo de velo
idad:

a) Modelo 
inemáti
o de posi
ión.

Modelo Cinemáti
o Dire
to de Posi
ión (MCDP).

Modelo Cinemáti
o Inverso de Posi
ión (MCIP).

b) Modelo 
inemáti
o de velo
idad.

Modelo Cinemáti
o Dire
to de Velo
idad (MCDV).

Modelo Cinemáti
o Inverso de Velo
idad (MCIV).
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2.2.1. Modelo 
inemáti
o dire
to de posi
ión

El Modelo Cinemáti
o Dire
to de Posi
ión (MCDP) 
onsiste en en
ontrar la rela
ión en


oordenadas o posi
iones arti
ulares del manipulador 
on la posi
ión y orienta
ión el efe
tor

�nal del manipulador, tal y 
omo se muestra en la Figura 2.2

Valor de las 

coordenadas 

articulares

( q1, q2, … , qn )

Posición y 

orientación del 

extremo del robot

( Px, Py, Pz, ϕ, ρ, ψ )

Cinemática directa

Cinemática inversa

Figura 2.2: Modelo 
inemáti
o de posi
ión.

La mayoría de los manipuladores pueden des
ribirse de manera 
inemáti
a 
omo una 
adena

de formada por objetos rígidos o eslabones unidos entre sí mediante arti
ula
iones, por lo que es

posible estable
er un sistema de referen
ia en la base del manipulador y des
ribir la lo
aliza
ión

de 
ada eslabón respe
to a di
ho sistema de referen
ia. Enton
es la resolu
ión del problema


inemáti
o dire
to 
onsiste en en
ontrar di
has rela
iones.

Estas rela
iones pueden des
ribirse a través de transforma
iones homogéneas T, pero no son

la úni
a forma de las rela
iones o mapeos 
inemáti
os. Mediante estas matri
es se representan

el mapeo de una matriz de posi
ión P y una matriz de rota
ión R, de un sistema 
oordenado a

otro.

T =

[
R P
f w

]

Como se puede observar en la matriz T esta 
ompuesta por 
uatro submatri
es de diferente

tamaño, donde las submatri
es P y R están dadas por:

P =



Px
Py
Pz


 , R =



nx ox ax
ny oy ay
nz oz az


 , respe
tivamente
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La submatriz f representa una transforma
ión de perspe
tiva y la submatriz w representa

un es
alado global [1℄, generalmente en robóti
a se utilizan 
omo:

f =
[
0 0 0

]
, w = [1] , respe
tivamente

Metodología Denavit-Hartenberg

Sean las 
oordenadas 
artesianas los elementos de la matriz P y los ángulos RPY (roll -pit
h-

yaw) de Tait-Bryan

[
φ ρ ψ

]T ∈ R
3
la representa
ión de posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal,

respe
tivamente, de un manipulador de n grados de libertad, 
uyos valores son en fun
ión de

las 
oordenadas arti
ulares q =
[
q1 q2 . . . qn

]T
, enton
es la solu
ión al problema 
inemáti
o

dire
to esta dada por el 
onjunto de las E
ua
iones 2.2.1, las 
uales se rela
ionan a la Figura

2.2.

Px = fPx (q1, q2, . . . , qn)

Py = fPy (q1, q2, . . . , qn)

Pz = fPz (q1, q2, . . . , qn)

φ = fφ (q1, q2, . . . , qn)

ρ = fρ (q1, q2, . . . , qn)

ψ = fψ (q1, q2, . . . , qn)

(2.2.1)

Por lo general, un robot manipulador está formado por una serie de n elementos estru
-

turales sólidos o eslabones, los 
uales están unidos mediante n arti
ula
iones que permiten un

movimiento relativo entre 
ada dos eslabones 
onse
utivos, de tal forma que se tienen n grados

de libertad. A 
ada eslabón se le puede aso
iar un sistema de referen
ia, y mediante las matri
es

de transforma
iones homogéneas, es posible representar las rota
iones y trasla
iones relativas

entre los distintos eslabones que 
omponen al manipulador. La matriz de transforma
ión homo-

génea

i−1Ai representa la posi
ión y rota
ión relativa entre los sistemas aso
iados a dos eslabones


onse
utivos del manipulador.
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Aunque para des
ribir la rela
ión que existe entre dos elementos 
ontiguos se puede ha
er

uso de 
ualquier sistema de referen
ia ligado a 
ada elemento, la forma habitual de representar

la rela
ión entre tramas o sistemas 
oordenados utiliza la metodología de Denavit-Hartenberg

(DH) [1℄.

De a
uerdo a la metodología de DH, si se es
ogen ade
uadamente los sistemas de referen
ia

aso
iados a 
ada eslabón, será posible pasar de uno al siguiente mediante 4 transforma
iones

bási
as que 
onsisten en una su
esión de rota
iones y trasla
iones que permiten rela
ionar el

sistema de referen
ia del elemento i 
on el sistema del elemento i− 1, además, di
has transfor-

ma
iones dependen ex
lusivamente de las 
ara
terísti
as geométri
as del eslabón y del tipo de

arti
ula
ión une al anterior y al siguiente eslabón.

De a
uerdo a [1℄, estas 4 transforma
iones son:

1. Rota
ión sobre el eje zi−1 un ángulo θi.

2. Transla
ión a lo largo de zi−1 una distan
ia di.

3. Transla
ión a lo largo de xi una distan
ia ai.

4. Rota
ión sobre el eje xi un ángulo αi.

donde θi, di, ai y αi son los parámetros de DH del eslabón i, 
omo se ilustra en la Figura 2.3.

Dado que el produ
to de matri
es no es 
onmutativo, las transforma
iones se han de realizar

en el orden indi
ado.

i−1Ai = T (z, θi)T (0, 0, di)T (ai, 0, 0)T (x, αi)

=




Cθi −Sθi 0 0
Sθi Cθi 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1







1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1 0 0 0
0 Cαi −Sαi 0
0 Sαi Cαi 0
0 0 0 1



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i−1Ai =




Cθi −CαiSθi SαiSθi aiCθi
Sθi CαiCθi −SαiCθi aiSθi
0 Sαi Cαi di
0 0 0 1


 (2.2.2)

Figura 2.3: Parámetros de DH para un eslabón giratorio [1℄.

Para que la matriz

i−1Ai rela
ione los sistemas {Si} y {Si−1}, es ne
esario que los sistemas

se hayan es
ogido de a
uerdo a unas determinadas normas. Estas junto 
on los 4 parámetros de

DH, 
onforman el siguiente método para la resolu
ión de la 
inemáti
a dire
ta el 
ual se puede

ver en el Apéndi
e A.1.

Mediante el método de DH se obtiene la matriz de transforma
ión T que rela
iona el sistema

de referen
ia 
on el del efe
tor �nal del robot manipulador en fun
ión de las n 
oordenadas

arti
ulares.

0Tn = 0A1
1A2 . . .

n−1An

La matriz T se expresa 
omo:

0Tn =

[
0Rn

0Pn

f w

]
=




nx ox ax Px
ny oy ay Py
nz oz az Pz
0 0 0 1



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Donde podemos observar que 
on la obten
ión de la matriz

0Tn, se obtienen también las

submatri
es de posi
ión

0Pn y de rota
ión

0Rn. En base a la submatriz de rota
ión se 
al
ula la

orienta
ión del efe
tor �nal del robot manipulador:

φ = tan−1

(
ozCρ

azCρ

)
, ρ = tan−1

(
−nz√
n2
x + n2

y

)
, ψ = tan−1

(
nyCρ

nxCρ

)

2.2.2. Modelo 
inemáti
o inverso de posi
ión

El Modelo Cinemáti
o Inverso de Posi
ión (MCIP) tiene 
omo objetivo en
ontrar el valor

de las 
oordenadas arti
ulares del manipulador q =
[
q1 q2 . . . qn

]T
, 
uando sólo se 
ono
e la

posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal del robot manipulador (Figura 2.2).

Son diferentes los métodos que solu
ionan el problema 
inemáti
o inverso para posi
ión, en-

tre ellos:

❐ Métodos geométri
os.

❐ Solu
ión a partir de la matriz de transforma
ión homogénea.

❐ Desa
oplo 
inemáti
o.

❐ Métodos numéri
os.

❐ Algoritmos evolutivos.

Mediante el desa
oplo 
inemáti
o se puede dividir el problema inverso en dos partes, uno

para posi
ión y otro para orienta
ión. En el 
aso de este trabajo, para la solu
ión del problema

de posi
ión se emplearon tanto métodos geométri
os 
omo algoritmos evolutivos.

Los métodos geométri
os dependen dire
tamente de las 
ara
terísti
as geométri
as (paráme-

tros dimensionales) del manipulador, por lo tanto para 
ada estru
tura o arquite
tura diferente
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de manipulador la solu
ión al problema inverso será diferente. Su ventaja es que al tener e
ua
io-

nes 
on
retas (
erradas) el tiempo de eje
u
ión es menor al de métodos numéri
os y algoritmos

evolutivos.

Los algoritmos evolutivos tienen la 
apa
idad de poder en
ontrar múltiples solu
iones al

problema inverso además de que son 
ompletamente estru
turables al grado de que se puede

programar 
ompletamente. Su prin
ipal ventaja es que pueden en
ontrar la mejor solu
ión po-

sible para 
asi 
ualquier tipo de arquite
tura de manipuladores, donde un análisis geométri
o

puede resultar demasiado 
omplejo o no tener solu
ión, pero esto resulta en un mayor 
osto


omputa
ional. El algoritmo evolutivo utilizado es EvoNorm [23, 24℄.

Desa
oplo 
inemáti
o

El método de desa
oplo 
inemáti
o bus
a dividir el problema 
inemáti
o en dos partes,

uno para posi
ión y otro para orienta
ión, para así posi
ionar y orientar el efe
tor �nal del

manipulador de una manera determinada (o deseada).

Dada una orienta
ión y posi
ión deseadas, se estable
en las 
oordenadas del punto de inter-

se

ión de los 3 últimos ejes arti
ulares (muñe
a del manipulador), 
al
ulándose los valores de

las tres primeras variables arti
ulares (q1, q2, q3) que 
onsiguen posi
ionar este punto. Después,

a partir de los datos de orienta
ión y de los ya 
al
ulados (q1, q2, q3) se obtienen los valores del

resto de las variables arti
ulares.

En la Figura 2.4 se presenta un manipulador 
uya 
inemáti
a puede desa
oplarse, en base a

lo men
ionando anteriormente. Su parámetros de DH se pueden observar en la Tabla 2.2.1.
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Figura 2.4: Cinemáti
a del manipulador IRB2400 [1℄.

Arti
ula
ión θi di ai αi

1 q1 l1 0 −π/2
2 q2 0 l2 0
3 q3 0 0 π/2
4 q4 l3 0 −π/2
5 q5 0 0 π/2
6 q6 l4 0 0

Tabla 2.2.1: Parámetros de DH del manipulador IRB2400.

El punto 
entral de la muñe
a del manipulador (pm) 
orresponde al origen del sistema {S5} :

O5, y el punto �nal del manipulador (pr) será el origen del sistema {S6} : O6. Los ve
tores

aso
iados a pm y pr van desde el sistema base del manipulador sistema {S0}, es de
ir:

p
m

= O0O5

p
r
= O0O6
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Puesto que la dire

ión del eje z6 debe 
oin
idir 
on la de z5 y la distan
ia entre O5 y O6

medida a lo largo de z5 es pre
isamente d4 = l4, se tendrá que:

pm = pr − l4z6

donde pr son las 
oordenadas del punto donde se desea que se posi
ione el manipulador, por lo

tanto:

pr =
0 P6 = [Px, Py, Pz]

T

además, la longitud l4 es un parámetro aso
iado al manipulador, y el ve
tor z6 es el ve
tor

a 
orrespondiente a la orienta
ión (z6 = [ax, ay, az]
T
) de la matriz de rota
ión

0R6, el 
ual es

un valor numéri
o 
ono
ido, pues se 
al
ula en base los ángulos de Tait-Bryan (φ, ρ, ψ) de la

orienta
ión deseada, 
omo se muestra a 
ontinua
ión:

0R6 =



Cφ −Sφ 0
Sφ Cφ 0
0 0 1





Cρ 0 Sρ
0 1 0

−Sρ 0 Cρ





1 0 0
0 Cψ −Sψ
0 Sψ Cψ


 =



nx ox ax
ny oy ay
nz oz az




Mediante las variables arti
ulares q1, q2 y q3 será posible posi
ionar pm, por lo que se debe


al
ular los valores 
orrespondientes a 
ada uno. Los métodos geométri
os son ade
uados para


uando se 
uentan 
on po
os grados de libertad o para 
uando se 
onsidere sólo posi
ionar el

efe
tor �nal del manipulador [1℄, en este 
aso pm (debido al desa
oplo). Otra alternativa para

en
ontrar estas primeras tres variables es mediante EvoNorm [23, 24℄, el 
ual será des
rito más

adelante.

Los valores de q4, q5 y q6 se en
argarán de orientar el efe
tor �nal de manipulador de la forma

deseada. Para ello, denominando

0R6 a la submatriz de rota
ión de la matriz

0T6, se tendrá:

0R6 =
0 R3

3R6

donde la matriz

0R3 se de�ne 
omo:

0R3 =
0 A1

1A2
2A3
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uyo valor es obtenido al 
al
ular q1, q2 y q3. Por lo tanto:

3R6 =
(
0R3

)
−1 0R6 =

(
0R3

)T 0R6

tendrá sus 
omponentes numéri
as 
ono
idas.

Por otra parte,

3R6 
orresponde 
on las submatriz de rota
ión de la matriz de transforma
ión

homogénea

3T6 que rela
iona el sistema {S3} 
on el {S6}. Por lo tanto:

3R6 =
3 R4

4R5
5R6

donde 
ada submatriz de a
uerdo a la metodología DH [1℄:

3R4 =




C4 0 −S4

S4 0 C4

0 −1 0



 , 4R5 =




C5 0 S5

S5 0 −C5

0 1 0



 , 5R6 =




C6 −S6 0
S6 C6 0
0 0 1





3R6 =



C4C5C6 − S4S6 −C4C5S6 − S4C6 C4S5

S4C5C6 + C4S6 S4C5S6 + C4C6 −S4C5

−S5C6 S5S6 C5


 =



r11 r21 r31
r12 r22 r32
r13 r23 r33




De la matriz anterior se pueden obtener los valores de los parámetros arti
ulares faltantes:

q4 = tan−1

(
r23
r13

)
, q5 = tan−1

(√
1− r332

r33

)
, q6 = tan−1

(
r32
r31

)

Estas expresiones, junto 
on las obtenidas por el método geométri
o o por Evonorm, 
onsti-

tuyen la solu
ión 
ompleta del problema 
inemáti
o inverso de posi
ión.

EvoNorm

EvoNorm [23, 24℄ es un algortimo evolutivo que utiliza variables aleatorias 
on distribu
ión

normal, 
on las 
uales se des
riben mu
hos de los fenómenos que o
urren en la vida diaria, para

generar una pobla
ión de las posibles solu
iones a partir de una fun
ión de evalua
ión dada.

El algoritmo al ser puesto en eje
u
ión, emplea dos 
riterios estadísti
os: La media µ, la


ual representa la medida numéri
a de la tenden
ia 
entral en la que o
urre una variable, y la
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desvia
ión estándar σ, la 
ual mide la dispersión 
on la que o
urre una variable de a
uerdo a

su media. La variable a 
onsiderar en este 
aso es la pobla
ión de las posibles solu
iones para el

problema 
inemáti
o inverso.

La distribu
ión normal N se emplea para representar el 
onjunto de posibles valores a evaluar

en las variables de una e
ua
ión, para este 
aso.

N (µ, σ) = µ+ σ
∑

i

U

donde U es el valor aleatorio generado por una distribu
ión uniforme.

EvoNorm 
onsta de tres me
anismos prin
ipales: Genera
ión, Evalua
ión y Reprodu

ión.

Los 
uales se des
ribirán a 
ontinua
ión.

Genera
ión

A 
ada uno de los segmentos del 
onjunto de parámetros generados 
on los 
uales se evalua-

rá o generará un manipulador se le llama individuo, los 
uales son 
onsiderados 
ada uno 
omo

una solu
ión 
andidata, re
ordando que para modelar un manipulador se ne
esitan sus paráme-

tros de DH así 
omo los valores de masa y 
entros de masa, en el algoritmo 
ada parámetro

generado para el individuo representa un valor de la matriz de DH, así 
omo los valores de masa

del manipulador.

A todo el 
onjunto de individuos se le llama pobla
ión la 
ual es todo el 
onjunto de posibles

solu
iones, de 
antidad �nita y a
otada de individuos. Los individuos de la pobla
ión ini
ial,

se generan por la fun
ión aleatoria uniformemente distribuida U , 
onsiderando 
otas máximas

y mínimas de�nidas. Después de este pro
eso se efe
túa la genera
ión de la tabla de DH y las

distan
ias al 
entro de masa y sus respe
tivas masas, 
on los valores generados.

El avan
e de una genera
ión es el pro
eso de evaluar los individuos de una genera
ión y

generar una nueva pobla
ión, el total de genera
iones es un valor asignado n.
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Para generar la nueva pobla
ión, el algoritmo ne
esita los siguientes datos:

Tipo de arti
ula
ión (Rota
ión o trasla
ión).

Cotas máximas y mínimas de las dimensiones y masas del eslabón.

Tamaño de la pobla
ión, es de
ir el Número Total de Individuos NTI .

Genera
iones totales a realizar NTG.

El sembrado es un pro
eso que se agrega al algoritmo, que este 
onsiste en asignar las di-

mensiones y pesos de un individuo 
ono
ido previamente 
omo una buena solu
ión y 
on esto el

algoritmo evolutivo rápidamente distinguiría si este individuo es uno ade
uado para la tarea y

empezará a evolu
ionar a partir de los valores de este manipulador, para optimizarlos.

Evalua
ión

La Fun
ión de Evalua
ión fe se en
arga de medir o 
ali�
ar el desempeño para 
ada indivi-

duo. La fe se 
al
ulará en base a la raíz del error 
uadráti
o de posi
ión del efe
tor �nal del

manipulador.

fe =

√
(Px −X)2 + (Py − Y )2 + (Pz − Z)2

donde Px, Py y Pz son las 
oordenadas de la posi
ión deseada de la matriz de trasla
ión P,

y X , Y y Z son los valores de las 
oordenadas de posi
ión arti
ular q obtenidas a partir de los

individuos propuestos y la matriz de transforma
ión homogénea

0Tn resultante del MCD del

robot manipulador determinado.

Reprodu

ión

El pro
eso de reprodu

ión del algoritmo se divide en 
uatro etapas:

Sele

ión de los mejores individuos,
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Obten
ión de la media µ y desvia
ión estándar σ de los mejores individuos,

Búsqueda del mejor individuo de la pobla
ión Ibest,

Genera
ión de nuevos individuos.

La sele

ión de los mejores individuos 
onsiste en 
omparar los valores de la fun
ión de

evalua
ión de 
ada individuo de la pobla
ión y en sele

ionar los mejores de la pobla
ión. La


antidad a sele

ionar es un por
entaje asignado, por lo que solo se 
onsiderarán el 25% de

la pobla
ión, que estará 
onformada por los mejores individuos. La 
antidad de los individuos

sele

ionados la denominaremos nS.

La media y desvia
ión estándar se 
al
ulan a partir del 
onjunto valores que 
ontiene 
ada in-

dividuo, para este trabajo los valores son las posi
iones arti
ulares q para el problema 
inemáti
o

inverso, tal y 
omo se muestra en las E
ua
iones 2.2.3 y 2.2.4.

µ (pr) =

nS∑

i

PS (pr, i)

nS
(2.2.3)

σ (pr) =

√√√√
nS∑

i

(PS (pr, i)− µ (pr))2 (2.2.4)

donde pr representa las posi
iones arti
ulares a ser 
onsideradas (variables de de
isión), PS

representa la matriz de los individuos sele

ionados, la 
ual es del tamaño de número total de

parámetros de DH (NTPr) por nS (NTPr × nS).

Al mejor individuo (Ibest) se le dará mas prioridad para la genera
ión de nuevos individuos,

esto no quiere de
ir que todos los individuos van a ser generados en base al mejor individuo, ya

que también se utilizarán a los demás del 25% de los mejores individuos, sólo que se le dará más

prioridad al mejor individuo.

En 
aso que se generara toda la pobla
ión en base a este mejor individuo, el algoritmo muy

probablemente obtenga una 
onvergen
ia prematura, es de
ir que obtenga un mínimo lo
al, lo
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ual no se desea, sino que se bus
a el mínimo global, o en otras palabras que se obtengan el

valor de las posi
iones arti
ulares q que solu
ionen el problema 
inemáti
o inverso para un robot

manipulador determinado.

La genera
ión de una nueva pobla
ión se realiza generando un valor aleatorio U entre 0 y 1

(distribu
ión uniforme); y sele

ionando a un individuo del 25% de la pobla
ión de mejores si

U es mayor que 0.5, o al mejor si U es menor o igual que 0.5, 
omo si de una moneda virtual se

tratara. Cada individuo generado se 
rea a partir de la distribu
ión normal N de 
ada parámetro

y 
on esto se generan los individuos "hijos"de los mejores, 
omo se muestra en la E
ua
ión 2.2.5.

Pi =

{
N (µnS , σnS) U > 0.5
N (µbest, σbest) U ≤ 0.5

(2.2.5)

Una vez des
ritos los me
anismos prin
ipales del algoritmo, se presenta un pseudo
ódigo para

su implementa
ión:

1. Se de�ne el Número Total de Genera
iones (NTG) y la posi
ión 
artesiana deseada P,

2. Se ini
ializa NTG = 1,

3. Genera
ión aleatoria de la pobla
ión, es de
ir del número total de individuos (NTI),

4. Evalua
ión del NTI en base a una Fun
ión de evalua
ión (fe),

5. Sele

ión de los mejores individuos (nS),

6. Cal
ulo de µ y σ para individuo sele

ionados,

7. Sele

ión del mejor individuo (Ibest) del 
onjunto nS,

8. Genera
ión de una nueva pobla
ión en base a Ibest y nS, generando así un nuevo NTI ,

9. Veri�
ar si el NTG ha sido al
anzado, de no ser así, volver a paso 4.

Deberá tomarse en 
uanta que el algoritmo e Evonorm deberá ser eje
utado por 
ada posi
ión


artesiana deseada.
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2.2.3. Modelo 
inemáti
o dire
to de velo
idad

El modelado 
inemáti
o de posi
ión de un manipulador estable
e la rela
ión de las 
oor-

denadas o posi
iones arti
ulares 
on la posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal del manipu-

lador, sin embargo, también se requiere 
ono
er la rela
ión entre las velo
idades arti
ulares

q̇ =
[
q̇1 q̇2 . . . q̇n

]T

on las velo
idades de posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal del manipu-

lador V =
[
Ṗx Ṗy ṖZ φ̇ ρ̇ ψ̇

]T
. Di
ha rela
ión se denomina modelo 
inemáti
o diferen
ial

o de velo
idad, la 
ual se obtiene mediante el 
ál
ulo de una matriz Ja
obiana J , tal y 
omo se

ilustra en la Figura 2.5 [1℄.

Velocidad de las 

articulaciones

( q1, q2, … , qn )

Velocidad del 

extremo del robot

( Px, Py, Pz, ϕ, ρ, ψ )

Jacobiana directa

Jacobiana inversa

∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙
∙ ∙

Figura 2.5: Modelo 
inemáti
o de velo
idad.

La matriz Ja
obiana dire
ta permite 
ono
er las velo
idades V del efe
tor �nal del manipu-

lador a partir de las velo
idades arti
ulares q̇, resultando en el Modelo Cinemáti
o Dire
to de

Velo
idad (MCDV ). Por su parte, la matriz Ja
obiana inversa permitirá 
ono
er las velo
ida-

des arti
ulares ne
esarias q̇ para obtener las velo
idades V determinadas en el efe
tor �nal del

manipulador, resultando en el Modelo 
inemáti
o Inverso de Velo
idad (MCIV ).

El método más dire
to para obtener la rela
ión entre velo
idades arti
ulares y del efe
tor �nal

del manipulador 
onsiste en derivar respe
to al tiempo las E
ua
iones 2.2.1, que 
orresponden

al modelo 
inemáti
o dire
to [1℄, 
on lo que se tiene el 
onjunto de E
ua
iones 2.2.6.

Ṗx =
n∑
i=1

∂fPx
∂qi

q̇i Ṗy =
n∑
i=1

∂fPy
∂qi

q̇i Ṗz =
n∑
i=1

∂fPz
∂qi

q̇i

φ̇ =
n∑
i=1

∂fφ
∂qi
q̇i ρ̇ =

n∑
i=1

∂fρ
∂qi
q̇i ψ̇ =

n∑
i=1

∂fψ
∂qi
q̇i

(2.2.6)
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Expresando 2.2.6 en forma matri
ial se obtiene:




Ṗx
Ṗy
Ṗz
φ̇
ρ̇

ψ̇




= J




q̇1

.

.

.

.

.

.

q̇n




V = J q̇

(2.2.7)

donde:

J =




∂fPx
∂q1

∂fPx
∂q2

· · · ∂fPx
∂qn

∂fPy
∂q1

∂fPy
∂q2

· · · ∂fPy
∂qn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂fψ
∂q1

∂fψ
∂q2

· · · ∂fψ
∂qn




(2.2.8)

En la E
ua
ión 2.2.8, se tiene la matriz Ja
obiana J, en la 
ual, el valor numéri
o de 
ada

uno de sus elementos dependerá de los valores instantáneos de las 
oordenadas arti
ulares qi,

enton
es, el valor de J será diferente en 
ada uno de los puntos del espa
io arti
ular.

2.2.4. Modelo 
inemáti
o inverso de velo
idad

La rela
ión inversa (MCIV ) permite 
al
ular las velo
idades arti
ulares q̇ partiendo de las

velo
idades V del efe
tor �nal del manipulador, 
omo se ilustra en la Figura 2.2, esto debido a

la rela
ión que tiene unas 
on las otras. La E
ua
ión 2.2.9 muestra la rela
ión inversa entre q̇ y
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V .




q̇1

.

.

.

.

.

.

q̇n




= J−1




Ṗx
Ṗy
Ṗz
φ̇
ρ̇

ψ̇




q̇ = J−1 V

(2.2.9)

Para la obten
ión de la rela
ión inversa se pueden emplear diferentes maneras:

1. Invertir simbóli
amente J. La desventaja de esta alternativa es que se vuelve un pro
edi-

miento inviable debido a la gran 
omplejidad de obtener la inversión simbóli
a.

2. Evaluar numéri
amente J para un postura 
on
reta e invertir numéri
amente, para así

en
ontrar la rela
ión inversa válida para esa 
on�gura
ión.

3. Repetir el pro
edimiento seguido para la obten
ión de J, pero ahora partiendo del modelo


inemáti
o inverso, la desventaja es que este pro
edimiento es algebrai
amente 
ompli
ado

debido a que se 
uenta 
on fun
iones trigonométri
as.

4. Si J no es 
uadrada, en general se 
al
ula la pseudoinversa, la desventaja es que no se

puede per
atar si el manipulador se en
uentre en una 
on�gura
ión singular, perdiendo así

la 
apa
idad de generar movimiento en 
iertas dire

iones.

2.3. Dinámi
a de manipuladores

La dinámi
a de manipuladores bus
a estable
er la rela
ión entre el movimiento (posi
ión,

velo
idad y a
elera
ión) del manipulador y las fuerzas y pares que provo
an di
hos movimientos,

en este 
aso arti
ulares, tal y 
omo se muestra en la Figura 2.6.

Con el modelado dinámi
o se bus
a rela
ionar matemáti
amente:
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Posiciones, 

velocidades y 

aceleraciones 

articulares

Fuerzas y pares 

articulares

τ
Dinámica directa

Dinámica inversa

Figura 2.6: Modelo dinámi
o.

1. La lo
aliza
ión del manipulador de�nida por sus variables arti
ulares o por las 
oordenadas

de lo
aliza
ión de su efe
tor �nal, y sus derivadas (velo
idad y a
elera
ión).

2. Las fuerzas y pares apli
ados para 
ada arti
ula
ión (o en el efe
tor �nal del manipulador).

3. Los parámetros dimensionales del manipulador, 
omo longitud, masas e iner
ias de sus

elementos.

Di
has rela
iones se pueden obtener a partir de leyes físi
as 
ono
idas, tales 
omo me
áni
a

newtoniana y lagrangiana, para así obtener e
ua
iones de movimiento dinámi
o para las diversas

arti
ula
iones del manipulador que dependen de los parámetros dimensionales del mismo. Las

e
ua
iones resultantes son de utilidad para la simula
ión en 
omputadora del movimiento del

manipulador, diseño y evalua
ión de la estru
tura me
áni
a del manipulador, dimensionamiento

de los a
tuadores, diseño y evalua
ión del 
ontrol dinámi
o del manipulador, et
étera.

Entre los métodos 
onven
ionales para obtener las e
ua
iones que des
riban el 
omportamien-

to dinámi
o de un manipulador tenemos las formula
iones de Euler-Lagrange y Newton-Euler.

El modelo que se utiliza es limitado, ya que no se toma en 
uenta fri

ión, in
ertidumbres

paramétri
as y a
tuadores.

La metodología Euler-Lagrange es simple y sistemáti
a, pero requiere de una relativa 
antidad

de opera
iones aritméti
as, lo que 
ondu
e a un algoritmo de 
osto 
omputa
ional de O (n4),

mientras que la metodología Newton-Euler que emplea una formula
ión 
ompa
ta mediante

matri
es y ve
tores tiene un 
osto 
omputa
ional de O (n). Para el presente trabajo se empleará
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la metodología Newton-Euler, dado que 
uenta 
on una mejor e�
ien
ia 
omputa
ional [1℄.

2.3.1. Metodología Newton-Euler

Solo mediante la metodología Newton-Euler se puede obtener el modelo dinámi
o de un

manipulador basado en el planteamiento del equilibrio de fuerzas estable
ido en la segunda ley

de Newton, o su equivalente para movimientos de rota
ión, la denominada ley de Euler, las


uales se pueden observar en las E
ua
iones 2.3.1 y 2.3.2.

∑
F = mv̇ (2.3.1)

∑
T = Iω̇ + ω × (Iω) (2.3.2)

Un ade
uado desarrollo de las E
ua
iones 2.3.1 y 2.3.2, 
ondu
e a una formula
ión re
ursiva

en la que se obtienen la posi
ión, velo
idad y a
elera
ión del eslabón i referidos a la base del robot

a partir de los 
orrespondientes del eslabón i− 1 y del movimiento relativo de la arti
ula
ión i.

Este algoritmo se des
ribe a 
ontinua
ión.

Algoritmo para el modelado dinámi
o por Newton-Euler [1℄

1. Asignar a 
ada eslabón un sistema de referen
ia de a
uerdo 
on las reglas de DH.

2. Obtener las matri
es de rota
ión

i−1Ri y sus inversas

iRi−1 , siendo:

i−1Ri =



Cθi −CαiSθi SαiSθi
Sθi CαiCθi −SαiCθi
0 Sαi Cαi




iRi−1 =
(
i−1Ri

)
−1

=
(
i−1Ri

)T

3. Estable
er para el sistema base {S0}:

Velo
idad angular:

0ω0 = [0, 0, 0]T

A
elera
ión angular:

0ω̇0 = [0, 0, 0]T
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Velo
idad lineal:

0v0 = [0, 0, 0]T

A
elera
ión lineal:

0v̇0 = [gx, gy, gz]
T

0ω0,
0ω̇0 y

0v0 son típi
amente nulos salvo que la base del robot esté en movimiento. Para

el efe
tor �nal del robot se 
ono
erá la fuerza y el par ejer
idos externamente

n+1fn+1 y

n+1nn+1

z0 = [0, 0, 1]T

Coordenadas del origen del sistema:

ipi = {Si} respe
to a {Si−1} = [ai, diSi, diCi]

Coordenadas del 
entro de masas del eslabón i respe
to del sistema {Si}: isi
Matriz de iner
ia del eslabón i respe
to de su 
entro de masas expresado en {Si}: iIi

Para i = 1, ..., n realizar los pasos 4 a 7:

4. Obtener la velo
idad angular del sistema {Si}:

iωi =

{
iRi−1 (

i−1ωi−1 + z0q̇i) , eslabón i es de rota
ión
iRi−1

i−1ωi−1, eslabón i es de trasla
ión

5. Obtener la a
elera
ión angular del sistema {Si}:

iω̇i =

{
iRi−1 (

i−1ω̇i−1 + z0q̈i) , eslabón i es de rota
ión
iRi−1

i−1ω̇i−1, eslabón i es de trasla
ión

6. Obtener la a
elera
ión lineal del sistema i:

iv̇i =





iω̇i × ipi +
iωi × (iωi × ipi) +

iRi−1
iv̇i, eslabón i es de rota
ión

iRi−1(z0q̈i +
i−1v̇i−1) +

iω̇i × ipi + 2iωi × iRi−1z0q̇i+ eslabón i es de trasla
ión
+iωi × (iωi × ipi),

7. Obtener la a
elera
ión lineal del 
entro de gravedad del eslabón i:

iai =
iω̇i × isi +

iωi ×
(
iω̇i × isi

)
+ iv̇i

Para i = n...1 realizar los pasos 8 a 10.

8. Obtener la fuerza ejer
ida sobre el eslabón i:

ifi =
iRi+1

i+1fi+1 +mi
iai
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9. Obtener el par ejer
ido sobre el eslabón i:

ini =
iRi+1

[
i+1ni +

(
i+1Ri

ipi
)
×i+1 fi+1

]
+
(
ipi +

i si
)
×mi

iai +
i Iiω̇i +

i ωi ×
(
iIi

iωi
)

10. Obtener el par o la fuerza apli
ada a la arti
ula
ión i:

τi =

{
ini

T iRi−1z0, eslabón i es de rota
ión
ifi
T iRi−1z0, eslabón i es de trasla
ión

donde τ es el par o fuerza efe
tivo (par motor menos pares de rozamiento o perturba
ión).

Una vez obtenidas las e
ua
iones referentes a los pares o fuerzas apli
adas para 
ada arti
u-

la
ión, se estable
e el modelo dinámi
o inverso, el 
ual se puede rees
ribir en su forma 
ompa
ta

dada por:

τ =M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ +G (q)

donde M (q) ∈ R
n×n

es la matriz de iner
ias, C (q, q̇) ∈ R
n×n

es la matriz de fuerzas 
entrípetas

y 
oriolis y G (q) ∈ R
n
es el ve
tor de efe
tos por gravedad.

2.4. Genera
ión de traye
torias

En un robot manipulador, una traye
toria des
ribe el 
omportamiento de la posi
ión, velo-


idad y a
elera
ión para 
ada grado de libertad.

La genera
ión de la traye
toria 
onsiste en estable
er las traye
torias que debe seguir 
ada

arti
ula
ión del manipulador a lo largo del tiempo, para lograr esto se debe espe
i�
ar la se
uen-


ia de posi
iones arti
ulares a lo largo del tiempo, los 
uales serán llamados puntos ruta, el tipo

de traye
toria, el tipo de interpolador a utilizar y el tiempo a invertir entre 
ada punto.

Los puntos ruta 
ontienen el punto ini
ial, el punto �nal y todos los puntos vía (puntos

intermedios entre el ini
ial y el �nal).
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Es 
onveniente que el movimiento del manipulador sea uniforme (
ontinuo en posi
ión y

velo
idad, y de preferen
ia que también sea 
ontinuo en a
elera
ión), de lo 
ontrario se provo
ará

un mayor desgaste en el me
anismo y vibra
iones indeseadas debido a los movimientos brus
os

y torpes [22℄. Enton
es las traye
torias generadas deberán 
ontar 
on restri

iones espa
iales y

temporales, además de 
riterios de 
alidad para las traye
torias, 
omo suavidad y pre
isión [1℄.

En la Figura 2.7 se muestra el fun
ionamiento de la genera
ión de traye
torias.

osici n, orientaci n y 

velocidad de la 

trayectoria adquirida

Modelos cinemático 

inverso

( q , q )

Coordenadas y 

velocidades articulares en 

función del tiempo

( q(t), q(t) )

Generador de trayectorias

- Interpolador lineal

- Interpolador cúbico

- Interpolador de orden 5

∙

∙

Figura 2.7: Genera
ión de traye
torias.

De manera general se interpolan las posi
iones arti
ulares q1, q2, . . . , qn para generar para 
ada

una de éstas una expresión en fun
ión del tiempo q1(t), q2(t), . . . , qn(t) que pase o se aproxime a

las posi
iones arti
ulares deseadas, 
omo se muestra en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Ejemplo de la interpola
ión de posi
iones arti
ulares [1℄.
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El propósito prin
ipal de la genera
ión de traye
torias es utilizar las variables arti
ulares en

fun
ión del tiempo en la programa
ión del robot manipulador.

2.4.1. Tipos de traye
torias

Existen diferentes tipos de traye
torias que se pueden 
onsiderar [1℄, tales 
omo:

Traye
torias punto a punto,

Traye
torias 
oordinadas o isó
ronas,

Traye
torias 
ontinuas,

Las traye
torias 
ontinuas tienen posibles 
ambios de dire

ión y velo
idad y sin ninguna


oordina
ión del resto de las arti
ula
iones. Dado que se 
ono
e la traye
toria que seguirá el

efe
tor �nal del manipulador (obtenida por té
ni
as de adquisi
ión de datos que se verán en el


apítulo 3), es pre
iso 
al
ular de manera 
ontinua las traye
torias arti
ulares, por lo que este

tipo de traye
toria es la ade
uada para llevar a 
abo la genera
ión de la traye
toria.

2.4.2. Interpola
ión de traye
torias

Como se men
ionó anteriormente, para unir los puntos ruta por lo que se quiere que pasen

las arti
ula
iones del manipulador en un instante de tiempo determinado, además de 
onsiderar

las 
ondi
iones de posi
ión-tiempo, es 
onveniente añadir restri

iones en la velo
idad y/o a
e-

lera
ión de paso por los puntos, de manera que se asegure la suavidad de la traye
torias y se

limiten las velo
idades y/o a
elera
iones máximas [1℄.

Por ello, debe sele

ionarse algún tipo de fun
ión (fre
uentemente polinómi
a) 
uyos pa-

rámetros o 
oe�
ientes se ajusten para pasar por los puntos deseados (
on velo
idades y/o

a
elera
iones a
eptables).
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Interpola
ión lineal

La expresión del interpolador lineal es:

q (t) = a0 + a1t

La 
ondi
ión es mantener 
onstante la velo
idad entre 
ada dos valores su
esivos de la arti
ula-


ión, por lo que se estable
en dos 
ondi
iones:

qi−1 = a0 + a1t
i−1

qi = a0 + a1t
i

despejando a0 y a1 se obtiene:

q (t) =
(
qi − qi−1

) t− ti−1

T
+ qi−1

donde T se de�ne 
omo:

T = ti − ti−1

Si bien el interpolador lineal mantiene las posi
iones arti
ulares 
ontinuas, su primera y

segunda derivada no son 
ontinuas, es de
ir, la velo
idad tiene 
ambios brus
os y la a
elera
ión

es in�nita.

Interpola
ión 
úbi
a

El interpolador 
úbi
o se emplea para asegurar la 
ontinuidad en posi
ión y velo
idad, y en

el 
ual es ne
esario estable
er 
uatro 
ondi
iones: Posi
ión y velo
idad en los puntos ini
ial y

�nal [22℄.

Estable
iendo un polinomio 
úbi
o general:

q (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3



34

de manera que la velo
idad y la a
elera
ión de la arti
ula
ión a lo largo de esta ruta son:

q̇ (t) = a1t+ 2a2t+ 3a3t
2

q̈ (t) = 2a2t+ 6a3t

y 
ombinando las e
ua
iones 
on las 
uatro restri

iones deseadas:

q0 = a0

qf = a0 + a1tf + a2t
2
f + a3t

3
f

q̇0 = a1

q̇f = a1 + 2a2tf + 3a3t
2
f

Al resolver estas e
ua
iones, se obtiene que los 
oe�
ientes son:

a0 = q0

a1 = q̇0

a2 =
3

t2f
(qf − q0)−

2

tf
q̇0 −

1

tf
q̇f

a3 = − 2

t3f
(qf − q0) +

1

t2f
(q̇f − q̇0)

Interpola
ión de quinto orden

Si además se desea tener 
ontinuidad en la a
elera
ión, es ne
esario in
rementar el orden de

la fun
ión polinómi
a a 5, de tal manera que se tendrán seis 
ondi
iones: Posi
ión, velo
idad y

a
elera
ión en los puntos ini
ial y �nal [22℄. In
rementar mas allá de este orden es redundante

ya que sería emplear 8 o más 
ondi
iones para el interpolador.

q (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5

la velo
idad y la a
elera
ión para esta fun
ión son:

q̇ (t) = a1 + 2a2t+ 3a3t
2 + 4a4t

3 + 5a5t
4

q̈ (t) = 2a2 + 6a3t+ 12a4t
2 + 20a5t

3
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en donde las 
ondi
iones se dan así:

q0 = a0

qf = a0 + a1tf + a2t
2
f + a3t

3
f + a4t

4
f + a5t

5
f

q̇0 = a1

q̇f = a1 + 2a2tf + 3a3t
2
f + 4a4t

3
f + 5a5t

4
f

q̈0 = 2a2

q̈f = 2a2 + 6a3tf + 12a4t
2
f + 20a5t

3
f

estas 
ondi
iones espe
i�
an un 
onjunto lineal de seis e
ua
iones 
on seis variables des
ono
idas


uya solu
ión es:

a0 = q0

a1 = q̇0

a2 =
q̈0
2

a3 =
20qf − 20q0 − (8q̇f + 12q̇0) tf − (3q̈0 − q̈f) t

2
f

2t3f

a4 =
30q0 − 30qf + (14q̇f + 16q̇0) tf + (3q̈0 − 2q̈f ) t

2
f

2t4f

a5 =
12qf − 12q0 − (6q̇f + 6q̇0) tf − (q̈0 − q̈f ) t

2
f

2t5f

Si bien existen otro tipos de interpoladores para la unión de los puntos ruta 
on fun
iones


ontinuas, diferen
iable en orden 2 y 
omputa
ionalmente manejables [1℄, 
omo interpolador por

tramos, el 
ual requiere agregar puntos pseudo-vías, e interpoladores senoidales, los interpolado-

res mas 
onvenientes a utilizar son el interpolador 
úbi
o y el de orden 5.

2.5. Índi
es de desempeño

Un índi
e de desempeño de un manipulador es una herramienta que permite evaluar o 
ali�
ar

el fun
ionamiento del mismo a partir de un 
riterio de�nido, siendo así de utilidad para la
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plani�
a
ión de movimientos y el diseño de manipuladores robóti
os.

En la plani�
a
ión de movimientos se emplean índi
es dependientes de la postura, mediante

los 
uales se permitirá optimizar la opera
ión del manipulador, mientras que para el enfoque

de diseño se emplean índi
es independientes de la postura, 
on los 
uales se permite orientar el

pro
eso de 
ál
ulo de los parámetros dimensionales que de�nen la arquite
tura del manipulador.

Se han propuesto varios índi
es de desempeño debido a la ne
esidad de 
riterios o herramien-

tas para evaluar el diseño de robots manipuladores, una tarea que anteriormente era ex
lusiva

de diseñadores expertos y el uso de herramientas CAD [25℄.

Los índi
es de desempeño se pueden 
atalogar en 
uatro tipos diferentes [25℄, los 
uales son:

Índi
es de desempeño 
inetostáti
o (Número de 
ondi
ión, manipulabilidad, mínimo valor

singular).

Índi
es de desempeño dinámi
o (Matriz de iner
ia generalizada, manipulabilidad dinámi
a,

maximiza
ión del volumen y uniformidad del hiperparalepípedo de a
elera
ión, 
ondi
io-

namiento dinámi
o).

Índi
es de límites arti
ulares (Límite de la arti
ula
ión, disponibilidad de movilidad arti-


ular, evita
ión de límites arti
ulares), índi
es de�nidos sobre el espa
io de trabajo.

Índi
es de espa
io de trabajo (Tipos de espa
ios de trabajo, global de 
ondi
ionamiento,

global de manipulabilidad, radio de a
elera
ión).

2.5.1. Homogeneiza
ión de la matriz Ja
obiana

Varios de los índi
es de desempeño están de�nidos en fun
ión de la matriz Ja
obiana del

manipulador, pero, 
uando los manipuladores a evaluar son de más de tres grados de libertad,


omo es el 
aso de robots que 
ontrolan posi
ión y orienta
ión, o sus arti
ula
iones no son

del mismo tipo, los elementos de las matriz Ja
obiana resultante no serán homogéneos, lo 
ual
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di�
ultará la implementa
ión de di
hos índi
es. Diferentes estrategias para homogeneizar la

matriz Ja
obiana se dis
uten en [25℄. Entre algunas de las alternativas para la solu
ión de

problema de homogeneiza
ión, es el 
al
ulo y apli
a
ión de la longitud 
ara
terísti
a a la matriz

Ja
obiana.

La longitud 
ara
terísti
a L tiene 
omo fun
ión resolver la in
onsisten
ia de las longitudes

de las matriz Ja
obiana, realizando un adimensionamiento de sus valores y a su vez normalizar

la matriz Ja
obiana dado un índi
e de desempeño espe
í�
o, además, este valor genera un valor

más isotrópi
o (o uno muy 
er
ano) en la matriz Ja
obiana. Enton
es se puede de�nir 
omo

la longitud de normaliza
ión que ha
e que el número de 
ondi
ión de la matriz Ja
obiana un

mínimo [26℄.

Los elementos de la Ja
obiana que tiene unidades de longitud se dividirán por la longitud


ara
terísti
a, para así generar una nueva matriz Ja
obiana JH 
uyos elementos serán homogé-

neos [26℄.

JH =




∂fPx
∂q1

1

L
· · · ∂fPx

∂qn

1

L

∂fPy
∂q1

1

L
· · · ∂fPy

∂qn

1

L

∂fPz
∂q1

1

L
· · · ∂fPy

∂qn

1

L

∂fφ
∂q1

· · · ∂fφ
∂qn

∂fρ
∂q1

· · · ∂fρ
∂qn

∂fψ
∂q1

· · · ∂fψ
∂qn




(2.5.1)

Entre los diferentes métodos para obtener el valor de la longitud 
ara
terísti
a se en
uentran:

Obten
ión de forma simbóli
a de la longitud 
ara
terísti
a.
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Evalua
ión numéri
a de la matriz Ja
obiana.

Algoritmos numéri
os de minimiza
ión.

Algoritmos evolutivos.

Los algoritmos evolutivos fun
ionan de manera similar a los algoritmos numéri
os de mini-

miza
ión, además de que ambos son ade
uados para manipuladores de varios grados de libertad,

pero lo que desta
a a los algoritmos evolutivos es que tienen un baja probabilidad de en
ontrar

mínimos lo
ales de algunas fun
iones y normalmente en
uentran un valor muy 
er
ano al mínimo

real.

2.5.2. Índi
es de desempeño 
inetostáti
o

Los índi
es de desempeño 
inetostáti
o permiten evaluar la 
apa
idad del manipulador para

transformar las velo
idades o fuerzas en los a
tuadores, en velo
idades o fuerzas en el efe
tor �nal.

La mayoría de estos índi
es están de�nidos en fun
ión de la matriz Ja
obiana del manipulador,

la 
ual estable
e la rela
ión entre ambas partes.

Los índi
es de desempeño 
inetostáti
o que se emplearán para este trabajo son:

Elipsoide de velo
idad.

Número de 
ondi
ión.

Manipulabilidad 
inemáti
a.

Mínimo valor singular.

Di
ho índi
es son dependientes de la postura, por lo que tal y 
omo se men
ionó anteriormente

pueden ser utilizados para la plani�
a
ión de traye
torias, de tal manera que el manipulador

admita 
on�gura
iones que optimi
en su 
apa
idad para generar velo
idades y fuerzas ó en el

desempeño del 
ontrol.
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Elipsoide de velo
idad

El Elipsoide de Velo
idad (EV ) fue propuesto ini
ialmente para ayudar en la de�ni
ión del

índi
e de la manipulabilidad, pero también es de utilidad para de�nir otros indi
es de desempeño


inemáti
o [25℄.

Partiendo de la rela
ión estable
ida en la E
ua
ión 2.2.7:

V = J q̇

el EV esta dado por el 
onjunto de todas la velo
idades del efe
tor �nal V que son realizables

para las velo
idades arti
ulares q̇ que satisfa
en ‖q̇‖ ≤ 1.

Dado que:

‖q̇‖2 = q̇T q̇ = V̇ TJTJV̇

enton
es se tiene que las velo
idades que forman parte del EV son aquellas que satisfa
en:

V̇ TJTJV̇ ≤ 1

Entre mayor sea el volumen del elipsoide del manipulador, este tendrá mayor 
apa
idad

de moverse a mayor velo
idad. Para que las velo
idades arti
ulares 
umplan 
on la 
ondi
ión

estable
ida anteriormente, las mayores velo
idades que el efe
tor �nal puede al
anzar, se obtienen

sobre el semieje mayor del elipsoide. Por el 
ontrario, el efe
tor �nal del manipulador se moverá


on a baja velo
idad en dire

ión del semieje menor del elipsoide. Por otro lado, si la forma

del elipsoide se aproxima a la esfera, enton
es el efe
tor �nal se puede mover uniformemente en

todas dire

iones.

El resto de los índi
es de desempeño 
inetostáti
o presentados pueden 
al
ularse dire
ta o

indire
tamente a partir de los valores singulares de la matriz Ja
obiana.
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Número de 
ondi
ión

Se denomina 
omo número de 
ondi
ión, en inglés Condition Number (CN) de una matriz

no singular Ja
obiana relativo a la norma ‖·‖ al número:

CN = k (J) = ‖J‖ ×
∥∥J−1

∥∥
(2.5.2)

La norma de J puede ser 
ualquiera, 
omo la norma de Frobenius:

‖J‖F =

√√√√
m∑

i=1

n∑

j=1

|Jij |2

donde n es la 
antidad de �las y m la 
antidad de 
olumnas de la matriz J.

Cuando CN al
anza su mínimo valor (la unidad), se di
e que la matriz Ja
obiana es isotrópi
a.

En este 
aso el elipsoide de velo
idad se vuelve una esfera. Por otra parte, si el número de


ondi
ión se vuelve in�nito si la matriz Ja
obiana es singular.

Mediante la implementa
ión del CN es posible:

Medir la pre
isión del 
ontrol del manipulador.

En
ontrar la 
er
anía puntos singulares o puntos isotrópi
os, lo que 
onlleva a una mejor

sele

ión del modo de trabajo del manipulador.

Optimizar el diseño y 
omparar arquite
turas de manipuladores.

Determinar el área de trabajo útil de un manipulador.

Manipulabilidad 
inemáti
a

El índi
e de manipulabilidad 
inemáti
a, en inglés Kinemati
Manipulability (KM) tiene 
omo

propósito medir la 
apa
idad de un robot, en 
ierta 
on�gura
ión, para generar velo
idades en

el efe
tor �nal. Este índi
e de desempeño es propor
ional al volumen del elipsoide de velo
idad.
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Para el 
aso general (in
luyendo robots redundantes) la manipulabilidad esta de�nida de la

siguiente manera:

KM =
√
det (JJT ) (2.5.3)

La matriz Ja
obiana se puede des
omponer en valores singulares, es de
ir:

J = UkΣkVk
T

enton
es, obteniendo los valores singulares σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σm ≥ 0 de la matriz Σk, es posible

obtener otra expresión para 
al
ular KM :

KM = σ1 · σ2 · · · · · σm (2.5.4)

Mientras mayor sea el valor de KM representa una mayor 
apa
idad de realizar movimientos

en el efe
tor �nal, pero en 
aso de que su valor sea igual a 
ero, esto signi�
ará que el manipulador

se en
uentra en una 
on�gura
ión singular.

Otro 
on
epto de manipulabilidad que se trata es la manipulabilidad de fuerza, en inglés

For
e Manipulability (FM) [25℄, el 
ual se en
arga de medir la 
apa
idad del robot, en una


on�gura
ión dada, para ejer
er fuerzas sobre un objeto en reposo a través de su efe
tor �nal.

Para determinar KM , se debe estable
er un elipsoide de fuerza utilizando la rela
ión que

existe entre el ve
tor de fuerzas en los a
tuadores τ y el ve
tor de fuerzas generadas en el efe
tor

�nal f .

τ = JT f

Enton
es, se tiene que las fuerzas del efe
tor �nal que forman parte del elipsoide de fuerza

son aquellas que satisfa
en la siguiente 
ondi
ión:

fTJJT f ≤ 1
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El volumen del elipsoide de fuerza es inversamente propor
ional a la manipulabilidad 
ine-

máti
a KM , por lo tanto la manipulabilidad de fuerza es:

FM =
1√

det (JJT )
=

1

σ1 · σ2 · · · · · σm
(2.5.5)

Esto signi�
a que la dire

ión en la que el efe
tor �nal puede ejer
er mayor fuerza, es aquella

en donde se puede generar menos velo
idad.

Mínimo valor singular

Mediante la des
omposi
ión singular de valores de la matriz Ja
obiana se puede demostrar

que los valores singulares σ1, σ2, · · · , σn 
orresponden a las magnitudes de los ejes prin
ipales

del EV . Di
hos valores 
orresponden también a las raí
es 
uadradas de los valores propios de la

matriz JTJ.

Si el resultado de la matriz Ja
obiana es singular, esto quiere de
ir que el manipulador ha

al
anzado una 
on�gura
ión singular y al menos uno de los valores singulares es igual a 
ero,

debido a esto se pierde al menos un grado de libertad, por lo 
ual, di
has 
on�gura
iones deben

evitarse.

El índi
e de mínimo valor singularMV S mide la 
er
anía de la 
on�gura
ión del manipulador

a una 
on�gura
ión singular, debido a que indi
a de manera dire
ta si la magnitud de alguno de

los ejes prin
ipales del elipsoide esta apunto de anularse. Mientras mayor sea el valor del MV S,

mayor será el volumen del elipsoide de velo
idad.

El identi�
ar 
on�gura
iones singulares mediante CN y KM en algunos 
asos puede ser im-

pre
iso, dado que dependen de otros valores singulares y la disminu
ión en un valor singular

puede ser 
ompensada por un in
remento o de
remento en otro valor singular.
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2.5.3. Índi
es de desempeño dinámi
o

Cuando un manipulador robóti
o se en
uentra en movimiento, éste estará sujeto a fuerzas

iner
iales, fuerzas 
entrífugas y de 
oriolis, y las fuerzas de la gravedad, di
has fuerzas son de 
a-

rá
ter no lineal. Dado que la dinámi
a del manipulador estable
e la rela
ión entre el movimiento

del manipulador y estas fuerzas, los índi
es de desempeño dinámi
o tienen la fun
ión de evaluar

la 
apa
idad de efe
tuar fuerzas de un manipulador, el 
ual se en
uentra en movimiento.

Los índi
es de desempeño dinámi
o que se emplearán para este trabajo son:

Manipulabilidad dinámi
a.

Índi
e de 
ondi
ionamiento dinámi
o.

Manipulabilidad dinámi
a

El índi
e de manipulabilidad dinámi
a Wd mide la 
apa
idad del manipulador para generar

movimientos en el efe
tor �nal tomando en 
uenta la dinámi
a del mismo, es de
ir, las fuerzas

y pares en los a
tuadores que originan di
hos movimientos.

Si la rela
ión de las velo
idades arti
ulares q y las velo
idades de posi
ion y orienta
ión del

efe
tor �nal V esta dada por:

V = Jq̇

enton
es las derivada respe
to al tiempo es:

V̇ = Jq̈ + J̇q̇

y agregando los ve
tores auxiliares de fuerza:

τ̃ = M = τ −C−G

mediante opera
iones algebrai
as se puede llegar a la siguiente expresión:

V̇ = JM−1τ̃
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Este índi
e trata de medir la 
apa
idad de generar a
elera
iones V̇ bajo la restri

ión en el

ve
tor de fuerzas τ̃ mediante la siguiente desigualdad ‖τ̃‖ ≤ 1. La manipulabilidad dinámi
a

esta de�nida de la siguiente manera:

Wd =

√
detJ(MTM)−1JT (2.5.6)

Otra manera de obtener Wd es mediante la des
omposi
ión en valores singulares, 
onsideran-

do:

JM−1 = UdΣdVd
T

obteniendo los valores singulares de Σd los 
uales son dados por el ve
tor valores singulares

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σm ≥ 0 
on los 
uales se obtiene el valor del índi
e:

Wd = σ1 · σ2 · · · · · σm (2.5.7)

Este índi
e mide la 
apa
idad para produ
ir a
elera
iones arbitrarias para un dado 
onjunto

de fuerzas en los a
tuadores.

Índi
e de 
ondi
ionamiento dinámi
o

El propósito del índi
e de 
ondi
ionamiento dinámi
o Wi es servir 
omo medida de la dis-

tan
ia que existe entre la matriz de iner
ia del manipulador y una matriz de iner
ia isotropi
a,

es de
ir, qué tan lejos se en
uentra 
ierta posi
ión del manipulador de una posi
ión isotropi
a.

Este índi
e está de�nido de la siguiente manera:

Wi =
1

2
ew

TWew (2.5.8)

donde ew está de�nido 
omo un ve
tor 
ompuesto de la matriz triangular superior de la matriz

de error Ew dada por:

Ew =
1

σ
(M− σI)
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además, σ es un fa
tor de es
ala de�nido de tal forma que la norma de la matriz de error Ew

es mínima para un valor �jo de q, la 
ual esta dada por:

σ =
tr (M2)

tr (M)

En este índi
e, 
uando los resultados son 
er
anos a 
ero quiere de
ir que se tienen las mejores


on�gura
iones.



Capítulo 3

Estima
ión de la orienta
ión y posi
ión

3.1. Introdu

ión

Para la estima
ión de la orienta
ión y posi
ión de un objeto existen una gran variedad

métodos, algunos de estos emplean sistemas de visión 
omputa
ional (SVC) y sistemas de po-

si
ionamiento global, en inglés Global Positioning System (GPS), los SVC son e�
ientes, pero

por lo regular son sistemas demasiados 
ostosos, tienen limita
iones de ilumina
ión y requieren

de infraestru
turas espe
iales, el GPS presenta la gran desventaja de no poder ser empleado en

interiores. Por otro lado, existen métodos que in
luyen sensores de unidad de medi
ión iner
ial

(IMU) 
omo sensor prin
ipal, estos representan una buena alternativa dado que son de bajo


osto, fá
iles de implementar en exteriores e interiores, no requieren una infraestru
tura espe
ial

y son ade
uados para ser montados en el 
uerpo humano o en alguna herramienta de trabajo.

La estima
ión de la orienta
ión 
onsiste identi�
ar que tanto ha rotado o girado un objeto

respe
to una trama de referen
ia 
ono
ida, gra
ias a las medi
iones de velo
idad angular pro-

por
ionadas por sensores o transdu
tores. Existen diferentes té
ni
as para di
ha estima
ión, en

el presente trabajo se realizará una 
ompara
ión en algunas de estas té
ni
as.

Por otro lado, la estima
ión de la posi
ión 
onsiste en identi�
ar 
uanto ha 
ambiado o

46



47

desplazado un objeto, respe
to a la trama de referen
ia de la Tierra (Earth-Fixed frame - EFix),

de su posi
ión ini
ial a una posi
ión �nal, en base a las medi
iones de a
elera
ión propor
ionadas

por sensores.

3.2. Sensores IMU

Los sensores IMU (Inertial Measurement Unit) se en
uentran 
ompuestos por a
elerómetros y

giros
opios, por lo que son 
apa
es de medir algunas magnitudes físi
as para 2 o 3 ejes del espa
io

de trabajo, sin importar referen
ias externas 
omo interferen
ias de ilumina
ión o fri

ión. El

movimiento que dete
tan los sensores IMU esta dire
tamente rela
ionado al objeto en que están

montados.

Los IMU son empleados para diferentes tipos de apli
a
iones, algunas de ellas son: sistema

de 
aptura en tiempo real, análisis de la mar
ha para propósitos de rehabilita
ión, apli
a
iones

biomédi
as, apli
a
iones para vehí
ulos aéreos no tripulados, et
étera.

A
elerómetro

Es un dispositivo que mide la vibra
ión o la a
elera
ión del movimiento de una estru
tura

mostrando sus le
turas en m/s2 o en fuerzas �G�. Son 
apa
es de medir la a
elera
ión estáti
a

(gravedad) y dinámi
a (ini
io y �n de movimiento). Una de sus mayores apli
a
iones es la

dete

ión de in
lina
ión.

Giros
opio

Es un dispositivo que mide la velo
idad angular de un objeto alrededor de un eje. La le
tura

se muestra en unidades de Revolu
ión Por Minuto (RPM) o grados sobre segundo (

◦/s).



48

3.2.1. Calibra
ión y 
onversión de unidades

Todo sensor tiene 
omo 
ara
terísti
a la presen
ia de una desvia
ión de 
ero u o�set (do) en

sus medi
iones (lmed), este valor debe ser removido para obtener medi
iones 
on�ables (lcal), o

de lo 
ontrario el manejo de estos datos 
ausará errores en el pro
esamiento de sus datos, esta

opera
ión re
ibe el nombre de 
alibra
ión. Esto es:

lcal = lmed − do (3.2.1)

Las e
ua
iones 3.2.2 y 3.2.3 representarán las le
turas del a
elerómetro y giros
opio 
on


alibra
ión y 
onversión de unidades respe
tivamente.

fat =
[
faxt

fayt
fazt

]
(3.2.2)

fωt =
[
fωxt

fωyt
fωzt

]
(3.2.3)

3.3. Estima
ión de la orienta
ión

La orienta
ión o in
lina
ión en tres dimensiones de un objeto, puede representarse mediante

los ángulos de Tait-Bryan: roll (φ), pit
h (ρ) y yaw (ψ) (Figura 3.1), los 
uales representan un

giro sobre el eje x, y y z respe
tivamente.

Figura 3.1: Representa
ión de los ángulos de Tait-Bryan.
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Estos tres ángulos se pueden estimar mediante los datos pro
esados de los sensores que 
om-

ponen al IMU, a 
ontinua
ión se des
riben algunas de estas té
ni
as de estima
ión de orienta
ión.

3.3.1. A
elerómetro

La apli
a
ión del a
elerómetro 
omo sensor de in
lina
ión, se debe que al momento de in
li-

narlo, la a
elera
ión de gravedad (g) se reparte entre los ejes x, y y z, generando así 
omponentes

de a
elera
ión en 
ada eje, los 
uales se llamarán

fax,
fay y

faz respe
tivamente, mediante las


uales es posible estimar los ángulos de in
lina
ión que tiene el sensor 
on respe
to a g (3.3.2 y

3.3.1 ).

ρ

φ

Figura 3.2: Ángulos de in
lina
ión del a
elerómetro.

En la Figura 3.2, se pueden observar los ángulos ρ y φ, los 
uales se 
al
ulan 
on las E
ua
iones

3.3.1 y 3.3.2, respe
tivamente. El ángulo υ no deberá 
onfundirse 
on el ángulo ψ, ya que no

representa giro respe
to al eje z, sino el ángulo entre g y el eje z.

ρ = arctan



 −fax√
fay

2 + faz
2




(3.3.1)

φ = arctan




fay√

fax
2 + faz

2




(3.3.2)
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A 
ontinua
ión se des
riben las ventajas y desventajas de usar el a
elerómetro para estimar

orienta
ión.

❖ Ventajas:

• Mientras se en
uentre estáti
o, los 
ál
ulos de los ángulos son pre
isos.

❖ Desventajas:

• La respuesta de las medi
iones es lenta, por lo que al o
urrir un 
ambio brus
o, el


al
ulo no será el esperado.

• Es sus
eptible al ruido (vibra
ión) debido a su sensibilidad.

• No se puede 
al
ular el ángulo yaw (ψ).

3.3.2. Giros
opio

Con un giros
opio, dado que este sensor mide la velo
idad angular (ω) en ◦/s de 
ada eje,

mediante la integra
ión de sus le
turas, es posible estimar los tres ángulos de orienta
ión (3.3.3).

Figura 3.3: Representa
ión de un giros
opio.

φt = φt−1 +
f ωxt · dt, ρt = ρt−1 +

f ωyt · dt, ψt = ψt−1 +
f ωzt · dt (3.3.3)
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A 
ontinua
ión se des
riben las ventajas y desventajas de usar el giros
opio para estimar orien-

ta
ión.

❖ Ventajas:

• Su respuesta es rápida, por lo que es ideal para movimientos brus
os.

• Es posible estimar los tres ángulos de orienta
ión.

❖ Desventajas:

• La respuesta de las medi
iones es lenta, por lo que al o
urrir un 
ambio brus
o, el


al
ulo no será el esperado.

• Dado que la respuesta es muestreada, la integra
ión no es 
ontinua sino dis
reta, por

lo que el resultado de la integra
ión no es pre
iso, además el error de integra
ión se

a
umula si este se en
uentra estáti
o (
omúnmente denominado 
omo derrape).

Lo a
elerómetros y giros
opios por sí sólos, no son 
on�ables para la estima
ión de orienta
ión,

esto se debe que el giros
opio el 
on�able a 
orto plazo (
ambios rápidos), mientras que el

a
elerómetro lo es a largo plazo (
ambios lentos).

Enton
es, para aprove
har 
ada una de las ventajas que los sensores tienen individualmente,

se emplean té
ni
as de fusión de sensores 
on la �nalidad de mejorar los resultados. Existen

varias alternativas entre las 
uales desta
an el uso de:

Filtro de Kalman (FK ).

Filtro Complementario (FC ).

Filtro Complementario Explí
ito (FCE ).
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3.3.3. Filtro Kalman

El FK es un algoritmo re
ursivo que se en
arga de tratar de estimar el estado del sistema,

basado en los estados a
tuales y anteriores mediante una etapa de predi

ión y otra de 
orre

ión.

Para ha
er esto es ne
esario 
ono
er el ruido de las medi
iones así 
omo el ruido del sistema o

pro
eso (propiedades físi
as del sistema) [2, 5, 6, 8�11, 19, 21℄.

Las entradas del FK son los ángulos estimados a partir del a
elerómetro y la velo
idad an-

gular medida por el giros
opio, 
on los 
uales se podrán estimar los ángulos φ y ρ. El �ltro es

apli
ado para 
ada ángulo a estimar.

Las siguiente fórmulas des
riben el FK dis
reto:

Predi

ión

El estado estimado x̂k esta 
ompuesto por:

x̂k =

[
θ

θ̇b

]

k

(3.3.4)

donde θ es ángulo obtenido por el FK (dependiendo del que se este estimando), mientras

que θ̇b es el sesgo 
al
ulado por las medi
iones del a
elerómetro y giros
opio.

Se estima el estado a
tual x̂ak en base al estado estimado previo y las le
turas del giros
opio,

es de
ir:

x̂ak = Ax̂k−1 +Buk (3.3.5)

x̂ak =

[
θg
θ̇gb

]

k

u =f ωk (3.3.6)

A =

[
1 −dt
0 1

]
(3.3.7)
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B =

[
dt
0

]
(3.3.8)

donde x̂k−1 es el estado estimado anterior, uk es la entrada del �ltro en este 
aso velo
idad

angular medida por el giros
opio

fωk (3.3.6), A es el modelo de transi
ión de estados (3.3.7), B

es la matriz de entradas (3.3.8), dt es el tiempo de muestreo y θg y θ̇gb son el ángulo y el sesgo

estimados a partir del giros
opio.

Lo siguiente es estimar la matriz de 
ovarianza del error Pk:

Pk = APk−1A
T +Qk (3.3.9)

donde Pk−1 es la matriz de 
ovarianza del error anterior y Qk es la matriz de 
ovarianza del

ruido del pro
eso y esta dada por 3.3.10.

Qk =

[
Qθ 0
0 Qθ̇b

]
(3.3.10)

Qθ es la varianza del a
elerómetro, mientras que Qθ̇b
es la varianza del sesgo. En el 
aso de que

el ángulo estimado 
omien
e a �derrapar"(a
umular error), se deberá aumentar el valor de Qθ̇b
,

pero si el ángulo estimado es de respuesta lenta, se deberá disminuir el valor de Qθ .

Corre

ión

Se 
al
ula la diferen
ia entre estado a
tual observado xk y el estado a
tual estimado x̂ak, es

de
ir, la diferen
ia entre los ángulos estimados por el a
elerómetro (θa) y el giros
opio (θg). A

esta diferen
ia también se le 
ono
e 
omo innova
ión (3.3.11).

yk = (Hxk + Vk)−Hx̂ak (3.3.11)

xk =

[
θa
θ̇ab

]

k

(3.3.12)

donde H es el modelo de observa
ión o sensibilidad de la medi
ión, el 
ual es usado para mapear

el estado a
tual estimado en el estado a
tual de la medi
ión del a
elerómetro y esta dado por

(3.3.13), por lo tanto no es un matriz, Vk es el ruido de la medi
ión del a
elerómetro.

H =
[
1 0

]
(3.3.13)
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El siguiente paso es 
al
ular la matriz de 
ovarianza de la innova
ión Sk:

Sk = HPkH
T +Rk (3.3.14)

donde Rk es la de varianza del ruido de la medi
ión Vk, por lo tanto no es una matriz, si este valor

es muy alto, el �ltro responderá de manera lenta, pero si el valor es muy pequeño, se presentará

ruido en la salida. Existen diferentes maneras de en
ontrar una rela
ión entre los valores Rk, Qθ

y Qθ̇b
, pero están fuera del aspe
to de este trabajo.

Ahora se 
al
ula la ganan
ia de Kalman Kk:

Kk = SkH
TSk

−1
(3.3.15)

Di
ha ganan
ia es usada para indi
ar que tanto se 
onfía en la innova
ión.

Después se pro
ede a a
tualizar (o 
orregir) el estado estimado x̂k, el 
ual tendrá el nuevo

ángulo estimado θ, de a
uerdo a 3.3.4.

x̂k = x̂ak +Kkyk (3.3.16)

Por último se a
tualiza la matriz Pk para el siguiente 
i
lo.

Pk = (I −KkH)Pk (3.3.17)

Algoritmo del �ltro Kalman

1. Ini
ializar en 
eros las matri
es x̂k−1 y Pk−1.

2. Se estima el estado a
tual x̂ak.

3. Se estima la matriz de 
ovarianza del error Pk.

4. Se 
al
ula la ganan
ia de Kalman Kk.
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5. Se 
ompensa la diferen
ia entre la medi
ión y la predi

ión x̂k.

6. Se 
al
ula la matriz de 
ovarianza del error Pk.

7. Volver al paso 2.

3.3.4. Filtro 
omplementario

El FC es una de la op
iones más populares al estimar ángulos de orienta
ión debido a que

su 
omplejidad 
omputa
ional es menor y por lo mismo es 
apaz de pro
esar mejor los datos en

línea, además, la diferen
ia de resultados respe
to al FK es mínima y a
eptable [17℄, pero, su

resultado no es tan aproximado 
omo 
on FK.

El FC 
onsta de dos �ltros, tal y 
omo se muestra en la Figura 3.4, ambos �ltros son de

primer orden y las entradas son los datos de 
ada sensor, mientras que las salidas son los ángulos

estimados 
on ambos sensores.

Filtro pasa 

ba os

iltro pasa 

altos

Inte ración 
numérica

Ʃ Ángulos
{ , }

Ángulos del 
aceleróme ro

Aceleróme ro

Giroscopio

Re raso

Figura 3.4: Diagrama de bloques del FC.

El Filtro Pasa Bajas (FPB) mantiene las le
turas de varia
ión lenta o 
asi nula del a
ele-

rómetro, mientras que el Filtro Pasa Altas (FPA) mantiene la le
turas de varia
ión rápida del
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giros
opio. La e
ua
ión que representa al FC es la siguiente:

θe =
[
α
(
θe−1 +

f ωt · dt
)]

+ (1− α) θa (3.3.18)

Donde θe es el ángulo estimado por el FC, θe−1 es el ángulo estimado anterior, αǫ (0, 1)

es 
oe�
iente del FC, fωk es la velo
idad angular medida por el giros
opio, dt es tiempo de

muestreo y θa es el ángulo estimado a partir de las le
turas del a
elerómetro.

El valor de α se sele

iona en base a una 
onstante de tiempo ζ , el 
ual de�ne la 
on�anza

entre los valores del a
elerómetro y el giros
opio.

ζ =
α · dt
1− α

(3.3.19)

α =
ζ

ζ · dt (3.3.20)

Un valor alto de α integra le
tura del giros
opio por más tiempo, mientras que un valor mas

pequeño fusiona la señal del a
elerómetro 
on mayor rapidez.

3.3.5. Filtro 
omplementario explí
ito

El FCE es una versión modi�
ada del FC, entre sus 
ara
terísti
as prin
ipales están el uso de

la representa
ión en 
uaterniones para estima
ión de los ángulos de ρ y φ, además de in
orporar

dinámi
as modeladas que peturben al sistema, debido a esto, este �ltro también es 
ono
ido


omo �ltro 
omplementario no lineal [7, 18�20℄. En la Figura 3.5 se muestra la implementa
ión

del FCE.

Una breve reseña de lo que es la representa
ión en 
uaterniones se muestra en el Apéndi
e

B.1.

En base al Apéndi
e B.1, de�niremos al 
uaternión que des
ribe la orienta
ión de la trama

global o de la Tierra E a la trama del sensor f 
omo:

f
E q̂est,t, y el 
ual está representado en la
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Acelerómetro Normalizar Estimador PI
Estimación 

del error

Giroscopio

Calcular razón de 

cambio del 

cuaternión

Integración 

numérica

Cuaternión 

estimado
Retraso Retraso

Normalizar

Conversión a 

ángulos de 

Tait-Bryan

+

_

Figura 3.5: Diagrama de bloques del FCE.

E
ua
ión 3.3.21, y a la matriz de 
osenos dire
tores (DCM) de la trama E a la trama f , 
omo:

f
ER, la 
ual esta representada en la E
ua
ión 3.3.22.

f
E q̂est,t =

[
q1 q2 q3 q4

]
t

(3.3.21)

f
ER =



q21 + q22 − q23 − q24 2 (q2q3 − q1q4) 2 (q2q4 − q1q3)
2 (q2q3 + q1q4) q21 − q22 + q23 − q24 2 (q3q4 + q1q2)
2 (q2q4 − q1q3) 2 (q3q4 + q1q2) q21 − q22 − q23 + q24




(3.3.22)

Las diferentes etapas que 
omponen al FCE se des
riben a 
ontinua
ión.

Estima
ión del error

La estima
ión del error et que se men
iona en la Figura 3.5, se realiza entre la dire

ión de

gravedad estimada v y gravedad la a
tual normalizada

faNt medida por el a
elerómetro, es de
ir:

et = vt−1 ×f aNt = vt−1 ×
fat

T

∥∥∥fatT
∥∥∥

(3.3.23)
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donde

fat esta dada por las le
turas del a
elerómetro en unidades “G” de 
ada eje (3.2.2) y v

esta dado por la multipli
a
ión de

f
ER y el ve
tor de gravedad de la Tierra gT (3.3.24).

v =f
E R · gT =



q21 + q22 − q23 − q24 2 (q2q3 − q1q4) 2 (q2q4 − q1q3)
2 (q2q3 + q1q4) q21 − q22 + q23 − q24 2 (q3q4 + q1q2)
2 (q2q4 − q1q3) 2 (q3q4 + q1q2) q21 − q22 − q23 + q24





0
0
1




=




2 (q2q4 − q1q3)
2 (q3q4 + q1q2)
q21 − q22 − q23 + q24





(3.3.24)

Estimador PI - Término de retroalimenta
ión

Una vez se ha 
al
ulado el error et, este pasará por un estimador PI, en el 
ual su salida esta

dada por la E
ua
ión 3.3.25.

ωc = Kp · et +Ki [et−1 + et·dt] (3.3.25)

donde ωc es el término de retroalimenta
ión que se apli
a a las le
turas del giros
opio de 
ada eje

fωt (3.2.3), para obtener ωg (3.3.26) el 
ual es el ve
tor de las le
turas del giros
opio 
orregidas

(3.3.27).

ωg =
f ωt − ωc (3.3.26)

ωg =
[
ωxg ωyg ωzg

]
(3.3.27)

La ganan
ia propor
ional Kp y la ganan
ia integral Ki son los parámetros ajustables de este

�ltro y son los en
argados de eliminar los errores de sesgo de las le
turas del giros
opio, un

ele

ión inapropiada de estos valores 
ondu
irán a que el �ltro se vuelva 
ríti
amente estable

o inestable. La sele

ión de estos valores se realiza en base al sesgo o la medi
ión del máximo

error de las le
turas del giros
opio por 
ada eje ωb, una revisión mas detallada de la sele

ión de

di
hos parámetros se puede 
onsultar en [7℄.
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Razón de 
ambio del 
uaternión

La razón de 
ambio del 
uaternión, se obtiene mediante las siguientes formulas:

f
E q̇est,t =

1

2
f
E q̂est,t−1 ⊗ ωG =

1

2
f
E q̂est,t−1 ⊗

[
0 ωg

]

f
E q̇est,t =

1

2
f
E q̂est,t−1 ⊗

[
0 ωg

]

=
1

2

[
q1 q2 q3 q4

]
t−1

⊗
[
0 ωxg ωyg ωzg

]
(3.3.28)

Estima
ión del 
uaternión

Con el nuevo valor de

f
E q̇est,t, solo resta 
al
ular la nueva estima
ión del 
uaternión

f
E q̂sest,t

(E
ua
ión 3.3.29 ).

f
E q̂sest,t =

f
E q̂est,t−1+

f

E
q̇est,t · dt (3.3.29)

Por último se normaliza el valor de

f
E q̂sest,t .

f
E q̂est,t =

f
E q̂sest,t∥∥∥fE q̂sest,t

∥∥∥
(3.3.30)

Algoritmo del �ltro 
omplementario explí
ito

El algoritmo se puede resumir de la siguiente manera:

1. Se de�nen Kp y Ki y se ini
ializa

f
E q̂est,t−1 =

[
1 0 0 0

]
.

2. Se normalizan los datos del a
elerómetro.

3. Se estima la dire

ión de la gravedad v.

4. Se 
al
ula el error e.

5. Se 
orrigen las medi
iones del giros
opio, para así obtener ωg
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6. Se 
al
ula la razón de 
ambio del 
uaternión

f
E q̇est,t.

7. Se integra

f
E q̇est,t para obtener

f
E q̂sest,t .

8. Se normaliza

f
E q̂sest,t .

9. Volver al paso 2.

3.3.6. Compara
ión de métodos

Con el �n de veri�
ar 
ada uno de los métodos de estima
ión de orienta
ión des
ritos ante-

riormente, se efe
tuó un prueba la 
ual 
onsistió en rotar ±90 grados solo uno de los ejes del

sensor IMU montado sobre un objeto, para posteriormente 
on los datos adquiridos realizar una


ompara
ión.

En la Figura 3.6, se muestran los resultados obtenidos al pro
esar di
hos datos 
on 
ada uno

de los métodos de estima
ión de orienta
ión.

−

−

−

−

−

itch

G
ra

do
s

iempo seg

Acelerómetro
Giroscopio
FK
FC
FCE

Figura 3.6: Rota
ión sobre el eje Y (pit
h) es de ±90 grados.



61

De los resultados de la Figura 3.6, se observa que:

El resultado a partir del a
elerómetro presenta demasiado ruido.

El resultado a partir del giros
opio tiende a a
umular error 
on el trans
urso del tiempo.

Los resultados del FK y el FC son similares.

El resultado del FCE se pare
e al del giros
opio, pero sin la a
umula
ión de error, además

de presentar menos ruido que el FK y el FC

3.4. Estima
ión de la posi
ión

Dado que el a
elerómetro mide la a

ión de la gravedad (a
elera
ión) en 
ada eje, enton
es

mediante una doble integra
ión numéri
a de sus le
turas se puede estimar el desplazamiento en

el espa
io del sensor alrededor del tiempo.

De�niendo a ak 
omo la a
elera
ión dis
reta y a dt 
omo el tiempo de muestreo, enton
es la

velo
idad dis
reta Vk obtenida a partir del método de integra
ión de Euler es:

Vk = Vk−1 + ak dt

Ahora la posi
ión dis
reta Pk se obtiene a partir de Vk, esto es:

Pk = Pk−1 + Vk dt

Pero, debido a que las le
turas obtenidas 
on el a
elerómetro 
uentan 
on ruido y 
omponentes

gravita
ionales añadidas, esto resultará en un error demasiado grande a la salida de la doble

integra
ión.

En la Figura 3.7 se muestran los pasos del algoritmo para la estima
ión de la posi
ión.
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Calibración

CalibraciónAcelerómetro

Giroscopio
Fusión de 
sensores

Ángulos de 
inclinación

Conversión 
de unidades

Conversión 
de unidades

Detección de 
movimiento

Proyectar 
aceleración en ejes 

globales

Orientación

Remover 
gravedad

Filtro pasa 
bajas 

Posición 
estimada

Integración 
numérica

Velocidad 
inicial

Integración 
numérica

Posición 
inicial

Figura 3.7: Pasos para la estima
ión de posi
ión.

3.4.1. Calibra
ión y 
onversión de unidades

La 
alibra
ión y 
onversión de unidades es de vital importan
ia, dado que los datos medidos

del sensor, también llamados datos �
rudos�, aun no se en
uentran listos para su pro
esamiento.

3.4.2. Fusión de sensores

Mediante la fusión de sensores se puede obtener una mejor de estima
ión de los ángulos de

orienta
ión. Para el algoritmo de estima
ión de la posi
ión se emplea el FCE des
rito en la

Se

ión 3.3.5, debido a que nos fa
ilita una representa
ión en 
uaterniones que se emplea en la

Se

ión 3.4.4.
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3.4.3. Dete

ión de movimiento

Esta etapa se en
arga de dete
tar 
uando hay su�
iente a
elera
ión en el IMU para ser


onsiderada un movimiento en el mismo [3, 27, 28℄. El fun
ionamiento es des
rito en la Figura

3.8.

Norma de 

aceleración

Filtrado

Nf≥ u

Acelerómetro

Es 

movimiento

No es 

movimiento

Sí No

Na

Nf

Figura 3.8: Dete

ión de movimiento.

En 
ada muestra que se tome, se deberá 
al
ular la norma de a
elera
ión Na, el 
ual se

obtiene mediante la suma de los 
uadrados de las a
elera
iones leídas de 
ada eje.

Na =

√
fax

2 + fay
2 + faz

2
(3.4.1)

Después Na pasará por una etapa de �ltrado, que 
onsisten en dos �ltros Butterworth, un

FPA para eliminar 
onstantes de dire
ta y un FPB para eliminar altas fre
uen
ias, para así

obtener una norma �ltrada Nf .

Por último si Nf supera un valor 
onstante de umbral u, el algortimo dará 
omo resultado

un 0 para indi
ar que existe movimiento, de lo 
ontrario resultará en un 1 para indi
ar que no
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hay movimiento alguno.

md =

{
0, Nf ≥ u
1, Nf < u

(3.4.2)

El valor de umbral u es sele

ionado a partir de los valores de Nf donde se 
onsidere que no

exista movimiento. En la Figura 3.9 se muestra un ejemplo de la dete

ión de movimiento, donde

primero se muestra la norma de a
elera
ión 
al
ulada, en la segunda grá�
a se muestra la norma

de a
elera
ión �ltrada y el valor de umbral que se apli
ó para este ejemplo, y en la ter
era grá�
a

se observa la dete

ión de movimiento obtenida a partir de la segunda grá�
a.

10 11 12 13 14 15 16 17 18
0.9

1

1.1

1.2

U
ni

da
de

s 
"G

"

Norma de aceleración

10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

0.02

0.04

U
ni

da
de

s 
"G

"

Norma de aceleración filtrada

 

 
Norma filtrada
Umbral

10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

0.5

1

Detección de movimiento

Tiempo(seg)

m
d

Figura 3.9: Ejemplo de la dete

ión de movimiento.

3.4.4. Proye

ión de las a
elera
iones en los ejes globales y remo
ión

de gravedad

Las a
elera
iones medidas en 
ada eje por el IMU

fat (3.2.2) esta en la trama de referen
ia

del sensor f , por lo que si 
ontinuáramos manejando estas le
turas, obtendremos un error 
on-

siderable en la estima
ión de la velo
idad v̂t y la posi
ión r̂t. Los resultados que bus
amos no
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se en
uentran en la trama f , se en
uentran en la trama de referen
ia global E (Figura 3.10).

Enton
es las a
elera
iones medidas deberán ser rotadas de la trama f a la trama E para su

pro
esamiento.

E1

E3

E2

f3

f1

f2

R

r’

r

P

Figura 3.10: Trama de referen
ia de la tierra y del sensor.

Para pasar de la trama f la trama E (

Eat), se emplea la E
ua
ión 3.4.4.

fAt =
[
0 fat

]
(3.4.3)

EAt =
f
E q̂est,t ⊗f At ⊗ f

E q̂
∗

est,t (3.4.4)

EAt =
[
0 Eat

]
(3.4.5)

Eat =
[
Eaxt

Eayt
Eazt

]
(3.4.6)

donde

f
E q̂sest,t es la orienta
ión del objeto representada en 
uaterniones y

f
E q̂

∗

est,t su 
onjugado.

Una vez obtenido

Eat , se le restará el ve
tor de efe
tos gravita
ionales de la trama E gT para

obtener la a
elera
ión estimada ât.

ât =
E at − gT

ât =
[
Eaxt

Eayt
Eazt

]
−
[
0 0 1

]
(3.4.7)

ât =
[
âxt âyt âzt

]
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3.4.5. Filtrado de ruido de alta fre
uen
ia

Los datos de ât deberán pasar por un FPB Butterworth, 
on el �n de eliminar los ruidos en

altas fre
uen
ias, las a
elera
iones �ltradas serán llamadas âft .

En la Figura 3.11 se presentan tres grá�
as, donde en 
ada una se realiza una 
ompara
ión

entre los datos de a
elera
ión �ltrados y sin �ltrar para 
ada uno de los ejes.
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5
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Acel. sin filtrar
Acel. filtrada

Figura 3.11: Compara
ión entre a
elera
iones estimadas �ltradas y sin �ltrar.

3.4.6. Estima
ión de la velo
idad y posi
ión

Para la estima
ión de la velo
idad, se integra numéri
amente, por el método de Euler, la

a
elera
ión estimada �ltrada âft .

vet = vet−1
+ âft · dt (3.4.8)
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A la E
ua
ión 3.4.8, durante 
ada itera
ión se le añadió la 
ondi
ión de dete

ión de movi-

miento des
rita en la Se

ión 3.4.3, la 
ual quedará de la siguiente forma:

vet =

{
0, md = 1
vet , md = 0

(3.4.9)

Además, mediante la 
ondi
ión de dete

ión de movimiento se puede 
al
ular un valor de


orre

ión de velo
idad vct , el 
ual 
onsiste en el error de integra
ión a
umulado por la velo
idad

promedio, el 
ual se obtiene 
on la E
ua
ión 3.4.10 [27, 28℄.

vct =





mf∑
i=mo

ve(i)t

(mo −mf)
, md = 0

0, md = 1

(3.4.10)

donde mo es el índi
e del ve
tor md que indi
a el ini
io de un movimiento y mf es el índi
e

del ve
tor md que indi
a el �n de un movimiento [27℄.

Enton
es la velo
idad estimada V̂t esta dada por la E
ua
ión 3.4.11.

V̂t = vet − vct (3.4.11)

donde:

V̂t =
[
V̂xt V̂yt V̂zt

]

Finalmente, para la estima
ión de la posi
ión P̂t, se integra numéri
amente, por el método

de Euler, la velo
idad estimada V̂t, 
omo se observa en la E
ua
ión 3.4.12.

P̂t = P̂t−1 + V̂t · dt (3.4.12)

donde:

P̂t =
[
P̂xt P̂yt P̂zt

]



Capítulo 4

Casos de estudio

4.1. Introdu

ión

En este 
apítulo se muestran los resultados experimentales obtenidos de los 
asos de estudio

propuestos para la valida
ión de la metodología propuesta en la Se

ión 1.5. A 
ontinua
ión se

presentan los 
asos de estudio planteados:

1. Casos de estima
ión de posi
ión y orienta
ión.

2. Caso de genera
ión de traye
toria para un manipulador predeterminado.

Para 
ada uno de los 
asos de estudio, se empleó la té
ni
a de orienta
ión del �ltro 
omple-

mentario explí
ito, dado que se obtuvieron mejores resultados al momento de estimar velo
idad

y posi
ión.

Además, el sensor IMU junto 
on su tarjeta de adquisi
ión de datos, fueron montados en una


aja de plásti
o para fa
ilitar su desplazamiento sobre la mesa de trabajo, tal y 
omo se muestra

en la Figura 4.1. A di
ha 
aja se le mar
aron guías de referen
ia, 
on el �n de asegurar que al

realizar el desplazamiento se respetará la o las líneas guía de la traye
toria a seguir.
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Figura 4.1: Sensor IMU y tarjeta de adquisi
ión de datos

4.2. Casos de estima
ión de posi
ión y orienta
ión

En los siguientes 
asos se realizaron diferentes traye
torias, las 
uales se 
omponen de mo-

vimientos individuales o simultáneos en los ejes del espa
io de trabajo, 
on el �n de validar el

algoritmo de pro
esamiento y estima
ión de orienta
ión, velo
idad y posi
ión de a
uerdo a la

metodología propuesta en 1.5 y la 
ual es des
rita en la Se

ión 3. Los úni
os datos de entrada

que requiere el algoritmo son los datos sin pro
esar adquiridos por el a
elerómetro y giros
opio,

además del tiempo de muestreo medido por la tarjeta de adquisi
ión de datos empleada.

4.2.1. Movimiento en un sólo eje

Los movimientos realizados de manera individual para 
ada uno de los ejes trabajo son en

línea re
ta de 10 
m y 
on orienta
ión 
onstante normal a la mesa de trabajo. A 
ontinua
ión

se muestran los resultados obtenidos.

Movimiento en eje X

La estima
ión en orienta
ión para el movimiento de 10 
m sobre el eje X se puede observar en

la Figura 4.2, en el 
ual, de a
uerdo a las té
ni
as de fusión de sensores, los resultados obtenidos
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para los ángulos roll - φ y pit
h - ρ, 
orrespondientes al movimiento angular sobre los ejes X y

Y respe
tivamente, muestran valores muy 
er
anos a 
ero, por otro lado, en las Figuras 4.3 y

4.4 se pueden observar las estima
iones de velo
idad y posi
ión. En la Figura 4.5 se realiza una


ompara
ión entra la posi
ión estimada por el algoritmo y la posi
ión deseada. El resultado de

la posi
ión �nal es de 7.879 
m, por lo que se tiene un error de 2.121 
m.
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Figura 4.2: Orienta
ión estimada para el movimiento en el eje +X.
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Figura 4.4: Posi
ión estimada para el movimiento en el eje +X.
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Figura 4.3: Velo
idad estimada para el movimiento en el eje +X.
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Figura 4.5: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. en el eje +X.

También se realizó un desplazamiento negativo sobre el eje X (de a
uerdo a la trama de

referen
ia global), para el 
ual los resultados obtenidos de las estima
iones se pueden observar:

Orienta
ión (ángulos roll - φ y pit
h - ρ) Figura 4.6, velo
idad Figura 4.7, y posi
ión Figura 4.8.
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En la Figura 4.9 se realiza una 
ompara
ión entra la posi
ión estimada y la posi
ión deseada. El

resultado de la posi
ión �nal es de -8.553 
m, por lo que se tiene un error de 1.447 
m.
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Figura 4.6: Orienta
ión estimada para el movimiento en el eje -X.
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Figura 4.7: Velo
idad estimada para el movimiento en el eje -X.
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Figura 4.8: Posi
ión estimada para el movimiento en el eje -X.
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Figura 4.9: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. en el eje -X.

Movimiento en eje Y

La estima
ión de orienta
ión para el movimiento de 10 
m sobre el eje Y se puede observar

en la Figura 4.10, en la 
ual se muestran dos grá�
as 
orrespondientes a los ángulos roll - φ y

pit
h - ρ, por otro lado, en la Figuras 4.11 y 4.12 se puede observar la estima
ión de velo
idad
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y posi
ión para este movimiento, respe
tivamente. En la Figura 4.13 se realiza una 
ompara
ión

entra la posi
ión estimada y la posi
ión deseada. El resultado de la posi
ión �nal es de 10.11


m, por lo que se tiene un error de 0.11 
m.
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Figura 4.10: Orienta
ión estimada para el movimiento en el eje +Y.
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Figura 4.11: Velo
idad estimada para el movimiento en el eje +Y.
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Figura 4.12: Posi
ión estimada para el movimiento en el eje +Y.
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Figura 4.13: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. en el eje +Y.

Para el desplazamiento negativo sobre el eje Y se pueden observar los resultados de estima
ión

en: Orienta
ión (ángulos roll - φ y pit
h - ρ) Figura 4.14, velo
idad Figura 4.15, y posi
ión Figura

4.16. En la Figura 4.17 se realiza una 
ompara
ión entra la posi
ión estimada y la posi
ión
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deseada. El resultado de la posi
ión �nal es de -7.874 
m, por lo que se tiene un error de 2.126


m.
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Figura 4.14: Orienta
ión estimada para el movimiento en el eje -Y.
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Figura 4.15: Velo
idad estimada para el movimiento en el eje -Y.
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Figura 4.16: Posi
ión estimada para el movimiento en el eje -Y.
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Figura 4.17: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. en el eje -Y.

Movimiento en eje Z

Para el movimiento de 10 
m sobre el eje Z, la estima
ión en orienta
ión se pueden observar

en la Figura 4.18, en la 
ual se muestran dos grá�
as 
orrespondientes a los ángulos roll - φ y

pit
h - ρ, la grá�
a 
orrespondiente a la velo
idad se muestra en la Figura 4.19, y mientras que
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la grá�
a de posi
ión en la Figura 4.20. En la Figura 4.21 se realiza una 
ompara
ión entra la

posi
ión estimada y la posi
ión deseada. El resultado de posi
ión fue aproximadamente de 12.06


m, por lo que se tiene un error de 2.06 
m.
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Figura 4.18: Orienta
ión estimada para el movimiento en el eje +Z.
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Figura 4.19: Velo
idad estimada para el movimiento en el eje +Z.
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Figura 4.20: Posi
ión estimada para el movimiento en el eje +Z.
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Figura 4.21: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. en el eje +Z.

Para el desplazamiento negativo sobre el eje Z se observan los resultados en estima
ión de:

Orienta
ión (ángulos roll - φ y pit
h - ρ) Figura 4.22, velo
idad Figura 4.23 y de posi
ión en

la Figura 4.24. En la Figura 4.25 se realiza una 
ompara
ión entra la posi
ión estimada y la
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posi
ión deseada. El resultado de posi
ión fue aproximadamente de -11.8 
m, por lo que se tiene

un error de 1.8 
m.
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Figura 4.22: Orienta
ión estimada para el movimiento en el eje -Z.
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Figura 4.23: Velo
idad estimada para el movimiento en el eje -Z.
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Figura 4.24: Posi
ión estimada para el movimiento en el eje -Z.
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Figura 4.25: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. en el eje -Z.

Movimiento ida y vuelta

Se realizó un movimiento de ida y vuelta sobre el eje X de 10 
m. Los resultados obtenidos

de la estima
ión de orienta
ión se puede observar en la Figura 4.26, en la 
ual se muestran dos
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grá�
as 
orrespondientes a los ángulos roll - φ y pit
h - ρ, mientras que en las Figuras 4.27 y

4.28 se puede observar la estima
ión de velo
idad y posi
ión respe
tivamente. En la Figura 4.29

se realiza una 
ompara
ión entra la posi
ión estimada y la posi
ión deseada.
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Figura 4.26: Orienta
ión estimada para el movimiento ida y vuelta en el eje X.
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Figura 4.27: Velo
idad estimada para el movimiento ida y vuelta en el eje X.
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Figura 4.28: Posi
ión estimada para el movimiento ida y vuelta en el eje X.
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Figura 4.29: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. ida y vuelta en el eje X.

Para 
ada uno de los movimientos en un sólo eje mostrados anteriormente, se 
al
uló la Raíz

del Error Cuadráti
o Medio (RECM) entre la posi
ión �nal ideal y la posi
ión �nal estimada

utilizando la E
ua
ión 4.2.1, los resultados obtenidos son mostrados en la Tabla 4.2.1, donde las
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posi
iones se expresan en 
m.

RECM =

√
(Pxideal − Pxest)

2 + (Pyideal − Pyest)
2 + (Pzideal − Pzest)

2

3
(4.2.1)

Movimiento Pxideal Pyideal Pzideal Pxest Pyest Pzest RECM

+X 10 0 0 7.851 -1.429 -0.6169 1.5319

-X -10 0 0 -8.553 -0.0493 -0.01123 0.8384

+Y 0 10 0 -0.9778 10.11 0.04792 0.5687

-Y 0 -10 0 -1.172 -7.874 0.0033 1.4016

+Z 0 0 10 0.0828 3.113 12.06 2.1557

-Z 0 0 -10 -1.655 -1.165 -11.8 1.5637

Ida y vuelta 0 0 0 0.714 0.3109 -0.8722 0.6175

Tabla 4.2.1: RECM para movimientos en un sólo eje (las posi
iones se expresan en 
m.)
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4.2.2. Movimiento en dos ejes

Para el movimiento en dos ejes se realizó tanto de manera individual 
omo simultánea.

En el primer movimiento se realizó un desplazamiento en el eje Y de -20 
m y un segundo

desplazamiento en el eje X de 20 
m, los resultados de la estima
ión de orienta
ión se muestran

en la Figura 4.30, en la 
ual se muestran dos grá�
as 
orrespondientes a los ángulos roll - φ y

pit
h - ρ, mientras que los resultados de velo
idad y posi
ión se muestran en las Figuras 4.31 y

4.32 respe
tivamente. En la Figura 4.33 se realiza una 
ompara
ión entra la posi
ión estimada

y la posi
ión deseada.
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Figura 4.30: Orienta
ión estimada para el mov. individual en dos ejes.



86

0 5 10 15 20 25 30 35
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

V
el

oc
id

ad
 (

m
/s

)

Tiempo (seg)

Velocidad estimada

 

 

Vx
Vy
Vz

Figura 4.31: Velo
idad estimada para el mov. individual en dos ejes.
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Figura 4.32: Posi
ión estimada para el mov. individual en dos ejes.

Para el movimiento simultáneo, se realizó un desplazamiento en los ejes X y Y de 10 
m, los

resultados de la estima
ión de orienta
ión (ángulos roll - φ y pit
h - ρ) se muestran en la Figura

4.34, mientras que los resultados de velo
idad y posi
ión se muestran en las Figuras 4.35 y 4.36
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Figura 4.33: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. individual en dos ejes.

respe
tivamente. En la Figura 4.37 se realiza una 
ompara
ión entra la posi
ión estimada y la

posi
ión deseada.
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Figura 4.34: Orienta
ión estimada para el mov. simultáneo en dos ejes.
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Figura 4.35: Velo
idad estimada para el mov. simultáneo en dos ejes.
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Figura 4.36: Posi
ión estimada para el mov. simultáneo en dos ejes.

En base a los resultados de posi
ión obtenidos para los movimientos en dos ejes mostrados

anteriormente, se 
al
ula la RECM entre la posi
ión �nal ideal y la posi
ión �nal estimada

mediante la E
ua
ión 4.2.1. Los resultados de la RECM se muestran en la Tabla 4.2.2, donde
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Figura 4.37: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada para el mov. simultáneo en dos ejes.

las posi
iones se expresan en 
m.

Movimiento Pxideal Pyideal Pzideal Pxest Pyest Pzest RECM

Individual 20 -20 0 22.62 -18.48 2.45 2.2492

Simultáneo 10 10 0 8.66 8.575 -0.8468 1.2306

Tabla 4.2.2: RECM para movimientos en dos ejes (las posi
iones se expresan en 
m.)
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4.2.3. Compara
ión 
on experimento de es
ritura

En [2℄ se propone una metodología para estimar la traye
toria de la es
ritura realizada por un

humano, la 
ual esta basada en sensores IMU y ele
tromagnéti
os. La traye
toria que efe
tuaron

para probar su sistema es una letra �A�, así 
omo los resultados que obtuvieron de posi
ión se

pueden observar en las Figuras 4.38a y 4.38b respe
tivamente.

(a) (b)

Figura 4.38: Experimento de es
ritura [2℄.

Se re
rea la traye
toria empleada en la prueba realizada por Tsang et.al. [2℄, tal y 
omo se

muestra en la Figura 4.38a.

Figura 4.39: Traye
toria de la prueba de es
ritura.
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Los resultados obtenidos 
on el algoritmo de pro
esamiento y estima
ión de orienta
ión,

velo
idad y posi
ión son los siguientes:
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Figura 4.40: Orienta
ión estimada (ángulos roll - φ y pit
h - ρ) de la Figura 4.39.
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Figura 4.41: Velo
idad estimada de la Figura 4.39.
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Figura 4.42: Posi
ión estimada de la Figura 4.39.
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Figura 4.43: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada de la Figura 4.39.

En base a los resultados obtenidos, 
omparando la posi
ión deseada 
on la estimada, se prueba

que la metodología propuesta sigue el movimiento 
apturado (adquirido) por los sensores IMU

empleados.



93

4.3. Caso de genera
ión de traye
toria para un manipulador

predeterminado

Como siguiente 
aso de estudio, se empleó la traye
toria de la letra �A� propuesta por Tsang

et.al. [2℄, pero en propor
iones menores a las vistas en la Figura 4.39. Las medidas de la traye
-

toria son las siguientes:

Figura 4.44: Traye
toria propuesta para un manipulador predeterminado.

De la traye
toria vista 4.44, los resultados del algoritmo algoritmo de pro
esamiento y esti-

ma
ión de orienta
ión, velo
idad y posi
ión se muestran en las Figuras 4.45, 4.46, 4.47 y 4.48,

respe
tivamente.
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Figura 4.45: Orienta
ión estimada (ángulos roll - φ y pit
h - ρ) de la Figura 4.44.
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Figura 4.46: Velo
idad estimada de la Figura 4.44.
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Figura 4.47: Posi
ión estimada de la Figura 4.44.

El manipulador a modelar es el robot KUKA KR 16, el 
ual se muestra en la Figura 4.49,

este manipulador es de 6 grados de libertad y 
on�gura
ión angular. Los parámetros 
inemáti
os

del manipulador se pueden observa en la Tabla 4.3.3. Para este 
aso de estudio en espe
í�
o no
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Figura 4.48: Posi
ión estimada vs. posi
ión deseada de la Figura 4.44.

se 
uentan 
on los valores de las masas ni las ubi
a
iones de los 
entros de masa para el robot

KUKA KR 16, por lo que no se realizan las evalua
iones de los índi
es de desempeño dinámi
os.

Posteriormente, en base a los parámetros dimensionales del robot manipulador predetermi-

nado, los 
uales son los datos de entrada del algoritmo de modelado, se obtienen: MCDP, y

matriz Ja
obiana de velo
idad. Di
hos modelos se emplean en una simula
ión donde el efe
tor

�nal siguió los puntos deseados de la traye
toria estimada (Figura 4.48) a partir del algoritmo

de pro
esamiento y estima
ión de orienta
ión, velo
idad y posi
ión.
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Figura 4.49: Manipulador KUKA KR 16. 4.44.

Arti
ula
ión θi (rad) di (m) ai (m) αi (rad)

1 q1 0.675 0.260 −π/2
2 q2 0 0.680 0
3 q3 + π/2 0 0.035 π/2
4 q4 0.670 0 −π/2
5 q5 0 0 π/2
6 q6 0.158 0 0

Tabla 4.3.3: Parámetros de DH del manipulador KUKA KR 16.
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Las matri
es de transforma
ión homogéneas en base a los parámetros de DH son:

0A1 =




Cq1 0 −Sq1 0.26Cq1
Sq1 0 Cq1 0.26Sq1
0 −1 0 0.675
0 0 0 1




1A2 =




Cq2 −Sq2 0 0.68Cq1
Sq2 Cq2 0 0.68Sq1
0 0 1 0
0 0 0 1




2A3 =




C
(
q3 +

π
2

)
0 S

(
q3 +

π
2

)
0.035C

(
q3 +

π
2

)

S
(
q3 +

π
2

)
0 −C

(
q3 +

π
2

)
0.035S

(
q3 +

π
2

)

0 1 0 0
0 0 0 1




3A4 =




Cq4 0 −Sq4 0
Sq4 0 Cq4 0
0 −1 0 0.67
0 0 0 1




4A5 =




Cq5 0 Sq5 0
Sq5 0 −Cq5 0
0 1 0 0
0 0 0 1




5A6 =




Cq6 −Sq6 0 0
Sq6 Cq5 0 0
0 0 1 0.158
0 0 0 1




Multipli
ando las matri
es de transforma
ión homogéneas se llega a la expresión:

0T6 =
0 A1

1A2
2A3

3A4
4A5

5A6 =




nx ox ax Px
ny oy ay Py
nz oz az Pz
0 0 0 1




De la matriz

0T6, se obtienen la submatriz de trasla
ión (

0P6) y la submatriz de rota
ión

(

0R6), 
onforme lo des
rito en la Se

ión 2.2.1. En base a

0R6 se obtiene la orienta
ión del

extremo del manipulador:

φ = atan2

(
ozCρ

azCρ

)
, ρ = atan2

(
−nz√
n2
x + n2

y

)
, ψ = atan2

(
nyCρ

nxCρ

)
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Las e
ua
iones 
orrespondientes a la posi
ión y orienta
ión del MCDP se pueden 
onsultar

en el Apéndi
e C.1. De igual forma, las e
ua
iones 
orrespondientes a la matriz Ja
obiana de

velo
idad (
al
ulada a partir del modelado 
inemáti
o de posi
ión) se en
uentran en el Apéndi
e

C.2.

El modelo 
inemáti
o inverso de posi
ión se obtiene de manera numéri
a mediante el desa
o-

plo 
inemáti
o: El método geométri
o resuelve q1, q2 y q3, mientras que q4, q5 y q6 se resulven

mediante matri
es de rota
ión 
ono
idas (Se

ión 2.2.2). Si bien el algoritmo de modelado 
ine-

máti
o inverso permite 
al
ular q1, q2 y q3 tanto 
on métodos geométri
os 
omo por EVONORM,

se empleó el primero, 
on el �n de agilizar el tiempo de eje
u
ión del algoritmo, pero en 
aso de


ontar 
on una gran variedad de manipuladores, Evonorm es la op
ión más viable para resolver

el problema del MCIP.

La posi
ión de la muñe
a p
m
se estable
e en base a la posi
ión deseada

0P6 =
[
Px Py Pz

]T

y la matriz de rota
ión de la orienta
ión deseada

0R6 tal y 
omo se des
ribe en la Se

ión 2.2.2.

Enton
es:

pm =0 P6 − l4z6

donde l4 = 0.158m, dado que es la longitud del último eslabón del manipulador, y el ve
tor z6

es el ve
tor a 
orrespondiente a la orienta
ión (z6 = [ax, ay, az]
T
) de la matriz de rota
ión

0R6,

el 
ual es un valor numéri
o 
ono
ido, pues se 
al
ula en base los ángulos de Tait-Bryan (φ, ρ, ψ)

de la orienta
ión deseada, 
omo se muestra a 
ontinua
ión:

0R6 =




Cφ −Sφ 0
Sφ Cφ 0
0 0 1








Cρ 0 Sρ
0 1 0

−Sρ 0 Cρ








1 0 0
0 Cψ −Sψ
0 Sψ Cψ



 =




nx ox ax
ny oy ay
nz oz az





Para en
ontrar los valores de q1, q2 y q3, se emplean métodos geométri
os, donde el ma-

nipulador se analizará de a
uerdo a la Figura 4.50, donde las longitudes de los eslabones son:

l1=0.675m, la=0.26m, lb=0.035m, l2=0.68m y l3=0.67m.
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Figura 4.50: Análisis geométri
o de robot KUKA KR 16 para la posi
ión p
m
.

Enton
es, las posi
iones arti
ulares rela
ionadas a la Figura 4.50 son:

q1 = tan−1

(
pmY
pmX

)

q2 = − (α + ε)

q3 = π − β − δ

donde:

α = acos

(
l2

2 − le
2 +H2

2 l2H

)

H =

√
lh

2 + (pmZ − l1)
2

lh =
√
pmX2 + pmY 2 − la

ε = tan−1

(
pmZ − l1

lh

)

β = asin

(
sin (α) H

le

)

δ = tan−1

(
lb
l3

)

Para el resto de las variables arti
ulares, se emplean las e
ua
iones estable
idas en la Se

ión
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2.2.2.

3R6 =
(
0R3

)
−1 0R6

donde:

0R3 =
0 R1

1R2
2R3

enton
es:

3R6 =




C4C5C6 − S4S6 −C4C5S6 − S4C6 C4S5

S4C5C6 + C4S6 S4C5S6 + C4C6 −S4C5

−S5C6 S5S6 C5



 =




r11 r21 r31
r12 r22 r32
r13 r23 r33





q4 = tan−1

(
r23
r13

)

q5 = tan−1

(√
1− r332

r33

)

q6 = tan−1

(
r32
r31

)

Las posi
iones y velo
idades arti
ulares para 
ada grado de libertad obtenidos 
on el algortimo

de modelado 
inemáti
o inverso se muestran en la Figura 4.51.
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Figura 4.51: Variables arti
ulares para KUKA KR 16.
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A 
ontinua
ión, en las Figuras 4.52 y 4.53 se muestran las posi
iones y velo
idades arti
ulares

para 
ada grado de libertad obtenidos por separado:
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Figura 4.52: Posi
iones arti
ulares para KUKA KR 16.
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Figura 4.53: Velo
idades arti
ulares para KUKA KR 16.
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En la Figura 4.54 se muestra una 
ompara
ión entre la traye
toria deseada, la adquirida por

el sensor y la generada por el manipulador KUKA KR 16 en la simula
ión.
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Figura 4.54: Traye
toria deseada vs. traye
toria estimada vs. traye
toria del manipulador KUKA

KR 16 vista en 2D.

Para la genera
ión de la traye
toria de las posi
iones y velo
idades arti
ulares para 
ada

grado de libertad, el algoritmo emplea el interpolador 
úbi
o o el de orden 5, los resultados

mostrados en la Figura 4.55 
orresponden a las posi
iones y velo
idades interpoladas obtenidas


on el interpolador 
úbi
o.
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Figura 4.55: Variables arti
ulares para KUKA KR 16 obtenidas 
on el interpolador 
úbi
o.
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A 
ontinua
ión, en las Figuras 4.56 y 4.57 se muestran las posi
iones y velo
idades arti
ulares

interpoladas para 
ada grado de libertad obtenidos por separado:
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Figura 4.56: Posi
iones arti
ulares interpoladas para KUKA KR 16.
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Figura 4.57: Velo
idades arti
ulares interpoladas para KUKA KR 16.
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En la Figura 4.58 se muestra una 
ompara
ión entre la traye
toria deseada, la adquirida por

el sensor y la generada por el manipulador KUKA KR 16 después de la interpola
ión 
úbi
a en

la simula
ión.
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Figura 4.58: Traye
toria deseada vs. traye
toria estimada por el sensor vs. traye
toria del mani-

pulador KUKA KR 16 interpolada vista en 2D.

Los resultados obtenidos 
on el algoritmo de evalua
ión de desempeño para el robot KUKA

KR16 y la traye
toria propuesta se muestran en las siguientes grá�
as:

Mediante el algoritmo de evalua
ión de desempeño se evaluan los índi
es de desempeño para

algunos de los puntos de la traye
toria arti
ular. Este algoritmo requiere 
omo entrada la matriz

Ja
obiana de velo
idad, la matriz de iner
ias del MDI y los posi
iones arti
ulares de los puntos

a evaluar. Dado que no se 
uenta para este 
aso 
on el MDI, sólo se efe
tuó una evalua
ión de

desempeño de los índi
es de desempeño 
inetostáti
os (Se

ión 2.5.2), los 
uales se muestran a


ontinua
ión:
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Figura 4.59: Número de 
ondi
ión del manipulador KUKA KR 16.
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Figura 4.60: Manipulabilidad 
inemáti
a del manipulador KUKA KR 16.
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Figura 4.61: Manipulabilidad de fuerza del manipulador KUKA KR 16.
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Figura 4.62: Mínimo valor singular del manipulador KUKA KR 16.



Capítulo 5

Con
lusiones y Trabajo futuro

En el presente trabajo de investiga
ión, se ha propuesto un esquema de adquisi
ión y pro
e-

samiento de la traye
toria generada por un humano experto, la 
ual posteriormente sera emulada

por un manipulador robóti
o mediante té
ni
as de modelado, genera
ión de traye
torias y una

evalua
ión del desempeño del manipulador en base a la tarea realizada, 
omo se muestra en la

Figura 5.1.

Son diversas las ventajas del esquema propuesto que se muestra en la Figura 5.1, en el


ual se emplean a
elerómetros y giros
opios 
omo sensores prin
ipales, en vez de emplear SVC :

Redu

ión de 
ostos, dado que no se requiere una estru
tura espe
ial y so�sti
ado SVC, no esta

delimitado a un área de trabajo en espe
í�
o, y no es sus
eptible a interferen
ias de ilumina
ión.

El algoritmo en base a la Figura 5.1 genera la siguiente informa
ión:

Estima
ión de orienta
ión para los ángulos ρ y φ (dos ejes de trabajo).

Estima
ión de a
elera
ión a en los tres ejes de trabajo.

Estima
ión de velo
idad V , en los tres ejes de trabajo.

Estima
ión de posi
ión P, en los tres ejes de trabajo.

Modelado 
inemáti
o de dire
to de posi
ión del manipulador (simbóli
o).

107
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rocesamie to y 

estimación de

orientación, 

velocidad y posición

Adquisición de datos de la 

trayectoria realizada por el 

humano experto

Modelos 

cinemáticos 

inversos

Generación de 

trayectorias

Programación del 

manipulador

Evaluación de 

desempeño del 

movimiento

Movimiento del 

manipulador

Modelo 

cinemático 

directo de 

posición

Modelo 

dinámIco 

inverso

Parámetros 

dimensionales 

del robot 

manipulador

Modelo 

cinemático de 

velocidad 

(Jacobiana)

Coordenadas y velocidades 

articulares

Matriz de Inercias

Matriz Jacobiana

Coordenadas y velocidades 

articulares medidas

Figura 5.1: Metodología implementada.

Modelado 
inemáti
o de inverso de posi
ión del manipulador (numéri
o).

Modelado 
inemáti
o de velo
idad del manipulador (simbóli
o).

Modelado dinámi
o del manipulador (simbóli
o).

Posi
iones arti
ulares del manipulador en fun
ión del tiempo (numéri
o).

Velo
idades arti
ulares del manipulador fun
ión del tiempo (numéri
o).

Evalua
iones del desempeño 
inemáti
o y dinámi
o del manipulador (numéri
o).

La metodología y algoritmo propuestos en este trabajo, pueden usarse o modi�
arse para

otros tipos de tareas de manipuladores tales 
omo: ensamble, dispensado, pintura, soldadura,

et
. Además puede emplearse 
omo base para un algoritmo de diseño iterativo de manipuladores.

Aun así, tanto el hardware 
omo el software que se emplearon para los 
asos de estudio, tienen
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la limita
ión de no dete
tar movimientos muy lentos, lo 
ual provo
a errores de atenua
ión y

perdidas de informa
ión, así que en base a esto y lo des
rito en la los al
an
es del trabajo (Se

ión

1.6), será 
onveniente estudiar los siguientes 
asos no resueltos en este trabajo:

Implementar sensores de mejor 
alidad, para obtener menos peturba
iones externas.

Implementar módulos de adquisi
ión de datos que permitan 
ontar 
on una mayor tasa de

muestreo.

Estima
ión del ángulo de orienta
ión yaw (ψ), para obtener una estima
ión en orienta
ión


ompleta y mejorar los resultados en estima
ión posi
ión.

Implementar diferentes métodos de integra
ión numéri
a.

Implementar un análisis del error a
umulado a través del tiempo.

Optimizar del 
ódigo, para realizar una mejora en el tiempo de eje
u
ión.

Simpli�
ar el 
ódigo para permitir pro
esado en línea.

In
orporar fri

iones y peturba
iones al modelo dinámi
o.

In
luir más índi
es de desempeño para realizar una evalua
ión más 
ompleta.

In
luir los efe
tos del 
ontrolador en el análisis presentado.
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Apéndi
e A

Método de Denavit-Hartenberg

A.1. Método de Denavit-Hartenberg

De a
uerdo a [1℄, los pasos del método de Denavit-Hartenberg son:

1. Numerar los eslabones 
omenzando 
on 1 (primer eslabón móvil de la 
adena) y a
abando


on n (último eslabón móvil ). Se enumerará 
omo eslabón 0 a la base �ja del robot.

2. Numerar 
ada arti
ula
ión 
omenzando por 2 (la 
orrespondiente al primer grado de liber-

tad) y a
abando en n.

3. Lo
alizar el eje de 
ada arti
ula
ión. Si esta es rotativa, el eje será su propio eje de giro.

Si es prismáti
a, será el eje a lo largo del 
ual se produ
e el desplazamiento.

4. Para i de 0 a n− 1 situar el zi sobre el eje de la arti
ula
ión i+ 1.

5. Situar el origen del sistema de la base {S0} en 
ualquier punto del eje z0. Los ejes x0 e y0
se situarán de modo que formen un sistema dextrógiro 
on z0

6. Para i de 1 a n − 1, situar el sistema {Si} (solidario al eslabón i) en la interse

ión del

eje zi 
on la línea normal 
omún a zi−1 y zi. Si ambos ejes se 
ortase se situaría {Si} en el

punto de 
orte. Si fuesen paralelos {Si} se situaría en la arti
ula
ión i+ 1.

7. Situar xi en la línea normal 
omún a zi−1 y zi.

8. Situar yi de modo que forme un sistema dextrógiro 
on xi y zi.

9. Situar el sistema {Sn} en el extremo del manipulador de modo que zn 
oin
ida 
on la

dire

ión de zn−1 y xn sea normal a zn−1 y zn.

10. Obtener θi 
omo el ángulo que hay que girar en torno a zi−1 para que xi−1 y xi queden
paralelos, de a
uerdo a la regla de la mano dere
ha.

11. Obtener di 
omo la distan
ia, medida a lo largo de zi−1, que habría que desplazar {Si−1}
para que xi−1 y xi quedasen alineados.
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12. Obtener ai 
omo la distan
ia medida a lo largo de xi (que ahora 
oin
idiría 
on xi−1) que

habría que desplazar el nuevo {Si−1} 
oin
idiese totalmente 
on {Si}.

13. Obtener αi 
omo el ángulo que habría que girar entorno a xi (que ahora 
oin
idiría 
on

xi), para que el nuevo {Si−1} 
oin
idiese totalmente 
on {Si}, de a
uerdo a la regla de la

mano dere
ha.

14. Obtener las matri
es de transforma
ión

i−1Ai.

15. Obtener la matriz de transforma
ión que rela
iona el sistema de la base 
on el del extremo

del manipulador T = 0A1
1A2 . . .

n−1An.

16. La matriz T de�ne la orienta
ión (submatriz de rota
ión) y posi
ión (submatriz de trasla-


ión) del extremo de referido a la base en fun
ión de las n 
oordenadas arti
ulares.



Apéndi
e B

Cuaterniones

B.1. Representa
ión en 
uaterniones

Un 
uaternión es un número 
omplejo de 
uatro dimensiones que es usado para representar

la orienta
ión de un 
uerpo rígido o trama de referen
ia en el espa
io tridimensional lo
al. Una

orienta
ión arbitraria de la tramaB respe
to a la trama A puede lograrse a través de una rota
ión

de ángulo de alrededor de un eje

Ar̂ de�nida en la trama A, tal y 
omo se muestra en la Figura

B.1 [3℄.

Figura B.1: Orienta
ión de la trama B respe
to a la trama A [3℄

.

donde los ve
tores unitarios x̂A, ŷA y ẑA son mutuamente ortogonales, y x̂B, ŷB y ẑB de�nen

el eje prin
ipal de las tramas 
oordenadas A y B respe
tivamente.

El 
uaternión que des
ribe la orienta
ión de la Figura B.1,

A
B q̂, esta de�nido en la E
ua
ión

B.1.1, donde rx, ry y rz son las 
omponentes del ve
tor unitario

Ar̂ en los ejes x, y y z de la
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trama A respe
tivamente.

A
B q̂ =

[
q1 q2 q3 q4

]
=
[
cos θ

2
−rx sin θ

2
−ry sin θ

2
−rz sin θ

2

]
(B.1.1)

Donde q1, q2, q3 y q4 son los 
omponentes del 
uaternión, y deben satisfa
er la E
ua
ión B.1.2.

q21 + q22 + q23 + q24 = 1 (B.1.2)

El 
onjugado de un 
uaternión puede ser usado para 
ambiar las tramas rela
ionadas des
ritos

por una orienta
ión. Por ejemplo

B
A q̂ es el 
onjugado de

A
B q̂ y des
ribe la orienta
ión de la trama

A respe
to a B.
A
B q̂

∗ =B
A q̂ =

[
q1 −q2 −q3 −q4

]
(B.1.3)

El produ
to de 
uaterniones, denotado por ⊗, puede ser usado para de�nir las orienta
iones


ompuestas. Por ejemplo, para dos orienta
iones des
ritas por

A
B q̂ y

B
C q̂, la orienta
ión 
ompuesta

A
C q̂ esta de�nida la E
ua
ión B.1.4.

A
C q̂ =

B
C q̂ ⊗A

B q̂ (B.1.4)

Para dos 
uaterniones, a y b, el produ
to de 
uaterniones puede ser 
al
ulado usando la regla
de Hamilton, la 
ual esta de�nida en la E
ua
ión B.1.5. Un produ
to de 
uaterniones no es


onmutativo; esto es, a⊗ b 6= b⊗ a.

a⊗ b =
[
a1 a2 a3 a4

]
⊗
[
b1 b2 b3 b4

]

=




a1b1 − a2b2 − a3b3 − a4b4
a1b2 + a2b1 + a3b4 − a4b3
a1b3 − a2b4 + a3b1 + a4b2
a1b4 + a2b3 − a3b2 + a4b1




T

(B.1.5)

Un ve
tor de tres dimensiones puede ser rotado por un 
uaternión usando la rela
ión des
rita

en la E
ua
ión B.1.6.

Aυ y

Bυ son el mismo ve
tor des
rito en la trama A y la trama B respe
-

tivamente, donde 
ada ve
tor 
ontiene un 
ero insertado en su primer elemento para 
onvertirlo

en un ve
tor de 
uatro elementos.

Bυ =A
B q̂ ⊗A υ ⊗A

B q̂
∗

(B.1.6)

Con la representa
ión en 
uaterniones se obtiene una matriz de 
osenos dire
tores (DCM)


on solo una rota
ión respe
to a un eje, de a
uerdo a la formula Euler-Rodrigues. La DCM de

la trama A a la trama B puede ser representado por la E
ua
ión B.1.7.

A
BR =



cXx cYx cZx
cXy cY y cZy

cXz cYz cZz




=



q21 + q22 − q23 − q24 2 (q2q3 − q1q4) 2 (q2q4 − q1q3)
2 (q2q3 + q1q4) q21 − q22 + q23 − q24 2 (q3q4 + q1q2)
2 (q2q4 − q1q3) 2 (q3q4 + q1q2) q21 − q22 − q23 + q24




(B.1.7)



Apéndi
e C

Modelado del manipulador KUKA KR 16

C.1. Modelo 
inemáti
o dire
to de posi
ión

Las e
ua
iones 
orrespondientes a la posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal del MCDP son:

Px=(13C(q1))/50 + (17C(q1)C(q2))/25 - (79 S(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)

C(π/2 + q3))))/500 + (79C(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2+ q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))/500 - (7C(q1) S(q2) S(π/2

+ q3))/200 + (7C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))/200 + (67C(q1)C(q2) S(π/2 + q3))/100 + (67C(q1)C(π/2 +

q3) S(q2))/100

Py=(13 S(q1))/50 + (17C(q2) S(q1))/25 + (79 S(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2

+ q3) S(q1))))/500 + (79C(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2+ q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))/500 + (67C(q2) S(q1) S(π/2

+ q3))/100 + (67C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))/100 - (7 S(q1) S(q2) S(π/2 + q3))/200 + (7C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))/200

Pz=(67C(q2)C(π/2 + q3))/100 - (17 S(q2))/25 - (7C(q2) S(π/2 + q3))/200 - (7C(π/2 + q3) S(q2))/200 -

(67 S(q2) S(π/2 + q3))/100 + (79C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)))/500 - (79C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2

+ q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))/500 + 27/40

φ=atan((S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))))

ρ=atan((C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2

+ q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)

C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) +

S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2
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+ q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

1/2
)

ψ=-atan((S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1)

S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q1) S(q2))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6)

(C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2

+ q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))))

C.2. Matriz Ja
obiana de velo
idad

Las e
ua
iones 
orrespondientes a los elementos de la matriz Ja
obiana de velo
idad son:

J(1, 1)=(7 S(q1) S(q2) S(π/2 + q3))/200 - (17C(q2) S(q1))/25 - (79 S(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2

+ q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))))/500 - (79C(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))/500

- (67C(q2) S(q1) S(π/2 + q3))/100 - (67C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))/100 - (13 S(q1))/50 - (7C(q2)C(π/2 + q3)

S(q1))/200

J(1, 2)=(67C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))/100 - (79C(q5) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))/500

- (67C(q1) S(q2) S(π/2 + q3))/100 - (79C(q4) S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))/500

- (17C(q1) S(q2))/25 - (7C(q1)C(q2) S(π/2 + q3))/200 - (7C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))/200

J(1, 3)=(67C(q1)C(q2)C(π/2+ q3))/100 - (67C(q1) S(q2) S(π/2 + q3))/100 - (79C(q4) S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2

+ q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))/500 - (79C(q5) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))/500 -

(7C(q1)C(q2) S(π/2 + q3))/200 - (7C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))/200

J(1, 4)=-(79 S(q5) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))))/500

J(1, 5)=-(79C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))))/500 - (79 S(q5)

(C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))/500

J(1, 6)=0

J(2, 1)=(13C(q1))/50 + (17C(q1)C(q2))/25 - (79 S(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)

C(q2)C(π/2 + q3))))/500 + (79C(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2+ q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))/500 - (7C(q1) S(q2)

S(π/2 + q3))/200 + (7C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))/200 + (67C(q1)C(q2) S(π/2 + q3))/100 + (67C(q1)C(π/2 +

q3) S(q2))/100

J(2, 2)=(67C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))/100 - (79C(q5) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)))/500 -

(7C(q2) S(q1) S(π/2 + q3))/200 - (7C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))/200 - (67 S(q1) S(q2) S(π/2 + q3))/100 - (79C(q4)

S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))/500 - (17 S(q1) S(q2))/25

J(2, 3)=(67C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))/100 - (7C(q2) S(q1) S(π/2 + q3))/200 - (7C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))/200 -

(67 S(q1) S(q2) S(π/2 + q3))/100 - (79C(q4) S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))/500 -

(79C(q5) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)))/500

J(2, 4)=(79 S(q5) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))))/500
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J(2, 5)=(79C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))))/500 - (79 S(q5) (C(q2)

S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))/500

J(2, 6)=0

J(3, 1)=0

J(3, 2)=(7 S(q2) S(π/2 + q3))/200 - (7C(q2)C(π/2 + q3))/200 - (67C(q2) S(π/2 + q3))/100 - (67C(π/2 +

q3) S(q2))/100 - (17C(q2))/25 - (79C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))/500 - (79C(q4) S(q5) (C(q2)

C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)))/500

J(3, 3)=(7 S(q2) S(π/2 + q3))/200 - (67C(q2) S(π/2 + q3))/100 - (67C(π/2 + q3) S(q2))/100 - (7C(q2)C(π/2

+ q3))/200 - (79C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))/500 - (79C(q4) S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) -

S(q2) S(π/2 + q3)))/500

J(3, 4)=(79 S(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))/500

J(3, 5)=-(79 S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)))/500 - (79C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2)))/500

J(3, 6)=0

J(4, 1)=0

J(4, 2)=-((S(q6) (S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)) - C(q4)C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3))) - C(q6) S(q4) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)))/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3))

- C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - ((C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))

+ C(q4) S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3))) (S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 +

q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2))))/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2)))

2
)/((S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
+ 1)

J(4, 3)=-((S(q6) (S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)) - C(q4)C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3))) - C(q6) S(q4) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)))/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3))

- C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - ((C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))

+ C(q4) S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3))) (S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 +

q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2))))/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2)))

2
)/((S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
+ 1)

J(4, 4)=((C(q4)C(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)) - C(q5) S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2)))/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2))) - (S(q4) S(q5) (S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 +

q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) (C(q2) S(π/2 + q3) +
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C(π/2 + q3) S(q2)))/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2)))

2
)/((S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) +

C(π/2 + q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) -

S(q2) S(π/2 + q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
+ 1)

J(4, 5)=(S(q6) + ((S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2))) (S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))))/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 +

q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
)/((S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2)))

2
/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2)))

2
+ 1)

J(4, 6)=(C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))/((C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) ((S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2)))

2
/(C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2)))

2
+ 1))

J(5, 1)=0

J(5, 2)=-((C(q6) (S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)) - C(q4)C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3))) + S(q4) S(q6) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)))/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 +

q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2

+ q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1)

S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) -

C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

1/2
+ ((C(q6) (S(q5)

(C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) -S(q4) S(q6)

(C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) (2 (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2

+ q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5)

(C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))) (C(q6) (S(q5) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1)) - C(q4)C(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))) + S(q4) S(q6) (C(q2) S(q1) S(π/2

+ q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))) - 2 (S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)

C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) (C(q6) (S(q5) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3)) - C(q4)C(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))) + S(q4) S(q6) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3)

+ C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))))/(2 ((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)

C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3)

- C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

3/2
))/((C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 +

q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 +

q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))

+ C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2)

S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2

+ q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5)

(C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
) + 1)
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J(5, 3)=-((C(q6) (S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)) - C(q4)C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3))) + S(q4) S(q6) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)))/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 +

q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2

+ q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1)

S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) -

C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

1/2
+ ((C(q6) (S(q5)

(C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - S(q4) S(q6)

(C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) (2 (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2

+ q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5)

(C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))) (C(q6) (S(q5) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1)) - C(q4)C(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))) + S(q4) S(q6) (C(q2) S(q1) S(π/2

+ q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))) - 2 (S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)

C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) (C(q6) (S(q5) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3)) - C(q4)C(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))) + S(q4) S(q6) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3)

+ C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))))/(2 ((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)

C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3)

- C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

3/2
))/((C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 +

q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 +

q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) +

C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2

+ q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5)

(C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
) + 1)

J(5, 4)=-((C(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)) + C(q5)C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) +

C(π/2 + q3) S(q2)))/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6)

(C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2

+ q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q2)C(π/2+ q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2)

S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

1/2
- ((C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 +

q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2))) (2 (S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5)

(S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3)

+ C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) (S(q6) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))

- C(q5)C(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))) + 2 (S(q6) (C(q1)C(q4)

+ S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q2)C(π/2+ q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2

+ q3) - C(q2)C(π/2+ q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2+ q3) + C(π/2+ q3) S(q1) S(q2)))) (S(q6) (C(q1) S(q4)

- C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q2)C(π/2+ q3) S(q1))) - C(q5)C(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2

+ q3) - C(q2)C(π/2+ q3) S(q1))))))/(2 ((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q1)C(q2)C(π/2

+ q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q1)C(q2)C(π/2+ q3))) + S(q5) (C(q1)

C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3)

- C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

3/2
))/((C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 +

q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 +

q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2
/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) +

C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q1)C(q2)C(π/2+ q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2
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+ q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5)

(C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
) + 1)

J(5, 5)=((C(q6) (C(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) - C(q4) S(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2))))/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5)

(S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) +

C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)))

+ C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1)

S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

1/2
+ ((2C(q6) (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 +

q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2+ q3) + C(π/2+ q3) S(q1) S(q2)))) (S(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2)

S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))) +

2C(q6) (S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1)

S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) +

C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) (S(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))

- C(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) (C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2))))/(2 ((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2+ q3))) + C(q6) (C(q5)

(S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) +

C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)))

+ C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q2)C(π/2+ q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2

+ q3) + C(π/2+ q3) S(q1) S(q2))))

2
)

3/2
))/((C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2+ q3) - S(q2) S(π/2+ q3)) + C(q4)C(q5)

(C(q2) S(π/2+ q3) + C(π/2+ q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2+ q3) + C(π/2+ q3) S(q2)))

2
/((S(q6) (C(q4)

S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1)

S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2

+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4)

- C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q1) S(q2))))

2
) + 1)

J(5, 6)=-((S(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q2))) + C(q6) S(q4) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2)

S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) -

C(q1)C(q2)C(π/2+ q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2+ q3) + C(q1)C(π/2+ q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4)

+ S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2)

S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

1/2
+

((2 (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q2)C(π/2+ q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4)

- C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q1) S(q2)))) (C(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q6)

(C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 +

q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))) + 2 (S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)

C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) (C(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)

C(q2)C(π/2 + q3))) - S(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))

+ S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))) (C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2

+ q3)) + C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q2))))/(2 ((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2+ q3))) + C(q6) (C(q5)

(S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + 5S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) +

C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)))
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+ C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1)

S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
)

3/2
))/((C(q6) (S(q5) (C(q2)C(π/2 + q3) - S(q2) S(π/2 + q3)) +

C(q4)C(q5) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2))) - S(q4) S(q6) (C(q2) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q2)))

2

/((S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2+ q3) - C(q1)C(q2)C(π/2+ q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) +

C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 +

q3) S(q2))))

2
+ (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5)

(C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) +

C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
) + 1)

J(6, 1)=1

J(6, 2)=-((C(q6) (S(q5) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)) - C(q4)C(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2

+ q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))) + S(q4) S(q6) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))/(S(q6)

(C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4)

(C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 +

q3) S(q2)))) + ((S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5)

(C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) +

C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))) (C(q6) (S(q5) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)) - C(q4)C(q5)

(C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))) + S(q4) S(q6) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2

+ q3) S(q2))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5)

(S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) +

C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
)/((S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)))

+ C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1)

S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)

C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) +

S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ 1)

J(6, 3)=-((C(q6) (S(q5) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)) - C(q4)C(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2

+ q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))) + S(q4) S(q6) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))/(S(q6)

(C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4)

(C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 +

q3) S(q2)))) + ((S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5)

(C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) +

C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))) (C(q6) (S(q5) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)) - C(q4)C(q5)

(C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))) + S(q4) S(q6) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2

+ q3) S(q2))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5)

(S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) +

C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
)/((S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)))

+ C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1)

S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)

C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) +

S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ 1)

J(6, 4)=((S(q6) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - C(q5)C(q6) (C(q1)

C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2)

S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) -

C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) - ((S(q6) (C(q1)C(q4)

+ S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2)

S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))) (S(q6)
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(S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) - C(q5)C(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4)

(C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) -

C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
)/((S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2)

S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)

C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
/(S(q6) (C(q4) S(q1) -

S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2)

S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ 1)

J(6, 5)=((C(q6) (S(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q5) (C(q2)

S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)

C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3)))

+ S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) - (C(q6) (S(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1)

S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) - C(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))

(S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4)

- C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 +

q3) S(q1) S(q2)))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6)

(C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2

+ q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
)/((S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 +

q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5)

(C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) -

C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2

+ q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
+ 1)

J(6, 6)=-((C(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q6) (C(q5) (C(q1)

S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2

+ q3) S(q1) S(q2))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6)

(C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 +

q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) - ((C(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 +

q3))) - S(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)

C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2)))) (S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)

C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1)))

- S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2)))))/(S(q6) (C(q4) S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2

+ q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)

C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2
)/((S(q6) (C(q1)C(q4) + S(q4)

(S(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) + C(q6) (C(q5) (C(q1) S(q4) - C(q4) (S(q1) S(q2) S(π/2 +

q3) - C(q2)C(π/2 + q3) S(q1))) - S(q5) (C(q2) S(q1) S(π/2 + q3) + C(π/2 + q3) S(q1) S(q2))))

2
/(S(q6) (C(q4)

S(q1) - S(q4) (C(q1) S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + C(q6) (C(q5) (S(q1) S(q4) + C(q4) (C(q1)

S(q2) S(π/2 + q3) - C(q1)C(q2)C(π/2 + q3))) + S(q5) (C(q1)C(q2) S(π/2 + q3) + C(q1)C(π/2 + q3) S(q2))))

2

+ 1)
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