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Resumen 

Al diseñar cualquier componente de ingeniería, se desea producir el mejor 

producto posible con los recursos disponibles. Para tal efecto se utilizan las 

herramientas de diseño que den el resultado deseado en un tiempo y a un 

costo aceptable. En un problema de diseño típico, existe una función que mide 

el desempeño de éste, dependiendo de ciertas variables de diseño y lo que se 

lleva a cabo es una evaluación de la función para uno o varios puntos 

previamente especificados. Esta asignación es básicamente vía prueba y 

error, lo cual a la larga resulta sumamente costoso y sin garantía científica de 

que sea el mejor de los diseños posibles. 

En contraste, el problema de diseño óptimo, puede definirse como el proceso 

de encontrar el valor o valores de las variables de diseño que reditúan en el 

mejor valor de la fundón de desempeño del sistema, sujeto desde luego a las 

restricciones tecnológicas que definen diseños factibles. Este proceso es 

científicamente apoyado por las técnicas de optimización que de forma 

estructurada guían la búsqueda del diseño óptimo hasta encontrarlo. 

En el presente estudio se utilizan técnicas numéricas de optimización para 

obtener el diseño óptimo de un sistema de alimentación (colada) utilizado en 

el proceso de fundición por gravedad. Esta es una aplicación novedosa al 

acoplar dichas técnicas con un programa de simulación del proceso de 

fundición. El simulador esta basado en el método de volumen finito y aplica la 

técnica VOF para el análisis de fluidos. Se presentan resultados de la 

aplicación de 4 métodos distintos de optimización directa por gradientes 

aplicados a un problema de colada en 2 y 3 dimensiones con diversas 

variables de diseño. Los resultados muestran contundentemente la 

superioridad de las técnicas de optimización en cuanto a la calidad de la 

solución sobre el proceso actual de prueba y error. 



Capítulo 1. Introducción 
Si la verdad esta mas aáá de nuestro alcance, los errores de mañana son todavía 
preferibles qie sean errores del ayer, un error en la tienda es solamente otro 
nombre para la aprctámación progresiva a la verdad. 

E. R. Dodds 

En años recientes, la industria del aluminio ha tenido un fuerte desarrollo 

debido a la creciente demanda en el mercado de piezas manufacturadas de 

este metal, ya que éste presenta excelentes propiedades mecánicas relativas 

a su densidad y sus características de resistencia a la corrosión, buena 

conductividad eléctrica y térmica, aunado a su fluidez y baja temperatura de 

fusión. 

Una de las etapas claves al fabricar una pieza de fundición, es el pasar el 

metal líquido del homo al interior del molde. Esto se debe a que algunos de 

los defectos más importantes en el producto final se definen en esta temprana 

etapa de la fabricación. 

La optimización y generación de nuevos procesos de vaciado, así como su 

implementación requieren de un especial cuidado en las prácticas de 

manufactura que permitan asegurar el nivel de calidad requerido y la 

disminución de desperdicio en el proceso. 

En el proceso de gravedad con molde de arena o con molde acero, el diseño 

del sistema de alimentación o colada se vuelve crucial. Ya que este conjunto 

de canales o conductos por donde viaja el metal líquido pueden ser los 

responsables del daño que puede llegar a tener el material. Adicionalmente, si 

el material utilizado para la fabricación de piezas es considerado sensible al 

daño, entonces el proceso se vuelve más crítico. Esto sucede con el aluminio 

y sus aleaciones utilizadas en el proceso de fundición. 



Por lo tanto, para evitar el daño sobre el aluminio líquido, el diseño de la 

colada debe ser tal que no acumule aire atrapado en el canal detrás del frente 

principal del metal y que la velocidad del fluido no sea mayor a un cierto valor. 

Durante casi 5 décadas, el diseño de la colada se ha realizado siguiendo una 

serie de reglas generales basadas en el Teorema de Bemoulli. Actualmente, 

estas reglas son muy útiles para obtener un diseño inicial. Después la 

optimización de la misma se realiza en base de prueba y error, en la mayoría 

de los casos. Por mucho tiempo esta práctica se ha realizado ejecutando los 

cambios físicos en el molde. Lo cual a la larga resulta sumamente costoso y 

sin garantía científica de que se obtenga el mejor de los diseños posibles. La 

dinámica del aluminio líquido y las reglas generales del diseño de una colada 

son presentadas en el Capítulo 2. 

Durante la década de los noventas, se desarrollaron poderosamente los 

programas de simulación de los fenómenos intrínsecos de la fundición. Hacia 

finales de la década, la practica de prueba y error se traslado del molde físico 

al virtual. Esto, entre otras cosas, permitió ahorros de tiempo y dinero en la 

ejecución de los cambios. Pero, por otro lado, se sigue sin tener una garantía 

científica de que se llegue a obtener el mejor de los diseños posibles. En el 

Capítulo 3 se explica y se detalla la modelación matemática y algunos de los 

métodos numéricos que se utilizan para simular el fenómeno del llenado de un 

molde por gravedad. 

Un paso lógico en el desarrollo del diseño de la colada, es automatizar el 

proceso de optimización contando con 2 programas, uno de simulación o 

análisis, que sea capaz de reproducir el fenómeno de llenado y el otro de 

optimización, que en base a técnicas numéricas sea capaz de evaluar los 

resultados obtenidos por el programa de análisis y realizar un proceso iterativo 

de búsqueda del punto óptimo. De forma general, las técnicas numéricas de 

optimización, son presentadas en el Capítulo 4. Poniendo mayor énfasis en 

aquellos métodos utilizados durante el desarrollo del presente estudio. 



El objetivo de este trabajo es la demostración de la aplicación específica de 

las técnicas numéricas de optimización en el diseño óptimo de una colada 

típica. En el Capítulo 5 se describen las técnicas experimentales utilizadas. En 

el Capítulo 6 se presentan y discuten los resultados obtenidos al aplicar las 

técnicas experimentales. Las conclusiones y recomendaciones finales 

aparecen en el Capítulo 7. 



Capítulo 2. El aluminio y su dinámica 
No te puedes parar dos veces sobre el mismo río. 

- Heraclito 

2.1 Introducción 

El aluminio (Al) es el elemento químico que ocupa el tercer lugar de 

abundancia sobre la tierra con 7.5 a 8% en peso. Antes de el están el oxigeno 

(O) y el silicio (Si). Después del hierro, el aluminio es el segundo metal más 

usado en el mundo. 

En años recientes, la industria del aluminio ha tenido un fuerte desarrollo 

debido a la creciente demanda en el mercado de piezas manufacturadas de 

este metal. El tiene una apariencia muy agradable a la vista, es un buen 

conductor del calor y la electricidad, tiene características de resistencia a la 

corrosión, es liviano, no tóxico, puede tomar cualquier color y textura. El 

aluminio puro contiene un mínimo de 99.99% de aluminio, y se emplea sólo 

para aplicaciones especiales. 

La obtención del aluminio se inició a principios del sigo XIX, pero no fue hasta 

1886 cuando Charles Hall, en EUA y Paul Heroult, en Francia '11, desarrollaron 

un proceso a través de electrólisis, el cual sirvió, para que se acelerara la 

producción de este metal. 

El aluminio se extrae de la bauxita, un mineral que contiene alrededor del 40 

al 60% de alúmina hidratada junto con impurezas tales como óxido de hierro. 

La palabra bauxita proviene de la provincia de Les Baux, Francia, donde fue 

encontrada por primera vez. 

La alúmina (AI2O3) tiene un punto de fusión de 2040 °C y la conducción de 

electricidad a través de ella es mala, por lo que es difícil fundirla. Para obtener 



e¡ aluminio a partir de la alúmina se deben seguir otros procedimientos, debido 

al alto punto de fusión del mineral. 

Los pasos para la obtención del aluminio son los siguientes: 

Primero, se obtiene la alúmina quitando las impurezas y el agua por medio de 

una mezcla con una solución de sosa cáustica a 240 °C seguido de una 

calcinación a 1200 °C. Segundo, se obtiene el aluminio a partir de la alúmina e 

impurezas, llevándose a cabo por electrólisis, disolviendo la alúmina en una 

criolita fundida (Na2AIF6), siendo las proporciones de 80 a 90 % de la criolita y 

alrededor de un 8% de alúmina y algunos aditivos que forman el balance final. 

Para esto se usan ánodos de grafito y cátodos de aluminio en donde se 

deposita el mismo metal. Este procedimiento es conocido como el proceso 

Hall - Heroult. Son necesarias de 3.5 a 4 toneladas de bauxita para la 

obtención de 1.5 toneladas de aluminio. 

Aunque el aluminio se puede extraer de la bauxita, también se puede obtener 

del reciclado del mismo. Sólo un 5% de la energía necesaria para obtenerlo a 

través del mineral es utilizada para obtenerlo de la chatarra. Es por este 

ahorro de energía, que el aluminio es hoy obtenido en gran porcentaje al 

reciclarlo, es decir partiendo de chatarra, también se le da el nombre de 

aluminio secundario. 

2.2 Propiedades del aluminio 

E¡ gran éxito del aluminio y su gran uso en la actualidad se debe a la 

combinación de propiedades que tiene y que lo hacen muy versátil. Por 

mencionar sólo las más importantes, éstas son: su apariencia, bajo peso, uso 

de diferentes procesos para la manufactura de productos, buenas 

propiedades físicas y mecánicas, su ausencia de toxicidad que lo hace útil en 

los recipientes de comidas y bebidas, puede pintarse de cualquier color y con 



una amplia gama de texturas, resistencia a la oxidación, no es magnético y 

tiene excelente conductividad eléctrica y térmica, 

La nomenclatura y las propiedades físicas más comunes del aluminio puro se 

resumen en la Tabla 2.1. 

Símbolo Al 
Numero atómico 13 
Peso atómico 26.98154 
Red espacial CCC 
Diámetro atómico (nm) 0.28 
Parámetro de red (nm) 0.404 
Densidad (gr/cm 3) 2.7 
Punto de fusión (°C) 660 
Modulo de elasticidad (MPa) 70 
Calor específico promedio, 0-100 C (J.Kg'1K"') 917 
Conductividad térmica 20-100C(WnV t K"1 ) 238 
Coeficiente de expansión térmica 0-100 °C (106 K 1 ) 23.5 
Resistividad eléctrica a 20 °C (m ohm cni 2.67 

Tabla 2.1 Propiedades físicas más comunes del aluminío[1]. 

La densidad del aluminio (2.7 g/cm3) es una tercera parte de la del acero (7.8 

g/cm3). Se le da el término de meta! ligero (light metal) junto con el magnesio, 

por lo general porque se le ha utilizado para sustituir el uso del acero. 

2.3 Áreas de aplicación 

Entre las áreas generales de aplicación del aluminio encontramos: 

construcción, transportación, aplicaciones eléctricas y en recipientes o 

empaques'1'. 

En construcción se usa para puentes, edificios, diseños arquitectónicos, torres 

y tanques de almacenamiento y estructuras donde se requiera bajo peso y 

resistencia a la corrosión. En transportación, para muchas partes del motor de 

combustión, como son: pistones, bielas, cabezas, monoblocks, ductos de 



escape de gases, manivelas y carburadores entre otras aplicaciones, 

transmisión y otras partes del automóvil que se han ido cambiando de hierro a 

aluminio, además que en la industria aeronáutica se le ha dado uso extenso 

en la construcción de aviones. En recipientes para la industria alimenticia y 

farmacéutica porque no es tóxico, evita el crecimiento de bacterias, entre 

algunas otras ventajas que presenta. Y en aplicaciones eléctricas para 

conductores eléctricos, motores, generadores por mencionar algunas. 

2.4 Clasificación de la^ateacíones de aluminio 

Existen diversos países o sociedades que han realizado una clasificación de 

las aleaciones de aluminio en general. Las clasificaciones más importantes 

son las que han realizado las siguientes instituciones, American National 

Standards Institute (ANSI), International Alloy Designation System (IADS), 

ambas basadas en la Aluminum Association of the United States, como 

también la International Organization for Standarizatbn (ISO) y la Unified 

Numbering Systems (UNS)[2]. 

De acuerdo a la Asociación de Aluminio de los Estados Unidos, Aluminum 

Association of the United States se tiene el sistema de designación como se 

muestra en la Tabla 2.2, en base a los principales elementos aleantes del 

aluminio. 

Aleaciones Trabajadas Aleaciones de Fundición 
Al (> 99.0 %) 1xxx Al {> 99.0 %) 1xx.x 
Cu 2xxx Cu 2xx.x 
Mn 3xxx Si con Cu o Mg 3XXJ< 

Si 4xxx Si 4xx.x 
Mg 5xxx Mg 5xx.x 
Mg y Si 6xxx Zn 7xx.x 
Zn 7xxx Sn 8xx.x 

Otros 
elementos 8xxx 

Otros 
elementos 

9xx.x Otros 
elementos 

Serie sin uso 6xx.x 

Tabla 2.2 Sistema de designación de las aleaciones de aluminio[2]. 
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En el sistema Al-Si (ver Figura 2.1) se observa que el eutèctico o temperatura 

de mezcla más baja de las dos fases ocurre aproximadamente al 87.4% de 

aluminio y 12.6% de silicio. Las aleaciones con menos de este 12.6% de 

silicio son hipoeutécticas y aquéllas con un contenido de silicio más alto son 

hipereutécticas. 

La mayoría de las aleaciones vaciadas de aluminio son hipoeutécticas, las 

cuales están basadas primeramente en el sistema Al-Si, algunas son 100% 

eutécticas en su composición y otras son hipereutécticas. Estos términos 

están derivados de las relaciones que guarda su constitución al equilibrio 

como función de la composición y la temperatura131. 

% en peso da Sflicio «n Aluminio 

Figura 2.1 Diagrama de equilibrio Al-Si, mostrando los tipos de aleaciones141. 

La aleación A319.0 es un ejemplo representativo de las aleaciones 

hipoeutécticas, con un patrón dendritico en el que la fase primaria (y 

mayoritaria) es una solución sólida de aluminio, que está rodeada por una red 

compuesta de una solución sólida de aluminio más partículas de silicio, 

eutèctico interdendrítico y otras fases de impurezas. El término de fase 

primaria se refiere al hecho de que ésta es la primera en solidificar cuando el 

metal es enfriado desde su estado líquido, como se muestra en la Figura 2.2 

Esta aleación es de rango extendido o amplio de solidificación, lo que le 

permite ser utilizado ampliamente para la fabricación de piezas de fundición. 
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Figura 2.2 Ejemplo de la microestructura de una aleación hipoeutéctica: aluminio 

tipo 319 vaciada en molde de arena141. 

2.5 Procesos de Vaciado 

La selección del método de vaciado se basa en las capacidades de cada 

proceso relativo al diseño y los requerimientos y especificaciones de la parte a 

fabricar. En la mayoría de los casos una pieza vaciada puede ser fabricada 

con más de uno de los procesos o técnicas utilizadas. En estos casos, un 

cálculo económico por lo general basado en el volumen de producción dicta la 

selección del proceso. Para otros ejemplos, el nivel de calidad requerido o las 

especificaciones técnicas o requerimientos de ingeniería restringen el proceso 

de selección. 

El desarrollo de nuevos procesos de vaciado en los últimos años ha 

aumentado sustancialmente, contrastando con el bajo nivel de cambio que se 

realiza en la investigación de nuevas aleaciones. 

Estos nuevos desarrollos de procesos son variaciones de alguno de los 

procesos que podemos clasificar generalmente corno'1,2,41: 



1 D e molde no permanente, hechos por ejemplo con diferentes tipos de 

arena y otros materiales reciclables. 

2.- De molde semi-permanente y llenados por los métodos de gravedad, 

baja presión o fuerza centrífuga. (El nombre semi-permanente lo toma debido 

a que el molde es de acero pero utiliza corazones de arena). 

3.- De molde permanente llenado con una alta presión aplicada. 

Este trabajo se refiere al diseño de coladas para uso en moldes no 

permanentes y semi-permanentes llenados por gravedad. 

Una cantidad importante de las piezas de fundidón son formadas utilizando un 

sistema de alimentación por el cual se conduce el material por gravedad 

dentro del molde. De esa manera se da forma a una pieza rápidamente. En la 

actualidad se utilizan tanto moldes de arena como también metálicos o una 

combinación de ambos por este método. Sin embargo las piezas vaciadas por 

gravedad han ganado una pobre reputación en su desempeño y calidad, 

simplemente porque sus sistemas de alimentación han sido mal diseñados o 

por los grandes retos que representa el hacerlo. 

2.6 Dinámica del aluminio líquido 

El paso mas crítico al formar una pieza de fundición, es el de pasar el material 

líquido del homo al interior del molde. Las piezas que resultan defectuosas se 

definen principalmente en los primeros segundos de iniciado el vaciado. 

El sistema de canales o conductos por los que llega el material dentro del 

molde se le conoce como sistema de alimentación o colada Su diseño es 

crucial, quizá tanto como la figura del producto final a formar con el molde. 



2.6.1 Teorema de Bemoulli 

El teorema de Bemoulli puede ser aplicado para entender el flujo dentro del 

sistema de alimentación'51. El flujo de un líquido dentro del molde se 

caracteriza por bastantes factores los cuales pueden ser expresados en 

términos del teorema de Bemoulli, el cual afirma que la suma de la energía 

potencial, la energía cinética, la energía de presurización y la energía perdida 

por la fricción de un líquido fluyendo es una constante. 

Este balance de energía puede ser expresado como sigue: 

mV2 

mH + mPv + + mF = C (2.1) 

donde 

m = masa total del líquido fluyendo, kg 

H = altura de caída del líquido, m 

P = presión, N/m2 

v = volumen específico del líquido, m3/kg 

g = aceleración debido a la gravedad, m2/s 

V= velocidad, nVs 

F = pérdidas de energía por fricción, m 

C = constante, kg.m 

Si esta ecuación es dividida entre la masa m, todos los términos tienen las 

dimensiones de longitud y puede considerarse entonces que representan: 



Altura potencia! metalostática H (m) 

Presión ejercida por la columna de aluminio Pv (m) 

Altura de caída libre V2/2g (m) 

Longitud en la que se tiene una pérdida por fricción F (m) 

La Figura 2.3 ilustra esquemáticamente los diferentes términos del balance de 

energía aplicado al sistema de alimentación. 

COPA DE VACIADO 
MAZAROTA 

EXTENSION DEL 
CANAL. "COL ITA ' 

Figura 2.3 Elementos básicos de un sistema de alimentación151. 

Lo que se puede resumir como fenómeno físico desde que inicia el vaciado 

hasta que termina es lo siguiente. Al iniciar el vaciado la energía potencial es 

máxima., pero rápidamente se va transformando en energía cinética y energía 

de presión por estar contenido el metal en un conducto o canal al que se ha 

llamado sistema de alimentación. Después de que se ha generado ya un flujo 

constante, la altura potencial y las pérdidas por fricción son relativamente 



constantes. Y al mismo tiempo, mientras la velocidad es alta, la presión es 

baja y viceversa. 

Además de las pérdidas por fricción también existen perdidas por la 

transferencia de calor, lo cual lleva a la solidificación del metal, pero esto no se 

contempla en este teorema. 

2.6.2 Ley de continuidad 

Se refiere a un balance de masa que siempre existe dentro del sistema de 

alimentación. El flujo de metal en el sistema de alimentación es el mismo en 

cualquier punto del mismo, matemáticamente se expresa así: 

Q = AíV1+A2V2 (2.2) 

Q = flujo volumétrico, m3/s, 

A\= área en el punto 1, 

Vi= velocidad en el punto 1, 

A2= área en el punto 2, 

V2= velocidad en el punto 2, 

Ahora se considera el caso cuando se inicia el vaciado del metal de cierta 

altura, ver Figura 2.4. Básicamente esta caída se rige por la transformación de 

la energía potencial en cinética. La velocidad de la caída de un cuerpo libre se 

obtiene de la siguiente manera: 

V ^ - f i g H (2.3) 



Figura 2.4 Caída libre del metal líquido desde una altura H2-Hira. 

Al utilizar esta ecuación (2.3), combinada con la ley de continuidad'51, se llega 

a la conclusión que el metal líquido que experimenta la caída libre va 

acelerándose en su caída y, por lo tanto, obteniendo una velocidad mayor 

conforme se aproxima al suelo. Al mismo tiempo se observa el fenómeno de 

la reducción paulatina de área, desde la parte más alta sin velocidad hasta la 

más baja y con la máxima velocidad. De tal forma que el canal en esta parte 

debe de tener una forma inclinada con un cierto ángulo mayor al teóricamente 

necesario para poder conducir el metal en su caída sin que aspire aire. 

Porque si esto sucediera el metal se dañaría por oxidación o burbujas dentro 

del flujo del mismo. Por el contrario, si se diseña esta parte del sistema de 

alimentación con una inclinación mayor a la requerida, se presuriza el sistema 

y no permite que el aire se aspire en esta parte del sistema. 

2.6.3 Efectos del momento 

Iniciada la transformación de la energía potencial en cinética, el metal líquido 

se comporta y se rige por las leyes naturales de movimiento. La primera Ley 



de Newton indica que el fluido se moverá en una cierta dirección hasta que no 

haya algo que le impida seguir en dicho cause. 

Existen diferentes casos donde se observa el efecto de un cambio de 

dirección a! estar en movimiento el fluido en un canal. 

Se tiene por ejemplo el caso aquel en el que al hacer una reducción súbita de 

las áreas del canal, se provoca, por la ley de continuidad, el aumento o 

disminución de la velocidad. Al mismo tiempo el flujo trata de apegarse al 

centro de canal, ver Figura 2.5, en una nueva dirección lo cual provoca que se 

generen puntos ciegos o con ausencia de líquido y por lo tanto ocupado por 

aire o gases generados en el molde. 

Se mencionó antes que el aire o los gases presentes en el canal detrás del 

frente de metal dañan eí aluminio líquido y al final del llenado pueden 

permanecer presentes en la pieza como defectos de burbuja de aire o ser 

responsables de una mayor oxidación del metal y por lo tanto de defectos 

como los óxidos generados al vaciar. 



Figura 2.5 Cambios bruscos de dirección del flujo, con esquinas sin radios, que 

generan baja presión y aire atrapado151. A. Incremento del área transversal del canal, 

B. Cambio en la dirección del canal y C. Decremento del área transversal del canal. 

2.6.4 Pérdidas por fricción 

Durante el movimiento del aluminio dentro del sistema de alimentación se 

experimenta la pérdida de velocidad por la fricción que se genera en las 

paredes o al existir cambios de sección. Como se muestra en la Figura 2.3, al 

estar en movimiento el aluminio líquido dentro de la colada está sujeto a la 

acción de las fuerzas de fricción, las cuales causan que la velocidad se 

reduzca. Algunas de las áreas donde los efectos de las fuerzas de fricción son 

importantes son: 



1. Pérdida de velocidad en la entrada del bastón. 

2. Pérdida de velocidad debido a la fricción en las paredes del bastón. 

3. Pérdida de velocidad debido al cambio de dirección entre el bastón y el 

canal principal. 

4. Pérdida de velocidad debido a la fricción de las paredes del canal principal. 

5. Pérdida de velocidad debido a los cambios de dirección en las entradas. 

2.6.5 Número de Reynolds 

El número de Reynolds, Re, es un valor adimensional que permite clasificar el 

tipo de flujo que se experimenta durante el llenado. 

Se calcula de la siguiente forma: 

VD 
Re = — (2.4) 

M 

\/= velocidad, 

D= diámetro del canal, 

¡u= viscosidad cinemática 

Existen valores experimentales de Re que permiten clasificar o nombrar un 

flujo según el valor de Re que se le calcula. Debajo de un valor de Re= 2,000 

el fluido es considerado laminar o tranquilo'53. 

Valores mayores de Re= 2,000 indican que el flujo es turbuleto. Aún teniendo 

un flujo turbulento pero con un valor de Re< 20,000 nos permite trabajar con el 

mismo, puesto que la capa de óxido que siempre está presente en el flujo del 

metal líquido no se rompe y no provoca que este óxido represente un defecto 



potencial en la pieza. Con valores de Re> 20,000 se tiene una condición 

turbulenta muy dañina. 

2.6.6 Llenado controlado por tensión superficial 

El fenómeno de tensión superficial que se presenta en el metal líquido se 

vuelve crucial cuando el metal está a punto de entrar al molde, por ejemplo, 

puede ser que no pueda entrar si el espesor de la entrada es menor a 2 mm o 

si entra, el metal estará sujeto a la resistencia continua en la superficie que 

buscará regresar el flujo si la presión disminuye'61. 

Tomar en cuenta este fenómeno es muy importante si la pieza a fabricar tiene 

paredes delgadas y si son muy delgadas, en muchas ocasiones no se puede 

utilizar un sistema de alimentación (colada) porque el control del llenado no lo 

tendrá la colada sino las áreas más delgadas de la pieza a fabricar. 

2.6.7 Fluidez máxima U 

La habilidad del metal líquido para continuar fluyendo mientras que pierde 

temperatura y aún más cuando empieza a solidificar, es una característica 

intrínseca y muy valuable del proceso de fundición. Esta propiedad es llamada 

fluidez y ha sido ampliamente estudiada e investigada'61. 

La fluidez máxima en un metal utilizado en el proceso de vaciado, Lf, se define 

como la máxima distancia en la cual el metal fluirá en un molde estándar. Este 

término descrito aquí, es distinto al de la fluidez normal estudiada en la física 

clásica, donde la fluidez es el inverso de la viscosidad. Aquí la fluidez ha sido 

medida como la longitud máxima que el metal fluye en un canal horizontal 

largo'71. 



Durante más de 30 años en el MIT (siglas en inglés del Instituto Tecnológico 

de Massachussets, EUA), Flemings ha investigado la forma en que los 

metales solidifican, y ha encontrado que la forma o la longitud máxima que 

alcanza un metal puro o eutèctico es diferente al de los metales o aleaciones 

de rango amplio de solidificación. La diferencia en fluidez entre los metales de 

un rango amplio contra los de rango corto es de 2|7]. 

Es importante darse cuenta que la mejor fluidez mostrada entre aleaciones de 

aluminio de rango corto contra rango largo de solidificación forma la base de la 

mayoría de las tecnologías de fundición. Por ejemplo, las aleaciones de 

amplio rango de solidificación como las de Al-Cu son raramente usadas, a 

pesar de su resistencia después del tratamiento térmico121. En buena medida 

esto se debe a sus pobres características de llenado. Esto contrasta con las 

aleaciones Al-Si eutécticas o casi eutécticas, las cuales son ampliamente 

usadas debido a que son de fácil fundición'81, a pesar de su pobre resistencia. 

La adición de otros elementos de endurecimiento tales como el magnesio y/o 

el cobre aumentan su resistencia mecánica pero disminuyen su fluidez. 

La relación directa entre la fluidez y el tiempo de solidificación, tf, significa que 

cualquier valor que incremente tf incrementa la fluidez. Así por ejemplo, 

aumentando la temperatura del molde o la temperatura del aluminio al vaciarlo 

beneficiará tanto uno como el otro a la fluidez. El uso de un aislante térmico en 

el molde y sobretodo en el sistema de alimentación aumenta la fluidez del 

metal en 2 ó 3 veces. 

Otra variable que afecta la fluidez directamente es la velocidad del metal 

líquido. El fabricar piezas de aluminio cada vez más complejas y con paredes 

más delgadas, ha llevado a aumentar la velocidad de llenado. Esto ha 

provocado muchos problemas severos como resultado de la turbulencia 

superficial generada. El llenado caótico, arbitrario y al azar ha sido 

improductivo. Es claramente esencial el llenar el molde sin turbulencia 

superficial para la mayoría de las aleaciones. No hay ningún sustituto para un 



buen sistema de alimentación el cual de un avance controlado del frente del 

metal líquido. 

2.6.8 Longitud de fluidez continua U 

Existe otro valor de fluidez, llamada fluidez continua y se representa como 

longitud Lc y que es menor a la fluidez máxima Lf. El valor de U es aquella 

longitud en la cual el flujo de metal se separa en dos o más frentes de metal. 

Lo ideal es que nunca se rebase esta longitud crítica U por el daño que puede 

recibir el aluminio al formarse algunos óxidos. 

Mientras que el criterio de fluidez máxima Lf indica la longitud máxima que 

puede alcanzar el metal líquido dentro de un canal antes de solidificarse, pero 

no mide si esa longitud se alcanza separándose el flujo del metal en 2 o más 

partes. Por otra parte la longitud U representa únicamente la longitud que 

dicho metal puede alcanzar hasta que se separa en dos o más partes í6 l 

2.7 Conceptos básicos en el diseño de coladas 

Una colada es la serie de canales a través de los cuales el metal fundido viaja 

de la olla de vaciado a la cavidad del molde. 

Un buen diseño de colada requiere de tres pasos fundamentales, localización, 

diseño y tamaño, que siempre siguen los principios físicos del flujo libre de un 

líquido. Por lo que el uso de las reglas y ecuaciones que dictan los teoremas y 

leyes físicas que se describieron en el punto anterior son básicas para iniciar 

el cálculo geométrico de la colada. 



En genera! una buena colada191: 

1 R e d u c e la turbulencia del metal fundido. 

2.- Elimina los gases y el aire atrapados. 

3.- Disminuye la rapidez del líquido. 

4.- Previene la solidificación prematura. 

5.- Desarrolla gradientes térmicos apropiados. 

2.7.1 Elementos del sistema de alimentación 

a 

Figura 2.7 Elementos básicos de un sistema de alimentación^1. (a) Copa, (b) Bastón, 

(c) Base del bastón o choke, (d) Corredor principal, (e) Entradas y (f) Parte final de la 

colada. 



(a) Copa.- Es el recibidor inicial del metal de la olla de vaciado, esta 

direcciona el metal hacia el bastón, establece una presión metalostática y la 

separación inicial de los óxidos que pueden venir del horno. 

(b) Bastón - Es el conducto vertical que conecta a la copa con el corredor 

principal. 

(c) Base del bastón o choke.- Es una restricción al flujo o disminución de 

área que controla el flujo del líquido que pasa al corredor principal. 

(d) Corredor principal.- Es el canal principal horizontal que direcciona el 

metal fundido del bastón hacia las entradas. En un sistema diseñado 

propiamente, este también atrapa los óxidos reduciendo la velocidad. 

(e) Entradas.- Direcdonan el metal del corredor prindpal a la cavidad del 

molde que es propiamente donde se define la figura del producto a fabricar. 

(f) Parte final de la colada.- Esta parte es donde se desea que llegue y se 

quede el primer metal que entró al sistema. 

Una consideración básica del diseño de la colada es el "choke". Se le define 

como el área transversal al flujo más pequeña en el sistema que dada una 

presión metalostática fija, regula el flujo de llenado. Es también el punto de 

más alta velocidad o de mayor turbulencia y puede causar severos problemas 

en dertas aleaciones. 

Es importante no confundir la rapidez del metal con el flujo de llenado. 

Incrementar la velocidad en las entradas del molde no aumentará el flujo de 

llenado o disminuirá el tiempo de llenado. Para disminuir el tiempo de llenado 

el flujo volumétrico debe de cambiar pero cuidando que la velocidad del metal 

en las entradas no aumente. Cambiar el flujo volumétrico es la única función 

del "choke" en el sistema. 



2.7.2 Rapidez y tiempo de llenado 

Una colada debe permitir que el molde sea llenado rápidamente para evitar 

juntas frías, ausencia de metal y solidificación prematura, pero lo 

suficientemente lento para eliminar las inclusiones o la formación de óxidos o 

burbujas. El dilema entonces para el fundidor es, como llenar el molde tanto 

que sea lento pero a la vez rápido. 

La rapidez entonces no debe ser confundida con el fiujo de llenado. La rapidez 

es una medida escalar de la velocidad como vector; el flujo de llenado es una 

medida del volumen. Es posible reducir la velocidad del metal en las entradas 

y todavía mantener un rápido flujo de llenado'93. 

Como velocidad máxima del frente de metal se ha encontrado que no debe 

superar el rango de 0.4 a 0.6 m/s í10,111. Esto por la generación de óxidos al 

romperse la capa protectora de Al203 que se forma inmediatamente al estar el 

aluminio en contacto con el aire. Pero esta velocidad siempre es superada al 

realizar el vaciado de piezas por el método de gravedad. Con el simple hecho 

de dejar caer el metal de la olla a la copa y de superar una altura mayor a 15 

mm se alcanza una velocidad aproximada de 0.6 rrVs. Entonces lo que se 

busca es reducir la velocidad del frente de metal para que al llegar a las 

entradas y ya dentro de la cavidad del molde no se supere la velocidad crítica 

mencionada. 

2.7.3 Clasificación de las coladas 

Los sistemas de alimentación o coladas normalmente se les clasifica como 

presurizadas o no presurizadas, la diferencia es la localización del área 

mínima de restricción o "choke". 

En un sistema presurizado, el "choke" se encuentra localizado en las entradas 

del metal a la pieza; en un sistema no presurizado, se encuentra al final de la 

caída del bastón. 
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Una regla fundamental del diseño de una colada indica que; el reducir la 

velocidad permite que en el sistema los óxidos y otras inclusiones no 

metálicas floten y se mantengan alejadas del frente del metal. Las altas 

velocidades tienden a mantener los óxidos dentro del flujo del metal y puede 

causar la formación de nuevos óxidos si se llega a romper la capa de óxido 

formada en la superficie; lo cual ocurre a valores de Re> 20,000. 

Una colada no presurizada es recomendada para el llenado de piezas de 

aluminio por la alta sensibilidad de estas aleaciones a formar óxidos y atrapar 

otros contaminantes. El "choke" localizado al final del bastón, regula el flujo, 

causa que el bastón se termine de llenar rápidamente y al mismo tiempo se 

eliminan las posibilidades de alojamiento de aire antes del "choke". De esta 

forma se reduce la velocidad del metal en el sistema. El incrementar el área 

del canal permite que la velocidad se reduzca más y las inclusiones presentes 

floten y permanezcan en la parte superior del canal. 

El área total de las entradas es típicamente de 2 a 4 veces mayor que la del 

"choke" Esta relación hace que el sistema no presurizado sea muy útil en la 

reducción de la reoxidación de aleaciones de aluminio. 

El sistema presurizado no se recomienda para aquellos materiales muy 

sensibles como el aluminio, por las altas velocidades que se obtienen, lo cual 

provoca reoxidación del material y erosión en los moldes. 

2.8 Recientes contribuciones en el diseño de coladas 

Los avances en los campos relacionados a la fundición del aluminio y de sus 

aleaciones han sido muy importantes en los últimos 10 años. 

Se han desarrollado las áreas de investigación del aluminio y sus aleaciones, 

permitiendo desarrollos intrínsecos de aquellas propiedades termo-físicas 

necesarias de los procesos de fundición más comunes ,12,13) y los coeficientes 
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de transferencia de calor (HTC) entre los materiales utilizados. R. Colas y 

coautores'2,81 han demostrado la importancia de tomar en cuenta el efecto de 

la temperatura y la dependencia que dichos coeficientes tienen en dicha 

variable durante el fenómeno de la solidificación, Figura 2.8. 
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Figura 2.8 Coeficientes de transferencia de caloren diferentes interfases 

encontradas entre una aleación de aluminio y un molde de acero121. 

El desarrollo de nuevas tecnologías para el monitoreo y medición de las 

variables importantes del proceso ha permitido conocer como nunca antes 

aspectos que antes se podían imaginar114'. La obtención de cada vez mejores 

y más robustos algoritmos matemáticos para el análisis numérico del llenado 

de un molde junto con los gigantescos avances en la tecnología de cómputo, 

han permitido realizar simulaciones y predicciones de defectos muy cercanos 

a la realidad [151. 

En 1991, el Dr. John Campbell, de la Univerisidad de Birmingham en 

Inglaterra, realizó una revisión del estado que guardaba la modelación por 

computadora del fenómeno del llenado y solidificación de diversos materiales 



en los procesos de fundición1161. En aquel entonces, no imaginaba el desarrollo 

tan grande que en tan sólo 5 años se desarrollaría en ese campo'171. 

Los numerosos trabajos de él y su equipo 16'10'16-251 lo han llevado a realizar 

muchas de las contribuciones que actualmente se utilizan en el diseño y 

estudio de los sistemas de alimentación. Sin duda es una referencia obligada 

en cualquier trabajo que verse sobre las coladas de aluminio. 

En su libro "Castings",6] de 1991, Campbell recomendaba 5 reglas básicas 

para obtener una pieza de fundición sin defectos. Para 1998[19] la lista 

aumentó a 10 Este número no es definitivo mientras se sigan estudiando y 

comprobando nuevas teorías que ayuden a entender mejor los procesos de 

fundición. 

Así mismo, algunas de las recomendaciones que por mucho tiempo fueron 

práctica común entre los fundidores para usarse con cualquier metal, han sido 

modificadas o eliminadas para ciertos metales muy sensibles. Por ejemplo, el 

uso de un volumen mayor al terminar el bastón de la colada, pozo, "well", 

precisamente después del "choke"[6\ ver Figura 2.8, para con ello eliminar el 

daño del metal en la caída libre, ahora ya no es recomendadoí18]. 
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Figura 2.9 Varios diseños de la base del bastón. El diseño c) de la base tipo pozo, 

"well". fue recomendado y usado por mucho tiempo[6], como una solución para 

resolver el problema mostrado en a) y b). 

En lugar de este volumen mayor se sugiere el uso de radios en las esquinas y 

evitar el cambio brusco de dirección. 

Otro ejemplo, en 1991 se prohibía o no se recomendaba el uso de canales de 

tipo circular o cilindricos16'. Esto para evitar los vórtices y corrientes turbulentas 

que este tipo de geometrías genera al paso del líquido. Pero en uno de los 

trabajos más recientes de Campbell y coautores'251 se demuestra que 

precisamente este fenómeno de flujo con vórtices ayuda a disminuir la 

velocidad del metal en la entrada del mismo a la cavidad. 

Sin lugar a dudas uno de los mayores avances en la investigación del 

comportamiento del metal líquido dentro del sistema de alimentación ha sido 



el desarrollo y aplicación de la filmación del fenómeno con cámaras de Rayos-
{̂14,17,25-27] 

Anteriormente, era aconsejable utilizar modelos de plástico transparente con 

conductos que simulaban un sistema de alimentación y verter dentro del 

sistema agua con colorantes y poder filmar su movimiento. Esto porque el 

comportamiento viscoso del aluminio líquido es muy parecido al del agua [26]. 

Pero ahora, esta práctica se ha ido eliminando al comprobar que la simulación 

del fenómeno con diversos programas'171 comerciales o desarrollados 

específicamente para este propósito, son capaces de reproducir el fenómeno 

de una forma aún más real i17-25-27!. El tema de la simulación numérica será 

tratado en el siguiente capítulo. 
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Capítulo 3. Fundamentos Teóricos en el Estudio de la 

Dinámica del Aluminio Liquido 

Ningún canocrnierto puede ser cierto, si no esta basado en las matemáticas, o en 
algún otro conoarnento que a su vez esta basado en la ciencia matemática. 

- Leonardo Da Vinci 

3.1 Introducción 

El estudio de los procesos metalúrgicos, tales como los de fundición de 

metales por medio de modelos matemáticos, requiere de al menos 3 pasos: 

• Identificar y conocer el fenómeno físico y metalúrgico 

• Realizar una descripción teórica por medio de ecuaciones matemáticas 

que describan el problema. 

• Resolver las ecuaciones establecidas. 

Dentro de este capítulo se presentan estos tres pasos que permitirán estudiar 

la dinámica del aluminio líquido, así como la aplicación actual que se le da. 

3.2 Ecuaciones básicas de conservación 

El propósito del presente trabajo es simular el llenado del molde. El fluido es el 

meta! líquido, en este caso aluminio. Para lograr este propósito se puede 

suponer que dicho fenómeno se puede describir como un modelo continuo. 

Las leyes de conservación de masa, momento y energía son utilizadas para 

formular los modelos matemáticos del llenado del molde y la solidificación de 

las piezas de fundición. Existen muchas más leyes que pueden incluir 



conservación de especies químicas, conservación de la energía de 

turbulencia, conservación de la carga eléctrica, entre otras[1]. 

Cuando el principio de conservación de masa es aplicado al problema del flujo 

de fluido, lleva a obtener las ecuaciones de continuidad. La conservación del 

momento es expresado por la segunda ley del movimiento de Newton. Aplicar 

esta ley a los problemas de flujo de fluido lleva a las ecuaciones de momento. 

La aplicación del principio de conservación de energía, expresado por la 

primera ley de ía termodinámica, lleva a la ecuación de energía. 

Es útil aplicar los principios de conservación a un elemento infinitesimal 

(volumen de control) y derivar en este sentido las ecuaciones diferenciales 

gobernantes. 

3.2.1 Conservación de masa 

Figura 3.1 Representación de un volumen de control P[2]. 

Considérese el volumen de control estacionario P a través del cual el fluido 

fluye, ver Figura 3.1. Dado que no contiene alguna fuente de masa interna, la 

ecuación de conservación de masa establece que la rapidez con que se 



acumula la masa es igual al flujo total neto en el elemento. Y este flujo total 

neto es la diferencia entre el flujo de entrada y el de salida de masa. 

El enunciado de conservación de masa puede escribirse de la siguiente 

manera: 

(3-1) 
dt j=\ 

La ecuación (3.1) contiene masas desconocidas de! volumen de control y los 

flujos másicos a través de las caras del elemento. Los flujos másicos son los 

productos de la densidad, área de la superficie y la normal de la cara de! 

componente del vector velocidad. 

Siguiendo una derivación en una sola dimensión, primero, lleva a: 

dt 

f -1/ . \ \ 
A 

dx 

& A d x = - ^ A d x (3.2) 
dt dx 
dp | d{pv,) = Q 

dt dx 

p = densidad; v = velocidad en el eje x; A = área perpendicular al eje x 

En tres dimensiones del sistema cartesiano: 

^ + V ( / ? V ) = 0 (3.3) 

donde V representa el vector velocidad, o escrito de otra manera como: 

^ + + + = 0 (3.4) 
dt dx dy dz 



En la ecuación (3.4) p es la densidad del fluido, v* vy y vz son los 

componentes cartesianos del vector de velocidad en las direcciones 

correspondientes dentro del plano coordenado. 

Si se supone que el fluido es incompresible, entonces la densidad p es 

constante, la forma simplificada de las ecuaciones de continuidad resulta ser, 



Fuerzas en la superficie: 

Fuerzas de presión 

Fuerzas en la superficie: Fuerzas de fricción Fuerzas en la superficie: 

Tensión superficial 

Fuerzas en el volumen: 
Fuerza gravitacional 

Fuerzas en el volumen: 
Fuerzas electromagnéticas 

Tabla 3.1 Clasificación de las fuerzas actuando sobre el volumen121 

La derivación de la ecuación (3.6) lleva a: 

P — + v- Vv 
dt ; 

= V • <7 + f K (3.7) 

donde cr es el esfuerzo total y se puede representar como <j = -P + r . Donde 

P es la presión hidrostática, por definición se representa con signo negativo, 

actuando en dirección de compresión. Adicionalmente, x es el esfuerzo 

cortante de la viscosidad causado por el flujo del fluido. Las fuerzas sobre el 

cuerpo o volumen, fb, se pueden sustituir en la ecuación (3.7) como las 

fuerzas g ra vitad onaies p g , mas las fuerzas extras, S, sobre el cuerpo. 

P dt 
+ v - V v = - V P + V - r + p g + S (3.8) 

y en coordenadas rectangulares viene a ser: 

P 

P 

dvx dvx dvy dvz 
b Vx h Vy + Vz 

dt dx dy dz 

ÒVy dvy dvy ÒVy 
b Vx h Vy + Vz 

dt dx dy dz 

P 

r dvz dvz dvz dvi 
+ Vr h Vy h Vz' 

dt dx dy dz 

dx 

dP 

dy 

dP 
= Pg*- — + dz 

dlxx dTyx diz* + + 
dx dy dz 

d Txy dlyy dlyz 
+ + 

dx dy dz 

^ dzxz + dxy + dizz 
dx dy dz 

+ Sx 

+ Sy (3.9) 

+ Sz 



donde Sx, Sy y S2 representan los componentes en x,y y z, respectivamente, 

de la suma de las fuerzas extras en el cuerpo, en el presente estudio no se 

contempla su uso. Por otra parte, el tensor de esfuerzos cortantes de 

viscosidad Newtoniano, x, tiene los siguientes componentes: 

Zxx = -

Tyy — — 

= 

2 ^ - f ( V . v ) 
dx 3 

Txy — Tyx — -fA. 

Tyz — Tzy — jJ. 

dvx ̂  dvy 

dv dx 

dvy + dvz 
_ dz dy 
dvz dvx 
dx dz 

(3.10) 

donde // representa la viscosidad. Para la mayoría de los fluidos la viscosidad 

esta en función de la temperatura, y la viscosidad típicamente decrece al 

aumentar la temperatura. Aquellos fluidos que no varia su viscosidad a 

temperatura constante se les conoce como fluidos Newtonianosí3). Por lo que 

tenemos la ley de Newton de la viscosidad expresada de la siguiente manera: 

= (3.11) 
dy 

donde el esfuerzo de corte es proporcional a la rapidez de deformación por 

corte. En la ecuación (3.11) se ejemplifica el caso cuando el flujo se realiza 

únicamente en la dirección x y que la velocidad vx esta en función de la 

dirección y. 

Finalmente, al sustituir las ecuaciones anteriores de los tensores en la 

ecuación (3.9) lleva a obtener la ecuación de Navier-Stokes: 



üv* dvx dvv dvz 
b Vx h Vy + V* - 2x 

dt dx dy dz & 
1 dP 

—Z- + M 
p dx 

dvx dvy dvz 1 dP 
— + Vx— + Vy~— + Vi = gy + f l 
dt dx dy dz p dx 

d2Vx d£vx d2 

+ 
dx¿ dy 

+ • 
Vx 

dz: 

dv: í -12 

üVx dvx dvy dvz 1 dP 
+ Vx h Vy 1- Vz - gz h f j . 

dt dx dy dz p dx 

d¿Vy _ d2Vy d2Vy^ 

dyT + l¿T 

d2Vz d2Vz d2Vz% 

dx2 dy2 

(3.12) 

3.2.3 Conservación de la energía 

La ecuación de conservación de energía describe el balance de la energía 

total, tanto la interna como la cinemática, sobre el volumen de control. La 

ecuación de energía térmica puede ser obtenida de la ecuación de la energía 

total por substracción de la energía cinemática. La forma final de la ecuación 

de conservación de energía queda de la siguiente manera: 

dT „ dT „ dT „ dT , f d2T d2T d2T^ 
p C + pCVx + pCVy h pC,Vz = k 

dt dx dy dz 
• + — ^ + -

v5x2 dy2 dz2 j 
+ 5 (3.13) 

Donde k es la conductividad térmica del material y en este caso se puede 

considerar que no cambia dentro del material, C es la capacidad calorífica y S 

es una fuente de calor dentro del volumen sí acaso está presente. El lector 

puede consultar el libro de S. Patankar111 para obtener la derivación completa 

de esta ecuación. 

3.3 Modelación del flujo de llenado 

El desafío de realizar la modelación del flujo de llenado, es que el algoritmo 

empleado para la solución pueda, simultáneamente, resolver las ecuaciones 

de momento y continuidad. Por lo que es muy importante que cualquiera que 



sea el algoritmo numérico para resolver dichas ecuaciones pueda modelar las 

superficies libres. 

3.3.1 Modelación de la superficie libre 

La interfase entre un gas y un líquido se refiere a menudo como superficie 

libre. La razón de la designación "libre" se refiere a la gran diferencia en las 

densidades del gas y del líquido (e.g., la relación entre el agua y el aire es 

1000). La baja densidad del gas implica que su inercia se puede despreciar 

comparada con la del líquido. En este sentido los movimientos del líquido son 

independientes o libres, con respecto al gas. La única influencia del gas es la 

presión ejercida en la superficie del líquido. Es decir (a superficie entre el gas 

y el líquido no está restringida sino libre. 

La modelación de la superficie libre es todavía una tarea muy retadora sin 

importar que hasta el momento se le hayan dedicado más de 30 años de 

desarrollo. Varios métodos para la modelación de la superficie libre se han 

propuesto, cada uno teniendo sus ventajas o desventajas. Todavía hay 

mucho por hacer en este campo para tener un modelo general y poderoso [4'. 

En la discusión siguiente se repasa brevemente los tipos de acercamientos 

numéricos que se han utilizado para modelar superficies libres, indicando las 

ventajas y las desventajas de cada método. Sin importar el empleado, hay 

tres características esenciales necesarias para modelar correctamente las 

superficies libres'4': 

1. Se requiere un esquema para describir la forma y la localización de una 

superficie. 

2. Se requiere de un algoritmo para desarrollar la forma y la localización 

con respecto al tiempo. 0 1 5 C€¡ 

3. Deben aplicarse condiciones de frontera sobre la superficie libre. 

OPTIMIZACIÓN DE UN SISTEMA DE ALIMENTACION PARA EL LLENADO DE MOLDES CON ALEACIONES DE ALUMINIO 4 1 



Algunas otras son recomendadas por D. Kothe y coautoresf4]. 

3.3.1.1 Método de malla Lagrangiano 

Conceptual mente, el medio más simple de definir y de seguir una superficie 

libre es construir una malla lagrangiana que se adapte y se mueva con el 

líquido. Muchos métodos de elemento finito utilizan este acercamiento, 

debido a que la malla y el líquido se mueven juntos, el mallado sigue 

automáticamente la superficie libre. 

Para utilizar este método es necesario modificar las ecuaciones de 

aproximación para incluir las condiciones de frontera apropiadas. Es también 

necesario modificar las ecuaciones para explicar el hecho de que en la 

realidad el líquido existe solamente en un lado de la superficie límite. Si esto 

no se hace, las asimetrías pueden provocar que no se encuentre la precisión 

deseada en una simulación. 

La limitación principal de los métodos lagrangianos es que no pueden seguir 

las superficies que se separan o que vuelven a interceptarse con el flujo 

principal del líquido. Incluso movimientos muy grandes de la superficie en 

amplitud pueden ser difíciles de seguir sin introducir técnicas de remallado 

tales como el uso del método "Arbitrary-Lagrangian-Eulerian" (ALE)Í5>^. 

Los siguientes métodos a discutir aquí utilizan una malla fija, Euleriana como 

la base para los cómputos para poder tratar movimientos superficiales más 

complicados. 



3.3.1.2 Métodos de malla Euleriana 

Método Superficial de la Altura (Surface Height Method). 

Las ondulaciones en el agua y otros movimientos superficiales libres en los 

cuales la superficie no se desvíe tanto del plano horizontal, se puede 

describir por la altura, H, de la superficie horizontal de referencia a una cierta 

elevación. El movimiento de la altura con respecto al tiempo esta gobernada 

por la ecuación cinemática: 

dH dH dH 
+ Vx + Vy = Vz (3.14) 

dt dx dy 

Donde (vx, vy y vz) son las velocidades del fluido en las direcciones (x, y, z). 

Esta ecuación es una expresión matemática del hecho de que la superficie 

debe moverse con el líquido. 

Las aproximaciones a través del método de diferencias finitas para esta 

ecuación son fáciles de aplicar. Además, solamente los valores de la altura 

en un sistema de posiciones horizontales deben ser registrados así que los 

requisitos de la memoria para una solución numérica tridimensional son 

extremadamente pequeños. 

Método de marca en la celda (Marker-and-Cell) (MAC) 

Este fue el primer método numérico que se aplicó para el análisis de la 

superficie libre con respecto al tiempo171. Este esquema se basa en un 

mallado fijo tipo Euleriano de volúmenes del control. La localización del líquido 

dentro de la celda o del volumen de control es determinada por un sistema de 

partículas que sirven de marca y que se mueven con el líquido, pero no 

contienen en si ningún volumen, masa u otras características. 

Las celdas de la malla que contienen marcadores se consideran ocupadas 

por el líquido, mientras que aquellas que no lo tienen se encuentran vacías. 



Una superficie libre se define entonces como aquella celda de la malla que 

contiene partículas de marca y que tiene al menos una celda vecina de la 

malla que se encuentre vacía. La localización y la orientación de la superficie 

dentro de la celda no forma parte del método original del MAC. 

El movimiento de las superficies libres se calcula moviendo los marcadores 

con velocidades del fluido que se interpolan [ocalmente. Algunos tratamientos 

especiales se requieren para definir las características del fluido en celdas de 

la malla que nuevamente se llenan y para cancelar los valores en las celdas 

que se vacían. 

El éxito extraordinario del método de MAC para solucionar una amplia gama 

de problemas complicados con superficies libres se ha documentado en 

numerosas publicaciones. Una razón de este éxito es que los marcadores no 

siguen superficies directamente, sino que por el contrario siguen los 

volúmenes del fluido. Las superficies son simplemente los límites de los 

volúmenes y en este sentido las superficies pueden aparecer, combinarse o 

desaparecer mientras que los volúmenes se separan o se unan. 

Una variedad de mejoras ha contribuido a un aumento en la exactitud y la 

aplicabilidad del método original del MAC. Por ejemplo, la aplicación de 

presiones de gas dentro de las localizaciones superficiales dentro de las 

celdas ha mejorado la exactitud en problemas controlados por fuerzas 

hidrostáticas, mientras que la inclusión de las fuerzas de tensión superficial, 

ha ampliado el uso del método a una gama más grande de problemas'8'91. 

A pesar de sus éxitos, el método del MAC se ha utilizado sobre todo en 

simulaciones de dos dimensiones porque requiere memoria considerable y 

tiempo de cómputo para acomodar el número necesario de las partículas del 

marcador. Típicamente, un promedio de cerca de 16 partículas de marca en 

cada celda de la malla son necesarias para asegurar que se siguen 

exactamente las superficies que experimentan grandes deformaciones. 



En 1983, W. S. Hwang y R. A. Stoehr1101 reportaron la primera aplicación de 

las técnicas MAC para modelar el metal líquido entrando en una cavidad de 

un molde horizontal. Este trabajo fue mejorado para incluir rapidez del flujo 

variable y distribución de velocidad en la entrada a la cavidad basada en la 

ecuación de energía de Bemoulli, presión en la cavidad del molde y fuerzas 

de arrastre en las paredes del molde1111. Las simulaciones se realizaron con 

una geometría compleja y comparada con fotografías de movimiento vistas a 

través del cristal y que muestran los patrones de flujo de alta velocidad. 

Método de Marcas en la Superficie. 

Una forma para limitar el uso de la memoria y el tiempo de cómputo de los 

marcadores es guardar solamente los datos de las partículas de las 

superficies libres y no en el interior de las regiones fluido. Por supuesto, esto 

le quita al método la habilidad de seguir el volumen y requiere de una lógica 

adicional para cuando las superficies se separan o se juntan nuevamente. 

En dos dimensiones las partículas del marcador en una superficie se pueden 

arreglar en un orden lineal a lo largo de la superficie y este arreglo introduce 

varias ventajas. Desafortunadamente, en tres dimensiones no hay una forma 

sencilla para ordenar las partículas de la superficie y esto conduce a fallas 

importantes de la técnica superficial del marcador*91. 

Método Volumen de Fluido (VOF). 

Este método se originó como una forma de tener la característica de 

seguimiento al volumen de gran alcance que tiene el método MAC sin tener la 

necesidad de tanta memoria y tiempo o costo de cómputo. 

Dentro de cada celda de la malla o volumen de control se acostumbra 

conservar solamente un valor para la cantidad del flujo (e.g., presión, 



velbcidád, temperatura, etc.) Por esta razón tiene poco sentidb el tonservar 

más información para localizar una superficie libre. Después de este 

razonamiento, el uso de una sola cantidad, la fracción de fluido F del volumen 

en cada celda de la malla, es constante con la resolución de las otras 

cantidades del flujo. 

Si se conoce la cantidad de líquido en cada celda es posible localizar las 

superficies libres, las pendientes de la superficie y la curvatura superficial. Las 

superficies son fáciles de localizar porque se encuentran definidas en las 

celdas llenas parcialmente de líquido y entre las celdas llenas por completo y 

las que no tienen ningún líquido. 

Las pendientes y las curvaturas son calculadas Usando las fracciones del 

fluido del volumen ocupado en celdas vecinas. El elemento esencial en este 

proceso es recordar que la fracción del volumen F debe ser una función de 

escalón, es decir, teniendo un valor de cero a uno. Sabiendo ésto, las 

fracciones del volumen en celdas vecinas se pueden entonces utilizar para 

localizar la posición del líquido (y su pendiente y curvatura) dentro de una 

celda particular. 

Las condiciones de frontera de la superficie libre se deben aplicar como en el 

método de MAC. Es decir, asignando la presión de gas apropiada (más la 

presión equivalente de la tensión superficial) así como la determinación de 

qué componentes de la velocidad, fuera de la superficie se deben utilizar para 

satisfacer una razón de cero del esfuerzo de corte en la superficie. En la 

práctica, es a veces más simple asignar gradientes de la velocidad en vez de 

componentes de la velocidad en las superficies. 

Finalmente, para poder computar la evolución en el tiempo de las superficies, 

una técnica necesaria es mover fracciones del volumen con una malla de una 

manera tal que la naturaleza de la función de paso de la distribución se 

conserve. La ecuación cinemática básica para las fracciones fluidas es similar 



a aquella para el método de la función de altura, donde está la fracción F de la 

función fluida: 

dF dvx dvy dvz 
+ Vx — + Vy— + Vz— = 0 (3.15) 

dt dx dy dz 

La función F del método VOF toma un valor de 0 a 1, conociéndose también 

como función escalón. F es igual a 0.0 para elementos vacíos, 1.0 para 

elementos completamente llenos y entre 0.0 y 1.0 para los elementos con 

superficies libres. 

Es fáci! modelar exactamente la solución a esta ecuación en una dimensión 

tal que la distribución de F conserva su valor de cero o algún otro valor. 

Imagínese que un líquido está llenando una columna de celdas de abajo hacia 

arriba. En un cierto instante la interfase del fluido está en la región media de 

una celda de tal forma que la celda vecina abajo está llena y que la vecina de 

arriba está vacía. La relación de lleno/vació de la celda vecina significa que la 

interfase se debe situar sobre el fondo de la celda por una cantidad igual a la 

fracción fluida en la celda. Entonces el cálculo de cuánto líquido se puede 

pasar a la celda vacía de arriba se hará hasta que primero se llene ésta. 

En dos o tres dimensiones un procedimiento similar de usar la información de 

F de la celda con las celdas vecinas puede ser utilizado, pero no es posible 

tener la misma exactitud como en el caso unidimensional. El problema con 

más de una dimensión es que una determinación exacta de la forma y de la 

localización de la superficie no es posible. Sin embargo, esta técnica se 

puede utilizar debido a lo que se ha evidenciado por la cantidad tan grande de 

aplicaciones que se le han dado a este método de VOF. Los trabajos de Hirt y 

coautores[9,12) se deben consultar para conocer el trabajo original sobre esta 

técnica. 

El método de VOF ha logrado proporcionar una técnica que sea de gran 

alcance como el método de MAC, pero sin los gastos indirectos de ese 



método. La idea de seguir el volumen en comparación con la función de 

seguir la superficie libre significa que es bastante más robusto para manejar (a 

separación de fluidos y la unión de nueva cuenta con el flujo principal. 

Además, como utiliza una función continua no sufre de la carencia de la 

divisibilidad que las partículas discretas exhiben. En 1988, el modelo SOLA-

VOF fue modificado para incluir la transferencia de calor. Se seleccionó en 

lugar de la técnica MAC debido a las dificultades encontradas cuando se 

calculaba la convección de calor en las celdas de la superficie. El método 

SOLA-VOF tiene la ventaja adicional que la tensión superficial y la adhesión a 

la pared puede ser evaluada por la orientación de la superficie libre'13'. 

En 1991, mientras se desarrollaban y se seguía la investigación en el 

mejoramiento de los métodos SOLA-VOF y SOLA-MAC por separado, ya 

había en el mercado algunos programas comerciales para el cálculo del 

llenado y solidificación de piezas de fundición, con la aplicación del primer 

método como a continuación se describe: 

• C. Wang y coautores'14' usaron SOLA-VOF para simular el llenado de un 

pistón de aleación de aluminio y un rin de aluminio por el proceso de baja 

presión. Un número importante de mejoras se le hicieron posteriormente, 

entre (os que destaca otro trabajo de C. Wang y coautores'151. 

• C. Hirt'161 reportó el desarrollo de FLOW3D y demostró su importancia en la 

inercia de acuerdo a la secuencia de llenado. 

• P. Hansen y coautores'171 reportaron el desarrollo de MAGMASOFT, siendo 

una solución integral que incluía no solo el cálculo de llenado sino también la 

solidificación. 



3.4 Selección del método numérico a utilizar 

Ahora que el problema ha sido formulado en forma de ecuaciones 

diferenciales gobernantes para todas las variables involucradas, lo que sigue 

es resolverlas. Se aplicara aquí el método de volumen finito (FV) para 

convertir las ecuaciones diferenciales en algebraicas. Esta elección obedece a 

que este método utiliza una derivación semejante al fenómeno físico a 

describir. El método satisface los principios de conservación tanto a nivel de 

un elemento como globalmente. Por lo que el método de FV asegura el 

mismo esquema numérico que las ecuaciones diferenciales describen, en 

otras palabras los principios de conservación. Este método es utilizado en el 

programa Flow3D|16], el cual es utilizado en el desarrollo de esta investigación. 

3 A 1 Resumen de las ecuaciones diferenciales gobernantes 

Las ecuaciones gobernantes que se mencionaron en la sección 3.2 y la que 

describe el método VOF, pueden ser puestas de la siguiente forma genérica'2': 

la ecuación (3.16) contiene cuatro tipos de términos, de izquierda a derecha, 

indicando lo siguiente: 

- Término transitorio. 

- Término de transporte por convección. 

- Término de transporte por difusión. 

- Término de generación. 

(3.16) 



De la ecuación (3.16) se pueden obtener las ecuaciones diferenciales 

gobernantes de continuidad, momento, energía, VOF, etc. Estas difieren entre 

sí por el valor que toma la variable <j>que los gobierna, el coeficiente de 

difusión r * y la expresión del término de fuente de generación S*. La Tabla 

3.2 muestra los coeficientes de varias de las ecuaciones diferenciales 

gobernantes. 

Nombre de la Ecuación Y<t> s* 

Continuidad 1 0 0 

Momento u¡ H 

f)p 
-—+pg, + s? + sf + x, 

ot 

Energía T 

k 
c,P 

1 f df ^ 
Cy^ Ot ) 

Fracción de Volumen / 
(VOF) P 0 0 

Tabla 3.2 Coeficientes de varias ecuaciones de transporte121. 

3.4.2 Aplicación del método de Volumen de Control y su discretización 

La dicretizadón espacial es el proceso de subdividir una región que se 

modelará en un sistema de volúmenes pequeños de control. Asociado a 

cada volumen del control habrá uno o más valores de las variables 

dependientes del flujo (e.g., velocidad, presión, temperatura, etc.). Estos se 

representan generalmente con un valor local promedio. Los algoritmos 
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numéricos que representan aproximaciones a las leyes de la conservación de 

la masa, del momento y de la energía se utilizan para computar estas 

variables en cada volumen de control. 

En particular aquí se estudiaran los volúmenes del control o aquella 

discretización con celdas fijas. Las celdas pueden ser estructuradas o no 

estructuradas. Una celda estructurada significa que los elementos del volumen 

están ordenados muy bien y un esquema simple (e.g., índices i-j-k) se puede 

utilizar para etiquetar los elementos y para identificar a sus vecinos, ver Figura 

3.2. 
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Figura 3.2 Representación de una malla estructurada de volumen finito y un 

acercamiento al elemento típico ij,k y sus vecinos(2]. 

En celdas no estructuradas, el elemento o volumen se puede generar de 

cualquier manera y en este caso deben existir listas especiales con 

características individuales para identificar los elementos vecinos. 



Figura 3.3 (a) Discretización regular o estructura, (b) Discretización irregular o no 

estructurada11'. 

Las celdas estructuradas vienen en varias variedades, dependiendo de la 

forma de sus elementos. La celda más simpíe es generada con una caja 

rectangular subdividiéndola en un sistema donde las caras de los elementos 

rectangulares son paralelas a las caras de la caja. Los elementos son 

ordenados por lo general iniciando con la coordenada x, luego y y finalmente 

la dirección de z, de modo que elemento de la celda (i, j, k) sería el elemento 

iésimo en la dirección x, etc, ver Figura 3.2. 

La discretización usando el método de Volumen de Control se realiza 

generalmente en 2 pasos. Llamando a estos pasos niveles 1 y 2 de 

discretización. En el nivel 1 de discretización, la ecuación general (3.16) será 

integrada sobre eí volumen de control P como se muestra en la Figura 3.4. 

Figura 3.4 Volumen de control P[2]. 



La forma integral de la ecuación (3.16) queda de la siguiente manera[2J: 

/+<$ -> i+á 
j j Upd>)dtdVp + j ¡ (pUj$}ítdVp = 
V, ' dt ^ í ÜXj 

N „ (3-17) 
í + ¿ r 

r ^J dx,. } J V„ I 

Si ahora se aplica el teorema de la divergencia de Gauss a la ecuación (3.17), 

para convertir las integrales de volumen en integrales de superficie, queda la 

ecuación de la siguiente forma: 

I+A i+it 
J j ~(p<j>)dtdVp + J ¡ (p0r . r r } i tdnp = 
V t G t V t 

(3.18) t + St í+<* 
J j(r*V&)-ñdtdnp + j* js*dtdvp 
y. t y. i 

En la ecuación anterior VP y QP representan el volumen y la superficie que 

envuelven el volumen de control con centro en P, respectivamente. 

Al aplicar el siguiente nivel de discretización® a esta ecuación se obtiene la 

ecuación (3.19)que aplica para cada volumen de control: 

= (3.19) 
nb 

Después de analizar las ecuaciones gobernantes y las variables que llevan, 

dan 5 ecuaciones con 6 variables desconocidas: 

Ecuaciones de momento 3 ees, (4 variables: vx, vy, vz y P) 

Ecuación de energía térmica 1 ec, (1 variable: T) 

Ecuación de VOF 1 ec, (1 variable: F) 

Por lo que hace falta al menos una ecuación más que relacione la presión. 

Esta se obtiene siguiendo el procedimiento descrito en el libro de Patankar|1], 
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donde la ecuación de continuidad se arregla como la ecuación de presión o 

corrección de presión para fluidos incompresibles. Lo que lleva a obtener la 

ecuación de presión: 

í3-22) nb 

Ya con esta sexta ecuación se puede obtener la solución a las 6 variables. 

Existen diversos algoritmos que intentan tomar las 6 ecuaciones al mismo 

tiempo, pero lo vuelven muy complicado y pesado para el cálculo implícito. 

La clave del algoritmo es el cálculo de incremento de tiempo, el cual debe de 

satisfacer el criterio del esquema explícito. Aquí se presenta el algoritmo 

genérico SOLA-VOF|4]; 

1. Formular y resolver las ecuaciones de momento por el esquema 

explícito. 

2. Formular y resolver la ecuación de corrección de presión por el 

esquema implícito. 

3. Corregir la presión estática y las velocidades cuando las correcciones 

de presión estén disponibles. 

4. Formular y resolver le ecuación de energía térmica por el esquema 

implícito. 

5. Formular y resolver la ecuación de VOF. 

6. Esto completa el incremento del tiempo y se sigue por el número total 

de iteraciones requeridas. 



3.5 Recientes aplicaciones de la simulación numérica en el diseño de 
coladas 

Como se vio en el capítulo anterior, la aplicación de la simulación al proceso 

de llenado de moldes con aluminio líquido, ha sido una parte clave en el 

desarrollo de nuevos diseños de coladas. 

De 1995 a la fecha los desarrollos de algoritmos y programas comerciales 

para la simulación del comportamiento del aluminio líquido han hecho, 

realmente, una predicción bastante semejante a la realidad. 

En ese mismo año de 1995, se desarrolló en Inglaterra el 7o Congreso de 

Modelación de los Procesos de Fundición, Soldadura y Solidificación, 

MCWASP VII, por sus siglas en inglés. Se realizó un estudio experimental de! 

llenado con aluminio de una colada típica usando el proceso de gravedad, el 

cual fue filmado con equipo de Rayos-X. El estudio completo se realizó con el 

mayor control posible, con la idea de desarrollar material que pudiera ser 

comparado y medido contra predicciones arrojadas por cualquier simulador 

comercial de dicho proceso. El estudio está disponible para cualquier persona 

interesada en el tema[18,19! y que desee comparar sus resultados con los 

obtenidos experimentalmente. 

Se manejó una geometría estándar de la colada, con una altura 

suficientemente grande para que el comportamiento del aluminio fuera de tipo 

turbulento, ver Figura 3.5. Esta información, junto con todos los datos iniciales 

requeridos, se le pasó a cada uno de (os equipos que aceptaron el reto |20"28'. 

Cabe aclarar que ninguno de los participantes tuvo acceso a los resultados 

antes de la presentación en el congreso, lo cual permitió un mejor nivel para 

comparar genuinamente el nivel de predicción de cada uno de los programas 

utilizados. 
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Figura 3.5 Dibujo del sistema de alimentación utilizado en el estudio de Sirrell y 

coautores1191 

Los resultados fueron en general muy buenos, lo cual demostró la buena 

predicción que pueden realizarse en forma macroscópica120"281. Sobre todo, 

dos de los nueve programas evaluados pudieron reproducir mucho mejor el 

comportamiento general|24,25í. En ambos casos se tomó en cuenta la tensión 

superficial, lo cual ayudó, pero esto no representó ser tan importante para que 

los resultados fueran muy diferentes comparados con los demás. 

Flow3D, que aplica el método de Volumen Finito y el algoritmo SOLA-VOF, 

fue uno de los que mejor predijeron el comportamiento cualitativo del aluminio 

líquido en movimiento. 



En los últimos 7 años, los avances no se han detenido y cada vez son 

mejores las predicciones que pueden realizar varios de los programas 

comerciales. 

Actualmente la simulación del fenómeno de llenado de piezas de fundición ha 

desplazado y reemplazado la utilización de modelos experimentales de 

acrílico que se hacían llenar con agua para poder observar el comportamiento 

del aluminio líquido dentro del sistema de alimentación1291. En una serie de 

trabajos que han realizado T. Nguyen y coautores en Australia [30,31] y J. 

Campbell y coautores en Inglaterra'18,1932,331, entre otros, se ha comprobado 

que los programas de simulación como Flow3D, son capaces de reproducir 

adecuadamente el comportamiento real del aluminio líquido en movimiento. 

Para el año 2002, los trabajos de J. Campbell incluyeron el uso de Flow3D y 

otros programas, para poder correlacionar y estudiar de una forma más 

avanzada sus experimentos físicos y así probar nuevas teorías132,331. 

Adicional mente los desarrolladores de este programa comercial han realizado 

importantes mejoras que resultan en: 

- Predicción de algunos defectos superficiales en el aluminio líquido'341. 

- La determinación del tiempo de residencia del líquido en el sistema5351. 

- Aplicación del método FAVOR (Fractional Area-Volume Obstacle 

Representation) para eliminar pérdidas de energía por las paredes tipo 

escalón o zigzagí351. 

Adicionalmente, el programa cuenta con la ventaja de realizar un mallado 

estructurado rápido y sencillo, pero a la vez puede capturar en esencia los 

efectos de curvatura de la geometría sin distorsionar la malla. Esto hace que 

la preparación de la simulación sea muy rápida y con una forma que puede 

competir en exactitud con lo obtenido por los métodos de elementos finito. 
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Figura 3.6 a). Fluido estático en la parte izquierda del canal, b).F!uido en la parte 

derecha el canal después de moverse por gravedad y conservar la energía 

alcanzando la altura original1351. 

Otra muestra de que sí es posible representar en Flow3D la geometría con 

curvaturas y adaptarse a dicha geometría utilizando el método interno de 

FAVOR se muestra en la figura 3.7. 



Figura 3.7 Tratamiento de curvaturas en Flow3D con FAVOR a). Mallado grande, b). 

Mallado regular, c). Mallado fino1351. 
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Capítulo 4. Técnicas de Optimización de un Diseño 
La ciencia puede imponer límies al conodmierto, pero no puede imponer límtes a 
la rnaginaóón. 

- Bertand Russell 

4.1 Introducción 

Para poder comprender mejor la aplicación de las técnicas de optimización en 

el diseño dentro del campo de la ingeniería, hay que revisar la forma 

tradicional de diseñar. El diseño es frecuentemente realizado a través del uso 

de tablas y gráficas que se han desarrollado durante años de experiencia. 

Estos métodos son medios eficientes para obtener una solución razonable a 

los problemas tradicionales de diseño. Sin embargo: al volverse los problemas 

más complejos, se prefiere el uso de computadoras para obtener su solución, 

como se vio en él capítulo anterior. 

Si se supone que se tiene un programa capaz de analizar el problema de 

interés, entonces, la solución obtenida es una indicación cuantitativa de que el 

diseño es aceptable. Al cambiar una o más variables y volver a correr el 

programa se observa si existe una mejora en el diseño o no. Así 

sucesivamente, se puede tener al final una cantidad tan grande de resultados 

como permita el tiempo de cálculo invertido en cada corrida. Con todos estos 

resultados se puede hacer una gráfica o tabla que permita interpolar o 

extrapolar la solución óptima del problema. Este procedimiento puede ser 

aceptable cuando se tienen de 1 a 3 variables de diseño y se pueden mostrar 

gráficamente, pero cuando este número aumenta, obtener el punto óptimo 

gráficamente se vuelve complejo o imposible. 

Bien entonces, si se tiene un programa capaz de reproducir de forma 

aceptable algún fenómeno físico, la automatización del proceso de diseño 

para obtener los valores óptimos de las variables de diseño que produzcan el 

objetivo deseado, se convierte en una alternativa atractiva. La aplicación de 
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técnicas numéricas o matemáticas es simplemente una forma lógica de llevar 

a cabo la automatización del proceso del diseño. 

No es el interés del presente capítulo explicar detalladamente los conceptos 

básicos de las técnicas de optimización numérica, sino sólo aquellos temas 

relevantes y relacionados a las técnicas aplicadas experimentalmente en el 

presente trabajo. El lector que no se encuentre familiarizado con el tema 

puede buscar en el Anexo 1 un resumen breve con un ejemplo aplicado del 

concepto de optimización numérica. También se recomienda consultar el libro 

de Vanderplaatst1]. 

4.2 Conceptos básicos de optimización numérica 

El concepto de la optimización es básicamente mucho de lo que se hace en 

nuestra vida diaria. El deseo de hacer o de ser lo mejor de lo mejor. En 

ingeniería, se desea producir la mejor calidad de vida posible con los recursos 

disponibles. Al diseñar nuevos productos, se deben usar herramientas de 

diseño las cuales den el resultado deseado en un tiempo y a un costo 

aceptable. 

El diseño óptimo, puede definirse como el proceso de encontrar cuales son los 

valores de las variables de diseño, para los cuales (a función que mide el 

criterio de desempeño toma su valor máximo o mínimo, según el caso. A esta 

función se le denomina función objetivo y depende de los valores de las 

variables de decisión, o en este caso, variables de diseño. Además para que 

el diseño sea factible, las variables de diseño deben satisfacer una cierta 

cantidad de requerimientos especificados llamadas restricciones tecnológicas. 

De forma general, los métodos de optimización requieren encontrar el valor de 

X que minimice o maximice la función objetivo F(X) y que cumpla con las 



restricciones que puede tener el problema. De forma matemática se escribe 

de la siguiente forma111: 

Minimizar: F(X) Función objetivo (4.1) 

Sujeta a: 

gXX)< o j = \,m Restricciones de desigualdad (4.2) 

hk(X) = 0 k = \,l Restricciones de igualdad (4.3) 

X¡ <X.,<XU_ i — \,n Restricciones de frontera (4.4) 

donde X es igual al vector de variables de diseño: 

X = X, 

X. 

Variables de diseño 

gj(X) representa el conjunto de restricciones tecnológicas de no igualdad en 

función de las variables de diseño. 

hk(X) representa el conjunto de restricciones tecnológicas de igualdad en 

función de las variables de diseño. 

X¡ y X" representan los límites inferior y superior de los valores factibles de 

las variables de diseño X. . 



4.3 Ventajas y limitaciones del uso de la optimización numérica 

4.3.1 Ventajas 

• La mayor ventaja es la reducción en el tiempo de diseño, sobre todo 

cuando el mismo programa computaciona! se puede aplicar a muchos 

proyectos de diseño. Esto significa que al tener un sistema de análisis 

y optimización que se puede aplicar a la optimización de un diseño, el 

mismo se puede aplicar a un problema semejante sólo cambiando los 

datos iniciales. 

• La optimización ofrece un proceso de diseño sistematizado de forma 

lógica. Puesto que al realizar el análisis y obtener una solución factible 

se asegura de antemano la satisfacción de las restricciones 

tecnológicas. Al menos se obtiene de esta forma un valor óptimo local y 

al realizar el mismo análisis con diferentes puntos iniciales siguiendo 

cierta metodología se puede llegar a un valor óptimo global. 

• Se puede utilizar con una gran cantidad de variables de diseño. Al 

realizar el estudio de optimización se puede especificar un número de 

variables de decisión o diseño, tantas como permita el programa y el 

método de optimización seleccionado. Los valores de las variables se 

hacen variar de forma automática de acuerdo al algoritmo interno de 

búsqueda que aplica cada uno de los métodos de optimización. 

• La optimización virtualmente siempre lleva a tener una mejora en el 

diseño. Por el hecho de que, en caso de encontrar un punto de diseño 

factible se cumplen en automático aquellas restricciones tecnológicas 

impuestas, que en muchos casos se vuelve difícil encontrarlo si se 

aplica la técnica de prueba y error. 

• La optimización requiere de una interacción mínima del hombre con la 

computadora. Ya que después de programar el análisis de 



optimización, el mismo se puede aplicar en la solución de problemas 

escogiendo diversos valores iniciales de cálculo y cada uno de los 

análisis puede requerir varios días de análisis, mientras que la 

programación inicial puede requerir sólo un día. 

4.3.2 Limitaciones 

• El tiempo de cómputo se incrementa al incrementar el número de 

variables de diseño. Si se desea considerar todas las posibles 

variables de diseño, el costo de este diseño automatizado es 

frecuentemente prohibitivo. 

• Las técnicas de optimización no tienen una experiencia almacenada o 

intuición de que echar mano para decidir. 

• Si el programa de análisis no es teóricamente preciso, los resultados 

de la optimización pueden ser equivocados y llevan a una decisión 

errónea. 

• La mayoría de los algoritmos de optimización tienen dificultad al tratar 

funciones discontinuas. También, los problemas que son altamente no 

lineales pueden converger lentamente o no hacerlo. 

• Hay problemas que por su naturaleza compleja, al llegar a una solución 

óptima, no se puede asegurar que ésta represente el punto óptimo 

global. El punto óptimo global se puede obtener con algoritmos 

especiales dedicados a ello, pero que requieren mayor tiempo de 

implementación. Para tener una mejor idea de la forma de la función 

objetivo se requiere iniciar varias veces el cálculo con diferentes puntos 

de inicio. 

• Debido a que muchos programas de análisis no se escribieron 

teniendo el proceso de diseño automatizado en mente, la adaptación 
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de estos programas al código de optimización puede requerir 

significante reprogramación de las rutinas de análisis. 

4.4 Resumen del desarrollo de las técnicas de optimización 

4 4 1 Orígenes 

La optimización numérica ha sido tradicionalmente desarrollada en la 

comunidad de la investigación de operaciones*1,21. El uso de estas técnicas en 

la ingeniería de diseño se popularizó en 1960 cuando Schmit131 aplicó técnicas 

de optimización no lineal en el diseño estructural y creó la frase "síntesis 

estructural". Aunque su trabajo fue restringido a la optimización estructural, los 

conceptos presentados ahí ofrecieron fundamentalmente un nuevo 

procedimiento para la ingeniería del diseño, el cual es aplicable a una gran 

variedad de problemas de diseño. 

El propósito de la optimización numérica es proveer una herramienta 

computacional para ayudar al diseñador en esta tarea. Esto definitivamente no 

busca sustituir la tarea del diseñador, sino ayudarlo a aplicar mejor su tiempo 

y que le permita decidir entre sólo aquellos diseños óptimos que satisfagan las 

restricciones mínimas impuestas, aplicando su habilidad y experiencia. 

4 A 2 Clasificación de los algoritmos utilizados en optimización 

En la Figura 4.1 se muestra una clasificación general de los algoritmos de 

optimización^1. Esta clasificación inicia con la división que se hace de los 

problemas de acuerdo al tipo de las variables diseño y las funciones que 

intervienen. Las variables pueden ser continuas o discretas. Entendiendo por 

variables continuas aquellas que se representan con números reales, e.g. 1.0, 

3.345, 2.9, etc. Y por variables discretas aquellas que se representan con 

números enteros, e.g. 1,9,40, etc. 
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MÉTODOS DE OPTIMIZACIÓN 

Yar. Continuas Var. Discretas 

Figura 4.1 Clasificación general de los diferentes métodos de optimización*41. 

(Traducción de la gráfica en inglés que se encuentra en "NEOS Guide Optímization 

Tree", www-fp. mcs.a ni.gov/otc/Gu i de/OpWVeb/i ndex.html). 

Los métodos de optimización que utilizan variables continuas se pueden 

dividir entre las que tienen restricciones y las que no. Para después llegar al 

nivel donde aparecen los diversos algoritmos desarrollados para la solución 

del tipo de problema ya sea con restricciones o sin ellas. 

Por otro lado, para solucionar los problemas con variables discretas existe un 

menor número de técnicas de optimización como se puede ver en la Figura 

4.1, pero que son también las que más desarrollo han mostrado en los últimos 

años. 



4.5 Descripción de los algoritmos de optimización de interés en el 
presente estudio 

A continuación se hará una breve descripción, de cómo funcionan 

básicamente, de algunas técnicas directas de optimización numérica con 

gradientes, las cuales son apropiadas para ios problemas con variables de 

diseno continuas y con restricciones. 

4*5.1 Programación Lineal Secuencia! con Resta iccioi íes (SLP) 

La mayoría de los análisis y diseños aplicados en la ingeniería son no lineales 

con respecto a las variables de diseño. De cualquier forma siempre es posible 

linealizar un problema particular y luego obtener la solución a esta 

aproximación. 

Al contar con una solución aproximada, se puede de nueva cuenta linealizar 

en este nuevo punto y resolver el nuevo problema lineal aproximado, luego se 

repite el proceso hasta que se obtiene una solución precisa. Este 

procedimiento de representar linealmente el problema y luego resolverlo 

repetidamente, se le conoce como el método de programación lineal 

secuencial, SLP. 

Para entenderlo matemáticamente, se tiene que las ecuaciones generales 

(4.1) a (4.4) que expresan el problema de optimización no linea! con N 

variables y sus restricciones, pueden representarse linealmente utilizando las 

series de Taylor aplicadas en primer orden: 

Minimizar: F{X") + VF(X°).SX (4 5) 

cumpliendo con: 

o y = l,m ( 4 6 ) 



hk(X)~hk(X-,)+Vhk(X' ).¿X = O k 3,/ (4.7) 

x[ < x. + sxi < x1; 

donde -̂V = X - Xú
 e s e | vector que contiene ias variables de diseño. Y XO es 

el punto ¡nidal de diseño en cada iteración. 

De esta forma ias nuevas ecuaciones presentan una función lineal con 

restricciones lineales como se puede observar en la Figura 4.2. En el punto 

inicial de diseño Xo, la función objetivo y las restricciones se representan 

linealmente. Si el problema a estudiar tiene suficientes restricciones entonces 

se vuelve más sencillo llegar al óptimo verdadero. En el proceso se 

encontrarán primero otros puntos aproximados al óptimo, ver Figura 4 2, y 

aunque se encuentren en las zonas no factibles, una nueva Idealización del 

problema en el nuevo punto permitirá llegar a la solución en pocos pasos. 

Figura 4.2 El problema con restricciones aproximado linealmente111. 

(4.8) 



El método t iene la desventaja de que si existen pocas restricciones, entonces 

puede no ser (imitada adecuadamente la búsqueda, lo cual puede dificultar el 

encontrar el punto óptimo verdadero, dado que podría ser que no encontraría 

una restricción en la dirección de búsqueda, ver Figura 4.3. Se recomienda su 

uso en aquellos problemas que son lineales por naturaleza. 

.v-

Ftgura 4 .3 Problemas ai tener pocas restricciones con la aproximación ünealt1]. 

4.5.2 Método Modificado de Direcciones Factftles con Restricciones (MMFO) 

Existen otros métodos que tratan directamente con la nolinealidad del 

problema. Dentro de estos existen varios que se les puede llamar de 

direcciones factibles. 

Eí caso general o básico de este tipo de métodos se puede describir de la 

siguiente forma. Primero partiendo de un punto (nidal factíbfe se encuentra 

una dirección de búsqueda S para después moverse en esa dirección y 

actualizar el vector de variables X de acuerdo a la ecuación (4.9): 



X"7 =X° l + a S " (4.9) 

donde <**es un valor escalar que multiplica el vector de dirección de 

búsqueda y puede ser calculado por diversos métodosí11. 

El énfasis de este método, es determinar una dirección de búsqueda la cual 

rápidamente reducirá la función objetivo mientras mantiene un diseño factible. 

Esto lo hace al moverse en una dirección de búsqueda que traía de ser 

tangente a las fronteras o restricciones. Para entender mejor lo que se acaba 

de decir se puede observar la Figura 4.4. 

A, 

Figura 4.4 Representación de la dirección de búsqueda usable y factible*11. 

En la Figura 4.4 se observan varias curvas (hiperplanos en n dimensiones) 

que representan la gráfica de F(x) igual a diferentes valores constantes Hay 

que considerar el punto del diseño Xo sobre la frontera de restricción gi(X). En 

este punto el gradiente de la función objetivo F(x) se representa perpendicular 
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a la línea tangente a la curva de F(x) constante. Lo mismo se representa para 

el gradiente de la restricción g-i(x). 

Claramente se observan entonces los tres sectores de interés y sus límites. El 

primero de ellos puede ser el sector factible, el segundo es el sector usable y 

finalmente el sector que es usable y factible a la vez. Dentro de este tercer 

sector es donde el vector de búsqueda S se presenta. Dado que cualquier 

vector S que reduzca la función objetivo automáticamente forma parte de la 

dirección usable. 

Matemáticamente, los requerimientos de la región usable se pueden expresar 

de la siguiente manera: 

VF(X°).J<0 ( 4 1 0 ) 

Una dirección se le llama factible si al moverse en esa dirección con un 

pequeño valor no se viola la restricción. La representación matemática de la 

región factible queda entonces de la siguiente manera: 

v g l ( x > s < o ( 4 1 1 ) 

El inconveniente aquí es que la dirección de búsqueda trata de ser tangente a 

las restricciones y por lo tanto con valores pequeños de incremento fácilmente 

se puede pasar a la zona de infalibilidad y provocar que la optimización se 

detenga. Debido a este problema el método se modificó para que incluyera 

un factor 6 para que la dirección de búsqueda permaneciera alejada de las 

restricciones. En la Figura 4.5 se pueden observar los diversos valores de 9 y 

de que forma se puede lograr que la dirección de búsqueda permanezca 

alejada de las restricciones. 



Figura 4.5 Efecto de 9 en la dirección de búsqueda111. 

4.S3 Programación Cuadrática Secuencial con Restricciones (SQP) 

En el método anterior, se crea primero una dirección de búsqueda y luego se 

realiza la búsqueda en una dimensión siguiendo el vector establecido hasta 

que se mejora el valor mínimo de la función. Dicha dirección de búsqueda se 

encontró utilizando información de primer orden, los gradientes. 

En esta técnica, SQP por sus siglas en inglés, el concepto básico es muy 

similar al SLP. Primero se crea una aproximación por series de Taylor de las 

funciones objetivo y de las restricciones. Sin embargo, en lugar de buscar una 

solución a esta función objetivo lineal, se crea una aproximación cuadrática 

lineal del objetivo. 



La dirección de búsqueda se encuentra resolviendo un sub-problema con un 

objetivo cuadrático y restricciones lineales. La función objetivo es modificada 

utilizando multiplicadores lagrangianos y un valor exterior de penalización que 

permita la búsqueda en una dirección y se realice sin restricciones. 

Inicialmente se determina la dirección de búsqueda deseada. Esto se hace 

creando una aproximación cuadrática de la función objetivo modificada y la 

aproximación lineal de las restricciones, así que el problema de encontrar la 

dirección de búsqueda se expresa de la siguiente manera: 

Q(S) = F(X) + VF(X) • S + - ST BS 
Minimizar: 2 (4.12) 

cumpliendo con: 

Vgj(X)»S + ójgj(X)<0 J~ l,Tfi 

Vhk(X)*S + Shk(X) = 0 k = [J 

(4.13) 

(4.14) 

Aquí se tiene que las variables de diseño son componentes del vector de 

búsqueda S. La matriz B es inicialmente la matriz identidad se actualiza en 

S jr 

cada iteración siguiente. Los parámetros escalares J y ó son en cierta 

forma dependientes del problema y se les utiliza para prevenir de 

inconsistencias entre las restricciones línealizadas. Se les utiliza para asegurar 

que las restricciones línealízadas no eliminen por completo la región factible. 

Dichos parámetros se definen de la siguiente manera: 

si gj(X)<0 ( 4 1 5 ) 

Ss=S si g j (X) > 0 {416) 

0<S<\ (4.17) 



El problema para encontrar la dirección de búsqueda expresado por las 

ecuaciones (4.12) a (4.14) representan un problema cuadrático, al cual se le 

pueden aplicar técnicas especiales para su solución, por ejemplo el uso de 

dualidad, explicado a detalle por Vanderplaats en su libro™. 

Habiendo determinado la dirección de búsqueda S, el problema se reduce a 

una búsqueda de un óptimo en una dimensión. Este óptimo puede obtenerse 

mediante una interpolación polinomial cuadrática. Este algoritmo incorpora los 

mejores atributos de bastantes conceptos. Lo cual lo vuelve una herramienta 

bastante poderosa. 

4.54 Técnicas de Ntinimización Secuendal sin Restricciones (SUMT) 

El propósito general de este método es minimizar la función objetivo como una 

función sin restricciones, pero se incluye una penalización al tener violaciones 

en los límites de las restricciones. 

Debido a la forma en que el concepto de penalización se aplica, puede llevar 

en algunas ocasiones a inestabilidades numéricas, por lo que al 

implementario se cuida que la penalización sea moderada en las primeras 

etapas del proceso de optimización y se incremente al ir progresando en el 

desarrollo. Esto requiere la solución de bastantes problemas de minimización 

sin restricciones para obtener el diseño óptimo restringido, de ahí el nombre 

de este método, Técnicas de Minimización Secuencial sin Restricciones, 

SUMT por sus siglas en inglés. 

La forma básica de aplicar este método es creando una seudo-función 

objetivo de la forma mostrada en la ecuación: 



donde F(X) es la función objetivo original y P(X) es la función impuesta de 

penalización, su forma depende de acuerdo a la técnica SUMT utilizada111. El 

valor escalar rp es el que determina la magnitud de la penalización, dicho valor 

se mantiene constante durante cualquiera de las etapas de minimización sin 

restricciones, pero puede ¡r variando de una etapa a la otra. El subíndice p 

indica el número de la función de restricción aplicada. 

Hasta aquí se han revisado sólo algunos de los algoritmos de optimización por 

gradientes. La aplicación de uno u otro va a depender de las condiciones y 

naturaleza del problema, por lo que no es simple decidir cual es el más 

apropiado, puesto que depende del problema en cuestión. El lector que desee 

conocer a detalle sobre estos y otros métodos puede consultar el libro de 

Vanderplaats111. 

4.6 Criterios de convergencia 

Una parte muy importante en todo el proceso de optimización es el determinar 

cuando detenerse en la búsqueda del punto óptimo. El criterio de terminación 

aplicado puede tener un efecto mayor en la eficiencia y confiabilidad del 

proceso de optimización. 

A continuación se mencionan algunos de los criterios de convergencia que 

pueden utilizarse en conjunto con el proceso de optimización. 

4.6.1 Número máximo de iteraciones 

Este criterio siempre puede ser usado si el número máximo de iteraciones q 

sobrepasa el número de iteraciones máximas especificadas qmax y de esa 

forma el proceso de búsqueda se detiene. Esto asegura que si el proceso es 



extremadamente lento debido a que el algoritmo numérico tiene dificultades o 

la programación tiene algún error, el análisis no continuara indefinidamente. 

4.62 Cambio absoluto o relativo en la función objetivo 

El segundo criterio de terminación puede ser el checar el progreso obtenido 

en la optimización. En este caso dos criterios pueden utilizarse. El primero de 

ellos evalúa el cambio absoluto que la función objetivo va obteniendo de una 

iteración a otra y sí este cambio satisface una tolerancia definida durante todo 

el proceso. El segundo criterio checa el cambio relativo de la última iteración 

con la anterior e igualmente debe satisfacer una tolerancia predefinida. 

De esta manera se asegura que se pueda identificar la convergencia, 

independientemente si la magnitud de la función objetivo es muy grande o 

muy pequeña. 

4.63 Condiciones de Kuhn Tucker 

Para asegurar que se ha encontrado un valor óptimo local en un problema de 

optimización con restricciones, los programas de optimización tienen que 

realizar una validación que consiste en cumplir con las condiciones de Kuhn 

Tucker111. Esto se debe simplemente a que este criterio establece una revisión 

en el gradiente de la función objetivo F(X), para ver si cada componente de la 

misma se acerca suficientemente al cero, lo cual indicaría que el valor óptimo 

estudiado bajo las restricciones impuestas ha sido encontrado. 

Si se encuentra que la solución óptima de un problema de optimización 

descrito con las ecuaciones (4.1) a la (4.4), está representada por el vector X*, 

estos valores deben satisfacer las siguientes 3 condiciones: 



X* es factible (4.19) 

Ayg,(X*) = 0 j = l,m ¿j>0 (4.20) 

m 
VF(X ' ) + X ^ V g y ( X * ) + X ^ V ^ ( X ' ) = 0 (4.21) 

l - > 0 (4.22) 

Ám+i sin restricción en el signo (4.23) 

La ecuación (4.19) representa algo obvio, el diseño óptimo debe de satisfacer 

todas las restricciones. 

La ecuación (4.16) impone el requerimiento de que si la restricción g 7 (X) no 

se satisface de forma precisa, es decir g y (X) < 0, entonces el correspondiente 

multiplicador lagrangiano debe ser cero. 

Las ecuaciones de la (4.21) a la (4.23), expresan que la suma de todos los 

gradientes de las restricciones de igualdad y no-igualdad sean igual al 

negativo del gradiente de (a función en el punto X*. En dicho punto, la 

dirección de búsqueda S forma un ángulo de 90° con todos los gradientes y 

automáticamente no existiría una nueva dirección de búsqueda factible y 

usable que reduzca el valor óptimo encontrado en ese punto. 

Los criterios de convergencia presentados aquí no son todos los que existen, 

ni tampoco se tienen que aplicar todos. Por ejemplo, la aplicación y 

satisfacción de las condiciones de Kuhn Tucker da mayor certeza al encontrar 

un valor óptimo, pero no es necesario que siempre termine un análisis 

cumpliendo con esta condición para asegurar un valor óptimo. 



4.7 Aplicación de las técnicas de optimización en la solución de 
problemas de ingeniería 

4.7.1 Aplicación de las técnicas de optimización en el cfiseño de coladas 

El primer trabajo que se tiene registrado como un esfuerzo para la 

optimización numérica del diseño de coladas fue presentado en 1993 por 

Bradley y coautores151, usando modelos hidráulicos simples para simular el 

llenado del molde, aunque al parecer, esta técnica nunca se implemento161. El 

estudio aplica una representación o transformación de la colada en una serie 

de tubos y nodos que los unen, con lo que se deja de lado la geometría real 

en 3D por la complejidad que representa. Para realizar el estudio se 

supusieron ciertos valores de los coeficientes de fricción que la "tubería" 

requería. Sus conclusiones indican que hay una buena correlación al aplicarlo 

experimentalmente, pero esto depende de los coeficientes seleccionados si 

acaso se puede contar con ellos y que representen las pérdidas reales. 

Esto deja de ser un problema si se estudia directamente la geometría real y se 

tiene un adecuado programa que simule el fenómeno de las superficies libres 

y automáticamente tome en cuenta las pérdidas por fricción. 

El segundo trabajo relacionado con la optimización de coladas, y hasta donde 

se sabe el último hasta ahora, fue realizado por R. McDavid y J. A. Dantzig en 

1997í671. En este trabajo se aplica una formulación de optimización 

completamente analítica llamada sensibilidad del diseño para el análisis de 

flujos con superficies libres. Dicha técnica ha sido aplicada por los autores en 

una gran cantidad de trabajos y en diferentes ramos, incluso explicando con 

mayor detalle en que consiste en anteriores publicaciones18,91. 

Se utiliza una técnica de elementos finitos para simular flujos transitorios y 

turbulentos utilizando el programa comercial FIDAP. Se seleccionó el modelo 

de longitud mezclada "mixing length" para solución de flujos turbulentos 

representados por las ecuaciones de Navier Stokes de la forma turbulenta 



dependiente del tiempo. Adicionalmente se aplica el método de Volumen de 

Fluido, VOF, para modelar el movimiento de la superficie libre, como se 

explicó en el capítulo anterior. 

El resultado de este trabajo muestra que la metodología de optimización del 

diseño, la cual combina FEM con sensibilidad analítica computacional sí 

puede aplicarse al diseño de coladas teóricamente. 

El objetivo del diseño es eliminar las regiones de baja presión en la colada. 

Esto puede obtenerse maximizando las cantidades de fluido en contacto con 

las paredes de la colada en dos zonas, A y B. Esto obliga a que el corredor se 

conforme a la forma del fluido para evitar las separaciones del flujo de la 

pared. Esto se logra al maximizar la función de la suma de las fracciones de 

volumen del fluido en el elemento. 

c + (4.24) 
izNA Í<eNb 

donde Na y Nb son los conjuntos de los elementos en las regiones A y B 

respectivamente de dos zonas seleccionadas de la colada, estas zonas 

pertenecen al canal principal y las dos se encuentran antes de la primera 

entrada y í es la fracción de fluido en cada elemento de la región bajo estudio. 

Se menciona, durante la introducción de su trabajo, como posibles objetivos y 

restricciones en el estudio tos siguientes: 

1. Maximizar la eficiencia reduciendo el volumen total de la colada. 

2. Minimizar la erosión del molde y de los corazones. 

3. Minimizar la agitación del metal al frente. 

4. Minimizar la formación de flujos de vórtices en la colada. 



Pero después, durante el desarrollo y presentación de su trabajo, no se 

explica si todas o varias de estas restricciones se implementaron y de que 

forma lo hicieron. 

Se aplicó el programa comercial de optimización DOT utilizando el algoritmo 

BFGS[11 (Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno) y como únicas restricciones las 

impuestas a las variables de diseño, con un nivel inferior y uno superior. No se 

aplican restricciones de velocidad en las entradas. 

La optimización se logra al eliminar el aire en el corredor modificando la forma 

del mismo adaptándola al flujo. Pero, esta adaptación (cambio en la geometría 

de forma irregular), no sería algo práctico al momento de fabricar un molde 

físico. 

En 1998[81 se presentó una segunda parte de este trabajo donde se explicó la 

parte experimental. Algunas discrepancias en el tiempo de llenado entre lo 

simulado y lo que se encontró experimentalmente se deben a: 

1. Fue simulado en 2D y el experimento lógicamente está en 3D. 

2. Las geometrías físicas y simuladas no corresponden exactamente, 

especialmente en la entrada del sistema. 

3. Las pérdidas por fricción en la dirección de profundidad son ignoradas en 

el modelo y eso después repercute. 

4. El modelo de longitud mezclada no captura exactamente todos los efectos. 

En ningún momento se menciona si se simuló con aluminio en lugar de agua 

con glicerol, que fue lo que se utilizó al realizar el experimento. 



4.7.2 Otras aplicaciones de las técnicas de optimización en el diseño 

En varios trabajos se han aplicado métodos analíticos para calcular la 

sensibilidad del diseño, que no es otra cosa que resolver las ecuaciones 

gobernantes y calcular su sensibilidad a varios parámetros de diseño191. En 

particular se ha aplicado en el campo de diseño estructural^10,111 control de 

vibración112,131 y sistemas geométricos no lineales1141. Adicionalmente, los 

métodos de sensibilidad también se han formulado para el estudio de 

sistemas térmicos lineales y no lineales115"191. 

También se le ha aplicado en el estudio de sensibilidad de flujos estables y 

turbulentos sin llenado19-20-211 y para problemas de solidificación122'23-241. En el 

ramo de la fundición se pueden mencionar sólo algunos trabajos donde se 

utilizan técnicas de optimización numérica. Las investigaciones de D. Singh y 

coautores125"291 se aplican a diversos problemas de la fundición de piezas de 

aluminio. Con mayor énfasis y aplicación al proceso de fundición de riñes de 

aluminio t26^291 . 

Aunque hay que aclarar que la técnica de optimización utilizada en estos 

casos, únicamente se utiliza para hacer una regresión y ajuste de parámetros 

del simulador comercial ProCast, de acuerdo a lo que se tiene 

experimental mente125"291. En dichos casos, básicamente se toman los datos 

experimentales de temperatura en la superficie de diferentes componentes 

automotrices. El objetivo es encontrar los coeficientes de transferencia de 

calor que permitan que el programa de simulación realice simulaciones más 

acertadas. Con estos datos el optimizador, DOT111, utilizando el método 

BFGS111 para problemas sin restricciones, llama al programa de cálculo 

ProCast para que realice una serie de análisis hasta que se encuentra una 

correlación entre los datos experimentales y los obtenidos con el simulador. 

La aplicación de esta técnica se aplica tanto para llenado de moldes, 

solidificación y evolución microestructural. 



Se han publicado una serie de trabajos que tratan sobre la optimización de 

mazarotas y otros temas relacionados con la solidificación. En los trabajos de 

Dantzig y TortorellP'241 se encuentra el mismo procedimiento de sensibilidad 

de un diseño aplicado para la colada en la optimización de una mazarota. El 

objetivo fue disminuir el volumen de la misma pero sin la presencia de 

porosidad. Para tal efecto se utilizó el optimizador ADS[301 con el método de 

direcciones factibles de búsqueda MFD. Y el simulador es FIDAP[311. Como 

criterio de medición de porosidad se utiliza el de NiyanW321 en cada uno de 

los elementos de la malla donde se cree que existirá porosidad, esto se aplica 

en el problema como restricciones de desigualdad. 

También existen otros esfuerzos realizados para la optimización y o 

eliminación de defectos en las piezas de fundición aplicando otros 

simuladores que han demostrado ser efectivos en la simulación del fenómeno 

de llenado y solidificación. El trabajo de C. Poloni y coautores1331 utiliza 

MagmaSoft y MagmaFrontier y muestra la aplicación de una combinación de 

los métodos de algoritmos genéticos, "Genetic Algorithms" GA y de respuesta 

por aproximaciones de superficie, "Response Surface Aproximation" RSA. 

Esta técnica se utiliza en la optimización de los tiempos de aplicación del 

enfriamiento de moldes y los valores de tos coeficientes de transferencia de 

calor en las interfaces del mismo, para disminuir la porosidad de piezas de 

aluminio con buenos resultados. No se tienen reportados trabajos de 

optimización de coladas utilizando estos programas o de cambios directos en 

la geometría de algún otro elemento de fundición, como las mazarotas. A la 

fecha, no existe una versión comercial de MagmaFrontier. 

En los procesos relacionados con la fabricación de piezas de plásticoo 

compósitos las técnicas de optimización también se han aplicado134401. Los 

métodos de optimización utilizados han sido tanto los basados en gradientes 

como los estocásticos. y en el procesamiento de piezas de plásticos 



De los basados en gradientes se encuentran pocos trabajos, entre ellos tres 

de Tortorelli, utilizando el mismo tipo de formulación de sensibilidad del 

diseño134"363 como se aplica a la fundición de aluminio16'73, pero en estos casos 

para la optimización de la inyección1341 o extrusión de polímeros'35'361. 

Los métodos estocásticos también se han aplicado con éxito, por ejemplo los 

basados en algoritmos genéticos GA[33,3?1. Gokce y coautores1381 aplicaron 

recientemente el método de búsqueda de ramificación y corte, "Branch and 

Bound" BBS, para la optimización de las localizaciones de las entradas y los 

venteos en el proceso de inyección de compósitos líquidos. En el 

planteamiento propuesto se buscaron por separado dos objetivos diferentes. 

Primero, encontrar las posiciones de la entrada o entradas que permitan un 

tiempo de llenado corto. Segundo, encontrar los lugares de las entradas 

auxiliares o venteos que minimicen los problemas obtenidos por un mal 

llenado. En cada caso se estudian tres geometrías y los resultados se 

compararon con resultados obtenidos por otros métodos de optimización, 

(algoritmos genéticos GA) y también con los resultados obtenidos con 

simulaciones exhaustivas realizadas sin ningún método de optimización. Con 

una sola entrada utilizada y un venteo, se encontró que se requiere 90% 

menos cálculos para llegar a la solución óptima que a través del 

procedimiento de prueba y error. Y comparado con la técnica GA también fue 

más rápida y logró mejores soluciones. 

Existen una serie de trabajos relacionados con el procesamiento de plásticos 

o compósitos que son titulados de optimización o que buscan un diseño 

óptimo comparado con el diseño original que se tiene. Pero en estos trabajos 

sólo se aplican herramientas estadísticas13^411 o simplemente se realizan 

simulaciones directas con prueba y error y con ello se logra un diseño "óptimo" 
[39,401. En estos casos, como en otros semejantes aplicados en la fundición de 

aluminio, las técnicas aplicadas no son compatibles con las técnicas 

numéricas de optimización y de cualquier forma los trabajos llevan en su título 

la palabra "optimización". 
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Capítulo 5. Procedimiento experimental 
... ni ta tecria ni la expermentadór per si sotes pod^i resoh/er bs problemas 
ccrr l̂̂ o6delfÍL|octefydos-una(X)rn^ 

- Comité de Enseñanza, Academie des Paris, 1775 

5.1 Introducción 

Con el objetivo de mejorar el proceso típico de prueba y error aplicado al 

diseño y optimización de la colada, se estudia, desarrolla y propone a 

continuación una nueva metodología experimental. 

En los Capítulos 2, 3 y 4 se presentaron las bases teóricas y su aplicación, 

que permiten respectivamente: 

• Diseñar una colada en forma teórica. 

• Simular el comportamiento del aluminio líquido dentro de la colada. 

• La aplicación de técnicas numéricas de optimización para lograr un 

mejor diseño. 

Partiendo de un diseño típico o teórico de una colada y a través de la 

aplicación de un programa optimizador, acoplado con un simulador del 

llenado, se buscará el diseño óptimo de la forma más automática posible. 

El proceso completo para realizar esta labor consiste en las 4 etapas que se 

describen en detalle a continuación: 

Etapa 1. Selección del programa de simulación de llenado a utilizar. Simular 

el proceso y reproducir el fenómeno de llenado por gravedad con la mejor 

correlación posible. 



Etapa 2. Parte I. Selección del programa de optimización a utilizar. Parte II. 

Acoplar este programa de optimización con el simulador del llenado y realizar 

pruebas con los diferentes algoritmos numéricos de optimización. Parte III. 

Seleccionar el algoritmo de optimización más apropiado para el diseño de la 

colada. 

Etapa 3. Aplicación de la nueva metodología experimental obtenida en la 

etapa 2 en la optimización de una colada en 2D . Variar los diferentes factores 

de diseño y estudiar su influencia en la obtención del resultado objetivo. 

Etapa 4. Parte I. Aplicación de la nueva metodología experimental obtenida 

en la etapa 2 en la optimización de una colada en 2D en 3D. Parte II. Análisis 

metalúrgico y validación del resultado optimizado. 

Para realizar las pruebas y análisis computacionales de las etapas 1, 2 y 3, se 

utiliza una computadora con un procesador Pentium III de 650 Mhz y 256 Mb 

de memoria RAM. En la etapa 4, como se requiere mayor poder de computo 

para la colada en 3D, se utiliza una computadora con cuatro procesadores Pili 

Xeon de 750 Mhz y 4 Gb de memoria RAM. 

5.2 Etapa 1. Selección del simulador de llenado 

Como se vió en el Capítulo 3, el mayor reto al seleccionar el programa de 

simulación del llenado de un molde, por el método de gravedad, consiste en 

que se pueda simular las superficies libres. 

Flow3D[11 es un programa que aplica el método VOFí2} que logra simular el 

proceso de llenado por gravedad con gran éxito^41, y como se vió en el 

Capítulo 3, es capaz de simular las superficies libres. 



La aplicación de Flow3D a la solución del problema de llenado, requiere que 

inicialmente se pueda reproducir la simulación de una colada conocida y 

estudiada y realizar la correlación correspondiente. 

5 2 1 Corroboración del simulador con la realidad 

Para realizar la validación del simulador se utilizan los resultados obtenidos 

para tal efecto por J. Campbell y coautores151. Dichos resultados están 

disponibles para quien desee realizar la corroboración del fenómeno de 

llenado con cualquier simulador*61. En el estudio mencionado se describe a 

detalle la experimentación realizada y aquí se mencionan aquellos detalles 

importantes que pueden ser útiles para su comprensión. 

• El estudio consiste en el llenado de una placa de 200x100x10 mm sin 

mazarota con el sistema de alimentación que se ilustra en la Figura 

5.1. 

• El molde fue hecho de arena sílice con un contenido en masa de 1.2% 

de resina fenólica uretana. Este material es ampliamente usado en la 

fundición y sus propiedades físicas son conocidas. La selección de un 

molde de arena obedece a la posibilidad de observar y filmar el 

fenómeno del llenado con cámaras radiográficas de rayos-X, además 

de sus propiedades de alta permeabilidad al aire y reducir la influencia 

del mismo al llenar el molde. 

• El metal utilizado fue aluminio con una pureza de 99.999%, también 

seleccionado con la idea de eliminar la confusión por las diferentes 

propiedades físicas del aluminio y sus aleaciones. 
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Figura 5.1 Sistema de alimentación utilizado en el estudio de Campbell y 

coautores151. 

• Se vaciaron 2.2 Kg de metal líquido a una temperatura de 720 °C 

dentro de la copa del molde, (no representada en la Figura 5.1). La 

OPTIMIZACIÓN DE UN SISTEMA DE ALIMENTACION PARA EL LLENADO DE MOLDES CON ALEACIONES DE ALUMINIO 9 6 



caída del metal de la copa al bastón no inició hasta que se llenó la 

copa. Esto se logró tapando la conexión de la copa al bastón. Cuando 

la copa estuvo llena, el metal tenía una altura de 40 mm. En este 

momento se quitó la obstrucción y el metal inició el llenado del molde, a 

una temperatura de 700 °C. El llenado completo requirió 3.5 seg. 

• El llenado del molde fue filmado utilizando un equipo de rayos-X de 

160 kVde 1.5 mm de diámetro y grabado en video. 

• Se utilizó este tipo de diseño de colada, por un lado por su simplicidad 

para la modelación y no medir el poder de los programas de CAD para 

capturar un diseño más elaborado o complejo. Pero por otro lado, se 

escogió una altura de más de 300 mm para tener un comportamiento 

turbulento y producir suficientes superficies libres y entonces poder 

medir el potencial del simulador del fenómeno de llenado. 

• Para realizar la corroboración con el simulador seleccionado, los datos 

y la geometría mencionada son introducidos en Flow3D y se realiza la 

simulación. Los resultados son comparados con los obtenidos 

experimentaImente en el siguiente capítulo. 

5.3 Etapa 2. Selección del optimizador 

5.3.1 Parte I. Selección del optimizador 

Una parte muy importante que el programa de optimización numérica debe de 

cumplir, para aplicarlo en la presente metodología, es poder optimizar el 

diseño representado por vanables continuas. Como se explicó en el Capítulo 

4, los algoritmos de optimización directa por gradientes utilizan variables 

continuas y realizan el proceso de optimización en el rango definido de 

aplicación de cada una de las variables. De tal forma que, el programa de 



optimización a utilizar debe contar al menos con un algoritmo de optimización 

directa por gradientes. 

VisualDOCm es un programa que cuenta con los 4 algoritmos de optimización 

por gradientes descritos en el Capítulo 4. Esta basado en una arquitectura 

abierta que permite acoplarlo con varios programas de simulación, de 

cualquier tipo de procesos, entre los que se encuentra Flow3D. En la Figura 

5.2 se describe el proceso de optimización y acoplamiento de los 2 

programas. 

Archivo de Entrada 
de Flow3D 

Archivo de Entrada 
de Flow3D 

FlowSD 

Archivo de Salida 
de Flow3D 

VisualDOC 
Algoritmo de Opt. 

i 
No Criterios de 

Convergencia. 
¿Optimo Local? 

Criterios de 
Convergencia. 

¿Optimo Local? 

Si 

Diseño Óptimo 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Figura 5.2 Diagrama del acoplamiento de VisualDOC y Flow3D para realizar el 

proceso de optimización. 



El diagrama presentado en la Figura 5.2, describe el flujo y en el número de 

pasos descritos a continuación: 

0. Previamente a la optimización. En Fíow3D se prepara un archivo 

tipo texto que contiene los valores iniciales, de las variables y 

constantes necesarias para realizar una simulación del llenado de 

la colada. Individualmente, sin la aplicación del optimizador, se 

valida que no tenga ningún problema realizando una o varias 

simulaciones completas, al tiempo que se genera un archivo tipo 

texto de salida con los datos seleccionados para poder utilizarlo con 

el optimizador. Si no hay problema, se puede iniciar con la 

optimización. En paralelo, se programa en VisualDOC los pasos a 

seguir {1 al 6), siguiendo el diagrama de la Figura 5.2 y utilizando 

aquellos archivos de entrada y salida de Flow3D, identificando el 

programa ejecutable para iniciar el simulador. Igualmente se valida 

que el acoplamiento de los programas funcione. Es importante 

mencionar que este programa de acoplamiento puede ser utilizado 

con cualquier algoritmo de optimización por gradientes y no queda 

ligado sólo a uno. 

1. Para iniciar el proceso de optimización, dentro de VisualDOC, se 

ejecuta o iniela el programa previamente preparado. Se selecciona 

el algoritmo de optimización y los datos que requiere. De tal forma 

que al mandar llamar al simulador, se inicia con el procesamiento 

del archivo de entrada de Flow3D por primera vez (1), ver Figura 

5.2, con los datos iniciales del diseño teórico inicialmente 

seleccionado y que se desea optimizar. 

2. Flow3D realiza el cálculo de este diseño (2). 

3. Al final de la simulación se genera el archivo de salida (3) que 

alimentara ahora al algoritmo de optimización dentro de VisualDOC 

(4). 



4. Dependiendo del algoritmo de optimización a utilizar, se analizan 

los datos de salida en el paso (3). Después de realizar el análisis de 

optimización del diseño inicial se tiene un primer conjunto de 

resultados iniciales, para cuando se realice la siguiente iteración de 

comparar y analizar, de acuerdo a la técnica propia e intrínseca de 

cada uno de los algoritmos de optimización (4). 

5. Si el resultado de la simulación no cumple con el o los criterios de 

convergencia (5), el optimizador selecciona un nuevo conjunto de 

valores de las variables de diseño (basado en el algoritmo de 

optimización en operación) con el que se inicia nuevamente el 

proceso completo desde el paso (1). 

6. Este proceso se repite tantas veces como se requiera hasta que se 

cumpla algún criterio de convergencia, dependiendo del algoritmo 

utilizado, o si se agota el número máximo de iteraciones 

especificadas ai iniciar la optimización, o también, si hay algún error 

al realizar la simulación y esto provoca que se detenga todo e) 

proceso. 

5.32 Parte II. Acoplamiento del optimizador y el simulador 

Para realizar el acoplamiento mencionado con Flow3D, fue necesario realizar 

algunos cambios en el simulador para contar con 2 archivos ASCII o de texto, 

que pueden ser modificados o leídos por el optimizador para la entrada de 

datos y salida de resultados. 

Se utiliza el proyecto de la Sección 5.1 simulado en Flow3D y representándolo 

en dos dimensiones (2D). Se plantea entonces el problema de optimización 

de la siguiente manera: 



índices / Conjuntos: 

ie I = Conjunto de elementos de la malla del canal principal. 

j e J s Conjunto de elementos de la malla de la entrada a la cavidad. 

Parámetros: 

ZL, = Límite inferior de la profundidad del canal principal, (cm) 

ZLU s Límite superior de la profundidad del canal principal, (cm) 

CX, = Límite inferior de la pendiente de la parte final del canal principal, 

(cm/cm) 

CXu = Limite superior de la pendiente de la parte final del canal principal, 

(cm/cm) 

Variables de diseño (ver Figura 5.3): 

ZL = Profundidad del canal principal, (cm) 

CX = Pendiente de la parte final del canal principal, (cm/cm) 

Variables auxiliares: 

te, = Tiempo de llenado del i-ésimo elemento del canal principal; i e / . (s) 

te) = Tiempo de llenado del j-ésimo elemento de la entrada a la 

cavidad; j e J . (s) 



Vx. = Velocidad del aluminio en la dirección x en el i-ésimo elemento de la 

entrada a la cavidad; j e J . (cm/s) 

Vy = Velocidad del aluminio en la dirección y en el j-ésimo elemento de la 

entrada a la cavidad; j e J . (cm/s) 

Vz¡ = Velocidad del aluminio en la dirección z en el j-ésimo elemento de la 

entrada a la cavidad; j e J . (cm/s) 

Formulación 

Minimizar J - £ Vj (ZL, CX) (5.1) 
I J I ízj 

V} = Función objetivo que representa la velocidad del aluminio en el j-ésimo 

elemento de la entrada a la cavidad, / e J y es una función de las variables 

de diseño, Vj (ZL, CX) = ^¡Vx/ + Kv/ + VzJ 

Esta es la función objetivo definida sujeta a las restricciones y límites 

siguientes: 

Restricciones. 

te, <tej (5.2) 

Esta restricción matemática lo que indica es que el tiempo de llenado de los 

elementos en el canal principal, tc¡, debe ser menor o igual al tiempo en el que 

se activan la entradas del molde, te¡, (cuando inicia a entrar metal a la cavidad 

del molde). Por lo que, no se mantiene aire atrapado en el sistema de 

alimentación al momento de la activación de la entrada. 



Limites de las variables de diseño: 

ZL, <ZL< ZL, 'u (5.3) 

cx, <cx < cx. u (5.4) 

Donde cada una de las variables de diseño tiene una variación finita conocida 

y delimitada por los límites inferior y superior. 

Figura 5.3 En la colada de la Figura 5.1 se selecciona la profundidad del canal, ZL, y 

la pendiente de la parte final del canal, "colita", CX como las 2 variables de diseño. 

A las dos variables de diseño seleccionadas, ZL y CX, se les aplican 

restricciones de rango factible, tanto inferior como superior. 



En el caso de ZL el rango va de 9.5 a 10.9 cm. Para entender mejor lo 

anterior, hay que mencionar que el canal principal de la colada esta definido 

entre la parte superior de la misma, a la que se puede llamar el techo, y que 

se ubica a +11.5 cm en vertical del cero, ZH = 11.5 cm. El techo permanece 

constante en este estudio y sólo se le permite variar al piso del canal, es decir 

ZL. Entonces cuando ZL= 10.9 cm el canal resultante tiene una profundidad 

de 0.6 cm que es la restricción mínima impuesta. Cuando ZL = 9.5 cm el canal 

tiene una profundidad de 2 cm, que es la restricción máxima impuesta. Para el 

caso de CX, la pendiente del final del canal, los límites impuestos van de 0.25 

a 1.70. Esto representa una variación en el ángulo de 14 a 60°. 

Una vez planteado el problema de optimización, se realiza el acoplamiento de 

los dos programas a utilizar, como se explicó en el punto 5.3.1, basado en el 

diagrama de la Figura 5.2. 

5 ^ 3 Parte III. Selección del algoritmo de optimización 

En esta etapa se busca también seleccionar el algoritmo de optimización a 

utilizar. Para realizar esta selección se realizan algunas pruebas preliminares 

de los algoritmos, ésto con el objeto de conocer el comportamiento de cada 

uno de ellos al tratar de optimizar el mismo diseño original. 

El criterio para seleccionar el algoritmo, se basa en el tipo de resultados 

óptimos obtenidos por cada uno de los algoritmos de optimización. Por 

ejemplo, si la velocidad se minimiza más utilizando uno u otro, el tiempo que le 

toma realizar el calculo total, valores óptimos de las variables de diseño 

comparados con los valores del diseño original, entre otros criterios, 

convergencia, etc. 

En el planteamiento matemático del problema presentado en el punto anterior, 

5.3.2, se presentan las dos variables de diseño ZL y CX utilizadas. En esta 

primer prueba, se escogen 6 diferentes diseños originales de colada que se 



optimizaran utilizando los 4 algoritmos de optimización en cada caso. Para tal 

efecto, ZL se hace variar en 6 diferentes niveles, mientras CX permanece 

constante. Estas 6 parejas de datos representan 6 puntos diferentes de inicio 

escogidos dentro del área factible de diseño. 

Se realiza entonces el estudio de optimización con los 4 algoritmos, utilizando 

diferentes niveles de profundidad del canal y manteniendo la pendiente 

original fija. 

Los valores de las variables de diseño de las 6 pruebas seleccionadas se 

muestran en la Tabla 5.1. 

# PRUEBA ZL (cm) CX 

1 9.50 0.44444 

2 9.75 0.44444 

3 10.00 0.44444 

4 10.25 0.44444 

5 10.50 0.44444 

6 10.75 0.44444 

Tabla 5.1 Variables de diseño ZL= Profundidad de canal, 6 niveles y CX= Pendiente 

de parte final del canal, se mantiene constante a 04444, que equivale a un ángulo 

de 23.96°. 

Como los resultados de cada uno de los análisis realizados muestran que el 

tamaño del incremento de paso para los cálculos internos de cada algoritmo, 

"step size" (SS), es muy grande, se decidió incluir en el siguiente análisis esta 

variable del optimizador. El valor original de SS es 0.00001. Y se hace variar 

el tamaño de este incremento, pero no sólo haciéndolo más chico, sino 

también más grande, ver Tabla 5.2, aplicándolo en uno de los 4 algoritmos 

seleccionados. Para mayor claridad en este punto, ver los resultados y 

discusión de los mismos en el siguiente capítulo. 



«PRUEBA INCREMENTO 
DE PASO, SS 

1 1.E-01 
2 1.E-02 
3 1.E-03 
4 1.E-04 
5 1.E-05 
6 1.E-06 
7 1 .E-07 
8 1.E-08 
9 1.E-09 

Tabla 5.2 Variación del incremento de paso, SS, en 9 niveles de 1.0E-01 a 1.0E-09. 

Posteriormente se realiza otra prueba, pero ahora se hace variar CX, 

manteniendo fija la profundidad del canal y con 2 diferentes incrementos en el 

tamaño de paso, SS, 1.0E-02 y 1.0E-07, ver Tabla 5.3. Estos valores se 

analizan en cada uno de los 4 algoritmos de optimización, probando y 

evaluando bajo las condiciones mencionadas. 

#PRUEBA ZL (cm) CX 

1 10.25 0.30 

2 10.25 0.44444 

3 10.25 0.60 

4 10.25 0.90 

5 10.25 1.25 

6 10.25 1.5 i 

Tabla 5.3 Variación la pendiente CX de la parte final del canal en 6 niveles. ZL se 

mantiene constante. Se experimenta con los 4 algoritmos y con 2 niveles de SS. 

De acuerdo a los resultados obtenidos y aplicando los criterios descritos 

mencionados al inicio de la presente sección, se puede realizar la selección 

del algoritmo optimizador a utilizar. Para mayor claridad en este punto, ver los 

resultados y discusión de los mismos en el siguiente capítulo. 



5.4 Etapa 3. Selección de los parámetros del algoritmo optimizador 

Ya seleccionado el algoritmo a utilizar se quiere conocer la influencia de los 

parámetros de diseño y del tamaño del incremento, SS y de esta forma 

conocer la influencia de cada uno de ellos por separado o en conjunto por 

interacción. 

Para tal efecto, se utiliza un diseño de experimentos DOE [8) (por sus siglas en 

inglés), con 2 factores de diseño (ZL y CX) y 1 factor señal (SS, tamaño de 

incremento), cada uno con 3 niveles. 

ZL es la profundidad del canal en cm, sus tres niveles son 9.5,10.25 y 10.80. 

CX es la pendiente de la parte final del canal, "colita", sus tres niveles son 0.3, 

0.9 y 1.5. 

SS es el incremento de paso en los cálculos internos del optimizador, "step 

size" Se le toma como un factor señal y por ser un parámetro algorítmico del 

método y no tener un significado físico o geométrico como las otras 2 

variables. 

Al tener 2 factores de diseño (ZL y CX) y 1 factor señal SS, con tres niveles, 

se recomienda utilizar un diseño Taguchi L9 [8].Lo que indica, que se requiere 

realizar un análisis completo con 33 = 27 análisis, como se muestra en la 

matnz de diseño en la Tabla 5.5. 

Como variable de salida a medir se utiliza la velocidad del aluminio en la 

entrada a la cavidad del molde. El análisis final de los resultados se realiza 

utilizando el programa Minitab191 y las graficas en 3D se obtienen al utilizar el 

programa Statistica'10'. 



ANALISIS ZL ex SS 
1 9.5 0.3 1 
2 9.5 0.3 2 
3 9.5 0.3 3 
4 9.5 0.9 1 
5 9.5 0.9 2 
6 9.5 0.9 3 
7 9.5 1 5 1 
8 9.5 1.5 2 
9 9.5 1.5 3 
10 10.25 0.3 1 
11 10.25 0.3 2 
12 10.25 0.3 3 
13 10.25 0.9 1 
14 10.25 0.9 2 
15 10.25 0.9 3 
16 10.25 1.5 1 
17 10.25 1.5 2 
18 10.25 1.5 3 
19 10.8 0.3 1 
20 10.8 0.3 2 
21 10.8 0.3 3 
22 10.8 0.9 1 
23 10.8 0.9 2 
24 10.8 0.9 3 
25 10.8 1.5 1 
26 10 8 1.5 2 
27 10.8 1.5 3 

Tabla 5.5 Matriz del diseño de experimentos DOE Taguchi L9. 

5.5 Etapa 4. Aplicación del método de optimización a un problema en 3D 

Los análisis anteriores de las etapas 2 y 3 se realizaron con un modelo 

representado en 2D. 

Para demostrar su aplicación a un problema real en 3D, se aplica en esta 

última etapa el nuevo procedimiento de optimización al diseño de la misma 

colada estudiada en las etapas anteriores, pero ahora en 3D. Esto con la idea 

de conocer si no hay alguna influencia en 3D que no se hubiera visto en 2D y 

que la aplicación de la misma metodología aplicada en 2D puede ser aplicada 

de la misma forma y esperando obtener el mismo éxito al obtenido en la etapa 

3. 



5.5.1 Parte I. Diseño de experimentos 

Se escoge entonces una matriz de diseño o DOE con 2 variables de diseño. Y 

como el tamaño del incremento de paso ya fue estudiado en la etapa 3, 

entonces el diseño con 2 factores y 3 niveles, se puede realizar utilizando un 

diseño Taguchi L9. La matriz utilizada se muestra en la Tabla 5.6. El análisis 

de los datos se realiza utilizando Minitab[9! y las graficas en 3D se obtienen al 

utilizar el programa Statistica1101 

ANALISIS ZL CX 
1 9.5 0.3 
2 9.5 0.9 
3 9.5 1.5 
4 10.25 0.3 
5 10.25 0.9 
6 10.25 1.5 
7 10.8 0.3 
8 108 0.9 
9 10.8 1.5 

Tabla 5.6 Matriz del diseño de experimentos DOE Taguchi L9, con 2 factores de 

diseño ZL=Profundidad del canal, CX=Pendiente de colita, a 3 niveles c/u. 

5.52 Parte II. Análisis de los diseños óptimos 

Adicional mente a ser analizados los resultados del diseño de experimentos 

con las herramientas estadísticas mencionadas en la Parte I, los diseños 

óptimos son estudiados desde el punto de vista metalúrgico. 

Este estudio se basa en otros criterios que validan lo que las herramientas 

estadísticas explican. Los criterios incluyen una comparación de los resultados 

obtenidos por cada uno de los análisis seleccionados, en cuanto a la energía 

cinética promedio, superficies libres y patrones de velocidad en diversos 



puntos de la colada, entre otros criterios que el programa de simulación, 

Flow3D, permite. 
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Capítulo 6. Resultados y Discusión 
Si las partes sen corrthuas y uniformemente distrfeudas, entonces aqueflas partes 
menee ayriprrnicias son mevidas por aquetes partes mas comprimidas. 

- Arquimedes 

6.1 Introducción 

Al realizar los experimentos y análisis descritos en el capítulo anterior se 

obtienen una serie de resultados ordenados de acuerdo a las 4 etapas 

correspondientes. El objetivo en este capítulo es mostrar dichos resultados y 

discutirlos en el mismo orden como fueron planteados. 

6.2 Etapa 1. Correlación de resultados en colada real y virtual 

En esta parte se muestran los resultados de la simulación y su correlación con 

los resultados experimentales del sistema de alimentación planteado en la 

etapa 1 del capítulo anterior 

En las Figuras 6.1 (a), 6.2 (a) y 6.3 (a), se muestran los resultados del 

experimento de J. Campbell y coautores11' en 3 instantes de tiempo distintos. 

Y en las Figuras 6.1 (b), 6.2 (b) y 6.3 (b). se muestran los resultados obtenidos 

en el presente trabajo utilizando Flow3D. 

En la simulación se utilizaron aquellos datos que se explicaron en el capítulo 

anterior. Una parte fundamental del análisis consistió en realizarlo con la 

representación matemática de la colada en 3D. El dibujo de la misma se 

realizó utilizando el mismo simulador. 



0.50 s 0.60 s 0.70 s 

Figura 6.1 Comparación de resultados, (a) Experimentales a 0.5 s[1] y (b) Simulados 

con Flow3D para 3 diferentes tiempos 0.50,0.60 y 0.70 s. 

En la Figura 6.1 (a) se observan los resultados de 3 experimentos iguales a 

0 5 s, de haber iniciado el vaciado. El resultado de la simulación a 0.6 s 

muestra una alta correlación del comportamiento general que tiene el aluminio 

liquido antes de activar la única entrada a la cavidad del molde. 
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b). 

0.79 s 0.90 s 1.00 s 

Figura 6.2 Comparación de resultados, (a) Experimentales a 0.75 y (b) Simulados 

En la Figura 6.2 (a) se observan los resultados a 0.75 s, de haber iniciado el 

vaciado, de los mismos 3 experimentos mostrados en la Figura 6.1. Los 

resultados de la simulación a 0.9 s muestran una alta correlación con la 

primera fotografía de izquierda a derecha del experimento real. El tiempo 

exacto en que se presenta este mismo comportamiento está desfasado en 

con Flow3D para 3 diferentes tiempos 0.79,0.90 y 1.00 s. 

0.3 s. 



b). 

1.10 s 1.20 s 

Figura 6.3 Comparación de resultados, (a) Experimentales a 1.0 s'1] y (b) Simulados 

En la Figura 6.3 a), se observan los resultados a 1.0 s, de haber iniciado el 

vaciado. Los resultados de la simulación a 1.1 s muestran una alta correlación 

con la segunda fotografía de izquierda a derecha del experimento real. El 

tiempo exacto en que se presenta este mismo comportamiento está 

desfasado en 0.1 s. 

Cada una de las comparaciones de los resultados obtenidos muestra una alta 

correlación entre lo simulado y lo experimental. Esta correlación es cualitativa 

en mayor medida que cuantitativa. En cada uno de los instantes de tiempo 

0.50, 0.75 y 1.00 s. se observa un patrón general de correlación. Hay que 

mencionar que existe alrededor de 0.1 a 0.3 s de retraso entre lo simulado y lo 

con Flow3D para 2 diferentes tiempos 1.10 y 1.20 s. 



experimental. Esto puede deberse al momento que se quita la obstrucción al 

flujo y en lo que inicia a tomarse la lectura del tiempo experimental, el cual 

puede estar un poco adelantado. 

Por lo tanto se concluye que el uso de Flow3D para simular el proceso de 

llenado por gravedad es aceptable puesto que captura el comportamiento 

turbulento y de superficies libres con alta precisión. 

6.3 Etapa 2. Evaluación de 4 métodos de optimización en colada en 2D 

6.3.1 Parte I. Selección del optirrtizador 

Como se explicó en el capítulo anterior, se seleccionó el programa de 

optimización VisualDOC, el cual cuenta con los 4 algoritmos de optimización 

por gradientes de interés en el presente estudio. Se pudieron realizar pruebas 

preliminares utilizando el método descrito en el capítulo anterior, ver la 

Sección 5.3.1. 

& 3 2 Parte II. Acoplamiento del optimizador y el simulador 

Utilizando el diagrama de flujo mostrado en la Figura 5.2, se logró el 

acoplamiento entre Flow3D y VisualDOC con éxito. La formulación 

matemática del problema de optimización a estudiar en el presente estudio, 

ecuación (5.1), ver la sección 5.3.2, pudo representarse dentro de VisualDOC 

aplicando las restricciones y límites de cada una de las variables de diseño y 

auxiliares, ecuaciones (5.2) y (5.3), sin mayor problema. 



5.33 Parte III. Selección del algoritmo de optimización 

Las Tablas 6.1 a la 6.4 muestran los resultados de los análisis planteados en 

la Tabla 5.1. En las Tablas, 6.1 a la 6.4 se presentan los resultados de cada 

una de las 6 pruebas propuestas utilizando los 4 algoritmos de optimización 

mencionados en el Capítulo 4. 

i 
METODO SQP "Sequencial Quadratk Programming" I 

»P
R

U
EB

A
 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) ex ZL (cm) ex (seg) (cm/seg) 

1.E-05 9.5 0.44444 9.500527 0.4442806 2622.88 40.7648 1 (3) Dirección de 
búsqueda nula 

2 1.E-Û5 9.75 0.44444 9.75 0.4448844 31.16843 1(1) Error de Calculo 

3 1.E-05 10 0.44444 10 0.4448844 26.82279 1(2) Error de Cálculo 

4 1.E-05 10.25 0.44444 10.83669 0.7925688 20813.27 26.85961 11(33) Dirección de 
búsqueda nula 

5 1.E-05 10.5 0.44444 10.70307 0 4089986 46083.14 26.30527 3(8) Dirección de 
búsqueda nula 

6 1.E-05 10.75 0.44444 10.76075 0.44444 6688.53 26.93816 1(1) Dirección de 
búsqueda nula 

Tabla 6.1 Resultados utilizando el algoritmo SQP. Variación de ia variable de diseño 

ZL (profundidad del canal principal) manteniendo CX constante. 



METODO MMFD "Method of Modified Feasible Directions" 

< tn 
LU 
z¡ 
cc 
k 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) ex ZL (cm) ex (seg) (cm/seg) 

1.E-05 9.5 0.44444 9.5 0.44444 6044.91 41.Ü9748 0(0) Convergencia 
relativa 

2 1.E-05 9.75 0.44444 9.749513 0.4458533 18220.66 26.71209 6(19) Convergencia 
relativa 

3 1.E-05 10 0.44444 10.00166 0.4454219 10686.09 26.15662 1 (4) Error en DOT 

4 1.E-05 10.25 0.44444 10.25 0.4448844 8426.16 27.95061 1(1) Error en DOT 

5 1.E-05 10.5 0.44444 10.5102 0.4438647 9697.85 34.48964 3(8 ) Convergencia 
relativa 

6 1.E-05 10.75 0.44444 10.74972 0.4460724 12161.76 26.25568 4(12) Convergencia 
relativa 

Tabla 6.2 Resultados utilizando el algoritmo MMFD. Variación de la variable de 

diseño ZL (profundidad del canal principal) manteniendo la pendiente CX constante. 

METODO SLP "Sequential Linear Programming" 

#P
R

U
E

B
A

 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO OE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) ex ZL (cm) ex (seg) (cm/seg) 
1.E-05 9.5 0.44444 10.8891 0.3597404 — 27.76004 3 ( 3 ) Error de cálculo 

2 1.E-05 9.75 0.44444 10.9 1.65857 — 27.23426 5(6) Error de cálculo 

3 1.E-05 10 0.44444 10.67663 1.618008 211572.63 25.42672 40 (1) Máximo # de 
iteraciones 

4 1.E-05 10.25 0.44444 10.25 0.4448844 903.65 27.95061 1(1) 
Condiciones 
Kuhn-Tucker 

5 1.E-05 10.5 0.44444 tO.5105 0.44444 824.83 30.9065 1 (1) 
No hay solucion 
factible 

6 1.E-05 10.75 0.44444 10.76075 0.44444 62732.41 26.93816 1(1) 
Máximo # de 
iteraciones 

Tabla 6.3 Resultados utilizando el algoritmo SLP. Variación de la variable de diseño 

ZL (profundidad del canal principal) manteniendo la pendiente CX constante. 



METODO SUMT "Sequential Unconstrained Minimization Techniques" 

< 
m 
¡u D 
ce 
è 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANClA 

ZL (cm) ex ZL (cm) CX (seg) (cm/seg) 

1 1.E-05 9.5 0.44444 9.5 0.44444 43045.89 41.09748 0(0) Condiciones 
Kuhn-Tucker 

2 1.E-05 9.75 0.44444 9.732241 0.443949 59576.46 25.7725 1(17) Condiciones 
Kuhn-Tucker 

3 1.E-05 10 0.44444 9.995151 0.4470814 58129.65 26.0161 2(36) Condiciones 
Kuhn-Tucker 

4 1 .E-05 10.25 0.44444 10.25 0.4448844 903.85 27.95061 1(1) Condiciones 
Kuhn-Tucker 

5 1.E-05 10.5 0.44444 10.49614 0.4421668 46083.14 31.24892 1 (17) Normal 
6 1.E-05 10.75 0.44444 10.75 0.44444 6688.53 49.63463 0(0) Normal 

Tabla 6.4 Resultados utilizando el algoritmo SUMT. Variación de (a variable de 

diseño ZL (profundidad del canal principal) y manteniendo la pendiente CX 

constante. 

Los resultados de las Tablas 6.1 a 6.4 están ordenados de la siguiente 

manera. En la primera columna se numeran las pruebas realizadas. La 

segunda columna contiene el valor del incremento de paso, "Step Size", 

parámetro relacionado al algoritmo optimizador, utilizado en la prueba. En la 

tercera y la cuarta columna se muestran los valores iniciales de las variables 

de diseño utilizadas, ZL y CX, con lo que se define el diseño original teórico de 

cada una de las pruebas. Las últimas seis columnas reflejan el resultado de 

interés de cada ejecución. 

En la quinta y sexta columnas se encuentran los resultados de ZL y CX al 

llegar al diseño óptimo local, valores finales, antes de detenerse según el 

criterio de convergencia utilizado, o si hubo algún error de cálculo. 

Siguiendo de izquierda a derecha, en la séptima columna se encuentra el 

tiempo total de ejecución. 



Recordando que se desea minimizar función objetivo, en este caso la 

velocidad en la entrada a la cavidad del molde, se tiene un diseño óptimo, 

cuando el valor de la velocidad, Vel. Obj., llega a ser mínimo comparándolo 

con los diferentes resultados obtenidos durante la prueba. Este valor mínimo 

de velocidad se presenta en la octava columna, de acuerdo a cada uno de los 

algoritmos y capacidades de cada uno de ellos. 

En la columna 9 se presentan 2 resultados, el primer número a la izquierda, 

fuera de paréntesis, representa la iteración en la cual se obtuvo el valor 

óptimo, el segundo número (que se encuentra dentro del paréntesis) 

representa el punto de diseño en el que se obtiene ese valor óptimo. Esta 

pareja de números está relacionada al algoritmo utilizado, ya que en algunos 

de ellos para realizar una iteración se requieren 3 análisis ó 3 puntos del 

diseño y en otro caso para realizar una iteración se requieren 9 análisis ó 9 

puntos de diseño, lo cual requiere más tiempo de ejecución. Esta información 

puede ayudar al analizar los diferentes resultados y seleccionar el mejor 

algoritmo de optimización. 

En la décima columna se presenta el criterio de convergencia por el cual se 

detuvo la optimización. Ver el Capítulo 4 para mayor información sobre los 

criterios de convergencia que pueden ser aplicados. 

Los resultados de la Tabla 6.1, utilizando el método SQP, muestran 4 pruebas 

que pudieron terminar exitosamente. Ya que aunque el criterio de 

convergencia o terminación indica que hay dirección nula de búsqueda, se 

obtiene un valor óptimo y al seguir buscando se llega a un punto donde no 

existe una dirección de búsqueda para seguir utilizando. Sólo en las pruebas 

4 y 5 los valores finales de ZL y CX son bastante diferentes que los inicíales, 

al igual que son las que tomaron mayor tiempo de cálculo. Esto puede 

interpretarse como algo bueno, ya que significa que se realizó un esfuerzo 

mayor por obtener un mejor punto óptimo. Mientras que las otras 4 pruebas 

terminan con un punto óptimo prácticamente igual al mismo con el que 



iniciaron. El valor mínimo de velocidad se obtiene en la prueba 5, con un valor 

de 26.30 cm/seg. En la prueba 4 es cuando se obtiene el valor óptimo en el 

mayor punto de diseño comparado con los otros 5, el punto 33, es decir este 

punto óptimo se obtuvo al realizar 33 análisis de gradientes con al menos el 

mismo número de simulaciones con Flow3D. 

Los resultados obtenidos con el método, MMFD, Tabla 6.2, muestran también 

2 pruebas con problemas para poder converger y sólo 4 que pudieron llegar 

exitosamente a un óptimo local. En las 6 pruebas los resultados finales de ZL 

y CX son prácticamente los mismos que los iniciales, por lo que no se logró 

que el optimizador dirigiera la búsqueda a otra zona dentro de la región 

factible. Esto es en cierta forma es malo, porque el resultado final obtenido 

con este optimizador está altamente ligado al punto inicial de diseño. La mejor 

prueba fue la sexta, obteniendo una velocidad mínima de 26.25 cm/s en 

12,161.76 s de cálculo. 

En la Tabla 6.3, se presentan los resultados utilizando el método SLP. 

Nuevamente 2 pruebas terminan con problemas al converger, pruebas 1 y 2. 

En la prueba 5 no se puede llegar a una solución factible que cumpla con las 

restricciones. Y de las otras 3 pruebas, 2 de ellas terminan con los mismos 

puntos de diseño inicial, 4 y 6. Sólo el análisis 3 muestra un punto final de 

diseño diferente al inicial y un valor óptimo de velocidad aceptable, 25.42 

cm/seg. Siendo esta velocidad la menor obtenida por cualquiera de los 

algoritmos de optimización, pero el problema que se detecta con este 

algoritmo es bajo rendimiento, sólo una de seis pruebas fue exitosa. 

Por último, en la Tabla 6.4, se tienen los resultados obtenidos utilizando el 

método SUMT, el cual exhibió la mejor estabilidad de todos ya que todas las 

pruebas terminan con óptimo local. En 4 de las pruebas se llega a 

condiciones Kuhn Tucker, lo que asegura haber encontrado el óptimo local y 

con mucha estabilidad numérica para lograrlo, (ver el Capítulo 4 para mayor 

información sobre este criterio de convergencia). En el Análisis 2 se obtiene la 



velocidad mínima de las 6 estudiadas con un valor de 25.77 cm/s. En 

promedio se utiliza una mayor cantidad de tiempo de cálculo con respecto a 

los otros 3 métodos. Pero en todos los casos los puntos finales de diseño son 

prácticamente los mismos que los iniciales. Y como se menciono antes, esto 

en cierta forma es malo, porque el resultado final obtenido con este 

optimizador está altamente ligado al punto inicial de diseño y no es capaz de 

alejarse suficientemente a otra zona factible, para minimizar aún más el 

diseño óptimo obtenido. 

En resumen, sólo dos métodos, SQP y SLP mostraron resultados óptimos 

finales diferentes a los puntos iniciales de diseño de ZL y CX, lo cual es 

bueno. 

Ahora bien, como es conocido que los métodos de optimización no lineal son 

sensibles al valor del tamaño del paso, SS, se decidió también llevar a cabo 

una prueba con alguno de los 4 métodos de optimización, escogiendo sólo un 

punto de diseño y variar el "Step Size", SS, en 9 niveles, no sólo más 

pequeños sino también más grandes. Se realizan entonces las pruebas 

mostradas en la Tabla 5.2. 

Para esta prueba se escoge utilizar el método SQP y como punto de diseño 

fijo, el número 4, ZL=10.25 cm y CX=0.44444. Se escogió este método 

porque fue aquel que obtuvo 2 valores óptimos distintos a los valores iniciales, 

mientras que otros mostraron uno o ningún valor muy distinto al punto inicial 

de diseño. En la Tabla 6.5 se muestran los resultados de este estudio. 



METODO SQP "Sequential Quadratic Programming" 

i 
ai 
D 
ir 
% 

ss VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
OPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) CX ZL (cm) CX (seg) (cm/seg) 

1 1.E-01 10.25 0.44444 10.2433 0.7391175 5217.85 26.35432 3(8) Dirección de 
búsqueda nula 

2 1.E-02 10.25 0.44444 10.08277 1.625375 37626.72 23.95397 23(69) Dirección de 
búsqueda nula 

3 1.E-03 10.25 0.44444 10.9 1.72 0 29.55103 1(2) Error de Cálculo 

4 1.E-04 10.25 0.44444 10.69811 0.7521024 15110.9 25.5839 9(29) Dirección de 
búsqueda nula 

5 1.E-05 10.25 0.44444 10.83669 0.7925688 20813.27 26.85961 11(33) Dirección de 
búsqueda nula 

6 1.E-06 10.25 0.44444 10.70503 0.7261046 18468.83 25.74961 3(9) Dirección de 
búsqueda nula 

7 1.E-07 10.25 0.44444 10.12903 1.274805 20920.38 27.16548 10(31) Dirección de 
búsqueda nula 

8 1.E-08 10.25 0.44444 10.25 0.4448844 5108.6 27.95061 1(1) Dirección de 
búsqueda nula 

g 1.E-09 10.25 0.44444 10.25 0.4448844 30451.93 27.95061 1(1) 
Dirección de 
búsqueda nula 

Tabla 6.5 Variación del incremento de paso del algoritmo de optimización. 

Resultados utilizando el algoritmo SQP. 

Aquí se muestra que sí existe un efecto al variar el "Step Size", SS, tanto al 

hacer más pequeño el valor o más grande. La prueba 5 es la misma que se 

escogió para iniciar a variar este factor del algoritmo. Se puede observar como 

las pruebas de 2 a la 7 obtienen valores finales de ZL y CX diferentes a los 

iniciales con velocidades alrededor de 26 y 27 cm/s. 

En virtud de que si hay un cambio en el comportamiento del optímizador al 

variar el tamaño de este incremento de paso, se decide realizar 2 pruebas con 

6 diferentes niveles de variación de la otra variable de diseño que había 

permanecido constante, CX y con 2 niveles de SS. Ver Tabla 5.3. 

En esta ocasión el estudio se realiza sólo con 3 de los 4 algoritmos de 

optimización. No se realiza utilizando SUMT, porque el tiempo de cálculo es 



muy grande con este método y los valores finales de diseño son 

prácticamente los mismos que los iniciales. Como se vió en el Capítulo 5, 

este método se recomienda y fue diseñado para aplicarlo en problemas con 

más de 500 variables de diseño. Pero sobre todo, la mayor limitante es la gran 

cantidad de análisis que requiere realizar para cada cálculo de gradientes y 

eso lo limita al tratar de aplicarlo en problemas que son intensivos en el uso de 

recursos de computo, como la simulación de coladas en 3D, lo cual lo vuelve 

prohibitivo. 

A continuación se muestran los resultados del estudio descrito en los párrafos 

anteriores, Tablas de la 6.6 a 6.11. 

METODO SQP "Sequentiai Quaüratic Programming" 

< o 
LU 
D 
a 
Q. *t 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CALCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) CX ZL (en) CX (seg) (cm/seg) 

1 1.E-02 10.25 0,3 10.25 0.3 7701.03 27.76059 0(0) Dirección de 
búsqueda nula 

2 1.E-02 10.25 0.44444 10.08277 1.625375 37626.72 23.95397 23 (69) Dirección de 
búsqueda nula 

3 1.E-02 10.25 0.6 10.11406 0.4690828 10907.29 24.93884 4(14) Dirección de 
búsqueda nula 

4 1.E-02 10.25 0.9 10.75982 0,6128372 6023.9 26.34509 3(9) Dirección de 
búsqueda nula 

5 1.E-02 10.25 1.25 10.28112 1.354 — 27.87021 2(6) Error de cálculo 

6 1.E-02 10.25 1.5 10.67784 1.64638 19367.68 26.01424 5(13) Dirección de 
búsqueda nula 

Tabla 6.6 Variación de la variable de diseño CX (pendiente de la paite final del 

canal). Resultados utilizando el algoritmo SQP con un "Sfep Size" de 1.0E-02. 



METODO SQP "Sequential Quadratic Programming" 
• 

#P
R

U
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! 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) CX ZL (cm) CX (seg) (cm /seg) 

1.E-07 10.25 0.3 10.07774 0.9834808 22780.9 24.62152 9(24) Dirección de 
búsqueda nula 

2 1.E-07 10.25 0.44444 10.12903 1.274805 20920.38 27.16548 10(31) 
Dirección de 
búsqueda nula 

3 1.E-07 10.25 0.6 10.67473 1.012648 26.30067 3(8) Error de cálculo 

4 1.E-07 10.25 0.9 10.67938 0.9358793 21304.54 25.41307 10(34) Dirección de 
búsqueda nula 

5 1.E-07 10.25 1.25 10 68077 1.23073 11944.72 26.3883 5(14) Dirección de 
búsqueda nula 

6 1.E-07 10.25 1.5 10.12694 0.7622476 5319.9 25.20413 2(5) Dirección de 
búsqueda nula 

Tabla 6.7 Variación de la variable de diseño CX (pendiente de la parte final del 

canal). Resultados utilizando el algoritmo SQP con un "Step Size" de 1 .OE-07. 

Los resultados de la Tabla 6.6, con un valor de "Step Size" SS= 1.0E-02 

muestran como, en 5 de los 6 casos, los valores finales de las variables de 

diseño ZL y CX son diferentes de los valores iniciales, lo que indica el 

esfuerzo del algoritmo al realizar la búsqueda del valor óptimo de velocidad. Y 

sólo la prueba 5 termina con un error de cálculo, pero habiendo hecho el 

esfuerzo. 

Igualmente, al utilizar un valor de SS= 1.0E-07, en la Tabla 6.7 se observa que 

los 6 análisis terminan en un punto del diseño óptimo diferente con el que 

iniciaron, sólo la prueba 3 terminó con un error de cálculo. 

Se observan valores promedio de la velocidad objetivo por debajo de 25 

cmfeeg y hasta 23.95, prueba 2, Tabla 6.6. Por lo anterior, se puede concluir 

que éste es un método que puede aplicarse para la optimización del diseño de 

la colada, puesto que no queda ligado el punto óptimo al inicial tan 

marcadamente. 



Si se vio una influencia del tamaño del paso, SS, en el resultado final. Se 

requiere evaluar esta variable en una siguiente etapa para conocer mejor su 

influencia. 

METODO MMFD "Modified Method Feasible Directions" 

s LU 
D E 
£ 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) ex ZL (cm) ex (seg) (cm/seg) 

1 1.E-02 10.25 0.3 10.25 0.3 7880.59 27.76059 0(0) Convergecia 
Relativa 

2 1.E-02 10.25 0.44444 10.25 0.44444 7180.98 37.12726 0(0) Error en DOT 

3 1.E-02 10.25 0 6 10.25 0.61 7375.86 26.93613 1(1) 
Convergecia 
Relativa 

4 1.E-02 10.25 0.9 10.26025 0.9 6834.17 27.8391 1(1) 
Convergecia 
Relativa 

5 1.E-02 10.25 1.25 10.245 1.260027 8943.37 27.57056 2(5) Convergecia 
Relativa 

6 1.E-02 10.25 1.5 10.25 1.51 13020.65 27.47939 1(1) 
Convergecia 
Relativa 

Tabla 6.8 Variación de la variable de diseño CX (pendiente de la parte final del 

canal). Resultados utilizando el algoritmo MMFD con un "Step Size" de 1.0E-02. 

METODO MMFD "Modified Method Feasible Directions" 

< © 
tu 
D 
O. 
Û. * 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
OPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) CX ZL (cm) CX (seg) (cm/seg) 

1 1.E-07 10.25 0.3 10.25 0.3 7954.77 27.76059 m 
Convergecia 
Relativa 

2 1.E-07 10.25 0.44444 10.12903 1.274805 20920.38 27.16548 10(31) Dirección de 
búsqueda nula 

3 1.E-07 10.25 0.6 10.24997 0.6000012 13968.47 26.44302 5(17) Convergecia 
Relativa 

4 1.E-07 10.25 0.9 10.25007 0.9000705 14557.16 27.3738 2(13) 
Convergecia 
Relativa 

5 1.E-07 10.25 1.25 10.25334 1,250216 16126.2 27.07477 3(19) Convergecia 
Relativa 

6 1.E-07 10.25 1.5 10.25 1.5 8437.69 27.68404 0(0) Convergecia 
Relativa 

Tabla 6.9 Variación de la variable de diseño CX (pendiente de ta parte final del 

canal). Resultados utilizando el algoritmo MMFD con un "Step Size" de 1.0E-07. 



Al observar los resultados de las Tablas 6.8 y 6.9 se puede ver como en 

prácticamente las 12 pruebas utilizando cualquiera de los 2 valores de SS, los 

valores finales de las variables de diseño son casi los mismos que los 

iniciales. Esto indica que el método interno de búsqueda del algoritmo MMFD, 

aplicado al presente diseño de colada, no es capaz de encontrar un valor 

óptimo muy alejado del punto inicial de diseño. Los valores óptimos de 

velocidad, en promedio, no bajan de 27 cm/seg. Por lo que este método no se 

ve beneficiado con los diferentes valores de SS y el resultado final optimizado 

está completamente ligado al valor inicial de diseño por lo que se le puede 

descartar como un método apropiado para el tipo de optimización que se 

desea realizar de la colada. 

METODO SU3 "Sequential Linear Programming" 

< m 
UJ 
D 
a. 
Û. » 

SS VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) e x ZL (cm) CX (seg) (cm/seg) 

1.E-02 10.25 0.3 10.25 0.3 7954.77 27.76059 0(0) Error de cálculo 

2 1.E-02 10.25 0.44444 10.24577 0.84444 — 27.15407 1(1) Error de cálculo 

3 1.E-02 10.25 0.6 10.25 0.6 59148.15 27.73055 0(0) Condiciones Kuhn 
Tucker 

4 1.E-02 10.25 0.9 10.26025 0.9 4354.47 27.8391 1(1) Condiciones Kuhn 
Tucker 

5 1.E-02 10.25 1.25 10.25 1.26 1696.2 29.09727 1(1) 
No hay solucion 
factible 

6 1.E-02 10.25 1.5 10.9 1.702906 27.16579 7(8) Error de cálculo 

Tabla 6.10 Variación de la variable de diseño CX (pendiente de la parte final del 

canal). Resultados utilizando el algoritmo SLP con un "Step Size" de 1.0E-02. 

Igual que con los resultados obtenidos con el método MMFD, los resultados 

de las Tablas 6.10 y 6.11 aplicando el método SLP, muestran que en las 12 

pruebas los valores finales de las variables de diseño, son prácticamente los 



mismos que los iniciales. Es bastante inestable, con 5 pruebas que terminaron 

con error de cálculo y no pudieron terminar en algún punto de convergencia. 

Por lo anterior se puede descartar el uso de este método para la optimización 

del diseño de la colada, ya que fue muy inestable y no pudo mejorar 

sustanciaImente el punto inicial del diseño. 

METODO SLP "Sequential Linear Programming" 

< O 
111 O 
CC 
£L « 

ss VALORES 
INICIALES VALORES FINALES 

TIEMPO 
DE 

CÁLCULO 

VEL. 
OBJ. 

ITER. 
OBJ. 

(PUNTO 
ÓPTIMO) 

CRITERIO DE 
CONVERGANCIA 

ZL (cm) ex ZL (cm) ex (seg) (cm/seg) 

1 1.E-07 10.25 0.3 10.25 0.3 — 27.76059 0(0) Error de cálculo 

2 1.E-07 10.25 0.44444 10.25 0.4448844 836.16 27.95061 1(1) 
Condiciones Kuhn 
Tucker 

3 1.E-07 10.25 0.6 10.25 0.6006 848.56 32.40244 1(1) 
Condiciones Kuhn 
Tucker 

4 1.E-07 10.25 0.9 10.26025 0.9 60226.44 27.8391 1(1) 
Maximo num. 
iteraciones 

5 1.E-07 10.25 1.25 10.25 1.25125 888.48 29.27797 1(1) 
Condiciones Kuhn 
Tucker 

6 1.E-07 10.25 1.5 10.25 1.5 — 27.68404 0(0) Error de cálculo 

Tabla 6.11 Variación de la variable de diseño CX (pendiente de la parte final del 

canal). Resultados utilizando el algoritmo SLP con un "Step Size" de 1.0E-02. 

De acuerdo a la discusión realizada con las últimas Tablas 6.7 a la 6.11, que 

muestran los resultados al aplicar el experimento descrito en la Tabla 5.3, más 

el análisis y discusión previa con los resultados mostrados en las Tablas 6.1 a 

la 6.6, se puede concluir que el método que mejor se aplica para la 

optimización del diseño de la colada, es el método SQP, recordando que el 

criterio de convergencia, dirección de búsqueda nula, no significa que no se 

haya podido llegar a un valor óptimo, sino que no se pudo mejorar al llegar 

hasta un punto sin posibilidades de seguir avanzando. 

El método SQP pudo aplicarse en todas las pruebas con éxito, logrando 

valores óptimos de diseño diferentes a los iniciales y, como se ha explicado 
opt im izac ión de u n s i s t e m a de a u m e n t a c i o n p a r a e l l l e n a d o de m o l d e s c o n a l e a c i o n e s de a l u m i n i o 1 2 8 



antes, esto es bueno porque ayuda a cubrir una zona mayor en la región 

factible de diseño delimitada por los límites de las variables de diseño 

aplicadas. 

Una parte que es necesario seguir evaluando, y que al inicio de la aplicación 

experimental de la metodología planteada en este estudio no se contemplaba, 

es la cuantificación del efecto del tamaño de paso, SS, en el resultado final del 

punto de diseño óptimo. Esto debido a que los tres niveles de SS que se han 

utilizado con el método SQP han logrado resultados exitosos y diferentes 

entre sí, por lo que no queda muy claro cual nivel de SS utilizar con este 

método. 

Así que en la siguiente etapa de análisis, se aplicará el método de 

optimización SQP, que se acaba de seleccionar y se estudiaran y discutirán 

los efectos de las variables de diseño mas el incremento de paso SS en el 

diseño de la colada. 

6.4 Etapa 3. Uso de SQP para optimización de colada 2D 

La matriz de datos iniciales y resultados del diseño de experimentos, DOE, 

por sus siglas en inglés, se muestran en la Tabla 6.12. 

Como se describió en el capítulo anterior, en la sección correspondiente, se 

realizaron 27 análisis con tres niveles para cada una de las variables de 

diseño y el factor señal SS, como se puede observar en las primeras 4 

columnas de la izquierda de la Tabla 6.12. 



ANÁLISIS ZL e x SS VELOCIDAD ZL OPT. CX OPT. 
9.5 0.3 1 43.05 9.50 0.44 

2 9.5 0.3 2 24.61 10.07 1.01 
3 9.5 0.3 3 43 03 9.50 0.64 
4 9.5 0.9 1 26.56 10.75 1.72 
5 9.5 0.9 2 42.72 9.50 0.52 
6 9.5 0.9 3 47.27 9.50 0.90 
7 9.5 1.5 1 2622 10.74 1.12 
8 9.5 1.5 2 26.47 9.74 1.47 
9 9.5 1.5 3 26.46 10.00 1.41 
10 10.25 0.3 1 27.76 10.25 0.30 
11 10.25 0.3 2 26.13 10.71 0.54 
12 10.25 0.3 3 24.62 10.07 0.98 
13 10.25 0.9 1 26.35 10.76 0.61 
14 10.25 0.9 2 28.48 10.25 0.90 
15 10.25 0.9 3 25 41 10.68 0.94 
16 10.25 I 1.5 1 26.01 10.68 1.65 
17 10.25 1 5 2 27.68 10.25 1.50 
18 10.25 1.5 3 25.20 10.13 076 
19 10.8 0.3 1 27.00 10.89 0.69 
20 10.8 0.3 2 26.88 10.90 0.57 
21 10.8 0.3 3 2661 10.29 0.55 
22 10.8 0.9 1 27.69 10.90 0.27 
23 10.8 0.9 2 27.26 10.52 1.18 
24 10.8 0.9 3 27.79 10.80 0.90 
25 10.8 1.5 1 26.95 10.90 1.48 
26 10.8 1 5 2 26.58 10.82 0.97 
27 10.8 1.5 3 26.78 10.82 0.97 

Tabla 6.12 Resultados del DOE con 2 factores de diseño y un factor señal. 

Resultados utilizando el algoritmo SQP. 

Los resultados son analizados estadísticamente con el programa Minitab y se 

obtienen los resultados que se muestran en las Figuras 6.4 y 6.5 



Figura 6.4 Influencia de los factores de diseño y el factor señal en la función 

objetivo. Los valores en el eje "x" muestran los valores iniciales de cada una de las 

variables de diseño y el factor SS. 
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Figura 6.5 Interacciones entre los factores de diseño y el factor señal y su influencia 

en la función objetivo. 



En la Figura 6.4 se muestra la influencia de los valores iniciales de los dos 

factores de diseño ZL y CX así como el del factor señal SS, para minimizar la 

velocidad. La gráfica en cada uno de los tres campos es de velocidad, 

aquellos valores iniciales de ZL, CX o SS que ayuden a minimizar la 

velocidad, se observan al pie de la gráficas con un valor de velocidad por 

debajo de la línea promedio de velocidad punteada como a 29 cm/s. 

De los 2 factores de diseño, el que tiene mayor influencia en la función 

objetivo es la profundidad del cana). Dos de los tres niveles iniciales de diseño 

de ZL, 10.25 y 10.75 logran una reducción de la velocidad que el nivel de 9.5. 

Los tres niveles del factor de diseño CX no tienen la misma influencia que el 

factor ZL. Sólo el tercer nivel del factor de diseño CX, 1.5, logra el valor más 

pequeño de la velocidad. 

Igualmente, el factor señal SS, no logra la misma influencia en la función 

objetivo como el factor de diseño ZL. En general la variación del factor señal 

SS, no tiene una influencia en la función objetivo como se esperaba. El tercer 

nivel del factor señal, SS = 1.0E-07, aumenta ligeramente la función objetivo. 

En la Figura 6.5 se observa la interacción de los dos factores de diseño y el 

factor señal. La interacción del factor de diseño ZL con CX y SS muestra que 

a valores altos de ZL, de 10.25 a 10.75, no importa que valores de CX o SS se 

utilicen, la función objetivo se minimiza, ver las 2 gráficas de la izquierda, es 

decir en la columna ZL. 

El mejor valor de CX para minimizar la velocidad independientemente de los 

valores de ZL y SS, es el tercero, 1.5. 

Así que finalmente se puede seleccionar los mejores niveles de los factores 

de diseño para minimizar la velocidad. La profundidad del canal ZL, 10.25 y 

10.75, la pendiente de la parte final del canal CX, 1.5 que equivale a un ángulo 

de aproximadamente 60° medido con la horizontal. Y los valores del factor 



señal SS, "Step Size", 1.0E-02 y 1.0E-05. Esto mismo se puede observar en 

la presentación de las Figuras 6.6 a 6.10 que aparecen a continuación. 
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Figura 6.6 Contomo de velocidad. Interacción entre el factor de diseño ZL y el factor 

señal SS y su influencia en la función objetivo. 
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Figura 6.8 Interacción entre los factores de diseño ZL y CX y su influencia en la 

función objetivo. 
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Figura 6.9 Interacción entre el factor de diseño ZL y el factor señal SS y su 

influencia en la función objetivo. 
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Figura 6.10 Interacción entre el factor de diseño CX y el factor señal SS y su 

influencia en la función objetivo. 
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Figura 6.11 Valores resultantes de los factores de diseño ZL y CX, (ZL Opt y CX 

Opt) y su influencia en la función objetivo. 



En la Figura 6.11 sé grafica en 3D la velocidad resultante según los valores de 

ZL y CX optimizados. En otras palabras los valores finales óptimos de las dos 

variables de diseño de cada uno de los 27 análisis realizados con el DOE 

fueron graficados en función de la velocidad. 

Un valor óptimo de ZL entre 10 y 10.9, junto con un valor óptimo de CX 

cualquiera de 0.3 a 1.5, permite obtener los valores mínimos de velocidad 

entre 24 y 30 cm/s. Siendo los mejores valores óptimos, ZL= 10.07 cm y 

CX=1.01 y el factor señal SS=2, es decir 1E-05, con lo que se obtiene una 

velocidad de 24.61 cm/s. 

En resumen, la mayor influencia para minimizar la velocidad en la entrada es 

la profundidad del canal ZL, en segundo lugar está la otra variable de diseño 

CX y al final el factor señal SS, con una baja influencia. Por lo que se concluye 

que para el siguiente análisis y optimización de la colada en 3D que se 

realizará en la siguiente etapa, se utilizará uno de los 3 niveles del factor señal 

de forma constante, puesto que tuvo un efecto mínimo sobre la velocidad, 

comparado con el de ZL. El valor de SS a utilizar es de nivel 2,1E-05. 

6.5 Etapa 4 . Optimización de diseño de coladas en 3D 

&5.1 Parte i. Resultados y discusión del diseño de experimentos 

Después de haber probado que el algoritmo de optimización seleccionado 

puede ser aplicado a un problema en 2D, ahora se presentan los resultados 

obtenidos al aplicarlo al mismo problema descrito en la etapa 1, pero 

representado en su forma real, en tres dimensiones (3D). 

En la Tabla 6.13 se presentan los resultados obtenidos al aplicar el diseño de 

experimentos planteado en la Tabla 5.6. 



ANALISIS ZL CX VELOCIDAD ZL OPT. CX OPT. ERROR 
1 9.5 0.3 35.72 10.9 1.72 0 
2 9.5 0.9 35.72 10.9 1.72 0 
3 9.5 1.5 35.72 10.9 1.72 0 
4 10.25 0.3 40.11 10.9 0.281 0 
5 10.25J 0.9 41,76 10.9 0.93 0 
6 10.25 1.5 35.72 10.9 1.72 0 
7 10.8 0.3 39.81 10.81 0.3 0 
8 10.8 0.9 40.13 10.8 0.9 0 
9 10.8 1.5 35.72 10.9 1.72 0 

Tabla 6.13 Resultados del DOE con 2 factores de diseño. Resultados utilizando el 

algoritmo SQP y análisis realizado con colada en 3D. 

Ai igual que con el DOE realizado con una colada en 2D en la etapa anterior, 

en la Tabla 6.13 las 3 primeras columnas de la izquierda contienen los datos 

iniciales de cada uno de los 9 experimentos o pruebas realizadas. En las 3 

columnas siguientes se muestra el resultado de la velocidad minimizada en 

cada una de las pruebas, junto con la pareja de valores óptimos de ZL y CX, 

columnas quinta y sexta. En la séptima columna se encuentra valores de 0 

para el error, lo que aquí indica que no se tuvo ninguna falla por convergencia 

en ninguna prueba y todos terminaron con un diseño óptimo. El criterio de 

convergencia fue que no se encontró una dirección de búsqueda factible. 

En primera instancia podemos observar en la quinta columna, como los 

valores de ZL óptimos para cada una de las pruebas oscilan entre 10.8 y 10.9 

cm. Esto indica que, independientemente del punto inicial del diseño, 9.5, 

10.25 ó 10.8 cm, el resultado óptimo aplicando el método SQP en los 9 

experimentos termina llegando a su punto de diseño óptimo en la misma 

región factible del conjunto de posibilidades de ZL. Es importante notar esto, 

ya que significa que este método, aunque depende del punto inicial de diseño 

como los otros métodos estudiados en el presente trabajo, su algoritmo 

interno de búsqueda es capaz de realizar dicho proceso en diversas regiones 

factibles del diseño, no solo en la región cercana al punto inicial. 



Los resultados son analizados estadísticamente con el programa Minitab y se 

obtienen los resultados que se muestran en las Figuras 6.12 y 6.13. 
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Figura 6.12 Influencia de los factores de diseño en la función objetivo. 
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En la Figura 6.12 se muestra la influencia de los valores iniciales de los dos 

factores de diseño ZL y CX, para minimizar la velocidad. A diferencia del 

estudio y DOE que se hizo con la colada en 2D, en este caso de 3D, los 2 

factores de diseño tienen un efecto marcado para minimizar la velocidad. 

La mayor diferencia se encuentra en el efecto de la profundidad del canal. En 

esta ocasión el iniciar con un valor de ZL = 9.5 cm, es decir una profundidad 

del canal de 2 cm, logra llegar al menor valor mínimo de velocidad. A 

diferencia del análisis en 2D discutido en el punto 6.4, en el cual la 

profundidad inicial de ZL = 10 8 le favorecía más para lograr el valor mínimo 

del objetivo. 

Por el contrario, el efecto del factor de diseño CX es el mismo analizado en 2D 

y en 3D, es decir, para minimizar la velocidad el tercer nivel de CX = 1.72 

logra tal objetivo, igual como se ve en la Sección 6.4. 

En la Figura 6.13 se observa la interacción de los dos factores de diseño. La 

interacción del factor de diseño ZL con CX muestra que en el primer nivel de 

ZL, de 9.5 cm, no importa que valores de CX se utilicen, la función objetivo se 

minimiza. Asimismo, el mejor valor de CX para minimizar la velocidad 

independientemente de los valores de ZL, es el tercero, 1.5. 

Finalmente, se pueden mencionar los mejores valores iniciales de los factores 

de diseño para minimizar la velocidad. La profundidad del canal ZL, 9.5 cm, la 

pendiente de la parte final del canal CX, 1.5 que equivale a un ángulo de 

aproximadamente 60° medida con la horizontal. Siendo el diseño número 3 de 

la Tabla 6.13 el que cumple con ambos valores. Esto mismo que se acaba de 

discutir se puede observar en las Figuras 6.14 y 6.15 que aparecen a 

continuación. 
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Figura 6.14 Contomo de velocidad en 2D. Interacción de los valores iniciales de los 

factores de diseño ZL y CX y su influencia en la función objetivo. 
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Figura 6.15 Interacción de los valores iniciales de los factores de diseño ZL y CX y 

su influencia en la función objetivo. Representación en 3D. 



En la Figura 6.14 se gráfica en 2D la velocidad objetivo, en función de las 2 

variables de diseño ZL y CX, en relación a los valores iniciales de cada una de 

ellas. Los resultados se muestran con curvas de velocidad constante, con 

formas parecidas a elipses concéntricas. El menor valor de velocidad se 

encuentra en el contomo exterior de 37 cm/seg. De tal forma que la velocidad 

se minimiza si el punto inicial de diseño de ZL es 9.5 cm, independientemente 

de los valores de CX. Igualmente sucede cuando se utiliza el valor de CX igual 

a 1.5, logrando valores de velocidad menor a 37 cm/seg, independientemente 

de los valores iniciales de ZL utilizados. 

En la Figura 6.15 se expresa en 3D la velocidad objetivo, en función de las 2 

variables de diseño ZL y CX, en relación a los valores iniciales de cada una de 

ellas. De tal manera que observando la superficie, generada con los 

resultados de la velocidad óptima de cada uno de los 9 experimentos 

realizados, se visualiza rápidamente aquellas partes donde la función objetivo 

se minimiza. 

En las Figuras 6.16 y 6.17 se gráfica la velocidad resultante en 2D y en 3D 

respectivamente, según los valores de ZL y CX optimizados. 

En la Figura 6.16, se presenta la velocidad en forma de contomos igual que 

en la Figura 6.14, sólo que ahora en función de los valores óptimos de ZL y 

CX. Los valores óptimos de ZL se encuentran entre 10.80 y 10.90 cm y los de 

CX entre 1.0 y 1.5, con lo que se obtienen los valores mínimos de velocidad, 

menores a 37 cm/s, ver Tabla 6.13. Algo importante que se nota aquí, es que 

la dispersión de los resultados de ZL optimizados es muy pequeña, sólo 0.1. 

Lo que indica que el valor óptimo de ZL es prácticamente el mismo y puede 

utilizarse por ejemplo 10.85 cm a \a hora fabricar el molde de la colada, 

sabiendo que con ésto se asegura que la profundidad del canal principal sea 

óptima. 

En la Figura 6.17 se observa una superficie en 3D mostrando los resultados 

discutidos en la Figura 6.16. 
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Figura 6.16 Contomo de velocidad. Interacción entre los valores optimizados de las 

variables de diseño ZL y CX y su influencia en la función objetivo. 
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Figura 6.17 Valores óptimos de las variables de diseño ZL y CX y su influencia en la 

función objetivo. 



En resumen, al analizar los resultados finales de ZL y CX óptimos mostrados 

en la Tabla 6.13, se ve que 5 de las 9 pruebas terminan con una pareja de 

valores de ZL y CX optimizados de 10.9 cm y 1.72, análisis 1,2,3,6 y 9, dando 

como resultando también el menor valor de velocidad, 35.72 cm/s. 

Adiciónalmente, son los valores límites superiores en ambos casos, que se 

seleccionaron como restricciones tecnológicas. Siete de los nueve casos 

terminaron con un valor de ZL = 10.9 cm. Lo anterior indica, entre otras cosas, 

que el punto de diseño óptimo local formado por ZL = 10.9 cm y CX = 1.72, es 

el mejor punto del conjunto de valores factibles del estudio delimitado por las 

restricciones tecnológicas impuestas en cada una de las variables de diseño. 

Parte II. Análisis de los resultados óptimos de diseño 

Para complementar el análisis anterior descrito en la Parte I, se revisan a 

continuación algunos de los resultados relevantes obtenidos con el simulador 

del llenado, ya sean óptimos o no, pero desde el punto de vista metalúrgico. 

Este análisis se realiza comparando los resultados de 2 simulaciones: 

Caso 1. Diseño de colada no óptimo (no cumple con las restricciones 

impuestas). 

Características: 

ZL= 9.5 cm y CX= 0.44444 

Profundidad del canal principal: ZH - ZL= 11.5 - 9.5 = 2 cm 

Angulo de la parte final del canal: tan1(CX) = tan1 (0.44444) = 35.57° 



Caso 2. Diseño de colada óptimo (cumple con las restricciones impuestas). 

Características; 

ZL= 10.9 cmyCX= 1.72 

Profundidad del canal principal: ZH - ZL= 11.5-10.9 = 0.6 cm 

Angulo de la parte final del canal: tan 1{CX) = tan"1(1.72) = 76.24° 

Los resultados obtenidos de ambos casos se presentan en las Figuras 6.18 a 

6.22. 
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Figura 6.18 Velocidad del aluminio al pasar por la entrada del molde en el Caso 1 a 

los 0.55 s de haber iniciado el vaciado. 
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Figura 6.19 Velocidad del aluminio al pasar por la entrada del molde en el Caso 2 a 

los 0.35 seg de haber iniciado el vaciado. 

En la Figura 6.18 se muestra la velocidad y el comportamiento del aluminio al 

momento de iniciar la entrada del metal al molde para el Caso 1. En el 

momento que se "activa" la única entrada del molde (inicia a pasar el metal), 

existe aire atrapado en el canal (cerca de la base de la colada). Por lo tanto 

este diseño no es factible, ya que se busca eliminar el aire del canal principal 

antes de iniciar la entrada del metal a la pieza y en este diseño el aire esta 

presente. 

Por el contrario, en el Caso 2, al observar el comportamiento del aluminio al 

momento de "activar" la única entrada del molde, Figura 6.19, no existe aire 

atrapado detrás del frente de metal en ninguna parte del canal principal. 



En las Figuras 6.20 y 6.21 se observa las gráficas de velocidad a 1 s de 

iniciado el vaciado para ambos casos. Sobre las imágenes de velocidad en 2D 

se sobrepone una imagen tomada en 3D que marca el recorrido de 3 

partículas A, By C. 
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Figura 6.20 Velocidad a 1 s de Iniciado el llenado para el Caso 1. Se marcan las 

trayectorias de 3 partículas. Coordenadas x, y, z de las partículas en cm: (A) 10,4,10; 

(B) 15,4,10; (C)20,4,13. 
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Figura 6.21 Velocidad a 1 s de iniciado el llenado para el Caso 2. Se marcan las 

trayectorias de 3 partículas. Coordenadas x, y, z de las partículas en cm: (A) 10,4,11; 

(B) 15,4,11; <C) 20,4,13. 

En el Caso 1, Figura 6.20, se observa que la velocidad en la entrada esta 

cercana a 50 cm/s. Por otro lado se tiene que la partícula C (coordenadas 

x=20, y=4 y z=13 de color rojo), localizada dentro de la entrada, sigue una 

trayectoria que la lleva de regreso al canal principal para finalmente regresar 

dentro de la pieza. Esto puede provocar que se generen y/o se arrastren 
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óxidos. Por lo anterior, no es recomendable el uso de este canal ni la forma o 

diseño que tiene la entrada. 

En el Caso 2, Figura 6.21, se observa que el metal pegado a la pared derecha 

de la entrada rebasa la velocidad de 50 cm/s. Por otro lado se tiene que la 

partícula C (coordenadas x=20, y=4 y z=13 de color rojo), localizada dentro de 

la entrada, sigue una trayectoria en forma de remolino. Esto puede provocar 

que se generen óxidos. Pero en el canal principal, las partículas siguen una 

trayectoria lineal y con una velocidad inferior a 0.50 cm/s. Por lo anterior, si es 

recomendable el uso de este canal, pero se requiere cambiar el diseño que 

tiene la entrada para eliminar el remolino. 

Las Figuras 6.22 y 6.23 muestran los resultados de la concentración de 

defectos generados por las superficies libres para ambos casos. Este 

resultado es un valor escalar calculado por el simulador basado en la energía 

cinética promedio y el área de la superficie libre en función del tiempo121. Los 

valores escalares, en una escala de 0 a 10, muestran la cantidad de daños 

que la superficie libre o frente de metal recibe. Por ejemplo cuando se rompe 

el frente del metal, debido a la acción de los impactos y cambios de dirección 

del fluido contra las paredes de la colada. Entre menor sea este valor, 

comparando un diseño con el otro, la cantidad de superficies libres dañadas 

es menor y por ende la concentración de defectos. 

En el Caso 1, Figura 6.22, a los 0.7 s, el metal ya está pasando a través de la 

entrada. La concentración de defectos en las superficies libres dentro del 

canal principal supera el valor escalar de 10. Lo mismo sucede dentro de la 

pieza. Analizando esta información se puede observar que el daño del 

aluminio se da dentro y fuera del canal principal y no se quedan atrapados en 

la parte final del canal o "colita". 

En el Caso 2, Figura 6.23, a los 0.8 s, el metal ya está pasando a través de la 

entrada. La concentración de defectos en las superficies libres dentro del 

canal principal antes de la entrada es casi de 1 y después de la entrada, e& 



decir en la parte final del canal, llega a ser superior a 10. Pero dentro de la 

pieza la concentración de defectos en las superficies libres, supera el valor 

escalar de 10. Al analizar esta información se puede observar que el daño del 

aluminio se da dentro del canal principal, antes de que se active la entrada, 

pero se quedan atrapados estos defectos en la parte final del canal o "colita". 

Después de activada la entrada, dentro de la pieza, se generan defectos en 

las superficies libres. 
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Figura 6.22 Masa total de defectos debidos al movimiento de las superficies libres 

para el Caso 1. 
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Figura 6.23 Masa total de defectos debidos al movimiento de las superficies libres 

para el Caso 2. 

Por lo anterior, se puede decir que, el diseño de la colada presentado en el 

Caso 2 logra minimizar también la cantidad de defectos que pueden llegar a 

tenerse por el movimiento de las superficies libres dentro del canal principal. 

Finalmente, en las Figuras 6.24 y 6.25 se presentan los tiempos requeridos 

para llenar completamente cada uno de los elementos de la malla en cada 

uno de los 2 casos estudiados. En el Caso 1, Figura 6.24, se observa que el 



canal principal se termina de llenar hasta el final, cuando se termina de llenar 

la pieza. 
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Figura 6.24 Tiempo requerido para llenar completamente cada uno de los elementos 

de la malla para el Casol. 

En el Caso 2, Figura 6.25, se observa que el canal principal se llena antes de 

que se active la entrada. 
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Figura 6.25 Tiempo requerido para llenar completamente cada uno de los elementos 

de la malla para el Caso 2. 

Así que el diseño propuesto a través de las técnicas numéricas de 

optimización, es decir el del Caso 2, también es bueno o al menos mejor con 

respecto al del Caso 1 al analizarlo desde el punto de vista metalúrgico. 
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Capítulo 7. Conclusiones y Recomendaciones 
Las ideas fluyen de un lado pera otro a i el cerebro, no existen restricciones. Pero 
hay que concreásr y optimizar esa idea concreta, Mentas el filase incrementa sh 
cesar generando nuevas ideas. 

- Carlos Esparza 

7.1 Conclusiones 

De acuerdo al marco teórico presentado, así como al análisis y discusión 

realizado en este trabajo, se puede llegar a las siguientes conclusiones: 

• De forma general se puede afirmar que el estudio efectuado aportó 

herramientas útiles, tanto en conceptos como en procedimientos para 

mejorar la metodología de la simulación de coladas. 

• La metodología experimental que se presenta en este trabajo, para 

optimizar el diseño de una colada, es novedosa por la aplicación y 

acoplamiento de dos herramientas comerciales de simulación y 

optimización. 

• Se logra optimizar el diseño geométrico de la colada de forma 

automática utilizando un simulador basado en el método de Volumen 

Finito. 

• Hasta donde se tiene conocimiento, al momento de terminar este 

estudio, esta es la primera vez que se puede optimizar el diseño de 

una colada en 3 dimensiones. Para realizar la optimización se utilizó, 

también por primera vez, un programa basado en el método de 

Volumen Finito, FV, ya que en trabajos previos se habían utilizado 

únicamente simuladores basados en los métodos de Elementos 

Finitos, FEM. 



• El simulador seleccionado y utilizado, Flow3D, es capaz de reproducir 

el comportamiento del aluminio líquido. Se ha demostrado que el 

utilizar un simulador basado en el método FV ayuda a capturar mejor el 

comportamiento de las superficies libres en comparación a los que 

utilizan el método FEM. 

• Se logró simular el llenado por el proceso de gravedad, de una colada 

típica en un molde de arena. Con los datos del material y los 

parámetros del proceso requeridos, los resultados obtenidos 

concuerdan con los obtenidos experimentalmente. 

• El planteamiento del problema de diseño óptimo, de una colada típica, 

requirió la selección de 2 variables de decisión o de diseño. Estas 

variables podrían variar en un rango fijo de valores pertenecientes al 

conjunto de soluciones factibles o practicas en su implementacíón real. 

La profundidad del canal, ZL y la pendiente de la colita final de la 

colada CX, fueron identificadas como las variables de diseño, ya que 

por experiencia previa estas son las zonas del diseño que afectan en 

mayor medida el comportamiento del liquido a estudiar. Además se 

mantuvo el diseño de la parte de la caída del metal constante durante 

todos los experimentos y no se estudio su influencia. 

• Se realizó con éxito el acoplamiento del simulador con el optimizador 

con la idea de optimizar el diseño de una colada típica de forma 

automática. Con base en una selección adecuada de las variables de 

diseño e imponiendo las restricciones tecnológicas requeridas, se 

obtuvieron diseños óptimos factibles. 

• El resultado final óptimo del diseño, en cada uno de los análisis 

realizados, se vio influenciado por el punto inicial de diseño 

seleccionado. Lo cual implica que el método de optimización tiene que 

ser lo suficientemente robusto para realizar la búsqueda del punto 

óptimo. Pero también requiere que se inicie el proceso de optimización 



con diversos puntos de diseño inicial para poder seleccionar de los 

valores óptimos locales finales el mejor, en este caso el que minimice 

en mayor medida la función objetivo. 

• De acuerdo a las pruebas en 2D el mejor método de optimización 

numérica para aplicarse en el diseño de una colada fue el método de 

programación cuadrática secuencíal, SQP. Fue el que mejor resultados 

dio, ya que consistentemente el algoritmo de búsqueda que utiliza 

logró obtener resultados que en su mayoría eran distintos al punto 

inicial de diseño y a la vez menores o iguales a los obtenidos con otros 

métodos, solo que los otros no fueron tan consistentes. 

• El método SLP fue muy inestable a pesar de haber logrado algunos 

resultados de ZL y CX diferentes a los puntos iniciales del diseño. 

Entendiendo por inestabilidad que una gran cantidad de las pruebas 

realizadas se interrumpieron al fallar los análisis y esto interrumpió todo 

el proceso. Esto lo puso en segundo lugar después del método SQP. 

• Los métodos MMFD y SUMT terminaron en casi todos los casos con 

puntos óptimos de diseño muy cercanos a los puntos iniciales. Esto los 

limita para aplicarse al diseño óptimo de la colada. El método SUMT 

fue el más estable y el que menos problemas tuvo para converger a 

una solución factible. 

• Como resultado final de los DOE se observó la gran influencia de la 

profundidad del canal para minimizar la velocidad del metal en la 

entrada al molde, tanto en 2D como en 3D. El factor interno del 

optimizador, el incremento del paso, SS, no tuvo gran influencia para 

minimizar la función objetivo. Por lo tanto se puede utilizar cualquiera 

de los 3 valores de SS estudiados. 

• La diferencia más importante entre los resultados de los diseños de 

experimentos realizados en 2D y en 3D fue que los resultados óptimos 



en 2D se presentaron en diversas zonas dentro deí conjunto de 

posibles soluciones o combinaciones de las variables de diseño, 

mientras que los resultados en 3D indicaron que la solución óptima se 

encontraba en una zona más pequeña y delimitada dentro de la región 

de diseño factible. Esto implica que la forma de la función objetivo en 

2D tiene una forma muy irregular y muestra una gran cantidad de 

zonas con valores mínimos. Mientras que la forma de la función 

objetivo en 3D es más regular mostrando aquellas zonas con valores 

mínimos de forma más clara y en menor cantidad. Si se utilizan más 

puntos iniciales de diseño en 3D se tendría una idea más clara de la 

forma de la función objetivo. 

• Los resultados del DOE en 3D, en 5 de 9 casos, finalizaron con el 

mismo punto óptimo de diseño a diferencia del realizado en 2D, donde 

sólo un punto de diseño fue exactamente igual a otro, entre los 27 

experimentos realizados. 

• Los análisis realizados en 2D fueron útiles para seleccionar el método 

de optimización a utilizar junto con los parámetros requeridos de forma 

más rápida por la cantidad de tiempo de computo requerida para 

realizar un análisis en 2D, que fue en promedio 6 veces más rápido 

que en 3D. Pero la simulación en 3D es la más cercana a la realidad y 

por lo tanto es la que se escoge para realizar un estudio metalúrgico de 

la colada óptima comparándolo con un diseño original no optimizado, 

• La profundidad final del canal optimizada, para el problema estudiado 

en 3D, es de 11.5 cm -10 .9 cm = 0.6 cm, con una pendiente final de la 

colita de 1.72 que equivale a 60°. Con esto se obtiene una velocidad 

del aluminio en la entrada de 35.72 cm/s, sin tener aire en el canal 

principal al iniciar la entrada del material a la pieza. 



7.2 Recomendaciones 

Se presentan a continuación las sugerencias para futuros estudios: 

• Efectuar más simulaciones y optimizaciones con otras coladas de uso 

industrial en 3D, aplicando la metodología aquí descrita. Ya que se 

demostró que si contribuye a la optimización del diseño de la misma. 

Esta aplicación industrial dependerá del tipo de computadora utilizada 

en el proceso de simulación, de la complejidad del diseño y el número 

de elementos involucrados en la discretización del problema. El tiempo 

de cálculo podría ser prohibitivo si la aplicación de esta técnica para 

optimizar una colada requiere más de un mes para llegar a un diseño 

óptimo local. Se requiere evaluar el efecto real. 

• Seleccionar y utilizar más de dos variables de diseño para optimizar la 

forma geométrica de la colada. Esto con la idea de aprovechar el 

potencial que tiene el utilizar esta metodología, la cual no esta limitada 

en el número de variables de diseño. La limitación esta en el tiempo de 

cálculo que requiere cada uno de los análisis, dependiendo de la 

complejidad del problema y del tipo de computadora a utilizar. 

• Continuar con el análisis de la colada típica utilizada en este estudio 

pero aplicando también algunas otras técnicas que permitan 

determinar el diseño óptimo global. 

• Explorar y proponer otro objetivo de optimización, por ejemplo, 

minimizar el rebote del aluminio líquido en el corredor principal, sin 

mantener aire atrapado, manteniendo la velocidad en las entradas 

menor a 50 cm/s. En este caso la función objetivo se puede plantear 

con la relación entre el tiempo de activación de cada una de las celdas 

de la malla en cada una de las zonas de interés, por ejemplo, en el 

canal principal, la parte final del canal y las entradas, ecuación (7.1): 



tChoke,- < tDifusser, < tRunnerfc < tEnd/< tGatem (7.1) 

Con esta expresión se indica que el tiempo de activación o llenado de 

las celdas en el "choke" (tChokei) debe ser menor que en la zona del 

difusor (tDifussef]), que a su vez debe ser menor que en algunas zonas 

del canal principal (tRunnerk), etc. 

• Este proceso de optimización de coladas puede aplicarse con otro 

simulador y otro optimizador, dependiendo de las características y 

fortalezas de cada uno de los programas seleccionados. Ya que la 

metodología presentada y propuesta aquí es aplicable con otros 

simuladores que cuenten con el mismo tipo de archivos de entrada y 

salida en formato de texto. Existen en el mercado algunos otros 

programas de optimización que utilizan los mismos y otros métodos de 

optimización, trabajan de la misma forma que VisualDOC, permitiendo 

acoplarlos con los simuladores. 

• Estudiar otros programas de optimización con diversos métodos de 

optimización, explorando otras técnicas basadas en variables discretas 

o combinación de variables continuas y discretas. Por ejemplo 

aproximaciones de respuesta de superficie, RSA "Response Surface 

Apmximation" o algoritmos genéticos, GA "Genetic Algorithms". 

• Lograr el acoplamiento del simulador y el optimizador con un programa 

de CAD, donde se actualice la geometría por medio de parámetros de 

diseño. Esto permitirá la actualización directa de geometrías complejas 

y no depender de las herramientas de modelación del simulador que 

en muchas ocasiones es muy limitada. Se podría lograr por ejemplo 

que el optimizador modifique una base de datos, por ejemplo en MS 

Excel y que con estos datos se actualice el diseño en computadora o 

programas de CAD (por ej. Unigraphics, PRO-e, etc.) y luego se 

genere una nueva geometría a utilizar en el simulador. Debe buscarse 

que dicho proceso se haga de forma automática. Es decir que no 
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requiera la intervención de nadie durante el proceso de optimización, 

incluso ni para realizar el pre-procesamiento de datos en el simulador. 

• Trabajar en conjunto con las empresas desarrolladoras de los 

programas de optimización y de simulación, para lograr un 

acoplamiento directo e interno. En ese caso, se utilizaría directamente 

la interfase del simulador. El diseño a optimizar se prepararía en 

menos pasos y por ende en menos tiempo. 

• Aplicar esta misma técnica de optimización en la simulación y 

optimización de otros procesos en la fundición. Como la selección de la 

localización y el número óptimo de boquillas necesarias para llenar una 

caja de corazones con arena. Este proceso actualmente puede ser 

simulado con F1ow3D. Para la optimización del número de boquillas y 

su localización, se puede hacer uso de métodos de optimización que 

utilicen variables discretas. Ya que de un conjunto de posibles 

localizaciones, tamaños y número de boquillas, el optimizador podría 

indicar cual es el mejor resultado que, por ejemplo, maximice la 

densidad de la arena en varias zonas seleccionadas de la caja de 

corazones al llenarla. 

• Si se utiliza otro programa de simulación diferente a Flow3D, por 

ejemplo MAGMAsoft, se requiere de inicio adquirir un módulo especial 

para tener acceso a los resultados y a los archivos de entrada en 

formato de texto o ASCII, este módulo es llamado por el desarrollador 

MAGMAapi. Después, se tendrían que identificar aquellos archivos de 

MAGMA y variables internas a ser modificadas por el programa 

optimizador, después identificar los resultados finales que permitan 

realizar la evaluación por el optimizador. Al final, el proceso de 

optimización debe poder realizarse en forma automática. 
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Anexo 1 

A continuación se presentan los conceptosO básicos de optimización y un 

ejemplo básico de optimización numérica donde se muestra cómo se 

aplican las técnicas numéricas de optimización para obtener la solución de 

un problema de optimización sin restricciones. Este ejemplo se describe y 

presenta con el mayor detalle en el libro de Vanderplaats111. 

A1.1 Conceptos básicos de optimización 

De forma general, los métodos de optimización requieren encontrar el valor de 

X que minimice o maximice la función objetivo F(X) y que cumpla con las 

restricciones que puede tener el problema. De forma matemática se escribe 

de la siguiente forma111 : 

Minimizar: F(X) Función objetivo (4.1) 

Sujeta a: 

gj(X)<0 j = \,m Restricciones de desigualdad (4.2) 

hk(X) = 0 k = \J Restricciones de igualdad (4.3) 

Restricciones de frontera (4.4) 

donde X es igual al vector de variables de diseño: 

X = 

X} 

X2 

X) 

X. 

Variables de diseño 



gj(X) representa el conjunto de restricciones tecnológicas de no igualdad en 

función de las variables de diseño. 

hk(X) representa el conjunto de restricciones tecnológicas de igualdad en 

función de las variables de diseño. 

X¡ y X" representan los límites inferior y superior de los valores factibles de 

las variables de diseño X¡. 

Ahora, para entender de una forma sencilla lo que describe la represtación 

matemática, considere que se encuentra en una colina y desea llegar a la 

cima pero con los ojos vendados, ver Figura A1.1. La función objetivo es la 

altura o elevación, la cual se desea maximizar. Ahora, si se desea pensar 

en términos de minimización, la función F(X) = -Elevación. Las cercas 

representan las restricciones tecnológicas del sistema, g¡(X)y hk(A"). 

EL PROBLEMA FISICO 

Figura A1.1 Ilustración del problema de optimización111. 



Matemáticamente, el valor negativo de la distancia que lo separa de la 

cerca es la cantidad por la cual se satisface la restricción. Si se llega a 

tocar la cerca el valor de la restricción es cero. Puesto que se esta con los 

ojos vendados, no se puede ver el punto con mayor elevación dentro de 

las cercas. De alguna manera hay que buscar este punto. Una manera de 

hacerlo seria tomar un pequeño paso en la dirección norte-sur y luego otro 

paso en dirección este-oeste y de esta forma calcular la pendiente de la 

colina. De esta manera, lo que se habrá hecho es calcular el gradiente de 

la función ( - Elevación) por diferencias finitas. 

Existirá entonces un vector de dirección entre estos dos puntos. La 

pendiente de este vector es la dirección de búsqueda por la cual se 

debería llegar a la cima de una forma rápida. Matemáticamente, el 

gradiente del objetivo se refiere como la dirección de pasos ascendentes y 

como se busca minimizar la F(X), se utiliza el gradiente negativo o de 

pasos descendentes. Ya teniendo la dirección hay que moverse en dicha 

dirección hasta encontrar una cerca o la cima o punto óptimo. 

Hay que notar que el número de pasos que se den en esa dirección 

representa un parámetro escalar, el cual es entero o fraccionario. Si ahora 

se define el punto inicial como 0, en ese caso 0 contiene 2 entradas, 

siendo la longitud y la latitud del punto de inicio. Para la primera iteración, 

la dirección en la que se mueve se le designa como 1. Ya sea que se 

encuentre en esa dirección el punto más alto o se llegue a una cerca, 

entonces se actualiza la expresión matemática siguiente, ecuación (A1.5). 

X ' ^ X ^ + a S * (Ai .5) 

El valor de a es el óptimo en la dirección de búsqueda S*. Si no se logra 

llegar al punto mas alto de la colina en esta primera iteración, se busca 

una nueva dirección de búsqueda y se actualiza la ecuación (A1.5) y se 

realiza una nueva iteración, así hasta que se llegue al punto óptimo o sea 

el más alto de la colina, dentro de las cercas. En la Figura A1.2 se 
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representa la aplicación de estos conceptos matemáticos para resolver el 

problema planteado en la Figura A1.1. 

EL PROCESO DE OPTIMIZACIÓN 

Figura A1.2 Ilustración de la solución del problema de optimización planteado en la 

Figura A1.1[1). 

A1.2 Minimizar la energía potencial de un sistema de resortes con cargas 

De acuerdo a la explicación del punto anterior A1.1, ahora se aplican los 

conceptos presentados en un problema de ingeniería. En la Figura 

A1.3(a) se muestra un sistema de resortes de los cuales se desea 

encontrar la posición de equilibrio bajo las cargas aplicadas, Pt y P2. En la 

Figura A1.3(b) se muestra el sistema deformado y en equilibrio después 

de la aplicación de las dos cargas. La posición de equilibrio se calcula 

minimizando la energía potencial del sistema (EP), también llamada 

función objetivo, la cual se expresa de acuerdo a la ecuación (A1.6). Las 

variables de diseño son X i y 



EP=¿K {ÉL ) (ÉL ) -PX -PX 

ÉL ^fciO-X ) +JT l"-i<? 
ÉL -¡¡JO+JT ) +JT ] " - J 0 

( A 1 . 6 ) 
( A 1 . 7 ) 
( A 1 . 8 ) 

Donde, K y K2 representan las constantes o modulos de Young de cada 

uno de los resortes y X* y X2 son las coordenadas en X y Y del punto de 

equilibrio al aplicar las carpas P1 y En la Figura A1.4 se observa el 

espacio de diseño y solución del problema expresado por la Ecuación 

(A1.6). La solución se representa por una serie de líneas de contomo que 

representan un valor constante de la función objetivo en términos de X? y 

X2. 

'l = IO on e§gXi=flN/c 

kf»=5N 
J W í í 

¿2= 10 coi S E X2=1N/csi 

^a). Sin Defoimación (b). Deformado 

Figura A1.3 Sistema de 2 resortes con 2 cargas aplicadas, P1 y P2 [1l (a) Sin de 

deformación, (b) Deformado. 



Figura A1.4 Espacio de diseño y solución del problema de la Figura A1.1(,¡. La 

Energia Potencial, EP, representada por valores constantes en función de X, y X * 

Este problema de optimización se expresa matemáticamente, utilizando las 

ecuaciones básicas desde la (A1.1) hasta la (A1.4), de la siguiente manera: 

Minimizar: F(X)=EP Energia potencial (A1.10) 

Sujeta a: 

X¡ < X, < X" i-\,n Restricciones de frontera (A1.10) 



Para este problema no existen restricciones de desigualdad o igualdad, así 

que la solución se realiza por medio de métodos de optimización sin 

restricciones. 

Cualquier método de optimización no sabe cual es el tipo de problema que 

esta resolviendo. Simplemente intenta minimizar una función. El proceso se 

inicia dando un valor inicial al vector de diseño X, Xo, y se actualiza el diseño 

de acuerdo a la Ecuación (A1 11). 

X 9 = X " - l + a S q (A1.11) 

donde q representa el numero de iteraciones, a* es un valor escalar que 

indica la magnitud del paso en la búsqueda del punto óptimo en la dirección 

de búsqueda, representada por el vector S0. 

De forma general la aplicación del método de optimización sigue los 

siguientes pasos: 

1. Inicia con q= 0 y X= Xo 

2.q = q+1 

3. Se evalúa FQp1) 

4. Se calcula v / ^ * ' " 1 ) 

5. Se determina la dirección de búsqueda, S*7. 

6. Se realiza una búsqueda en una dimensión para encontrar el valor de 

a . 

7. Se establece el valor X" =X"~] + a'S". 

8. Se checa la convergencia para saber si se ha llegado al punto óptimo. 

Si se satisface el criterio de convergencia, se termina el proceso, sino se 

regresa al punto número 2. 
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Las partes críticas del proceso de optimización consisten en lo siguiente: 

• Encontrar una dirección de búsqueda usable, Sq. 

• Encontrar el valor del parámetro escalar,a*, que minimice la 

función F(xq~] +a'Sq). 

• Checar (a convergencia y terminar si el punto encontrado es el 

óptimo de acuerdo al criterio de convergencia. 

Existen una serie de métodos numéricos de optimización'11, en este caso 

aplicado a un problema sin restricciones, que se podrían utilizar para llegar a 

la solución óptima del problema. Pero hay algunos que de plano no pueden 

llegar a la solución y no son recomendados, por ejemplo el Método de Pasos 

Descendientes, "Steepest Descent Method". Para ilustrar lo anterior, se 

observa en la Figura A1.5 la aplicación de dicho método a la solución del 

problema en cuestión, mostrando la historia de algunas de las iteraciones. 

Aquí sólo se muestran algunas iteraciones debido a que el método 

rápidamente se deteriora y pasa a hacer movimientos muy pequeños. 



Figura A1.5 Aplicación del Método de Pasos Descendientes, "Steepest Descent 

Method" 

Por el contrario, al utilizar el método Fletcher-Reeves, Figura A 1.6, se 

observa claramente la eficacia del mismo, llegando en unos cuantos pasos 

al punto óptimo del problema. 



Figura A1.6 Aplicación del Método Fletcher-Reeves™. 

De esta forma, después de haber presentado este ejemplo, se espera que 

el lector tenga una Idea mas clara de los conceptos básicos al aplicar las 

técnicas numéricas de optimización a un problema de ingeniería. 
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