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Abstract

En este trabajo se estudia los cambios de la masa y la anchura del mesén sigma en el
marco del modelo Sigma lineal a temperatura finita, en la aproximaciéon de un solo
loop. Encontramos que a medida que aumenta la temperatura, la masa del sigma
decrece. También se analiz6 la funcion espectral y observamos un incremento en el
umbral generado en el punto critico de Temperatura el cual consideramos que es
una firma de la restauracion parcial de simetria quiral, también puede interpretarse
como una tendencia a la transicion de fase quiral. Ademés, se estudi6 la anchura
del meson sigma en el momento en el que el incremento del umbral se lleva a cabo,
esto para diferentes valores posibles de la masa del sigma. Encontramos que hay
una breve ampliacion seguido de una caida abrupta en el ancho del sigma a medida
que la temperatura aumenta, lo que también esta relacionado con la restauraciéon de
la simetria quiral y es una indicacion de que el sigma podria ser un estado ligado de
dos piones.



1. Introduccion

En este trabajo se investiga la fisica mesonica en el medio nuclear y a temperatura
diferente de cero, esto con el fin de estudiar algunos aspectos de la materia nuclear
que esta descrita por hadrones, los cuales son afectados en gran medida por la inter-
accion fuerte. Esta interacciéon influye de manera particular a los hadrones ya que
contiene fenomenos exclusivos que las otras interacciones que se estudian en el mod-
elo estandar no tienen, por lo que se ha dedicado un gran esfuerzo al entendimiento
de las propiedades o fenémenos que esta interaccion presenta bajo diversas condi-
ciones. La materia nuclear presenta propiedades como el confinamiento y la libertad
asintotica las cuales son fendomenos exclusivos que estudia la teoria fundamental de
la interaccion fuerte, esta se conoce como QCD (cromodinédmica cuantica)la cual
es una teorfa de norma o gauge no abeliana basada en un grupo de simetria local
llamado SU(3) que consiste de particulas llamadas quarks, mientras que los medi-
adores de su fuerza son los gluones.

Es importante mencionar que la Cromodinamica Cuéntica perturbativa falla a en-
ergias menores de 1GeV, por lo que para estudiar fendémenos de QCD que ocurren a
energias menores a el limite mencionado es necesario realizar calculos con modelos
alternos como lo son la teoria de norma en el lattice o las teorias de campos efectivas.
Algunos de los principales modelos efectivos los cuales producen resultados correc-
tos son Hadrodinamica Cuantica(QHD), el modelo Nambu-Jona-Lassino (NJL), el
modelo Sigma Lineal, la Teoria Quiral de Perturbaciones, entre otras.

Por otro lado en el mundo real resulta indispensable realizar calculos incorporando
las propiedades mecanico-estadisticas de Temperatura y potencial quimico, debido
a que los sistemas cuanticos presentan cambios de fases los cuales son de mucha im-
portancia en el estudio de estrellas y la cosmologia en general. Para estudiar estos
fenémenos existe en la fisica teorica, la teoria cuantica de campo térmico también
conocida como la teoria del campo a temperatura finita la cual consiste de un con-
junto de métodos para calcular los valores esperados de observables fisicos de una
teoria cuantica de campos tomando en cuenta la propiedades termodinamicas.

En los tltimos anos el estudio de la fisica se ha enfocado a la busqueda de los
cambios de fase en materia nuclear y se estan realizando experimentos en LHC asi
como en RHIC para el estudio de la transicion al plasma de quarks y gluones, esta
fase existe a extremadamente alta temperatura, densidad, o ambos. Las particulas
de quarks y gluones elementales emergen como chorros de hadrones durante procesos
muy energeticos, como cuando un quark en un protoéon es golpeado por otro quark
muy rapido (en un impacto de protones) durante un experimento de algtin aceler-
ador de particulas. Esta fase consiste de quarks y gluones asintoticamente libres,
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que se considera uno de los bloques bésicos de la construcciéon de la materia y se
cree que hasta pocos milisegundos después del Big Bang, el Universo se encontraba
en un estado de plasma quark-gluén .

La principal contribuciéon de este trabajo corresponde a la determinacion de la
variacion de las masas del mesén escalar sigma y de los piones como funcién de
la temperatura, asi como también el analisis del comportamiento del condensado.
Estos resultados aparecen en el capitulo 6 de esta tesis. Los resultados de este
trabajo fueron publicados en el Internationl Journal of Modern Physics.

Esta tesis esté organizada de la siguiente manera: primero una breve introducciéon
a la teoria cuéntica de campos y la teoria de perturbaciones ya que estas son las
herramientas principales para realizar célculos en el modelo estandar de particulas,
posteriormente presento la metodologia de la teoria cuantica de campo térmico y su
aplicacion al estudio del meson sigma a temperatura finita mediante el uso del LSM
y el modelo NJL. En este trabjo se utiliza la notacion covariante relativista, ademas
se aplica la simplificacion con unidades naturales (h =c=1) .



2. Teoria Cudntica de Campos

La Teoria Cuantica de Campos o QFT(Quantum Field Theory) por sus siglas en
ingles es considerada la herramienta fundamental para el analisis de particulas
cuantico-relativistas, esta consiste de la uniéon entre la teoria cuéantica y la teoria
de campos , esta uniéon nos da un enfoque adecuado para explicar los fenémenos
fundamentales de la materia. Un elemento importante en la teoria cuantica de cam-
pos en problemas fundamentales es la teoria de la relatividad especial de Einstein.
Con respecto a esta cabe destacar que antes del ano 1928 existian intentos que bus-
caban unificar la teoria de relatividad y la mecanica cuantica la cual podia describir
efectivamente problemas atémicos, entre estos intentos se encontraba la ecuacion de
Klein—Gordon, sin embargo no fue hasta que Dirac propuso la ecuacion que lleva
su nombre que se logré la unificacion gracias a la reinterpretacion de los estados
cuanticos de spin emergentes asi como la prediccion y posterior descubrimiento del
positron. Por otro lado mientras Dirac cuantizo el campo electromagnético en 1927,
Heisenberg junto con Born y Jordan construyeron la teoria expresada en forma de
una cadena infinita de osciladores cuanticos, los cuales se obtienen al introducir
operadores de creacion y aniquilaciéon en un espacio de Fock, este espacio forma
la base tedrica para el campo cuantico. Ademas durante la década de los 50 se
logré consolidar la electrodinamica cuéntica, que proporcioné un sistema satisfac-
torio para explicar lo medido experimentalmente en procesos electromagnéticos a
un nivel de fisica cuantica relativista. Posteriormente se logré incluir las interac-
ciones fuerte y débil al sistema que se conoce como el modelo estandar de particulas.

La teoria cuéntica de campos propone nuevos conceptos como la polarizacion del
vacio o la mencionada antimateria, pero quiza lo mas novedoso consiste en reinterpre-
tar el debate de particulas/onda con la realizacién de que mas bien son excitaciones
en los campos cuanticos que permean el universo. Esta teoria ha tenido un efecto
tremendamente positivo en nuestro entendimiento de la materia y el espacio, por
ejemplo la electrodindmica cuantica una de las teorias que forman la QFT predice
el fenémeno de corrimiento de lamb que postula un cambio detectable en los niveles
de energia del hidrogeno asi como los momentos magnéticos anémalos del electron
y el muon, estos fueron detectados con un alto grado de precisiéon comparado con lo
predicho por la teoria.

En la fisica el comportamiento dindmico de una particula, o mas precisamente, un
punto de masa en la mecanica clésica, se puede deducir de la ecuaciéon movimiento
de Lagrange. Tomando en cuenta lo anterior y considerando que todas la teorias
de la fisica se sustentan con herramientas mateméticas particulares y necesarias,
partiremos del Lagrangiano de la teoria clasica [I] para después hacer la conexion



con la teorfa de campos, por lo que el lagrangiano se define como

L = L(qi; ¢:); (2.1)

donde ¢; y ¢; son las coordenadas y momentos generalizados respectivamente. Por
otro lado la accion esta dada por

to
S:/ L(q;, q;)dt (2.2)
t1

donde el diferencial de t; y ty es el tiempo transcurrido y las ecuaciones obtenidas
son las ecuaciones de Euler-Lagrange ec[2.3]

oL d oL
dq;  dt g

(2.3)

las cuales se obtienen aplicando el principio de minima accién (mostrado a contin-
uacion) a la ecuacion
05 =0. (2.4)

Ahora tomemos los campos en cada punto en el espacio como las variables dinadmicas
para cuantificar estos directamente. Este enfoque generaliza la mecanica clasica de
un sistema de particulas, y su cuantizacion, a un sistema continuo, es decir, a los
campos. Este formalismo proporciona un procedimiento de cuantizacion sistematico
para cualquier teoria clésica de campos derivable de un Lagrangiano. En la teoria
de campos el Lagrangiano pasa a ser una densidad Lagrangiana [2]. Entonces par-
timos de una densidad de Lagrange que depende de los campos y de sus momentos
mostrada en la ec[2.5|para posteriormente obtener las ecuaciones de campo mediante
el principio de minima accién antes mencionado.

i 09"

= — 2.
L=, 52) 25)
Por otro lado la accién esta dada por,
) 8¢i
— 4 7 92
5= [ daoi 55 26)

donde se puede observar que donde se tenian las coordenadas generalizadas ¢; ahora
se tiene el objeto ¢; que son conocidos como los campos. Por otro lado se tiene un
espacio-tiempo de cuatro dimensiones que debe ser no s6lo homogénea en virtud de
translaciones sino también isotrépico con respecto a las rotaciones, por lo tanto, es
necesaria la que la accion de Lorentz sea invariante bajo ciertas transformaciones.
Estas transformaciones de Lorentz incluyen rotaciones en tres dimensiones ordinar-
ias del espacio, asi como las transformaciones de velocidad (boost de Lorentz) que
pueden ser vistos como rotaciones en Hiperplanos espaciotemporales mixtos en el
espacio de Minkowski donde el tensor métrico de Minkowski esta representado por
la matriz siguiente

1 0 0 0
w |0 =1 0 0
9 = 1o 0o -1 0

00 0 -1



Usando la matriz anterior podemos escribir la métrica de Minkowski en funciéon de

las coordenadas z¥
14

v = (=20 2 2? 2?) (2.7)
y tenemos que la metrica nos da

ds* = —(da’) + (da')? + (da?)” + (d2”)* = g da’da” (2:8)

donde los 4-vector z¥ se transforman de la siguiente manera

" = ANz¥ (2.9)
y el diferencial del espacio se transforma de la siguiente manera,
&' = Jd'z = j(%/)d“x (2.10)
donde Jacobiano de la transformacion esta dado por
%Z’: - Aggi: (2.11)
Tl =Ml ==+1=1 (2.12)

Por otro lado el Lagrangiano debe ser invariante (es decir un escalar de Lorentz)|[2]
y debe depender solamente de los campos que podemos observar en la ecuacion
ademés en la teoria clasica se establece el principio de minima de acciéon dado por
2.4

En la frontera de la superficie €2 que limita el volumen de integraciéon tenemos,

§¢' =0 (2.13)
3¢’ (z) = ¢"(z) — ¢'(x) (2.14)

e i 090 L 09
SL=L —L=L(¢ ,%) .C(qb,w) : (2.15)

La configuracion de campo fisico en el volumen de espacio-tiempo es tal que la accion
S permanece invariante ante pequenas variaciones en los campos de las condiciones
de contorno fijo [2]. El céalculo de la variacion de la accion produce las ecuaciones
de Euler- Lagrange de movimiento para los campos que se muestra a continuaciéon

08 = /(ﬁ’ — L)d'z = /(ﬁ’(gbi — 8¢, gbfu — 5qbfu) — L(¢', gbfu))d‘lx =0 (2.16)
Q Q

Desarrollando por serie de Taylor obtenemos,

0L(¢", ¢.,) 0L(¢", ¢.,)

_ 7 7 7 7 7 7 4
55 = [(£161,61,) + =g P00 + B, L6 )i =0 17

Pero se tiene que . . A A A A
00, = &), — &l = Ou(¢" — ¢') = 9,.6¢" (2.18)
Entonces realizamos la integracién por partes para obtener
LW, GL) o DL 6L (8, 6,)
0S8 = / —_— )op'd*x / Oy —5 !
(g~ g 50
(2.19)



En la ultima integral se puede realizar usando el teorema de la divergencia de gauss,
pero si tomamos en cuenta que d¢' = 0 en 0N la integral es zero

OL(P, @' A
/ o (P90 s — (2.20)
Q 3¢fu
tomando en cuenta la relaciéon anterior obtenemos la ecuacion de Euler-Lagrange
para un campo . o
OL(¢',9,)

0¢; '

o aﬂ( a¢z
M

) =0 (2.21)

2.1 El Campo y la Ecuacién Escalar de Klein-Gordon

La ecuacion de Klein-Gordon, como una ecuaciéon de una sola particula, tenia en
su infancia dificultades por la apariciéon de soluciones de energia negativa ademaés
de que su corriente j* definida no daba una densidad de probabilidad p positiva,
como la ecuacion de Schrodinger. Por estas razones, habia que abandonar la inter-
pretacion de la ecuacion de Klein-Gordon como una ecuacion de una sola particula
(historicamente, este fue el motivo que llevo a Dirac a su ecuacion). Por lo antes men-
cionado los fisicos se preguntaban si se podia dar algiin sentido fisico a la ecuacion de
Klein-Gordon, después de todo, existen particulas spin 0 escalares como (7, K, etc)
por lo que, sin duda, tiene que haber alguna interpretacion fisica de la ecuacion.
Poco después con el descubrimiento del positrén por Carl David Anderson surgio la
reinterpretacion de que los estados de energia negativos en realidad explicaban la
existencia de la antimateria por lo que el problema de la energia negativa quedaba
resuelto.

Empezaremos por tratar la ecuacién como un campo clasico, como lo hicimos en
la seccion pasada. Tendremos entonces que tomar en serio el hecho de que ¢(z) es
un campo cuantico mediante el reconocimiento de que se trata como un operador
que esta sujeto a varias relaciones de conmutacion analogas a las de la mecanica
cuantica ordinaria. Este proceso es a menudo denominada "segunda cuantizacién"
y seré explicado mas adelante en este capitulo.

Para la teoria de Klein Gordon la Lagrangiana esta dada por,

L= %(@qu@“gzﬁ — m?¢?) (2.22)

donde m es la masa del campo ¢ y su ecuacion de movimiento se obtiene usando la
ecuacion de la siguiente manera ,

95 —m-¢ (2.23)
una vez que ya tenemos el primer término nos enfocamos en el segundo
oL 1 0
— = ————0,00” 2.24
96, 204, $0" (2.24)
1,00,¢ 00" ¢
= —(—— aa + aa - — aa 225
a0+ 0adg50) =t (2:25)



Usando el resultado anterior tenemos,

oL
0%,

lo que nos permite llegar a la ecuacion de Klein Gordon

Oul55) = 0,09 (2.26)

9,0"¢ +m?*¢ = 0. (2.27)

Por otro lado en mecanica el momento conjugado es una magnitud asociada a las co-
ordenadas del espacio de configuracion, ligada de manera especial a las coordenadas.
La nocién aparece tanto en la mecanica Lagrangiana y Hamiltoniana de sistemas de
particulas asi como en la teoria clasica de campos e incluso en la mecénica cuantica.
En la mecanica Lagrangiana el momento esta dado por,

oL
D

el Hamiltoniano es una de las cantidades méas importantes en la mecéanica , para
encontrarlo usamos la transformacion de Legendre dada por la siguiente relacion,

H=> md—L . (2.29)

(2.28)

Entonces con lo anterior podemos encontrar el Hamiltoniano de Klein Gordon mostrado
a continuacion

0L _1,00., 80°¢

T = 8¢’ 2( a¢z a¢ + 8a¢ a¢?0 ) = 8a¢ (230)
= —(533a¢ + 0adf) = 006 = ¢ (2.31)
=y S L= i G0+ e’ (2:32)

2.2 Obtencion del Campo de Klein Gordon (Fun-
ciones de Green)

Empezamos proponiendo como solucion a la ecuacion de Klein Gordon la siguiente

expresion,
1

(27)?

b(z) = / k)t (2.33)

d(x—a') = (2—17) /e_ik(x_x,)dk‘ (2.34)

Sustituyendo la ecf2.33] en la ecuacion de Klein Gordon obtenemos,

I 2 1 41,7 7ikx_L 4 —q iy m2 ~67ikx:
00"+ )y [ @tk = o [ k(i) (k) £ e — 0

(2.35)
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Enfocandonos en el integrando se tiene

(—k k" +m?)p(k) =0 (2.36)
(k2 + K +m?) =0 (2.37)

Usando kj — wj obtenemos
B2+ m? = w? (2.38)

Donde la raices para w} estdn dadas por

wip = B/ k2 + m? (2.39)

esto nos dice que las raices de la energia pueden ser positivas o negativas , que
se interpreta como energia de las particulas y las antiparticulas. Por otro lado la
solucion de ec se puede escribir usando la funcién §(—k? +m?) , de la siguiente
manera,

1 k2 42 ok g
) = / S(—k? + m?) f(k)e—*= @k (2.40)
o) = o / FPRdkod (k2 — (2 + m2)) f(k)e—* (2.41)

Usando la relacion siguiente kg — 4wy

/dkoé(kg — (K*+m?)) — /dko(é(

kg — wi) N O(kg — wi)

2.42
ka Zwk ) ( )

1 -1 - s o -
60) =z [ g (Tlon B2 52 4 fma et =e®s) 4y

Tomemos k — —k en la segunda integral para obtener:

1 - 1 - ) o
00) = s [ Ay fln e

(2m)? 2wy,
1 - 1 ™\ iko-20 ik-T
s |~ (e Ryt (2.49)

Separando la solucion en dos partes llegamos a la solucion siguiente,

¢(x) = d()" + d(x)” (2.45)
Donde ) .
o(x)t = on)? /d?’kQ—wkf(wk,k)ezm (2.46)
- 1 371 1 N ik
o(z)” = n)? /d A (2.47)

Si imponemos la condicién ¢(x) = ¢(x)Ten ec

1 - 1 = .
M)’ = (27)2 / d%z_wkf (wi, k)T e
1 g 1 nd .
(Qﬂ)z/_d%Q_%f(_wm—k)T@_mm) (2.48)
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Entonces las funciones f tienen las siguientes propiedades
Flwr, ) = f(=wp, —F) (2.49)
f(—wi, —k)" = flwr, k) (2.50)

2.3 Campo de Dirac

La ecuacion de Dirac es una ecuacién de onda relativista derivada por el fisico
britanico Paul Dirac en 1928. En su forma libre describe todas las particulas masivas
de spin 1/2 tales como electrones y protones. Dirac mientras buscaba una ecuacion
Optima para estas particulas decidié aplicar un enfoque utilizando un camino car-
acteristicamente directo[3], esto con el fin de obtener una densidad de probabilidad
definida positiva p > 0, por lo que se requiere un Hamiltoniano que también sea
lineal en las derivadas espaciales (igualdad de coordenadas espaciales y temporales).
Por lo tanto, la ecuacion deseada tenia que ser de la forma siguiente

.0 . 0 0 0 .
za—zf = [—i(m i, + Q27— + 063831_) + Bm = (—ia -V + fm)y (2.51)
Donde « y [ tienen los siguientes términos de conmutacion
o+ Pa; =0 1=1,2,3 (2.52)
ao;+aa; =0 con j,i=1,2,3 donde i#j (2.53)
o =3 =1 (2.54)
Para que estas matrices satisfagan las relaciones anteriores los valores de las mismas
son,
0 o 1 0
2 A o
a; = L,i 01 p= [0 _1] (2.55)

por otro lado si usamos la notacién covariante relativista, el Lagrangiano de dirac
para particulas de spin: con la simplificacion(h = ¢ = 1) se escribe de la siguiente

manera, ’ B B
L=y —myp D=yl (2.56)

donde las cuatro matrices de Dirac v* ,u = 0, 1, 2, 3, satisfacen el siguiente algebra
VA Ay =2g" (2.57)

Usando el lagrangiand2.21] llegamos a la ecuacion covariante de Dirac.
(iv*0, —m)y =0 (2.58)

La ecuacion implicaba también la existencia de una nueva forma de materia, la anti-
materia, previamente insospechada y no observada y que fue confirmada experimen-
talmente varios anos después. También proporciond una justificaciéon teoérica para la
introduccion de varias funciones de onda componentes en la teoria fenomenoldgica
de Pauli del spin. Las funciones de onda en la teoria de Dirac son vectores de cuatro
nimeros complejos (conocidos como bispinores), dos de los cuales se asemejan a la
funcion de onda de Pauli en el limite no relativista, en contraste con la ecuacion de
Schrédinger que describe las funciones de onda de un solo valor complejo.

12



2.4 El Oscilador Armoénico Cuantico

El sistema del oscilador armoénico cuantico es de suma importancia para la teoria
cuantica de campos ya que este nos ayuda a representar particulas y antiparticulas
mediante el uso de operadores de creacion y aniquilacion[4]. Los operadores in-
yectan las caracteristicas en la teoria, las propiedades matematicas necesarias para
su uso correcto en las subsecuentes herramientas como lo es la teoria de pertur-
bacién. Veamos brevemente la teoria cuéntica del oscilador armonico, ya que esta
estrechamente relacionado con el formalismo de la cuantizacion de los campos. El
Hamiltoniano de un oscilador unidimensional de masa m y la frecuencia de oscilacion
w se escribe,

p° mw? )

El método que aplica los " operadores escalera “, desarrollado por Paul Dirac , nos
permite extraer los valores propios de energia sin resolver directamente la ecuacion
diferencial. Por otra parte, es facilmente generalizable a problemas més complicados,
sobre todo en la teoria cuantica de campos. Siguiendo este enfoque, definimos
los operadores @ y su adjunto a' donde los operadores de creacién y aniquilacion

respectivamente son,

n

1

i =\ ——(mwi +ip)  al =/ ——(mwi —ip 2.60
a 5 (mw + ip) a 5 (mw — ip) (2.60)
Esto conduce a la representacion util para & y p
b=yl ta) =)o (! a) (261)
€T = a a = a —a .
2mw P 2mw

donde los operadores siguen las reglas de conmutacion siguientes,
&,5] = i (2.62)

[a,a'] =1 (2.63)
Usando la ecf2.61| podemos escribir el Hamiltoniano de la siguiente manera

| .1
H(k) = 5%(&*& +aa’) = wy(N + 5) (2.64)

Donde N es,

A~

N =a'a (2.65)

Se puede observar que el operador @ no es hermitiana , ya que este no es igual su
adjunto a'. Sin embargo, los estados propios de energia|n) interactiian con estos
operadores de la siguiente manera

N |n) =nln) (2.66)
aln) =vnln —1) (2.67)
a'|n) =vn+1|n+1) (2.68)

Los vectores |n) forman un sistema orthonormal conocido como "Espacio de Fock".
Una definicion de los estados de Fock es que son los elementos de un espacio de
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Fock los cuales son estados propios del operador del nimero de particulas y también
son superposiciones de estados de diferentes nimeros de particulas. Por lo tanto, no
todos los elementos de un espacio de Fock se les conocen como "estados de Fock."Los
estados normalizados en el espacio de Fock son,
~t\n
= o (2:60)
n!

Entonces regresando a la ecuacion cuando aplicamos el Hamiltoniano a un
estado de Fock |n) tenemos que wy3 |n) es una constante infinita que carece de
significado fisico que podemos eliminar por completo al cambiar el cero de la escala de
energia para coincidir con el estado de vacio. Entonces el resultado del Hamiltoniano
se escribe como

— o TA —.

H(k) = wra(k) a(k) : (2.70)
Para la expresion anterior se pasaron todos los operadores de creacion a la izquierda
y los de aniquilacion a la derecha y esto es llamado ordenamiento normal.

2.5 La Segunda Cuantizacion

El método de la segunda cuantizacion es particularmente importante en la teoria de
campo cuantico cuando el niimero de particulas en un sistema fisico dado no es con-
stante ya que pueden cambiar durante varios procesos que acontecen en el sistema,
es decir para analizar 2 o mas particulas se requiere incorporar un concepto llamado
segunda cuantizacion[2]. Por lo tanto, la teoria de la radiacion cuantica y la teoria
cuantica de particulas y sistemas de varias cuasi-particulas elementales son las areas
més importantes de la aplicacién del método de la segunda cuantizacion, por ejemplo
en los sistemas que se producen fotones durante los procesos de emision, absorcion
y dispersion los cuales se examinan en la teoria de la radiacion [4]. En la teoria de
las particulas elementales es necesario utilizar el método de la segunda cuantizacion
que nos da la posibilidad de transformaciones mutuas de particulas, por ejemplo,
los procesos de conversion de electrones y positrones en fotones, y el proceso inverso.

El aparato matematico de la segunda cuantizacion consiste en convertir a los campos
en operadores de campo, de manera similar a como se usan las cantidades fisicas
(posicion, momento etc.) de los operadores en la primera cuantizacion. Aqui el
papel principal es interpretado por los operadores de particulas de "aniquilacion" y
"creacion”. El operador de aniquilaciéon es un operador que transforma la funcion
de onda de un estado de un sistema fisico, disminuyendo el nimero de particulas en
-1 . Del mismo modo, el operador de la creaciéon aumenta el nimero de particulas
en el estado en +1.

El aparato matemético especifico del método, incluyendo las principales propiedades
de los operadores de creacion y de aniquilacion, difiere significativamente en estos
casos porque el nimero de particulas que pueden existir en un estado dado no esta
limitado para el caso de la estadistica de Bose-Einstein (de modo que la numeros
de ocupaciéon pueden tomar valores arbitrarios), mientras que en las estadistica de
Fermi-Dirac no puede haber mas de una particula en cada estado y los niimeros de
ocupacion pueden tener solo los valores 0 y 1.
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El método de la segunda cuantizacion fue desarrollado por primera vez por el fisico
Inglés P. Dirac (1927) en su teoria de la radiacion y fue profundizado mas por el
trabajo hecho por el fisico soviético VA Fok (1932). El término "segunda cuanti-
zacion" aparecié debido a que el método desarrollado después de la "ordinaria" o " la
primera", cuantizaciéon, cuyo propésito era determinar las propiedades ondulatorias
de las particulas. La necesidad de la consideraciéon sistematica de las propiedades
corpusculares de campos también (desde la dualidad particula-onda es inherente a
todos los tipos de materia) dieron lugar a la aparicion de los métodos de segunda
cuantizacion.

2.5.1 Relaciones de Conmutaciéon a Tiempos Iguales

En la teoria cuantica de campos, los campos y todos los observables construidos a
partir de ellos, se sustituyen por los operadores cuanticos en un espacio de Hilbert.
La forma canonica de cuantizar campos consiste en postular ciertas relaciones de
conmutacion a tiempos iguales entre los campos [4]. Este espacio de Hilbert se basa
en un estado de vacio, y la dindmica se rige por un Hamiltoniano, un operador
positivo que aniquila el vacio. Una construccién de una teoria cuantica de campo
escalar se puede encontrar en el siguiente tema, que utiliza relaciones de conmutacion
canodnicas entre los campos, como base para la construccion, las variables béasicas son
los campos ¢ y su momentos conjugados. En los puntos espaciotemporales iguales,
las relaciones de conmutacién canénicas son,

[m(z,1), ' (2, t)] = %é@-é(m —a') (2.71)

2.5.2 Segunda Cuantizacién del Campo de Klein-Gordon
A continuacién se muestra la segunda cuantizacion para el campo de Klein-Gordon
0,0"p +m*p =0 (2.72)

El campo escalar real es el que satisface la ecuacion anterior, proponiendo una
solucion libre tipo ondas planas se tiene,

O(z) ~ e ilwra’ k) (2.73)

Y en términos de la expansion de Fourier tenemos que la soluciéon se escribe de la
siguiente manera,

1 o o o I
v) = ———— [ dk(f(k)e D 4 (k)i R ) 2.74
o) = =y | PRI G ) e
Aplicamos los siguientes cambios en el proceso de cuantizacion a la ecuaciéon anterior
F(k) = a(k) (2.75)
FR)T = a(k)f (2.76)
1 — — . 0 1. = - . 0 7. =
z) = | ———Pk(a(k)e W kD) 4 gt (f)etnr k) 2.77
o) = | =) @) ) e
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8(r) = 6(2)" + o(a)" (2.78)
Byt = 3 () alB)e e (2.79)

o) = gy haBle™ (2.80)
k

Enseguida tenemos que aplicar las relaciones de conmutacion, donde el momento
conjugado para el campo escalar estd dado por

oL
m(z) = =0 2.81
3o = Do LES(Q(E)@*NW“M + af (k) eier="—Fa)) (2.82)
V2w (27)2
&k ) (—iwon)e— @™ FD) | ot (B (o )l re”—F-d)
= [ ———(a(k)(—iwg)e” " 7" 4 ol (k) (iwy ) e —5)) (2.83)

Bl L - L o
m(x) = —i / 2k (a(F)e~ i =ED) _ gf (F)eilwra®—Fa) (2.84)

Los operadores de creacion y aniquilacion satisfacen las siguientes reglas de con-
mutacién . .

la(k),at (k)] = oz (2.85)

[a(k)', a(k)'] = [a(k), a(k)] = 0 (2.86)

En mecanica cuantica el operador de posiciéon y el de momento siguen la relaciéon de
conmutacion siguiente,

Pero en la teoria cuantica de campos tenemos que

Para probar las relaciones de conmutacion a tiempos iguales se usan las siguientes
relaciones

[O(z), 7 (y)] = id(x — y) (2.89)
(D), 7 (y)] = id(x — y) (2.90)
[0(2), $(y)] = 0 = [7t(2), 7 (y)] (2.91)

2.5.3 Segunda Cuantizacién del Campo de Dirac

La Cuantizacion del campo de Dirac se logra mediante la sustitucion de los [3] es-
pinores ¥(x,t) y ¢f(x,t) por los operadores de campo z/}(:c,t) y @T(x,t). En esta
etapa una decision se tiene que tomar con respecto a si se debe utilizar reglas de con-
mutacion o anticonmutacion. Por supuesto que ya sabemos la respuesta, ya que los
electrones, que son descritos por la ecuacion de Dirac, se encuentran empiricamente
para satisfacer el Principio de Exclusién de Pauli. Por lo tanto vamos a seguir el
camino "correcto" y usar las reglas de cuantizacion de Jordan y Wigner. La razon
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mas profunda de esta eleccion se aclarara méas adelante. Utilizando la ec[2.94]se pos-
tula que los operadores de campo de Dirac cumplen las normas de anticonmutacion
a tiempos iguales. La solucion general de la ecuacion de Dirac puede ser escrita en
funcién de las soluciones de ondas planas mostradas a continuaciéon

p(z) = / dk% Xaj(ba@)u“(l?)e—“m+da<l¥:’>*va<%>e““>> (2.92)

() = / Pk N g;)g > " (ba(k) @ (k)e' ™ + dy (k)o® (k)e ") (2.93)

«a

donde b, denota las particulas y d, las antiparticulas. Los fermiones siguen las reglas
de anti conmutacion siguientes,

{A,B} = AB + BA (2.94)
{Pa(), Y}(2')} = 650" (x — o) (2.95)
{Pa(2), Ys(2)} = {dl(2), ¥ ()} =0 . (2.96)
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3. Teoria de Perturbaciones

La Teoria de Perturbaciones se originé como solucién para resolver el problema de
la dinamica de cuerpos en sistemas planetarios, posteriormente esta herramienta
fue adaptada para resolver problemas cuanticos en sistemas atémicos y subatémi-
cos. Esta teoria resulta imprescindible para la descripcion de los sistemas cuanticos
reales y consiste de un conjunto de técnicas matematicas cuyo objetivo es formular
problemas en partes perturbativas pero solubles. Los resultados producidos por la
teoria no son exactos, pero pueden conducir a expresiones precisas, siempre y cuando
el parametro de expansion sea muy pequeno. Esta herramienta resulta indispensable
en la electrodinamica cuéntica (QED) y otras teorias cuénticas de campos.
Una caracteristica particular de la Teoria de Perturbaciones es que usualmente los
calculos aplicados a las teorfas cuanticas de campos son acompanados por diagramas
de Feynman que son técnicas de calculo especiales las cuales expresan los procesos
que se busquen analizar. Estos diagramas se consideran como una representacion
grafica de una contribucion perturbativa a la amplitud de transiciéon o funcién de
correlacion de una teoria de campo cuantico o cuantica estadistica y se utilizan para
resumir sistematicamente los términos de series de potencias producidas cuando uno
usa la teoria de perturbaciones para analizar la matriz de dispersiéon también lla-
mada matriz S, que se puede escribir en funcién del operador de evolucién temporal
como |[1]: )

Syi = (s U (00, ~00) [at) (3.1)

esta matriz contiene los términos de interacciéon de la teoria, donde el subindice ¢
denota el estado inicial y el subindice f denota el estado final.

Por otro lado se sabe que uno puede formular de maneras distintas a la mecanica
cuantica ordinaria, estas "representaciones" o "formalismos" son completamente
equivalentes y solo difieren en la forma de su dependencia Temporal. FEsta am-
bigiiedad surge ya que todos los observables fisicos son valores esperados o elementos
de matriz de operadores evaluados con los vectores de estado, estos se mantienen sin
cambios si los operadores y los vectores de estado son sometidos conjuntamente a
una transformacion unitaria. Las dos opciones extremas que se pueden construir de
esta manera son el formalismo de Schrodinger (operadores son constantes, los vec-
tores de estado son dependientes del tiempo) y formalismo de Heisenberg (vectores
de estado son constantes, los operadores dependen del tiempo). En el contexto de
la teoria cuantica de campos a menudo se prefiere el formalismo de Heisenberg, esto
es lo que se ha usado hasta ahora es decir se ha tratado a los operadores de campo
¢(z,t) como tiempo dependientes. En el formalismo de Heisenberg los operadores
satisfacen la ecuacion de movimiento de Heisenberg3.2|

i0,0"(t) = [O"(t), H(1)] (3.2)
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donde H es el Hamiltoniano (independiente del tiempo) del sistema, ademas supon-
dremos que el sistema es cerrado, de lo contrario podria experimentar una depen-
dencia del tiempo adicional impulsado por influencias externas. Una solucién formal
para el desarrollo en el tiempo de un operador O se puede escribir de la siguiente
manera,

OH (1) = MO (0)eH?, (3.3)

La dependencia del tiempo ahora se puede transferir a los vectores de estado, lo que
conduce al formalismo de Schrodinger. Esto se logra mediante la transformacion
siguiente,

O5(t) = e HIOH ()it (3.4)
la, )% = et |a, 1) . (3.5)

Como punto de partida para el desarrollo de una teoria de la perturbacién suponemos
que el Hamiltoniano del sistema en estudio se puede separar en dos partes

H=H,+H (3.6)

aqui Hy es tipicamente el Hamiltoniano de un sistema de campos libres. Para
este Hamiltoniano solo se puede dar una soluciéon exacta. La estrategia ahora es
poner esta parte "facil" del problema en la definicion de los vectores de estado.
Solo entonces la "perturbacion" del operador H, sera visible en las ecuaciones de
movimiento. En la mecanica cuantica, el formalismo de interaccion (también cono-
cido como formalismo Dirac) es una representacion intermedia entre el formalismo de
Schrédinger y el de Heisenberg, mientras que en los otros dos formalismos, ya sea el
vector de estado o los operadores llevan dependencia del tiempolI], en el formalismo
de interaccion ambos llevan la dependencia del tiempo. Entonces para encontrar las
conexiones con el formalismo de interaccion en términos del formalismo Schrédinger
las ecuaciones para los vectores y operadores son

o, )" = 16 |, 1) (3.7)

O'(t) = 105 (0)e~H5t (3.8)

Asimismo la conexién con el formalismo de Heisenberg esta dado por las siguientes
relaciones, usando se tiene que

~

Ol(t) _ ez‘HOSte—iﬁtOAH(O)G—iﬁte—iﬁ()st (39)

o, )] = 5t ift | g\ (3.10)

La conexion entre los tres formalismos es mediada por transformaciones unitarias
sin embargo todos conducen a los mismos elementos de matriz[I]. La ecuacion de
Schrodinger para la parte temporal del vector de estado en el marco de interaccion
asume la siguiente forma

i0y o, t) = —HS 5t |, £)5 + 540, |, 1) (3.11)
= —HY o, t) + 5t f o1t g5 o, t)° (3.12)
(—HS + H o, t) = —(H] + H") |a, t)! (3.13)
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y por lo tanto

iy o, t)" = Hi |, 1) (3.14)
donde hemos usado X o .
Hé _ ezH{?tHéS'esz()gt _ H(I)S' ) (315)

Como se pretende, la ecuacion de movimiento Ed3.14] para el vector de estado con-
tiene solo el operador "perturbacion" H;. Por otro lado, la dependencia del tiempo
de los operadores esta determinada por la dinamica del campo libre.

3.1 El Operador de Evoluciéon Temporal

Dentro del formalismo de Dirac el efecto de la interaccién esta por supuesto, escon-
dido en los vectores de estado |, t>[. Entonces, la ecuaciéon de Schrodinger E
es el punto de partida para un tratamiento perturbativo del problema de interacciéon
de campos[I]. Por esto definimos el operador de evoluciéon temporal (también cono-
cido como el operador Dyson) descrito por el operador unitario U (t1,t0) el cual nos
permite llegar al operador S que describe la conexion entre los vectores de estado
en el momento t; y ty. Si empezamos con

|Oé,t1>l = U(tl,to) |Oé, t0>1 (316)

y con la ayuda de [3.7 y [B.§ podemos escribir inmediatamente una soluciéon formal
de esta ecuacion con Hy = Hy

’a7tl>l — 6iH0t1 ‘Oé,tl)s _ eiHUtleiH(tl—to) |Oz,t0>s (317)
= e/Mot il (ti=to) ifloto |, ) (3.18)

donde A A A
Ulty, to) = elonetHtimto)githoto (3.19)

Como los operadores H, y H en general no conmutan, el orden de los factores en
3.19| es muy importante. El operador de evolucion temporal nos da una serie de
relaciones fundamentales, que vamos a usar ahora. Una propiedad del sistema que
es trivial es

Ulto, to) =1 . (3.20)
Por otra parte, cuando se aplican dos traslaciones de tiempo consecutivamente se
obtiene la siguiente propiedad de grupo

A A~ A~

Ul(ta, t))U (t1, to) = Ulta, to) (3.21)

ﬁ(tg, to)T - Uﬁl(tg, to) (322)

esto garantiza que la normalizacion de los vectores de estado no depende de tiempo.
La ecuacion [3.22] se puede derivar de la propiedad hermitica de los Hamiltonianos
Hy y H, como se puede demostrar con la ayuda de la soluciéon formal de ec.

A

U(tl, to)T — eiﬁgtle—iﬁutl—to)eiﬁgto — (eiHOtle—iﬁ(tl—tO)eiﬁOtO)—1 — U(tl, to)—l (323)

20



Tomando nota de que U (t,0)f = ifl5t os el operador de transformacion ec.@ que
une el formalismo de Heisenberg y de interaccion tenemos,

Ol (t) = U(t, 000" (t)U~(t,0) (3.24)

la, t) = U(t,0) |, ). (3.25)

Dado que el operador U determina la evolucién en el tiempo del vector de estado
|, t)" este satisface la ecuacion diferencial siguiente.

QU (t,to) = HLU(t, ty) (3.26)

En la teoria cuantica de campos, como en la teoria ordinaria de dispersion de la
mecanica cuéntica, resulta ventajoso transformar la ecuacion diferencial en una
ecuacion integral equivalente [1]. Dentro de la condicién de contorno la ec[3.20] esta
ecuacion se escribe como:

t
U(t,to)—llJri/ a'Hql . (3.27)

to

que se verifica inmediatamente por la diferenciaciéon con respecto al tiempo. La
ecuacion es una ecuacion integral de tipo Volterra (es decir, la variable inde-
pendiente entra como una frontera integral). Las ecuaciones de este tipo se pueden
resolver por iteracion bajo condiciones bastante generales. El proceso de insercion
re-sucesiva del lado izquierdo de ec. [3.27] conduce a la serie Neumann escrita a
continuacion.

A

t t t1
Ul(t, to) :]l—l—z'/ dtlﬁ{%(—z‘)Q/ dtl/ dto HY (1) HF (t)+
to to

to

t tn—1 R . .
(—i)"/ dtl.../ dt,H} (t\)H} (ty)...H} (t,) (3.28)
to to

T(H(t)HE(ty)...H (1)) = HL(t))HL(ty)... H N (t,)  donde ty >ty > ts... > t,

(3.29)
El concepto de un orden de tiempo se puede aplicar a todos los tipos de productos de
los operadores|2], en particular, a los operadores de campo (¢(z), ¢ (x), A,(x), etc) y
sus campos canénicamente conjugados. Pueden surgir problemas si los operadores
que estan involucrados no son tomados en argumentos de tiempo iguales. Para
una definicion general se agrega la regla donde se agrega un signo menos por cada
intercambio de operador de fermiones en el tiempo dado. Tales factores de signos
no surgen en ecf3.29 desde que el Hamiltonano es de caracter escalar y por lo tanto
siempre consiste en un ntmero par de operadores fermionicos (que implican medio
giro-ntimero entero). Dado lo antes mencionado, nos encontramos con la serie de
perturbacion para el operador de evolucion temporal U (t,t0) escrito a continuacion.

O (¢, to) :Z$(—i)" /t it .. /t AT ) () ) (3.30)

n=0
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3.2 La Matriz de Dispersiéon S

La matriz de dispersion (matriz S) es un concepto central en la teoria del campo
cuantico asi como en la mecanica cuantica ordinaria. Describe la amplitud de prob-
abilidad para un proceso en el que el sistema hace una transicién a un estado final
bajo la influencia de una interacciéon. Si uno trabaja bajo el formalismo de interac-
cion el operador de evolucion temporal es la herramienta adecuada para evaluar la
matriz de dispersion.

Si usamos la relacion siguiente que muestra al vector de estado dependiente del
tiempo evolucionado del estado inicial |¢;) bajo el limite t — —oo

i [¥(1)) = [ (3.31)

Entonces la matriz S esté definida como una proyeccion del vector de estado final
(¢f] , dado por el numero cuantico f en el limite ¢ — oo

Sp = lim (¢f| S |¢:) (3.32)
t—o00
Si la expresaramos en términos del operador de evolucion temporal tendriamos que

Sy = lim lim (¢f| Ul(ta, t1)]o;) (3.33)

to—o0t1 ——00

donde el operador S est4 definido como

A ~

S = U(oo, —0) . (3.34)
Si usamos la ecuaciéon en ec. llegamos a serie perturbativa para el operador S

§=>" %(—i)” /oo dty... /OO dt, T(HNt)HL (). . HL(t,)) . (3.35)

n=0

3.3 Ordenamiento Normal y Temporal

Retomando lo antes mencionado, en la teoria cuantica de campos a veces es necesario
escribir ciertas expresiones de la manera més conveniente, una de estas maneras es
el ordenamiento normal [3] donde se busca tener los operadores de creacion a la
izquierda por ejemplo,

Ja(k)" = a(
Ta — 5
)'a(k) := a(
Si tenemos : ¢(x)p(y) : donde ¢(z) = ¢(x)*t + ¢(x)” entonces el ordenamiento
normal se puede espresar como

) (3.36)

L H(@)b(y) : = d() T d(@) " + d(z)d() " + d(x) P(2)t + o) d(x)”  (3.37)
Otro tipo de ordenamiento es el Temporal el cual nos permite representar matemati-

camente el hecho de que las particulas tienen que ser creadas antes de que sean
destruidas.

T@@M@ﬂz{ﬁgﬁg e (338)
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Lo anterior se cumple solo para campos escalares sin embargo podemos generalizar
la expresion de los ordenamientos de la siguiente manera

A

L D(2)D(y) :

A A A

D(2)* D (2)" + (x)"(x)" + O(z) D(z)t + e®(x) ()"
€: D(y)D(z) : (3.39)

donde € representa un signo -1 si los campos son fermionicos y 1 si los campos
son bosonicos. Ahora vamos se mostrara una férmula para la evaluaciéon general
de la ordenada por el producto ordenado en el tiempo de un nimero arbitrario
de operadores. FExpresiones de este tipo es el ingrediente central de la serie de
perturbaciones.

A

T(&(x)d(y)) = (y)@(x) : + (0| T(D(2)(y)) |0) (3.40)

Esta ecuacion se ha derivado para t; > t5 sin embargo, también funciona en el caso
opuesto t; < ty y por lo tanto es valido en general. Esto implica de la observacion
anterior que tanto el producto normal como el producto 7' son invariantes bajo
permutacion de los factores. Dado que el valor de esperado del vacio de un producto
normal desaparece su valor esta dado por (0] T(®(z)®(y))|0), que es lo que nos
dice la ecuacion Ademas el valor esperado del vacio de un producto 7" de dos
operadores lleva con frecuencia un nombre propio y una notacién compacta, esta se
conoce como contraccion ordenada en el tiempo (o simplemente la contraccion) de
dos operadores

b(2)(y) = (0] T(2(2)d(y)) |0) (3.41)

Las contracciones también pueden aparecer en expresiones més complicadas por
ejemplo dentro del argumento de un producto normal. Un ejemplo, escrito vaga-
mente, podria ser:

——— | o
ABCDEFG =¢: CDG : AEBF (3.42)

Por ejemplo usando la regla anterior podemos expresar el ordenamiento 71" para 3
operadores de la siguiente manera

T(D(x)b(y)(2)) = D(2)D(y)P(2) : +E(2)0(y)®(2)
+ &) 0 (y)(2) + B(2)d(y)d(2) (3.43)

Este resultado es conocido como teorema de Wick y se puede generalizar a los
productos de complejidad arbitraria. El teorema de Wick es un método para reducir
las derivadas de alto orden a un problema combinatorio. Se utiliza ampliamente en
la teoria de campos cuanticos para reducir los productos arbitrarios de los operadores
de creacion y aniquilacion a sumas de productos de pares de estos operadores. Esto
permite el uso de los métodos de funcion de Green, y por consiguiente el uso de
diagramas de Feynman en el campo bajo estudio. Tomando en cuenta lo anterior
podemos describir la esencia del teorema de Wick como, el producto ordenado por
el tiempo de un conjunto de operadores que puede ser descompuesto en la suma de
los productos normales contraidos. Todas contracciones de pares de operadores que
posiblemente puedan surgir entran a esta suma.
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4. Formalismo de Tiempo Imaginario y
Mecdnica Estadistica

La Mecanica Estadistica es una herramienta que resulta indispensable en el estudio
de sistemas o ensambles de particulas. En la Mecanica Estadistica de equilibrio
uno normalmente se encuentra con tres tipos de Ensambles, estos son conocidos
como los conjuntos micro-canénico, candénico y gran-canénico. El conjunto micro
canoénica se utiliza para describir un sistema aislado que tiene una energia E fija, un
numero de particulas fijo N, y un volumen fijo V. El conjunto canénico se utiliza
para describir un sistema en contacto con un depoésito de calor a la temperatura T,
el sistema puede intercambiar energia libremente con algtin deposito, pero el niimero
de particulas y el volumen se fija. En el conjunto macro o gran canénico el sistema
puede intercambiar particulas asi como energia con un depésito. En este conjunto la
temperatura, el volumen y potencial quimico p son cantidades fijas. Por otro lado
en los ensambles canoénico y gran canonico, la cantidad T(-Y = 3 puede ser tomada
como un multiplicador de Lagrange que determina la energia media del sistema.
Del mismo modo, p puede ser pensado como un multiplicador de Lagrange que
determina el nimero medio de particulas en el sistema. Es importante mencionar
que en un sistema cuéantico relativista, donde las particulas pueden ser creadas y
destruidas, es mas facil de calcular observables en el conjunto gran canénico, ya que
al hacerlo no hay pérdida de generalidad porque uno puede pasar a cualquiera de
los otros conjuntos mediante el uso de una transformada inversa de Laplace en la
variable 11y / o la variable 5. En QED, por ejemplo, el ntimero de electrones menos
el niimero de positrones es una cantidad conservada, no asi el ntimero de electrones
o positrones por separado, debido a reacciones como e+e~ — e+e+e” +e~. Estas
cantidades N; u operadores de ntimero deben ser hermiticos y deben conmutar con el
Hamiltoniano, también deben ser extensibles (escala con el volumen del sistema) con
el fin de que el limite termodinamico macroscopico habitual pueda ser tomadolT].
La matriz de densidad es una matriz que describe un sistema cuantico en un estado
mixto, un conjunto estadistico de varios estados cuéanticos. La matriz de densidad
p representada como la ecuacionfd. 1] se observa a continuacion

donde el subindice en—uiNi denota una sumatoria. Por otro lado utilizaremos la

matriz de densidad estadistica para calcular la media del conjunto de cualquier
observable A representada a través de la siguiente ecuacion

A= (A)y =" (4.2)
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donde Tr denota la operacion de traza. Por otro lado la funcién de particion gran
canodnica es
Z =7V, T, 1, 2,...)=Trp , (4.3)

esta es una de las funciénes mas importante en la termodindmica mediante la cual
las propiedades termodinamicas se pueden determinar. Por ejemplo, la presion,
ntmero de particulas, la entropia y la energia, en el limite infinito de volumen, que
se pueden escribir de la siguiente manera

- I(TLnZ)

P = v (4.4)
_ 0(TLnZz)

No= =g (4.5)
_ I(TLnZz)

Como se mencion6 en la introduccion, la teoria de campo térmico se puede describir
mediante el uso del formalismo tiempo imaginario o el formalismo tiempo real [2].
En esta seccion, se presenta el formalismo tiempo imaginario. Este formalismo es
también llamado el formalismo Matsubara, en honor de la persona que establecid
por primera vez la teoria de perturbaciones esquematica de la funciéon de particion
de una manera de campo teérico. Como se vera, este formalismo evalua la funcién
de particion perturbativamente utilizando un método esquematico que es analogo a
la teoria de campo a temperatura cero. Cuando el sistema de encuentra en equi-
librio térmico, el comportamiento estadistico de un sistema cuantico se estudia a
través de algin conjunto estadistico apropiado. El comportamiento de un sistema a
temperatura finita (ignorando la parte del potencial quimico) es dado por la funciéon
de particion Z(f3) ec

Z(B) = Tre " (4.8)

donde p(3) = e P es el matriz de densidad, 3 = kBLT es el inverso de la temperatura,
y H es el Hamiltoniano del conjunto particular tomando en cuenta las unidades
naturales(h = kg = ¢ = 1). Por lo tanto el valor esperado térmico de un observable

A esta dada por

~

(A), = %Tr[eﬂgfl] (4.9)

y el promedio térmico de la funcién de correlacion entre dos operadores A y B se
escribe como

. 1 SN
(AB)s = ETr[e’ﬁHAB] : (4.10)

Dado un ensamble y un conjunto de operadores expresado en la formalismo de
Schrodinger, los operadores en el formalismo de Heisenberg se pueden definir como

Ap(t) = A (e (4.11)

en la ecuacion el subindice indica el formalismo Heisenberg y el subindice S
indica el formalismo Schrédinger. Si quisiéramos el promedio térmico de la funciéon
de correlacion entre dos operadores de Heisenberg se escribiria de la siguiente manera

A A

(An(t)Bu(t))s = ZTrle A (1) Bu(?) (412)
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~ 7 A

= Tl A(t)e T P By () (4.13)

— %Tr[e_ﬁHéH(t’)AH(t +iB)] = (Ag(t +iB)Bu(t))s . (4.14)

Con el fin de simplificar el problema el Hamiltoniano del sistema se separa en dos
partes, una parte libre y una parte de interaccion, la matriz de densidad se puede
escribir de la siguiente manera

p(B) = e PH+AD — 5o (8YS(5) (4.15)

Donde po(8) = e #H0)es 1a matriz de densidad en un conjunto que no interactia.
Por otro lado S(/5) esta dada por

S(B) = p(B) = e = py1(B)p(B) (4.16)

ademas se sabe que la matriz densidad satisface las siguientes ecuaciones en el in-
tervalo 0 < 7 <
0p0(7)

o = —Hopo(7) (4.17)
a?)(:) — —Hp(t) = (Hy+ H;)p(7) (4.18)

Estas ecuaciones pueden ser considerados como las ecuaciones de evolucion de la
matriz de densidad en el intervalo 0 < 7 < (8, mientras que la ecuacion de evoluciéon
de S(7) esta dado por

o= 0y (7)(Hy = H1)p(7) (4.19)
-
as T gy B
85-7—) _ —eTHOH[ eiTHOS(T) (4.20)
= H;(7)S(7) (4.21)
Con la definiciéon A o X
Hy(t) = —e™o Hy e7mHo (4.22)

Para valores imaginarios de 7 la transformacion es unitaria. También, escribiendo
T = it la expresion de H; coincide con la formalismo usual de interaccion que
se puede interpretar como un marco de interaccion en el que el tiempo se ha girado
en el plano complejo donde 7 = it .

4.1 Rotacion de Wick

Una rotacion Wick es una rotacion en el plano complejo para transformar una vari-
able real en una variable imaginaria. La rotaciéon hace que sea posible una solucion
a un problema en el espacio de Minkowski mediante la bisqueda de una solucién
a un problema relacionado en el espacio euclidiano. La métrica de Minkowski en
cuatro dimensiones es

ds* = dt* — daz* — dy* — da® (4.23)
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mientras que la métrica de Minkowski de cuatro dimensiones en el espacio euclidiano
estd dada por
dsy = dt* + da® + dy* + dz® . (4.24)

Estas no son distintas si ¢ toma valores complejos. Por otro lado podemos pasar de
la metrica de minkowski a la metrica euclideana mediante la transformacion 7 = 4t

ds® = (—idt)?* — da* — dy* — da* (4.25)
ds* = —dr? — da? — dy? — da* = —ds?, . (4.26)

Donde ds?% es la métrica euclidiana en coordenadas z, y, z y 7. El operador e

denota un estado cuantico a través de un intervalo de tiempo real ¢ [3]. Como se ha
visto anteriormente, el operador que se propaga a través de un estado y el intervalo
de tiempo imaginario esta dada por e ™ donde 7 = it. Esto no es una propagacion
fisica, pero el operador estd bien definido matematicamente. Los valores propios
y vectores propios de e P ‘se pueden utilizar para encontrar los valores propios y
los vectores propios de e"™ dado que E = %Ln(e‘TH ). Por lo tanto no se pierde
informacion cuando se gira a tiempo euclidiano. Las integrales de la siguiente forma
se pueden evaluar mediante el uso de la integral de contorno mas alla de los polos
para realizar una rotacién en el espacio euclidiano

d’q 1
/ 2n) (@ —m? + i€) (4.27)

qd—ldq 1
/ 9y / G T (4.28)

™

-m +ig x
.
.
\> m- i€

Figure 4.1: Representacion del espacio complejo de una Rotacion de Wick

La rotacién del angulo 6 es alrededor del contorno al eje imaginario. La rotaciéon no
cambia el valor de la integral y la integral se puede escribir como,

‘ | Wa 00 k%fl
Vg ), ey 2
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Como ya se mencion6 anteriormente existen dos formulaciones en la teoria de campos
a temperatura finita para calcular funciones de Green y cantidades termodinamicas
como presion y la energia libre, el formalismo de tiempo imaginario también conocido
como formalismo de matsubara y el formalismo de tiempo real. El formalismo
de tiempo real permite calcular propiedades fuera de equilibrio y el formalismo
de matsubara permite calcular propiedades en equilibrio. Una de las ventajas del
formalismo de matsubara es que esté basado en el hecho que los célculos que aparecen
en la teorfa de campo a temperatura finita son muy similares a los calculos de
los elementos de la matriz-S en la teorfa cuéntica de campos perturbativa a T =
0. Como se sabe, los elementos de la matriz-S pueden ser representados por los
diagramas de Feynman, por lo que son elementos de la funciéon de particion, la
estrecha relacion entre estas dos teorias se aclarara mas adelante en esta tesis. Una
de las principales diferencias entre los dos formalismos, es la sustituciéon que se lleva
a cabo en la representacion funcional de la amplitud de transiciéon via la cantidad
imaginaria 7 esto es por qué se le conoce como formalismo de tiempo imaginario, esto
conduce a una modificaciéon de la componente de orden cero del cuadrimomento py
en el formalismo en tiempo real (para los Calculos de la matriz-S) . Para llegar desde
los diagramas en tiempo real a los que representan el tiempo imaginario debe hacerse
la sustitucion py — iwn, donde w,, = 2mnT es para bosones y w, = 27(N + %)T
para fermiones con n =04+ 14+ 2+ ... 00 donde w, es la frecuencia de Matsubara.
En el calculo de los diagramas de Feynman las integrales que aparecen constante-
mente son de la siguiente forma

d3p 1
dp° 4.31
| i = =y 3y
mientras que en el formalismo de tiempo imaginario estas integrales, tomando el
caso de [ =1 y con la sustitucion p® — ip% , la integral se convierten en

3 1
dp} 4.32
| s = =) 32

donde esto es valido en limite AT — 0 ya que
Aw,

2T

2mnT = w, =AT =0 : (4.33)

Sin embargo, a temperatura finita, la integral sobre p%, en la ecuacion [4.32ke convierte
en discreta cuando se usa la ecuacion 4.33] por lo que la integral de la ecuacion 4.32ke
convierte entonces en

T

—_— . 4.34
/ (2pi)* Z 2+ w?) (4:34)

Esto significa que todas las 1ntegrales de la forma

dPp &
T [ —— 0 4.35
T [ oo 10 (4.35)
seran sustituidos por

D-1, X
iT/ d Zf p’ = iwp, D) : (4.36)

(2pi)P
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4.2 Bosones y Fermiones

En la fisica estadistica existen dos maneras posibles en las que una coleccion de
particulas no interactuantes indistinguibles puede ocupar un conjunto de estados de
energia discreta disponibles en equilibrio termodinamico. Estas dos maneras son la
estadistica de Bose-Einstein que describe a los bosones y la estadistica de Fermi-
Dirac que describe a los fermiones. Para describir la estadistica de estas particulas
empecemos con un simple ejemplo de una sola particula cuantica independiente
del tiempo cuyo modo mecanico puede ser ocupado por bosones. Cada bosén en
ese modo tiene la misma energia w y puede haber cualquier ntimero de bosones
ocupando ese modo ademés no hay interacciones entre las particulas. Este sistema
puede ser pensado como un conjunto de osciladores armoénicos cuanticos simples y
sirve como un prototipo de sistemas de la teoria cuantica campos relativista que
introduje en el capitulo 2. Estamos interesados en el célculo de la media del ntimero
de particulas, la energia, y la entropia. Dado que el sistema no tiene volumen no
hay presion fisica. Entonces el algebra para bosones estd dada por las relaciones de
conmutacion siguientes [4]

[a,af] =1  N|n)=n|n) (4.37)
Donde el Hamiltoniano escalar se puede de la siguiente manera
H(k) = wra(k)a(k) (4.38)
i
y la funciéon de particion es
Z(B) = Trel PH=N] — Ty el-Bl—mN] (4.39)
Z(B) =Y (n]eP@ N ) N |n) = n|n) (4.40)

0
Consideremos ahora el mismo problema que en el apartado anterior, pero para los
fermiones en lugar de bosones. Se trata de un prototipo para un gas de Fermi por
lo que sus constituyentes podrian ser los electrones y positrones en QED, neutrones
y protones en los nucleos y la materia nuclear, o quarks en QCD. El principio de
exclusion de Pauli prohibe la ocupacion de mas un (fermion) en el mismo estado
cuantico. Por lo que podemos usar dos estados de la sistema, |0) y |1). El alge-
bra de la creaciéon y la aniquilacion de fermiones operadores en estos estados es el
siguientel[4]:

{a(k), a(k)'} = a(k)a(k)" + a(k)'a(k) (4.41)
Donde el Hamiltoniano con propiedades vectoriales se escribe de la siguiente manera
H=""wa(k)a(k)' (4.42)
i
y la funcion de particion es
Z(B) = Tre ?@=mN  N(E)|n) = n|n) (4.43)
1
Z(B) =Y (n|e PN |n) (4.44)
0
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4.3 El Propagador de la Teoria \¢*

En fisica de particulas el propagador describe la dindmica del sistema y esté rep-
resentada por una funcion de Green. A temperatura cero la auto energia es la
contribuciéonde una particula que se propaga producida por las fluctuaciones del
vacio. A temperatura diferente de cero las contribuciones térmicas se deben incluir,
ademas se sabe que en una teoria de campos los términos de dispersion represen-
tados por diagramas contribuyen individualmente a la propagacion de particulas.
Por otro lado la teoria de campos escalares A\¢* resulta importante para ilustrar
una cantidad considerable de fendémenos, es por eso que la usare para ejemplificar
la solucién de diversas integrales que aparecen cominmente en la teoria de campo
térmico. El lagrangiano de esta teoria estéd dado por

1 1 1
L= 5(8;@3”925) - §m2¢2 - @)\& (4.45)

y el propagador a un loop en primer orden para la teorfa A¢* se puede escribir de a
siguiente manera

Go(z,2") = (Tr{o(z)o(z")})s (4.46)

Donde los diagramas a primer orden para el propagador se representan en Figure 4.2

* Q o

Figure 4.2: Diagramas a un loop para el propagador Gg(z,z’).

Por otro lado la auto-energia X (k) de la teoria A¢* nos permite encontrar las cor-
recciones a orden n para el propagador térmico escrito por la ecuacién de dyson
siguiente

Go(wn, k) = G+ Gs(—=2(k))Ggs + Ga(—=2(k))Ga(—=2(k)Gg + ... (4.47)
Gp(wm, F) = G S (—S(k)G)y ! = ——— (4.48)

(Gg)1 + 5(k)

n=1
Usando la expresion para el propagador térmico para la teoria A¢* tenemos

; 1
k) =
gﬁ(wna ) w%+w,§+2(k3)

(4.49)

y se pude probar[I] que la autoenergia a 1 loop se escribe de la siguiente manera

S |
Y(k) = 12T\ Z /—(%)3 S (4.50)

donde w? = k* + m?. Para poder evaluar el diagrama de un loop de la ecuacion
necesitamos realizar una suma de residuos en términos de una funcién f(p°) ,

T i f(° =iw, = 2mnTY) (4.51)

n=—oo
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suponiendo que p° es la componente que representa la energfa en el cuadrimomento
del espacio de Minkowski podemos la ecuacion en términos de la integral de
contorno siguiente

T B

1
3 T Geoth(500) (1.52)

La funcién gcoth(% Bp°) tiene polos en p = 27nT'i y es analitica en el resto del plano.

Figure 4.3: Contorno mostrando los polos de la funcién gcoth( 3580°).

El contorno entonces se puede deformar en Entonces re-arreglando las exponenciales

|®

Figure 4.4: Contorno mostrando la deformacién de la funcion.

cotangentes hiperbodlicas obtenemos

W s [ WG ) @
2mi PP 2 e —1" " 2m PP T — 1)

100—€ —100+€

Si realizamos p° — —p° en la primera integral obtenemos

TN S =) = o [ dOSU00) S

1 100+€ 1

2mi —ioco+te de(f(po) + f(—po))m (4.54)

Esta expresion es correcta siempre y cuando f(p°) no tenga singularidades a lo
largo de la Eje p® imaginario. La suma de frecuencia se separa naturalmente en
una Independiente de la temperatura (la parte de vacio) y una parte que contiene
La distribucion de Bose-Einstein (la parte de la materia). En cierto sentido, la
sustitucion de las sumas de frecuencia por integrales de contorno, es equivalente
cambiar de tiempo imaginario (frecuencias discretas en Espacio Euclideo) a tiempo
real (energias continuas en el espacio de Minkowski). Sin embargo Esto es s6lo una

cuestion de conveniencia matemética y no implica fisica. Con f(p°) = —1/((p°)? —
w?) obtenemos
d*p 1 dp 1 1
(k) =12\ 12\ — 4.55
© =2 | it e 09
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4.4 Termino Tipo Tadpole Nivel a Un Loop

Los términos representados por diagramas tadpole contribuyen al valor esperado
del vacio del campo, por lo que es simplemente el "punto cero" del campo que
se ve afectada por los diagramas de renacuajo. El resto de la fisica no deberia
verse afectada. No hay nada especial acerca de los tadpole que hacen el resto del
trabajo de la fisica y de la mayoria de los diagramas de renacuajo se desvanecen
en la regularizaciéon dimensional de todos modos. La fisica de los diagramas tipo
tadpole junto con su denominacién fue inventado por Sidney Coleman. Las palabras
se derivan de la forma del diagrama de Feynman. Un circulo con un intervalo de
linea adjunta a su lado externo. Los diagramas tadpole, en este sentido, aparecen
por primera vez en el articulo antes mencionado[5].

Figure 4.5: Representacion del diagrama tipo Tadpole
La Integral que representa el diagrama en cuatro dimensiones es

d*p i 0 @p i
— 4.
/ (2m)* (p?> — m? — ie) /dp (2m)4 (p02 — p? — m? — ie) (4.56)

Una vez que separado el cuadrimomento en sus componentes y haciendo una rotacion
de wick tenemos

By i B i
id 0 — v 0 4.
/VZ PE (277')4 (po 2 _ 252 _ m2 + ZE) /7’ PE (277')4 (an + ]32 + m2) ( 57)

_Z-/im P ! (4.58)
n=o0o0 ! (27T)4 (wn2 + ]32 + m2) ‘

Los términos que involucran las sumas se les conocen como sumas de matsubara a
continuacion se presenta un ejemplo,

Aw,, = 2AnntT (4.59)

- &y i
—1 2AnnT 4.60
/7;0( )(27r)4 ((2n7T)? + 2 +m?2) (4.60)

usando w = p? + m? tenemos que

d*p 1
_T/ZOO ((2naT)? + w?) 461)

aplicando la suma de matsubara respectiva tenemos que

Z (;Z ]?3 ((QTLWT§2 + w?) - icoth(i) N i(l " wz ) (462

n=oo



por lo que la integral en cuestion se convierte en

- [ Grmt | apEt® o

La integral independiente de la temperatura es divergente. Para que la teoria sea
finita necesitamos anadir un contra termino en el Lagrangiano de tal manera que
absorba esta divergencia mediante el uso de un proceso de regularizacion. Este
contra término se agrega como un término de masa en el Lagrangiano.

1
LCTC = —§5m2¢2 (466)

4.5 Regularizacion Dimensional

Las integrales que ocurren en los diagramas de Feynman suelen incluir divergencias
ultravioleta (UV) por lo que es necesario utilizar el proceso de regularizacion dimen-
sional para hacer frente a este problema. La idea detras de esto es que las integrales
de Feynman UV divergentes serdn convergentes en una dimension espacio-tiempo
mas pequeno. A continuacion se ejemplifica el proceso de regularizacion con las
integrales que aparecen en los calculos realizados en capitulo 6 de este trabajo.

dk 1
4.67
/ (2m)? (k2 — m?2 + ie)! (4.67)

k=D dEk 1
ds? 4.68
/ I / 2m)d (k2 —m?2 + ic)! (4.68)
Usaremos las siguientes identidades para resolver el problema
I'Z) = / dtt*"'e™! ,2>0 (4.69)
0
L(2)T'(y) /°° tr!

B(z,y) = =———= = dt———— 4.70
= Tery = )y v (4.70)

en términos de D que denota la coordenada polar dimensional de la integral . A
continuacion resolveremos la integral [ dQ,

= (/ dze=*")P = /dxl.../dazpezixz2 (4.71)

> D—1 _a? L™ 9 a\Do1 a2 F(%)
= [ dQy drx” " e" = dQD§ dz*(z")2 e = 5 dQp (4.72)
0 0

Entonces la integral del 4ngulo solido dimensional df2, es igual a

Nl|s]

™

D
2

2
/de ot (4.73)
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Realizando una rotacion de wick a la segunda integral llegamos al término siguiente

|6] .
Qg > k%

I=—% [ dkp—52—- 4.74

e ), MR e

Ahora hagamos la integral que nos falta mediante la siguiente sustitucion z = %
o k’2)%71 m%fl o J,’%*l
a2, b = / dr— 4.75
/0 (kg +m?)! 2 Jo “ary (475)

La tltima integral es la funciéon Beta B(%,1 — %) que se puede escribir como

(m*)? TR~ F) _ (m)F Ti-%)

I= - 4.76
(47)=2T(2)r(1) (m?)(4m)z  T(l) (4.76)
donde
NZ+1)=2T(2) (1) =1 (4.77)
D (I + 452) I+ %2)
Ml-3)=- o = —— i (4.78)
N
si usamos la sustitucion 4 — D — € junto con las relaciones siguientes
a® = e T = 1 4 Ln(a)z + O(2?) (4.79)
Z =0 (4.80)
1
INVAR= - ~E +O0(2) (4.81)

Regresando a la parte divergente de la ecuacion [4.64f es decir f %% y realizando

una expansion de Taylor a la funcién gamma también usamos la aproximacion para
pequenos valores de 4 — D para obtener el resultado final escrito a continuacion.

m?  T(e—1)  m? 1
- —e(E =+ 14000 (4.82)

e
—
N
SN—
a
—~
N =
SN—
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4.6 Termino de Polarizacién Nivel a Un Loop

Los diagramas One-loop por lo general se calculan como la integral sobre un impulso
independiente que puede "funcionar en el ciclo". El efecto Casimir, la radiacion
de Hawking y el Lamb shift son ejemplos de fendémenos cuya existencia puede ser
implicita utilizando diagramas de un loop de Feynman, ":

N
N ar
q+p
Figure 4.6: Diagrama tipo polarizacion

La masa de la particula esta dada por el polo del propagador, tenemos que usar el
formalismo de tiempo imaginario para calcular la integral anterior

= (Vertice)? d4p ! :
~ 1E(p) = (Vert )/@mﬂf—m%MHﬂV—m%

La suma de matsubara anterior se encuentra en el apéndice y fue obtenido en [7]].

(4.83)
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5. Teoria Quiral en Hadrones

En los anos 50 una descripcion de las interacciones fuertes de la teoria cuantica
de campos parecia fallar debido a un ntimero cada vez mayor de los hadrones ob-
servados, asi como una constante de acoplamiento, que era demasiado grande para
permitir una aplicacion racional de la teoria de perturbaciones [I]. Los ricos es-
pectros de hadrones junto con sus tamanos finitos fueron los primeros indicios que
apuntaban a una subestructura en términos de constituyentes mas fundamentales.
Segiin el conocimiento actual, los hadrones son objetos muy complejos construi-
dos a partir de grados mas fundamentales de la libertad. Estos son, por un lado,
campos de materia espin 1/2 (quarks) y por otro lado campos (gluones) sin masa
spin-1 que median las interacciones fuertes. Un calculo de los momentos magnéticos
andémalos de los protones y neutrones en el marco de una interacciéon pion-nucleén
pseudoescalar dio lugar a los valores que estaban muy lejos de los empiricos. Por
otro lado, un simple analisis del modelo de quark [2] dio una prediccion -3/2 para la
relacion p,/pn, que es cercano al valor empirico de -1,46. Sin embargo, la existencia
de los quarks fue objeto de fuertes debates durante mucho tiempo, ya que estos
bloques de construcciéon elementales, a diferencia de los constituyentes de la fisica
atoémica, no podian ser aislados como particulas libres, sin importar la cantidad de
energia que se suministra a los nucleones.

Muchos de los resultados experimentales de mediana y gran energia fisica [3] tales
como la producciéon de pares de leptones en los procesos Drell-Yan, la produccion
de hadrones en la aniquilacién electréon-positréon, la profunda dispersion inelastica
lepton-hadrones se pueden describir con éxito utilizando métodos perturbativos en
el marco de una teoria de gauge SU(3) conocida como la cromodindmica cuén-
tica (QCD) [1, 4]. La QCD se distingue entre los seis sabores de quarks u(up),
d(down), s(strange), c(charm), b(bottom) y t(top), cada uno de los cuales viene en
tres colores diferentes grados de libertad y transformacion como un triplete bajo
la representacion fundamental del color SU(3). Las fuerzas nucleares son fuertes y
de corto alcance. La interaccién entre los quarks y los ocho bosones no depende
de sabor, es decir, los gluones son en si mismos sabor neutro. Por otro lado, la
QCD contiene un caracter no-abeliano del grupo SU(3), debido a que los gluones
también transportan "cargas de color" de tal manera que la Lagrangiana de QCD
contiene interacciones gluon-gluon que involucran vértices con tres y cuatro campos
de gluones. Como resultado, la estructura de la QCD es mucho méas complicado que
el de la electrodinamica cuantica (QED) que se basa en una teoria Abeliana U(1)
de invariancia local.

Ya que ni los quarks ni los gluones se han observado cémo estados asintoticos libres,
se supone que cualquier hadréon observable debe estar en un estado llamado singlete
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de color que es invariante bajo el grupo SU(3) ante las transformaciones de color,
es decir, un estado fisicamente observable. El fuerte incremento del acoplamiento
de corriente a grandes distancias, posiblemente, proporciona un mecanismo para el
confinamiento de color [5]. La QCD exhibe la simetria SU(3) la cual es una simetria
de color local y contiene nuevas simetrias globales. Por ejemplo, en un proceso de in-
teraccion fuerte, un quark puede que no cambia su sabor, y si pares quark-antiquark
se crean o son aniquilados durante la interaccion, estos pares deben ser neutrales de
sabor. En otras palabras, para cada sabor la diferencia en el nimero de quarks y an-
tiquarks (numero sabor) es una constante del movimiento. Esta simetria se origina
en una invariancia global bajo un producto directo de transformaciones U(1) para
cada sabor de quark y una simetria exacta de QCD independiente del valor de las
masas de los quarks.

Es bien sabido que el espectro de hadrones puede organizarse en términos de (aproxi-
madamente) los estados basicos degenerados que llevan representaciones irreducibles
de isospin SU(2). Despreciando los efectos electromagnéticos, tal simetria en QCD
resulta de la masa de los quarks u y d iguales. La extension incluyendo el quark s
lleva al famoso sabor de simetria SU(3), que, sin embargo, ya se ha roto de manera
significativa debido a la mayor masa de quark s. Las masas de los tres quarks u,
d, y s son pequenas en comparaciéon con las masas de "tipicos" hadrones ligeros
como, por ejemplo, el pion (140MeV) o el proton (938MeV). Por otro lado, los ocho
mesones pseudoescalares mas ligeros se distinguen por sus comparativamente pe-
quenas masas.

Aunque QCD es ampliamente aceptado como una teoria de norma fundamental que
subyace a las interacciones fuertes, todavia carecemos de las herramientas analiticas
para descripciones de propiedades y procesos de baja energia. Sin embargo, nuevas
técnicas han sido desarrolladas para extender los resultados de la QCD. Una de es-
tas técnicas llamada teoria de la perturbacion quiral [6] describe la dindmica de los
bosones de Goldstone, en el marco de una teoria de campo efectiva. Aunque uno
vuelve a una teoria del campo en términos de hadrones no elementales, hay una dis-
tincién importante entre las primeras teorias cuanticas de campo de las interacciones
fuertes y el nuevo enfoque en el sentido de que, ahora, se esta tratando de resolver
usando teoria de campo efectivas. El punto de partida es un teorema de Wein-
berg que indica que una descripcion perturbativa en términos de una Lagrangiana
efectiva mas general que contiene todos los términos posibles compatibles con los
principios de simetria supuestos se obtiene la matriz S compatible con los princi-
pios fundamentales de la teoria cuantica de campos y de los principios de simetria
asumidos [0]. La prueba del teorema se basa en la invariancia de Lorentz y la ausen-
cia de anomalias [7] y comienza a partir de la observacion de que las identidades
de Ward satisfechas por las funciones de Green de las corrientes de simetria que
son equivalentes a la invariabilidad del generador funcional bajo transformaciones
locales [7]. Por esa razon, se considera un Lagrangiano efectivo localmente invari-
ante aunque las simetrias de la teoria subyacente pueden tener su origen en una
simetria SU(3), x SU(3)r x U(1) del Lagrangiano quiral. Se supone que la simetria
al ser rota espontaneamente a SU(3)y x U(1)y y usando el teorema de Goldstone
se generan ocho bosones sin masa. Los elementos de SU(3) estan convenientemente
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escritos en términos de la representacion exponencial siguiente:

U(®) = ¢ a2 (5.1)

Ao = Al (5.2)

T’/’()\a)\b) = 2(5(1[, (53)
010 0 —i 0 1 0 O]
M=1{1 00 X=1i 0 0] X=|0 —10
000 0 0 0 0 0 0]
00 1 00 —i 0 0 O]
M=10 0 0] X=1]00 0 = |0 0 1
1 00 i 0 0 01 0
00 O T [ 0]
0 ¢ 0 0 0 -2

El conjunto de matrices A, es la base para el algebra de Lie SU(3) las cuales se
llaman matrices Gellmann. La estructura del grupo de Lie estd contenida en las
relaciones de Conmutacion de las matrices Gellmann dadas por:

Ay A _
20V = i fapee (5.5)

( 2792
La constante estructura fina antisimétrica se obtienen con:

. 1 Ao A
Zfabc/\c = _TT([?a Eb

4@ ) (56)

abc | 123 | 147 | 156 | 246 | 257 | 345 | 367 | 458 | 678
et 13 15 (5 13 13 13 [V3[L3

Y las relaciones de anticonmutacion estan dadas por:

4
Aas Ap = §5ab + 2dgpeAe (5.7)
abc | 118 | 146 | 157 | 228 247 256 338 344
d 1 I I 1 =1 I 1 I
abe /3 B) B V3 2 2 V3 2
abc | 355 | 366 | 377 | 448 558 668 778 888
d I I I _ 1 11 _ 1 ] _1
abc | 3 2 2 /3 /3 2/3 2/3 V3
. 1 )\a )\b
da c\e = =T a0 o S\ .
idpehe = ST 20,) (5:5)

La matriz que contiene las masas en el Lagrangiano se puede escribir como

M= 2 XM, (5.9)
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Donde la matriz compleja M, se puede escribir como

M, = i Tr(AM) (5.10)

a=0

Los campos de materia de QCD son los llamados quarks, que son fermiones de spin-
1/2, con seis sabores diferentes, ademéas de sus tres posibles colores. Dado que los
quarks no han sido observados como estados asintoticamente libres, el significado de
masas de los quarks y sus valores numéricos estéan estrechamente relacionados con el
método por el cual se extraen de propiedades hadrénicas. En cuanto a los llamados
valores de corriente de los quarks ligeros, hay que ver los términos de masa de quarks
simplemente como una ruptura de la simetria con los pardmetros de su magnitud
que proporciona una medida en que la simetria quiral se rompe [8]. Por ejemplo,
las proporciones de las masas de los quarks livianos se pueden deducir de las masas
del octeto pseudoescalar liviano (ver Ref. [9]). El Lagrangiano QCD obtenida del
principio de norma es,

1 14
Loop = Z @1 (VD= my)ay = 5 GnaGy (5.11)

Para cada sabor de quark g se compone de un triplete de color (subindices r, g, b
que significa "rojo", "verde" y "azul"),

) (5.12)

Q‘Qﬁ

af,
= q
ar = (4

este se aplica mediante una transformacion de norma g(x) descrito por los paramet-

ros Qba(x) = [¢1(l’), - 7¢n(x)]
g5 = g = eSem = @% g = Ulg(a)]gy (5.13)

Técnicamente hablando, cada campo quark se transforma de acuerdo con la repre-
sentacion fundamental del color SU(3). Debido a que SU(3) es un grupo de ocho
parametros, la derivada covariante de la ecuacion [5.11] contiene ocho potenciales de

norma independientes A, 4,

3
af,r aj,r , AL as.r
D (45) = 20 () ~i9 20 5 Aue (1) (514

Tomamos nota de que la interaccion entre los quarks y los gluones es independiente
de los sabores de quarks. Exigimos la invariancia de norma de Lgcp imponiendo la
siguiente propiedad de transformacion de los campos de norma.

NoAua = Ulg(@)as e AU 9(2))as — %GMU[g(x)]quT[g(ﬂf)] (5.15)

Una vez maés, con este requisito, la derivada covariante d,q; se transforma como
D,qg — D,q = U(g)D,q. Bajo una transformaciéon de norma del primer tipo, es
decir, una transformacion SU(3) global, el segundo término en el lado derecho de
la ecuacion se desvaneceria y los campos de norma transformaria segin la repre-
sentacion adjunta. Hasta ahora s6lo hemos considerado la parte méas importante
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del campo de Lgcp incluyendo partes de la interacciéon con los campos de norma.
Ademés la ecuacion también contiene la generalizacion del tensor de intensidad
de campo para el caso no abeliano,

G,u,y,a - 8,uAy,a - a1/*’4,u,a + gfabcAu,bAv,c (516)

con el grupo SU(3) las constantes Estructura se dan en la Tabla 2.1 asi como la
suma sobre indices repetidos implicitos. Dada la ecuacions.15el tensor de intensidad
de campo se transforma bajo SU(3) como:

G = Gy = Ulg (@)U (0)] (517)

Usando la ecuacion de Lagrangiano anterior, la parte gluonica Lgcp se puede escribir
de la siguiente manera,

Guva = Gpva — Ulg(2))G U [g(2)] (5.18)
ETT(GWG‘“’) (5.19)

que, mediante la propiedad ciclica de las trazas, Tr(AB) = Tr(BA), junto con
UU' = 1, se ve facilmente que es invariante bajo la transformacion de la ecuacion
En contraste con el caso Abeliano de la QED, el tensor fuerza cuadrado de
campo da lugar a interacciones del campo de gauge que implican auto vértices con
tres y cuatro campos de norma de la fuerza g y g%, respectivamente. Tales términos
de interaccion son caracteristicos de teorias gauge no abelianas por lo que los hacen
mucho méas complicados que las teorias abelianas.

5.1 Simetria Quiral

La Lagrangiana de la QCD posee simetria quiral esto quiere decir que es invariante
ante transformaciones de paridad por lo que se puede expresar en términos de estados
izquierdos y derechos por lo que el lagrangiano sin masas esta dado por

1 L .
Loop = —7Tr(GuG") +idi7" Dygr + iqry" Dydr (5.20)

se tiene una Lagrangiana que es invariante bajo la transformaciéon global G =
SU(Ny¢)r, x (Ng)r de quarks derechos e izquierdos en un espacio de sabor.

Gz = 924z r=R,L (5.21)
Las corrientes Noether asociados con el grupo quiral G son:
J;}“:qw“%qx r=R L a=1,273...,8 (5.22)
donde las cargas de Noether correspondientes estan dadas por:
Q% = / X TP (5.23)
que satisfacen las relaciones de conmutacion familiares

[nga Ql))/] = 5XYfach§( (524)
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5.1.1 Campos de Quarks Izquierdos y Derechos

Para mostrar la totalidad de las simetrias globales de Lagrangiano QCD la matriz
quiralidad se tiene que introducir la relaciony® = i7%y'4243 | la quinta matriz gamma
cumple con las relaciones de conmutacion siguientes:

ol =0 t=1 (5.25)
Los operadores de proyecciéon son:
Pr=1/20+7) =P, P,=1/2(1—)=P} (5.26)

Donde los subindices R y L se refieren a la mano derecha e izquierda, respectiva-
mente, como se hard mas claro a continuacién. Obviamente, las matrices de 4x4 Pg
y Py, satisfacen la relacion de completes.

Pr+Pp=1 (5.27)

P:=Pr Pi=P (5.28)

Las ecuaciones anteriores garantizan que P y Pr son de hecho los operadores de
proyeccion que proyectan a partir de la variable del campo de Dirac ¢ a sus compo-
nentes quirales qr, v qg,

qr=Prq¢  qr = Prq (5.29)

5.2 Teorema de Noether

Para identificar las corrientes asociadas con esta invariancia quiral de Noether, se
aplica y considera la ecuacion bajo las variaciones de transformacion infinites-
imal local. Por simplicidad solamente consideramos solamente simetrias internas.
Para ello partimos de una funciéon de Lagrange £ en funcién de n campos indepen-
dientes y sus primeras derivadas parciales.

£ = £(®,(x), 8,,(x)) (5.30)

Para cada uno de los generadores de transformaciones infinitesimales que representan
el grupo de simetria subyacente, considere una transformacion infinitesimal local del
campo -

Qi(x) = Pi(x) = Di(x) + 0D;(x) = Pi(x) — €4(x) F[P;(2)] (5.31)

Haciendo caso omiso de los términos de orden superior, la variaciéon de la funcion
de Lagrange es

0L = L(Pj(x), O0u®i(x)) — L(P;(x), 9,Pi(x)) (5.32)
oL oL
Y, ) Y )
= Ea(x)(—ZaT)iFi - Zm%ﬂ )+ 8“€a($)(_zaaﬂ®i(x)a“ﬂ ) (5:34)
= €,(2)0,JJ" + 0, €4 () I (5.35)
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Donde la cuadridensidad de corriente se escribe como,

0L pa (5.36)

pa gy T
/ '90,0,(x)

Mediante el célculo de la divergencia d,J#* obtenemos la cantidad conservada,

11" = ity g Y =i 0L (5.37)
- —i%ﬁ;@ - i%@uﬂa (5.38)

Jha = —i% (5.39)

0,J" = —i%é) (5.40)

Entonces para una corriente conservada d,J#* = 0, la carga esta dada por :

Q" = / B (1) (5.41)

5.3 Lagrangiano Efectiva de Orden Mas Bajo

Si queremos conseguir una realizacion de Lagrangiano efectiva de QCD, a bajas
energias, para el sector ligero de quarks (u, d, s), nuestro supuesto bésico es el
patréon de SCSB (Rompimiento espontaneo de la simetria) es decir,

SU3). x SU3)r 2228 SU(3)y (5.42)
La comprensiéon actual del mecanismo de SCSB se basa en la generacion dinamica
de un valor distinto de cero del valor esperado del condesado quark escalar C =
(0] wug |0) = (0] ddy [0) = (0] 559 |0) # 0. El bosén de Goldstone que corresponde
a las excitaciones de energia cero més el condensado de vacio; su campo se puede
recoger en una matriz unitaria de 3x3

U(®) = e (5.43)
> — 0 +\/I77 nt K+
q;(x):icﬁz Ve Ve 1,0 1, g0 (5.44)
\/§ ™ ﬁﬂ +\/677 .
K~ K —
76

La matriz U(®) se transforma linealmente bajo el grupo quiral
U(®) — grU(®)gl (5.45)

pero la transformacion inducida por campos de Goldstone ® es altamente no lin-
eal. Como hay una brecha que separa la masa del octeto pseudoescalar del resto
del espectro de hadrones, podemos construir un una teoria efectiva de campo que
contiene s6lo los modos de Goldstone. Debemos escribir la funcién de Lagrange mas
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general que implica la matriz U(®), que es coherente con la simetria quiral. Por
otra parte, podemos organizar la funciéon de Lagrange en términos de aumento de los
poderes del momento o, de manera equivalente, en términos de un niimero creciente
de derivados (conservacion de la paridad requiere un nimero par de derivados):

2

Loff =) Lo = %Tr(aﬂUﬁ”UT) (5.46)

donde FO =~ 93MeV es un parametro libre directamente relacionado con el de-
caimiento del pion. El orden més bajo del Lagrangiano mesonico, Lo, esta dado por
el modelo o no lineal acoplado a campos externos |10 [I1]. Contiene dos parametros
libres: la constante de desintegracion de piones y el condensado de quarks escalar en
el limite quiral. Los valores especificos no estan determinados por la simetria quiral
y deben, en tltima instancia explicarse a partir de la dinamica de QCD en el célculo
de los procesos en la aproximacion fenomenolégica a Lo, es decir, considerando tni-
camente los diagramas de niveles de arbol, donde uno reproduce los resultados de
algebra actual [6]. Dado que los diagramas de nivel de arbol que involucran vértices
derivados de un Lagrangiano hermitiano son siempre reales, uno tiene que ir més
alla del nivel de un loop con el fin de no violar la unitariedad de la matriz S. Un
calculo de diagramas de un loop con Lo, por una parte, conduce a infinitos que no
son del tipo de original, y también contribuye a una restauracion perturbativa de
unitariedad. Debido al power counting de Weinberg, los términos divergentes son de
orden O(P*) y por lo tanto se pueden compensar por medio de una renormalizacién
de la funciéon de Lagrange més general en O(P?) .

El Lagrangiano efectivo méas general, en O(P*) se construy6 por primera vez por
Gasser y Leutwyler el cual contiene 10 constantes energia baja(LEC), asi como
dos términos adicionales que contienen solamente los campos externos. Ocho con-
stantes son necesarios para la renormalizacion de los infinitos debido a los diagramas
de un loop que implican en Ls. Las partes finitas de las constantes representan
parametros libres, lo que refleja nuestra ignorancia con respecto a la teorfa subya-
cente, es decir, la QCD, en este orden de la expansion dindmica. Estos parametros
pueden ser fijados fenomenologicamente por comparacion con los datos experimen-
tales [11, 12]. También existen enfoques tedricos para estimar las constantes de
bajo orden en el marco de los modelos inspirados por la QCD |12l 13| 14l 15], la
saturacion resonancia- meson [16] 17 18 19] y QCD en lattice [20, 21]. Sin campos
externos (es decir, QCD puro) o incluyendo solamente procesos electromagnéticos,
la Lagrangianos efectiva Lo, y Ly, tienen una simetria adicional: contienen los tér-
minos de interaccién que involucran exclusivamente un ntimero par de bosones de
Goldstone. Esta propiedad se refiere a menudo como normal o incluso la paridad in-
trinseca, pero obviamente no es una simetria de la QCD, porque excluiria reacciones
del tipo 1 -9y o K+ K~ — 7+ 7 7% En [22], Witten discuti6 como quitar
esta simetria del Lagrangiano efectivo y esencialmente re-deriva la acciéon anémala
efectiva Wess-Zumino que describe la anomalia quiral. La correspondiente funcién
de Lagrange, que es de orden O(P?), no se puede escribir como un Lagrangiano
efectivo local de estandar en términos de la matriz quiral habitual U pero puede
expresarse directamente en términos de los campos de bosones de Goldstone ,par-
ticularmente para el caso anterior, por la construcciéon que contiene los términos
de interaccion con un nimero impar de bosones de Goldstone (paridad intrinseca
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impar). A diferencia de la funcién de Lagrange de Gasser y Leutwyler, la accién
efectiva Wess-Zumino-Witten (WZW) no contiene ningtin parametro libre, aparte
de la cantidad de colores. Ademas la excelente descripcion del decaimiento de pi-
ones neutros a — vy para Nc = 3 es considerado como una prueba clave para la
existencia de tres grados de color.

5.4 Relacion Gellmann-Okubo

En fisica, la formula de la masa Gell-Mann-Okubo (|23],[24]) proporciona una regla
de la suma de las masas de hadrones dentro de un multiplete especifico, determinada
por su isospin y extraneza ( o, alternativamente , hipercarga ).Queremos calcular la
masa de los quarks a partir de los mesones ,entonces usaremos el termino de masa
del Lagrangiano que rompe la simetria por lo que utiliza el siguiente Lagrangiano
Esb 9

f”230 (Tr{2M} + %Tr{MWQ}) (5.47)

0

Para empezar nos enfocamos en el segundo término

'Csb =

1 m
—Tr{M=*} = |0
0 0

= V2~ -7’ + %77 V2K | = Mij('ﬂ—ij)z = M;;m i,

Donde se tiene que,

(7t1)? = (" +\/§77)2 + 2t 2K K™ (5.48)
1 _
(7*)? = 2nF 7™ + (—n° +\/;n)2 +2K°K° (5.49)
_ 4
(733)? = 2KTK~ —2K°K" + (\@n)Q (5.50)
m 0 0 (72 0 0
0 m O0fl=1] 0 (@2 0 |=m;mc!+mc?+ma? (5.51)
0 0 7, 0 0 (7%)2

Tomando solo los términos del Lagrangiano tipo masa.

1 2 - 4 _
—Tr{Mn*} = (2(7°)* + §n2 +2K° K% + (5772 + 2K°K%)m, (5.52)
0
Igualando términos tipo masa podemos deducir la masa de los mesones.
2B 2,2
—f”2 =(Tr{2M} = —f“;n . (5.53)

45



1
m2 = By(m, + md)mf] = gBo(mu +mg + 4mg)mi = Bo(m, +mg +m,) (5.54)

Para entender el valor para el parametro By se realiza lo siguiente,
2

Loy = S0 prponny + e (ainy) (5.55)
2 13

HS = L, (5.56)

Para el estado fundamental U se expande hasta primer orden.

23 2
_ _fwz OTr2M} = T2 (4 g + m) (5.57)

‘Csb 9

Por otra parte el estado fundamental de la cromodinamica cuantica estd dado por
el condensado de quarks.

(Moep) = (aq0) = (0] qq0 [0) (5.58)

Hoen = —Laop = P(110 — M)y = =" 0,4 + (mytiu + madd + mi3s) (5.59)

Suponemos que los condensados de los pares de quark antiquark son iguales.

(@) = (dd) = (55) (5.60)

(qq) = q{uu) (5.61)
8<7;Tcr2LiD> _ %<q—q> (5.62)
‘%;{—;im - 2B, (5.63)

Igualando las ultimas dos ecuaciones se tiene,

5 a0) = —/2By (5.6
_ 3_;?@]) = B, (5.65)

un vez obtenido By podemos llegar a la relacion buscada mediante la sustitucion de
los términos de masa para los mesones ,

mi=— - 3%2<qq>(mu +my) (5.66)
fim? = —%(qq) (M + ma) (5.67)
F2m = 2 (0] dd 4 dd |0} (m + ma) (5.69)
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5.5 Teoria Quiral de Perturbaciones

La teoria quiral de perturbaciones conocido como(ChPT) por su siglas en ingleses
una teorfa de campo efectivo construida con una funciéon de Lagrange consistente
con la simetria quiral (aproximada) de la cromodinamica cuantica (QCD), asi como
las simetrias de paridad y la conjugacion de la carga. ChPT es una teoria que
permite estudiar la dindmica de baja energia de QCD. Como QCD se convierte en
no-perturbativa a baja energia, es imposible utilizar métodos perturbativas para ex-
traer informacion de la funcién de particion de QCD en el régimen de baja energia
de la QCD, los grados de libertad ya no son los quarks y los gluones, sino mas bien
de hadrones, este es un resultado del confinamiento. Si uno pudiera "resolver" la
funcion de particion QCD, (de modo que los grados de libertad en el Lagrangiano
se sustituyen por los hadrones) entonces se podria extraer informacion acerca de la
fisica a baja energia. Hasta la fecha esto no se ha logrado. Una teorfa efectiva de baja
energia con hadrones como los grados fundamentales de la libertad es una posible
solucion, de acuerdo con Steven Weinberg, una teoria efectiva puede ser ttil si uno
escribe todos los términos compatibles con las simetrias de la teoria fundamental.
En general, hay un ntimero infinito de términos que cumplen este requisito. Por lo
tanto, con el fin de hacer predicciones fisicas, uno asigna la teorfa de un sistema de
Power Counting que organiza términos por un grado de importancia pre-especificado
que permite a uno mantener algunos términos y rechazar todos los demés como cor-
recciones de orden superior que puede dejarse de lado en forma segura. Ademas,
las constantes de acoplamiento desconocidos, también llamadas constantes de baja
energia (LEC), se asocian con los términos de la funcion de Lagrange que se pueden
determinar mediante el ajuste a los datos experimentales o derivarse de la teoria. La
base de la teoria de la perturbacion quiral es que a bajas energias se puede utilizar
un Lagrangiano efectivo para describir las interacciones fuertes en lugar de la La-
grangiano estandar de la cromodinamica cuantica. En el Lagrangriano efectivo, los
quarks y los campos de gluones de QCD son reemplazados con campos de mesones
y bariones. El resultado es que los célculos necesarios para una reacciéon especifica
se simplifican mediante la sustituciéon de todas las interacciones quark por una serie
de vértices efectivos. Los vértices efectivos deben reproducir los resultados de la
QCD, los cuales deberan cumplir las mismas propiedades de simetria que la teoria
mencionada. Se trata de las simetrias quirales, de Lorentz, P, C y T que dan la
forma a los vértices efectivos. Cada vértice efectivo también incluye una o mas con-
stantes de baja energia, que podria, en principio calcularse utilizando QCD, aunque
en la practica estas constantes se determinan por lo general de forma experimen-
tal. A energias mas altas, el Lagrangiano efectivo y las constantes de baja energia
(LEC) dejan de aproximar las propiedades fisicas de las particulas, y la teoria de la
perturbacion quiral deja de proporcionar un modelo preciso. En general la funciéon
de Lagrange para mesones se puede utilizar para describir los octetos completos
de mesones pseudoescalars y vectoriales, aunque soélo obtendremos lo parte del La-
grangiano que describe los tres mesones de energia més bajos, conocidos como los
piones. Mientras que la Lagrangiana total SU (3) no es dificil de calcular, los vértices
suplementarios que contiene no son necesarios en las reacciones de nucleones-pion.
Similarmente el Lagrangiano meson-bariéon que contiene interacciones del octeto bar-
ion con el octeto mesén pseudoescalar puede reducirse a contener sélo interacciones
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pion-nucleén. El Lagrangiano quiral de Orden (p*) esta dada por:

Ly = L(Tr{D,D"U'})* + Ly(Tr{D,D, U YTr{D"D"U'})
+L3(Tr{D,D"UYTr{D,D"U'}) + Ly(Tr{D,D*"UYTr{xU" — Ux})

+Ls(D, D*UNTr{xU" = Ux})) + Le(Tr{xU" + Ux}))* + Lo(Tr{xU" — Ux}))
Ls(Tr{xU'xU" — Ux'Ux"}) — iLo(Tr{ f% D*D*U" + f\,D,D,U'})

+Loo(Tr{U £, UL }) + H Tr{ o, S5 + [, £5"} + HoTr{xx'}
(5.69)

5.6 Rompimiento de la Simetria

Las simetrias de las leyes fisicas pueden ser rotas, ya sea de manera explicita o de
forma espontanea. Para introducir la ruptura de la simetria de manera explicita se
utiliza un parametro como término ESB (rompimiento explicito de la simetria) como
se proponen en [25] y [26]. Para introducir el rompimiento de manera espontanea
0 SSB (rompimiento espontaneo de la simetria) podemos usar el potencial siguiente
conocido como potencial de sombreo mexicano:

V(o,m) = %,uQ(TI'Q + 0?) + %(7?2 + 0?)? (5.70)
WV(o,m) 4 A 5 o oV(e,m) 5 A o o
5o =o(u +6(7r +0°))=0 . =7(p +6(7r +0%)) =0 (5.71)

Si u? > 0 no existe una solucién real entonces el potencial tiene el siguiente com-
portamiento

V[, o]

Figure 5.1: Potencial con simetria no rota.

Si 4?2 < 0 tendriamos el potencial de la figura entonces para romper la simetria
seleccionamos el valor esperado de vacio como el estado fundamental & =,/ _M—62’\ y

m = 0 recordando que como en cualquier teoria de campo cuantica las particulas se
generan a partir del vacio +oy.
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V[, o]

N | T~

-<0p> <0o>

Figure 5.2: Potencial tipo "Sombrero Mexicano" que representa la ruptura de la simetria.
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6. El Modelo Sigma Lineal

Durante los tltimos 20 anos se ha dedicado un gran esfuerzo al estudio tedrico y
experimental de las colisiones de iones pesados relativistas. Algunas predicciones
muy interesantes se han hecho usando Lattice Gauge Theory, asi como métodos
no perturbativos en QCD a temperatura finita aplicado a la materia hadrénica en
condiciones extremas de densidad y temperatura. Algunos de estas predicciones son
la restauracion de la simetria quiral [I] y la transicion al desconfinamiento en cual la
materia hadrénica se descompone en un plasma de quarks y gluones. Ademas en los
anos setenta, Kirzhnits y Linde [2] sugirieron que las simetrias rotas a temperatura
cero podrian ser restaurados a temperatura finita. Particularmente la modificacion
de las propiedades de hadrones en materia nuclear caliente y densa, el cual es con-
siderado un tema interesante en la fisica nuclear, la astro-fisica y la cosmologia,
que es cominmente estudiado mediante el uso de teorias de campo efectivas en
QCD, ver Ref[3]. Por ejemplo, una Teoria efectiva con simetria SU(2), x SU(2),
y rompimiento espontaneo de la simetria (SSB) se puede aplicar a los sistemas a
temperatura finita. Estos modelos han descrito con éxito las propiedades térmicas
y dindmicas de materia hadronica. En particular, el modelo Sigma Modelo Lin-
eal (LSM) [4] que utilizamos en este trabajo, es una teoria de campo efectivo de
la QCD renormalizable a bajas energias, introducida inicialmente por Gell-Mann y
Levy (1960) [5] para estudiar las interacciones entre nucleones y piones.En su ver-
sion original, el LSM contiene como grados de libertad, los nucleones, tres piones
y el meson escalar isoscalar conocido como sigma. La cantidad importante de las
predicciones del modelo y el éxito obtenido en la explicacion de varios fendémenos
observados, han traido a este modelo un muy alto grado de confianza.

Por otro lado, se conoce que hay una conexion directa entre el condensado quiral de
QCD, que se asocia con el meson sigma escalar, también conocido como f;(600) [6],
y el desconfinamiento de la transicion de fase [7]. Las pruebas experimentales sobre
la existencia del meson sigma se puede ver en Ref.[7]. Ademas, las propiedades del
sigma juegan un papel muy importante en la descripcion de la fuerza nuclear, ya
que esta particula tiene un papel como particula intermediara en varios procesos en
el vacio y en el medio nuclear [7]. Por ejemplo, algunos de los aspectos de la fisica
de hadrones en los que participa el mesén sigma escalar son:

1. La existencia de sigma esté relacionada con el vacio de la QCD, jugando el
mismo papel que el boson de Higgs en la teoria electro débil.[§]

2. Hay evidencia de la participacion de la sigma en los procesos de dispersion
pion-pion. [9]

3. En el Modelo Sigma Lineal, el sigma es esencial para explicar las interacciones
pion-nucleon. [§]
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En el proceso de colision entre iones pesados a muy altas energias, se producen un
gran nimero de mesones, entre ellos piones y mesones sigma. La evoluciéon dindmica
del sistema es fuertemente influenciada por el comportamiento térmico de la fisica
en los parametros de estos mesones. Esta es una de las razones por el interés actual
en la comprension de la forma en que las masas y anchuras de mesones cambian con
la temperatura, ver Ref [10].

A pesar de que la particula sigma escalar juega un papel importante en fuerte
interacciones a bajas energfas, sus propiedades a temperatura finita atin no estéan
bien entendidas, en particular el comportamiento de su masa. Por otra parte, muy
pocos aspectos fisicos se conocen hasta ahora sobre la estructura del mesén sigma.
Con respecto a este se han propuesto diversas posibilidades sobre la naturaleza de la
sigma entre ellos se encuentran glueballs,[11], 12] tetraquarks|13] [14] o una resonan-
cia pion-pion[I5]. Una gran esfuerzo en el aspecto teorico se ha dedicado al estudio
de la conducta del mesoén a temperatura de finita, entre ellos se puede mencionar
los trabajos de Refs.[16] 17, 18] 19, 20]. Por otro lado, los estudios experimentales
sobre el comportamiento de la materia bajo condiciones extremas de densidad y
temperatura se llevan a cabo a través de colisiones ultrarelativistas de iones pesados
que tienen lugar en el programa del Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) y en el
Gran Colisionador de Hadrones (LHC)[2I], esta investigacion proporcionara datos
experimentales que se puede utilizar para probar los resultados tebricos obtenidos
en la fisica de las interacciones fuertes, que se refieren al estudio llevado a cabo en
este trabajo. La lista anterior de fenémenos, en los que el sigma escalar participa,
y los aspectos que muestran la relevancia de sigma en los procesos de baja energia
de las interacciones fuertes, son las razones que justifican el enorme interés en la
comprension de sus propiedades.

El propésito de este trabajo es el estudio de la masa y la anchura del mesén sigma
mediante el uso de su funciéon espectral en el marco LSM, usando el procedimiento
de resumacion conocido como Optimized Perturbation Theory (OPT), siguiendo el
trabajo de Ref. [22]. En particular en este trabajo se ha construido la funcion espec-
tral de sigma a diferentes valores de la temperatura, que muestran un incremento
en el pico de la funcién espectral. Este comportamiento es una firma de la restau-
racion parcial de la simetria quiral o, equivalentemente, una tendencia del sistema
de someterse a una transicion de fase quiral. Ademas se estudia el ancho del sigma,
en el momento en el que se lleva acabo el aumento del pico de la funcion espectral se
lleva a cabo, para diferentes valores de la masa del sigma. Se ha encontrado que hay
una breve ampliaciéon seguido de una caida abrupta en la anchura con el aumento de
la temperatura. Se interpreta este resultado como una restauracion de la simetria
quiral, ya que se ha demostrado que este fenémeno da lugar a un pequeno ancho de
sigma, que es debido a la supresion del espacio fase del sigma en el decaimiento a
dos piones.
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6.1 El Modelo Sigma Lineal

El modelo LSM se introdujo en el trabajo original [5] en el cual los autores intro-
dujeron como grados de libertad un isotriplete de piones (7), una isodoublete de
nucleones (N) y el meson escalar sigma (o). La densidad de Lagrange propuesta se
escribe ,

1 — —
L= 2 ((a/ﬂr)Q + (0H0)2) + N9, N +gN (o +it -7y5) N=V (o,7) (6.1)
donde ¢ es la constante de acoplamiento nucleén-mesén y V(o,m) es potencial
producido para romper de forma espontanea de la simetria quiral SU(2), x SU(2)p

que se escribe de la siguiente manera,

2 A
Vie,m) =@+ 7))+ S0+ 727 (6.2)

2 24
Doénde 42 es un término de masas y \ es la constante de acoplamiento pion-sigma.
Debido a nuestro interés en el anélisis de la propagador mesén sigma solo estamos
interesados en la parte mesonica del Lagrangiano. El SSB esté presente en el modelo

y ademas, se considera un término para romper de forma explicita la simetria.

6.2 Rompimiento Espontaneo de la simetria

Con el fin de romper espontaneamente la simetria quiral es necesario establecer

6
pu? < 0, donde el valor esperado de vacio se define como g = £ = —XM con

m = 0. Como se tiene habitualmente las particulas estan representados por los
campos desplazados do y dm, y son generados a partir del vacio de acuerdo con las
relaciones habituales: do = 0 — ¢ y 0w = 7 al ampliar el potencial V (do + &, o7)
los términos de interaccion se dan por los diagramas mostrados en la Fig[6.1]

4 4 £S £ 2 £ S St
oG on £oo Edc om Edo o1t

Figure 6.1: Diagramas para el potencial V(6o + &, o)
El SSB produce la generaciéon de las masas a nivel de arbol para el pion y el sigma,

A
mg, = 1° + 3¢

A
mgﬁ = ,u2 + —652

(6.3)

6.2.1 Rompimiento Explicito de la Simetria

En el caso del Rompimiento Explicito de la Simetria (ESB), las ecuaciones dinami-
cas no son invariantes bajo el grupo de simetria considerado. En este caso, al menos
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un término de ESB estara presente en la funcion de Lagrange[23]. Los términos de
ESB se pueden insertar mediante simple términos matematicos o resultados exper-
imentales, también utilizando anomalias mecanico cuanticas para cantidades tales
como las corrientes Noether y en la teoria de campo efectivo, cuando se toman en
cuenta términos de orden mayor en efectos no renormalizable de mayor masa, todo
esto conduce al rompimiento explicitamente de la simetria.

6.3 Método de Resumacion

En esta seccion se revisa la obra de Chiku y Hatsuda [[22]] en especifico aqui pre-
sentamos el marco de OPT. Es bien sabido que para el modelo LSM cuando se usa
la técnica conocida como Naive Perturbacion Teoria (TNP) a temperatura finita,
el procedimiento fracasa [22]. Por ejemplo, cuando NPT se usa para los célculos
en materia caliente, la masa generada a través de la SSB se comporta de manera
taquionica. Este problema puede ser tratado por una expansion efectiva que im-
plica algunos términos de resumacion como el uso de bucles térmicos duros [24], este
método para llevar a cabo el procedimiento de resumacion se introdujo por primera
vez con resultados importantes en Ref. Citen paul, chiku y se llama Optimized
Perturbation Theory (OPT). Con el fin de introducir el método OPT comenzamos
con el siguiente Lagrangiano con simetria O(4) y con contra términos|[22]],

(06 — 126?) 236"+ 5C1(00)— s Cop '~ S Co6 + Copthor | (6.4)

L= A1

DN | —

donde ¢ = (o, m) son los campos del pion y sigma y Cq,C5,C3,Cy son los contra
términos renormalizados, ver Refs.[25]. Con el fin de romper la simetria quiral
explicitamente se introduce el parametro h [26] en la Ec. (6.4]), esto provoca que los
piones adquieran masa. Los valores de las constantes se muestran en la Tabla 1.

Cy Cy Cs Cy
0 a1 a1 a1
1672 € 872 € 1672 €

Tabla 1. Valores de las constantes renormalizadas donde % = ﬁ — v+ In (47), v es la constante

de Euler y n es el nimero de dimensiones.

Entonces el término de masa u? se separa en dos partes mediante la introduccion
de un nuevo término de masa m? a través de la identidad p? = m? — y donde
m? es una masa a nivel de arbol y y es tratado como una perturbacién tomado
de las referencia [22]. Ademas se introduce el campo desplazado con la sustitucion
o = o+ £ y junto con la identidad mencionada , el lagrangiano dado en la ecuacion

(6.4)) seria el siguiente

A 1 1 1 A
L==((0p) - m? ) = 0"+ o X0 +ho—5C1(00)* =S Com?¢* = 500"+ Cam’.
' ' (6.5)
donde ¢ = (0+¢, m) son los campos del pion y sigma. Ya que solo estamos interesados
en términos de orden de a un loop, se han omitido los términos Cyx?, Cyx and Cy.

Los pardmetros m o la masas a nivel de arbol para el o y 7 se vuelven dependientes

1
2
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de la temperatura cuando uno aplica ya sea el formalismo de tiempo imaginario o
formalismo de tiempo real a los propagadores sigma y pion, los parametros de masa
a nivel arbol se muestran a continuacion

i, (T) = mA(T) + S(T)
A

6

(6.6)

mi, (T) = m*(T) + Z&(T)*

Para encontrar el valor esperado £(7T) , se introduce el siguiente potencial efectivo
regularizado al nivel de un loop,

2 2

1 A m m,
D T — 2 4 4 00 9 4 (Ve
Ak - -
+ T/ W[Zn(l —eT)+3ln(l —eT)] (6.7)

donde se tiene que

Ey=\/K*+mi, | (6.8)

moe puede ser la masa a nivel arbol del pion o sigma , x es un punto renormalizacién
que se introduce durante el procedimiento de regularizacion, mientras que E, y E;
son la energia del sigma y pion .

6.3.1 Condiciones de Optimizacion

El método OPT aplicado al modelo sigma lineal establece condiciones fisicas que
ayudan a determinar los pardmetros (u?,h,\) a T = 0. Estas condiciones estan
etiquetadas como 1, 2 y 3 y se muestran a continuacion.

Condicion 1. El Propagador del Pion:

M2 —ma — Se(w, k, T)|r—o =0, (6.9)

donde m, = 140MeV es la masa fisica del pion , ¥, (w,k,T) es la autoenergia
renormalizada del pion, m2_ es la masa nivel de arbol que tomamos como mg, = m,
la cual nos da la ventaja de que la auto-energia a un loop del pion, ¥, (w, k,T') sea
igual a cero y el comportamiento de la funcién espectral sigma comienza en el pico
de la funcién espectral. Ademas el trimomento de la auto energia se toma como
k = 0 y w representa la masa de la particula para el pion se elige igual que 140MeV.
Por otra parte, los términos térmico-dependientes desaparecen cuando se aplican los
criterios $(w,0,0) = 0, con el fin de ser consistentes con m?(T) = p? a T=0.
Condicion 2. La Corriente Axial parcialmente conservada (PCAC), que se escribe
de la siguiente manera :

famg. =h\/Z, , (6.10)

Mor = My , (6.11)

se tiene que f, es la constante de desintegraciéon de piones con el valor f, =
92.4MeV. Es importante observar que cuando se utiliza el esquema de sustrac-
cion minimo (una variacion de regularizacion), se realiza utilizando un punto de
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normalizacion k para satisfacer las condiciones propuestas. Ademés, la constante de
renormalizaciéon del pion se toma como Z, =1 .
Condicién 3.El pico de la Funciéon Espectral:

Opo(w,k, T)

) lomo =0, (6.12)

aqui la funcion espectral estd dada por

1 ImZ,(w, k,T)
o(w k,T) = —— ’ !
IO (w ) s <m0'2 - m(2)a - R€Ea<w7 k? T))2 + (‘ZmEU(w7 k’ T))2 (6 3)

y Yo(w, k, T') es la auto energia renormalizada del de o. El valor de m, se fija en los
valores requeridos que hemos elegido como 450, 500, 550 y 600 MeV , para estar en
acuerdo con los valores propuestos que figuran en las referencias| [26], 27, 28|, 291 30]|.
La funcién espectral habitual Ec. (6.13|), que hemos tomado como en Ref.[31] se
utiliza para determinar las propiedades de una particula resonante. Una vez que
se aplican las 3 condiciones de optimizacién obtenemos los siguientes valores de los
parametros para el modelo que se muestran en la tabla 2 .

my(MeV) pu?(MeV)? h(MeV)3 A k(MeV)
450 —(225.6)? —(122.8)3 51.9 212.7
500 —(257)2 —(122.8)3 61.9 236
550 —(283)?2 —(123)3 73 255
600 —(306)2 —(123.2)? 85 270.2

Table 2. Valores de los parametros optimizados

6.3.2 Condiciéon de Convergencia Aparente mas Rapida

Para determinar m? y &, se tiene que elegir entre la condiciéon de Principle of Mini-
mal Sensitivity (PMS) o la condicién conocida como Fastest Apparent Convergence
(FAC) que Stevenson primero introdujo en Ref (|25]). En los criterios de FAC uno
solo tiene que llegar al analisis de un loop que difiere de la condiciéon PMS ya que este
requiere un anélisis a 2 loops [21], por esto usamos FAC, considerando lo anterior
tenemos que la condicién FAC se escribe como,

O, — 0, =0, (6.14)

donde Op, es la magnitud fisica al orden L , que debe ser calculada utilizando los
criterios FAC y n es el nimero de vértices que tiene el limite siguiente 1 <n < L. Se
realizé el célculo para la auto- energia del pion al nivel de un loop y el componente
cero del trimomento utilizando el formalismo a tiempo imaginario. Para obtener
la ecuacion de brecha o gap, hemos elegido la misma condiciéon hibrida como en
Ref.|22] con L =1, por lo que la ecuacion se escribe como,

[mﬂ’2 - m(2)7r - 2TI’T=0(W7 O) - Eﬂ'T?éO(O’ 0, T) = 0]|w=m0w (615)
donde ¢ = (o,m) son los campos del pion y sigma. La ecuacién anterior de la
autoenergia del pion con contraterminos = 0, usada en la condiciéon FAC esta dada
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por
Srr=0(W, k) + Brpo(w, k) = (a) + (b) + (¢) — (m® — ) + 0. (6.16)

donde (a) , (b) y (c) estén representados en la Figl6.2] Las expresiones analiticas
para los diagramas se muestran en el Apéndice D. Estos se calcularon utilizando
el formalismo tiempo imaginario convencional y mediante la respectiva suma de
Matsubara [32]. La Fig. muestra la variaciéon de masas nivel arbol como una

() (b) ()

Figure 6.2: Diagramas para la auto-energfa del pion

funcion de la temperatura de los mesones sigma, pion y de £(T"). Vale la pena notar
que las masas del sigma y pion definidas en la figura [6.6contienen las propiedades
térmicas obtenidas a partir del potencial efectivo y la autoenergia del pion (condicion
FAC), ademas se observa que las masas de los mesones llegan a un punto en el que
parecen degeneradas a medida que la temperatura aumenta, también se observa que
el valor de la relaciéon del condensado desciende con la temperatura. Este resultado
es consistente con los calculos realizados con otros métodos tales como aproximacion
Hartree con el formalismo CJT [33], asi como el modelo PNJL [26]. Mediante el
uso de la derivada del potencial efectivo térmico regularizado a un loop también
conocida como la condicién estacionaria de Ref[22] EcJ6.17] junto con la condicién
FAC Ec. (6.15)), se tiene dos ecuaciones no lineales y dos variables m? y £ que deben
ser resueltos para cada valor de la temperatura.

oD

A A
T = hueT 8+ JERY + R + (P + B =0 (6.17)

Mass(MeV)
500 F

400 -
300 -
200 -

100 |-

T(MeV)
400

Figure 6.3: Comportamiento de las masas nivel arbol del pion, sigma y el condensado, en funcién
de la temperatura tomando m, = 500 MeV .
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(@ (b) (© (@)

Figure 6.4: Diagramas para la auto-energia sigma

Los términos de la auto-energia del sigma para la funcion espectral que vamos a
utilizar en la seccion siguiente se muestran en la Fig. y su expresion analitica
junto con sus correspondiente contraterminos (d,)

Yope0(W, k) + Zppzo(w, k) = (a) + (b) + (c) + (d) — (m* — u*) + 6, (6.18)

donde los célculos explicitos de estos diagramas se llevan a cabo en la seccion

y de este capitulo.

6.4 Discusion

El concepto de temperaturas criticas (Tc ) en una teoria de campo estéa asociada con
una cambio de fase, también esta es una de las principales razones para estudiar los
sistemas fisicos a temperatura finita [34]. El modelo sigma lineal reproduce algunas
de las caracteristicas del cambio de fase [35].Como se puede observar en la Fig[6.5] el
valor del condensado disminuye con la temperatura lo cual es algo que se esperaria
durante la transicion quiral. Los autores de Ref.[[22] 26] [36] 37, B38]] han calculado
valores de temperaturas criticas entre 155 a 200 MeV que por otro lado la teoria
QCD en lattice mientras que [35]provee el valor mas aceptado de Tc¢ = 151 + 3
MeV. La funcién espectral es un instrumento muy tutil en muchas teorias cuanticas

U]
£(0)
1.2

——— £(T)450
N . £ (T) 500

= £ (T) 550

— — £(T)600
0.8
0.6
0.4 \»k

@
0.2 R 2
0.0 T(MeV)
0 50 100 150 200 250 300
Figure 6.5: Comportamiento del condensado % a temperatura finita y diferentes valores de

me (450,500,550,600 MeV)

ya que es una forma alternativa de analizar la informacion de los sistemas fisicos. A
continuacion, en la figura se muestra una comparacion entre diferentes valores
de m, para la funcién espectral a T' = 0. La funciénes espectrales se comportan de
manera similar con el incremento de 7.
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0.00001
——— 450(MeV) I(138.428)

500(MeV) [(195.704)
8.x107 550(MeV) I'(260.163)
— — 600(MeV) I(333.189)

6.x107°

4.x107°

2.x1078

w(MeV)
200 300 400 500 600 700 800

Figure 6.6: funcién espectral del sigma a T=0 y diferentes valores de m, =(450,500,550,600
MeV) y sus respectivos anchos T

En todos los casos el pico de la funcién espectral aparece cuando el valor de la masa
es de aproximadamente 280 MeV (como se muestra en el [6.6.2). En la Fig. se
puede observar una localizaciéon espectral a medida que disminuye la masa. Esto se
puede interpretar como una transicion de fase débil de primer orden en el diagrama
de fase QCD. La funcion espectral también se puede utilizar para obtener la masa
de alguna particula que se busque estudiar, ya que el punto méximo de la misma
funciéon esta definida como la masa de la particula. En este caso se muestra en la
figura (figura de la izquierda) la masa del meson sigma vista en términos del
méximo de la funciéon espectral tomando en cuenta solamente el maximo (local o
global) , esto se realizo aislando el pico de la funcion espectral y tratandolo por
separado. La grafica muestra la superficie expuesta en el Apéndice vista desde
el plano (w,T") donde se puede observar que el comportamiento de la masa del sigma
concuerda con la masa a nivel arbol del sigma en la figura Cabe mencionar que
si no se aisla el pico de la funcién espectral se obtiene un comportamiento distinto
entre la masa a nivel arbol del sigma y la masa calculada a partir del maximo de
la funcion espectral. Esto se debe a que aparece otro méximo global (mostrado
en la figura derecha) el cual domina el comportamiento de la masa del sigma,
este comportamiento discontinuo concuerda con un cambio de fase de primer orden
aproximadamente a 17" = 135 4+ bMeV. La razéon por la que se origina el pico
que provoca la discontinuidad en la figura[6.7] derecha se explica por el acoplamiento
o —m—m mostrado en el cuarto diagrama de la Fig. [6.4] Esto por otro lado se puede
mostrar analizando la forma aproximada de la funciéon espectral para w ~ 2mqgm y
la temperatura antes mencionada de 7' = 135 + 5MeV. Empecemos por el primer
término en el denominador de la funcién [6.13] el cual tiende a cero a medida que
w — 2mgm.

[w? —mi, — ReXy(w,0,T)]u2mpr — 0 (6.19)

Ademés la parte imaginaria de la autoenergia es un factor del espacio fase multipli-
cado por una funcién continuamente diferenciable f:

4moz
Im¥,(w,0,T) = 0(w —2moz /1 — o

F(w,T) (6.20)

w?
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Figure 6.7: La masa del sigma como el pico de la Funcién Espectral del sigma a m, =(550 MeV).

Sustituyendd6.20] y en la funcion se llega a la siguiente expresion matem-
atica.

1
po(w >~ 2mom,0,T) = 6(w — 2my,) (6.21)

1— %f(W,T)

Esto explica el pico de la funcién justo por encima del umbral y se puede ver que es
explicado por el factor del espacio de fase. Lo anterior se puede ver més a fondo en
Ref [22].

Ademas se calculo el ancho de la funcién espectral ya que esta nos da informacion
cuantitativa sobre el comportamiento del sigma. Es importante tener en cuenta
que tomamos la anchura de la funcién espectral sigma como la distancia entre dos
puntos interceptados en la mitad del valor maximo de la funcién espectral. En el
pico de la funcién espectral equivalente a la masa de dos piones observamos en la
Fig. [6.8 una drastica caida en el ancho de la funcion espectral sigma, en otras
palabras, a medida que la temperatura aumenta la anchura de la funcién espectral
muestra un pequeno incremento seguido de una fuerte caida correspondiente al pico
de la funciéon espectral de dos piones de la funcion espectral que persiste hasta 150
MeV. Este comportamiento se interpreta como una restauracion quiral, ya que se ha
demostrado que este fenémeno da lugar a una pequena anchura del sigma , que es
debido a la supresion del espacio-fase del decaimiento de o — 27 ( [38]). Ademaés,
este resultado refuerza la hipotesis sobre la estructura de sigma como una resonancia
de dos piones. La abrupta caida en la anchura de sigma se genera a partir del pico
de la funcién espectral de la funcion espectral [I5], como se puede observar en las
figuras del [6.6.2]

Dos aspectos que caben mencionar de la funciéon espectral del mesén sigma que
observan aqui son que a T = 0 el sigma es una resonancia amplia, pero cuando la
temperatura sube a 140 MeV, una pico se observa en el pico de la funcién espectral.
Este comportamiento sugiere fuertemente que el sigma es una estructura de dos
piones. El segundo que es complementaria al primero, es la caida repentina en
el valor de la anchura de la funcién espectral aproximadamente a T = 140 MeV.
Esto también se interpreta como una restauracion parcial de la simetria quiral, un
resultado que esta en acuerdo con lo obtenido por Patkos et al[39].
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Figure 6.8: El comportamiento del ancho de la funcién espectral del sigma a diferentes valores
de su masa m,=(450,500 ,550 ,600 MeV) .

6.5 Conclusion

Hemos utilizado el modelo sigma lineal y OPT aplicada como una técnica de re-
sumacion para calcular el comportamiento propiedades térmicas del mesén sigma y
diferentes valores iniciales posibles de su masa que son m, = 450; 500; 550; 600MeV,
aunque el calculo para 550MeV se realizo previamente por Ref [22] decidimos incluir
esta para propositos de comparacion. Nuestros resultados concuerdan con los estu-
dios anteriores, donde muestran una tendencia general del sistema para restaurar la
simetria quiral a alta temperatura.

Por otro lado, se observa que el valor del condensado disminuye con la temperatura y
las masas sigma y pion parecen degenerados, lo que sugiere un fuerte acoplamiento
de estas particulas. El anélisis de la funcién espectral también se realizd con los
anteriormente valores iniciales mencionados de m, y se mostré que la posicion del
pico a T = 0 se desplaza hacia abajo, moviéndose hacia el valor de dos veces la masa
del pion a medida que la temperatura aumenta. Este resultado se puede interpretar
como una tendencia del sistema para restaurar la simetria quiral [40]. En este trabajo
también se incluyé un nuevo anélisis del comportamiento del ancho de la funcién
espectral del sigma mesén en un bano termal. Se puede observar de que el ancho
de la funcién espectral se hace mas pequeno con el aumento de la temperatura.
Este resultado se asocia, ademés, con la restauracion parcial de la simetria quiral
[40]. Resultados similares se obtienen con el enfoque Breit-Wigner y por otros
autores, tales como en Ref.[26], donde se calcularon propiedades del meson sigma
mediante el modelo PNJL a temperatura finita. Estos resultados pueden explicarse
por la disminucién del valor del condensado del sigma con la temperatura, que se
asocia con la restauracion simetria quiral. A medida que existan experimentos como
ALICE, CMS y ATLAS sigan buscando la naturaleza del plasma de quarks y gluones,
nuevas pruebas y modelos surgiran para ayudar a comprender mas profundamente
la relacion del sigma y sus acoplamientos con otros mesones tales como 7, w, p,n
entre otros.
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6.6 Apéndice

6.6.1

Funcién Espectral del Sigma

En este apéndice se muestra un grupo de gréaficos en 3D de la funcién espectral del
meson sigma a Temperatura Finita. Se puede observar claramente que la temper-
atura tiene repercusiones importantes en el comportamiento de la masa de la funcion
espectral del sigma a valores altos.
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6.6.2 pico de la funcién espectral Localizado de la Funcién
Espectral

Las figuras muestran el comportamiento de la funcién espectral a diferentes valores
de la temperatura indicadas por las diferentes lineas. Se puede observar que el pico
de la funcién el cual es un importante ingrediente en la determinacién de su masa,
tiende a moverse hacia la izquierda a medida que la temperatura se incrementa por
lo que se interpreta que la masa tiende a disminuir con la temperatura.
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a) Funcion espectral del sigma con su masa tomada como m, = 450MeV

po
0.00001
8.x1076 -
6.x1075
4.x1076

2.x107% -

500 MeV

— T=0MeV

T=100MeV
----- - T=140MeV
— — T=160MeV
-------- T=180MeV

200

300 400 500

700 800 9

(‘)Ow( MeV)
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6.6.3 Las Autoenergias del Pion y Sigma

Este apéndice contiene los términos mateméaticos usados para las autoenergias del
pion y sigma. El subindice T indica la dependencia de la temperatura en los términos
respectivos. Los subindices ¢ = (o, 7) indican los campos a los que estan asocia-
dos los términos mientras que los superindices se usan para identificar términos.
Para poder escribir las autoenergias completas escribimos primero las definiciones

siguientes.
4k*mg,
g2 = |T -1,
A mG, = mG)? — AR mg, |
Q3 - K/Q )

donde k? = k? — w2,

También necesitamos las siguientes funciéones

2 2
1) _ _mOﬂ',o 1 . mOTr,U
Fro= 1672 <e 1 ln( K2 )) ’

2 2

mOTr,U m07r,a
PQﬂ',U = - 1672 (1 - 11’1( K2 )) )

iy [ oot
e o 212 E(mors)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

Donde las constantes Cy, C3 estan dadas en la tabla 1 de la secciéon 3 | y la funcion

np(w) es la bien conocida funciéon de distribucion de Bose-Einstein.

1
ng(w) = —
B( ) et — 1
Con las masas invariantes
Mi = (mOO' + 7/n07r)2 )
Y las funcidnes siguientes
_ (2K%q3 + K — mg, + mi,)(2k?qs + K> + m§, — mi,)
B (2]{?2(]3 - k2 + m%a - m(%ﬂ')<2k2Q3 - k2 - m%a + m%ﬂ‘)
@ _pl) M, o 5 @ ln[ilgg +orr] i k2> 4md,
mo Mo 1672 24 arctan[q%] if 0 < k* <4mf_,
P(S) - _ 4 1 —1In m(2)7'r + (kQ + mgg - m(%rr)
1672 \ € K2 2k2
g3 In(F — 2im) if (M) < k?

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

+2<¢ 2q3 | arctan [Mﬁ—m’—%“] + arctan [Mﬂ] if M~ < k> < M+

2q3k? 2q3k?

g3 In[F] if k2 < M~
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o [ o s Elm) i
0 2m? E<m07r,o) (W - E<m0ﬂ7g))2 — E(m0ﬂ70)2

V(W2 + k2 —m2 +m2 )2 —4k2m2, if Mt < w?

+Q np( i) if0<w?< M-
0 if M- <k®2< Mt
+ Moy <> Mox (632)

/(W2 + K2 —ml, +ml )2 —4k2md, if MT <w?,

PO = § (e mmaly, (oot H0<w? < M-
0 ifM- <k?>< Mt
(6.33)
R 2) _ /OO dp pan(E(mOﬂ',O')) 1
™ o 212 E(more) w?—4E2(mors)
) , w? —4mg,
0 —4 2 6.34
02 = amd, ) np(w/2) (631
(3) 9 9 w? — 4mg7r,a
RY =0 —4 2 6.35
0 (w mOTl',O’) 167w TLB(W/ ) ) ( )

donde O(w? — wp) es la funcion Escalén que depende de w.
La autoenergia del pion esta dada por la siguiente funcion,

1 AE)?
Sp(w, K, T) = gx (P + REY) 4+ X (Y + BYY) — z% (P® + P + P®)
— (m? — p?) + 0, . (6.36)

Donde el primer término es la autoenergia a T=0 y el Segundo termino considera los
efectos de la temperatura. De la misma manera, la energia propia Sigma se escribe

Yor(w, bk, T) = X, (w, k,0) + 3 (w, k, T) ,

= %)\(P(l) + R + P + R
2
(Af) (P<2 +2RW 1 RY) i&(P(z) +2R® + R®)
s ™ 2 g ag (e
_ (m — 12+ 6, . (6.37)

Tomando en cuenta que los contraterminos de las autoenergias se escriben como:

50 = Cgm2 + %)\0352 (Sﬂ- = Cgm2 -+ %)\0352 . (638)
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6.6.4 Sumas de Matsubara

Aqui presentamos el célculo de los loops (a) y (b) , la aplicando el formalismo de la
suma de Matsubara donde m es la masa del pion o sigma. La suma més simple se
muestra a continuacion

PR \
? } S
~ 7
—_—
(¢ o (¢ (o)
(a) (b)

Figure 6.9: Loops del pion y el sigma.

/(;l;) 7 —m2+ze_ f/ +m2 (E1)

La suma de los loops para el pion y sigma se calcular al final del capitulos 4, que se
muestran en la figura 9 los cuales se escriben,

1
(a)+(b):§>\(P1 + RW 4+ pM 1 R (E2)
donde,
2 2
mo,., 1 mo,. .,
P = — 5+ 1= in(—352) (E3)

) _/ dp p ”B(E(mow,a)))
w7 Jo 27 E(mo,,) ’
la parte no dependiente de la temperatura del loop requiere regularizacion, este

procedimiento se realiza mediante el uso de la funcién de distribucion de Bose-
Einstein n(E(my, ,)).

(E4)

o T
6 Y S\ o©
9@ @
\
(¢) (¢) SN e - ’
o T
(c) (d)

Figure 6.10: Pion and sigma self-energy loops.

En los diagramas (c) y (d) el procedimiento para la auto-energia del pion y sigma
es el siguiente,

d*p 1 1
I(p) = (—iX¢)?
(p) = (=i%) /(27r)4p2—m2—|—i6(p—q)2—m2—|—ie
Después de separar los componentes espaciales y temporales en el denominador, se
obtiene,

I(p) = (~iAg)? / iy

(E5)

d*p 1 1
2m)* (iqy)? — B2 + ie (ip}y — iqp)? — Epyq + i€

(E6)
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Donde las energias se escriben como,
2
E}=p’+m® E, =(p-q)° +m’ (E7)

q% = 2mnT = w, P = Wy (E8)

Teniendo en cuenta que q=0 en el centro de la masa junto con la rotacion de Wick
obtenemos,

2 1
I(p) = (—iAE) TZ/ oﬂ—i—E (w2 Wg)+Ep2 (E9)

y realizando la suma Matsubara como en Ref.[32] obtenemos,

I(p) = (—iAE) TZ/ 7 3E B0 )12+wg(1—|—2n(E(p))) (E10)

Con el fin de obtener cantidades fisicas, tenemos que seguir analiticamente Espacio
de Minkowski. La auto-energia retardada se obtiene mediante la sustitucion w, —
—iw + € con w > 0y e = 0+.Realizando la integral y la regularizacion de la parte
no dependiente de la temperatura, se puede demostrar que el resultado anterior es
equivalente al resultado de la figura en el Apéndice D, donde la integral para el pion
es dada por

A
I(p), = — (g) (P? 4+ 2R® + R®) (E11)
y para el sigma, la integral se escribe como
(A6)?
I(p), — 28 g) (P® +2R® + R | (E11)
Donde
4k*m?,
q2 = | 12 0o 1| ) (E12)
m2 1 m2 2 1—q2 if k2 > 4 2
P(2) — Oﬂ,o( + 1 o ln( 07r,t7) + 2 q (2 (1+q —iIZﬂ-)) % 2m07r’cr 5 7
i 1672 K? 2q arctan(,;) if0 <k <dmg_
(E13)
> dp p*np(E 1
Rﬂ_zg_ = / p (p nB( (moﬂ' o')) ) (E14>
7 Jo 2 E(me,,) w?—4E*(mo,,)
w? —4m3
O(w? — 4m> " np(=
+ (w moﬂ— o'> 167Tw nB(2> Y
w 1
)= — , E15
no(5) = —— (E15)
3) 2 2 w? — dmj,, w
= -4 : —-) . E1l
RTI',O’ 9((JJ mOTr cr) 167Tw nB(Q) ( 6)

69



6.6.5 Trabajo Publicado

El contenido explorado en este capitulo fue publicado en la revista International
Journal of Modern Physics A y se puede obtener de la siguiente liga https://doi.
org/10.1142/50217751X15502140.
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7. Bl Modelo Nambu-Jona-Lassino

Como ya se ha mencionado la teoria de campos fundamental que trata con las in-
teracciones fuertes es la QCD, esta describe con éxito la dindmica de los quarks a
altas energias (distancias cortas). Sin embargo, cuando se aplica la teoria a procesos
de baja energia esta teoria diverge. Para resolver este problema se han propuesto
varios modelos basados en las simetrias de QCD. La guia para construir estos mod-
elos ha sido la simetria quiral, el cual es uno de los fenémenos caracteristicos mas
importantes de la QCD para los quarks sin masa. En este capitulo utilizamos el
modelo NJL, para estudiar algunas propiedades de los mesones ligeros.

El modelo de Nambu Jona-Lasinio (NJL) surgi6 en 1961 cuando los pioneros Nambu
y Jona-Lasinio publicaron el articulo Ref.[I],en el cual se introdujo este modelo. El
modelo utiliza similitudes entre las particulas de Dirac y las excitaciones de cuasi-
particulas que aparecen en la teorfa BCS de la superconductividad. Originalmente
a este modelo se le atribuyo el problema de la no renormalizabilidad, por esta razén
se solia evitar, sin embargo recuper6 la popularidad cuando las teorias de campo
efectivas comenzaron a servir como una aproximacion adecuada con caracteristicas
importantes de QCD a baja energia.

El modelo NJL se establece mediante un lagrangiano eficaz de fermiones relativis-
tas que interactian a través de acoplamientos locales fermion-fermion. Aunque el
modelo carece del confinamiento de color, este contiene las simetrias globales de
QCD y se convierte en una excelente herramienta para la observaciéon de mecanis-
mos de ruptura de la simetria [2]. Por esta razon el modelo es aplicable a fenémenos
hadrénicos y nucleares que no implican el mecanismo de confinamiento. El mod-
elo NJL tiene interacciones de cuatro fermiones y la teoria necesita regularizacion
para obtener expresiones finitas. Cabe mencionar que suelen introducir pardmetros
fenomenolégicos en la teoria efectiva de baja energia para que el problema sea fécil
de resolver en comparacion con la QCD. Los parametros del modelo pueden ser un
cuttoff que se introduce durante el procedimiento de regularizaciéon, o puede ser la
constante de acoplamiento. Estos parametros se determinan fenomenologicamente.
Ademas resulta que las cantidades fisicas se ven afectadas por el método de regu-
larizacion y por supuesto de los parametros introducidos para regularizar la teoria
por lo que estos se optimizan para que las cantidades fisicas concuerden con los
resultados experimentales.

Por otro lado el modelo NJL ha sido empleado ampliamente en la literatura para
estudiar la estructura de fase de QCD a altas temperaturas y / o densidades [1} 3].
En este capitulo se analiza la dependencia de la temperatura (7') y la densidad de
barionica (i) de las masas meson sigma y el pion en el modelo NJL en el formalismo
del tiempo imaginario.
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7.1 El Modelo NJL (Bosonisacién y la Expansion
de Campo Medio)

Para evaluar las magnitudes termodinamicas hemos empleado la técnica estandar
de bosonizacion. El procedimiento de bosonizacién consiste en la construccion de
variables bosonicas que nos permiten estudiar las propiedades del mesoén de las que
estamos interesados.

Para llevar a cabo el procedimiento de bosonizacién se introducen campos colectivos
y se realiza la integracion del campo de quarks de modo que permanezcan los estados
del meson y el di-quark. El lagrangiano resultante no es lineal aunque la quiralidad
permanece en el modelo, pero todavia se requieren transformaciones adicionales para
expresar el lagrangiano completamente en términos de la materia hadroénica.
Partimos de la densidad lagrangiana siguiente,

. G _ .
Ly = q(iv"0, — mo)q + B [(QQ)Q + (qirysT 9)2] (7.1)

donde mg son las masas de quarks y 7% son las matrices de Pauli. El modelo
descrito por la Ec. no es renormalizable, por lo tanto necesitamos regularizar las
divergencias. El procedimiento que seguiremos aqui es la introducciéon de un cutoff
de trimomentos para regularizar las integrales.

La cantidad fundamental para calcular las magnitudes termodinamicas es la funcion
de particion Z(T, p). La funcion de particion en el modelo NJL con el numero de
sabores igual a Ny = 2 a temperatura diferente de cero y potencial quimico [4] se
escribe de la siguiente manera,

7 = / DqDge'J *#Lnin (7.2)

dado que Ly contiene términos cuadraticos en los campos de quark, la integracion
sobre los campos fermionicos no es posible en este nivel. Para resolver este problema,
introducimos los campos auxiliares escalar o y pseudoscalar 7 al multiplicar la Ec[7.2]
por la cantidad siguiente

52

) (7.3)

/DaDweifd%(

entonces podemos expresar explicitamente en términos de quarks y grados de
libertad bosonico como

o2 172 )

Z(T, 1) = /DUDWDqueifd4m(<7(iv“8u—mo—~/0u)q+§((éq)2+(§i757aq)2))— e (7.4)

donde ¢ son los campos de quark y G es la constante de acoplamiento. Ahora
usamos al formalismo del tiempo imaginario, aplicando la transformacion t — —i7
y la integracion sobre 7 es de 0 a (3, lo que convierte esta funcién de particion en

0'2+71'2

Z(T, p) = /1)(7197Tl)ql)(7€fo6 dr [ da(q(1°0-—ir' Bi+mo—"w)a+ 5 ((30)*+(@ivsm0)*)) — T55—)
(7.5)
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ademas los campos fermiénicos son antiperiodicos con el periodo 3, T en ¢iy57q son
las matrices pauli y my = diag(mg,, moq) denotan las masas de quarks. Ahora,
cambiamos los campos bosonicos a través de la prescripcion 0 — 0 —ogq y © —
7 — Gqivs7q que al reemplazarlo en [7.5] el término de interaccion de los cuatro
quarks se bi-linealiza, dando la expresion

02+7r2 )

Z(T, Iu) _ /DUD’/TD(]DQ@IOE dr [ d3x(G(v° 8- —iv' O +mo—  pto+7-iv5T)g— T55 (76)

posteriormente integramos el campo bosoénico respecto al espacio y al tiempo para

poder aislar la expresién en el exponente eﬂv(_(%). La parte que corresponde
al campo fermionico ya tiene la forma correcta para integrarse siguiendo el proced-
imiento estandar para integrales gaussianas en variables de Grasmann por lo que la
Ec. [Z.6] se escribe como

Z(T,p) = /DUDWQBV(—(”QQE#)) /DQDC]efoB dr [ dB32(7(y°0; —in' 81 +mo—~ pto+7-ivsT)q)

(7.7)
en la aproximacion de Campo Promedio tomamos o = (o) y (7)o = 0, entonces la
funcion de particion toma la forma siguiente

Z(T, p) = eﬁV(—%) /quqefoﬂ dr [ d32(q(v°0r —in' Oy +mo— O pto+7-ivs7)q) _ (7.8)
Ahora podemos calcular el potencial termodindmico por unidad de volumen Q(7', 1) =

—T+LnZ(T, ) y también introducimos las transformaciones de Fourier para tra-
bajar en el espacio de tri-momentos lo que conduce a la siguiente ecuacion,

o2 T A By 1~
T, p) = 222 — = /—TL =S (iwn, 7.9
Donde w, = (2n + 1)7T" son las frecuencias de Matsubara para los fermiones y
S~ (iwy,, p) es el propagador de quark inverso.

7.2 Mass Gap in the NJL Model

La magnitud fundamental a calcular es el potencial termodinamico por unidad de
volumen dado por la Ec. [7.9) A partir de Q(T, p) calcularemos las cantidades
termodinamicas que nos interesan, pero antes el potential requiere ser minimizado
a temperatura finita. Utilizamos la identidad Tr In (X) = In det (X) para llevar a
cabo la traza de la Ec. [[.9

(wn +ip)* + E; N (wn —ip)* + E;

Ty,
Tan(TS Y(iwn, p)) = 2N.Ny] T2 |+ T2 ] (7.10)
aqui se tiene que el propagador de quarks inverso S ~1(p°, p) esta dado por
5100 oy — (P~ ™Mo+ 0 — 1o 0 7.11
st = (7 ORI B (AT

I6)



entonces para obtener el resultado final usamos la siguiente relacion

= w2 4+ A2 Y
T Ln( ) =A+2Tln(l+eT) (7.12)
Finalmente obtenemos el potencial
o? d3p
Quir (T, 1) = L oN, N, / G = ([ (5,) = TLa(f~(B,) (713)

Donde la funcién de distribucion fermionica estéa dada por

1
+ _
f (Ep> - e*ﬂ(EiM) + 1 (714)
y la energia F, se escribe como
E, =v/(p* + m?) . (7.15)
La masa de los quarks constituyentes m esta dada por la minimizacion del potencial
termodinamico con respecto a e — té it 4
pecto a 5 i y esta escrito como en [4],
m = my — 2G(qq) (7.16)
A dp p2
m = mo + 4GsN.N, / P (B - f(B,) (7.17)
o (2m2) E,

donde N, =3y Ny = 2.

Una de las cantidades mas importantes que se utiliza en este modelo para obtener
resultados fisicos se conoce como la funcién de polarizacion de particulas. Las
matemaéticas de los operadores de polarizacion de particulas estan dadas por in-
tegrales de bucle que contienen la correlacion para los campos cuanticos del sigma
escalar y pion pseudoscalar, estas se escriben como en en la referencialg].

d*p

2P (p?) = / G Tl (e + D) S(v) (7.18)
55 (?) = / (;iT@Tr[iswp)sw (7.19)

7.3 Parametros

Para hacer el modelo coherente con la observacion de la materia hadronica el modelo
NJL con cuttoff infrarrojo se requiere la optimizacion de tres pardmetros a T = 0,
por lo que se eligen las cantidades empiricas que son la masa pion, la constante
de decaimiento del pion y el condensado de quark. Por otro lado para obtener la
constante de acoplamiento G, el punto de cuttoff infrarrojo del trimomento y la
masa del quark desnudo se aplica la metodologia presentada en[6].

Hay una gran importancia en la seleccion de los parametros para que los valores
iniciales de las masas de mesones puedan ser consistentes con los reportados por
la literatura, hemos elegido el limite inferior de la integral de correccién a un loop
como la masa de quark constituyente y el limite superior conocido como el cutoff en
602.472MeV .
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A GA? m K fx M
602.472(McV) | 2.318 | 5.495(MaV) | -240.772(MeV) | 92.4 (MeV) | 139.3(MeV)

Table 7.1: Model Parameters.

7.4 El Comportamiento del Condensado

La existencia de un condensado en una teoria de campo se asocia a que las particulas
de la teoria tengan masa y ademaés esto significa que la invariancia de gauge se ha
roto . Para calcular el valor esperado del vacio (VEV) del campo en una forma
invariante de gauge se debe seleccionar una fase del condensado. El condensado
también conocido como el VEV es un concepto importante en la teoria cuantica del
campo debido a su importante contribucion a la ruptura de simetria. Como se puede
ver en la ecuacion de gap, el condensado viene dado por la siguiente expresion

A dp pQ
7) = 2N.N —— = (1-fYE)-f(E 7.20
(a1) = 2V [ b (1= (8 — () (7.20)
El condensado (gq) representa la densidad escalar de energia negativa llena del mar
de Dirac y se muestra en la figura siguiente. Como se puede ver en la Figura la
masa del condensado disminuye a medida que la temperatura aumenta de tal manera
que el condensado manifiesta propiedades que uno esperaria durante la restauracion
de la simetria quiral.

0
100
T(MeV
( 2&0
300 el \t
N 400
I~
5 300
[~
Ny qq>
—
— 200
0 100 200

H(MeV)

Figure 7.1: Comportamiento del condensado del vaci6 a temperatura finita y potencial quimico.

Ademaés en la Figura[7.1] se muestra que a medida que aumenta el potencial quimico,
los requisitos de temperatura para la rotura de simetria quiral disminuyen.

7.5 Comportamiento Termodinamico del 7 y el o

Los estados hadrénicos del modelo NJL decaen para liberar quarks, de manera que
para obtener estados ligados se aplica un cutoff infrarrojo[4] , por lo que se asume un
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limite inferior en términos de la masa de quark m(7T") para la disociacion del meson
en el modelo NJL, para asi estudiar la transiciones de fase a temperatura finita del
pion y sigma.

Los mésones de pion y sigma han sido estudiados en gran medida en campos fisicos
efectivos, estos presentan un comportamiento termodinamico tipico de la rotura de
simetria que puede verse con la dependencia del condensado con respecto la masa
del meson pion y sigma. Ademas se estudio las propiedades termodinamicas lo que
nos permite detectar elementos que se producen en los cambios de fase de algtn
sistema. Kl siguiente analisis se centra en las masas de mesones y su dependencia
de la temperatura y el potencial quimico.

Para obtener las magnitudes fisicas correctas con los parametros del modelo determi-
nados a 7' = 0 podemos resolver las ecuaciones termodindmicas particulares para el
comportamiento masivo del sigma y del pion, esta ecuacién conocida como Bethe-
Salpeter es una herramienta tedrica de campo cuantico general, por lo tanto las
aplicaciones para esta pueden encontrarse en cualquier teoria de campos cuanticos.
La ecuacion de Bethe-Salpeter (llamada asi por Hans Bethe y Edwin Salpeter)|7]
describe los estados unidos de un sistema de campo cuéntico de dos cuerpos (particu-
las) en un formalismo covariante relativista. La ecuacion se publicé por primera vez
en 1950 al final de un articulo de Yoichiro Nambu, pero sin derivaciéon. Algunos
ejemplos son el positronio (estado enlazado de un par de electrones-positrones), los
excitones (estado unido de un par de electrones-agujeros), y los mesones (como el
estado ligado quark-antiquark). Entonces la masa de los mesones se obtiene solu-
cionando la siguiente ecuacion de Bethe-Salpeter.

1-2GH((p*) =0

Es importante senalar que en la integral de la funcién de polarizacién se ha opti-
mizado con la condicién el limite superior del cutoff A y un limite inferior en términos
de la masa de quark m(T') que imita el confinamiento, de manera que la funciéon
da un valor inicial correcto de la masa del mesén. Para el caso del pion, una vez
calculada la funcion de polarizacion, la ecuacion se escribe como en [4] [6]

A E, ~
1+ 4GN,.N; /m . (27:;3 e Eg)(l — () = f(E,)) =0 (7.21)

A continuacion se muestra el comportamiento de la masa del pion con la temper-
atura y el potencial quimico donde se observa que la masa del pion asciende con la
temperatura asi como también con el potencial quimico.
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Figure 7.2: Comportamiento de la masa del pion con respecto a la temperatura y potencial
quimico.

Por otro lado en los ultimos anos ha habido un debate sobre la posible masa de
sigma, ya que no es bien conocido en detalle, el actual rango de masas propuestas
se encuentra entre 450-750MeV, pero atn no se ha llegado a una conclusion. La
funcion de polarizacion del sigma se escribe como en [4] [6].

(L= fT(Ep) = f(£)) =0

A 3 2
(d°p) p E,
1+ 4GN.N / _—
T Joiry (27)2 B2 (M2 — E2)

A diferencia de la masa del pion, la masa del sigma disminuye considerablemente
antes de empezar a aumentar una vez que el cambio de fase se lleva a cabo, esto se
muestra en la siguiente grafica. Como se puede ver en las graficas del pion y sigma,

Sigra Mass

0 #MeV)

Figure 7.3: Comportamiento de la masa del sigma con respecto a temperatura y potencial
quimico.

se observa una curva distintiva que indica un cambio en el comportamiento de ambos
graficos 3D, esto coincide con los resultados mostrados en el capitulo anterior .

7.6 Funcién Espectral

El uso de la funcién de Green para estudio de fenémenos fisicos ha sido bastante ttil,
particularmente en la teoria de los campos cuanticos. Un ejemplo de la importancia
que tiene la funcion de Green se observa al utilizar esta herramienta ya que emerge
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el concepto de representacion espectral, lo que implica el uso de la funcién espectral
para describir las propiedades de un sistema. Los datos que los propagadores ocultan
se hacen evidentes si se aplica la transformacion de Fourier a la variable de tiempo
insertando la integridad de los estados intermedios, lo anterior se explica debido a que
esto hace que el espectro y las amplitudes de transicion aparezcan explicitamente.
Mediante la aplicaciéon de las relaciones de completitud en un sistema de varios
cuerpos se obtiene la representacion de Lehmann de una funciéon de Green de muchos
cuerpos, esto también sirve como soluciones de la ecuacion de Dyson. La funcién
espectral sirve como una forma de analizar el efecto de la correlaciéon en las particulas,
asi como para describir muchas otras propiedades fisicas que un sistema fisico podria
tener. Al usar la ecuacion de Dyson se representa como

G(p; E) = G (p; B) + G (p; E)X(p; E)G(p; E)... (7.22)

donde G¥(p; E) es el propagador libre y ¥(p; E) es la autoenergia , tomando en
cuenta lo anterior la solucién de se escribe como,

1
(GHE(p; E))~ = X(p; E)

G(p E) =

Asi que la funcién espectral se escribe como

1

S E) = G B)

donde S(p; E) es una funcién continua de p y E'y que cumple la siguiente regla de
suma

/ S(p; E)dE =1

Una caracteristica importante de la funcién espectral es la identificacion de la tran-
sicion quiral por disociacion del sigma, esto se observa por la disminucién del com-
portamiento del pico de la funcion [7.4] asi como el incremento de la anchura de la
funcion espectral.
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Figure 7.4: Comportamiento de la funcion espectral a temperatura finita.
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7.7 Discusidon

La funcion espectral en el modelo NJL presentada en la figurd7.4] presenta un com-
portamiento similar al observado en la misma funcion para el modelo LSM con
OPT. Podemos ver que el pico de la funcion tiende a desplazarse hacia valores mas
cercanos a 180M eV, al sobrepasar la temperatura de aproximadamente 200M eV el
ancho de la funcion se incrementa lo que concuerda con el comportamiento de la
funcion en el modelo LSM con OPT. Si observamos el comportamiento de las masas
producidas por el modelo NJL en la figura7.5| se pude ver que el comportamiento
de las masas para el pion y sigma es similar al comportamiento obtenido para las
masas en el modelo LSM con OPT del capitulo anterior. Algunas de las diferencias
entre los modelos como la masa inicial del sigma se deben a que en la eleccion de las
distintas condiciones para la optimizacion de los parametros en OPT se considera
notablemente diferentes propiedades termodinamicas tales como el pico de funcién
espectral del sigma. La figurd7.5 muestra las masas de sigma y pion en funcion de

mass
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Figure 7.5: Masas del pion y sigma para el modelo NJL.

la temperatura para modelo NJL. Observamos que la masa del sigma disminuye con
la temperatura hasta alcanzar la temperatura de transicion quiral de T, 207MeV .
Mis alla de este valor, la masa de sigma comienza a aumentar, por otro lado la masa
de pion nunca disminuye. Ademas se ha calculado la temperatura critica T, para la
transicion de fase quiral en el modelo SU(2) NJL obteniendo 7, = 207 MeV cuando
se toma m, = 5 MeV para la masa de quark desnudo. En la figura se observa
que este es el punto donde la curva de masas de meson presenta una discontinuidad

7.8 Conclusion

Se ha comparado la termodindmica de los modelos NJL y OPT en el estudio del
pion y sigma. Nuestros resultados son consistentes con los resultados reportados
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en [5, 8, ©]. Las propiedades termodinamicas del medio se describen bien cuando
se tiene en cuenta el acoplamiento entre simetria quiral y el de-confinamiento. El
modelo NJL y el modelo OPT se comportan de una manera similar cuando uno la
reproduccion de las propiedades mesoén sigma y pion en materia caliente.
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