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Resumen

Sincronizacion caoética de redes de mundo pequeno

Publicaciéon No.

Allan Giovanni Soriano Sanchez
Universidad Autonoma de Nuevo Leon
Facultad de Ingenierfa Mecanica y Eléctrica
Asesor: Dr. Cornelio Posadas Castillo
Julio del 2016

En el presente proyecto de investigacion se lleva a cabo el estudio del efecto
de la topologia de mundo pequenio en la sincronizacion cadtica de redes complejas.
Se consideran redes compuestas por osciladores cadticos (Genesio-Tesi 3D y Chua
generalizado), los cuales son generadores de atractores de multiples enrollamientos.

Se investiga el efecto de la manipulacién de la topologia de una red compleja
en el proceso de sincronizarla, con el objetivo de disminuir la fuerza de acoplamiento
necesaria para alcanzar y mantener el régimen de sincronia, generando asi una ley
de control menos invasiva.

Se determin6 que la facilidad de la red para sincronizar estda fuertemente
influenciada por la distancia promedio nodo a nodo, la cual, disminuye a medida
que se introduce la propiedad de mundo pequeno, es decir, enlaces de largo alcance
o atajos entre nodos distantes de la red compleja. Este hecho motivo el desarrollo de
un nuevo algoritmo de mundo pequeno que introduce exitosamente dicha propiedad.
El efecto principal es la generacion de una topologia que propicia la sincronizacion
en la red compleja, para valores de la probabilidad p menores que con los algoritmos
Newman—-Watts y Watts—Strogatz.

Palabras clave: Redes complejas, mundo pequeno, sincronizacion, osciladores

cadticos de multiples enrollamientos.
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Capitulo 1

Introduccion

En el presente capitulo se describe la motivacion que llevo a la realizacién de este
trabajo. Se dan a conocer los objetivos general y particulares que se buscaron lograr
durante la investigacion, para asi crearle al lector una visién general del contenido
del documento. De igual manera, se proporcionan como antecedentes la informacion

y conceptos basicos necesarios para la total comprension del escrito.

1.1 Motivacion

El estudio de redes complejas es uno de los campos de investigacion més activo que
se pueden encontrar en la literatura. Esto se debe en gran medida a su capacidad
para modelar una amplia variedad de sistemas, segin han demostrado diferentes
investigadores.

En la actualidad, el creciente interés por organizar sistemas no lineales en
redes ha generado que una buena cantidad de conocimiento en este campo se haya
establecido, donde destacan propiedades como robustez, capacidad de propagacion y
capacidad para sincronizar; siendo esta dltima de importancia considerable por sus
potenciales aplicaciones, las cuales van, pero no se limitan a las comunicaciones
caoticas seguras [IH5], control de la formacion de robots [6H8] y descripcion
de procesos biologicos como oscilaciones de células cardiacas o el metabolismo
mitocondrial [9-11], por mencionar algunas.

En la dltima década, el auge de las comunicaciones, resultado de la
globalizacion, ha significado un area de gran impacto para las redes complejas, en

donde el tiempo, ya sea de transmision o traslado, y la topologia son algunas de las



caracteristicas mas investigadas.

Por tal motivo, estudiaremos el efecto de la propiedad de mundo pequeno en
el proceso de sincronizar una red compleja escasamente conectada, la cual estara
formada por los osciladores cadticos de miltiples enrollamientos Chua generalizado
y Genesio—Tesi 3D. Se pretende optimizar el uso de su capacidad de propagacion,
producida por las conexiones de largo alcance, con la intencion de propiciar el

fenoémeno de sincronia.

1.2 Objetivo general

Contribuir a la generaciéon de conocimiento en el campo de las redes complejas que
exhiben la propiedad de mundo pequeno, caracterizando su propiedad de sincronizar
en régimen caotico, haciendo uso de su topologia, reduciendo la distancia promedio

nodo a nodo y generando una ley de control poco invasiva.

1.3 Objetivos particulares

e Propiciar el estado de sincronia en una red compleja, constituida por osciladores
caoticos, a través de la modificacion de su topologia, con miras a reducir la

magnitud del esfuerzo de control.

e Sincronizar redes complejas de mundo pequeno constituidas por osciladores
caoticos de miultiples enrollamientos, generadas con los algoritmos existentes
(Watts—Strogatz [12] y Newman-Watts [13][14]).

e Determinar si la rapida propagacion de las dindmicas catticas, producida por
la propiedad de mundo pequeno, propicia el fenémeno de sincronizacién en la

red compleja.

e Proponer un algoritmo que introduzca la propiedad de mundo pequeno a
una red compleja, de manera que su coeficiente de agrupamiento no sufra un
decremento excesivo, mientras se busca la reduccion eficiente de su longitud

promedio del camino mas corto.

e Determinar si el desempeno del algoritmo propuesto en el proceso de llevar una
red compleja al régimen de sincronia, resulta mejor que el producido por los

algoritmos Newman—-Watts y Watts—Strogatz.



1.4 Antecedentes

En el presente trabajo de tesis, se retinen tres importantes disciplinas, ampliamente
exploradas por los investigadores en los ultimos anos, que han demostrado gran
aplicacion en la vida del hombre. A continuacién, proporcionamos al lector un
breve resumen con la informacion basica necesaria para comprender los siguientes
conceptos: empezaremos por describir el fenomeno de caos, que es el comportamiento
propio de los sistemas no lineales que usaremos en este trabajo; seguido de esto, se
describe el concepto de red compleja, que resulta ser nuestro centro de interés y
donde recae la principal aportacion de este trabajo. Posteriormente, definimos el
concepto de sincronizacion, que es una de las propiedades mas estudiadas de las
redes complejas.

Para concluir el capitulo, se proporciona una sintesis de los trabajos mas
recientes y destacados sobre el tema, con el objetivo de establecer el panorama del

que parte esta investigacion.

1.4.1 Caos

El fenémeno llamado caos ha sido estudiado ampliamente en la segunda mitad del
siglo XX. De manera general, el caos, es un fenémeno que exhibe un comportamiento
temporal de formas muy irregulares y en apariencia aleatoria, sin embargo, es de
naturaleza determinista. La palabra caos proviene del griego “ydos” que significa
impredecible [15]. La primer evidencia fisica de caos aceptada fué la realizada por
Edward Lorenz en 1963 [16]. Intentando predecir el comportamiento del clima,
simul6 el conjunto de ecuaciones diferenciales que se muestran en la Tabla [I.Il més
tarde conocidas mundialmente como las ecuaciones de Lorenz. El resultado de la
simulacion fue un atractor que actualmente se conoce como el atractor de Lorenz y
que se muestra en la Fig. [Tl

De entre las definiciones de caos que han surgido en la literatura [17/18], una de
las mas aceptadas es la que propuso Robert L. Devaney en 1989 [I8-20]. De acuerdo
con Devaney, las caracteristicas que debe cumplir un sistema dinamico para que se

considere caotico son las siguientes [18,19]:

Definicion 1.1 Sea X un espacio métrico. Un mapa continuo f : X — X se dice

que es cadtico Si:

1. f es transitiva.



Modelo del oscilador Atractor cadtico

&t = aly—x),
y = .]}'(b—Z)—y’
= xy— cz.

Fig. 1.1: Atractor cadtico de Lorenz
obtenido con a = 10, b = 28, ¢ = 8/3 para
[z(0), y(0), z(0)] =[-0.1, —0.1, —0.1].

Tabla 1.1: Primera evidencia del caos realizada por Edward Lorenz, ecuaciones

diferenciales que describen el oscilador y atractor cadtico correspondiente [16].

2. El conjunto de puntos periodicos de f son densos en X.

3. f tiene dependencia sensible a las condiciones iniciales.

La transitividad de una funcion asegura que en dos zonas cualesquiera del
espacio en donde estd definida, existe un punto de la primer zona, cuya orbita
periodica visita en algin momento la segunda [20].

La densidad de f en X garantiza que la distancia entre dos puntos d(z,y) < ¢,
e > 0 [20].

La sensibilidad a condiciones iniciales es posiblemente la caracteristica mas
conocida del fen6meno caotico, la cual se refiere a la divergencia de dos trayectorias,
provocada por una pequena diferencia en el valor de dos estados que parten
inicialmente muy cercanos uno del otro. Ademéas de estas condiciones, otras

caracateristicas, que en conjunto indican la presencia de caos son:
e Exponentes de Lyapunov positivos (al menos uno) [21].
e Atractores extranos [22]23].
e Dimension fractal en los atractores [23,24].

Los exponentes de Lyapunov de una trayectoria, son la medida de la tasa

exponencial media de divergencia de las trayectorias que la rodean [2I]. Los



atractores extranos son un indicador de un comportamiento complicado, en este caso
en particular de comportamiento caotico, los cuales poseen dimension fractal [2223)].
Por ultimo, la dimension fractal es el nimero racional que se obtiene de aplicar el
estudio de dimension a un atractor cadtico [23,24]. En la Fig. [.2se ilustran algunas
de estas caracteristicas.

Para esta investigacion, los osciladores cadticos que se emplean son generadores
de atractores de miltiples enrollamientos, que son estructuras en forma de espiral
con rotaciones infinitas [25], los cuales se describen a detalle en el Capitulo 2 A

continuaciéon, damos paso a lo concerniente a redes complejas.

Fig. 1.2: Caracteristicas del caos: (a) Sensibilidad a condiciones iniciales del estado
z(t) del oscilador caotico de Chen. (b) Exponentes de Lyapunov [A;, A2, A3] =
[1.9, 0, —11.7] correspondientes al oscilador cadtico de Chen. (c) Atractor cadtico
del oscilador de Chen.



1.4.2 Redes complejas

El estudio de las redes esta a cargo de la rama de las matemaéticas discretas llamada
Teoria de grafos. El nacimiento de la teoria de grafos data del ano 1736, cuando el
matematico suizo Leonhard Euler hizo publica la solucion del problema de los puentes
de Konigsberg, usando un grafo equivalente como se muestra en la Fig. [.3] [26/28].
Este hecho desencaden6 un considerable interés en el campo, que posteriormente dio

respuesta a cuestionamientos que hasta ese momento estaban inconclusos.

C

(a) (b)

Fig. 1.3: (a) Dibujo original de los puentes de Konigsberg [26]. (b) Grafo equivalente
del problema de los puentes de Koénigsberg.

Desde entonces, el grafo ha sido objeto de estudios exhaustivos que han derivado
en su aplicacion en diferentes disciplinas cientificas, entre las que se encuentran

la biologia [29,[30], neurologia [31,132], sociologia [33,34] y economia [35/[36], por

mencionar algunos ejemplos y cuya definicion es la siguiente [28]:

Definicién 1.2 Un grafo dirigido (no dirigido) G = (N, L) consta de dos conjuntos
N, L tal que N # 0 y L es un conjunto de pares de elementos ordenados (no
ordenados) de N'. Los elementos de N = {ni,na,...,nx} son los nodos (vértices o
puntos), mientras que los elementos de L = {l,la, ..., 1} son las conexiones (aristas
o lineas). Dos nodos unidos por una conexion son llamados nodos adyacentes o
vecinos. El grado k; de un nodo i es el nimero total de sus conexiones. En un grafo
dirigido el orden es importante: l;; representa una conexion del nodo i al j, li; # 1j;.

En un grafo no dirigido se dice que la conexion es incidente en ambos nodos.

Los diferentes niveles de organizacion en que se presentan los sistemas que

pueden ser modelados por un grafo van desde lo microscopico: redes de regulacion



genética [29,32], redes de proteinas [30} 37|, redes neuronales [31L32] y redes
metabolicas [37H39]; hasta lo macroscopico: las redes sociales [33,134], el Internet
[32,337], el World Wide Web [32,[37], las redes de comunicaciones [32,37,[40] y redes
de colabolacion cientifica [3237].

Con base en lo anterior, una red compleja se define como un conjunto de nodos
interconectados que interactiian entre si, donde cada nodo es la unidad fundamental
que contiene informacion detallada de la red [4I]. El término complejo se refiere
a su topologia y a las caracteristicas de los nodos. En la Fig. [[.4] se muestra la
representacion grafica de una red compleja, donde se aprecian dos escenarios: flujo
de la informacion en ambos sentidos de la conexion (red compleja no dirigida Fig.
[4la) y flujo en un solo sentido de la conexion (red compleja dirigida Fig. [L4]b).

Las redes complejas se clasifican de la siguiente manera:

1. Redes complejas estructurales: incluyen las topologias regulares, las cuales
se caracterizan por poseer un patron de conexion (global, estrella y anillo) e

irregulares con conexiones arbitrarias [28,132,[42] Fig. (a).

2. Redes complejas ponderadas: se caracterizan por poseer pesos en los
enlaces, lo que les introduce jerarquia [28]32,4T] Fig. (b).

3. Redes complejas aleatorias: se caracterizan por tener todas sus conexiones
realizadas aleatoriamente entre pares de nodos. Erdos-Rényi es el modelo més
empleado [32,43] Fig. (c).

(a) Red no dirigida (b) Red dirigida

Fig. 1.4: (a) Red compleja regular para N = 8. (b) Red compleja irregular para
N =09.



4. Redes complejas de libre escala: sus caracteristicas principales son que
la distribucion del grado P(k) obedece una ley de potencia del tipo P(k) ~
2m!PL=7, debido a la existencia de nodos que tiene preferencia para conexion,
donde v = % +1 = 3, k es el grado del nodo y m es el nimero de nodos
existentes en la iteracion ¢ [2832,41] Fig. (d).

5. Redes complejas de mundo pequeno: se caracterizan por poseer un grado
alto de conectividad y una distancia promedio entre nodo pequena, resultado de
la presencia de conexiones de largo alcance entre nodos distantes. Los modelos
mas usados son Watts—Strogatz [12] y Newman—Watts [13,14] Fig. (e).

En la Fig. se ilustra la clasificacion de redes complejas que se acaba de
presentar. En este trabajo de tesis, estudiaremos las redes complejas de mundo
pequeno, las cuales son descritas a detalle en el Capitulo Bl A continuaciéon, damos

paso a la descripcion del concepto de sincronizacion.

1.4.3 Sincronizacion

Toca ahora describir uno de los fendbmenos més interesantes que pueden llegar a
presentarse en las redes complejas, el cual ha resultado de utilidad para el hombre y
al que se le han dado diferentes aplicaciones [1H4[6HIT].

El concepto de sincronia puede definirse como la circunstancia donde dos
0 mas sucesos o fenémenos ocurren al mismo tiempo [44]. Se considera como
el padre de la sincronia a Christiaan Huygens, puesto que los registros histéricos
muestran que fué el primero en documentar este fenémeno ocurrido en dos
péndulos [45]. Se dice que el matemético holandés observo que dos relojes de
péndulo, que inicialmente oscilaban a frecuencias diferentes, sincronizaban sus
movimientos después de permanecer acoplados a través de una viga; ademds, si
alguna interferencia interrumpia la sincronia, esta se recuperaba en un corto tiempo
[45]. En la Fig. se muestra el dibujo original de Christiaan Huygens ilustrando
su experimento con los relojes de péndulo.

Numerosos ejemplos de sincronia involuntaria han sido registrados en los
ultimos anos, los cuales confirman el rol crucial que desempena en el desarrollo de
procesos como: generacion de la memoria [46], presencia de atencion selectiva [47] y
el proceso de percepcion [48], la descripcion del comportamiento neural-interpersonal

y la interaccion social [49)[50], asi como de la actividad neuronal [5I]. Por otro lado,



(d) (e)

Fig. 1.5: Ejemplos de la clasificacion de redes complejas: (a) Red compleja
estructural: topologia estrella. (b) Red compleja ponderada. (c) Red compleja
aleatoria. (d) Red compleja de libre escala. (e) Red compleja de mundo pequefio,

donde la linea en guion denota los enlaces de largo alcance agregados aleatoriamente.

el hombre ha desarrollado a voluntad procesos en los que la sincronia es el elemento
medular, tal es el caso de los deportes de alto rendimiento, y se ha visto beneficiado
enormemente en la ingenierfa al introducir este fenémeno en los procesos industriales.
En la naturaleza puede observarse sincronizacion en el canto de los grillos [45], la
bioluminiscencia de las luciérnagas [45], la toma de decisiones en una manada [45.[52]
y la disposicion de las hojas de algunas plantas con el dia y la noche [45]. En la Fig.
[L.7] se muestran algunos ejemplos donde se presenta el fenémeno de sincronia para
diferentes escenarios, donde sin duda, aquellos que influyen en la vida del hombre

son los mas relevantes.
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Fig. 1.6: Dibujo original de C. Huygens ilustrando su experimento de sincronia en
la carta dirigida a su padre con fecha 26 de Febrero de 1665 [43].

Fig. 1.7: Ejemplos de sincronizacion en diferentes escenarios: (a) Sincronia en el
vuelo de las aves. (b) y (d) Sincronia presente en disciplinas de alto rendimiento.

(c) y (e) Sincronia presente en la industria.

Una vez descritos los tres campos que integran esta investigacion, damos paso
a la ultima seccion de este capitulo, en donde se describe brevemente el estado del

arte del tema de interés.

1.4.4 Estado del arte

Como se mencion6 anteriormente, el fendmeno de sincronia ha sido encontrado

y registrado en diferentes escenarios, siendo su presencia en las redes complejas
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causante del surgimiento de una importante cantidad de informacion. Una vez
determinada la importancia de la interaccion entre individuos dictada por la
topologia, las redes complejas han sido compuestas por sistemas dindmicos, con
la intencion de conocer las propiedades, comportamientos y fendémenos que puedan
surgir de esta combinacion.

Esto fue posible después del surgimiento del trabajo realizado en 1990 por L.M.
Pecora y T.L. Carroll, quienes demostraron por primera vez que era posible que dos
osciladores cadticos, que partian de condiciones iniciales diferentes, se comportaran
de manera sincronizada [53]. Como resultado, en los ultimos 25 afos, las redes
complejas han sido objeto de numerosos estudios, en donde el objetivo principal es
caracterizar el fenémeno de sincronia, usando sistemas dindmicos no lineales que
exhiben comportamientos irregulares, principalmente cadtico e hipercaotico.

Las bases de la sincronizacion de caos y sus aplicaciones fueron establecidas
algunos anos después como se describe enseguida. En 1994, CW. Wu y L.O. Chua
definieron los conceptos de sincronizacion asintotica y parcial, asi como la relacion
entre la sincronizacion asintotica y la estabilidad asintotica [54]. En 1995, J.F.
Heagy y colaboradores investigaron el rol de las 6rbitas periodicas inestables en el
comportamiento cadtico sincronizado [55]. Probaron también como se iniciaba el
comportamiento que deriva en la desincronizacion, y sugirieron tomarlo en cuenta
para alcanzar sincronizacion cadtica de mayor calidad.

En 1996, N.F. Rulkov discuti6 el comportamiento cooperativo relacionado con
los regimenes del caos sincronizado, y bosquejo algunos ejemplos que ilustraran
diferentes tipos de oscilaciones caoticas idénticas [56]. En 1997, L.M. Pecora y
colaboradores revisaron algunos conceptos basicos de la sincronizacién cadtica, tales
como criterios de estabilidad y sincronizacion generalizada; también examinaron
configuraciones de acoplamiento asi como esquemas de comunicaciones seguras [57].
Ese mismo ano, G. Kulumbéan y colaboradores proporcionaron una aproximacion
unificada para el andlisis y comparacion de sistemas de comunicaciéon caodtica,
clarificando el rol de la sincronizacidon para las comunicaciones cadticas y describiendo
algunos esquemas para sincronizar [58]. En 2001, S. Yanchuk y colaboradores
analizaron el mecanismo de la desincronizaciéon para un sistema de dos osciladores
idénticos acoplados, y reportaron propiedades de estabilidad transversal para el
punto de equilibrio en sistemas acoplados [59).

Por otro lado, varios métodos han sido propuestos para lograr sincronizacion
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entre osciladores cadticos, los cuales pueden ser clasificados en dos modalidades:
la primera modalidad estd compuesta por los esquemas de control convencionales
que llevan a cabo la sincronizacion entre pares de osciladores, regularmente en
configuraciéon maestro—esclavo. Entre los métodos més destacados se encuentran,
por ejemplo, sincronizacion por modos deslizantes [60], sincronizacion a través
de observadores no lineales [61],[62], sincronizacién usando control adaptativo y
adaptativo—impulsivo [63] o control de orden superior [64]. La segunda modalidad
comprende las técnicas que consideran no solo al oscilador cadtico sino también la
topologia, la cual tiene un papel crucial en el proceso que se desarrolla, y entre las
que se encuentran la técnica Wang—Chen que emplea la matriz de acoplamiento, la
funcion maestra de estabilidad y el método de la red con conexiones generalizadas
[65H68], por mencionar las mas relevantes.

Numerosos estudios han mostrado la efectividad de estas tdltimas técnicas
para sincronizar redes complejas, las cuales han sido compuestas por diferentes
tipos de sistemas dinamicos, entre los que se encuentran el oscilador de fase de
Kuramoto [69,[70], el oscilador de Van der Pol |71][72], diferentes modelos de Redes
Neuronales Celulares (Cellular Neural Network - CNN) [5[73] y una gran variedad de
osciladores que exhiben comportamiento caotico [74H76]. Los resultados de interés
son aquellos obtenidos sobre redes complejas de mundo pequeno, la mayoria de los
cuales centra su atencion en el modelo del sistema que compone la red compleja.
Tal es el caso de la Funcion Maestra de Estabilidad [66], por ejemplo, la cual fue
originalmente desarrollada para determinar la estabilidad del estado sincronizado, a
través de la diagonalizacion de la ecuacion variacional, con el objetivo de obtener
el exponente de Lyapunov mas grande en funcion de los valores propios complejos
de la matriz de acoplamiento, permitiendo asi separar los efectos de la dinamica del
sistema para ser estudiados bajo cualquier topologia [66,[77.[78].

Por otra parte, en el modelo propuesto por X.F. Wang y G. Chen [65] para
sincronizar una red compleja, se sugiere alcanzar la sincronia haciendo uso de la
fuerza de acoplamiento, cuyo valor depende del tipo de sistema que compone la red
compleja y de su topologia, la cual es expresada a través de los valores propios de la
matriz de acoplamiento. A pesar de que se ha demostrado su eficacia en el proceso
de sincronizar redes complejas de diferentes tipos, cuando la topologia es de mundo
pequeno, para condiciones donde se modifica una pequena fraccion de los enlaces,

es decir, la probabilidad de recablearlos o agregarlos es p ~ 0, puede generarse
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una condicién que produce una fuerza de acoplamiento en ocasiones excesivamente
grande. Ademas de esto, la dificultad y el tiempo requerido para el calculo del
segundo valor propio de la matriz de acoplamiento, necesario para la obtencion del
acoplamiento, es proporcional al tamano de la red compleja. Estas son sin duda las
principales desventajas de esta técnica. Sin embargo, su efectividad es indiscutible
cuando se emplean redes complejas del tipo estructural (Seccion [L4.2] Fig.
a) [79-81].

A. Pogromsky y H. Nijmeijer propusieron un esquema para sincronizar sistemas
dindmicos, los cuales deben cumplir un enfoque de pasividad y fase minima [68],82],
para garantizar que la solucion de los sistemas acoplados esté acotada, lo que
garantiza que el estado sincronizado de la red puede alcanzarse una vez excedido
el umbral del minimo acoplamiento [68].

Finalmente, el método de la red con conexiones generalizadas, propuesto
por I. Belykh y colaboradores [67] para estudiar sincronizacion global completa
de una red compleja dirigida, sugiere transformar las conexiones unidireccionales
en bidireccionales y ponderar cada una de estas con la mitad de la fuerza de
acoplamiento original, para generar una red equivalente no dirigida. Aunque el
método ha mostrado efectividad, estd limitado a redes dirigidas pequenas que
presenta una topologia uniforme en arbol; para redes complejas de gran tamano,
el método presenta dificultades en encontrar los caminos méas cortos a través de los
enlaces unidireccionales a ser reemplazados [67]. Con esto se concluye el capitulo
introductorio de este trabajo.

El resto del escrito esta organizado como sigue: En el Capitulo 2] se describen
los modelos dindmicos de los sistemas no lineales que serdn usados para componer
las redes complejas, los cuales son osciladores cadticos generadores de atractores
de multiples enrollamientos. En el Capitulo Bl se describen las redes complejas con
topologia de mundo pequeno, asi como los dos algoritmos existentes més importantes.
En este capitulo también se presenta la propuesta alternativa para generar redes
complejas de mundo pequeno, la cual es una de las aportaciones mas importantes
de este trabajo. Los resultados de sincronizacion de las redes complejas de mundo
pequeno, generadas con los tres algoritmos que se describen, se proporcionan en el

Capitulofdl El CapituloBlpresenta las conclusiones pertinentes y los trabajos futuros.



Capitulo 2

Osciladores cadticos de multiples

enrollamientos

En el presente capitulo se describen a detalle los sistemas dindmicos no lineales, que
para este caso en particular, son osciladores cadticos generadores de atractores con
miltiples enrollamientos, los cuales se usaran para constituir las redes complejas de
mundo pequeno descritas en el Capitulo Bl

En la literatura cientifica se dispone de una variedad significativa de osciladores
cadticos reportados. En esta investigacion, nuestro interés recae en aquellos capaces
de generar atractores cadticos de mutiples enrollamientos, cuyo ejemplo mas bésico
es el ampliamente conocido y estudiado oscilador cadtico de Chua [83], del cual se
han realizado multiples generalizaciones con base en dos categorias: aquellas en las
que se modifica su carateristica no lineal y aquellas en las que se aumenta el nimero
de variables de estado del sistema [84].

A continuacion, se describen los modelos dindmicos que se emplearon en esta

investigacion como generadores de atractores de miltiples enrollamientos.

2.1 Oscilador caético de Chua generalizado

El oscilador de Chua es un modelo no lineal de dinamica cadtica que se ha convertido
en un paradigma para el estudio del caos. El oscilador de Chua se ha estudiado
extensamente desde su aparicion alrededor de 1983, como resultado de esto, diferentes
generalizaciones han sido propuestas. De las dos vertientes que se han seguido

para la obtenciéon de una generalizacion del oscilador de Chua, una de las més
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Fig. 2.1: (a) Atractor caotico del oscilador de Chua generalizado para a = 9,
B =100/7, ¢ = 2, m = [0.9/7, —3/7, 3.5/7, —2.4/7] y b = [1, 2.15, 4]. (b)

Funcion no lineal de la ecuacion (2.2)) para ¢ = 2.

estudiadas se relacionada con la introduccion de puntos de quiebre adicionales en
la no linealidad [83,[85].
El modelo matemético, que describe el oscilador cadtico de Chua generalizado,

esta dado por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

& = aly—h(z)],

j o= a—y+s (2.1)
= —Py,
con una caracteristica lineal a trozos dada por:
=
h(x) = Mg + 5 ;(mi_l —my)(|z + bi| — |z — b). (2.2)

El oscilador (2I) exhibe una dindmica caodtica para valores de parametros
a =9y B =100/7 [83|85]. Se puede ver que la ecuacion (Z2]) esta compuesta
por miltiples puntos de quiebre, donde ¢ denota un ntmero natural. El oscilador
caotico de Chua generalizado (2.0]) esta descrito por tres escalares y dos vectores de
parametros {«, 3, ¢, m, b}, donde m = [mg my ... mog_1], b=1[by by ... byy_1].

En la Fig. 211 (a) se muestra un ejemplo del atractor cadtico generado con
las ecuaciones (2.1), al que corresponde la funcion no lineal de la Fig. 211 (b) para
q = 2, en la que pueden apreciarse diferentes puntos de quiebre.

En la Tabla 2.1] se proporcionan tres ejemplos de parametros para generar
diferente ntimero de enrollamientos con el oscilador caotico (2.1)). Para los lectores

interesado en mas opciones de parametros favor de referirse a [83]85].
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Parametros Atractor cadtico

a = 9,
3 100/7, -
q 2, )
b [1, 2.15, 4],
m = [09/7, =3/7, 3.5/1,
\ —2.4/1).
f
a = 9,
3 100/7,
q 3,
b [1, 2.15, 3.6, 6.2, 9],
m = [0.9/7, —=3/7, 3.5/7,
—2.7/7, 4)7, —2.4/1).

( Fig. 2.3: Atractor cadtico de 5 enr. usando
x(0) = [-0.1, 0.1, 0.1].

— 11.6047522, R
15, SO ‘
4,
— 1, 2.15, 3.6, 6.2,
9, 14, 25],
m = [0.9/7, =3/7, 3.5,
—2.4/7, 0.36, —0.24,
2.52/7, —0.24].

>~ e X

Fig. 2.4: Atractor cadtico de 7 enr. usando
x(0) = [-0.1, 0.1, —0.2].

Tabla 2.1: Parametros y su modalidad del atractor cadtico generado con el conjunto

de ecuaciones (2.1]) para valores reportados en [831/85].

En lo que resta del capitulo se describe otra familia de osciladores caoticos,
capaz de generar miultiples enrollamientos a lo largo todas sus variables de estado,

al cual por simplicidad llamaremos oscilador cadtico de Genesio—Tesi 3D.
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2.2 Oscilador caotico de Genesio—Tesi 3D

El oscilador caotico que estamos por describir, pertenece a la familia de osciladores
que genera enrollamientos en reja, reportada originalmente como una nueva familia
de atractores con n-enrollamientos |[83,84]. De los diferentes modelos disponibles
de esta familia, centraremos nuestra atencion en aquel capaz de generar multiples
enrollamientos a lo largo de todas sus variables de estado, el cual es una generalizacion
del modelo original, propuesto por R. Genesio y A. Tesi en 1992, para examinar
el método del balance armoénico y determinar la existencia y localizacion del
comportamiento caotico [838486], y al que llamaremos oscilador cadtico de Genesio—
Tesi 3D.

La generalizacion del oscilador cadtico de Genesio—Tesi consiste en la
introduccion de funciones no lineales en cada una de sus variables de estado, creando
asi un modelo capaz de generar multiples enrollamientos a lo largo de cualquiera de
ellas. El oscilador de Genesio—Tesi 3D estd descrito por las siguientes ecuaciones
diferenciales [83]184]:

( My, Ny
& = y— fi(y), fl(y)zgg(—%m(yH;g@(y),
M. N,
o= A AE) =Yg+ Y ema (), (29
i = ale gt A) f3(fv)=§vgm(w)-

Donde a = 0.8, gg(e) es la funcion nicleo y esté definida como sigue:

1, e>60.0>0,
0, e<0,0>0
o) — ) ) ) 2.4
90(®) 0, ©>0.0<0, (24)
-1, e<#,0<0.

Para f3(z) se tiene que

m = p+05+(—-1)(p+s+1),
= pte+l, .5)
p = | min; ;{u;" + w7} |,

= | max; j{u;" +ui""} |

Del conjunto de ecuaciones (2.3), u;** y u;"" son los vectores para las variables

y y z relacionados a los puntos de equilibrio. Los puntos de equilibrio del sistema
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([23) se obtienen a partir de

r+y+z = f3(x),

z = fl(z)>
y estan dados por [83]:
A — {—My,---, _]-7 07 1?"" Ny}’ (2 7)
ut?* = {_sz"'7 _17 07 17"'7 NZ} ‘

Finalmente, los puntos de equilibrio del sistema (2.3]) resultan ser

Veq = {[(l — 1)(§ 1+ p) — uEDY — f9F Y ueq,z]T ‘ i=1,2,...,

2.8
My+N,+1,j=1,2,... M,+ N, +1; l=1, 2,..., k}. (28)

En la Tabla se muestran algunas modalidades de atractores caoticos
generados con el oscilador Genesio—Tesi 3D descrito por las ecuaciones (2.3)).

Para concluir el capitulo, remarcaremos al lector que los modelos que acabamos
de describir, los cuales son osciladores cadticos generadores de atractores con
multiples enrollamientos, seran usados para conformar las redes complejas de mundo
pequenio que se sincronizan en el Capitulo 4. A continuacién, damos paso a la
descripcion de las redes complejas de mundo pequeno, que es donde se describe la

aportacion principal de este trabajo.
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Tabla 2.2: Parametros y su modalidad del atractor cadtico generado con el conjunto

de ecuaciones (2.3) para algunos valores reportados en [83,85].



Capitulo 3
Redes compejas de mundo pequeno

Las redes complejas de mundo pequeno tienen sus inicios en los anos 1960, cuando
Stanley Milgram llevd a cabo un experimento social que derivd en el ampliamente
difundido concepto de los seis grados de separacion [87]. De acuerdo con [12,[88], el
experimento de Milgram consistio en la reparticion aleatoria de cartas, cuyo destino
era Boston, a personas en Nebraska que pudieran conocer al destinatario. Milgram
descubri6 que le tomaba un promedio de seis pasos a las cartas llegar de Nebraska a
Boston. Con este resultado, S. Milgram concluy6 que seis es el nimero promedio de
conocidos que separa a la gente de todo mundo.

Las redes de mundo pequeno se volvieron muy populares después de que D.J.
Watts y S.H. Strogatz publicaran el primer algoritmo que introduce esta propiedad a
la topologia de una red compleja regular. Watts y Strogatz mostraron exitosamente
que la red compleja resultante cumplia con dos caracteristicas principales: coeficiente
de agrupamiento alto y longitud promedio del camino més corto baja [I12]. Muchos
investigadores centraron su atencion en este tipo de redes durante los anos
posteriores, lo que resulté en un aumento de una buena cantidad de conocimiento

sobre el tema.

3.1 Propiedad de mundo pequeno

A pesar de que el concepto de mundo pequeno fue derivado de un experimento social,
numerosas son las aplicaciones en campos tan diversos como la ingenieria [89], la
medicina [90] y la biologia [91,92], por mencionar algunos, lo que ha provocado que

el topico sea ampliamente estudiado en la actualidad.
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La propiedad de mundo pequeno se refiere a la existencia de enlaces de largo
alcance o atajos que conectan pares de nodos distantes en la red, en donde esta
implicito el concepto de los seis grados de separacion, ya que se requiere un nimero
bajo de pasos para alcanzar cualquier nodo de la red.

Las caracteristicas de las redes complejas que se ven afectadas por esta
propiedad son las siguientes: en primer lugar, el coeficiente de agrupamiento, el cual
se refiere a la fraccion promedio de pares de vecinos de un nodo, que son vecinos entre
si. ¢; es el coeficiente de agrupamiento del nodo ¢ y se define como el cociente entre
el nimero F; de enlaces reales existentes entre los k; nodos vecinos de i y el nimero
total k;(k; — 1)/2 de enlaces posibles, por lo tanto, el coeficiente de agrupamiento C'

de la red es el promedio de los ¢; sobre todos los nodos

1 N
:Ng k—l (3:1)

donde N es el tamano de la red. La Fig. Bl ejemplifica el calculo del coeficiente
de agrupamiento de una red compleja de N = 8 para un mejor entendimiento. El
coeficiente de agrupamiento de la red, descrito por la ecuacion (B1), es C' = 0.4167.

Por otro lado, la longitud promedio del camino mds corto L se define como

la distancia mas corta promedio entre cualquier par de nodos de la red [28[41],93],

[k, E,,c,]=5[4, 2,033
[k, E,,c,]=[3,1,0.33]
[k, E,,c,]1=[4, 3, 0.50]
[k, E,,c,]=[4,3,0.50]
[k, E;,c ]=[4, 2, 0.33]
[k Eg,c]=[3, 1, 0.33]
[k, E,,c,]1=[4, 3, 0.50]
[ kg, Eg,cg]=[4, 3, 0.50]
Crea =0.4167

Fig. 3.1: Parametros de cada nodo necesarios para el cdlculo del coeficiente de
agrupamiento, donde k; es el nimero de vecinos del nodo ¢, F; es el nimero de enlaces
reales existentes entre sus k; vecinos y ¢; es el coeficiente de agrupamiento del nodo

¢ que da como resultado un coeficiente de agrupamiento de la red de C'g.q = 0.4167.
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definida como sigue
1 N
PN V;J i (32)
donde /;; es la distancia més corta entre los nodos ¢ y j. Considerando que para redes
complejas no direccionas la distancia mas corta del nodo 7 al nodo j es la misma que
del j al i, y con fines de programacion, la ecuacion ([B.2) puede simplificarse de la
siguiente manera
9 N-1 N
L= m-n X J;I b 83)
donde se reduce de N(N — 1) caminos a obtener con la ecuacion (B.2) a N(N —1)/2
con la ecuacion (3.3). En la Fig. se ejemplifica el calculo de la longitud promedio
del camino mas corto de una red compleja empleando la ecuacion ([B.3) para N = 6.

Debido a la existencia de los enlaces de largo alcance, las redes complejas de
mundo pequenio tienen coeficiente de agrupamiento C'(N, k,p) alto y una longitud
promedio del camino mas corto L(N, k, p) baja.

La longitud promedio del camino mas corto es sin duda la caracteristica
méas investigada de este tipo de redes. Diferentes estudios han demostrado la
influencia que tiene su disminucién en el proceso de llevar a cabo una tarea especifica.
Algunas de las aplicaciones que han probado exitosamente sus beneficios incluyen
la generacion de memoria asociativa [94], aumento de capacidad de la memoria en
redes neuronales [89], diseminacion de informacion y epidemias [95H97].

A continuacién, describiremos brevemente los dos algoritmos de mundo

pequeno mas importantes, para posteriormente dar paso a la descripcion de nuestra

lo=1,=1 be = ls+ 14,=3
ls= l1+1l5=2 by = le=1
ly= Liz+15=3 lis = ls=1
s = 11=1 lig = 14=1
le=ls+1,=3 lis=le+ 15=2
bs=ls+15=2 be=le+14=2

ba= s+ 1s=3 lsg = ls+ 1l4=2

l25 = l3 =1 LRed =3.73

Fig. 3.2: Calculo de la longitud promedio del camino méas corto usando la ecuacion
B3) para N = 6, donde ¢; = 1 para 1 <i <6.
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aportacion, la cual resulta ser una manera alternativa de introducir la propiedad de

mundo pequeno.

3.2 Algoritmo de mundo pequeno Watts—Strogatz

En 1998 D.J. Watts y S.H. Strogatz propusieron un algoritmo para introducir la
propiedad de mundo pequeno en una red regular [12]. La topologia de dicha red
compleja es la que se conoce como de vecino mas cercano, que consiste en un arreglo
en anillo con condiciones de conexion periodicas [14].

El modelo de mundo pequeno Watts—Strogatz se crea al recablear uno de los
extremos de cierta cantidad de los enlaces existentes a posiciones nuevas, las cuales
son elegidas aleatoriamente. Las restricciones que deben cumplirse para ajustarse al

modelo son las siguientes:

1. El tamano de la red permanece constante.

2. La cantidad de enlaces permanece constante.

3. Ningtn nodo debe tener miultiples enlaces con otro.
4. Ningin nodo debe tener enlaces consigo mismo.

5. Cumplir la relacion N > k> In(IN) > 1 para evitar grupos aislados [12],

p=0 O<p<1 p=1

Fig. 3.3: Evolucion del algoritmo de mundo pequeno de Watts—Strogatz. Las lineas
sOlidas son los enlaces en su posicion original. Las lineas punteadas son los enlaces

recableados a su nueva posicion, elegida aleatoriamente.
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donde N es el tamano de la red compleja, k es la condiciéon de conexion periodica,
e., el nodo 7 estd conectado con sus ¢ + 1,2 + 2,...,72 =+ k nodos vecinos; p es la

probabilidad para recablear un enlace, por lo tanto,
Nkp, (3.4)

son los enlaces de largo alcance que se pueden introducir a la topologia. En la Fig.
B3 se muestra la evolucion del algoritmo de mundo pequeno de Watts—Strogatz,
donde puede apreciarse que este tipo de redes complejas, son el intermedio entre las
redes regulares y las aleatorias.

Cuando p = 0, la topologia permanece sin cambio y la red compleja se considera
regular. Cuando 0 < p < 1 se obtiene una red compleja de mundo pequeno. En el
punto en el que p = 1, todos los enlaces han sido recableados y la red compleja se
ha convertido en una aleatoria. Un aspecto importante a considerar es el hecho de
que este algoritmo puede llevar a la creacion de grupos aislados.

En la Fig. B.4] se muestra la evolucion del coeficiente de agrupamiento, el cual
presenta un pequeno decremento para p ~ 0 y continda descendiendo en funcion de
la probabilidad, hasta alcanzar un minimo para p = 1. Por otro lado, la longitud
promedio del camino mas corto sufre un abrupto decremento para p ~ 0 y alcanza

rapidamente un minimo que conserva hasta alcanzar p = 1.

i ii|||||| ' iiillll—C(p)/C(o)
09f— = 77 WG T
R N T
80'8-77rTTii||i| T NG T |
— o7p—-— L. Lol L PG L L
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L06l — I A A = N
—l S RRRE I NRETT SRR
_n 05p—— T AT T T
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Fig. 3.4: Evolucion del coeficiente de agrupamiento C'(p) y la longitud promedio del
camino mas corto L(p) normalizados recableando conexiones, para una red N = 500

con condicién de conexion k£ = 10.
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Por dltimo, se describen brevemente las ventajas y desventajas que pueden
observarse en el algoritmo Watts—Strogatz, para proceder posteriormente a describir

el algoritmo de Newman—-Watts.

e Ventajas:

— C(p) permanece casi sin cambio para valores de p = 0, que implica que la

conectividad inicial entre nodos permanece.
e Desventajas:

— Dependiendo de la condiciéon de conexion inicial k, se pierde alrededor del
90 % de C'(p) para p ~ 1 (Fig. B4), que implica escasa conectividad entre

los nodos.

— Disminuciéon de la longitud promedio del camino més corto en una

proporciéon que puede superarse.

— La reconexién de enlaces puede llevar a la generacion de grupos aislados.

3.3 Algoritmo de mundo pequeno Newman—Watts

Después de que Watts y Strogatz publicaron su algoritmo para generar redes
complejas de mundo pequeno, una nueva version surgio al ano siguiente a la aparicion
de este trabajo pionero. En 1999, M.E.J. Newman y D.J. Watts propusieron su
version modificada del algoritmo de mundo pequeno original [13}[14].

El algoritmo de Newman—-Watts, de igual manera que el algoritmo anterior,
parte de la topologia de vecino mas cercano. La propiedad de mundo pequeno se
introduce al agregar enlaces nuevos a pares de nodos elegidos aleatoriamente [13][14].
Las restricciones de este algoritmo permanecen casi sin cambio, a excepcion de la
segunda, la cual es eliminada ya que el ntmero de enlaces varia en funcion de la
probabilidad. Aunque este algoritmo no genera grupos aislados, la quinta restriccion
se mantiene con el objetivo de partir de una red escasamente conectada.

Para determinar la cantidad de enlaces que se agregan a la red se considera lo

siguiente:

i). El nodo i esta conectado con sus 2k nodos vecinos.
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i1). La cuarta restriccion no permite que el nodo 7 tenga conexiones consigo mismo,
por lo tanto, i solo puede conectar a los N — (2k + 1) nodos restantes. Esto
implica que para toda la red compleja tenemos N(N — (2k + 1)) conexiones

restantes.

i7i). Al ser una red no direccionada y al estar prohibidas las conexiones multiples
entre pares de nodos, tenemos que N (N — (2k+ 1))/2 son los enlaces restantes

posibles.

Conforme se aplica el algoritmo de Newman—Watts y la probabilidad aumenta,

se introducen en la red compleja

N(N — (2k +1))p
5 ,

(3.5)

enlaces de largo alcance. En la Fig. [8.5] se muestra la evolucion del algoritmo de
mundo pequeno de Newman—Watts. Cuando p = 0, al igual que en el caso anterior,
la topologia permanece sin cambio y la red se considera regular. Cuando 0 < p < 1
se obtiene una red compleja de mundo pequeno a través del agregado de enlaces a
pares de nodos aleatoriamente elegidos. En el punto en el que p = 1 todos los enlaces
posibles han sido agregados y la red compleja esti acoplada en su totalidad.

En la Fig. se muestra la evolucion del coeficiente de agrupamiento, el
cual muestra poco cambio para p ~ 0 y alcanza el maximo valor posible para

probabilidades cercanas a uno. Por otro lado, la longitud promedio del camino

p=0

Fig. 3.5: Evolucion del algoritmo de mundo pequeno de Newman-Watts. Las lineas
solidas son los enlaces en su posicion original. Las lineas punteadas son los enlaces

agregados en posiciones elegidas aleatoriamente.
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mas corto desciende considerablemente para p =~ 0 hasta alcanzar un minimo que

conserva hasta que p = 1.
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Fig. 3.6: Evolucion del coeficiente de agrupamiento C'(p) y la longitud promedio del
camino méas corto L(p) normalizados agregando conexiones, para una red N = 500

con condicién de conexion k& = 10.

Por ultimo, se enlistan las ventajas y desventajas que pueden observarse en
el algoritmo de Newman—Watts, para dar paso a la descripcién del procedimiento

propuesto para introducir la propiedad de mundo pequeno.

e Ventajas:

— Para p ~ 1 se alcanza el maximo C(p) posible para una red compleja (Fig.
B.6).
— Lalongitud de camino mas corto promedio disminuye en mayor proporcion

que usando Watts—Strogatz.

— No genera grupos aislados.
e Desventajas:

— Para p = 0 se pierde alrededor del 50 % de C(p) (Fig. B.6]).

— Para alcanzar el maximo valor de C(p), es necesario modificar la red en

gran medida, es decir, se requiere p ~ 1.
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3.4 Algoritmo de mundo pequeno propuesto

En la presente seccion se describe el algoritmo que se propone como alternativa para
introducir la propiedad de mundo pequeno a una red compleja. Se empieza con breve
comparacion de los algoritmos descritos, con la intencion de generar una perspectiva
de las caracteristicas que hereda la metodologia propuesta.

La ventaja mas destacable del algoritmo de Watts—Strogatz es la invariabilidad
que causa en el coeficiente de agrupamiento para p ~ 0, contrarrestada por la escasa
conectividad que genera para p ~ 1. Aunque la longitud promedio del camino més
corto sufre una disminucion considerable para p > 0, se busca superar la magnitud
de la disminucion.

Por otro lado, el algoritmo de Newman—Watts presenta una disminuciéon del
coeficiente de agrupamiento, alrededor del 50 %, para valores intermedios de la
probabilidad, justo antes de iniciar su ascenso hacia el maximo valor posible. Su
longitud promedio del camino més corto presenta un decremento superior al del
algoritmo de Watts—Strogatz.

En este punto, se considera pertinente recordarle al lector que propiciar el
fenémeno de sincronizacion en la red, optimizando su capacidad de propagacion a
través de la reduccion de la distancia promedio nodo a nodo, es uno de los objetivos
del trabajo. Para este fin, se propone un algoritmo de mundo pequeno con las

siguientes restricciones:
1. El tamano de la red debe permanecer constante.

2. La red debe poder modelarse como un grafo simple.

w

. Cumplir la relacion N > k> In(N) > 1.

B

. Restringir la condicion de conexion a k < 16% N.

La primera restriccion permite conocer como varia la topologia de la red en
funcion de la probabilidad. La segunda restriccion evita la existencia de enlaces
miultiples entre pares de nodos y enlaces consigo mismo. La tercera restriccion
previene la existencia de grupos aislados. Por tltimo, la cuarta restriccion garantiza
que las conexiones de largo alcance introducidas se ajuste a la ecuacion (3.6]).

La propiedad de mundo pequeno se introduce a la topologia llevando a cabo
los pasos descritos en el Algoritmo 1. En la Fig. B se muestra la evolucion del

algoritmo propuesto para reforzar la explicacion del modelo alternativo.
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Fig. 3.7: Evolucion del algoritmo de mundo pequeno propuesto que introduce 2N kp
triangulos, para amortiguar la pérdida de coeficiente de agrupamiento, generada por
el recableo o agregado aleatorio de enlaces. En amarillo y verde los vecinos del nodo
que envia y del que recibe la conexion, respectivamente. La linea solida en azul es el
enlace recableado y su posicion original es la linea azul en guiones. Las lineas rojas

son los enlaces agregados para generar dos triAngulos por cada triada.

Algoritmo 1. Algoritmo para introducir la propiedad de mundo

pequeno en una red compleja

1. Se inicia con una red en topologia del vecino més cercano, donde se conoce el

tamano N y la condicion de conexion k, Fig. B8

Si p=20.1
Nkp = 3
N(N-(2k+1))p = 9
2

Fig. 3.8: Paso 1: Red compleja regular de N = 16 con condicién de conexiéon k = 2.

2. Para un valor de probabilidad p determinado, recablear uno de los extremos

de Nkp de los enlaces existentes a posiciones aleatoriamente elegidas, Fig.
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lcambiar = [9’ 187 31]
nenvia = [3a 8’ 14]
nrecibe= [12, 13’ 5]

Fig. 3.9: Paso 2: Red compleja con tres conexiones recableadas en azul, verde y café

(lineas solidas) y su posicion original en lineas punteadas.

3. Almacenar y discriminar el indice de los vecinos de los nodos que conecto el
enlace recableado, Fig. [3.10]

[T, oy = [(3,12) (8,13) (14, 5)]

vecinos
| 1,10, 6,11, 12,4 |
| 2,11, 7,12, 13,6 |
| 4,13, 9,14, 15,7 |
| 14, 15 |

Fig. 3.10: Paso 3: Se identifican los vecinos de los nodos que conecta el enlace

recableado.

4. Agregar 2 conexiones por cada una recableada como sigue, Fig. B.11t

(a) Conectar el nodo que recibi6 la conexion con uno de los vecinos, elegido
aleatoriamente, del nodo que la envia. Si todos los vecinos del nodo que

envio la conexion ya son vecinos del nodo que la recibe, omitir el agregado.

(b) Conectar el nodo que envi6 la conexion con uno de los vecinos,

aleatoriamente elegido, del nodo que la recibi6. Si todos los vecinos del
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nodo que recibi6 la conexiéon ya son vecinos del nodo que la envia, omitir

el agregado.

[y 1= [(3,12) (8,13) (14, 5)]

vecinos

' ' '
1,10, 6,11, 12,4 |
2,11, 7,12, 13,6
4,13, 9,14, 15,7 |
14, 15 |

elegidos

y | }
11,10, 9,15, 15,7 |

Fig. 3.11: Paso 4: Se agregan 2 conexiones (lineas en guion—punto) en el patron

descrito para introducir dos tridngulos por cada enlace recableado.

5. Agregar aleatoriamente las N(N —(2k+1))p/2—2Nkp+¢ conexiones restantes,
donde ¢ son el total de las conexiones omitidas, Fig. .12

Fig. 3.12: Paso 5: Se agregan las N(N — (2k + 1))p/2 — 2Nkp + ¢ = 3 conexiones

restantes (lineas naranja) para completar el niimero inicialmente calculado.

Nota: Es altamente probable que ¢ = 0 debido a las restricciones 3 y 4,
sin embargo, al estar sujetos a la probabilidad, no se descarta que llegue a

presentarse el suceso.

Con esta manera de generar redes complejas de mundo pequeno, se introducen

a la topologia
NN —-(2k+1)p NHN-1p
2 B 2 ’

Nkp + (3.6)
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enlaces de largo alcance que conectan nodos distantes en la red compleja. De manera
general, se puede apreciar que se agregan dos enlaces por cada uno de los que se
recablean, por lo que es de suma importancia respetar la cuarta restriccion, la cual
previene condiciones en las que N(N — (2k + 1))p/2 < 2Nkp, cuyo punto critico
depende de la condicion de conexion periddica k£ y el tamano de la red N y se

obtiene como sigue

N(N — (2k+1))p/2 > 2Nkp,
N(N —1)p—2Nkp > 4Nkp,
N(N —1)p > G6Nkp, (37)
k < N(N-1)p/6Np.
ko< (N=1)/6
k < 0.1667(N — 1)~ 16.67% N.

Como se puede ver, de igual manera que en los algoritmos descritos
anteriormente, para p = 0 la red permanece sin cambio y es considerada regular. Para
valores de 0 < p < 1 la red presenta la propiedad de mundo pequeno. Esto se logra
recableando cierta cantidad de enlaces, determinada por la probabilidad, a posiciones
aleatoriamente elegidas. Ya fue mostrado (algoritmo Watts—Strogatz) que este
procedimiento degrada el coeficiente de agrupamiento considerablemente. Por tal
motivo, se pretende atenuar dicho efecto haciendo uso del agregado de enlaces, el cual
mejora esta caracteristica para p ~ 1. Sin embargo, el agregado aleatorio empeora
para ciertos valores de la probabilidad lo que se pretende proteger, por lo que se
introduce el patron descrito para atenuar dicha pérdida. El resultado final es una red
compleja de mundo pequeno con coeficiente de agrupamiento C (N, k, p) y longitud
promedio de camino més corto L(N, k, p) similares a las caracteristicas generadas por
el algoritmo de Newman—Watts, pero con clara ventaja para propiciar el fenémeno
de sincronia en la red compleja, como mostraremos en el Capitulo Aunque es
posible acentuar una disminucion en L(N, k, p) usando el algoritmo propuesto, seria
necesario que k =~ 16.67% N, que cumple con la restriccion previamente establecida,
sin embargo, para redes complejas grandes, esta condiciéon de conexion resulta un
valor alto, lo que puede llegar a ser inviable y corresponder poco con la realidad. Por
ultimo, cuando p = 1 la red se encuentra completamente acoplada y ha vuelto a ser
regular.

En la Fig. B.I3]se ilustran el coeficiente de agrupamiento y la longitud promedio

del camino mas corto generados por el algoritmo descrito. Al comparar los efectos
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Fig. 3.13: Evolucion del coeficiente de agrupamiento C'(p) y la longitud promedio
del camino més corto L(p) normalizados introduciendo tridngulos en la topologia, a
través del recableado y agregado de enlaces en una red N = 500 con condicién de

conexion k = 10.

del algoritmo Newman—Watts, se aprecia que el comportamiento predominante es
producido por el agregado de las conexiones.

En la Fig. [BI4 se muestra la evolucion del coeficiente de agrupamiento
C(N,k,p) producido por el algoritmo propuesto para diferentes valores de N y
k. En la Fig. [B.I4 (a) se observa que si se mantiene fijo el tamafio de la red
N e incrementamos la condicion de conexion k, el coeficiente de agrupamiento
experimenta un aumento, ya que a mayor niumero de conexiones existentes en la red
compleja, mayor conectividad existe entre los nodos. En la Fig. B.14] (b) podemos
notar que al fijar la condicion de conexién k, si variamos el tamano de la red N, el
algoritmo propuesto produce un coeficiente de agrupamiento C'(N, k, p) mayor para
valores menores de la probabilidad p. Esto se puede corroborar si comparamos la
magnitud de la linea que corresponde a N5 = 500, la cual cruza C(N,k,p) = 0.5
en p ~ 0.2, mientras que las correspondientes a N; = 100, Ny = 200 y N3 = 300,
requieren que p = 0.5.

La Fig. muestra el comportamiento de la longitud promedio del camino
mas corto L(N, k,p) normalizado en L(N,k,0) para diferentes valores del tamano
de la red compleja N y la condicién de conexiéon periodica k.

En la Fig. BI5 (a) se puede ver que al dejar fija la condicion de conexion
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Fig. 3.14: (a) Coeficiente de agrupamiento C(N,k,p) generado por el algoritmo
propuesto para una red compleja compuesta por N = 200 con condicion de conexion
periodica k; = 2,4,6,8,10, donde 1 < j < 5. (b) Coeficiente de agrupamiento
C(N, k,p) generado por el algoritmo propuesto en una red compleja con condicion
de conexién periodica k = 2, para los tamanos N; = 100, 200, 300, 400, 500 donde
1<j<5.

periodica k y variar el tamano de la red compleja N, se requieren mas pasos para
conectar cualquier par de nodos de la red compleja. Esto es congruente con lo que
sucede con los otros algoritmos de mundo pequeno, sin embargo, el aumento es
inferior cuando se usa la metodologia propuesta o Newman—Watts.

Por otro lado, la Fig. (b) muestra la evolucion de L(N, k, p) para diferentes
valores de la condicion de conexiéon periodica k. Se puede apreciar que al fijar el
tamano de la red compleja N y aumentar gradualmente la condicion de conexion,
los nodos pueden comunicarse con mayor facilidad debido a la existencia de una
mayor cantidad de enlaces.

En el Capitulo @ se emplearan los tres algoritmos descritos para introducir la
propiedad de mundo pequeno en redes complejas de diferentes tamanos. El objetivo
es determinar los efectos, tanto de esta propiedad como del patron de conexion
introducido a través del algoritmo propuesto, en el proceso de llevar una red compleja
a la sincronia, teniendo en cuenta que la reduccion de la distancia promedio méas corta
entre pares de nodos, asi como la propagacion eficaz de las dinamicas caoticas a lo
largo de la red compleja, nos permitird propiciar el fendmeno y por lo tanto, sera
posible emplear un esfuerzo de acoplamiento menor, lo que generaria una ley de

control menos invasiva.
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Fig. 3.15: (a) Longitud promedio del camino méas corto L(N,k,p) generado por el
algoritmo propuesto en una red compleja con condicion de conexioén periddica k = 2
para los tamanios N; = 100, 300, 500, 700, donde 1 < j < 4. (b) Longitud promedio
del camino mas corto L(N, k,p) para una red compleja compuesta por N = 500 con

condicién de conexioén periodica k; = 2,4, 6,10, donde 1 < j < 4.

Con esto se concluye el presente capitulo, y se da paso a la presentacion de los

resultados de sincronizacion.



Capitulo 4

Sincronizacion cadtica de redes

complejas de mundo pequeno

En este capitulo se proporcionan los preliminares mateméaticos necesarios para
comprender la sincronizacion de las redes complejas. Se presentan también los
resultados de las simulaciones numéricas de la sincronizacion de redes complejas
de mundo pequeno, generadas con los algoritmos descritos en el Capitulo Bl

De manera general, se han venido llamando nodos a los elementos que
componen a las redes complejas, sin embargo, a partir de este punto seran referidos
como osciladores caoticos. Por lo tanto, en este capitulo se presenta la sincronizacion
de redes complejas que exhiben la propiedad de mundo pequeno en su topologia,
cuyos elementos son osciladores cadticos, los cuales son capaces de generar atractores

de multiples enrollamiento y fueron descritos en el Capitulo

4.1 Preliminares matematicos

En el Capitulo [l Seccion [L4.3] ya fue descrito de manera general el concepto de
sincronia, sin embargo, debido a que los sistemas que forman la red compleja exhiben
comportamiento cadtico, es preciso proporcionarlo con el enfoque de dicho régimen.

La sincronizaciéon de caos se presenta cuando dos o més sistemas cadticos
ajustan su movimiento a un comportamiento comin, esto debido a un acoplamiento

o forzamiento [98]. Los tipos de sincronizacion cadtica mas conocidos son:

e Sincronizacion idéntica (SI) [98,99]: consiste en un enganche perfecto de

las trayectorias de los sistemas, logrado a través del acoplamiento [98], definida

36
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como sigue:

lim ||z(t) — &(¢)]| = 0. (4.1)

t—o00
e Sincronizacion aproximada (SA) [98,99]: se refiere a la diferencia
asintotica, existente entre el conjunto de variables de un sistema caotico y
el correspondiente conjunto de otro, atrapada dentro de una cota previamente
establecida [98], representada de la siguiente manera:

lim ||z(t) — 2()|| < p, p > 0. (4.2)

t—o00

e Sincronizacion parcial (SP) [99,100]: se dice que dos sistemas cadticos
estan parcialmente sincronizados si al menos uno de sus estados alcanza
sincronizacion idéntica o aproximada y al menos uno de ellos no sincroniza

de manera idéntica o aproximada.

En este trabajo de tesis se pretende alcanzar sincronizacion idéntica, ya que de
acuerdo con su definicion matemética, implica mayor exigencia que la sincronizacion
aproximada; por otro lado, estamos interesados en usar osciladores cadticos idénticos,

lo que deja abierta la posibilidad de que se presente sincronizacion parcial.

4.1.1 Modelo de red compleja y su sincronizacién

Considere una red dindmica compuesta por N osciladores caoticos idénticos, los
cuales se encuentran linealmente acoplados y cada uno es un sistema dinamico de

dimension n. Las ecuaciones de estado de la red estan dadas por:

N
5{2' :f(XZ‘)—FCZ,U/ijI‘Xj, Xi(O), 1= 1, 2,..., N, (43)

j=1
donde x; = [z T4 ... xy] € R™ es el vector de estados del oscilador cadtico i. x;(0)

representa el vector de condiciones iniciales del oscilador cadtico ¢. La constante
¢ > 0 representa la fuerza de acoplamiento de la red compleja y I' € R™*™ es una
matriz constante de 0-1’s que relaciona las variables de estado acopladas. Se asume
para mayor simplicidad I' = diag(ry, 79, ..., r,) que es una matriz diagonal con
r; = 1 para una ¢ en particular y r; = 0 para j # 4, lo que significa que dos nodos
estan acoplados a través de su i-ésima variable de estado.

La topologia de la red compleja se representa matematicamente a través de la

§RN><N

matriz de acoplamiento M € , con elementos p;; para ¢,j = 1,..., N, donde
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iij = 1 si existe conexion entre el oscilador cadtico i y el oscilador caodtico j, en
caso contrario p;; = 0 (¢ # j). Los elementos de la diagonal principal de M estan

definidos como sigue:

N N
pi=— Y pg=— Y i i=1,2.., N (4.4)
J=1j#i j=1,j#i

La red dindmica descrita por la ecuacion (4.3 se dice que logra sincronizacion
(asintotica) si:
r1(t) = x2(t) = - = xn(t), t— o0, (4.5)

dado que la sincronizacion del estado es la solucion s(t) € R de un oscilador caotico

aislado, esto es
$(t) = f(s(1)), (4.6)
donde s(t) puede ser un punto de equilibrio, una o6rbita periodica o un atractor

caotico. La estabilidad de la sincronizacion del estado
z1(t) = 22(t) = - - = zn(t) = s(t), (4.7)

de la red (£3) esta determinada por la dinamica de un oscilador caotico aislado, la
fuerza de acoplamiento ¢, la matriz que relaciona los estados acoplados I' y la matriz
de acoplamiento M [65].

En este trabajo de tesis, la sincronia estarda garantizada por un estudio de
estabilidad del error de sincronizacion entre pares de osciladores caodticos, el cual al
estar en funcion de la fuerza de acoplamiento ¢, permite obtener al menos la cota

minima necesaria para llevar a las trayectorias a su punto de equilibrio.

4.2 Resultados de sincronizacion caotica

A continuacion, se presentaran los resultados de la sincronizacion de redes complejas
de mundo pequeno. Para propdsitos comparativos, se emplearon los tres algoritmo
descritos en el Capitulo B] para los casos siguientes: primeramente, se sincronizan
dos redes complejas de mundo pequeno compuestas por el oscilador caotico Chua
generalizado, descrito por el conjunto de ecuaciones (2, para condiciones de
Nio =100, 400 y k =1, 2, 5, buscando la sincronia desde p > 0. Posteriormente,
se empleo el oscilador cadtico de Genesio—Tesi 3D, descrito por las ecuaciones (2.3])-
(23)), para conformar el siguiente grupo de resultados, donde se us6 Ny 2 = 300, 500
y k=1, 2, 5, barriendo nuevamente la probabilidad desde p > 0.
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Es importante mencionar que la sincronia entre los osciladores caoticos se
estara corroborando de manera grafica, ya sea a través del plano de fase (linea a
45° — x(t) = 2(t)) entre las variables correspondientes de los osciladores caoticos
involucrados, verificando la evolucion en el tiempo de los estados o analizando las
trayectorias del sistema dinamico del error de sincronizacion, el cual garantiza que

la expresion lim; o ||z(¢) — Z(¢)|| = 0 se cumple.

4.2.1 Caso 1: sincronizacién usando Chua generalizado

En esta seccion se presentan los resultados numeéricos de la sincronizacion de redes
complejas de mundo pequeno, las cuales estan formadas por N; = 100 (caso la) y
Ny = 400 (caso 1b) osciladores caoticos de Chua generalizado. De acuerdo con la
ecuacion (A3) y el modelo dinamico del oscilador caotico usado (2.]), las ecuaciones
de estado de cada una de las redes complejas estan dadas por

N
]:

Ui = i —yi+ 2z, (48)
Zi = —Pyi,
con la caracteristica lineal a trozos siguiente:
271
W) = Moy + 5 >y — i) (| + bi| = | — i), (4.9)

=1
para 1 < i < N;,. Las condiciones iniciales para cada oscilador caoético de las
redes son generadas, aleatoriamente y sin repeticion, en el rango de [—10, 10]. La
matriz que relaciona los estados acoplados se defini6 como I'" = diag(1, 0, 0), lo que
implica que cada oscilador cadtico esta acoplado a través de su variable de estado
x(t). Notese que el tnico parametro desconocido es la fuerza de acoplamiento ¢, la

cual se obtiene como se describe enseguida.

4.2.1.1 Calculo de la fuerza de acoplamiento para el oscilador de Chua

generalizado

A continuacién, se describe el procedimiento utilizado para calcular la fuerza de
acoplamiento necesaria para sincronizar la red compleja, descrita por el conjunto
de ecuaciones (48)), y que fue propuesto en [2]. Este método se basa en la teoria

de estabilidad de Lyapunov, lo que implica que solo provee condiciones suficientes
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y por lo tanto, no se deben descartar otros valor que puedan llevar a nuestra red
a la sincronia. El objetivo general de este procedimiento, radica en un estudio de
estabilidad del sistema dindmico del error de sincronizacién, obtenido entre cualquier
par de osciladores caoticos de la red compleja. Se podra apreciar que la estabilidad
del sistema del error resultante estard determinada por la fuerza de acoplamiento c,
lo que nos permite elegir el rango de la misma para garantizar la sincronizacion.
Consideramos cualquier par de oscilador cadtico de la red compleja (L8) que

se encuentren acoplados, el error de sincronizacion entre sus variables de estado esta

dado por
€1 = T1— Ty,
€2 = Y1 — Y2 (4-10)
€3 = 21— %29,

si se manipula el primer estado del oscilador caotico (2.I]) de la siguiente manera
T = —amaeg12 + oy — a(m—y —my)sat(z) 1=1,..,2¢q—1, (4.11)

donde .
sat(x) = §(|x+bl| —lr—=0]) I=1,.,2¢—1, (4.12)

y se considera como equivalencia la desigualdad [T0T]
| sat(z) — sat(y) [<| z —y |, (4.13)

se obtiene el siguiente sistema dindamico del error de sincronizacion

é1 = —(amgg_1 +2c)e;r —a(mi—1 —m;) |er]| + e,
Gy = e1—estes (4.14)
ég = _662'

Estudiamos la estabilidad del sistema descrito por las ecuaciones (L.14]) a través
de la teoria de estabilidad de sistemas perturbados. Se puede suponer que x = 0
es un punto de equilibrio del sistema (AI4]) exponencialmente estable, obtenido
estableciendo €; = €3 = €3 = 0. A continuacion, el sistema dindamico del error

de sincronizacion (4.I4)) es visto como un sistema perturbado de la forma

donde
{ f(t,z)  Sistema nominal,

g(t,x)  Perturbacion.
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Se considera que ¢(t, x) es una perturbacion desvaneciente, es decir, g(¢,0) = 0.
Ademas, cualquier funcion ¢(t,z) que se desvanezca en el origen y sea localmente
Lipschitz en x uniformemente en ¢ para todo ¢ > 0 en un vecindario acotado del

origen, satisface la siguiente desigualdad [101]
lo(t. )l <Allell, Vt>0, YaeD. (4.16)

Por lo tanto, es posible describir el sistema dinamico del error de sincronizacion

como sigue

flt,e)=Ae=| 1 —1 1| |es]|. (4.17)
0 =05 0f |es
p2lei
glt,e)=1 0 |, (4.18)
0
donde
{ p1 = (amge_1 +2c), (4.19)
py = —a(mi_1—my) i=1,..., 2¢—1,

obteniendo asi

é= f(t,e) +gl(t,e). (4.20)

A continuacion, se presenta el estudio de estabilidad para el caso en el que el
oscilador caotico de Chua generalizado, descrito por las ecuaciones (2.1]), genera 5
enrollamiento con los parametros proporcionados en el segundo caso de la Tabla 2.1l

Los valores propios de la matriz A de la ecuacion (LI7) son las raices del

polinomio que resulta de det(A\I — A), dado por
N+ (amgg 1 +2¢+ )N + (B + amg,_1 + 2¢ — @)\ + Bamg, 1 +28c,  (4.21)

el cual esta en funcion de la fuerza de acoplamiento ¢ y los parametros del sistema.

Sustituyendo los parametros del sistema en la ecuacion (4.21]), se obtiene que

73 11 200 2160
3 EEARY L e W
A +(2€ 35)>\ —l—(QC—l— 5>>\+< - )c 19 (4.22)

de donde se determina que para c¢ > 5.2, los valores propios de la matriz
A son negativos. Eligiendo ¢ = 7, los valores propios de A son A(A) =
{—11.6709; —0.1217 + 3.6530¢}, donde se aprecia Re(\123(A)) < 0, lo que implica
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que A es Hurwitz. El siguiente paso es encontrar la solucién de la ecuacion de

Lyapunov PA + ATP = —1I, de donde resulta que

1.2322 1.4387 —1.8543
P=| 14387 19737 0.035 |, (4.23)
—1.8543 0.035 30.0856

cuyos valores propios estan dados por \(P) = {0.0426; 3.0445; 30.2044}.
La funcion candidata de Lyapunov V (e) = eT Pe satisface de manera particular

las condiciones siguientes

Amin (P )He”g <V(te) < )‘max(P)||€||§> (4'24)
ov
%Ae = —eTQe < )\mm(Q)Heng, (4.25)
ov T
2l = [2e" P2 < 2|[P|2[le]l2 = 2An0a(P)[|e]2- (4.26)
2

Ahora empleamos la funcion candidata de Lyapunov del sistema nominal como
funciéon candidata de Lyapunov para estudiar estabilidad del sistema perturbado. La
derivada de V' (e) a lo largo del sistema perturbado (£.20) esta dada por

Vi(te) = 88—‘15/ a—Vf(t e)+ aa—vg(t e). (4.27)

Comparando la ecuacion ({27) con (424)-(Z26) y usando el término de
perturbacion dado por (4I6]), se obtiene para el sistema perturbado

Vit = G aet |50 ottt < <l +malelt. @as)

donde
= Anin = 17
" @ (4.29)
T = 2\ma(P) = 60.4088.

El término de perturbacion g(e) satisface ||g(e)|| = |p2|le1] < |p2|k1]le]], por lo

tanto
_ Uil
v = lp2lky < —, (4.30)

Up
para 0 < k; < 1, donde |p2| = 0.3686. La cota de |e;| es desconocida, sin embargo
le1| estara acotado siempre que la trayectoria de e(t) este confinada a un conjunto
compacto [101]. Usando las ecuaciones (4.29) y (£.30), la expresion (A.28)) se convierte
en

V(t,e) = —|e]|3 + 60.4088|pa| k1 [|e]]3, (4.31)
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de donde se deduce que V(e) < 0 si

! m

by < —— < AL
1 60.4088|ps| o

(4.32)

En la ecuacion (4.32) se puede ver que la desigualdad se cumple con k; < 0.0449,
por lo tanto, se concluye lo siguiente:

Suponiendo que e = 0 es un punto de equilibrio exponencialmente estable del
sistema nominal (ALIT). Sea V(t,e) una funcién de Lyapunov del sistema nominal
que satisface ([d.24)-([£.20) en [0, 00) x D. Suponga que el término de la perturbacion
g(t, e) satisface las ecuaciones (£10) y (A30). Entonces, el origen es un punto de
equilibrio exponencialmente estable del sistema perturbado (£20) [I0T].

A manera de resumen, resaltaremos los cuatro puntos méas importantes del
analisis presentado. En primer lugar, la generacion de un sistema dindmico, descrito
por las ecuaciones (LI4), que describe la evolucion de la diferencia existente entre
cualquier par de osciladores caoticos de la red compleja que se encuentren acoplados.
En segundo lugar estd el haberlo transformado en un modelo que se ajusta al de
los sistemas perturbados de la forma (£I5), facilitando asi estudiar su estabilidad.
Como tercer punto y el mas importante, destacamos el haber dejado la estabilidad del
sistema nominal (£I7) en funcion de la fuerza de acoplamiento, lo que nos permitio
obtener a través de la ecuacion (£.22)) la cota minima de la fuerza de acoplamiento,
la cual result6 en ¢ > 5.2 y cuyo valor final se fij6 en ¢ = 7. Por dltimo, el
conocer el valor minimo de la fuerza de acoplamiento nos permite generar matrices
de coeficientes A Hurwitz, lo que simplifica el estudio de estabilidad del sistema
perturbado a través de la solucion de la ecuacion de Lyapunov PA + ATP = —Q,
la cual proporciona directamente las cotas, dadas por las ecuaciones (A.24])-(4.26]), a
cumplir por la funcién candidata V' (¢,e), que posteriormente permiten determinar
que V(t,e) < 0.

Caso 1: sincronizaciéon usando Chua generalizado
(continuacion)

Como recordatorio para el lector, los resultados de la sincronizaciéon de la red
compleja de mundo pequeno estaban por ser presentados, donde cada oscilador
caodtico esta descrito por las ecuaciones (4.8]). La matriz de acoplamiento se genera
como se explico en la Seccion A IT.I] para una topologia de vecino mas cercano con

condiciones de conexion k = 1,2,5. Posteriormente, se le aplican por separado
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los tres modelos de mundo pequeno descritos en el Capitulo [3, con los resultados
marcados de la siguientes manera: para todos los casos se asign6é NS para cuando
la red compleja no sincroniza o el estado es inestable y se marco en color rojo. La
sincronizacion aproximada, donde 1 x 107 < ¢(t) < 0.15, estard denotada por SA
en color anaranjado. A la sincronizacion idéntica, donde e(t) < 1 x 1074, se le asigno
SI y se resalta en color azul. A la sincronizacion parcial se le asigné SP y se marco
en color negro.

En la Tabla ] (caso la) se muestran los resultados para la red compleja
de N7 = 100 osciladores cadticos Chua generalizado para diferentes condiciones de
conexion. Cuando £ = 1 podemos ver que el fenémeno de sincronia se presenta
primero en la red compleja generada con el algoritmo propuesto, ya que para
p = 0.035 se alcanza sincronizacion aproximada, cumpliendo con la cota del error p
establecido, mientras que para este valor, no es posible sincronizar las redes complejas
generadas con los algoritmos de Newman-Watts y Watts—Strogatz. Para lograr
la sincronizacion idéntica es necesario que el algoritmo de Newman-Watts y el
propuesto alcancen p = 0.037. Para este caso, los algoritmos presentan la misma
efectividad para propiciar la sincronizaciéon idéntica. El algoritmo Watts—Strogatz
genera un modelo de red compleja que no es posible sincronizar para k = 1.

Para & = 2, el algoritmo propuesto permite sincronizar idénticamente para
p = 0.021. Para este caso, la red compleja pasa del estado no sincronizado al estado
sincronizado, mientras que usando el algoritmo de Newman—Watts, es necesario
pasar por la sincronizacion aproximada, para posteriormente lograr la sincronizacion
idéntica, en un valor de probabilidad p mayor. El algoritmo de Watts—Strogatz no
fue capaz de generar una red compleja que pudiera sincronizar para algin valor de
.

Cuando la condicion de conexion k = 5, la red compleja de mundo pequeno,
generada con el algoritmo propuesto, presenta una ligera ventaja sobre la generada
con el algoritmo Newman—Watts, ya que es posible alcanzar la sincronizacién idéntica
evitando agregar 5 enlaces. Como era de esperarse al aumentar la condicion de
conexion k, la probabilidad de transicion del estado no sincronizado al estado
sincronizado se vi6 reducida.

Para complementar la descripcion de la eficiencia de los algoritmos, en las
ultimas dos filas de la Tabla [4.I] se proporcionan el nimero de enlaces recableados

y/o agregados por cada algoritmo para la probabilidad en la que se alcanza la
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Resultados de sincronizacion

N 100 (Caso 1a)
k 1 2 5

Amp Ay | Axw | Aws || Ap | Axw | Aws || Ap | Axw | Aws

0.000 NS | NS NS || NS | NS NS || NS | NS NS

0.010 NS | NS NS || NS | NS NS NS NS
0.012 NS | NS NS || NS | NS NS SI | NS NS
0.013 NS | NS NS || NS | NS NS SI SI NS
0.021 NS | NS NS SI | NS NS S1 S1 NS
0.025 NS | NS NS S1 NS S1 S1 NS
0.030 NS | NS NS SI ST NS SI SI NS
0.033 NS | NS NS S1 SI NS S1 S1 NS

0.035 NS NS SI ST NS SI SI NS
0.036 NS NS SI SI NS SI SI NS
0.037 SI SI NS SI SI NS SI SI NS
0.040 ST SI NS SI ST NS SI SI NS
0.120 SI SI NS SI SI NS SI SI
0.130 ST SI NS SI ST NS SI SI
0.140 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.300 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.500 ST SI NS SI ST NS SI SI SI
: SI SI NS SI SI NS SI SI SI
1.0 ST SI NS SI ST NS SI SI SI
Recableadas | 4 - 0 4 - 0 6 - 70
Agregadas | 179 | 179 - 100 | 143 - 23 o8 -

Tabla 4.1: Resultados de sincronizacion para N = 100 osciladores cadticos de Chua
generalizado, con condicion de conexion k£ = 1,2,5, usando los tres algoritmos de
mundo pequeno, donde A, es el algoritmo propuesto, Anw es el algoritmo Newman—

Watts y Aws para el algoritmo Watt—Strogatz.
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sincronizacion idéntica.

Resultados de sincronizacién
N 400 (Caso 1b)
k 1 2 5
D ‘Amp Ap Axw | Aws Ap Axw | Aws -Ap Anw | Aws
0.000 NS NS NS NS | NS NS || NS | NS NS
0.005 NS NS NS NS | NS NS || NS | NS NS
0.0055 NS NS NS NS | NS NS SI | NS NS
0.006 NS NS NS NS | NS NS SI NS
0.0061 NS NS NS NS | NS NS SI SI NS
0.011 NS NS NS SI NS SI SI NS
0.013 NS NS ST SI NS SI SI NS
0.015 SI NS SI SI NS SI SI NS
0.018 ST NS ST SI NS SI SI NS
0.020 ST ST NS ST SI NS SI SI NS
0.050 SI SI NS SI SI NS SI SI NS
0.100 ST ST NS ST SI NS SI SI NS
0.160 SI SI NS SI SI NS SI SI
0.180 ST ST NS ST SI NS SI SI
0.200 ST ST NS ST SI NS SI SI SI
0.400 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.800 ST ST NS ST SI NS SI SI SI
: SI SI NS SI SI NS SI SI SI
1.0 ST ST NS ST SI NS SI SI SI
Recableadas 6 - 0 9 - 0 11 - 400
Agregadas | 1191 | 1588 - 869 | 1027 - 428 | 475 -

Tabla 4.2: Resultados de sincronizacion para N = 400 osciladores cadticos de Chua
generalizado, con condicion de conexion k£ = 1,2,5, usando los tres algoritmos de
mundo pequeno, donde A, es el algoritmo propuesto, Axw es el algoritmo Newman—

Watts y Aws para el algoritmo Watt—Strogatz.
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Por otro lado, en la Tabla (caso 1b), se muestran los resultados obtenidos
para una red compleja de N = 400 con condiciones de conexion k = 1, 2, 5, formada
por el oscilador cadtico Chua generalizado. Cuando la condiciéon de conexion k =1,
la red compleja generada con el algoritmo propuesto, presenta mayor facilidad para
alcanzar la sincronizacion. Para este caso, la red pas6 del estado no sincronizado
al estado con sincronizacion aproximada cuando p = 0.013. La sincronizacion
idéntica (SI en azul), es también alcanzada con mayor prontitud usando el algoritmo
propuesto para una valor de probabilidad p = 0.015, mientras que para Newman—
Watts, se necesita que p = 0.02. Si comparamos el Caso la (Tabla 41l y Caso 1b
(Tabla[4.2) para k = 1, podemos ver que al aumentar el tamafio de la red compleja,
el algoritmo propuesto mejora su habilidad para sincronizar en mayor proporcion
que el algoritmo Newmas—Watts, los cuales presentan eficiencias similares para redes
pequenias (Caso la cuando k = 1). El modelo de red generado por el algoritmo
Watts—Strogatz no fue posible sincronizar para esta condiciéon k.

Para las condiciones de conexion k = 2 y k = 5, las redes complejas generadas
con el algoritmo propuesto, pasan del estado no sincronizado al estado sincronizado
con mayor prontitud (p = 0.011 y p = 0.0055, respectivamente) que aquellas
generadas con el algoritmo Newman—Watts, las cuales requieren alcanzar primero la
sincronizacion aproximada. Es importante hacerle notar al lector, que al igual que en
los casos anteriores, a mayor condiciion de conexion k, menor serd la probabilidad de
transicion del estado no sincronizado al estado sincronizado. En cuanto al algoritmo
Watts—Strogatz, para N = 400 y k = 5, se requiere que p = 0.2 para alcanzar la
sincronizacion idéntica. Las ultimas dos filas de la Tabla proporcionan el nimero
de conexiones, recableadas y/o agregadas, por cada uno de los algoritmos para la
probabilidad en la que se alcanza la sincronizacion idéntica.

Es de suma importancia notar de estos valores, la diferencia existente entre
los algoritmos de Newman—Watts y el propuesto. Se puede ver que una pequena
diferencia en la probabilidad de transicion, se traduce en un nimero significativo de
enlaces que no es necesario agregar y/o recablear. Los eventos que mas se resaltan
son: N = 100 con k = 2 (Caso la — Tabla [L1) una diferencia de 43 enlaces no
agregados. N =400 con k = 1,2 (Caso 1b — Tabla [£.2]) una diferencia de 397 y 158
enlaces no agregados, respectivamente. Con esto podemos concluir que el modelo de
red compleja, generado con el algoritmo propuesto, presenta menor dificultad para

sincronizar, siendo necesaria una menor cantidad de enlaces agregados y recableados.
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Por otra parte, los resultados sugieren que la efectividad del algoritmo propuesto se
acentiia para redes complejas que se encuentran escasamente conectadas.

Por ultimo, se proporciona la siguiente evidencia de sincronizacion, obtenida de
las simulaciones numeéricas resumidas en las Tablas[L.IHA.2] correspondiente a una red
compleja de mundo pequeiio con [N, k, p| = [400, 2, 0.1], generada con el algoritmo
propuesto. La Fig. [L1] (a) muestra el error de sincronizacion existente entre 5 pares
de osciladores caodticos, elegidos aleatoriamente, para confirmar sincronia en el estado
y(t) a través de eq;, donde 1 < j < 5 representa las combinaciones yrs(t) — ysa(t),
Yo1(t) — yaz21(t), Yeo(t) — Yiso(t), yoo(t) — yos(t) v yi75(t) — ysss(t). La Fig. EII (b)
desplega el plano de fase de 4 osciladores caoticos elegidos aleatoriamente, donde
se confirma sincronia en el estado z(t), ademas del atractor caotico generado por la

dindmica final de la red compleja.

S
S o|+ L+
N _jol=1— ¢
-10 0 10
~ 10[F ==
~
N o+ 2+
N _qol=1— L
-10 0 10
© 10[F—1— 10[F =1 10[F =1
ﬁ ol 2+ o+ 2 + of+ o2+
N _jolrtio 1 _tolelio L BT P
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
z 4 Z
16 102 277
(a) (b)

Fig. 4.1: (a) Error dindmico de sincronizacion ey; obtenido del conjunto de ecuaciones
(@14)), donde 1 < j < 5 representa las combinaciones yrs(t) — ysa(t), yo1(t) — y121(t),
Yoo (t) — y1so(t), Yoa(t) — yo3(t) ¥ y17s(t) — ysss(t). (b) Comparacion entre las variables
z(t) de cuatro osciladores caoticos elegidos aleatoriamente y atractor caotico de 5

enrollamientos.

Finalmente, en la Fig. se verifica visualmente la sincronizacion en el estado
x(t) examinando su evolucion en el tiempo. De esta altima figura, se destaca un
fenomeno que llama la atencion, ya que todas las trayectorias de la red compleja,
convergen a una vecindad del origen, del orden de 1 x 1073, para alcanzar el régimen
de sincronia y parten de esa zona idénticamente sincronizadas. El fendémeno se
presento en las simulaciones que usaron el oscilador cadtico Chua generalizado.

A continuacion, damos paso a la presentacion de los resultados de sincronizacion
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Fig. 4.2: Evolucion temporal del estado z;(t), donde j = 2, 16, 35, 42, 48 fueron

elegidos aleatoriamente para confirmar sincronizacion.

usando el oscilador caotico Genesio—Tesi 3D.

4.2.2 Caso 2: sincronizacion usando Genesio—Tesi 3D

En la presente seccidon se proporcionan los resultados de la sincronizacion de
N2 = 300,500 osciladores caoticos Genesio—Tesi 3D, los cuales generan multiples
enrollamientos a lo largo de sus tres variables de estado. De acuerdo con la ecuacion

([@.3), cada uno de los osciladores cadticos que conforman la red compleja esta descrito

por
N
% = y— filyi) +c Zl,uijxia
]:
‘ 4.33
Yi = zZ— f2(2i), ( )
Zi o= —az; —ay; — az + afs(x),
donde

M?! Ny

fl(yi) = 2—31 9(7272&1) (yz) + Z:lgmzl) (yi)> (4-34)
M. N,

folz) = Zl g () + Zl g (1), (4.35)

Folw) = 3 g (20), (436)
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paral <i < Nymn = p+0.5+(1=1)(p+s+1), v = p+s+1, p =| min; j{u;"’+uj""} |,
¢ =] max; j{u;* + u;*"} |. Para cada nolinealidad f,(e), se usa la funcion nicleo
dada por la ecuacion (24]).

Las condiciones iniciales para cada oscilador cadtico son generadas,
aleatoriamente y sin repeticion, dentro del rango [—10, 10]. Los osciladores caoticos
son acoplados a través de su primer variable de estado, es decir, I' = diag(1, 0, 0).
Para obtener la fuerza de acoplamiento ¢, que es el parametro faltante, se analizara
la estabilidad del error de sincronizacion entre pares de osciladores cadticos, que a

su vez serd la garantia de que la red alcanza la sincronia.

4.2.2.1 Calculo de la fuerza de acoplamiento para el oscilador de
Genesio—Tesi 3D

A continuacioén, se presenta el procedimiento para obtener la fuerza de acoplamiento
¢, correspondiente al oscilador caotico generador de miltiples enrollamientos
Genesio—Tesi 3D, el cual esta descrito en el Capitulo 2l por las ecuaciones (2.3)-
(Z3). Este método fue propuesto en [102] y esta basado en la teoria de estabilidad
de Lyapunov. En general, se determinar que la estabilidad del sistema del error
de sincronizacion depende de la fuerza de acoplamiento ¢, de la cual es posible
determinar un rango que garantiza que las trayectorias del sistema convergen al
equilibrio, lo que implica que las variables de los osciladores cadticos involucrados
alcanzan la sincronia.

Considere cualquier par de osciladores cadticos de la red compleja (433) que
se encuentren acoplados. Definiendo el error de sincronizacion entre sus variables de

estado como

€1 = T1— Tg,
€ = Y1 — Y2, (4-37)
€3 = 21— 29,

obtenemos que el sistema dindmico del error de sincronizacion esta dado por

€1 = —2cer+ex— (filyr) — fiy2)),
€y = e3— (fa(z1) — fa(22)), (4.38)
ez = —aler+eg+es)+al(fs(w)— fa(x2)).

El punto de equilibrio del sistema (4.38]) se obtiene estableciendo €, = €y =

es3 = 0 y considerando que la convergencia al equilibrio del error, implica que las
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variables de estado de los osciladores cadticos involucrados tienden a la sincronia, es

decir, se cumple la ecuacion siguiente
Lim [lz1 1 21]" = [22 92 22]" || = 0, (4.39)

por lo tanto, las no linealidades fi(y), f2(z) y fs3(x) tienen el mismo valor y su

diferencia es cero, entonces

= —2cei + eq,
= é€s3, (440)
0 = —a(61+62+63),

de donde se deduce que el origen es el punto de equilibrio. Para estudiar la estabilidad

del punto de equilibrio, se propone la siguiente matriz simétrica

)

Il
_ O o
- > O

1
1, (4.41)
b

cuyos menores principales estan dados por b, b*, b(b* — 2), donde P es definida
positiva para b > /2. La funcién candidata de Lyapunov V(e) = e’Pe

correspondiente es

b 0 1 €1
1 1
V(e) = 5 |:€1 €9 63:| 0 b 1 €| = 5(()6% + 26163 + beg + 26263 + beg) (442)
1 1% €3

La forma matricial de la derivada de V(e) evaluada en las trayectorias del
sistema, es decir V(e) = —e’Qe, nos permite demostrar que V(e) es definida

negativa si mostramos la positividad de Q, donde

(2bc + a) —2(b— 2a) T(a+ba + 2c)
Q= | —1(b—2a) a —1(1+b—a—ba),| - (4.43)
%(a+ba+20) —%(1+b—a—ba) (ba — 1)

El primero y el segundo menor principal de Q estan dados por |M;| = 2bc + a
y |Ms| = a(2bc + a) — 1 (b — 2a)? respectivamente, donde puede verse claramente que
|Mi| > 0y | M| > 0 para ¢ > 0. El tercer menor principal es el determinante de

Q que esta en funcion del parametro del sistema a, el parametro libre b > /2 y la



52

fuerza de acoplamiento c, el cual se muestra a continuacion

|Ms| = —ac®+ (4a®* — 2a°b° — 2a°b + 4ab® + 6ab?
—10ab — 4a — 2b* — 2b*)c + (242 — a?b® (4.44)
—a?b+ ab* + b* — bab — a).

Sustituyendo el parametro del sistema a = 0.8 en la ecuacion (£.44), obtenemos

I OLC et (s DL

(4.45)
— (" — " + B+ 3),

que depende del parametro b > /2 de la funcion de Lyapunov y la fuerza de
acoplamiento c¢. En la Fig. [A3 se muestra el rango permitido de la fuerza de
acoplamiento que garantiza que |Ms| > 0, por lo tanto Q@ > 0y V(e) < 0, lo que
implica que el sistema dinamico del error de sincronizacion ([A38]), converge al punto
de equilibrio que es el origen y las variables de los osciladores cadticos involucrados

alcanzan la sincronfa, cumpliendo la ecuacion (£.39).
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Fig. 4.3: Rango de la fuerza de acoplamiento ¢ que garantiza que el sistema dindmico

del error de sincronizacion (4.38]) converge al equilibrio.

Caso 2: sincronizaciéon usando Genesio—Tesi 3D (continuacion)

Una vez descrito el procedimiento que se empled para obtener la fuerza de
acoplamiento c, se presentan en seguida los resultados de la sincronizacion de la red

compleja de mundo pequeno, la cual esta descrita por las ecuaciones (A.33]). La matriz
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de acoplamiento se genera como se explicd en la Seccion Il para una topologia
de vecino mas cercano con Ny = 300 (caso 2a), Ny = 500 (caso 2b) y las condiciones
de conexion periodica k = 1, 2, 5 para cada caso, a las cuales se les aplican por
separado los algoritmos de mundo pequenio descritos en el CapituloBl En la Tabla
[4.3] se proporcionan los resultados de la sincronizacion, donde la red compleja de
mundo pequeno esta compuesta por Ny = 300 osciladores caoticos Genesio—Tesi 3D
(caso 2a). Ahora puede llevarse a cabo una comparacion que determine el algoritmo
que produce el modelo de red compleja que resulta mas sencillo sincronizar.

Cuando la condiciéon de conexion k£ = 1 podemos ver que el algoritmo propuesto
propicia la sincronia en la red compleja para probabilidades muy bajas, siendo la
primera de ellas p = 0.002, que corresponde a recablear 1 y agregar 89 conexiones.
Mas importante atn es la probabilidad para la que se alcanza sincronizacion idéntica
(SI en azul), que corresponde al valor de probabilidad para el cual el algoritmo de
Newman—Watts solo es capaz de propiciar sincronizacion aproximada.

Para k£ = 2, como era de esperarse al aumentar el nimero de conexiones
existentes en la red compleja, es posible disminuir el valor de probabilidad minimo
requerido para alcanzar sincronizacion idéntica, el cual ha pasado de p = 0.01 para
k=1ap=0.003 para k = 2. Para esta condicion de conexiéon debe notarse que
el algoritmo propuesto no produce sincronizacion aproximada, pasando del estado
no sincronizado al estado sincronizado. Por otra parte, usando el algoritmo Watts—
Strogatz no fue posible propiciar la sincronia para las condiciones de N = 300 con
k=1,2.

Cuando la condicién de conexion k£ = 5, es posible sincronizar los modelos de
red compleja resultantes de aplicar los tres algoritmos, sin embargo, el algoritmo
que se propuso sigue teniendo ventaja sobre los algoritmos de Newman—Watts y
Watts—Strogatz. De igual manera que para k = 1, el algoritmo propuesto alcanza
la sincronia idéntica pasando previamente por sincronia aproximada, mientras que
el algoritmo Watts—Strogatz requiere que la probabilidad alcance p = 0.05 para
alcanzar la sincronizacion idéntica. En lo que corresponde a la red compleja generada
por el algoritmo de Newman—Watts, para 0.001 < p < 0.005 solo es posible alcanzar
sincronizacion aproximada en el estado x(t), mientras que y(¢) y z(t) no sincronizan,
por lo que ademas existe la sincronizacioén parcial cuando se emplea el oscilador
caotico de maltiples enrollamientos Genesio—Tesi 3D. Posterior a esos valores de

probabilidad, la red compleja puede alcanzar la sincronizacion idéntica.
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Resultados de sincronizacién
N 300 (Caso 2a)
k 1 2 5
D Amp Ay | Avw | Aws || Ap | Avw | Aws || Ap | Axw | Aws
0.000 NS | NS NS [ NS | NS NS [ NS | NS NS
0.001 NS | NS NS [ NS | NS NS SP NS
0.002 NS NS [ NS | NS NS SP
0.003 NS NS SI NS SP
0.004 NS NS SI NS SI SP
0.005 NS NS SI NS SI SI
0.006 NS NS SI NS SI SI
0.007 NS NS SI NS SI SI
0.008 NS NS SI SI NS SI SI
0.009 NS NS SI SI NS SI SI
0.010 SI NS SI SI NS SI SI
0.015 ST NS SI SI NS SI ST
0.020 SI NS SI SI NS SI SI
0.025 ST NS SI SI NS SI ST
0.030 SI NS SI SI NS SI SI
0.050 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.100 ST ST NS SI SI NS SI ST ST
0.500 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
ST ST NS SI SI NS SI ST ST
1.0 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
Recableadas | 3 - 0 2 - 0 6 - 75
Agregadas | 446 | 2228 - 133 | 354 - 173 | 217 -

Tabla 4.3: Resultados de sincronizacion para una red compleja de N = 300 con
k = 1,2,5 y el nimero de conexiones recableadas y/o agregadas para alcanzar

sincronizacion idéntica (SI en azul).



%)

Las ultimas dos filas de la Tabla [4.3] proporcionan el nimero de conexiones,
agregadas y/o recableadas, necesarias para que las redes complejas logren la
sincronizacion idéntica (SI en azul), donde puede verse que introducir la propiedad de
mundo pequeno de la manera propuesta, afecta en la proporcion que debe modificarse
la red compleja para llevar a cabo determinado proceso. Para este caso en particular,
fue posible alcanzar la sincronizacion idéntica recableando y agregando un ntimero
menor de conexiones que con los otros algoritmos descritos.

Para el caso donde N = 500 y la condiciéon de conexion k£ = 1, 2, 5,
los resultados son muy similares y se presentan en la Tabla (4.4 variando
unicamente los valores de la probabilidad en donde ocurre la transicion, ya sea
del estado no sincronizado al estado con sincronizaciéon aproximada, o del estado
con sincronizacion aproximada al estado sincronizado (sincronizacion idéntica). Los
detalles significativos son los siguientes: en primer lugar, el algoritmo propuesto
presenta valores de probabilidad de transiciéon, principalmente al estado con
sincronizacion idéntica, més cercanos a cero a mayor tamano de la red compleja
N, lo que sugiere mayor efectividad en redes grandes con condiciones de conexiéon k
pequenas.

En segundo lugar, el fenémeno de la sincronizacion parcial y aproximada,
generado por el algoritmo de Newman—Watts, se presenté para una condicion de
conexion k£ menor que en el Caso 2a y para probabilidades mayores, lo que sugiere
dificultad para propiciar la sincronizacién idéntica cuando la red compleja es grande
y se encuentra escasamente conectada.

Por ultimo, el algoritmo Watts—Strogatz presenté serias dificultades para
facilitar el fendmeno de sincronia cuando la condicion de conexion k es pequena,
siendo imposible sincronizar la red compleja de mundo pequeno generada para
k = 1,2. Para el caso donde k = 5, es posible alcanzar la sincronia en la red,
sin embargo hay que notar que el valor de transicion de la probabilidad es mayor al
Caso 2a, lo que sugiere limitaciones en el algoritmo para propiciar la sincronizacion
a mayor tamano de la red compleja.

Las ultimas filas de la Tabla (44 proporcionan el nimero de conexiones,
recableadas y/o agregadas, necesarias para alcanzar la sincronizacion idéntica en
las redes complejas generadas por cada uno de los algoritmos. Claramente puede
verse que este numero se reduce al usar el procedimiento propuesto para los casos

mostrados. Los eventos mas destacados son: para N = 300 con k = 1,2 el algoritmo



o6

Resultados de sincronizacién
N 500 (Caso 2b)
k 1 2 5
D Amp Ay | Avw | Aws || Ap | Avw | Aws || Ap | Axw | Aws
0.000 NS | NS NS [ NS | NS NS [ NS | NS NS
0.001 NS | NS NS NS NS SI | NS NS
0.002 NS NS NS SI NS
0.003 SP NS NS SI NS
0.004 SI SP NS NS SI SI NS
0.005 SI SP NS SI NS SI SI NS
0.006 ST SP NS SI NS SI ST NS
0.007 SI SP NS SI NS SI SI NS
0.008 ST ST NS SI NS SI ST NS
0.009 SI SI NS SI NS SI SI NS
0.010 SI SI NS SI SI NS SI SI
0.015 ST ST NS SI SI NS SI ST
0.025 SI SI NS SI SI NS SI SI
0.030 ST ST NS SI SI NS SI SI
0.050 SI SI NS SI SI NS Sl SI
0.070 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.100 ST ST NS SI SI NS SI ST ST
0.500 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
ST ST NS SI SI NS SI ST ST
1.0 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
Recableadas | 2 - 0 5 - 0 3 - 175
Agregadas | 497 | 994 - 619 | 1238 - 122 | 489 -

Tabla 4.4: Resultados de sincronizacion para una red compleja de N = 500 con
k =1, 2, 5y el namero de conexiones recableadas y/o agregadas para alcanzar

sincronizacion idéntica (SI en azul).
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propuesto permite alcanzar la sincronizacion idéntica, omitiendo el agregado de 1782
y 221 conexiones, respectivamente. Para N = 500y k = 1,2, 5, es posible sincronizar
la red compleja de manera idéntica, usando el algoritmo propuesto, omitiendo 497,
619 y 367 enlaces agregados, respectivamente.

Estos resultados nos permiten concluir, que el procedimiento propuesto para
introducir la propiedad de mundo pequeno, deriva en un modelo de red compleja
que resulta mas sencillo sincronizar, modificando la topologia en menor medida,
agregando menor cantidad de enlaces y recableando apenas una muy pequena
fraccion de los mismos.

Por otro lado, como evidencia de sincronia se proporciona lo siguiente: en
la Fig. A4l (a) se muestra el error dinamico de sincronizacién es; producido
por el conjunto de ecuaciones (43§)), para algunos pares de osciladores caoticos
elegidos aleatoriamente, donde 1 < j < 5 representa las siguientes combinaciones
Y54(t) — Yaas(t), Ys0(t) — Yoa(t), ya3(t) — ys0(t), Yoas(t) — Yaro(t) ¥ yor(t) — yasr(t), para
confirmar sincronia en el estado y(t) de los osciladores caoticos involucrados. La
Fig. .4 (b) presenta los planos de fase donde se confirma la sincronizaciéon en la
variable z(t) de 4 osciladores cadticos, elegidos aleatoriamente. El atractor caotico
de 2 x 2 x 2 enrollamientos, generado por la dinamica final de la red compleja es

mostrado también en esta figura.

Z47
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Fig. 4.4: (a) Error dindmico de sincronizacion ey; obtenido del conjunto de ecuaciones
([438)), donde 1 < j < 5 representa las combinaciones ys4(t) — yaas(t), yso(t) — yoa(t),
Y23(t) —Y50(1), Y245(t) — y2ro(t) ¥ Yo7 (t) — yss7(t). (b) Comparacion entre las variables
z(t) de cuatro osciladores caoticos elegidos aleatoriamente y atractor cadtico de

2 x 2 x 2 enrollamientos.
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Fig. 4.5: Evolucion temporal del estado z;(t), donde j = 22, 30, 36, 261, 341
fueron elegidos aleatoriamente para confirmar sincronizaciéon. Se aprecian dos grupos
sincronizados, uno formado por los osciladores cadticos 30 y 36 en negro y magenta
respectivamente y el grupo formado por los osciladores cadticos 22, 261 y 341 en

azul, rojo y verde, respectivamente.

Por dltimo, en la Fig. se verifica visualmente la sincronizacién en el estado
x(t) al examinar su evolucion temporal. Se resalta la presencia de sincronizacion por
grupos, ya que antes de alcanzarse un estado final de sincronia en la red compleja,
grupos de osciladores caoticos presincronizan a otra dinamica, que posteriormente
converge junto con las demas a un solo comportamiento sincronizado. El fenémeno
se presento en las simulaciones que usaron el oscilador cadtico Genesio—Tesi 3D.

Con estos resultados se da por terminado este capitulo, concluyendo que
el algoritmo propuesto, mostr6 mayor efectividad para propiciar el fenémeno de
sincronizacion en el modelo de red compleja que genera, agregando una menor
cantidad de enlaces que su competidor més cercano (algoritmo de Newman-Watts)
y recableando apenas una pequena porcion de los enlaces existentes. A continuacion,
damos paso al ultimo capitulo de este trabajo, donde se proporcionan las conclusiones

pertinentes y los trabajos futuros.



Capitulo 5
Conclusiones

Para finalizar el escrito, este capitulo de cierre proporciona las conclusiones
pertinentes sobre los resultados mostrados, haciendo énfasis en las ventajas de las
aportaciones descritas, pero sin olvidar mencionar sus limitaciones, las cuales crean
areas de oportunidad para continuar en esta linea de investigacion, estableciendo asi
los trabajos futuros, los cuales también son sugeridos aqui.

Por una parte, en lo que se refiere al algoritmo propuesto, podemos concluir lo
siguiente:

Como primer punto a resaltar esta la propuesta de un algoritmo para introducir
la propiedad de mundo pequeno a una red compleja. Esta metodologia mostro
efectividad para reducir la longitud promedio del camino mas corto L(N, k, p) entre
pares de osciladores cadticos, asi como para amortiguar la pérdida de coeficiente
de agrupamiento C (N, k, p), producida al introducir aleatoriedad en la topologia, ya
sea recableando (Algoritmo Watt—Strogatz) o agregando (algoritmo Newman—Watts)
enlaces.

El procedimiento propuesto es eficiente para reducir L(N,k,p) y atenuar la
pérdida de C'(N, k,p) en funcion, ya sea del tamaino de la red N o la condicion
de conexion k (Fig. BI4H3TH). Se mostro que el algoritmo propuesto, introduce
exitosamente la propiedad de mundo pequeno a una red compleja, generando
caracteristicas de L(N, k,p) y C(N, k, p) muy similares a las del algoritmo Newman—
Watts, pero con clara ventaja para propiciar el fenémeno de sincronizacion.

Por otro lado, en lo referente a la sincronizacion, es importante mencionar dos
fenomenos que llaman la atencion. El primero de ellos es que cuando la red compleja
estd formada por los osciladores caoticos Chua generalizado, todas las dindmicas

convergen a valores muy cercanos del origen, algunas veces del orden de 1 x 1073
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antes de sincronizar y surgen de esa zona sincronizados.

El segundo fenomeno de interés es la presencia de dos tipos de sicronia descritos
en este trabajo, siendo estas sincronia aproximada e idéntica. Se remarca el hecho
de que la sincronizaciéon aproximada, cuando existe en la red compleja de mundo
pequeno, se presenta siempre antes de la sincronizacion idéntica y para lograrla, es
necesario alcanzar un valor minimo de p, como se mostro6 en las Tablas [ZIHA4l Esto
sugiere que se cumple lo que se plante6 al inicio de esta investigacion, referente a que
es posible propiciar el fenémeno de sincronizacion a través de la manipulacion de la
topologia de la red compleja, lo que sin duda llevaria a una reducciéon de la fuerza
de acoplamiento c.

Es precisamente el valor de la fuerza de acoplamiento c el siguiente punto a

mencionar. Habiendo mostrado matematicamente, a través de los analisis descritos

en la Seccion L.2.1.1] y [4.2.2.7] la existencia de valores pequenos de ¢ que garantizan
la convergencia al equilibrio del sistema dinamico del error de sincronizacion. Las
simulaciones numeéricas nos permitieron comprobar, que los valores obtenidos son
igualmente efectivos para llevar una red compleja de mundo pequeno, formada por
osciladores cadticos de miltiples enrollamientos, al régimen de sincronia una vez que
ha sido alcanzado un valor minimo de p.

Por otro lado, se hace notar que al emplear una fuerza de acoplamiento pequena,
se genera una ley de control que resulta menos invasiva para el sistema completo,
lo que sin duda es una de las ventajas principales de emplear la metodologia
propuesta para obtenerla. Ademas, esto corresponde con el sentido de sincronia
que originalmente propuso C. Huygens, donde se busca que el fené6meno ocurra en
presencia de un acoplamiento casi imperceptible, como describié en su experimento.

Es importante hacer notar el efecto del algoritmo propuesto en el proceso de
sincronizar una red compleja de mundo pequeno. Como se mostrd y explicd en la
Seccion .2 con las Tablas[ZIHA4l existe un minimo de probabilidad p, necesario para
que exista la posibilidad de que la red compleja sincronice. Este valor minimo de
p suele presentarse mas cercano a cero cuando se emplea el algoritmo de mundo
pequeno propuesto, siendo su competidor méas fuerte el algoritmo de Newman—
Watts. Esta ventaja es importante considerando que ambos algoritmos, el propuesto
y Newman—-Watts, agregan la misma cantidad de enlaces para una probabilidad p
dada.

Otro fenémeno que debe ser mencionado, para propositos comparativos
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relacionados con la eficiencia de los algoritmos para propiciar la sincronia, es que
el modelo de red compleja generado con la metodologia de Newman—-Watts presenta
deficiencia para mantener la sincronizaciéon por intervalos de tiempo, un hecho
que seguramente estd relacionado con la pérdida de coeficiente de agrupamiento
C(N, k,p) para probabilidades bajas y que no sucede para el algoritmo propuesto.

La ventaja mas destacable de usar el procedimiento propuesto, para introducir
la propiedad de mundo pequeno en una red compleja, es sin duda la existencia de
una probabilidad de transicién menor que la necesaria cuando se utiliza el algoritmo
de Newman—-Watts, lo que se traduce en una buena cantidad de enlaces que no es
necesario agregar o recablear.

Por otro lado, el algoritmo Watts—Strogatz queda rezagado considerablemente,
ya que como se mostrd en las Tablas .IHA 4] para varios valores de N y k no es
posible sincronizar la red compleja de mundo pequeno que genera, siendo necesaria
la existencia de un nimero mayor de conexiones, es decir, una condiciéon de conexion
k mayor. Por lo tanto, se concluye que el modelo generado por el algoritmo Watts—
Strogatz, resulta dificil de sincronizar cuando la red esta escasamente conectada, es

decir, cuando se inicia con una condicidén de conexién k pequena.

5.1 Trabajos futuros

Concluiremos este escrito enlistando las dreas de oportunidad que pueden atenderse

para complementar este trabajo.

e Investigar la robustez del modelo de red compleja, generado por los tres

algoritmos de mundo pequeno, para propositos comparativos.

e Determinar si los resultados aqui presentados se cumplen para redes complejas

de mundo pequeno formadas por osciladores cadticos no idénticos.

e Implementar el algoritmo propuesto para
describir y modelar el comportamiento de sistemas de naturaleza bioldgica

o social, por ejemplo.

e Investigar la eficiencia del algoritmo propuesto en las estrategias de
inmunizacion empleadas en las emergencias epidemiologicas, ya que debido
al patron que se sugiere, es posible que se pueda contener, aislar o atacar una

zona especifica de la red compleja y su vecindad.
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e Implementar esta nueva estrategia en trabajos en los que la topologia de
mundo pequeno ha mostrado mejorar el desempeno o la capacidad que tienen
los sistemas para almacenar o procesar informacion, como redes neuronales
o memorias asociativas de Hopfield, asi como su capacidad para acelerar la

transmision de la misma.

5.2 Produccion cientifica
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