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CapriTULO 1

RESUMEN

José Daniel Mosquera Artamonov
Candidato para el grado de Maestria en Ciencias
en Ingenieria de Sistemas.
Universidad Autéonoma de Nuevo Ledn.

Facultad de Ingenieria Mecénica y Eléctrica.

Titulo del estudio:

EMPAQUETAMIENTO DE OBJETOS REGULARES
EN UN CONTENEDOR RECTANGULAR

Numero de paginas: 73.

OBJETIVOS Y METODO DE ESTUDIO: Determinar el efecto en el empaquetamiento
rectangular teniendo como parametros de control diferentes objetos y dos familias

de desigualdades validas. Usando metodos de solucién exacta.

CONTRIBUCIONES Y CONLUSIONES: En el embalaje sin permitir la telescopia se

noté que en los primeros 240 minutos de ejecucién del solver (30,60,120 y 240),
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tanto las desigualdades validas usadas como los diferentes objetos no presentan sig-
nificancia estadistica al 95 %, para la variable respuesta GAP (valor P>0.05). Dicho
fenomeno no es similar a los 480 y 600 minutos en donde el tipo de objeto si afecta
significativamente al GAP (valor P<0.05), pudiendose dar este patron principalmen-

te al crecimiento combinatorio del problema en esos instantes.

Los resultados aqui presentados son los primeros en donde se empaqueta mas
de 10 objetos similares de diferentes tamano en un contenedor rectangular, dado
que la gran mayoria de los trabajos restringen la cantidad de tamanos diferentes
a empaquetar a 8 aunado al analisis de fluctuacion del GAP a lo largo del tiempo

usando analisis de varianza.

Firma del asesor:

Dr. Igor S. Litvinchev
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INTRODUCCION

El precio de la grandeza es la responsabilidad.

Winston Churchill

Bosquejo
2.1. Imtroduccidén . . .. .. ... ... i e e 3
2.2. Objetivo . . . v v v v v i e e e e e e e e e e e e e 5
2.2.1. Objetivos Especificos . . . . . . ... ... ... 5

2.1 INTRODUCCION

Se ha percibido en las ultimas dos decadas un alto crecimiento demogréficos
en las ciudades, ahora transformadas en megaurbes. En dichas megaurbes con el
aumento de la densidad poblacional, se requieren con mayor frecuencia un volumen
alto de insumos bésicos (alimentos, agua, energia, gas) para vivir moderadamente.
Por lo cual se ha visto la necesidad de eficientizar los recuersos que se tienen con la
mira de obtener el mayor rendimiento posible de los mismos. Una de las necesidades
bésicas en las metropolis es el transladar el mayor niimero posible de productos en

un contenedor (regular o iregular), abarcar con el menor numero de torres de comu-
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nicacion un sector de la ciudad, establecer el numero idéneo de plantas distribuidoras
que abastezcan cierta zona o simplemente obtener el mayor niimero de piezas al mo-
mento de dividir un recurso (telas, metales, maderas), entre otros problemas. Dichas

necesidades parecieran ser diferentes sin algin aspectos en comun. [1].

Los mencionados problemas se pueden considerar pertenecientes a la misma
familia, conocidos como problemas de empaquetamiento de objetos (regulares o ire-
gulares ) en contenedores (regulares o iregulares). Teniendo como objetivo disminuir
el espacio desperdiciado en la mayoria de los casos, en otros casos anudan un obje-
tivo de seleccionar los objetos con mayor contribuccion para el tomador de decision,

Convirtiendose en un problema hiperativo para las necesidades actuales de la huma-

nidad.

El desarrollo de algoritmos exactos y/o heuristicos que permitieran anadir ob-
jetos regulares en un contenedor era una tematica con mayor atencién para los mate-
maticos ”puros”, pero en los ultimos anos ha recibido una considerable contribuccién
por investigadores enfocados al area de investigacion de operaciones motivados por

las diferentes aplicaciones existentes del mismo problema [2].

El problema de empaquetamiento se ha catalogado como un problema de op-
timizacion combinatorial, los cuales ademas son considerados pertenecientes a la
familia NP-Hard, puesto que no existe hasta el momento un algoritmo que pue-
da solucionarlo en tiempo polinomial. Muchos de los esfuerzos se han centrado en
desarrollar metodos heuristicos que permitan encontrar una buena solucién de este
problema en un considerable tiempo corto (de acuerdo a la aplicacién), brindando-
les algunas directrices a las heuristicas con la finalidad de disminuir el espacio de

busqueda y asi obtener una solucién factible en un tiempo considerablemente corto.

Este trabajo consta de cinco partes. Una introduccion, tres capitulos que desa-
rrollan los objetivos propuestos, resultados y las conclusiones. En la introduccién
se exhibe una corta motivacion del trabajo y los principales objetivos de la investi-

gacion. En el segundo capitulo se presenta el fundamento teédrico del trabajo. Una
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breve resena historica, que le permite al lector conocer los detalles mas relevantes
de la formulacion matematica sobre problemas de empaquetamiento, asi como algu-
nas generalidades técnicas que permitan sin ser especialista en el ramo, comprender
la terminologia usada y las diferentes vertientes que seran estudiadas. También se
presenta una corta sinopsis de las principales metodologias de optimizacion u y de
analisis que son usadas para el estudio realizado. En el tercer capitulo se despliega
la metodologia de investigacion realizada durante los meses de enero y diciembre del
2015 en el laboratorio de alto rendimiento del Centro de Investigacion y Desarrollo
Tecnologico perteneciente a la Facultad de Ingenieria Mecanica y Electrica de la
Universidad Autonoma de Nuevo Leon . En el capitulo cuarto contiene el analisis
de los modelos matematicos usados en la investigacién. Finalmente en el capitulo

quinto se exterioriza las conclusiones y recomendaciones de la investigacion.

2.2 OBJETIVO

Determinar el efecto en el empaquetamiento rectangular teniendo como para-

metros de control diferentes objetos y dos familias de desigualdades validas.

2.2.1 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Determinar el efecto existente en el embalaje rectangular teniendo como pa-
rametros de control los diferentes objetos umbral a 600 minutos permitiendo

telescopia.

2. Delimitar el efecto en el empaquetamiento rectangular usando como parame-
tros de control los diferentes objetos y dos familias de desigualdades validas en

un umbral de 30, 60, 120, 240, 480, 600 minutos sin permitir telescopia.
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MARCO TEORICO

El inteligente no es aquel que lo sabe todo
sino aquel que sabe utilizar lo poco que sabe.

Sebastian Cohen Saavedra

Bosquejo
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3.2.2. Empaquetamiento de objetos irregulares . . . . . . . . .. 28
3.3. Algunas aplicaciones de empaquetamiento . .. ... .. 31

3.1 PROBLEMAS DE EMPAQUETAMIENTO

Se considera como problema de empaqueta la necesidad que tiene las personas
de colocar determinado numero de objetos en un recipiende o contenedor [1]. Los

objetos que se intentaran poner en el contenedor pueden ser similares en forma
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geométrica (amplificados o reducidos) o no (ej: cuadrados, circulos, octagonos), el
contenedor puede ser cuadrado, rectangular, triangular entre otros figuras regulares

asi como iregulares [3].

El objeto circular se define como S = {z :|| x — 2o ||< R}, donde la norma
utilizada puede ser o no euclidiana. Se aproxima la forma del contenedor por una
malla, de tal modo que los centros de objetos se ubiquen en los puntos de la malla.
No se permite interseccion entre los objetos empaquetados. Ademads se asume que la
cantidad de articulos con tamano desigual es limitada o ilimitada. Un modelo para

empaquetamiento de objetos circulares fue formulado en [4]:

min 7o (3.1)

sujeto a:

Va4 yR+r <o i=1,...,.N (3.2)

o < dy j=1,...,Ni<j (3.3)

Este modelo impide el translape entre circulos y como lo nota el lector una de las

restricciones es no lineal generando que la region de busqueda sea no convexa.

3.1.1 ;COMO SE PUEDE CLASIFICAR LOS PROBLEMAS DE

EMPAQUETAMIENTO?

La facilidad de poder clasificar un trabajo de empaquetamiento permite deter-
minar, el grado de aportacién de dicha labor investigativa. Algunas ideas iniciales
sobre como discrimar las diferentes investigaciones, fue propuesto en [5], luego me-
jorado por [6]. En [5] se propone cuatro categorias especificas para la clasificacién.
Gran parte de esta seccion se basa en las ideas publicadas en los dos anteriores tra-
bajos, tomados como parte del conocimiento béasico para desarrollar y clasificar los

problemas de embalaje.
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1. Dimensién

Una dimensién

Dos dimension

Tres dimensién

Mas de tres dimensiones

2. Tipo de asignacién

= Se asignan todos los objetos

= No se asignan todos los objetos
3. Variedad de objetos

= Objetos similares

= Objetos de diferentes formas

4. Variedad de elementos Esta divisén hace referencia a la forma y cantidad de

los elementos

Pocos elementos

Elementos similares

Muchos elementos de muchas formas diferentes

Muchos elementos de pocas formas diferentes

Se ha podido notar en parrafos anteriores que el objetivo de los trabajos en
empaquetamiento es la eficiente colocacién de objetos en una seccién del contenedor
sin presentar superposicién entre los objetos, cumpliendo con una determinada fun-
cion de ganacia. Dado este objetivo la mayor complejidad radica en la geometria de
las figuras que se deben embalar en el contenedor. En donde hay figuras regulares

(circulos, cuadrados, etc) o figuras irregulares o asimétricas.
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La figura 3.1, presenta un ejemplo de empaquetamiento en un contenedor rec-
tangular en donde el caso A) tiene el embajala de figuras regulares, mientras que B)

muestra el empaquetamiento de figuras irregulares.

Figura 3.1: Empaquetamiento de figuras regulares e irregulares

3.1.1.1 PROBLEMAS DE EMBALAJE RECTANGULAR

En este problema se tiene n elementos I = {1,2,..n}, en donde se conoce
para cada elemento su respectivo ancho w;, asi como el alto h; del elemento I,,. Los
elementos deben ser ingresados en el contenedor rectangular, sin presentar translape
entre ellos de modo que maximicen/ minimicen una funcién de utilidad especifica.
En la literatura existen muchas variantes de este problema, pero se usan tres criterios

para clasificarlos.

= Tipo de asignacion
= Ordenamiento de los objetos
= ordenamiento de los elementos

Algunos de los problemas mas estudiados en la literatura son presentados a

continuacion.
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3.1.1.2 PROBLEMA DE STRIP PACKING

Dado n elementos (rectangulos pequenos), con su respectivo ancho w;, asi como
el alto h;, en donde hay un objeto grande (conocido como tira o strip), donde su
ancho W es fijo, pero su altura H es variable. Se tiene como meta reducir al minimo
la altura H usada de la tira, obligando que todos los elementos deban ser embalados.
En [7], se presenta el problema strip packing en dos y tres dimensiones para figuras
regulares bajo un algoritmo shaking. Mientras que en [8], se muestra el embalaje de

objetos irregulares. La estructura formal de este problema esta dada:

MinH (3.4)
Sujeto a:
0<z;<w; YieN (3.5)
0<y;<h; VieN (3.6)
(3.7)

Se presentan cuatro restricciones mas posibles para cada i y j.

i + Y < (3:8)
x;+y; < (3.9)
T + Y < X (3.10)
Yi + hi <y (3.11)
yithy <y (3.12)

Siendo (x;,y;) las coordenadas del borde inferior izquierdo del elemento 4. Las dos
primeras restricciones implican que todos los elementos, se deben colocar en el objeto
grande. Las siguientes cuatro ecuaciones protegen que los elementos colocados en
la tira no se translapen. En la figura 77, se presenta en A) una tira sin limite
superior en la cual se le debe introducir diferentes objetos rectangulares. B) presenta

el empaquetamiento de los mismos objetos de A, pero en dos contenedores finitos.
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A) B)

Hy T 4 6

|

6 : 5

Figura 3.2: Strip packing

3.1.1.3 PROBLEMA DE MINIMIZACION DE AREA

Se tiene n elementos, cada uno definido por su ancho w;, asi como el alto h;,
ademds se tiene un gran objeto cuyo ancho W y altura H son variables. La finalidad
de este modelo es minimizar el area total usada WX H considerando que todos
los elementos deben ser colocados dentro del gran objeto o tira. Dicho modelo es
muy usado en el transporte de carga, en donde se quiere disminuir el espacio usado
del contenedor. Puesto que una ineficiente utilizacion del mismo implicaria mayores
costos en el translado. En [9], Se presentan dos algoritmos (Busqueda de arbol,
genético) para la solucién de quince casos reportados en la literatura. En donde en
diez de ellos mejorar las soluciones encontradas e introduce nuevas instancias para
trabajos futuros. El modelo para este problema es muy similar al mostrado en la

subseccién anterior, en donde el principal cambio es la funcién objetivo.
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3.1.1.4 PROBLEMA DE BIN PACKING EN DOS DIMENSIONES

Se tiene n elementos, cada uno definido por su tamano a;, en donde se tiene N
contenedores disponibles de peso V. El objetivo es utilizar la menor cantidad posible
de contenedores que permitan embalar todos los elementos. Un modelo tipico para

este problema es presentado en [10], dicho modelo se ilustra a continuacién.
Min ) "y, (3.13)
Sujeto a:

N;>1 (3.14)

Zajmij S V’yl 1EN (315)

JjEN

d wy=1 jen (3.16)

iEn
yi; €{0,1} ien (3.17)
z;€{0,1} ienjen (3.18)

Donde y; = 1 si el contenedor (bin) es usado y ;; es el elemento j, en el con-
tenedor llamado como bin ¢ La restriccién 2.15 hace que al menos un contenedor
se deba abrir para guardar los objetos. La ecuacién 2.16, no permite que se pon-
gan mayor capacidad V en el contenedor N;, considerando los objetos puestos a;.
La siguiente restriccion hace que si, se abre un contenedor este tenga un objeto.

Finalmente las ecuaciones 2.18-2.19 son la naturaleza de las variables.

La figura 3.3, muestra el acomodo de diferentes objetos rectangulares en tres o
cuatro contenedores de igual caracteristicas (bin), siendo A) una buena solucién al

problema pero B) es la optima pues disminuye el uso de un bin en el embalaje.
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A)

BIN BIN BIN BIN
1 2 3 4

B)

BIN BIN BIN

C

Figura 3.3: Embalaje en bin

3.1.1.5 PROBLEMA DE LA MOCHILA EN DOS DIMENSIONES

Se tiene un conjunto I de elementos, para cada elemento i € I se le conoce
su ancho wy;, asi como el alto h; y un valor ¢;. Ademads se cuenta con una mochila
rectangular con ancho W y largo H. Se pretende determinar un subconjunto Ic1I
con un valor maximo total sumjcsc;, tal que todos los elementos [ € I pueden
ser empacados en la moquila. Uno modelo para el problema de la mochila en dos

dimensiones es presentado en [11].

Max Z Cix; (3.19)
i€Em
sujeto a:
> wihiw; < WXH (3.20)
€M
x; € {O,l,...,ui} (321)

x; copias de tipo rectangular (3.22)
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Adicionalmente en la anterior investigacién, se presentan dos metodos bien co-
nocidos en este problema, el de arriba hacia abajo y los enfoques de abajo hacia
arriba. Son mezclados en un algoritmo para resolver este problema. En donde en-
cuentran la solucién 6ptima en muchos de los casos en tamanos moderados, dejando

atras a los demas metodos en situaciones de gran tamano.

La figura 3.4 ilustra uno de los casos més conocidos del problema de la mochila

bidimensional, en donde se tiene como objetivo llevar el mayor peso posible al menor

costo.

Figura 3.4: Mochila bidimensional

3.1.1.6 CARGA DE PALETS (PALLET LOADING)

Se tiene una gran cantidad de elementos de idéntica configuracién (w,h) y un
objeto rectangular de capacidad grande (W, H), el objetivo es poner el mayor niimero
de elementos en el objeto rectangular, en este caso se permite que los objetos giren

90°.

En [12], representan el problema de carga de palets como un conjunto de pro-

blemas de independencia maxima para dividirlo por grupos. En donde los bordes
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de agrupacion inter se relajan con tecnicas lagrangianas. Despues con estos resul-
tados implementan un enfoque de generacién de columnas para el modelo obtenido
en el paso anterior. Finalmente proponer exterder la investigacion implementando
un Branch-Cut. En la figura 3.5 presenta una configuracién confiable de palet, pa-
ra movilizar mercancia en un vehiculo ademas de una estructura no segura para el

mencionado objetivo.

A)

g
= "”Lﬁ”’

Construir este

Este no

Figura 3.5: Empaquetamiento de palet

3.2 TRABAJOS REALIZADOS EN EMPAQUETAMIENTO

DE OBJETOS

En estd seccién se hara una revision de los diferentes trabajos realizados en em-
paquetamiento de objetos, sin discrimar el metodo de solucién (exacto o heuristico),
estructura del modelo (lineal o no lineal), Pero si hard una separacién si las figuras

son regulares o irreguales.
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3.2.1 EMPAQUETAMIENTO DE OBJETOS REGULARES

En 1995 [13], estudian el problema de empaquetar circulos con dimensiones
diferentes, dentro del mismo contenedor rectangular. Formulando un modelo de opti-
mizacién entera mixta no lineal, dicho problema es atacado con diferentes heuristicas
incluyendo un algoritmo genético.Probando las heuristicas con 66 problemas gene-
rados aleatoriamente.Presentando mejores resultados las heuristicas semialeatorias

y el algoritmo genético.

En 1998 [14], presentan el empaquetamiento denso de circulos dentro de un con-
tenedor circular, disertando con dos algoritmos de empaquetamiento, usando formu-
laciones no lineales y biojetivos. Teniendo un total de 65 circulos ingresados dentro

del contenedor circular.

Para el 2002 [15], usando una formulacién matematica no lineal proponen un
algoritmo bio-hispirado llamado ”Quasi-human algorithm”, dicho metodo busca el
lugar con mayor area para colocar el siguiente objeto y asi maximizar el area ocupada

del contenedor. Siendo esta una estrategia adactiva similar a la busqueda Tabu.

En el 2005 [16], Combinan la metodologia de la busqueda tabu con el algoritmo
de recocido simulado con la finalidad de evitar ciclismos, mejorar la diversificacién
y obtener una busqueda estocastica de gran alcance. Esta estragia se prueba con
algunos casos reportados en la literatura, obteniendo buenos resultados en el empa-

quetamiento de circulos en un contenedor circular.

En [17], Para el problema de embalaje de circulos desiguales en un contene-
dor rectangular de dos dimensiones desarrollan dos algoritmos golosos. En donde el
primer algoritmo escoje el siguiente circulo considerando el grado maximo de capaci-
dad del recipiente, imitando las estrategias humanas para este problema. El siguente
metodo, mejora el anterior en la estrategia de busqueda. Se realiza una comparacién
con los metodos publicados en la literatura para este problema. Finalizan el trabajo

proponiendo ingresarle a los algoritmos para embalaje la experiencia humana, en
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esta labor.

En el 2007 [18], realizan un trabajo en el empaquetamiento de frutas similares
de diferentes tamanos. Planteando un modelo de mezcla, el cual permite asignar
la probabilidad de origen del bin a las frutas, en los lugares de emparque preesta-
blecidos. Dandole una alta importancia a la trazabilidad del producto, puesto que
unido a una correcta agrupacion de las frutas con tamanos similares en el mismo
contenedor, permite un mayor precio de venta del insumo y por consiguiente mayor
rentabilidad para la firma. Los anélisis de la informacion los realizan usando estra-
tegias estadisticas y plantean un modelo bayesiado para determinar la inercia del

fenémeno.

En [19], Presentan un caso particular de empaquetamiento de circulos en un
contenedor rectangular para la industria de las motocicles con restricciones espe-
cificas acordes a la necesidad del cliente. Dichas restricciones son consideradas al
momento de realizar los cambios de entornos en las busquedas locales del algorit-
mo. Los resultados obtenidos por los investigadores permiten reducir el tiempo de
ejecucion del empaquetamiento de horas a segundos. Proponen para futuros traba-
jos introducirle inteligencia al metodo para que las decisiones realizadas en cada

iteracion dejen de ser aleatorias.

En el 2008 [20], desarrollan un algoritmo hibrido inspirado en tecnicas de re-
cocido simulado, busqueda de vecindad variable y técnicas constructivas para el
problema de empaquetamiento con restricciones tipo guillotina. Determinan que la
metodologia propuesta tiene una probabilidad del 86.43 % de encontrar soluciones

iguales o mejores a las reportadas en la literatura.

En este misma ano [2], realizan una revisién extensa de los problemas de em-
paquetamiento, con un enfoque académico vinculandolo con el practico. Los autores
enlistan a otros investigadores segun el problema de empaquetamiento que haya tra-
bajado (tipo de objetos), la estrategia de solucién (exacta o heuristica), la funcién

objetivo ( maximizacién o minimizacién. Para la seccién de problemas de empaque-
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tamiento en la industria presentan: el tipo de industria en donde lo aplicaron, el
tipo de circulos (uniformes o no), la funcién objetivo (Aprovechamiento del espacio
o economia) y finalmente la estrategia de solucién (exacto o heuristica). Ademads

describen los modelos matematicos tipicos para cada tipo de problema.

Tambien en el 2008[21], trabajan en un problema de embaje en tres dimensiones
de un Bin-Packing. Usan para obtener una solucién factible una estrategia construc-
tiva golosa (GRASP). Dicho planteamiento tiene restricciones de estabilidad para
los productos, es decir no se permite el conjunto de insumos empaquetados que pre-
senten rotacion. Establecieron condiciones suficientes de optimalidad anudado a una

estrategia de mejora.

En [22], Usan una mezcla de busquedas locales, estrategias de optimizacién
global para el problema de empaquetamiento de circulos en un contenedor circular.

la fortaleza de su metodologia se entra en:

1. Optimizacion local estandar. La cual permite rapidamente reducir espacios de

busqueda.

2. Movimientos locales. Con la finalidad de escapar de optimos locales y seguir

en la busqueda del incumbente.

3. Diversificacién de poblacion. Evita quedar atrapado en una opcién muy ac-

tractiva pero por debajo del optimo local.

En el 2011 [23], realizan trabajos para introducir objetos circulares de igual
dimensién en un contenedor circular. Disenan un metodo casi-fisico para la opti-
mizacién global de las instancias. Mencionan que este problema es una instancia
clasica para discriminar los algoritmos bueno de los mediocres. Usan una funcion de
energia para solucionar el problema, la cual emplean en diferentes simulaciones para
demostrar la robustez de la metodologia propuesta. Orientan futuras investigaciones

a trabajar en el empaquetamiento de elipses y circulos no homogeneos en contene-
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dores circulares o rectangulares con la metodologia propuesta por ellos con algunas

pequenas modificaciones en la estragia constructiva.

En [1], Desarrollan una heuristica inspirada en la busqueda de espacio para el
problema de embajale de circulos para diferentes contenedores (circula, cuadrado,
rectangulo, tridngulo isésceles y semicirculo en dngulo recto), en donde la formulacién
que usan es un modelo de optimizacién no lineal. Los resultados obtenidos mejoran a
los existentes en la literatura donde se bajan en la busqueda de espacio. Presentando
una gran diferencia con aportaciones previas en el uso de restricciones que limitan

el rango de moviento para colocar el centro de los circulos.

En el 2012 [24], Presenta el problema de empaquetamiento de una cantidad
maxima de circulos idénticos en un dominio multiconexo. Plantean un modelo ma-
tematico para este problema, el cual es probado con la construccién de puntos de
partida de forma aleatoria. Se emplean desigualdades activas para mejorar el ren-
dimiento del modelo. Finalmente hacen énfasis que el enfoque propuesto puede ser

extendido a una implementacién de parelalizacion.

Para el 2013 [3], presentan el embalaje de circulos de diferentes radios en di-
ferentes contenedores, siendo estos rectangulos y triangulos,con el fin de evitar el
sobreposicionamiento de los objetos. Se apoyan de una formulacién no lineal para
solucionar el problema, usan una descritizacion del contenedor para colocar los ob-
jetos a dentro. Estos autores hicieron una metodologia para determinar una solucion
factible, reemplazando las restricciones por desigualdades lineales aproximadas. Di-
cha estrategia no todas las veces da soluciones optimas, presentando casos que la

solucién es infactible.

Tambien [25], trabajan un problema de embalaja bi-dimensional optima de rec-
tangulos en un contenedor circular. Desarrollan una formulacién matemética nolineal
entera mixta, con la finalidad de resolver rapidamente los problemas de pequena em-
bergadura. En los casos de mayor complejidad, se estructura dos metodos heuristicos:

uno constructivo en donde se colocan rectangulos de mayor tamano y posteriormen-
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te los de menor tamano. El segundo es la implementacion del recocido simulado, en
donde se considera una serie finita de rectangulos los cuales son incluidos en una
funcién de construccién. El enfoque constructivo presenta una eficiencia del 91.3 %,
aunque la estrategia de recocido simulado desarrolla patrones de embalaje, con una
eficiencia del 93.6 % del contenedor. Para poder aumentar este rendimiento se tu-
vo que utilizar mayor tiempo de maquina en los peores casos (>1h). Brindando a
la comunidad cientifica como industrial dos estrategias diferentes de acuerdo al ta-
maino del problema. Aunque los autores mencionan la aplicacion de estas estrategias

a empresas del ramo forestal, no usan restricciones tipo guillotina.

Galiev et al, presentan en [26] la discretizacién del contenedor en donde cada
punto con coordenadas x,y son es un posible lugar en donde colocar un objeto,
volviendo el problema en un problema de decisién ( colocar o no un objeto en la
posicién xi, yi) Estructuran un algoritmo heuristico inspirado en el modelo lineal que
proponen. La metodologia que usan permite ser utilizada en cualquier contenedor,
obteniendo muy buenos resultados. Aunque los resultados obtenidos presentan menor
eficiencia que otros propuestos anteriormente, la metodologia descrita no le afecta el

tipo de contenedor convirtiendo este aspecto en una fortaleza del trabajo.

En [27], presentan una corta disertacién para dos realciones en un problema
de empaquetamiento de esferas, asi como particulas cubicas y discos circulares. Los

resultados validan hallazgos practicos asi como simulados.

En [28], emplean tres algoritmos de emjambre inteligente (colonia de hormi-
gas, Algoritmo de colonia de abeja artificial y optimizacién swarm) para resolver el
problema de embalaje circular con restricciones de equilibrio. Para los tres algorit-
mos implementados el algoritmo que presenta mejores resultados es colonia de abeja

artificial por su estabilidad y equilibrio.

En [29], trabajan en una formulacién para el empaquetamiento de circulos en
un contenedor rectangular teniendo en cuenta desigualdades validad y el anidamiento

de los objetos embalados. Presentan los resultados computacionales para diferentes
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configuraciones de los contenedores, asi como teniendo relajado el modelo en las

restricciones mas exigentes.

La figura 3.6, muestra el empaquetamiento de circulos con diferentes radios,
en la cual se le permite al objeto de mayor tamano anidar otros objetos de menor
dimension a el, dicha figura fue obtenida despues de diez minutos de ejecucién del
modelo utilizado en esta investigacion. La figura es colocada para ejemplificar el

empaquetamiento de objetos regulares en un contenedor rectangular con telescopia.

Figura 3.6: Anidamiento de circulos

En el 2014 [30], consideran el problema de empaquetamiento binario en dos
dimensiones (2DVSBPP), usando restricciones de tipo guillotina. Parten de un al-
goritmo de embalaje bin mixto (MixPacking), para el caso del problema solo Bin,
posteriormente desarrollan un algoritmo de retroceso que vincula el bin mixto para
resolver el (2DVSBPP). Prosiguen mejorando las soluciones encontradas con una im-

plementacion de un algoritmo de recocido simulado y busqueda binaria. Los resulta-
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dos encontrados por los autores hasta el momento superar a los algoritmo conocidos.
Siendo uno de los aportes de los autores la posibilidad de retroceso del algoritmo,

asi como la metodologia de mejora de la puntuacion.

En ese mismo ano [31], presentan un problema de empaquetamiento multiobje-
tivo con dos dimensiones. En donde hay un numero finito de contenedores, teniendo
el peso y la longitud de los articulos a colocar en el embalaje, se busca la optimiza-
cién de tres funciones de costo. Siendo el primer objetivo, utilizar el menor numero
de contenedores. El segundo es la minimizacién maxima de un bin. Finalmente el
tercer objetivo pretende equilibrar la carga dentro del contenedor. Desarrollan dos
diferentes metaheuristicas centradas en poblaciones, a los algoritmos estructurados
se les brinda la habilidad de ser adactivos a lo largo del tiempo con la finalidad de

ajustar los parametros durante el proceso de busqueda.

En [32], formulan un modelo lineal entero para el problema de empaquetamien-
to de circulos de radios diferentes. Usan una cuadricula rectangular para aproximar
el contenedor de los objetos, en donde cada punto de la cuadricula es un posible lugar
en donde poner el circulo. El modelo binario planteado es solucionado con programas
comerciales, pues proponen dos familias de desigualdades validad que ayudan a la
eficiencia del sistema operativo. Proponen para futuras investigaciones realizar tra-
bajos implementando relajaciones Lagranjeanas, tecnicas de descomposicion o otras

familias de desigualdades validas.

En [33], desarrollaron diferentes formulaciones lineales interas para el problema
de empaquetamiento de circulos en un contenedor rectangular. En donde el primer
modelo que plantean tienen mejores resultados que los otros. El modelo usado es
facilmente escalable a problemas de mas dimensiones y de diferentes formas del con-
tenedor. Ademas desarrollar unas restricciones que permiten la anidacion de circulos

dentro de otros.

En el 2015 [34], trabajan en un problema de embajala con un contenedor rec-

tangular fijo del mismo tamano pero los objetos a empacar presentan diferentes
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dimensiones. Usan una discretizacion del recipiente para determinar en que lugar
colocar determinado objeto. Transformando el problema en un modelo de gran esca-
la, para el cual emplean desigualdades validas para mejorar el tiempo de ejecucion.
Posteriormente cambiando la norma euclidiana usada almacenan elipses, rombos y
octagonos demostrando la fortaleza que tiene el modelo matematico formulado. Pro-
ponen enfatizar esfuerzo en el desarrollo la generacién de las desigualdades validas
para el caso de anidacion, asi como la implementacién de relajaciones Lagranjeanas

y heuristicas correspondientes para esta tecnica.

En [35], plantean un modelo entero para un problema de empaquetamiento
vectoriar bidimensional con funcion de costos lineal a trozos (2DVPP-PLC). Dicho
problema surgue de la necesidad que tiene la industria textil de enviar sus productos
por el servicio de mensajeria. Donde se considera el peso y el volumen del contenedor
y se tiene como objetivo minimizar el costo del envio. Hacen un algoritmo de busque-
da local iterativa para poder solucionar instancias grandes y que permita mejorar la
calidad de la solucion cada vez més. Invitan a la comunidad cientifica que desarrolle

metodos exactos de gran escala para este problema especifico (branch-and-price).

En [36], Desarrollan un algoritmo genético de agrupacién con control en el gen
de transmisién(GGA-CGT), para el problema unidimensional Bin. Dicho metodo
permite estimular la herencia de los mejores genes en los cromosomas,sin perder
el balance entre la diversificacion e intensificacién. En donde los mejores genes son
agrupados en un nuevo conjunto de operadores genéticos. La evolucién es controlada
con una tecnica de reproduccién que limita el espacio de exploracion, impidiendo
que el algoritmo converga precosmente. Dicha metodologia presenta muy buenos
resultados para diversos problemas de tamano y estructura. Este metodo presenta
gran numero de parametros que deben ser calibrados. Dicho algoritmo presenta bajo
rendimiento en ciertos problemas clasicos, que hasta el momento no es claro para la

comunidad que los vuelve complejos.

En [37], usan la accién espacial (ASGO) para la optimizacién global de un
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problema de empaquetamiento de circulos de radios diferentes en un contenedor
cuadrado. Realizan el empaquetamiento de los circulos en el contenedor, consideran-
dolo como rectangulo. Los elementos que presentan mayor deformacién son movidos
para corregir este problema. La aproximacién del objeto circular a un rectangulo
facilita la busqueda de espacio factible para un objeto. En el proceso de busqueda
se usa la estrategia tabu con el fin de prevenir ciclos y mejorar la diversificacién.
Realizan una estrategia de intercambio de circulos de posicién con la finalidad de
aumentar la diversificacion del sistema. Usan 68 instancias de prueba de la lectura
(Packomania), en donde el 92 % de las instancias usadas presenta mejores resultados
que los reportados actualmente. La metodologia usada permite estimar con una baja
complejidad computacién las posiciones y tamanos de los espacios vacantes para una
configuracion especifica. Proponen la extensién de este metodo a tres dimensiones,

asi como considerar contenedores acotados (circular o rectangular).

En [38], presentan un algoritmo de reduccién dindmica el cual transforma una
instancia inicial a una serie de instancias del problema de empaquetamiento rectan-
gular (contenedor rectangular, objetos rectangulares de diferentes tamanos). incor-
poran una metodologia de compactacién para compartar el diseno resultante por
medio de movimientos alternativamente de izquierda, hacia abajo o a la esquina
inferior izquierda con la finalidad de obtener un rectangulo envolvente de menor ta-
mano. Usan 28 instancias reportadas en la literatura para demostrar la eficiencia y
superioridad de la metodologia propuesta a comparacion de resultados existentes a

la fecha. Esta extrategia tiene una complejidad computacional de O(n6).

En [39], consideran el problema de empaquetamiento de circulos de diferen-
tes radios en un contenedor rectangular de tamano constante. Con la finalidad de
maximizar la cantidad de circulos colocados en el contenedor o minimizar el drea
residual del recipiente. Resuelven un modelo de gran escala, discretizando el area
del contenedor en un cuadriculas. Se usa un programa comercial para resolver este
modelo, apoyandolo con la implementacién de desigualdades validas. Segun los re-

sultados obtenidos las desigualdades validas mejoran la eficiencia del modelo, dichas
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desigualdades pueden ser usadas para cualquier tipo de objeto. Proponen implemen-

tar las desigualdades validas para los casos en que los objetos empaquetados estan

anidados.
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3.2.2 EMPAQUETAMIENTO DE OBJETOS IRREGULARES

En el 2006 [40], Presentan un algoritmo heuristico para el problema de dos
dimensiones de cortes irregulares. Dicho metodo permite el empaquetamiento de
objetos representados bajo lineas y ademas facilita embalar objetos que tienen ar-
cos. Los problemas fueron solucionados con un tiempo de ejecucion de maquina de
cinco minutos. En donde hacen incapie de la poca inesistencia de instancia reales

(industriales) para este problema.

En [41], Implementan un algoritmo hibrido para resolver el problema de em-
baquetamiento irregular. Usan un algoritmo de simulaciéon recocida para guiar la
busqueda, ayudados de modelos de programacién lineal optimizan localmente cada

disetio.

En el 2012 [42], Desarrollan un hibrido entre las metaheuristicas de GRASP
y recocido simulado para el empaquetamiento de figuras convexas y no convexas.
Como en otros articulos discretizan el espacio para determinar en que lugar colocar

el objeto y no tener problemas de translape.

En el 2013 [43], Trabajan en el desarrollo de un algoritmo genético con proce-
dimiento goloso (inferior izquierda) para solucionar la jerarquizaciéon de dos dimen-
siones. Resuelven algunos casos teoricos asi como una consultoria para la industria

textil.

Mientra que [44], Formulan un modelo entero mixto, en donde las variables bi-
narias estan asociadas con un punto discreto del tablero, y un tipo de pieza. Con este
modelo se resuelve a optimalidad instancias méas grandes de problemas de anidacién.
Hacen alucién que hasta el momento no hay soluciones optimas para la anidacién

de mas de siete piezas.

En el 2014 [45], abordan el embajalade de figuras poligonales (no convexas),

por medio de un algoritmo genético unido a una regla de colocacién (inferior izquier-
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h

Figura 3.7: Empaquetamiento irregular

da).Hacen una estrategia de mejora en la cual cambian los poligonos més estrechos
entre si. En donde prueban este enfoque con instancias reportadas en la literatu-
ra y un caso de estudio en la industria textil. Proponen trabajar en modelos de

programacion lineal para la compactacion de este tipo de empaquetamiento.

En [46], Desarrollan un algoritmo que utiliza la idea de la diferencia entre
el drea de un coleccién de poligonos y el area del casco convexo. Trabajando el
empaquetamiento de figuras irregulares en un contenedor irregular y regular. La
asignacion en el contenedor se realiza por medio de pruebas de factibilidad (la prueba
de angulo, prueba con destino, la inclusion y la prueba de punto de interseccién de
poligonos). Los casos conocidos de la literatura son probados, en donde se obtienen
resultados competitivos. En figura 3.7, se muestra el empaquetamiento de figuras

irregulares [47].

En el 2015 [48], Trabajan en crear una configuracién compacta de elementos
bidimensionales dentro de un recipiente rectangular sin solapamiento. En dicho caso
la longitud del recipiente es variable y se permite cuatro diferentes orientaciones
para los elementos. Protegen la infactibilidad en translapes de los elementos con

una heuristica constructiva, la cual va colocando un elemento a la vez. Se usa un
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algoritmo de recocido simulado para controlar la secuencia de introduccién en el
contenedor asi como guiar la busqueda sobre espacios de busqueda. Proponen varias
heuristicas para atacar este problema, los cuales son probados con instancias de la
literatura. Encontraron que la densidad de disposicién y el tiempo de ejecucién estan

relacionados con la heuristica de colacacion adactada.

En [49], Generan un procedimiento de bisqueda adaptativa aleatoria goloza
(GRASP) para el problema de empaquetamiento de figuras irregulares. Dicha im-
plementacién no depende de la forma de la pieza, siendo capaz de embalar hasta
30 objetos de siete diferentes tipos a optimalidad. Igualmente como muchos autores
comparan los resultados con los reportados en la literatura. Este enfoque mejoro 9
de 16 casos probados, para los deméds casos se obtuvo una brecha (Gap) de 2.4 %,
ademas de las ideas usadas en el preprocesamiento permiten que el algoritmo sea
méas rapido y presente mejores resultados. Finalmente proponen mejorar el metodo

de busqueda local con una metodologia de busqueda tabu.

En [47], proponen un modelo semicontinuo entero mixto para el problema
de empaquetamiento bidimensional de formar irregulares. En donde el eje Y es
discretizado pero el eje X es continuo. Este enfoque permite encontrar soluciones
optimas para problemas de pequenos y hacer frente a los de gran envergadura. Como
es de esperarse la solucion optima para modelos discretos depende de la etapa de

discretizacion que se este utilizando.

En los anteriores parrafos se ha visto, las diferentes estrategias usadas para cla-
sificar los problemas de empaquetamiento, Los problemas mas estudias asi como los
trabajos relacionados en el empaquetamiento de objetos regulares e irregulares, En
los siguientes parrafos se hara enfasis en las diferentes aplicaciones de esta estructura

matematica.
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3.3 ALCUNAS APLICACIONES DE EMPAQUETAMIENTO

En estd seccion se hara mencion a la utilizacion de ideas o modelos matematicos
para resolver problemas de empaquetamiento usadas por profesionales alejos a la
ingenieria de sistemas o investigaciéon de operaciones, ingenieria de produccion o

ingenieria industrial.

En [50], utilizan un modelo de empaquetamiento para la generacién de super-
capacitadores dado a la necesidad de satisfacer la creciente demanda de contenedores
de alta potencia en dispositivos renovables dado que tienen limite de uso extendido
en comparacion con las baterias tradicionales. Dicho modelo evidencia el impacto
significativo de los factores geométricos, araigados principalmente en tres parame-

tros:

= Distribuccion del tamano del poro.
= Tamano iénico.

= Volumen de poro.

Teniendo como variable de respuesta la capacitancia gravimética del manoma-
terial. En la figura 3.8, se presenta el embalaje de iones para desarrollar un super-
capacitor, en donde dependiendo del tamano del poro se tiene diferentes respuestas

siendo redistribuidas en cinco secciones [50].

En [51], presenta algunas de las limitaciones y consecuencias del cierre de emba-
laje en la geometria de los materiales filamentosos o columnares que tienen texturas
poco comunes. Demostrando una fuerte conexién entre la geometria de interfilamento

y la geometria de las superficies no euclidianas.

En [52], investigan el efecto de la densidad del empaquetamiento geométrico en

la extraccion de luz de nitruro III, en emisores de luz con matrices de microesferas
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Figura 3.8: Embalaje de inones

y la relacién de didmetro. Los resultados muestran la importancia de tener un he-
Xagono asi como un empaquetamiento compacto en la configuraciéon de la matriz de
microesferas monocapa para lograr la maxima eficacia de la extraccion. En la figura
3.9, se muestra la radiaciéon luminosa de campo lejano de los patrones en los LED
con hexagonal a) y b) , mientras que c), d) son arreglos de microesferas monocapa,
Estos dos geometrias de embalaje tienen diferentes exposiciones en sus diagramas de
radiacién, lo que implica la mejora de la intensidad de la luz en la direccién normal

y un angular mas grande en la distribucion en comparacion con los LED planares.

(6/90)sin(0)

Figura 3.9: Electronica

En [53], Identifican algunos de los patrones que permiten a una célula mostrar
morfologias diversas asi como estructuras dinamicas durante el desarrollo. Siendo

dichos patrones similares al empaquetamiento rectangular en epitelios revelando un
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procedimiento para la generacién de estructuras altamente ordenadas durante el

desarrollo de la celula.

En [54], Se presenta un modelo para el cambio continuo en el dominio poroso
geométrico asi como la permeabilidad produciendo la filtraciéon de una membrana,
en donde la densidad del empaquetamiento se convierte en un factor significativo en

la transferencia de masa.

En la Figura 3.10, se esquematiza las condiciones de contorno asociadas para
la representacion del trabajo, en donde se estudia la densidad del empaquetamiento
y su significancia sobre el crecimiento de la torta espacial a lo largo de la fibra.
Llamando el interés de los modelos que se describen en los flujos y el crecimiento
de la torta, conviertiendose en herramientas eficientes para analizar el efecto de la

geometria del dispositivo de filtracién, el rendimiento filtracion entre otros.

P=P,

du
or L

Figura 3.10: Modelando el efecto de la densidad

Uno de los usos de los modelos de empaquetamiento, més conocidos estéan fo-
calizadas en las labores que desarrollan en las industrias madeleras como textiles.
En donde se requiere cortar cierta producto por ejemplo madera con la finalidad de

maximizar la utilizacion del recurso. Los problemas de corte tienen una pequena di-
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ferencia a comparacion de los problemas de empaquetamiento siendo esta la divisién

tipo guillotina en el recurso que se esta seccionando [25].

rectangulares. En donde a) es la solucién obtenida bajo una heuristica y b) es el

En la figura 3.11, se presenta el corte de un material circular, en secciones

incumbente encontrado por medio de una meteheuristica.

truccién de edificaciones, por supuesto seria tridimensional. En [55], muestra un
panorama general de las edificaciones arquitectonicas que estan relacionadas con fi-

guras poliédricas. La figura 3.12, presenta diferentes edificaciones actuales que son
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Figura 3.11: Corte de bloques de madera

formadas bajo esquemads geométricos.

telecomunicacion. En donde se tiene el objetivo de con el menor numero de torres

posible abastecer al mayor numero posible de personas de una determinada localidad

[56].

Es claro que un modelo de empaquetamiento es posible usarlo en la cons-

Figura 3.12: Arquitectura

Otra de las aplicaciones es el cubrimiento de zonas terrestres por torres de
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Solo triunfa en el mundo quien se levanta y busca
a las circunstancias y las crea si no las encuentra.
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Bosquejo
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LOS parametros del modelo son cantidad de objetos embalados en un conte-
nedor rectangular, cantidad de objetos minimos y maximos empaquetados, asi una
restriccion que no permite que los circulos se salgan del contenedor y se intersecten

entre ellos. Las cuales serdan detalladas mas adelante.

Indices de arreglos
i. Nimero de puntos sobre el contenedor.

k. Tipo de objetos iguales de escalas similares.

Parametros
my. Cantidad de objetos minimos que se deben embalar.

M. Cantidad de objetos maximos que se deben embalar.

33
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Ry.. Radio del objeto k.
Nji.. Cantidad de puntos totales en la malla siendo definidos

gy lii#5,di; < R+ Ry

Parametros de preprocesamiento

d;;. Distancia euclidiana entre el punto ¢ y j.

k

a;;, estd definido segun:

dij<Rk =1

Variables de decision
x¥. Indica si en el punto z; se coloca el objeto de dimensiones k.

xé Indica si en el punto x; se coloca el objeto de dimensiones .

La naturaleza de las variables

z¥ € {0,1}, Siendo un modelo de programacién entera

4.1 MODELO MATEMATICO

Maximizar
> Rk (4.1)
i€l keK
Sujeto a:
mp <Y af <M, keK (4.2)
el
doaf<1 iel\F (4.3)

keK
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Ryxf <mind,; i€l,keK (4.4)
jer

wf+ a5 <1 para i€l keK(jl)€ Ny (4.5)
YN akak<1iel (4.6)

keK jel
i+ Y ah<1liel kek (4.7)

Jidij <Ry

¥ e{0,1} icl, keK (4.8)

4.1.1 FuNciON OBJETIVO

La funcién objetivo consta de una parte, en la cual se va sumando el area del

objeto k embalado, en el punto 1.

S i

i€l keK

4.1.2 RESTRICCIONES

La primera restriccion del modelo hace referencia a la cantidad minima y maxi-
ma de objetos tipo k, empaquetados en el contenedor rectangular.
mk§2xf§Mk ke K
iel
La segunda restriccion protege que a lo maximo para cada punto de malla
se coloque un objeto de tipo k, se excluye de estd posible asignaciéon a los puntos
ubicados en la frontera del contenedor.
Y ab<1 iel\F
keK

La tercera restriccion esta vinculada al cuidado de que el objeto tipo k, no se

salga por arriba, abajo, izquierda o derecha del contenedor. Esta es una restriccién
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de frontera que varia en consideracién de la estructura del contenedor

Rpat < Ijnefgd,,j icl ke K

La cuarta restriccion es la que determina que forma tendra el objeto embalado,
considerando la normas euclidianas mostradas en la tabla 4.1. Dichas normas son
usadas como un preprocesamiento, para darle las bondades de los modelos lineales
enteros al modelo usado en estd investigacién ademas de impedir el translape entre
objetos.

af + 25 <1 para i€l keK(jl)e Ny

Objeto | Norma
Cuadrado | Max {| z |,| v | }

Rombo |z |+ |y |

Circulo Va2 + y?

Octégono | Max {| @ |,| y |, (1v2)(|z1] + |22])}

Tabla 4.1: Normas de diferentes figuras

La quinta restriccién es una desigualdad validad que conside

ZZafjxfgl 1e€1

keK jeI

Finalmente la sesta restriccion es otra desigualdad validad; en [32], se realiza

una detallada explicacién de estas desigualdad.

i+ > adb<liel kek

J:di; <Ry

4.1.2.1 ANIDACION

Hasta donde se ha descrito el modelo no se permite que un objeto, que se esta

empaquetando este contenido en otro objeto de menor escala.Para lo cual es necesario
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cambiar el conjunto factibles de puntos candidatos N, Dado que la restriccién dos
solo permite por cada punto de malla o lo mas un objeto suscripto en el, para
permitir que se genere la anidacién de los objetos se requiere adicionar un caso al

preprocesamiento que se hace para formar la cuarta restriccién.

Qik:{j,lii#j,Rk—gk—Rl <dij < Ri+ Ry, R — gk >Rl} (49)
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5.1. Equipo computacional . ................... 41
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5.3. Supuestos considerados . . . ... ... ... .00, 41
5.4. Diseno de experimentos . ... ... ... ......... 42

5.4.1. Sintelescopia . . . . . . . .. ..o 42

5.4.2. Telescopia . . . . . . . ... 42
5.5. Generacién de diferentes objetos . . . ... ... ... .. 42

En el presente capitulo se describe los diferentes supuestos planteados pa-
ra desarrollar el trabajo investigativo, asi como las herramientas computacionales

usadas para resolver el modelo de empaquetamiento.

38
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5.1 EQUIPO COMPUTACIONAL

Los experimentos computacionales se realizarén en una computadora con un
procesador Intel (R) Xeon (R) CPU E3-1245 v3 @ 3.4GHz con 8 nucleos, con una
memoria RAM de 16 GB en un sistema operativo Windows 7 de 64 bits.

5.2 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

Para la implementacion del modelo de empaquetamiento se uso el entorno de
desarrollo integrador proporcionado por Microsoft Visual Studio 2012, en lenguaje

de programacion de C++4, usando como optimizador la libreria de CPLEX 12.61.

5.3 SUPUESTOS CONSIDERADOS

Para la generacion de la estructura experimental de la investigacion se asumio

que los residuos generados por los factores:

1. Tamano del contenedor entre 200 y 300 unidades metricas.
2. La cantidad de puntos en la malla entre 27 y 35.

3. La cantidad de objetos diferentes empaquetados entre 12 a 14.

Siguen una distribucién normal (i, o) [57].
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5.4 DISENO DE EXPERIMENTOS

5.4.1 SIN TELESCOPIA

Se uso un diseno factorial completo con dos factores de control y con dos re-
plicas por tratamiento. Generando 24 diferentes tratamientos, En donde los factores

de control son:

1. Tipo de objeto embalado con cuatro niveles (Circulos, cuadrados, Rombo y

Obtagono).

2. Desigualdades validas con tres niveles (Quinta , sesta restriccién y sin desigual-

dades validadas ).

5.4.2 TELESCOPIA

Para este caso solo se tuvo un factor con cuatro niveles siendo este el tipo de

objeto empaquetado en el contenedor [57].

5.5 GENERACION DE DIFERENTES OBJETOS

Para tener objetos de distintos tamanos se considero que el objeto de menor

tamano Ry, estuviera proporcionado para el tratamiento de acuerdo a:

Ta

Ry = —
07 6K

(5.1)

Siendo T'a el tamano del contenedor rectangular y K el numero de objetos di-

ferentes a embalar para el tratamiento, dichos factores son generadas aleatoriamente
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en los rangos especificados en la seccion 4.3. Para los restantes objetos j, se uso una

de las ideas expresadas en www.packomania.com .

T; = (Ro)(j +0.2) (5.2)

Finalmente para asignar una cota a la cantidad existente de cada objeto, se
tiene como minimo para todos los casos de un objeto de tamano j sea colocado en
el contenedor, pero la cantidad maxima del objeto j esta limitada entre 50 y 200.

Dicho cota es asignada aleatoriamente.
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En este capitulo se mostraran los resultados obtenidos al embalaje de objetos

regulares similares de diferente tamano sobre un contenedor rectangular.

6.1 TELESCOPIA

En estd seccién se mostraran los resultados obtenidos del empaquetamiento
de objetos permitiendo la telescopia, anidamiento o superposicion de un objeto de
menor tamano en uno mayor. Se generaron seis experimentos independientes para

ver como variaba el GAP a lo largo del tiempo (30, 60, 120, 240, 480 y 600 min)

para el caso sin telescopia.

En la figura 6.1, se muestra los resultados de los tiempos obtenidos al momento

42
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de hacer el embalaje de circulos, cuadrados, rombos y octdgonos despues de 600
minutos de ejecucién del solver. En donde A) presenta la caja de bijotes de los
resultados y B) la generacién de intervalos de confianza (suponiendo normalidad) al
95Al estar los intervalos contenidos unos en otros (translapados), se espera encontrar

que no exista diferencia estadistica entre los diferentes objetos.

Pareciera existir diferencia en las medias de los grupos analizados, pero para
estar mas seguros se uso una ANOVA de una via para comprobar dicha hipotesis.
Con la cual por medio de la prueba F 0.747 y el valor P (0.421) de dicho estadigrafo,
se puede afirmar con un 95% de confianza que existe evidencia significativa para
aceptar la hipotesis Ho, con lo cual se puede afirmar que despues de 600 minutos de
ejecucion del solver al hacer el empaquetamiento de los objetos se obtendran medias
similares con un 95 % de confianza estadisticamente. Posteriormente se verifico si los
residuos de estd ANOVA de una via sigue una distribuccén normal, usando la prueba
de Shapiro-Wilk obteniendo un valor P de 0.1909, con lo cual se puede afirmar que

los residuos de los datos siguen una distribuccién normal.

Dicho fenémeno puede estar debido al considerable tiempo de trabajo del solver
haciendo que estadisticamente los resultados sean similares para los tipos de objetos

empaquetados y el crecimiento del modelo en el algoritmo ramificacién y corte.
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Figura 6.1: Resultados del empaquetamiento de diferentes objetos por 600 minutos

Las figuras 6.2 y 6.3, presentan los resultados obtenidos del embalaje de circulos
y octagonos despues de 600 minutos en procesamiento computacional. Los diferentes
colores existentes en las figuras representan los distintos tamanos del objeto. Siendo

el GAP obtenido para la figura 6.2 de 16.24 %.

El hecho de presentar muchos orificios es originado principalmente en el ago-
tamiento de los circulos de menor tamano, en los casos circulos, octdgonos, rombos
y cuadrados el solver satura el contenedor con todos los objetos existentes de menor
tamano, en donde ya no se puede colocar objetos de mayor tamafno y no existe ob-
jetos pequenos para ser colocados. Este fenomeno es debido a la existencia de unas

debiles cuotas inferiores para cada objeto de tamano j.
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Figura 6.2: Empaquetamiento con telescopia de circulos

El GAP obtenido para la figura 6.3 es de 16.76 %. Tanto los resultados obte-
nidos (GAP), como la presencia de zonas en blanco sin contener algun objeto en
ella, puede ser debido al agotamiento del objeto con dimensiones idioneas para ser
colocado en dicha ubicacién y asi no ser posible de mejorar los resultados. Es de
esperarce que los resultados se han totalmente diferente si la cantidad disponible del

tamano j por objeto, fuera infinito o al menos mayor al actual.
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Figura 6.3: Empaquetamiento con telescopia de octagonos

6.2 SIN TELESCOPIA

La figura 6.4, muestra el embalaje de circulos diferentes despues de 600 minutos

usando el primer grupo de desigualdades validadas. Dicha figura presenta un GAP

de 26.89 %.

La figura 6.5 A), muestra el acomodo de octagonos en el contenedor rectangular
con un GAP de 11.52% . El hecho de no permitir la telescopia permiter obtener
resultados mejores a comparacion de cuando se permite, dado este fenémeno es
debido principalmente por el crecimiento combinatorio del tratamiento ¢ analizado.
mientras que la figura 6.5 B) | presenta el empaquetamiento de rombos dejando

ejecutar el solver 600 minutos, dicha configuracion presenta un GAP de 10.92 %.

La figura 6.6, muestra el empaquetamiento de cuadrados a los 600 min de
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Figura 6.4: Empaquetamiento de circulos a 600 min

procesamiento del solver, obteniendo un GAP de 1.22 %.

En la figura 6.7, se presenta los resultados obtenidos en la experimentacion
para los diferentes objetos empaquetados en diferentes intervalos de tiempo. Para
determinar el efecto existente en el tipo de objeto embalado y la estrategia de de-
sigualdades validades usada por tratamiento, se us6 una ANOVA para los instantes
de tiempo en donde los residuos del modelo estadistico usado sigue una distribuccién

normal.

Al momento de reportar el GAP para 30 min de procesamiento del solver, se
obtuvo el estadistico ' de 0.38 y 1.94 con valores P de 0.768 y 0.186(tabla 6.1), para
las diferentes estrategias de desigualdades validas usadas y los objetos empacados

respectivamente. Con lo cual se puede afirmar que no existe evidencia suficiente para
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Figura 6.5: Embalaje de octagonos y rombos

aceptar Ha, por lo cual sin importar el factor de control usado la media del GAP
obtenido estadisticamente sera igual. Calculando la prueba de Anderson-Darling pa-

ra los residuales, se obtuvo un estadistico de 0.114 y un valor P 0.990.

Tabla 6.1: ANOVA para tipos de objetos embalados y diferentes desigualdades vali-

das para 30 min

Fuente GL SC Ajust. MC Ajust. Valor F Valor P
TipoObjeto 3 0.1303 0.04343 0.38 0.768
DesiValidas 2 0.4414 0.22072 1.94 0.186
Interacciones de 2 6 0.3937 0.06561 0.58 0.742
DesiValidas*TipoObjeto 6 0.3937 0.06561 0.58 0.742
Error 12 1.3656 0.1138

Total 23 2.331

GL: grados de libertar, SC Ajust: Suma de cuadrados ajustados
MC Ajust: cuadrad medio ajustado

En la tabla 6.2, describe la ANOVA realizada para un tiempo de ejecucién de

60 min. El estadistico F' para el tipo de objeto es de 1.12 mientras que para las de-
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Figura 6.6: Empaquetamiento de cuadrados a los 600 min

sigualdades validas de 2.53 y la iteracién de 0.38, teniendo un valor P de 0.378, 0.121
y 0.875 respectivamente. No existe evidencia suficiente para aceptar Ha, aceptando
por consiguiente Ho, en donde ninguno de los factores analizados contribuye signifi-
cativamente a la variables respuesta analizada (GAP). Comprobando la distribuccién
de los residuos del modelo estadistico usado, se uso la prueba de Anderson-Darling
obteniendo un estadistico de 0.267 y un valor P de 0.657, afirmando que los residuos

siguen una distribucién normal.

Tabla 6.2: ANOVA para tipos de objetos embalados y diferentes desigualdades vali-

das para 60 min

Fuente GL SC Ajust. MC Ajust. Valor F Valor P
TipoObjeto 3 0.3807 0.1269 1.12 0.378
DesiValidas 2 0.5717 0.28583 2.53 0.121
Interacciones de 2 6 0.2605 0.04341 0.38 0.875
DesiValidas*Tipobjeto 6 0.2605 0.04341 0.38 0.875
Error 12 1.354 0.11283

Total 23 2.5668
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La tabla 6.3, muestra como ha sucedido a los 30 y 60 min, los factores de control

desigualdades validas (estadistico 3.25, valor P 0.074) y tipo de objetos (estadistico

0.45, valor P 0.722), no son significativos estadisticamente para la variable respuesta

(GAP). El estadistico de Anderson-Darling es 0.613 y valor P 0.098, afirmando que

los residuos siguen una distribucién normal.
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Tabla 6.3: ANOVA para tipos de objetos embalados y diferentes desigualdades vali-

das para 120 min

Fuente GL SC Ajust. MC Ajust. Valor F Valor P
TipoObjeto 3 0.09447 0.03149 0.45 0.722
DesiValidas 2 0.4559 0.22795 3.25 0.074
Interacciones de 2 6 0.29199 0.04867 0.69 0.659
DesiValidas*TipoObjeto 6 0.29199 0.04867 0.69 0.659
Error 12 0.84112 0.07009

Total 23 1.68349

La tabla 6.4, presenta concordancia a los anélisis realizados a 30, 60 y 120 min
, los factores de control desigualdades validas (estadistico 1.93, valor P 0.187) y tipo
de objetos (estadistico 0.16, valor P 0.923), no son significativos estadisticamente
para la variable respuesta (GAP) y tampoco la interacién entre estos dos factores
de control. El estadistico de Anderson-Darling es 0.175 y valor P 0.914, afirmando

que los residuos siguen una distribucién normal.

Tabla 6.4: ANOVA para tipos de objetos embalados y diferentes desigualdades vali-

das para 240 min

Fuente GL SC Ajust. MC Ajust. Valor F Valor P
TipoObjeto 3 0.0080 0.0027 0.160 0.923
DesiValidas 2 0.0653 0.0327 1.930 0.187
Interacciones de 2 6 0.0349 0.0058 0.340 0.900
DesiValidas*TipoObjeto 6 0.0349 0.0058 0.340 0.900
Error 12 0.2026 0.0169

Total 23 0.3108

GL: grados de libertar, SC Ajust: Suma de cuadrados ajustados
MC Ajust: cuadrad medio ajustado
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En la tabla 6.5, presenta la ANOVA para el instante que el solver lleva 480
min de labor. El estadistico F' calculado para el tipo de objeto es 18.18 mientras que
para el factor de desigualdades validas, siendo los valores P para dichos estadisti-
cos de 0.000 y 0.295 respectivamente. Con lo cual no hay evidencia suficiente para
aceptar Ha para el tipo de objeto y Ho para las desigualdades. Usando una con-
fianza del 95 %, se puede afirmar que solo la forma del objeto embalado contribuye
significativamente en la variacion del GAP a los 480 min. Utilizando la prueba de
Shapiro-wilk se probo que los residuos generados del modelo estadistico presentan un
valor P de 0.3011, Pudiendo afirmar con un 95 % que los residuos estan distribuidos

normalmente.

Tabla 6.5: ANOVA para tipos de objetos embalados y diferentes desigualdades vali-

das para 480 min

Fuente GL SC Ajust. MC Ajust. Valor F Valor P
TipoObjeto 3.0000 0.1180 0.0393 18.1800  0.0000
DesiValidas 2.0000 0.0059 0.0029 1.3500  0.2950
Interacciones de 2 6.0000 0.0178 0.0030 1.3700  0.3010
DesiValidas*TipoObjeto  6.0000 0.0178 0.0030 1.3700  0.3010
Error 12.0000  0.0260 0.0022

Total 23.0000  0.1677

GL: grados de libertar, SC Ajust: Suma de cuadrados ajustados
MC Ajust: cuadrad medio ajustado

Para el instante cuando el solver lleva 600 min de ejecucioan, se obtuvo un
valor para el estadistico F' de 1.35 y 18.18 con valor P para dichos estadisticos de
0.295 y 0.000 respectivamente, dichos valores son mostrados en la tabla 6.6. Con los
cuales se puede afirmar que las desigualdades validas no tienen efecto significativo
en la variacién del GAP, pero son los resultados contrarios para el tipo de objeto

empaquetado, siendo significativo estadisticamente.
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Tabla 6.6: ANOVA para tipos de objetos embalados y diferentes desigualdades vali-

das para 600 min

Fuente GL SC Ajust. MC Ajust. Valor F Valor P
DesiValidas 2 0.005861  0.002931  1.3500  0.2950
TipoObjeto 3 0.118008  0.039336  18.1800  0.0000
Interacciones de 2 6  0.017832  0.002972 1.3700  0.3010
DesiValidas*TipoObjeto 6 0.017832  0.002972  1.3700  0.3010
Error 12 0.025962  0.002163
Total 23 0.167663

GL: grados de libertar, SC Ajust: Suma de cuadrados ajustados
MC Ajust: cuadrad medio ajustado

En la figura 6.8, el acomodo de circulos en el contenedor rectangular en donde
va cambiando el tiempo de ejecucién de 30 min a 600 min. Ademas se ha colocado

la funcién objetivo de acuerdo al embalaje.

Figura 6.8: Variacién del empaquetamiento a lo largo del tiempo
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Usa de las premisas fuertes del anterior analisis es que se considera el tiempo de
visualizacién del fenomeno de empaquetamiento es independiente, es decir corridas
por separado. En las siguientes paginas se muestra el analisis al momento de cambiar
este supuesto es decir se hace toda la visualizacién en una corrida, por intervalos de

una hora durante diez horas de corrida por instancia.

En la figura 6.9, se muestra como varia el GAP al momento de empaquetar
circulos a lo largo de diez horas, discriminando el tipo de desigualdad validad usada.
Siendo corte 1, la primera familia, corte 2 la segunda familia de desigualdades y
finalmente sin ninguna de las anteriores usado como una muestra control. Siendo
como fluctua la media pareciera que el no uso de desigualdades validas para el

empaquetamiento de circulos presenta mejores resultados.
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Figura 6.9: Relacién del GAP a lo largo del tiempo para el objeto circulo
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En la figura 6.10, se muestra como varia el GAP al momento de empaquetar
cuadrados a lo largo de diez horas,Para este objeto empaquetado la desigualdad
validad dos presenta mejor desempeno medio en el GAP obtenido que las otras

estrategias estudiadas.

Cuadrado

14
|

——  Cortet

— Corte2

12

GAP (%)
10
|

—
—
© A \;\\\\\
T T T T T
2 4 6 8 10
Tiempo (h)

Figura 6.10: Relacién del GAP a lo largo del tiempo para el objeto cuadrado
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En la figura 6.11, se muestra como varia el GAP al momento de empaquetar
rombos a lo largo de diez horas, En donde la desigualdad 2 y el no uso de las

desigualdades validas, presentan mas proximitud en el desempeno medio obtenido.
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Figura 6.11: Relacién del GAP a lo largo del tiempo para el objeto rombo

En la figura 6.12, se muestra como varia el GAP al momento de empaquetar
octagonos a lo largo de diez horas, En donde la desigualdad 1 y el no uso de las
desigualdades validas, presentan mas proximitud en el desempeno medio obtenido.
Siendo la de mejor desempeno medio la no utilizacién de estrategias de desigualdades

validas para el modelo de empaquetamiento.
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Figura 6.12: Relacion del GAP a lo largo del tiempo para el objeto octagonos

En la tabla 6.7, se presenta la prueba de analisis de varianza para las pri-
meras cinco horas de ejecucién del solver. En donde en las cinco horas el tipo de
objeto tiene efecto significativo en el GAP ( Valor P<0.05), mientras que los di-
ferentes desigualdades validas usadas no presentan significancia estadistica (Valor
p>0.05). Esta conclusién es contraria a la mostrada anteriormente pues la media,
es un parametro sesgado, pero usando pruebas estadisticas se puede concluir con

mayor confiabilidad sobre el proceso analizado.
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Tabla 6.7: Analisis de Varianzas para la hora 1,2,.3,4y 5

1 hora
Fuente GL SC Ajust. MC Ajust. Valor F Valor p
to 3 0.551 0.184 4.550 0.024
Cut 2 0.068 0.034 0.840 0.454
to*Cut 6 0.221 0.037 0.910 0.519
Error 12 0.484 0.040
Total 23 1.323
2 horas
to 3 0.494 0.165 4.630 0.022
Cut 2 0.074 0.037 1.040 0.382
to*Cut 6 0.179 0.030 0.840 0.563
Error 12 0.426 0.036
Total 23 1.174
3 horas
Modelo 11 0.652 0.059 2.330 0.081
Lineal 5 0.529 0.106 4.150 0.020
to 3 0.447 0.149 5.850 0.011
Cut 2 0.082 0.041 1.610 0.241
to*Cut 6 0.124 0.021 0.810 0.583
Error 12 0.306 0.025
Total 23 0.958
4 horas
to 3 0.449 0.150 5.900 0.010
Cut 2 0.077 0.038 1.510 0.260
to*Cut 6 0.127 0.021 0.840 0.565
Error 12 0.304 0.025
Total 23 0.957
5 horas
to 3 0.446 0.149 5.910 0.010
Cut 2 0.076 0.038 1.510 0.261
to*Cut 6 0.125 0.021 0.820 0.572
Error 12 0.302 0.025
Total 23 0.949
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En la tabla 6.8, presenta las restante ANOVA. En donde las conclusiones siguen
siendo las mismas, Con una confianza del 95 %, se puede afirmar que solo el tipo
de objeto contribuye significativamente en la variacién del GAP (valor P<0.05),
mientras que el factor de desigualdades validas no presenta significancia estadistica
en ningun momento analizado. Para todo el tiempo analizado los residuos generados

por el modelo estadistico siguen una distribucién normal (Valor P>0.05).

Tabla 6.8: Analisis de Varianzas para la hora 6,7,8,9 y 10

6 horas
Fuente GL SC Ajust. MC Ajust. Valor ¥ Valor P
to 3 0.44546 0.14849 5.9 0.01
Cut 2 0.07501 0.0375 1.49 0.264
to*Cut 6 0.12254 0.02042 0.81 0.58
Error 12 0.30183 0.02515
Total 23 0.94484
7 horas
to 3 0.44128 0.14709 5.8 0.011
Cut 2 0.0755 0.03775 1.49 0.265
to*Cut 6 0.12528 0.02088 0.82 0.573
Error 12 0.30447 0.02537
Total 23 0.94653
8 horas
to 3 0.44621 0.14874 5.84 0.011
Cut 2 0.07407 0.03703 1.45 0.272
to*Cut 6 0.12542 0.0209 0.82 0.575
Error 12 0.30586 0.02549
Total 23 0.95155
9 horas
to 3 0.44955 0.14985 5.86 0.011
Cut 2 0.07279 0.0364 1.42 0.279
to*Cut 6 0.12642 0.02107 0.82 0.573
Error 12 0.3071 0.02559
Total 23 0.95587
10 horas
Lineal 5 0.52161 0.10432 4.06 0.022
to 3 0.44964 0.14988 5.83 0.011
Cut 2 0.07197 0.03599 1.4 0.284
to*Cut 6 0.12621 0.02103 0.82 0.576
Error 12 0.30834 0.0257

Total 23 0.95616
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7.1 CONCLUSIONES

En esta investigacién se puede concluir que para el caso analizado de los
diferentes objetos empaquetados ( circulos, cuadrados, rombos y octagonos), permi-
tiendo la telescopia para un tiempo computacional de 600 minutos no se encuentra
diferencias estadisticas en la media del GAP. Dicha afirmacién se sustenta al valor

P obtenido 0.421 por medio de un analisis de varianza de una via.

En el embalaje sin permitir la telescopia se noté que en los primeros 240 minutos

de ejecucién del solver (30,60,120 y 240), tanto las desigualdades validas usadas
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como los diferentes objetos no presentan significancia estadistica al 95 %, para la
variable respuesta GAP (valor P>0.05). Dicho fenomeno no es similar a los 480 y
600 minutos en donde el tipo de objeto si afecta significativamente al GAP (valor
P<0.05), pudiendose dar este patron principalmente al crecimiento combinatorio del

problema en esos instantes.

Los resultados aqui presentados son los primeros en donde se empaqueta mas
de 10 objetos similares de diferentes tamano en un contenedor rectangular, dado
que la gran mayoria de los trabajos restringen la cantidad de tamanos diferentes a

empaquetar a 8 aunado al analisis de fluctuacion del GAP a lo largo del tiempo.

7.2 TRABAJO FUTURO

Se espera en el futuro implementar estrategias matematicas que permitan des-
componer el problema en subproblemas y asi disminuir los tiempos de ejecucién

necesarios para obtener el optimo o incumbentes de alta calidad.

Usar algoritmos de inteligencia artificial para clasificar los puntos de malla con

mayor probabilidad de ser usados por el objeto de tamano j a lo largo del tiempo.

Implementar una metaheuristica al problema de empaquetamiento de diferen-
tes objetos para ser comparados con las soluciones obtenidas por las estrategias

exactas.
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