
UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE NUEVO LEÓN 
FACULTAD DE INGENIERÍA MECÁNICA Y ELÉCTRICA 

 

 
 

 

 
 
 

CONTROL ROBUSTO DE ESPESOR DE LA CINTA DE ACERO 
EN UN MOLINO DE LAMINACIÓN EN CALIENTE MEDIANTE H∞ 

 
 
 

POR 
 

KAREN YARELI GONZÁLEZ PALACIOS 
 
 
 

COMO REQUISITO PARA OBTENER EL GRADO DE 
MAESTRÍA EN CIENCIAS DE LA INGENIERÍA ELÉCTRICA 

 
 
 
 
 

JULIO, 2016 



UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE NUEVO LEÓN 
FACULTAD DE INGENIERÍA MECÁNICA Y ELÉCTRICA 

SUBDIRECCIÓN  DE ESTUDIOS DE POSGRADO 
 

 

TESIS 
 

CONTROL ROBUSTO DE ESPESOR DE LA CINTA DE ACERO 
EN UN MOLINO DE LAMINACIÓN EN CALIENTE MEDIANTE H∞ 

 
 
 

POR 
 

KAREN YARELI GONZÁLEZ PALACIOS 
 
 
 

COMO REQUISITO PARA OBTENER EL GRADO DE 
MAESTRÍA EN CIENCIAS DE LA INGENIERÍA ELÉCTRICA 

 
 
 
 

JULIO, 2016 





❆ ♠✐ ♠❛❞r❡ ♣♦r s❡r ❡❧ ♣✐❧❛r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ t♦❞♦ ❧♦ q✉❡ s♦② ② ♣♦r s✉

♠♦t✐✈❛❝✐ó♥ q✉❡ ♠❡ ❤❛ ♣❡r♠✐t✐❞♦ s❡r ✉♥❛ ♣❡rs♦♥❛ ❞❡ ❜✐❡♥✳



❆❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦s

❊s ♣❛r❛ ♠í ✉♥ ♣❧❛❝❡r ✉t✐❧✐③❛r ❡st❛s ❧í♥❡❛s ♣❛r❛ ❡①♣r❡s❛r ♠✐ ♠ás s✐♥❝❡r♦ ❛❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❛ t♦❞❛s

❧❛s ♣❡rs♦♥❛s q✉❡ ❝♦♥ s✉ ❛②✉❞❛ ❤✐❝✐❡r♦♥ ♣♦s✐❜❧❡ ❧❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s✳

Pr✐♠❡r❛♠❡♥t❡✱ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❞❡ ✉♥❛ ♠❛♥❡r❛ ♠✉② ❡s♣❡❝✐❛❧ ② s✐♥❝❡r❛ ❛❧ ❉r✳ ❆❧❜❡rt♦ ❈❛✈❛③♦s

●♦♥③á❧❡③ ♣♦r ❛❝❡♣t❛r♠❡ ❝♦♠♦ t❡s✐st❛✱ ❛s✐♠✐s♠♦ ❜r✐♥❞❛r♠❡ s✉ ❝♦♥✜❛♥③❛✱ ♣♦r ❣✉✐❛r ♠✐s ✐❞❡❛s✱

♦r✐❡♥t❛r♠❡✱ ♣♦r s✉ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐❞❛❞✱ ♣❛❝✐❡♥❝✐❛ ② ♣♦r s✉♣❡r✈✐s❛r ❝♦♥t✐♥✉❛♠❡♥t❡ ❡st❛ t❡s✐s✱ ♣❡r♦ s♦✲

❜r❡ t♦❞♦ ♣♦r ❧❛ ♠♦t✐✈❛❝✐ó♥ ② ❛♣♦②♦ q✉❡ ❤❡ r❡❝✐❜✐❞♦ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❡st❡ t✐❡♠♣♦✳

❆❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ♠✐ r❡✈✐s♦r❛ ❞❡ t❡s✐s ❧❛ ❉r❛✳ ●r✐s❡❧❞❛ ◗✉✐r♦③ ❈♦♠♣❡á♥ ♣♦r ❡❧ ✐♥t❡rés ♠♦str❛❞♦

❡♥ ♠✐ t❡s✐s ② ❧❛s s✉❣❡r❡♥❝✐❛s r❡❝✐❜✐❞❛s✱ ❝♦♥ ❧❛ q✉❡ ♠❡ ❡♥❝✉❡♥tr♦ ❡♥ ❞❡✉❞❛ ♣♦r ❡❧ á♥✐♠♦ ✐♥❢✉♥✲

❞✐❞♦ ② ❧❛ ❝♦♥✜❛♥③❛ ❡♥ ♠í ❞❡♣♦s✐t❛❞❛✳ ❚❛♠❜✐é♥ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ♠✐ r❡✈✐s♦r ❞❡ t❡s✐s ❡❧ ❉r✳ ●❡r❛r❞♦

▼❛①✐♠✐❧✐❛♥♦ ▼❡♥❞❡③ ♣♦r ❡❧ ✐♥t❡rés ❡♥ ♠✐ t❡s✐s ② ♣♦r ❧❛s s✉❣❡r❡♥❝✐❛s ❜r✐♥❞❛❞❛s ❡♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦

q✉❡ s✐r✈❡♥ ❝♦♠♦ ❛♣r❡♥❞✐③❛❥❡ ♣r♦❢❡s✐♦♥❛❧✳

◗✉✐s✐❡r❛ ❡①t❡♥❞❡r ♠✐ ❣r❛t✐t✉❞ ❛ ♠✐s ❝♦♠♣❛ñ❡r♦s ■✈♦♥✱ ❆❧❡❥❛♥❞r♦✱ ❆❧❢♦♥s♦ ② ❖s❝❛r ♣♦r s✉

❛♠✐st❛❞✱ ❛♣♦②♦ ② ❛②✉❞❛ ❜r✐♥❞❛❞❛ ❡♥ ❡❧ tr❛②❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛❡strí❛✳

❨✱ ♣♦r s✉♣✉❡st♦✱ ✉♥ ❛❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦ ♣r♦❢✉♥❞♦ ♣❛r❛ ♠✐ ❢❛♠✐❧✐❛ ② ❛♠✐❣♦s✳ ❆ ♠✐s ♣❛❞r❡s ❙✐❧✈✐❛

P❛❧❛❝✐♦s ❋❛❝✐♦ ② ❘❛②♠✉♥❞♦ ●♦♥③á❧❡③ ▲ó♣❡③✱ ♣♦r s✉ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❧✉❝❤❛✱ s✉ ❛♣♦②♦ ② ❝♦♥s❡❥♦s❀ ❛ ♠✐

❤❡r♠❛♥❛ ❨❛♥❡t❤ ♣♦r s✉ t❡♥❛❝✐❞❛❞✱ ❛♣♦②♦ ② ♠♦t✐✈❛❝✐ó♥❀ ❛ ♠✐ ❛♠✐❣♦ ❘♦❜❡rt♦ ●✉❡rr❡r♦ ♣♦r s✉s

❡♥s❡ñ❛♥③❛s✱ ❛♣♦②♦ ② ❝♦♥s❡❥♦s ❡♥ ❡❧ tr❛②❡❝t♦ ❞❡ ♠✐ ✈✐❞❛ ② ❛ ♠✐ ❛♠✐❣❛ ◆❛❧❧❡❧② ❈❛♥tú ♣♦r s✉ ❛♣♦②♦

❜r✐♥❞❛❞♦ ❡♥ ❡❧ tr❛♥s❝✉rs♦ ❞❡ ♠✐ ✈✐❞❛✳

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❞❡❜♦ ❛❣r❛❞❡❝❡r ❛❧ ❈♦♥s❡❥♦ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛ ② ❚❡❝♥♦❧♦❣í❛ ✭❈❖◆❆❈❨❚✮ ♣♦r

❤❛❜❡r ✜♥❛♥❝✐❛❞♦ ♠✐s ❡st✉❞✐♦s ❞❡ ♠❛❡strí❛✳

■■



❘❡s✉♠❡♥

❉❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛ ✐♥❞✉str✐❛ ♠❡t❛❧úr❣✐❝❛✱ s❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛ q✉❡ ✉♥ ♠♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡ ✭❍❙▼✱

♣♦r ❧❛s s✐❣❧❛s ❡♥ ■♥❣❧és ❞❡ ❍♦t ❙tr✐♣ ▼✐❧❧✮ t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ♣r♦❞✉❝t♦ ✜♥❛❧ ✉♥ r♦❧❧♦ ❞❡ ❝✐♥t❛ ❞❡ ❛❝❡r♦✳

❉❡♥tr♦ ❞❡ ❧♦s ❡str✐❝t♦s r❡q✉❡r✐♠✐❡♥t♦s ❞❡ ❝❛❧✐❞❛❞ q✉❡ ést❡ ❞❡❜❡ ❝✉♠♣❧✐r s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❧❛ t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❛ ❞❡ ❛❝❛❜❛❞♦✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ❞❡ ❡♥r♦❧❧❛❞♦ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦✱ q✉❡ ❡st❛ t❡s✐s s❡

❡♥❢♦❝❛ ❡♥ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❞❡ ❛❝❡r♦✱ ❞♦♥❞❡ s❡ ❡①♣❧♦r❛rá♥ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ❧❛

♣❧❛♥t❛✱ s❡ ♠♦❞❡❧❛r❛♥ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♣❛r❛♠étr✐❝❛s ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦

❧❛③♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ 2×2✱ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮ ② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ✭θi✮✳ ❙❡ ❡st❛❜❧❡❝❡rá ❧❛ ♠❛tr✐③

❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WT ♣❛r❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❞❡ s❛❧✲

✐❞❛✱ ❛sí ❝♦♠♦ WS ② WU ♣❛r❛ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ♥❡❝❡s❛r✐♦ ♣❛r❛ ❞✐s❡ñ❛r ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❞✐❛♥t❡

❧❛ té❝♥✐❝❛ H∞✳

■■■



❮♥❞✐❝❡ ●❡♥❡r❛❧

❆❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦s ■■

❘❡s✉♠❡♥ ■■■

❮♥❞✐❝❡ ●❡♥❡r❛❧ ■❱

▲✐st❛ ❞❡ ✜❣✉r❛s ❱■

▲✐st❛ ❞❡ t❛❜❧❛s ❱■■■

✶ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ✶
✶✳✶ ❆♥t❡❝❡❞❡♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✷ ❍✐♣ót❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✶✳✸ ❖❜❥❡t✐✈♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✶✳✹ ❈♦♥t❡♥✐❞♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷ ▼♦❞❡❧♦ ❧✐♥❡❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡ ✻
✷✳✶ ▼♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✷✳✷ ▼♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✷✳✶ P❛rt❡s ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ✭❋▼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✷✳✷ ❋✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ✭❋▼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✸ ▼♦❞❡❧♦ ❧✐♥❡❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✹ ❘❡s✉♠❡♥ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✸ ❆♥á❧✐s✐s ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ✶✽
✸✳✶ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸✳✶✳✶ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✸✳✶✳✷ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❜♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✸✳✶✳✸ ◆✐✈❡❧❡s ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✷ ▼♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✸✳✷✳✶ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✸✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✸✳✷✳✸ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ Gp(s) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✸✳✷✳✹ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ Gp(s) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✸ ❘❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■❱



❱

✹ ❉✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞ ✸✺
✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✹✳✷ ❙❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ② s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✹✳✸ Pr✐♥❝✐♣✐♦s ❜ás✐❝♦s ❞❡ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✹✳✸✳✶ ❉❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✹✳✸✳✷ ❊st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✹✳✹ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✺ ❆♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❡s♣❡s♦r ② ❧♦♦♣❡r ❡♥ ✉♥ ❍❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✹✳✻ ❘❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✺ ❙✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ② r❡s✉❧t❛❞♦s ✺✺
✺✳✶ ❈♦♥tr♦❧ P■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✺✳✷ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✺✳✷✳✶ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳ ✺✾
✺✳✷✳✷ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ② ✉♥

❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Sri✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✺✳✷✳✸ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ② ✉♥

❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Vri✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✺✳✸ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✸✳✶ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r
♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✸✳✷ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧
❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Sri✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✸✳✸ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧
❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Vri✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✹ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡
♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✳✺ ❘❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ② tr❛❜❛❥♦ ❢✉t✉r♦ ✻✼



▲✐st❛ ❞❡ ❋✐❣✉r❛s

✶✳✶ ▼♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✶✳✷ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❞♦s ❝❛st✐❧❧♦s ❞❡❧ ❋▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✷✳✶ ▼♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✷✳✷ ❈❛st✐❧❧♦ ❞❡❧ ❋▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✸ ▲♦♦♣❡r ❞❡❧ ❋▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✹ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❞♦s ❝❛st✐❧❧♦s ❞❡❧ ❋▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✺ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❜❧♦q✉❡s ❞❡❧ ❋▼✱ ▼♦❞❡❧♦ ❖❜r❡❣ó♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✷✳✻ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛✲s❛❧✐❞❛✲♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ▼■▼❖✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✷✳✼ ❱❡♥❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❢r✐❝❝✐ó♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✸✳✶ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✸✳✷ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ▼■▼❖✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✸✳✸ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ ●✭s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✸✳✹ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✺ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g11(s)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✸✳✻ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g12(s)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✸✳✼ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g21(s)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✸✳✽ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g22(s)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✸✳✾ ❘❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ C1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
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✸✳✶✹ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ❡♥ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✸✳✶✺ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ❡♥ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❞❡ ❧❛
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✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✹✳✷ ❊sq✉❡♠❛ ❜ás✐❝♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
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✹✳✾ ❊sq✉❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✹✳✶✵ ❘❡s♣✉❡st❛ ❡♥ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛s ✐♥❝❡rt❞✉♠❜r❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛s ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❧♦s

♣❛r❛♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✹✳✶✶ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ wT ✭❧í♥❡❛ r♦❥❛✮ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡✳ ✺✷
✹✳✶✷ ▲♦s ✈❛❧♦r❡s s✐♥❣✉❧❛r❡s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s❡♥s❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ ✭T ✮ s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛

♣♦r ❧❛ ❧í♥❡❛ ❝♦♥t✐♥✉❛ ② ❧❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s s✐♥❣✉❧❛r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❝❡r✲
t✐❞✉♠❜r❡ WT s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ♣♦r ❧❛ ❧í♥❡❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❛✳ ❙❡ r❡❛❧✐③❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥
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✺✳✸ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g21(s) ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✺✳✹ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g22(s) ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✺✳✺ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧

✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✺✳✻ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧

✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Sri✳ ✻✵
✺✳✼ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧

✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Vri✳ ✻✶
✺✳✽ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦

✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳ ✻✷
✺✳✾ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦

✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ②
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✺✳✶✵ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦
✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ②
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✺✳✶✶ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦
♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧
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✸✳✷ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ ●✭s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✸✳✸ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ ✭✜❣✳ ✸✳✶✶✮✳ ✷✾
✸✳✹ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦✳ ✳ ✳ ✸✺
✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛ ✭✜❣✳ ✹✳✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✺✳✶ ❱❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❧❛③♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

❱■■■



❈❛♣ít✉❧♦ ✶

■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❯♥ ♠♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡ ✭❍❙▼✱ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ■♥❣❧és ❞❡ ❍♦t ❙tr✐♣ ▼✐❧❧✮ t✐❡♥❡

❝✉❛tr♦ ❡t❛♣❛s✿ ❤♦r♥♦s ❞❡ r❡❝❛❧❡♥t❛♠✐❡♥t♦✱ ♠♦❧✐♥♦s ❞❡s❜❛st❛❞♦r❡s✱ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ② ❧❛ ✉❧t✐♠❛

❡t❛♣❛ ❝♦♥st❛ ❞❡ ✉♥❛ ♠❡s❛ ❞❡ ❡♥❢r✐❛♠✐❡♥t♦ ② ✉♥ ❡♥r♦❧❧❛❞♦r✳ ❊❧ ❍❙▼ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥ r♦❧❧♦ ❞❡ ❝✐♥t❛

❞❡ ❛❝❡r♦✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❞❡❜❡ ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥ ❞♦s r❡q✉❡r✐♠✐❡♥t♦s ❞❡ ❝❛❧✐❞❛❞✿ ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ② ❧❛

t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ❞❡ ❛❝❛❜❛❞♦✱ ❡st❛ ú❧t✐♠❛ ❞❡✜♥❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ♠❡❝á♥✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✿ ▼♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡✳

▲❛ ❡t❛♣❛ ♠ás ❝rít✐❝❛ ❡s ❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡s♣❡s♦r✱ t❡♥s✐ó♥ ②

✶



✷

á♥❣✉❧♦ ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r✶ ❛❢❡❝t❛♥ ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❞♦s ❝❛st✐❧❧♦s ❞❡❧ ❋▼✳

❆❝t✉❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♠❛②♦rí❛ ❞❡ ❧♦s ♠♦❧✐♥♦s só❧♦ ❝✉❡♥t❛♥ ❝♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❧❛③♦ s❡♥❝✐❧❧♦ ♣r♦♣♦r✲

❝✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭P■✮✱ ❞✐❝❤♦ ❝♦♥tr♦❧ ❡s ✐♥s✉✜❝✐❡♥t❡✱ ②❛ q✉❡ ✐❣♥♦r❛ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ❡♥ ❡❧ s✐st❡♠❛

② ❧❛s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧❛③♦s✳ ❊❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ s❡ ❤❛ ❝❡♥tr❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ♠✉❧✲

t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ té❝♥✐❝❛s ❝♦♠♦✿ ❚❡♦rí❛ ❞❡ ❘❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❈✉❛♥t✐t❛t✐✈❛ ✭◗❋❚✱ ♣♦r

s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és ✧◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❚❤❡♦r②✧✮ ✭❙✐❞✐✱ ✷✵✵✷✮✱ µ✲s②♥t❤❡s✐s✱ H∞ ✭❍❡❛r♥s ②

●r✐♠❜❧❡✱ ✷✵✵✵✮ ② ❛❧❣✉♥❛s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s té❝♥✐❝❛s ✭❩❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✳

❉❛❞♦ ❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❧♦s ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r❡s ❞✐s❡ñ❛❞♦s ♣❛r❛ ✉♥ s♦❧♦ ❧❛③♦ ✭❝♦♠♦ ❡❧ PI✮✱ ♥♦ s♦♥ s✉✜❝✐❡♥t❡s

♣❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛r ✉♥ ❍❙▼❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ ❡♥ ❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ t❡s✐s s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ s✐st❡♠❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡

2×2 ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧♦s ❧❛③♦s ❞❡ ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ✭hi✮ ② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ✭θi✮✱ ❛✈❛♥✲

③❛♥❞♦ ❛sí ♣❛✉❧❛t✐♥❛♠❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧❡♠át✐❝❛ ② ✈❡r✐✜❝❛r s✐ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛♣❧✐❝❛r ✉♥

❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❡❧ s✐st❡♠❛ 4×4 ❡♥ tr❛❜❛❥♦s ❢✉t✉r♦s✳ ❆❧ s✐st❡♠❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ 2×2 s❡ ❧❡ ❛♣❧✐❝❛ ✉♥

❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞ ❡❧ ❝✉❛❧ ❤❛ ❞❡♠♦str❛❞♦ s❡r ✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ r♦❜✉st❛✱ ❡✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡

❡st❛ ♣r♦❜❧❡♠át✐❝❛ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s✱ r❡❞✉❝✐❡♥❞♦ ❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛③♦s✳

P❛r❛ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ té❝♥✐❝❛ H∞ s❡ ❡st❛❜❧❡❝❡ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WT ✱

✶s❡ ❝♦♠♣♦♥❡ ❞❡ ✉♥ ❜r❛③♦ ♠❡❝á♥✐❝♦ ② ✉♥ r♦❞✐❧❧♦ q✉❡ ❡♥❝❛r❣❛♥ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧❛r ❡❧ ✢✉❥♦ ❞❡ ♠❛s❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ❞♦s

❝❛st✐❧❧♦s



✸

WS ② WU ✳

✶✳✶ ❆♥t❡❝❡❞❡♥t❡s

❆❝t✉❛❧♠❡♥t❡✱ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ❡❧ ❍❙▼ ❝✉❡♥t❛♥ ❝♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❧❛③♦ s❡♥❝✐❧❧♦ ✭P■✮✳ ❆❧

❛♣❧✐❝❛r ❡st♦s ❝♦♥tr♦❧❡s s❡ s✉♣♦♥❡ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❧✐♥❡❛❧ s✐♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♥✐ ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧❛③♦s✱

❡♥t♦♥❝❡s ❡st❛s té❝♥✐❝❛s s♦♥ ✐♥s✉✜❝✐❡♥t❡s❀ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❍❙▼ ②❛ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡♥ ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s

❡♥tr❡ ❧❛③♦s ❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ❞❡ ♠♦❞❡❧❛❞♦✳

❊♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ s❡ ❤❛♥ ♣r♦♣✉❡st♦ té❝♥✐❝❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❡❧ ❍❙▼ q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ r❡❞✉❝✐r ❧♦s

❡❢❡❝t♦s ❞❡ ❧❛s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ✭❝♦♥tr♦❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡✮ ②✴♦ q✉❡ ♠❛♥t✐❡♥❡♥ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛

❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♦ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ✭❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦✮✳ ❆❧❣✉♥❛s ❞❡ ❧❛s té❝♥✐❝❛s s♦♥✿ ❧❛ té❝♥✐❝❛

H∞ ✭❙t♦❣❡st❛❞ ② P♦st❧❡t❤✇❛✐t❡✱ ✶✾✾✼✮✱ ◗❋❚ ✭❙✐❞✐✱ ✷✵✵✷✮✱ ❈♦♥tr♦❧ µ✲s②♥t❤❡s✐s ② ❛❧❣✉♥❛s ❝♦♠✲

❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s ❝♦♥tr♦❧❡s ✭❩❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❍❡❛r♥s ② ●r✐♠❜❧❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ♣r♦♣♦♥❡♥

✉♥ ❡sq✉❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❧❛ té❝♥✐❝❛ H∞ ❞❡♠♦str❛♥❞♦ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ♣❛r❛ ✐♥❝❡r✲

t✐❞✉♠❜r❡s ❡♥ ❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ s✐♥ ❝♦♠♣r♦♠❡t❡r ❞❡s❡♠♣❡ñ♦❀ s✐♥ ❡♠❜❛r❣♦ ♥♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛

✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ t❡♥s✐ó♥✳

❙✐❞✐ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣r♦♣♦♥❡ ✉♥❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ❞✐s❡ñ♦ ♣❛r❛ ✐♥❝♦r♣♦r❛r ♣r✐♥❝✐♣✐♦s ❞❡ ◗❋❚ ❡♥ té❝♥✐❝❛s ❞❡

❝♦♥tr♦❧ H∞ ❡♥ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✷❉❖❋ ✭✷ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✮ ❝♦♥

♣❧❛♥t❛s ❛❧t❛♠❡♥t❡ ✐♥❝✐❡rt❛s✳ ❊❧ ❞✐s❡ñ♦ ❝♦♥st❛ ❞❡ ❞♦s ❡t❛♣❛s✿ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❡s r❡s♦❧✈❡r ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛

❞❡ r♦❜✉st❡③ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ♥♦r♠❛ H∞✱ r❡❞✉❝✐❡♥❞♦ ❛❧ ♠í♥✐♠♦ ❡❧ ❝♦st♦ ❞❡ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ② ❧❛

s❡❣✉♥❞❛ ❡t❛♣❛ ❡s ❧♦❣r❛r ❧❛s ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ r❛str❡♦ ♠❡❞✐❛♥❞♦ ✉♥ ♣r❡✜❧tr♦ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ té❝♥✐❝❛

❞❡ ❞✐s❡ñ♦ ◗❋❚✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♠✉❡str❛♥ q✉❡ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ◗❋❚✴H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ◗❋❚✱

❡s ♠ás ❡✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❞❡ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ▼■▼❖❀ s✐♥ ❡♠❜❛r❣♦ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ❡s ♠✉②

❧❛r❣❛ ② ❧❛ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❡s ♠❛②♦r✳

❩❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❞✐s❡ñ❛♥ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❧❛ té❝♥✐❝❛ µ✲s②♥t❤❡s✐s ✭❡①t❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❧❛



✹

té❝♥✐❝❛ H∞✱ ❙t♦❣❡st❛❞ ② P♦st❧❡t❤✇❛✐t❡ ✭✶✾✾✼✮ ② s✐♥t♦♥✐③❛❞♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ◗❋❚ ♣❛r❛ ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡

s❛❧✐❞❛ ❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❛❞✐t✐✈❛ ② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❡♥ ❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦✱ ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r

② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r s♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s ♣❛rt❡ ❞❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❡st❛❞♦s✳ ▲❛ s✐♥t♦♥✐③❛❝✐ó♥

◗❋❚ ♠❡❥♦ró ❧❛ r❡s♣✉❡st❛ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ♦❜t❡♥✐❞❛ s♦❧❛♠❡♥t❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ µ✲s②♥t❤❡s✐s✳

❨✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♠✉❡str❛♥ ❞♦s ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r❡s r♦❜✉st♦s H∞✱ ✉♥♦ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❝♦♥✲

✈❡♥❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❘✐❝❛tt✐ ② ❡❧ s❡❣✉♥❞♦ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ② ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

✭▲▼■✱ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧❡s ▲✐♥❡❛r ▼❛tr✐① ■♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❙❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ ❧♦s ❞❡s❡♠♣❡ñ♦s ❞❡ ❛♠❜♦s

❝♦♥tr♦❧❛❞♦r❡s✱ ❡❧ s❡❣✉♥❞♦ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ r❡s♣✉❡st❛ ♠ás rá♣✐❞❛ ② ♠✉② ♣♦r ❞❡❜❛❥♦ ❞❡

✈❛r✐♦s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧❡s✳ ❈♦♠♦ ♣✉❡❞❡ ✈❡rs❡✱ ❧❛s té❝♥✐❝❛s ❜❛s❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ♥♦r♠❛ H∞✱ ❤❛♥ ❞❡♠♦str❛❞♦

s❡r ❡✜❝❛❝❡s✱ s✐ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ❡♥ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦✱ ést❛s té❝♥✐❝❛s ❜❛s❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ♥♦r♠❛

H∞ ♠❛♥t✐❡♥❡♥ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ② ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s✱ ❛s✐♠✐s♠♦ r❡❞✉❝❡♥

❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛③♦s✳

✶✳✷ ❍✐♣ót❡s✐s

❉❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ t✐❡♥❡ ❜❡♥❡✜❝✐♦s r❡❞✉❝✐❡♥❞♦ ❡❧ ✐♠♣❛❝t♦ ❞❡ ❧❛s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s✱

s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ❜❛s❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ♥♦r♠❛ H∞ ❡s ❛❞❡❝✉❛❞❛ ♣❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛r ❡❧ ♣r♦❝❡s♦✱ ②❛

q✉❡ s❡ ❤❛ ❞❡♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ q✉❡ ❡s ❝❛♣❛③ ❞❡ ♠❛♥t❡♥❡r ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ② ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❡♥

♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♣❛r❛ s✐st❡♠❛s ❧✐♥❡❛❧❡s✳

✶✳✸ ❖❜❥❡t✐✈♦

❉✐s❡ñ❛r ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ♣❛r❛ ❡❧ s✐st❡♠❛

❞❡ 2×2 ❞❡ ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ❡♥ ✉♥ ❍❙▼ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ té❝♥✐❝❛

H∞✳



✺

✶✳✹ ❈♦♥t❡♥✐❞♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s

❊❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✷ ♠✉❡str❛ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡ ✭❍❙▼✮ ② ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❧✐♥❡❛❧ 4×4 q✉❡ s❡

✉t✐❧✐③❛rá ♣❛r❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ ♣r♦❜❧❡♠át✐❝❛✳

❊❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✸ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛

♥♦♠✐♥❛❧ ② ❡❧ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛✳

❊❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✹ ♠✉❡str❛ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ② ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♣❛r❛ ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡

❧❛ ❝✐♥t❛ ② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r✳

❊❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✺ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❡♥ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧

❝♦♥tr♦❧ P■ ✭❛❝t✉❛❧♠❡♥t❡ ✐♥st❛❧❛❞♦ ❡♥ ♣❧❛♥t❛ ✐♥❞✉str✐❛❧✮ ❢r❡♥t❡ ❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ② ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s✳

P♦r ú❧t✐♠♦✱ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✻ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ t❡s✐s✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✷

▼♦❞❡❧♦ ❧✐♥❡❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❞❡
❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡

✷✳✶ ▼♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡

❯♥ ❍❙▼ t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ♣r♦❞✉❝t♦ ✜♥❛❧ ✉♥ r♦❧❧♦ ❞❡ ❝✐♥t❛ ❞❡ ❛❝❡r♦✳ ❊❧ ❞❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ❝❛❧✐❞❛❞ ❡①✐❣❡

q✉❡ ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ❝✉♠♣❧❛ ❝♦♥ ❛❧❣✉♥♦s r❡q✉❡r✐♠✐❡♥t♦s✿ ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛✱ ❧❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ❞❡

❛❝❛❜❛❞♦ ② ❡♥r♦❧❧❛❞♦❀ ❞✐❝❤❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❛s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ♠❡❝á♥✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❞❡

❛❝❡r♦ ✭❇❛rr✐♦s ❏✳❆✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✿ ▼♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡✳

✻



✼

❊❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡❧ ❍❙▼ ❛ ❡st✉❞✐❛r ❡s ❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❞♦s ❞❡ ❚❡r♥✐✉♠ ❍✐❧s❛ ② ❝♦♥st❛ ❞❡ ❝✉❛tr♦ ❡t❛♣❛s

✭✈❡r ✜❣✳ ✷✳✶✮✿

✶✳ ❍♦r♥♦s ❞❡ r❡❝❛❧❡♥t❛♠✐❡♥t♦

❙❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥ ♣❧❛♥❝❤ó♥ ❞❡ ♠❛t❡r✐❛ ♣r✐♠❛ ✭❛❝❡r♦✮ ❝♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ❞❡ ✵✳✷ ♠ ❞❡ ❣r♦s♦r✱ ✵✳✾✶✺

♠ ❞❡ ❛♥❝❤♦✱ ✺✲✶✵ ♠ ❞❡ ❧❛r❣♦ ② ♣❡s❛ ❡♥tr❡ ✶✵ ② ✷✺ t♦♥❡❧❛❞❛s✳ ❊♥ ❡st❛ ❡t❛♣❛ ❡❧ ❛❝❡r♦ s❡ ♣r❡♣❛r❛

tér♠✐❝❛♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❧❛ ❞❡❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♠❡❝á♥✐❝❛ ❝♦♥ ✉♥❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ❞❡ ✶✸✵✵◦❈✳ ❆❧

s❛❧✐r ❞❡❧ ❤♦r♥♦ ❛❞q✉✐❡r❡ ✉♥❛ ❝❛♣❛ ❞❡ ó①✐❞♦ q✉❡ ❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ r♦♠♣❡❞♦r ❞❡ ♦①✐❞♦✱

❛♥t❡s ❞❡ ♣❛s❛r ❛ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡t❛♣❛✳

✷✳ ▼♦❧✐♥♦s ❞❡❜❛st❛❞♦r❡s

▲❛ ❡t❛♣❛ ✷ ♣✉❡❞❡ t❡♥❡r ❤❛st❛ ❝♦♥ ❝✐♥❝♦ ♠♦❧✐♥♦s ❞❡❜❛st❛❞♦r❡s✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ s❡ ❡st✉❞✐❛ ✷

♠♦❧✐♥♦s r❡✈❡rs✐❜❧❡s q✉❡ s❡ ❡♥❝❛r❣❛♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡❢♦r♠❛❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡❧ ❡s♣❡s♦r ② ❛♥❝❤♦ ❞❡ ❧❛ ❧á♠✐♥❛✱

❧❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❡s ❞❡ ✶✶✺✵◦❈ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❡s ❞❡ ✷✺✳✹ ♠♠✳

❊❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ❡s ❧❧❛♠❛❞♦ ❜❛rr❛ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ✭❇❚✮✳ ❆♥t❡s ❞❡ ♣❛s❛r ❛ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡t❛♣❛✱ ❧❛s

t✐❥❡r❛s ❞❡ ❝♦rt❡ ❝♦rt❛♥ ❡❧ ✐♥✐❝✐♦ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❛ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ♣❛r❛ ❞❛r❧❡ ❢♦r♠❛ ② s❡ ❧❛✈❛ ❡❧ ó①✐❞♦

❢♦r♠❛❞♦ ❡♥ ❡st❛ ❡t❛♣❛✳

✸✳ ▼♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦

❊❧ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥st❛r ❞❡ ✉♥ tr❡♥ ❞❡ s❡✐s ♦ s✐❡t❡ ❝❛st✐❧❧♦s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈♦s✱ ❡♥ ❡st❡

❝❛s♦ s❡ ❡st✉❞✐❛ ✉♥ tr❡♥ ❞❡ s❡✐s ❝❛st✐❧❧♦s q✉❡ t✐❡♥❡♥ ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡❛❧✐③❛r ✉♥❛ r❡❞✉❝❝✐ó♥

❡♥ ❧❛ ❜❛rr❛ ❞❛♥❞♦ ✉♥ ❡s♣❡s♦r q✉❡ ✈❛rí❛ ❡♥tr❡ 2×10−3 ❛ 15.7×10−3 ♠ ② ❛♥❝❤♦ ✜♥❛❧ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡

✵✳✾ ♠❀ t❛♠❜✐é♥ ❤❛② q✉❡ t❡♥❡r ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ❞❡ ❛❝❛❜❛❞♦ ❡♥tr❡ ✽✵✵◦❈ ❛ ✾✷✵◦❈ ♣❛r❛

q✉❡ ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ♣✉❡❞❛ ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ♠❡❝á♥✐❝❛s ♥❡❝❡s❛r✐❛s✳

✹✳ ❊♥r♦❧❧❛❞♦

❙❡ ❞✐✈✐❞❡ ❡♥ ❞♦s s❡❝❝✐♦♥❡s✿ ♠❡s❛ ❞❡ ❡♥❢r✐❛♠✐❡♥t♦ ② ❡♥r♦❧❧❛❞♦✳ ▲❛ ♠❡s❛ ❞❡ ❡♥❢r✐❛♠✐❡♥t♦ ✭❘❖❚✱ ♣♦r

s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ■♥❣❧és ❘✉♥ ❖✉t ❚❛❜❧❡✮ ❡stá ❧♦❝❛❧✐③❛❞❛ ❡♥tr❡ ❡❧ ú❧t✐♠♦ ❝❛st✐❧❧♦ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✱



✽

❡❧ ❡♥❢r✐❛♠✐❡♥t♦ s❡ ❧♦❣r❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❝♦rt✐♥❛s ❞❡ ❛❣✉❛ ❤❛st❛ ❛❧❝❛♥③❛r ✉♥❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ❞❡ ✺✺✵◦❈✲

✻✺✵◦❈✳ P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ♣❛s❛ ♣♦r ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥r♦❧❧❛❞♦✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❡s ❡♥r♦❧❧❛❞❛

② ❡s ❡t✐q✉❡t❛❞❛ ❝♦♥ s✉s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ② ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s✳

✷✳✷ ▼♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦

❊♥ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ ❤❛ ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ q✉❡ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❡t❛♣❛s ♠ás ❝r✐t✐❝❛s ❡s ❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦

✭❋▼✱ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ■♥❣❧és ❋✐♥✐s❤✐♥❣ ▼✐❧❧✮ ♣♦r ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡s♣❡s♦r✱ t❡♥s✐ó♥ ② á♥❣✉❧♦

❞❡ ❧♦♦♣❡r q✉❡ ❛❢❡❝t❛♥ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛✱ ❛s✐♠✐s♠♦ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ②

❛❧✐♥❡❛❧✐❞❛❞❡s ❡♥ ❧♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s✳

✷✳✷✳✶ P❛rt❡s ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ✭❋▼✮

❆✳ ❈❛st✐❧❧♦

▲♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❞❡ ✉♥ ❝❛st✐❧❧♦ s♦♥ ✭✈❡r ✜❣✉r❛ ✷✳✷✮✿

❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✿ ❈❛st✐❧❧♦ ❞❡❧ ❋▼✳



✾

✶✳ ❈❛♣s✉❧❛ ❤✐❞rá✉❧✐❝❛✿ ❈♦♠♣✉❡st❛ ♣♦r ✉♥ s✐st❡♠❛ ❤✐❞rá✉❧✐❝♦ ❝♦♥ ✉♥ r❡❣✉❧❛❞♦r ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥

❡♥ ❢♦r♠❛ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ❛♣❧✐❝❛r ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ r♦❧❛❞♦✶✳

✷✳ ❘♦❞✐❧❧♦s ❞❡ ❛♣♦②♦✿ ❙♦♥ ❧♦s r♦❞✐❧❧♦s q✉❡ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t♦ ❝♦♥ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❤✐❞rá✉❧✐❝♦✱

s✉ ❞✐á♠❡tr♦ ❡s ❞❡ ✶✷✵✵ ♠♠ ❛ ✶✺✻✸ ♠♠✳ ❙❡ ❡♥❝❛r❣❛♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r✐r ❧❛ ❢✉❡r③❛ ② ❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧

s✐st❡♠❛ ❤✐❞rá✉❧✐❝♦ ❤❛❝✐❛ ❧♦s r♦❞✐❧❧♦s ❞❡ tr❛❜❛❥♦✳

✸✳ ❘♦❞✐❧❧♦s ❞❡ tr❛❜❛❥♦✿ ❙❡ ❧♦❝❛❧✐③❛♥ ❞❡s♣✉és ❞❡ ❧♦s r♦❞✐❧❧♦s ❞❡ ❛♣♦②♦ ② t✐❡♥❡♥ ❝♦♥t❛❝t♦ ❞✐r❡❝t♦

❝♦♥ ❧❛ ❝✐♥t❛✳ ❙✉ r❛❞✐♦ ❡s ❞❡ ✷✷✵ ♠♠ ❛ ✸✼✵ ♠♠✳ ❙✉ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡s ❛♣❧✐❝❛r ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❣❡♥❡r❛❞❛ ♣♦r ❡❧

s✐st❡♠❛ ❤✐❞rá✉❧✐❝♦ s♦❜r❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❞❡ ❛❝❡r♦✳

✹✳ ❈❡❧❞❛ ❞❡ ❝❛r❣❛✿ ❊s ✉♥ tr❛♥s❞✉❝t♦r ❞❡ ❢✉❡r③❛✱ ❝♦♥✈✐❡rt❡ ✉♥❛ s❡ñ❛❧ ♠❡❝á♥✐❝❛ ❡♥ ✉♥❛ s❡ñ❛❧

❡❧é❝tr✐❝❛✱ r❡s♣♦♥❞✐❡♥❞♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ❢✉❡r③❛✳

❇✳ ▲♦♦♣❡r

❊❧ ❧♦♦♣❡r ❡s ✉♥ ❜r❛③♦ ♠❡❝á♥✐❝♦ ❝♦♥ ✉♥ r♦❞✐❧❧♦ ❧♦❝❛❧✐③❛❞♦ ❡♥tr❡ ❞♦s ❝❛st✐❧❧♦s✱ s❡ ❡♥❝❛r❣❛ ❞❡

❝♦♥tr♦❧❛r ❡❧ ✢✉❥♦ ❞❡ ♠❛s❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ❞♦s ❝❛st✐❧❧♦s ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ② ❛❜s♦r❜❡ ❡❧ ❡rr♦r

❣❡♥❡r❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✸✿ ▲♦♦♣❡r ❞❡❧ ❋▼✳

✶❋✉❡r③❛ ♥❡❝❡s❛r✐❛ ♣❛r❛ ❧❧❡✈❛r ❛❝❛❜♦ ✉♥❛ ❞❡❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❝✉❛♥❞♦ ést❛ ♣❛s❛ ♣♦r ❧♦s r♦❞✐❧❧♦s ❞❡ tr❛❜❛❥♦✳



✶✵

✷✳✷✳✷ ❋✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ✭❋▼✮

▲❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✹ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ❞❡ ❞♦s ❝❛st✐❧❧♦s ❝♦♥t✐❣✉♦s ❞❡❧ ❋▼✳ ▲❛ ❝✐♥t❛ ❞❡ ❛❝❡r♦ ❡♥tr❛ ❛❧

❝❛st✐❧❧♦ ✐ ❝♦♥ ✉♥ ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ ✭Hi✮✱ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ s❡ ❡♥❝❛r❣❛ ❞❡ r❡❞✉❝✐r ❡❧ ❡s♣❡s♦r ♣♦r

♠❡❞✐♦ ❞❡ s✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s✱ ❣❡♥❡r❛♥❞♦ ❛sí ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ s❛❧✐❞❛ ✭hi✮ ♠❡♥♦r q✉❡ Hi ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛

❧❛ r❡❞✉❝❝✐ó♥ ❞❡✜♥✐❞❛ ♣❛r❛ ❡s❡ ❝❛st✐❧❧♦ ❡♥ ❧❛ ❝é❞✉❧❛ ❞❡ r♦❧❛❞♦✳ ❊❧ ❧♦♦♣❡r s❡ ❡♥❝❛r❣❛r❛ ❞❡ r❡❣✉❧❛r

❞❡ ❝♦♥tr♦❧❛r ❡❧ ✢✉❥♦ ❞❡ ♠❛s❛✱ ❣❡♥❡r❛♥❞♦ ✉♥❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ✭θi✮ ② ✉♥❛ t❡♥s✐ó♥ ✭σi✮

❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛ ♣❛r❛ ❧♦s ❝❛st✐❧❧♦s ✐ ❡ ✐✰✶✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✹✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❞♦s ❝❛st✐❧❧♦s ❞❡❧ ❋▼✳

✷✳✸ ▼♦❞❡❧♦ ❧✐♥❡❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡

❊♥ ❖❜r❡❣ó♥ ✭✷✵✵✻✮ ② ❖❜r❡❣ó♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ s❡ ❞❡s❛rr♦❧❧ó ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ✉♥ ❋▼

❧✐♥❡❛❧✐③❛❞♦ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ r❡♣r❡s❡♥t❛

✉♥ ♣❛r ❞❡ ❝❛st✐❧❧♦s ❝♦♥t✐❣✉♦s ✐ ❡ ✐✰✶ ② ✉♥ ❧♦♦♣❡r✱ r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ✜❣✳ ✷✳✺✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❞❡♠♦stró

s❡r ❜✉❡♥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ r❡❛❧✳ ❊❧ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ s❡ ❞❡✜♥❡ ♣♦r ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ♠ás

❝♦♠ú♥♠❡♥t❡ r♦❧❛❞♦✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ❛❝❡r♦ ❆■❙❚ ✶✵✵✻✱ ❝❛❧✐❜r❡ 2×10−3 ♠ ② ❛♥❝❤♦ ✵✳✾ ♠✳



✶✶

❋✐❣✉r❛ ✷✳✺✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❜❧♦q✉❡s ❞❡❧ ❋▼✱ ▼♦❞❡❧♦ ❖❜r❡❣ó♥✳

❊♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❖❜r❡❣ó♥ ❧❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❡stát✐❝❛s δy

δx
❡✈❛❧✉❛❞❛s ❡♥ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ s♦♥

r❡♣r❡s❡♥t❛❞❛s ❝♦♥ ❧❛ ♥♦t❛❝✐ó♥ Ky
x ✳ ❊❧ s✐st❡♠❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ 4×4 s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✻ ❝♦♥

s✉s r❡s♣❡❝t✐✈❛s ❡♥tr❛❞❛s✱ s❛❧✐❞❛s ② ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ② ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✷✳✶ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❛

✉t✐❧✐③❛❞❛✳

❊♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ❛♥❛❧✐③ó ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ♣❛r ❞❡ ❝❛st✐❧❧♦s ❝♦♥ s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❧♦♦♣❡r✱

t♦♠á♥❞♦s❡ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❢❛❝t♦r❡s✿



✶✷

❋✐❣✉r❛ ✷✳✻✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛✲s❛❧✐❞❛✲♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ▼■▼❖✳

❱❛r❛✐❛❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❯♥✐❞❛❞❡s

Sri ❊s♣❛❝✐♦ ❡♥tr❡ r♦❞✐❧❧♦s ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ ♠
Sri+1 ❊s♣❛❝✐♦ ❡♥tr❡ r♦❞✐❧❧♦s ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐✰✶ ♠
Vri ❱❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s r♦❞✐❧❧♦s ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ ♠✴s
τri P❛r ❞❡ ❧♦♦♣❡r ✐ ◆✲♠
hi ❊s♣❡s♦r ❞❡ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ ♠
σi ❚❡♥s✐ó♥ ❞❡ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ ◆
θi P♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ ❣r❛❞♦s

hi+1 ❊s♣❡s♦r ❞❡ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐✰✶ ♠
Hi ❊s♣❡s♦r ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ ♠
σi−1 ❚❡♥s✐ó♥ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐✲✶ ◆
σi+1 ❚❡♥s✐ó♥ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐✰✶ ◆
Vi+1 ❱❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡❧ r♦❞✐❧❧♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐✰✶ ♠✴s

❚❛❜❧❛ ✷✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❡♥tr❛❞❛✱ s❛❧✐❞❛ ② ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡
❜❧♦q✉❡s ✭✜❣✉r❛ ✷✳✻✮✳

✶✳ ❋✉❡r③❛ ❞❡ r♦❧❛❞♦

❆❧ r❡❞✉❝✐r ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧♦s r♦❞✐❧❧♦s ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❡s ❛♣❧✐❝❛❞❛ ✉♥❛ ❢✉❡r③❛ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❧❛

❝✉á❧ ❡s ❜❡♥❡✜❝✐❛❞❛ ♣♦r ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ ② t❡♥s✐ó♥ ❞❡ s❛❧✐❞❛✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡❝✉❛❝✐ó♥

r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ r♦❧❛❞♦✿

P =
√

R′(Hi − hi)[KAQ−m1σ1 −m2σ2] ✭✷✳✸✳✶✮



✶✸

❞♦♥❞❡ m1 ❡s ❡❧ ár❡❛ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❞❡ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧✱ m2 ❡s ❡❧ ár❡❛ ❞❡ s❛❧✐❞❛ ❞❡

❧❛ ❝✐♥t❛ ❞❡ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧✱ σ1 ❡s ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛✱ σ2 ❡s ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡ s❛❧✐❞❛✱ ❆ ❡s ❡❧

❛♥❝❤♦ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ② Q ❡s ✉♥ ❢❛❝t♦r ❣❡♦♠étr✐❝♦ ❞❛❞♦ ♣♦r✿

Q =
π

4
+

1

4

√

R′

hi

r

1− r
✭✷✳✸✳✷✮

❞♦♥❞❡ r = Hi−hi

Hi
✳ R′ ❡s ❡❧ r❛❞✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❧❛ ❞❡❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ r♦❞✐❧❧♦✱ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❝♦♠♦ s✐❣✉❡✿

R′ = R

[

1 +
(16)(0.91)(1000)P

πEiA(Hi − hi)

]

✭✷✳✸✳✸✮

❞♦♥❞❡ R ❡s ❡❧ r❛❞✐♦ ❞❡❧ r♦❞✐❧❧♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ s✐♥ ❞❡❢♦r♠❛❝✐ó♥ ② Ei ❡s ❡❧ ♠♦❞✉❧♦ ❞❡ ❨♦✉♥❣✷✳

▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ r♦❧❛❞♦ ✭❡❝✉❛❝✐ó♥ ✷✳✸✳✶✮ ❡s ♥♦ ❧✐♥❡❛❧✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧✐❞❛❞

❞❡❧ ❢❛❝t♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝♦ ✭Q✮✱ ❛❧ s❡r ❧✐♥❡❛❧✐③❛❞❛ ❡♥ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐ó♥✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s

r❡❧❛❝✐♦♥❡s ❡stát✐❝❛s✿

∆Pi =
∂Pi

∂Hi

∆Hi +
∂Pi

∂hi

∆hi +
∂Pi

∂σi−1

∆σi−1 +
∂Pi

∂σi

∆σi ✭✷✳✸✳✹✮

❞♦♥❞❡ ∆ ❞❡♥♦t❛ ✉♥❛ ♣❡q✉❡ñ❛ ❞❡s✈✐❛❝✐ó♥ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡❧ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐ó♥✳

❖❜t❡♥✐❞♦ ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ r♦❧❛❞♦ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ♦❜t❡♥❡r ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ s❛❧✐❞❛ q✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛

❞❡s✈✐❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❡♥tr❡ r♦❞✐❧❧♦s ② ❧❛ ❞❡s✈✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ r♦❧❛❞♦✳ ❊❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ s❛❧✐❞❛

❡st❛ ❞❛❞♦ ♣♦r✿

∆hi = ∆Si +
∆Pi

Mi

✭✷✳✸✳✺✮

✷❘❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡s❢✉❡r③♦ ② ❞❡❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❛❝❡r♦✳



✶✹

❞♦♥❞❡ Mi r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ♠♦❞✉❧♦ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦✸✳

❊❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❡♥tr❡ r♦❞✐❧❧♦s s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❞❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❢♦r♠❛✿

Si = hi −
∆Pi

Mi

✭✷✳✸✳✻✮

✷✳ ❉❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦ ❤❛❝✐❛ ❞❡❧❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛

❊❧ ❞❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦ ❤❛❝✐❛ ❞❡❧❛♥t❡ ✭❢♦r✇❛r❞ s❧✐♣✮ ❡s ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦r ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡❝✉❛❝✐ó♥✿

fi
△
=

Vi+1 − Vi

Vi

✭✷✳✸✳✼✮

❞♦♥❞❡ Vi+1 ❡s ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❡♥ ❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ ② Vi ❡s ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ♣❡r✐❢ér✐❝❛

❞❡❧ r♦❞✐❧❧♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦✳ ▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s❧✐♣ ✭fi✮ ❡s ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦✿

fi =

(

2R′

hi

cos(φn)− 1

)(

1− cos(φn)

)

✭✷✳✸✳✽✮

❞♦♥❞❡ φn ❡s ❡❧ á♥❣✉❧♦ ❞❡❧ ♣✉♥t♦ ♥❡✉tr♦✳

▲❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✼ ♠✉❡str❛ ❡❧ ✈❡♥❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❢r✐❝❝✐ó♥✱ ❞♦♥❞❡ b ❡s ❡❧ ❞❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦

❤❛❝✐❛ ❛tr❛s ✭❞❡✜♥✐❞♦ ♠❛s ❛❞❡❧❛♥t❡✮ ② f ❡s ❡❧ ❞❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦ ❤❛❝✐❛ ❞❡❧❛♥t❡ q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥❡♥ ❞❡❧

❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❢r✐❝❝✐ó♥✳ ❊❧ ♣✉♥t♦ ♥❡✉tr♦ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❡❧ ♣✉♥t♦ ❛♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥❞❡ s❡ ✈❡♥❝❡ ❧❛

❢r✐❝❝✐ó♥ ❡①✐st❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❡❧ r♦❞✐❧❧♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ② ❧❛ ❝✐♥t❛✳

φn ❡stá ❞❛❞♦ ♣♦r✿

✸❘❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ r♦❧❛❞♦ ② ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❡♥tr❡ r♦❞✐❧❧♦s✳



✶✺

❋✐❣✉r❛ ✷✳✼✿ ❱❡♥❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❢r✐❝❝✐ó♥✳

φn =

(

√

hi

R′

)

tan

(

π

8

√

hi

R′
ln(1− r) +

1

2
tan−1

√

r

1− r

)

✭✷✳✸✳✾✮

❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✷✳✸✳✾ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✷✳✸✳✽ s❡ t✐❡♥❡✿

fi =

(

2R′

hi

cos

(

√

hi

R′
tan

[

π

8

√

hi

R′
ln(1− r) +

1

2
tan−1

√

r

1− r

])

− 1

)

(

1− cos

(

√

hi

R′
tan

[

π

8

√

hi

R′
ln(1− r) +

1

2
tan−1

√

r

1− r

]))

✭✷✳✸✳✶✵✮

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧✐♥❡❛❧✐③❛♥❞♦ fi ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ s❡ t✐❡♥❡ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s r❡❧❛✲

❝✐♦♥❡s ❡st❛t✐❝❛s✿

∆fi =
∂fi
∂Si

∆Si +
∂fi
∂Hi

∆Hi +
∂fi
∂σi−1

∆σi−1 +
∂fi
∂σi

∆σi +
∂fi
∂hi

∆hi ✭✷✳✸✳✶✶✮



✶✻

✸✳ ❉❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦ ❤❛❝✐❛ ❛trás

❊❧ ❞❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦ ❤❛❝✐❛ ❛trás ✭❜❛❝❦✇❛r❞ s❧✐♣✮ ❡s ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦r ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡❝✉❛❝✐ó♥✿

bi+1

△
=

Vi+1 − Vi

Vi

✭✷✳✸✳✶✷✮

▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧ ❞❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦ ❤❛❝✐❛ ❛tr❛s ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ✭bi+1✮

bi+1 = 1−
hi(1 + fi)

Hi

(

cos
√

Hi−hi

R

) ✭✷✳✸✳✶✸✮

▲✐♥❡❛❧✐③❛♥❞♦ bi+1 ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ s❡ t✐❡♥❡ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s r❡❧❛❝✐♦♥❡s ❡stát✐✲

❝❛s✿

∆bi+1 =
∂bi+1

∂Si+1

∆Si+1 +
∂bi+1

∂Hi+1

∆Hi+1 +
∂bi+1

∂σi+1

∆σi+1 +
∂bi+1

∂hi+1

∆hi+1 +
∂bi+1

∂σi

∆σi ✭✷✳✸✳✶✹✮

❚❡♥✐❡♥❞♦ ❡❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❧✐♣ ② ❢♦r✇❛r❞ s❧✐♣ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜t❡♥❡r ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡

❧❛ ❝✐♥t❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ❝❛st✐❧❧♦s ✐ ❡ ✐✰✶ ❞❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠❛♥❡r❛✿

∆σi =
Ei

sLoi

[

(1− bi+1)∆Vi+1 − (1 + fi)∆Vi + Vi+1

(

∂bi+1

∂hi+1

∆hi+1 +
∂bi+1

∂σi

∆σi

+
∂bi+1

∂Hi+1

∆Hi+1 +
∂bi+1

∂Si+1

∆Si+1 +
∂bi+1

∂σi+1

∆σi+1

)

− Vi

(

∂fi
∂hi

∆hi

+
∂fi
∂σi

∆σi +
∂fi
∂Si

∆Si +
∂fi
∂Hi

∆Hi +
∂fi
∂σi−1

∆σi−1

)

+
∂Li

∂θi
∆ωi

]

✭✷✳✸✳✶✺✮

❞♦♥❞❡ Li ❡s ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❡♥tr❡ ❝❛st✐❧❧♦s✱ Loi ❡s ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❝❡♥tr♦s ❞❡ ❧♦s r♦❞✐❧❧♦s

❞❡ ❛♣♦②♦ ❛❧ ❧♦♦♣❡r✳ ▲❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r ✭ωi✮ ❞❡s♣r❡❝✐❛♥❞♦ ❧❛ ❢r✐❝❝✐ó♥ s❡ ❛♣r♦①✐♠❛ ❝♦♠♦✿



✶✼

∆ωi =
1

Jis

(

∆τi −
∂τi
∂θi

∆θi +
∂τi
∂σi

∆σi

)

✭✷✳✸✳✶✻✮

❞♦♥❞❡ Ji ❡s ❧❛ ✐♥❡r❝✐❛ ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r✳ ❊❧ ♣❛r ❞❡ ❧♦♦♣❡r ✭τi✮ ❡s✿

τi = M − τcargai ✭✷✳✸✳✶✼✮

❞♦♥❞❡ ▼ ❡s ❡❧ ♣❛r ❞❡❧ ♠♦t♦r✳

▲♦s ❢❛❝t♦r❡s ❞❡s❝r✐t♦s ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ♠✉❡str❛♥ q✉❡ ❡❧ ❡s♣❡s♦r ❞❡ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ ✐ ✭hi✮ ②

❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ✭θi✮✱ t✐❡♥❡♥ ✉♥❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛✉s❛❞❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ♣♦r

❢❡♥ó♠❡♥♦ ❞❡ ❞❡❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ r♦❞✐❧❧♦ ❞❡ ❛♣♦②♦✱ ❡❧ ❞❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦ ❤❛❝✐❛ ❛tr❛s ② ❞❡s❧✐③❛♠✐❡♥t♦ ❤❛❝✐❛

❞❡❧❛♥t❡✱ ❝❛✉s❛❞♦ ♣♦r ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ❣❡♥❡r❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ② ❧♦s

❝❛st✐❧❧♦s ✐ ❡ ✐✰✶✳

✷✳✹ ❘❡s✉♠❡♥ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❞❡s❝r✐❜✐ó ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ② ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ✉♥ ♠♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥

❝❛❧✐❡♥t❡ ✭❍❙▼✮✱ ❡❧ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❋▼ ❞♦♥❞❡ s❡ ❡♥❢♦❝❛ ❡st❛ t❡s✐s❀ ❛s✐♠✐s♠♦ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡

❜❧♦q✉❡s ❞❡ ✉♥ s✐st❡♠❛ 4×4 ❝♦♥ s✉s r❡s♣❡❝t✐✈❛s ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s✳ ❊♥ ❡st❛ t❡s✐s só❧♦ s❡ tr❛❜❛❥❛♥

❞♦s ❧❛③♦s✿ ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮ ② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ✭θi✮ q✉❡ s❡ ✉t✐❧✐③❛rá♥ ♠ás ❛❞❡❧❛♥t❡✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✸

❆♥á❧✐s✐s ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛

❊♥ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ s❡❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❡♠♣❧❡❛♥ ♠ét♦❞♦s ❞❡ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛

♣❛r❛ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ 2×2✱ r❡✈✐s❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛✱

❞✐❛❣r❛♠❛s ❞❡ ❇♦❞❡ ② ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❆s✐♠✐s♠♦ ❡♥ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ s❡❝❝✐ó♥ s❡

r❡❛❧✐③❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ② s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛

❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s✳

✸✳✶ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧

❙❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❧❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ▼■▼❖ s✐♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ② s✉s r❡s♣❡❝t✐✈♦s s✉❜✲

s✐st❡♠❛s✱ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ♠ét♦❞♦s✿

❼ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s✳

❼ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❜♦❞❡✳

❼ ❘❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

▲❛ ♣❧❛♥t❛ s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ s✐st❡♠❛ ▼■▼❖ ❞❡ 2×2 ♣❛r❛ ❧♦s ❧❛③♦s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r

❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ✭θi✮ ② ❡s♣❡s♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ ✭hi✮✳ ▲♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥ ♦❜t❡♥✐❞❛s ❝♦♥ ❧❛ ♣r❛❝t✐❝❛

✶✽



✶✾

❞❡ ❧❛♠✐♥❛❞♦ ❞❡❧ ❛❝❡r♦ ❆■❙❚ ✶✵✵✻✱ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❝❛❧❝✉❧❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐♥❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ s♦♥

❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s ② ❡❧ s✐st❡♠❛ ❧✐♥❡❛❧✐③❛❞♦ ❡s ❧❛ ♣❧❛♥t❛✱ s✉ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛

❡st❛ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

G(s) =

(

6.548s4+23.19s3+1.256×4s2+1.002×4s+1895

s5+37.46s4+2056s3+6.56×4s2+5.512×4s+8906

17.28s3+9.387s2+3402s+1668

s5+9.129s4+1939s3+1.124e04s2+8495s+1336
−3510s+674

s5+37.46s4+2056s3+6.56×4s2+5.512×4s+8906

1.578×4s+7737

s5+9.129s4+1939s3+1.124×4s2+8495s+1336

)

✭✸✳✶✳✶✮

✸✳✶✳✶ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛

❆✳ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛

▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ G(s) s❡ ❡①♣r❡s❛ ❝♦♠♦ ✉♥ ❝♦❝✐❡♥t❡ ❞❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦s ❡♥ s✱ r❡♣r❡s❡♥t❛❞❛

♣♦r ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡①♣r❡s✐ó♥✿

G(s) =
N(s)

D(s)
=

b0s
n + b1s

n−1 + ...+ bn−1s+ bn
a0sm + a1sm−1 + ...+ am−1s+ am

✭✸✳✶✳✷✮

❉♦♥❞❡✿ N(s) s♦♥ ❧❛s r❛í❝❡s ❞❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ♥✉♠❡r❛❞♦r ② r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧♦s ❝❡r♦s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡

tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛✱ D(s) s♦♥ ❧❛s r❛í❝❡s ❞❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦r ② r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧♦s ♣♦❧♦s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥

❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛✳ ❊❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦r ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛✱ ❝✉❛♥❞♦ s❡ ✐❣✉❛❧❛ ❛ ❝❡r♦✱ s❡

❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❝❛r❛❝t❡r✐st✐❝❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✿

D(s) = a0s
m + a1s

m−1 + ...+ am−1s+ am = 0 ✭✸✳✶✳✸✮

P❛r❛ ❞❡✜♥✐r ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s ✭✜❣✉r❛ ✸✳✶✮✳ ❊❧ s✐st❡♠❛

❡s ❡st❛❜❧❡✱ s✐ ❝✉♠♣❧❡ ❝♦♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥✿

✧❯♥ s✐st❡♠❛ ❡s ❡st❛❜❧❡ s✐ ❧❛s r❛í❝❡s ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ s♦♥ r❡❛❧❡s ♥❡❣❛t✐✈❛s ♦ ❝♦♠♣❧❡❥❛s

❝♦♥❥✉❣❛❞❛s ❝♦♥ ♣❛rt❡ r❡❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❛✳ ❊s ❞❡❝✐r✱ s✐ t♦❞❛s ❧❛s r❛í❝❡s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❡❧ s❡♠✐♣❧❛♥♦

✐③q✉✐❡r❞♦ ❞❡❧ ♣❧❛♥♦ ❝♦♠♣❧❡❥♦ s✧✳



✷✵

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s✳

❙✐ ❛❧❣ú♥ ♣♦❧♦ s❡ ✉❜✐❝❛ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡ ✐♠❛❣✐♥❛r✐♦✱ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡stá ❡♥ ❡❧ ❧í♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡

✐♥❡st❛❜✐❧✐❞❛❞✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❡s ✉♥ s✐st❡♠❛ ❝♦♥ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ♠❛r❣✐♥❛❧✳

❇✳ ❆♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❛ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧

✶✳ P❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ▼■▼❖

❙❡ ❣r❛✜❝ó ❝♦♥ ❛②✉❞❛ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇➤ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧

▼■▼❖ ✭✜❣✳ ✸✳✷✮✱ ❧♦s ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❡stá♥ ❞❛❞♦s ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✶✳

❙❡ ❝♦♠♣r♦❜ó ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ▼■▼❖✱ ②❛ q✉❡ ❧❛s r❛í❝❡s ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛

s♦♥ r❡❛❧❡s ♥❡❣❛t✐✈❛s ② ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❝♦♥❥✉❣❛❞❛s ❝♦♥ ♣❛rt❡ r❡❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❛✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ t♦❞❛s ❧❛s r❛í❝❡s s❡

❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❡❧ s❡♠✐♣❧❛♥♦ ✐③q✉✐❡r❞♦ ❞❡❧ ♣❧❛♥♦ ❝♦♠♣❧❡❥♦ s✳



✷✶

❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ▼■▼❖✳

P♦❧♦s ❈❡r♦s

✲✶✳✻✸✺✵ ✰✹✸✳✼✸✻✹✐ ✲✵✳✹✾✵✷
✲✶✳✻✸✺✵ ✲✹✸✳✼✸✻✹✐

✲✵✳✻✹✶✸
✲✵✳✷✶✼✺
✲✸✸✳✸✸✸✸

✲✺

❚❛❜❧❛ ✸✳✶✿ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ▼■▼❖ ✭✜❣✳ ✸✳✷✮✳

✷✳ ❙✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧

▲❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ G(s) ❡stá ❝♦♠♣✉❡st❛ ❞❡ ❝✉❛tr♦ s✉❜s✐st❡♠❛s✱ ❝❛❞❛ s✉❜s✐st❡♠❛ s❡ ❛♥❛❧✐③ó ❡♥

✉♥ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✸ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s ❞✐❛❣r❛♠❛s ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥

❞❡ ♣♦❧♦s ② ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✷ ❧♦s ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ♣❛r❛ ❝❛❞❛ s✉❜s✐st❡♠❛✳ ❊♥ ❧♦s ❝✉❛tr♦ s✉❜s✐st❡♠❛s

❡①✐st❡♥ ♣♦❧♦s ♠✉② ❝❡r❝❛ ❞❡❧ ♦r✐❣❡♥❀ s✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❝✉♠♣❧❡♥ ❝♦♥ s❡r ❡st❛❜❧❡s ❞❛❞♦ q✉❡ s✉s r❛í❝❡s

s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❡❧ s❡♠✐♣❧❛♥♦ ✐③q✉✐❡r❞♦✳



✷✷

❋✐❣✉r❛ ✸✳✸✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ ●✭s✮✳

g11(s) g12(s) g21(s) g22(s)
P♦❧♦s ❈❡r♦s P♦❧♦s ❈❡r♦s P♦❧♦s ❈❡r♦s P♦❧♦s ❈❡r♦s
✲✶✳✻✸✺✵

✰✹✸✳✼✸✻✹✐
✲✶✳✸✼✶✽

✰✹✸✳✼✺✸✸✐
✲✶✳✻✸✺✵

✰✹✸✳✼✸✻✹✐
✲✵✳✵✷✻✺

✰✶✹✳✵✸✵✶✐
✲✶✳✻✸✺✵

✰✹✸✳✼✸✻✹✐
✵✳✶✾✷✵

✲✶✳✻✸✺✵
✰✹✸✳✼✸✻✹✐

✲✵✳✹✾✵✷

✲✶✳✻✸✺✵
✲✹✸✳✼✸✻✹✐

✲✶✳✸✼✶✽
✲✹✸✳✼✺✸✸✐

✲✶✳✻✸✺✵
✲✹✸✳✼✸✻✹✐

✲✵✳✵✷✻✺
✲✶✹✳✵✸✵✶✐

✲✶✳✻✸✺✵
✲✹✸✳✼✸✻✹✐

✲✶✳✻✸✺✵
✲✹✸✳✼✸✻✹✐

✲✸✸✳✸✸✸✸ ✲✵✳✹✾✵✷ ✲✺ ✲✵✳✹✾✵✷ ✲✸✸✳✸✸✸✸ ✲✺
✲✵✳✻✹✶✸ ✲✵✳✸✵✽✵ ✲✵✳✻✹✶✸ ✲✵✳✻✹✶✸ ✲✵✳✻✹✶✸
✲✵✳✷✶✼✺ ✲✵✳✷✶✼✺ ✲✵✳✷✶✼✺ ✲✵✳✷✶✼✺

❚❛❜❧❛ ✸✳✷✿ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ ●✭s✮

✸✳✶✳✷ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❜♦❞❡

❆✳ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛

❊❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❡s ✉♥❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ❣rá✜❝❛ ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s

❞❡❧ s✐st❡♠❛✱ ✉t✐❧✐③❛❞❛s s♦❧♦ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❛❜s♦❧✉t❛ ② r❡❧❛t✐✈❛ ❞❡ s✐st❡♠❛s ❝♦♥ ❢✉♥❝✐♦♥❡s

❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ❧❛③♦ ❞❡ ❢❛s❡ ♠í♥✐♠❛✳ ❊❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ✭✜❣✳ ✸✳✹✮ ❡s r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ♣♦r ❞♦s

❣rá✜❝♦s✿



✷✸

❼ ▼❛❣♥✐t✉❞✿ ●rá✜❝❛ ❞❡ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ 20log(|G(jω)|)

r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ✭ω✮✳

❼ ❋❛s❡✿ ●rá✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ∠G(jω) ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ω✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✹ s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ♣❛r❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❢❛s❡

♠í♥✐♠❛✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡✳

❙❡ t✐❡♥❡♥ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ♦❜s❡r✈❛❝✐♦♥❡s s♦❜r❡ ❧❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✿

✶✳ ✧❊❧ ♠❛r❣❡♥ ❞❡ ❣❛♥❛♥❝✐❛ ✭▼●✮ ❡s ♣♦s✐t✐✈♦ ② ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s ❡st❛❜❧❡ s✐ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ L(jω) ❛❧

❝r✉❝❡ ❞❡ ❢❛s❡ ✭ωp✮ ❡s ♥❡❣❛t✐✈♦ ❡♥ ❞❇✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❡❧ ♠❛r❣❡♥ ❞❡ ❣❛♥❛♥❝✐❛ s❡ ♠✐❞❡ ❛❜❛❥♦ ❞❡❧

❡❥❡ ✵ ❞❇✧✳ ❙✐ ❡❧ ♠❛r❣❡♥ s❡ ♠✐❞❡ ❛rr✐❜❛ ❞❡❧ ❡❥❡ ✵ ❞❇✱ ❡❧ ♠❛r❣❡♥ ❞❡ ❣❛♥❛♥❝✐❛ ❡s ♥❡❣❛t✐✈♦ ②

❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s ✐♥❡st❛❜❧❡✳



✷✹

✷✳ ✧❊❧ ♠❛r❣❡♥ ❞❡ ❢❛s❡ ✭▼❋✮ ❡s ♣♦s✐t✐✈♦ ② ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s ❡st❛❜❧❡ s✐ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ L(jω) ❡s ♠❛②♦r

q✉❡ −180◦ ❡♥ ❡❧ ❝r✉❝❡ ❞❡ ❣❛♥❛♥❝✐❛ ✭ωg✮✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❡❧ ♠❛r❣❡♥ ❞❡ ❢❛s❡ s❡ ♠✐❞❡ ❛rr✐❜❛ ❞❡❧ ❡❥❡

−180◦✧✳ ❙✐ ❡❧ ♠❛r❣❡♥ ❞❡ ❢❛s❡ s❡ ♠✐❞❡ ❛❜❛❥♦ ❞❡❧ ❡❥❡ −180◦✱ ❡❧ ♠❛r❣❡♥ ❞❡ ❢❛s❡ ❡s ♥❡❣❛t✐✈♦✱

② ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s ✐♥❡st❛❜❧❡✳

❇✳ ❆♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❛ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧

❙❡ ❣r❛✜❝❛♥ ❧♦s ❞✐❛❣r❛♠❛s ❞❡ ❇♦❞❡ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ s✉❜s✐st❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ G(s)✱ ♠♦str❛❞♦

❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✸✳✶✳✶✳ ❊❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❜♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g11(s) s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠♦✿

❋✐❣✉r❛ ✸✳✺✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g11(s)✳

❙❡ ♠✉❡str❛ ✭✜❣✳ ✸✳✺✮ q✉❡ ❡❧ MG ❡s ✐♥✜♥✐t♦ ❛❧ ♥♦ ❡①✐st✐r ✉♥ ωp ❡♥ −180◦ ② ❡❧ MF ❡s ✐♥✜♥✐t♦ ❛❧

♥♦ ❡①✐st✐r ωg ❡♥ 0dB❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ♥♦ ❡①✐st❡ ♥✐♥❣✉♥❛ ✐♥❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ ❡❧ s✐st❡♠❛ ② ❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛

g11(s) ❡s ❡st❛❜❧❡✳

❊❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g12(s) s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠♦✿

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✻ ❡❧ MG ❡s ✐♥✜♥✐t♦✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ♥♦ ❡①✐st❡ ♥✐♥❣✉♥❛ ✐♥❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ② ❡❧ MF ❡s

143.895 ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ♣♦s✐t✐✈♦❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g12(s) ❡s ❡st❛❜❧❡✳



✷✺

❋✐❣✉r❛ ✸✳✻✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g12(s)✳

❊❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g21(s) s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠♦✿

❋✐❣✉r❛ ✸✳✼✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g21(s)✳

▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✼ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❢❛s❡ ② ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g21(s)✱ ❞♦♥❞❡ ❡❧ MG ❡s 15.5305

❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ♣♦s✐t✐✈♦ ② ❡❧ MF ❡s ✐♥✜♥✐t♦✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ♥♦ ❡①✐st❡ ♥✐♥❣✉♥❛ ✐♥❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ ❢❛s❡❀ ♣♦r ❧♦

t❛♥t♦✱ ❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g21(s) ❡s ❡st❛❜❧❡✳

❊❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g22(s) s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠♦✿



✷✻

❋✐❣✉r❛ ✸✳✽✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g22(s)✳

▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✽ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❢❛s❡ ② ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g22(s)✱ ❞♦♥❞❡ ❡❧ MG ❡s 55.9548 ②

❡❧ MF ❡s ✐♥✜♥✐t♦❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❛♠❜♦s ♠❛r❣❡♥❡s s♦♥ ♣♦s✐t✐✈♦s ② ❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g22(s) ❡s ❡st❛❜❧❡✳

✸✳✶✳✸ ◆✐✈❡❧❡s ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥

❆✳ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛

▲♦s ♥✐✈❡❧❡s ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❝✉❛❞r❛❞❛ ♣✉❡❞❡ s❡r ♦❜t❡♥✐❞❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥

❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ❡s ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛ q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ❧❛

❞✐❛❣♦♥❛❧ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ▲❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛r❛

✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❡stá ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡❝✉❛❝✐ó♥✿

d =

n
∑

i=1,i 6=k

|mik|+
n
∑

j=1,j 6=k

|mkj|

|mkk|
✭✸✳✶✳✹✮

❞♦♥❞❡ d ❡s ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ m ❡s ❡❧ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③✱ k ❡s ❡❧❡♠❡♥t♦

❞✐❛❣♦♥❛❧✱ n r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛s ✜❧❛s ② ❝♦❧✉♠♥❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜t❡♥❡r ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥



✷✼

❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦r ✜❧❛ ♦ ♣♦r ❝♦❧✉♠♥❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡s✿

rk =

n
∑

i=1,i 6=k

|mik|

mkk

✭✸✳✶✳✺✮

ck =

n
∑

i=1,i 6=k

|mki|

mkk

✭✸✳✶✳✻✮

❊♥t♦♥❝❡s✱ s✐ rk < α ❧❛ ✜❧❛ ❦✲és✐♠❛ ❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ② ❝✉❛♥❞♦ ck < β ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛

❦✲és✐♠❛ ❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✱ α ② β s♦♥ ❞❡✜♥✐❞❛s ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛❧ ♣r♦❝❡s♦ ❡♥ ❡st✉❞✐♦✳ ❊♥

❡st❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❝♦♥ α = β = 0.1✱ ②❛ q✉❡ ❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦ q✉❡ ❡s

✉♥ ✈❛❧♦r t♦❧❡r❛❜❧❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦✳

❇✳ ❆♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❛ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧

❙❡ ✉t✐❧✐③❛ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦r ❝♦❧✉♠♥❛✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛s ❝♦❧✉♠♥❛s ❡stá♥ ❞❛❞❛s ♣♦r✿

C1 =
|g21(jω)|

|g11(jω)|
✭✸✳✶✳✼✮

C2 =
|g12(jω)|

|g22(jω)|
✭✸✳✶✳✽✮

▲❛s ✜❣✉r❛s ✸✳✾ ② ✸✳✶✵ ♠✉❡str❛ ❧❛s ❣rá✜❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦r ❝♦❧✉♠♥❛

✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡✳

▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✾ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ C1✳ ▲♦s ♥✐✈❡❧❡s ❞❡

✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ s♦♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❞❡❧ 50% ❡♥ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❜❛❥❛s ② ❡♥ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❛❧t❛s ❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡

✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❛ ❝❛s✐ ❡❧ 0%✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ C1 ❡s ♥♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡



✷✽

❋✐❣✉r❛ ✸✳✾✿ ❘❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ C1✳

❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ ❧♦ q✉❡ s❡ ❞❡✜♥✐ó ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❜❛❥❛s ② ♣❛r❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❛❧t❛s ❧❛

❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❡❥♦r❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡♠❡♥t❡✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✵✿ ❘❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ C2✳

▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✵ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧✉♠♠♥❛ C2✳ ▲♦s ♥✐✈❡❧❡s ❞❡

✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ s♦♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❞❡❧ 10% ❡♥ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❜❛❥❛s ② ❡♥ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❛❧t❛s ❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡

✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❛✉♠❡♥t❛ ❛ ♠ás ❞❡❧ 100%✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ C2 ❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡

♣❛r❛ ❜❛❥❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ② ❡♥ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❛❧t❛s ♥♦ ❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳



✷✾

✸✳✷ ▼♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

❙❡ ♠♦❞❡❧❛♥ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♣❛r❛♠étr✐❝❛s ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ t♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛

❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛r❛ s✐st❡♠❛s ❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ✭✜❣✳ ✸✳✶✶✮✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✶✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛r❛ s✐st❡♠❛ ❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡✳

▲❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦

s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ t❛❜❧❛✳

❱❛r❛✐❛❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥

∆ ■♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡
G P❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧

❚❛❜❧❛ ✸✳✸✿ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ ✭✜❣✳ ✸✳✶✶✮✳

❊♥ ❡❧ ❛♣❛rt❛❞♦ ✸✳✷✳✸ ② ✸✳✷✳✹ s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♥

✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s✳

✸✳✷✳✶ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛

▲❛ ♣❧❛♥t❛ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛✱ s❡ r❡❛❧✐③❛ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧✲

t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✷ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

Gp(jω) = [I +WT∆O]G(jω) ✭✸✳✷✳✶✮
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❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✷✿ ■♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛✳

❉♦♥❞❡ Gp r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛s ♣❧❛♥t❛s ✐♥❝✐❡rt❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ t♦❞❛s ❧❛s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ♣♦s✐✲

❜❧❡s ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❡♥ s✉ r❡❣✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡✱ G ❡s ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ②

WT r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ∆O ❡s ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✐♥❝❡r✲

t✐❞✉♠❜r❡s ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛ ✭‖∆O‖∞ ≤ 1✮✳

▲❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❡st❛rá ❞❛❞❛ ♣♦r✿

lO(jω) = max
GpǫΠ

σ((Gp(jω)−G(jω))G(jω)−1) ✭✸✳✷✳✷✮

❞♦♥❞❡ σ ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r s✐♥❣✉❧❛r ♠❛②♦r✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❝♦♥ ❜❛s❡ ❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✸✳✷✳✷ s❡ ♠♦❞❡❧❛ ✉♥❛

✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❡s❝❛❧❛r✳

✸✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

❊♥ tr❛❜❛❥♦s ❛♥t❡r✐♦r❡s ✭❉♦♥ ❏✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✮ s❡ t♦♠❛❜❛♥ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s q✉❡

❛❢❡❝t❛r❛♥ ❛❧ ❧♦♦♣❡r✱ ♣❡r♦ ❡♥ ❡st❛ ♦❝❛s✐ó♥ ❢✉❡ ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛❣r❡❣❛r ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❡♥ ❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡❧

♠♦❧✐♥♦✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡❧ ❡s♣❡s♦r s❡ ✈❡ ❛❢❡❝t❛❞♦ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ♣♦r ést❡ ♣❛rá♠❡tr♦ ✭✈❡r ❡❝✉❛❝✐ó♥

✷✳✸✳✺✮✳ ▲♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s q✉❡ s❡ ❡✈❛❧✉❛rá♥ ❡♥ ❡st❛ t❡s✐s s♦♥✿



✸✶

❼ ●❛♥❛♥❝✐❛s ❡stát✐❝❛s ✭KT i
θi ✱ K

T i
σi ② KLi

θi ✮ ❞❛❞❛s ♣♦r ❧❛ ❧✐♥❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ♥♦ ❧✐♥✲

❡❛❧❡s ❜✐❡♥ ❡st❛❜❧❡❝✐❞❛s ② ✉t✐❧✐③❛❞❛s ❡♥ ♣❧❛♥t❛ ♣♦r ✉♥ ❧❛r❣♦ t✐❡♠♣♦✱ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛

q✉❡ ❞❡❜❡ ❤❛❜❡r ✉♥ ❡rr♦r ❝♦♥ ❛❧❣ú♥ ✐♠♣❛❝t♦ ❡♥ ❡❧ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❧ ❍❙▼ ♣❡r♦ ♥♦

♠✉② s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ② s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛rá ✉♥❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❜❛❥❛✳

❼ ❉✐st❛♥❝✐❛ ❡♥tr❡ r♦❞✐❧❧♦s ✭Li✮ ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ r✐❣✐❞❡③ ❞❡ ❧❛ ♣✐❡③❛s ♠❡❝á♥✐❝❛s✱ ✈✐❜r❛❝✐♦♥❡s ❢✉❡rt❡s

② ❧♦s ♣❛r❡s ❛♣❧✐❝❛❞♦s✱ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❡q✉❡ñ❛✳

❼ ■♥❡r❝✐❛ ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ✭Ji✮ ❡s ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❣❡♦♠étr✐❝❛ ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r✱ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛

q✉❡ ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❡s r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❣r❛♥❞❡✳

❼ ▼ó❞✉❧♦ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✭Ei✮ s❡ r❡✈✐s♦ ❡❧ ♠❛♥✉❛❧ ❆❙▼ ✭✶✾✾✵✮ ♣❛r❛ ❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♥♦ ❡①✐st❡

❡❧ ❞❛t♦ ♣❛r❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❛s ♠❛②♦r❡s ❞❡ 400◦C ❡♥t♦♥❝❡s s❡ ❡①tr❛♣♦❧ó ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❧❛ ú❧t✐♠❛

♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧♦s ú❧t✐♠♦s ❞♦s ♣✉♥t♦s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠❛♥✉❛❧ ② ❞❛❞❛ t❛♠❜✐é♥ ❧❛

✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ s❡ ❝♦♥s✐❞❡ró ✉♥❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❣r❛♥❞❡✳

❼ ❈♦♥st❛♥t❡ ❞❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ✭1/Mi✮ t♦♠❛❞♦ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥ ❧❛ ♣❧❛♥t❛✱

♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡ró ✉♥❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❡q✉❡ñ❛✳

❼ ❆♠♦rt✐❣✉❛♠✐❡♥t♦ ✭Di✮ s❡ ❛❥✉stó ❛ ♣r✉❡❜❛ ② ❡rr♦r✱ s❡ ❝♦♥s✐❞❡ró ✉♥❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❡q✉❡ñ❛✳

❙❡ ❝♦♠♣❛ró ❡st❡ ❞❛t♦ ❝♦♥ ❧♦s ♠❛♥❡❥❛❞♦s ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❡♥ ♦tr♦s ❛rtí❝✉❧♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛

❝♦♠♦ ❡❧ ❞❡ ❨✉ ② ❲❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮ ② r❡s✉❧tó s❡r ❝♦♥❣r✉❡♥t❡✳

▲❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹ ♠✉❡str❛ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s ❝♦♥ s✉ r❡❣✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡✱ ✉t✐❧✐③❛❞♦s ♣❛r❛

♦❜t❡♥❡r ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ t♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛

s❛❧✐❞❛ ✭✈❡r ✜❣ ✸✳✶✷✮✳

▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✸ ♠✉❡str❛ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✸✳✷✳✷ ❝♦♥ Gp ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛

❡❝✉❛❝✐ó♥ ✸✳✷✳✶✱ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s q✉❡ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✳ ❙❡ ♠✉❡str❛ ✭✜❣✳ ✸✳✶✸✮
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❱❛r✐❛❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❱❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❯♥✐❞❛❞❡s ■♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

KT i
θi ●❛♥❛♥❝✐❛ ❡stát✐❝❛ 3718400 kg·mm ±5%

KT i
σi ●❛♥❛♥❝✐❛ ❡stát✐❝❛ −88355000 mm ±5%
Ji ■♥❡r❝✐❛ ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r 18890 kg·mm·s2 ±10%

Ei ▼ó❞✉❧♦ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥t❛ 19.3 kg

mm
±20%

Li ❉✐st❛♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❝❡♥tr♦s ❞❡ r♦❞✐❧❧♦s ❞❡ ❛♣♦②♦ 4876.8 mm ±1%
KLi

θi ●❛♥❛♥❝✐❛ ❡stát✐❝❛ −92.9235 mm ±5%
Di ❆♠♦rt✐❣✉❛♠✐❡♥t♦ 1000 kg·mm·s ±5%
1

Mi
❈♦♥st❛♥t❡ ❡♥ ❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡❧ ♠♦❧✐♥♦ 4.0318× 10−6 mm

kg
±5%

❚❛❜❧❛ ✸✳✹✿ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s✳

q✉❡ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ t✐❡♥❞❡ ❛ ✐♥✜♥✐t♦ ❡♥ ❛❧t❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ t❡♥❞rí❛

q✉❡ ❛♣r♦①✐♠❛rs❡ ❝♦♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✐♠♣r♦♣✐❛✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✸✿ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡✳
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✸✳✷✳✸ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ Gp(s)

❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ❡♥ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦ ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✱ ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ✈❡r✐✜❝❛r s✐ ❝♦♥ ❛❧❣✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

❧❛ ♣❧❛♥t❛ s❡ ✈✉❡❧✈❡ ✐♥❡st❛❜❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✹ ♠✉❡str❛ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ♣❛r❛ ❞✐st✐♥t❛s

❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s r❛♥❣♦s ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ Gp(s)

❡s ❡st❛❜❧❡❀ ②❛ q✉❡ t♦❞❛s s✉s r❛í❝❡s ❡stá♥ ❡♥ ❡❧ s❡♠✐♣❧❛♥♦ ✐③q✉✐❡r❞♦ ❞❡❧ ♣❧❛♥♦ ❝♦♠♣❧❡❥♦ s✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✹✿ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ❡♥ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✳

✸✳✷✳✹ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ Gp(s)

❆❧ ✐❣✉❛❧ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❛♣❛rt❛❞♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✺ s❡ ❛♥❛❧✐③ó ❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ♣♦❧♦s ②

❝❡r♦s ♣❛r❛ ❞✐st✐♥t❛s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s r❛♥❣♦s ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✱

♣❡r♦ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ s✉❜s✐st❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✺ ♠✉❡str❛ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ♣❛r❛

❞✐st✐♥t❛s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s r❛♥❣♦s ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡

❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ s♦♥ ❡st❛❜❧❡s❀ ②❛ q✉❡ t♦❞❛s s✉s r❛í❝❡s ❡stá♥ ❡♥ ❡❧ s❡♠✐♣❧❛♥♦ ✐③q✉✐❡r❞♦



✸✹

❞❡❧ ♣❧❛♥♦ ❝♦♠♣❧❡❥♦ s✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✺✿ P♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡ ❧♦s s✉❜s✐st❡♠❛s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ❡♥ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❞❡ ❧❛
t❛❜❧❛ ✸✳✹✳

✸✳✸ ❘❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❝❛♣ít✉❧♦

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ r❡❛❧✐③ó ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡

✉❜✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❧♦s ❞✐❛❣r❛♠❛s ❞❡ ❇♦❞❡❀ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥ ❡❧

s✐st❡♠❛✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ❤❛ ❧❧❡✈❛❞♦ ❛ ❝❛❜♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦

❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ t♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛✱ ❛s✐♠✐s♠♦ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s

❞❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❡♥ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♣❛r❛ ✈❡r✐✜❝❛r ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦

✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛rá♠❡tr✐❝❛✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✹

❉✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞

✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦

▲❛s té❝♥✐❝❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ ❛s❡❣✉r❛♥ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ② ✉♥ ❜✉❡♥ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ s✐st❡♠❛s ❝♦♥

✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❛s ❝✉❛❧❡s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛✳ P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦ ❞❡

❡st✉❞✐♦ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ q✉❡ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛

✜❣✉r❛ ✹✳✶✳ ▲❛ t❛❜❧❛ ✹✳✶ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡

❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥

∆ ■♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛
P P❧❛♥t❛
K ❈♦♥tr♦❧
u ❙❡ñ❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧
v ❱❛r✐❛❜❧❡s ♠❡❞✐❞❛s
w ❙❡ñ❛❧❡s ❡①ó❣❡♥❛s
z ❙❛❧✐❞❛
u∆ ❊♥tr❛❞❛s ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡
y∆ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

❚❛❜❧❛ ✹✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ ❛❜❛r❝❛ t♦❞❛s ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s q✉❡ s❡ ❝❛r❛❝t❡r✐✲

❝❡♥ ♣♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ q✉❡ s❡❛♥ t♦❧❡r❛❜❧❡s ♣♦r ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r✳ ▲♦s

✸✺
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✿ ❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦✳

♦❜❥❡t✐✈♦s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ s♦♥✿

❼ ❊st❛❜✐❧✐❞❛❞ ♥♦♠✐♥❛❧✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛ s✐ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❡s ❡st❛❜❧❡ ♣❛r❛ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s

♥♦♠✐♥❛❧❡s✳

❼ ❉❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧✿ ❊❧ s✐st❡♠❛ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❝✉♠♣❧❡ ❝♦♥ ✉♥ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❛❞❡❝✉❛❞♦

❡♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s✳

❼ ❊st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛✿ ❊❧ s✐st❡♠❛ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ♣❡r♠❛♥❡❝❡ ❡st❛❜❧❡ ♣❛r❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡

♣❧❛♥t❛s ✐♥❝✐❡rt❛s✳

❼ ❉❡s❡♠♣❡ñ♦ r♦❜✉st♦✿ ❊❧ s✐st❡♠❛ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ② ❛❞❡♠❛s s❛t✐s❢❛❝❡ ❧❛s

❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♣❧❛♥t❛s ✐♥❝✐❡rt❛s✳



✸✼

✹✳✷ ❙❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ② s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛

❊♥ ❡st❡ ❛♣❛rt❛❞♦ s❡ ❞❡✜♥❡♥ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ② s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❛♥❞♦ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡sq✉❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧✿

❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✿ ❊sq✉❡♠❛ ❜ás✐❝♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s✳

▲❛ ❡♥tr❛❞❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❡stá ❞❛❞❛ ♣♦r✿

u = K(r − y − n) ✭✹✳✷✳✶✮

❞♦♥❞❡ K ❡s ❡❧ ❝♦♥tr♦❧✱ r ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛✱ n ❡s ❡❧ r✉✐❞♦ ❞❡ ♠❡❞✐❝✐ó♥ ② y ❡s ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❛❞❛

♣♦r✿

y = d+Gu ✭✹✳✷✳✷✮

❞♦♥❞❡ d ❡s ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥✳

❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✷✳✶ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✷✳✷ s❡ t✐❡♥❡✿

y = d+GK(r − y − n) ✭✹✳✷✳✸✮

y = d+GKr −GKy −GKn ✭✹✳✷✳✹✮

(GKy) + y = d+GKr −GKn ✭✹✳✷✳✺✮

(1 +GK)y = d+GKr −GKn ✭✹✳✷✳✻✮



✸✽

y =
1

1 +GK
d+

1

1 +GK
GKr −

1

1 +GK
GKn ✭✹✳✷✳✼✮

❚❡♥✐❡♥❞♦ q✉❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛③♦ ❛❜✐❡rt♦ ❡s L = GK✱ s❡ t✐❡♥❡✿

y =
1

1 + L
d+

1

1 + L
Lr −

1

1 + L
Ln ✭✹✳✷✳✽✮

❙❡ t✐❡♥❡ q✉❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ (S) ② s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ (T ) ❡st❛♥ ❞❛❞❛s ♣♦r✿

S =
1

1− L
✭✹✳✷✳✾✮

T =
1

1− L
L ✭✹✳✷✳✶✵✮

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱

y = Sd+ Tr − Tn ✭✹✳✷✳✶✶✮

❘❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ s❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡r q✉❡ S r❡❧❛❝✐♦♥❛ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛

② T r❡❧❛❝✐♦♥❛ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✳ ❆♠❜❛s ❞❡❜❡♥ ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥✿

S + T = 1 ✭✹✳✷✳✶✷✮

P❛r❛ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡ S ② T s❡ t✐❡♥❡♥ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❝✐♦♥❡s✿

❼ |S(jω)| s❡ ♣r❡✜❡r❡ q✉❡ s❡❛ ♣❡q✉❡ñ❛ ❡♥ ❜❛❥❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❧❛s ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s

❝♦♥t✐❡♥❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❞❡ ❜❛❥❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s✳

❼ |T (jω)| s❡ ♣r❡✜❡r❡ q✉❡ s❡❛ ♣❡q✉❡ñ❛ ❡♥ ❛❧t❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❞♦♥❞❡ ❡❧ r✉✐❞♦ ❞❡❧ s❡♥s♦r ❝♦♥t✐❡♥❡

♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ s✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s✳



✸✾

✹✳✸ Pr✐♥❝✐♣✐♦s ❜ás✐❝♦s ❞❡ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ H∞

❯♥❛ ❞❡ ❧❛s té❝♥✐❝❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠ás ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣❛r❛ ❛s❡❣✉r❛r ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ② ✉♥ ❜✉❡♥ ❢✉♥✲

❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ s✐st❡♠❛s ❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ❡s ❧❛ té❝♥✐❝❛ H∞✱ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ❞✐s❡ñ❛

❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ② t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ r❡q✉❡r✐♠✐❡♥t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❛r ❝♦♥ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞

r♦❜✉st❛ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛✳

❊♥ ❡st❡ ❛♣❛rt❛❞♦ s❡ tr❛t❛ ❞❡ ♣❧❛♥t❡❛r ❧❛ ✉t✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❡♥ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧

♣❧❛♥t❡❛♥❞♦ ❞♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❡ s♦♥✿ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ ② ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛❀ s❡

tr❛t❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❢♦r♠❛ ❡s❝❛❧❛r✳ P❛r❛ ♠❛②♦r ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ s❡ r❡♠✐t❡ ❡❧ ❧❡❝t♦r ❛ ❙❦♦❣❡st❛❞ ②

P♦st❧❡t❤✇❛✐t❡ ✭✶✾✾✼✮ ② ❘♦❞rí❣✉❡③ ② ▲ó♣❡③ ✭✶✾✾✻✮✳

✹✳✸✳✶ ❉❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧

❊❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜t❡♥❡r ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ◆②q✉✐st ✭✜❣✳ ✹✳✸✮✳ ❊❧ s✐st❡♠❛ ❝✉❡♥t❛

❝♦♥ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐ ❡❧ ❝✐r❝✉❧♦ ❞❡ r❛❞✐♦ |ws| ❡s ♠❡♥♦r q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ❡♥ ❝❛❞❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛

|1 + L(jω)|✳ ❊s ❞❡❝✐r✱ L(jω) ❞❡❜❡ ♣❡r♠❛♥❡❝❡r ❢✉❡r❛ ❞❡❧ ❝✐r❝✉❧♦ ❞❡ r❛❞✐♦ ws ② ❡❧ ❝❡♥tr♦ ❞❡ −1✳

❉❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ◆②q✉✐st ✭✜❣✳ ✹✳✸✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡st❛ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

|ws| < |1 + L|, ∀ω ✭✹✳✸✳✶✮

∣

∣

∣

∣

ws(jω)

1 + L(jω)

∣

∣

∣

∣

, ∀ω ✭✹✳✸✳✷✮

P❛r❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♠❛s ❞❡t❛❧❧❛❞❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✹✳✸✳✷ s❡ r❡♠✐t❡ ❡❧ ❧❡❝t♦r ❛ ❙❦♦❣❡st❛❞ ②

P♦st❧❡t❤✇❛✐t❡ ✭✶✾✾✼✮✳

❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✷✳✾ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✸✳✷ s❡ t✐❡♥❡✿

|ws(jω)S| < 1, ∀ω ✭✹✳✸✳✸✮



✹✵

❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ◆②q✉✐st ♠♦str❛♥❞♦ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ |ws| < |1 + L|✳

▲❛ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡

s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ♣❛r❛ ❡❧ ✈❛❧♦r s✐♥❣✉❧❛r ♠❛②♦r q✉❡❞❛♥❞♦ ❡①♣r❡s❛❞♦ ❝♦♠♦✿

‖WsS‖∞ < 1, ∀ω ✭✹✳✸✳✹✮

❊♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❞✐s❡ñ♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ♦❜t❡♥❡r ✉♥ ❝♦♥tr♦❧ K(s) q✉❡ ❧♦❣r❡

✉♥ r❡❝❤❛③♦ ♦ ❛t❡♥✉❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡s ❞❡❝✐r✱ s❡ ❜✉s❝❛ ❧♦❣r❛r q✉❡ S s❡❛ ❧♦ ♠ás ♣❡q✉❡ñ♦

♣♦s✐❜❧❡✳ ❆❧ ♠✐♥✐♠✐③❛r ‖S‖∞ s❡ ♠✐♥✐♠✐③❛rá ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❡♥ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ♣❛r❛ ❧❛ ♣❡♦r ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥

❝❛❧❝✉❧❛❞❛✳



✹✶

✹✳✸✳✷ ❊st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛

▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛③♦ ❛❜✐❡rt♦ Lp = GpK = (1+∆wT )GK ♣✉❡❞❡ ❡s❝r✐❜✐rs❡ ❝♦♠♦ Lp = (1+∆wT )L

❝♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❡♥ ◆②q✉✐st ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✳ ✹✳✹✳

▲❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜t❡♥❡r ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ◆②q✉✐st ✭✜❣✳ ✹✳✹✮✳ ❊❧ s✐st❡♠❛ ❝✉❡♥t❛

❝♦♥ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ s✐ s❡ ❡✈✐t❛ ❡♥❝❡rr❛r ❡❧ ♣✉♥t♦ −1✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ◆②q✉✐st ♣❛r❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ |wTL| < |1 + L|✳

❉♦♥❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ❡♥tr❡ L(jω) ✭❝❡♥tr♦ ❞❡❧ ❞✐s❝♦✮ ② ❡❧ ♣✉♥t♦ −1 ❡s |−1−L| = |L−(−1)| = |L+1|✱

♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ r❛❞✐♦ ❡s |wTL|✳



✹✷

❚♦♠❛♥❞♦ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

|wTL| < |1 + L|, ∀ω ✭✹✳✸✳✺✮

∣

∣

∣

∣

wTL(jω)

1 + L(jω)

∣

∣

∣

∣

< 1 ✭✹✳✸✳✻✮

❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✷✳✶✵ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✸✳✻ s❡ t✐❡♥❡✿

|wTT | < 1, ∀ω ✭✹✳✸✳✼✮

▲❛ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡

s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ♣❛r❛ ❡❧ ✈❛❧♦r s✐♥❣✉❧❛r ♠❛②♦r q✉❡❞❛♥❞♦ ❡①♣r❡s❛❞♦ ❝♦♠♦✿

‖WTT‖∞ < 1, ∀ω ✭✹✳✸✳✽✮

❊❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❞❡❜❡ s❡r ❡st❛❜❧❡ ♣❛r❛ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛s (‖∆o‖∞ ≤ 1)

t♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❡♥ ❧❛ s❛❧✐❞❛✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛♣✐t✉❧♦ ✸✱ s❡ ❞✐s❡ñó ❡❧

♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ WT q✉❡ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ❡♥ ❡st❡ ❛♣❛rt❛❞♦✳ P❛r❛ ❛s❡❣✉r❛r ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛✱

❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞✿

∥

∥T
∥

∥

∞
<

1

wT

✭✹✳✸✳✾✮

❊st♦ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ②❛ q✉❡ wT ❡s ❡s❝❛❧❛r✱ ✈❡r ❛♣❛rt❛❞♦ ✸✳✷✳✶✳

✹✳✹ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛

❈♦♠♦ s❡ ❞❡s❝r✐❜✐ó ❡♥ ❡❧ ❛♣❛rt❛❞♦ ❛♥t❡r✐♦r ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ♣r♦♣ós✐t♦s ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥

❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ ② ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❡❧ ♣❧❛♥t❡❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ s❡ r❡❛❧✐③❛



✹✸

♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛ ✭✈❡r ✜❣✉r❛

✹✳✺✮✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✺✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❛❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛✳

▲❛ t❛❜❧❛ ✹✳✷ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛

♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✺✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥

d ❙❡ñ❛❧❡s ❡①ó❣❡♥❛s ♦ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s
u ❙❡ñ❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧
P P❧❛♥t❛ ❛✉♠❡♥t❛❞❛
K ❈♦♥tr♦❧
e ❊rr♦r ❞❡ ❝♦♥tr♦❧
v ❱❛r✐❛❜❧❡s ♠❡❞✐❞❛s

WT ✱ WS✱ WU ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥

❚❛❜❧❛ ✹✳✷✿ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛ ✭✜❣✳ ✹✳✺✮✳

❚❡♥✐❡♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ✭✜❣✳ ✹✳✻✮ ② ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡



✹✹

❋✐❣✉r❛ ✹✳✻✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞✳

❝♦♥tr♦❧ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❛❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛ ✭✜❣✳ ✹✳✺✮✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ q✉❡ ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ s❛❧✐❞❛s

(z) ② ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❡♥tr❛❞❛s (w) s♦♥✿

z =









z1
z2
z3
v









, w =

[

d
u

]

✭✹✳✹✳✶✮

② ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ❛✉♠❡♥t❛❞❛ ❡st❛ ❞❡✜♥✐❞❛ ❝♦♠♦✿

P =









0 WUI
0 WTG

WSI WSG
−I −G









✭✹✳✹✳✷✮

❞♦♥❞❡✿

P11 =





0
0

WSI



 , P12 =





WUI
WTG
WSG



 , P21 = −I, P22 = −G

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦ ❛♥t❡r✐♦r ② t♦♠❛♥❞♦ ❡❧ ❝✉❡♥t❛ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✻✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ ❧❛s

s✐❣✉✐❡♥t❡s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s q✉❡ ❞❡✜♥❡♥ ❧❛ ♣❧❛♥t❛✳



✹✺

z = P11w + P12u ✭✹✳✹✳✸✮

v = P21w + P22u ✭✹✳✹✳✹✮

u = Kv ✭✹✳✹✳✺✮

❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✹✳✹✳✹ ② ✹✳✹✳✺ ❡♥ ✹✳✹✳✸ q✉❡❞❛✿

z = [P11 + P12K(I − P22K)−1P21]w ✭✹✳✹✳✻✮

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ q✉❡ r❡❧❛❝✐♦♥❛ ❛ z ② w ✭✜❣✳ ✹✳✼✮ q✉❡❞❛ ❡①♣r❡s❛❞❛

❝♦♠♦✿

z = Nw ✭✹✳✹✳✼✮

❋✐❣✉r❛ ✹✳✼✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❣❡♥❡r❛❧✳

❊❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♥st❛ ❞❡ ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r K✱ q✉❡ ❤❛❣❛ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡♥

❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ✐♥t❡r♥❛♠❡♥t❡ ❡st❛❜❧❡ ② q✉❡ ❝✉♠♣❧❛ ❝♦♥ ❛❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥✿

‖N‖∞ < γ ✭✹✳✹✳✽✮

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ♣❛r❛ ✈❡r✐✜❝❛r q✉❡ s❡ ❝✉♠♣❧❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r s❡ ❞❡❜❡ ❝✉♠♣❧✐r

❝♦♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞✿



✹✻

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

WSS(jω)

WUKS(jω)

WTT (jω)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

< γ ✭✹✳✹✳✾✮

❈❛❜❡ ❛❝❧❛r❛r q✉❡ ❛✉♥q✉❡ ❡♥ ❧❛ ✜❣✳ ✹✳✺ ♥♦ ❛♣❛r❡❝❡ ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛

❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ②❛ q✉❡ ❛❧ ✐♥❝❧✉✐r wTT s❡ ❝✉♠♣❧❡ ❝♦♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✹✳✸✳✽✳

P❛r❛ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ s❡ r❡❛❧✐③❛♥ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ♣❛s♦s✿

P❛s♦ ✶✿ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛s

▲❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ s❡ r❡❛❧✐③❛ s✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❡①♣❧✐❝❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣í✲

t✉❧♦ ✸✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ s❡ ♠♦❞❡❧ó ❝♦♠♦ s✐❣✉❡✿

lO(jω) = max
GpǫΠ

σ((Gp(jω)−G(jω))G(jω)−1) ✭✹✳✹✳✶✵✮

❞♦♥❞❡ σ ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r s✐♥❣✉❧❛r ♠❛②♦r✳

▲❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ♣❧❛♥t❛s ✐♥❝✐❡rt❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ t♦❞❛s ❧❛s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ♣♦s✐✲

❜❧❡s ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❡♥ ❧❛ r❡❣✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❡st❛ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

Gp(jω) = [I +WT∆O]G(jω) ✭✹✳✹✳✶✶✮

P❛s♦ ✷✿ ❉✐s❡ñ♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WT

❊♥ ❡❧ ❛♣❛rt❛❞♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ s❡ ❡①♣❧✐❝ó q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WT ❞❛ ❧❛s ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐♦♥❡s

❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❞❡ s❛❧✐❞❛ ② ❧❛ ❛t❡♥✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧

r✉✐❞♦ ❞❡ ❛❧t❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ♥♦r♠❛❧♠❡♥t❡ ❡s ❡❧ r✉✐❞♦ ❞❡ ♠❡❞✐❝✐ó♥✱ ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡❝✉❛❝✐ó♥✿

‖WTT‖∞ < 1, ∀ω ✭✹✳✹✳✶✷✮



✹✼

❙✐

wTdiag.I2×2 = WT ✭✹✳✹✳✶✸✮

♣♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❞❡❜❡ ♣♦♥❞❡r❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ ✭❚ ✮✱ ❝✉♠♣❧✐❡♥❞♦ ❝♦♥ ❧❛

s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡①♣r❡s✐ó♥✿

∥

∥T
∥

∥

∞
<

1

wT

✭✹✳✹✳✶✹✮

wTdiag ❡s ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❡s❝❛❧❛r q✉❡ ❞❡❜❡ s❡r ✉♥ ✜❧tr♦ ♣❛s♦ ❛❧t♦ ❞❡ ❧❛s ✐♥❝❡r✲

t✐❞✉♠❜r❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛s ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ✭lO(jω)✮ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ ♣❛s♦ ❛♥t❡r✐♦r❀ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❞❡❜❡ s❡r

❞❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ♠❛②♦r ♦ ✐❣✉❛❧ q✉❡ ❡❧ ♠á①✐♠♦ ✈❛❧♦r s✐♥❣✉❧❛r ❞❡ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ❝❛❧❝✉❧❛❞❛s ♣♦r ❧❛

❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✹✳✶✵✱ ❝✉♠♣❧✐❡♥❞♦ ❝♦♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥✿

|wTdiag(jω)| ≥ lO(jω), ∀ω ✭✹✳✹✳✶✺✮

❚❛♠❜✐é♥ s❡ ♣r❡✜❡r❡ q✉❡ s❡❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ r❛❝✐♦♥❛❧✱ ❡st❛❜❧❡✱ ❞❡ ❢❛s❡ ♠í♥✐♠❛ ② ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥

♣r♦♣✐❛ ♣♦r r❡q✉❡r✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ✧❘♦❜✉st ❈♦♥tr♦❧✧ ❞❡❧ s♦❢t✇❛r❡ ▼❆❚▲❆❇➤✱ ❡♥ ❡❧

❝✉❛❧ s❡ r❡❛❧✐③❛r♦♥ ❧♦s ❝á❧❝✉❧♦s ❛❞❡♠ás✱ ♣❛r❛ s✐♠♣❧✐❝✐❞❛❞ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧✳

P❛s♦ ✸✿ ❉✐s❡ñ♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WS

▲❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WS ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛

❝♦♥ ❞✐♠❡♥s✐ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ s❛❧✐❞❛s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧✱ q✉❡ ❞❛ ❧❛s ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡

❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ✭❙✮✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❞❡❜❡ ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥✿

∥

∥WSS
∥

∥

∞
< 1 ✭✹✳✹✳✶✻✮



✹✽

P❛s♦ ✹✿ ❉✐s❡ñ♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WU

▲❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WU ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛

❝♦♥ ❞✐♠❡♥s✐ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ❧❛ ❝✉❛❧✱ ❞❡❜❡ ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥ ❧✐♠✐t❛r

❧❛ ❡♥tr❛❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡s❡❛❞♦✱ ❛②✉❞❛♥❞♦ ❛ ❛ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❧❛ s♦❜r❡♦s❝✐❧❛❝✐ó♥✳

∥

∥WUKS
∥

∥

∞
< 1 ✭✹✳✹✳✶✼✮

▲❛ ❝♦♥str✉❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ s❡ ❧❧❡✈❛ ❛❝❛❜♦ ❛❧ t❡♥❡r ❧❛s tr❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WT ✱ WS

② WU ✱ s❡ ❝♦♥str✉②❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ❛✉♠❡♥t❛❞❛ ♠♦str❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✹✳✷✱ ❛ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ❧❡ ❛♣❧✐❝❛rá

❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❑ ✭✈❡r ✜❣✉r❛ ✹✳✻✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ♥✉♠ér✐❝❛♠❡♥t❡ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦ ❤✐♥❢s②♥ ❞❡ ❧❛ ❤❡r✲

r❛♠✐❡♥t❛ ✧❘♦❜✉st ❈♦♥tr♦❧✧ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇➤✳

❊❥❡♠♣❧♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞✿

❆t❡♥ ② ❲❡r♥❡r ✭✷✵✵✸✮✱ ♣r♦♣♦♥❡♥ ✉♥ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛ ❡sq✉❡♠❛s ❍❱❉❈ ✭❍✐❣❤

❱♦❧t❛❣❡ ❉✐r❡❝t ❈✉rr❡♥t✮ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦

s✐st❡♠át✐❝♦ ❞❡ s✐♥t♦♥✐③❛❝✐ó♥ q✉❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛ r♦❜✉st❡③ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❡♥ ❧♦s ♥✐✈❡❧❡s

❞❡ ❝♦rt♦❝✐r❝✉✐t♦ ❞❡ ❛♠❜♦s s✐st❡♠❛s ❞❡ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❛❧t❡r♥❛ r❡❝t✐✜❝❛❞♦r ❡ ✐♥✈❡rs♦r✳ ❊❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦

❞❡ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ▼■▼❖ s❡ ❛♣❧✐❝❛ ♣❛r❛ ❧♦s ❧❛③♦s ■❉❈ ✭❝♦rr✐❡♥t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛✮ ② ❱❉❈ ✭✈♦❧t❛❥❡

❝♦♥t✐♥✉♦✮✱ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛✱ r❡❝❤❛③♦ ❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ② s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❞❡s❡♠✲

♣❡ñ♦✳ ❘❡❛❧✐③❛r♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s t♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐✲

♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ✭✈❡r ✜❣✳ ✹✳✽✮✳



✹✾

❋✐❣✉r❛ ✹✳✽✿ ■♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛✳

❉♦♥❞❡ Gp s♦♥ ❧❛s ♣❧❛♥t❛s ✐♥❝✐❡rt❛s✱ WT r❡♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥✱ G ❡s ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐✲

♥❛❧ ② ∆o ❡s ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s✳ ▲❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ ❧❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛

❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❡stá ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡❝✉❛❝✐ó♥✱ ❞♦♥❞❡ σ ❡s ❡❧ ♠á①✐♠♦ ✈❛❧♦r s✐♥❣✉❧❛r✿

l(jω) = max
GpǫΠ

σ((Gp(jω)−G(jω))G(jω)−1) ✭✹✳✹✳✶✽✮

▲❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ♣❧❛♥t❛s ✐♥❝✐❡rt❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ t♦❞❛s ❧❛s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ♣♦s✐❜❧❡s

❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❡♥ ❧❛ r❡❣✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❡st❛ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

Gp(jω) = [I +WT∆O]G(jω) ✭✹✳✹✳✶✾✮

❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛ ❝♦♥ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❛ ❧❛

s❛❧✐❞❛✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✾✱ WS ② WT s♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ②

s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡ ❞❡✜♥✐❞♦s ♣♦r✿

S = (I +GK)−1

T = I − S = (I +GK)−1GK

❞♦♥❞❡ I ❡s ❧❛ ♠❛tr✐③ ✐❞❡♥t✐❞❛❞✱ G ❡s ❧❛ ♣❧❛♥t❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ② K ❡s ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡✳



✺✵

▲❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ s❡ r❡❛❧✐③❛rá ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦

❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✾✿ ❊sq✉❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠✐①t❛✳

❉♦♥❞❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❞❡❜❡ ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥✿

∥

∥

∥

∥

∥

∥

WSS(jω)

WTT (jω)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

< γ ✭✹✳✹✳✷✵✮

▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s s❡ ✈❡r✐✜❝❛r♦♥ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧ ❡♥ ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ❊▼❚❉❈ ✭❊❧❡❝✲

tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❚r❛♥s✐❡♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉❈✮✱ s❡ ♦❜t✉✈♦ q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞✐s❡ñ❛❞♦ ❡s r♦❜✉st♦ ② ♣✉❡❞❡

❝♦♥tr✐❜✉✐r ❛ ❧❛ ❜✉❡♥❛ r❡❝✉♣❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❢❛❧❧❛s ❝✉❛♥❞♦ s❡ ✐♥t❡❣r❛ ❝♦♥ ♦tr♦s ❧❛③♦s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ② ❢✉♥✲

❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧✳



✺✶

✹✳✺ ❆♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❡s♣❡s♦r ② ❧♦♦♣❡r ❡♥ ✉♥ ❍❙▼

▲♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s ② s✉ r❡❣✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ❡stá♥

❞❛❞♦s ♣♦r ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✳ ❈♦♠♦ s❡ ♠❡♥❝✐♦♥ó s❡ ✉t✐❧✐③❛ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ✭✜❣✳

✸✳✶✷✮✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✵✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ lO(jω) ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✹✳✶✵✱ ❧❛ ❝✉❛❧ t✐❡♥❞❡ ❛ ✐♥✜♥✐t♦

❡♥ ❛❧t❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s t❡♥✐❡♥❞♦ ❢♦r♠❛ ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✐♠♣r♦♣✐❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✵✿ ❘❡s♣✉❡st❛ ❡♥ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛s ✐♥❝❡rt❞✉♠❜r❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❛s ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❧♦s
♣❛r❛♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❛ ✸✳✹✳

❚♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ q✉❡ ♥♦r♠❛❧♠❡♥t❡ s❡ ❛t❡♥ú❛♥ ❧❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❛❧t❛s ② ▼❆❚▲❆❇➤ ♥♦ ❛❝❡♣t❛

❢✉♥❝✐♦♥❡s ✐♠♣r♦♣✐❛s✱ s❡ ❞✐s❡ñó ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WT ✐❣♥♦r❛♥❞♦ ❧❛s ❛❧t❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s✳

WT s❡ ❞✐s❡ñ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ lO(jω) ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✵❀ ❡♥t♦♥❝❡s✱ ✉s❛♥❞♦ ❧❛



✺✷

❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✹✳✶✹ s❡ t✐❡♥❡✿

WT =

[

40s2+160s+160

s2+80s+1600
0

0 40s2+160s+160

s2+80s+1600

]

✭✹✳✺✳✶✮

▲❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✶ ♠✉❡str❛ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WT r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠✲

❜r❡ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✵✳ WT ♣r✉❡❜❛ s❡r ❞❡ ♠ó❞✉❧♦ ♠❛②♦r q✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦r

s✐♥❣✉❧❛r ♠❛②♦r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ♣❛r❛ lO(jω) ❡♥ ❧❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❞❡ ✐♥t❡rés✳ ◆ót❡s❡ q✉❡ s❡ ❛♣r♦①✐♠ó ❝♦♥

✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣r♦♣✐❛ ②❛ q✉❡ ❝♦♠♦ s❡ ♠❡♥❝✐♦♥ó ❡s r❡q✉❡r✐♠❡♥t♦ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇➤ ② ✉s✉❛❧♠❡♥t❡ ❧❛s

❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❛❧t❛s s❡ ❛t❡♥ú❛♥ ♣♦r r❛③♦♥❡s ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ② r✉✐❞♦✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ wT ✭❧í♥❡❛ r♦❥❛✮ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡✳

❙❡ ♣r❡t❡♥❞❡ ❝✉❜r✐r ❧❛s r❡s♦♥❛♥❝✐❛s q✉❡ ❛♣❛r❡❝❡♥ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ❧♦s ✺✵ r❛❞✴s ❝♦♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥



✺✸

s✐♠♣❧❡ ✐❣♥♦r❛♥❞♦ ❧❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ♠❛②♦r❡s q✉❡ ✸✵✵ r❛❞✴s✳

▲❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WS s❡ ❞✐s❡ñó ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✹✳✶✻✿

WS =

[

56s+50.4
s+0.001

0

0 56s+16.8
10s+0.001

]

✭✹✳✺✳✷✮

❊❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ WU s❡ r❡❛❧✐③ó t♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✹✳✶✼✿

WU =

[

1×10−6+1×10−5

0.0001s+10
0

0 1×10−6+1×10−5

0.0001s+10

]

✭✹✳✺✳✸✮

▲❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✷ ♠✉❡str❛ q✉❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❝✉♠♣❧❡ ❝♦♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞

r♦❜✉st❛✱ ♠♦str❛♥❞♦ q✉❡ WT ② ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ ✭T ✮ ❝✉♠♣❧❡♥ ❝♦♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥

✹✳✹✳✶✸ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♥♦ ❝✉♠♣❧❡ ❝♦♥ ❞✐❝❤❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧

r❛♥❣♦ ❞❡ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❝♦♠♣r❡♥❞✐❞♦ ❡♥tr❡ ✹ r❛❞✴s ② ✻✵ r❛❞✴s✳

❈❛❜❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛r q✉❡ s❡ ♣r♦❜❛r♦♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ ♦❜t❡♥✐❡♥❞♦ ❞✐❢❡r❡♥t❡s

✈❡♥t❛❥❛s ② ❞❡s✈❡♥t❛❥❛s✱ s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥ó ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥ ❧❛ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦

♠❡❥♦r❡s r❡s♣✉❡st❛s ❞❡ s♦❜r❡♣❛s♦✱ ❡rr♦r ❞❡ ❡st❛❞♦ ❡st❛❝✐♦♥❛r✐♦ ② t✐❡♠♣♦ ❞❡ r❡s♣✉❡rt❛ ❧❛s ❝✉❛❧❡s

s❡ ♠♦str❛rá♥ ❡♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦✳



✺✹

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✷✿ ▲♦s ✈❛❧♦r❡s s✐♥❣✉❧❛r❡s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s❡♥s❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ ✭T ✮ s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛
♣♦r ❧❛ ❧í♥❡❛ ❝♦♥t✐♥✉❛ ② ❧❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s s✐♥❣✉❧❛r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ WT s❡
r❡♣r❡s❡♥t❛ ♣♦r ❧❛ ❧í♥❡❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❛✳ ❙❡ r❡❛❧✐③❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ♣r♦❜❛r ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛✳

✹✳✻ ❘❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❝❛♣ít✉❧♦

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ r❡❛❧✐③ó ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ t♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ✐♥✲

❝❡rt✐❞✉♠❜r❡❀ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ② s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ ❡♥ ❧❛

♣r♦❜❧❡♠át✐❝❛ ❞❡❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ♥♦♠✐♥❛❧ ② ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛✱ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧ ❝♦♥✲

tr♦❧ H∞✳ ❙❡ ♠❡♥❝✐♦♥ó ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❡♥ ❆t❡♥ ✫ ❲❡r♥❡r ✷✵✵✸ ♣❛r❛ s✐st❡♠❛s ❍❱❉❈

❜❛❝❦ t♦ ❜❛❝❦❀ ❛s✐♠✐s♠♦ s❡ s✐♥t❡t✐③ó ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✺

❙✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ② r❡s✉❧t❛❞♦s

❊♥ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❡✈❛❧ú❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧H∞ ❞✐s❡ñ❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣✐t✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r ♣❛r❛ ❡❧ ❍❙▼ ❝♦♠✲

♣❛r❛♥❞♦ s✉ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭P■✮✱ ❝♦♠♦ ❧♦s ✉t✐❧✐③❛❞♦s

❡♥ ♣❧❛♥t❛ ❛❝t✉❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛s s✐t✉❛❝✐♦♥❡s ❛ ❡✈❛❧✉❛r s♦♥ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s✿

✶✳ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧✳

✷✳ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛✳

✸✳ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ② ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s✳

▲❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ s❡ r❡❛❧✐③❛rá ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡❧ t✐❡♠♣♦✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ♣r✉❡❜❛

♥♦♠✐♥❛❧ ② ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ s❡ r❡❛❧✐③❛rá♥ t❛♠❜✐é♥ ♣r✉❡❜❛s ❞❡

❞❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✳

✺✺



✺✻

✺✳✶ ❈♦♥tr♦❧ P■

❙❡ ❞✐s❡ñ♦ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧ P■ ✭❝♦♠♦ ❡❧ ✐♥st❛❧❛❞♦ ❡♥ ♣❧❛♥t❛ ❛❝t✉❛❧♠❡♥t❡✮ ♣❛r❛ ❡❧ ❧❛③♦ ❞❡ ❡s♣❡s♦r ② ❡❧

❧❛③♦ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r✱ ❧❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❞❡ ❝❛❞❛ P■ ❡stá♥ ❞❛❞❛s ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✺✳✶✳

●❛♥❛♥❝✐❛s ❧❛③♦ ❞❡ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮ ❧❛③♦ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ✭θi✮

Kp 4 1
Ki 1.5 100

❚❛❜❧❛ ✺✳✶✿ ❱❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❧❛③♦✳

▲❛ r❡s♣✉❡st❛ ❡♥ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ♣❛r❛ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ P■ ❡stá♥ ❞❛❞♦s

♣♦r ❧❛s ✜❣✉r❛s ✺✳✶✱ ✺✳✷✱ ✺✳✸ ② ✺✳✹✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g11(s) ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI✳

❙❡ ♠✉❡str❛ ✭✜❣✳ ✺✳✶✮ q✉❡ ❡❧ MG ❡s ✐♥✜♥✐t♦ ❛❧ ♥♦ ❡①✐st✐r ✉♥ ωp ❡♥ −180◦ ② ❡❧ MF ❡s 109 ❡❧

❝✉❛❧ ❡s ♣♦s✐t✐✈♦❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ ❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g11(s) ❡s ❡st❛❜❧❡✳



✺✼

❋✐❣✉r❛ ✺✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g12(s) ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI✳

❙❡ ♠✉❡str❛ ✭✜❣✳ ✺✳✷✮ q✉❡ ❡❧ MG ❡s ✐♥✜♥✐t♦ ❛❧ ♥♦ ❡①✐st✐r ✉♥ ωp ❡♥ −180◦ ② ❡❧ MF ❡s ✐♥✜♥✐t♦

❛❧ ♥♦ ❡①✐st✐r ✉♥ ωg ❡♥ 0 ❞❇❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ s✉❜s✐st❡♠❛ g12(s) ❡s ❡st❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✸✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g21(s) ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI✳

❙❡ ♠✉❡str❛ ✭✜❣✳ ✺✳✸✮ q✉❡ ❡❧ MG ❡s 47.2 ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ♣♦s✐t✐✈♦ ② ❡❧ MF ❡s ✐♥✜♥✐t♦ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s

♣♦s✐t✐✈♦❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ ❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g21(s) ❡s ❡st❛❜❧❡✳



✺✽

❋✐❣✉r❛ ✺✳✹✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g22(s) ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI✳

❙❡ ♠✉❡str❛ ✭✜❣✳ ✺✳✹✮ q✉❡ ❡❧ MG ❡s ✶✶✳✼✸ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ♣♦s✐t✐✈♦ ② ❡❧ MF ❡s 69.3 ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s

♣♦s✐t✐✈♦❀ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ ❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ g22(s) ❡s ❡st❛❜❧❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI s❡ ♦❜s❡r✈♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✷✱ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥

s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ T ✭❧í♥❡❛ ♣✉♥t❡❛❞❛✮ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧

PI❀ ❞✐❝❤♦ ❝♦♥tr♦❧ ♥♦ ❝✉♠♣❧❡ ❝♦♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ❡♥ ❡❧ r❛♥❣♦ ❝♦♠♣r❡♥❞✐❞♦

❡♥tr❡ ✹ r❛❞✴s ② ✻✵ r❛❞✴s✳

❙❡ ❡✈❛❧ú❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❞✐s❡ñ❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣✐t✉❧♦ ✹ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦ ❡♥ ❡st❡

❛♣❛rt❛❞♦✳



✺✾

✺✳✷ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧

✺✳✷✳✶ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s

❡♥tr❛❞❛s✳

❙❡ ❛♣❧✐❝❛♥ ❡s❝❛❧♦♥❡s ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❝❛❞❛ ❡♥tr❛❞❛✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✺✳✺ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡s♣✉❡st❛

❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ✭θi✮ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✺✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧
✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳

❊❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♠♦stró t❡♥❡r ✉♥ s♦❜r❡♣❛s♦ ♠❡♥♦r ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ P■✱ ❛s✐♠✐s♠♦ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧

H∞ t✐❡♥❡ ✉♥ t✐❡♠♣♦ ❞❡ r❡s♣✉❡st❛ ♠ás ❝♦rt♦ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ P■✳



✻✵

✺✳✷✳✷ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥

Vri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Sri✳

❙❡ r❡❛❧✐③ó ✉♥❛ ♣r✉❡❜❛ ❞❡ ❞❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✱ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ②

✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Sri✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✺✳✻ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡s♣✉❡st❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥

❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ✭θi✮ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✻✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧
✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Sri✳

❊❧ ❝♦♥tr♦❧ P■ t✐❡♥❡ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡❧ 15% ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❧❛③♦ ❞❡ ❡s♣❡s♦r✱

♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ t✐❡♥❡ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❝❛s✐ ♥✉❧♦✳ ❯♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡❧

15% ♣♦❞rí❛ ♥♦ s❡r ❞❡s❡❛❜❧❡ ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥✳



✻✶

✺✳✷✳✸ Pr✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥

Sri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Vri✳

❙❡ r❡❛❧✐③ó ✉♥❛ ♣r✉❡❜❛ ❞❡ ❞❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✱ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ②

✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Vri✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✺✳✼ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡s♣✉❡st❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥

❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ✭θi✮ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✼✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧
✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Vri✳

❊❧ ❝♦♥tr♦❧ P■ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡❧ 3% ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❧❛③♦ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥

❛♥❣✉❧❛r✱ ♥♦ ❛❢❡❝t❛ ❡♥ ❣r❛♥ ♣r♦♣♦r❝✐ó♥ ❡❧ s✐st❡♠❛❀ ♣❡r♦ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♠❡❥♦r❛ s✉st❛♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❡❧

♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥✳



✻✷

✺✳✸ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛

✺✳✸✳✶ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s

❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳

❙❡ ❛♣❧✐❝❛ró♥ ❡s❝❛❧♦♥❡s ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❝❛❞❛ ❡♥tr❛❞❛✱ r❡❛❧✐③❛♥❞♦ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s

❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥❝✐❡rt♦s ❡♥ s✉ r❡❣✐ó♥ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ✭✈❡r t❛❜❧❛ ✸✳✹✮ ❝❛❞❛ ✷ s❡❣✉♥❞♦s✳ ▲❛

✜❣✉r❛ ✺✳✽ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡s♣✉❡st❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥

❛♥❣✉❧❛r ✭θi✮ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮✱ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✽✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦
✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳

❙❡ ♠✉❡str❛ q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♥♦ ♣r❡s❡♥t❛ s♦❜r❡♣❛s♦ ❡♥ ❛♠❜♦s ❧❛③♦s✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧

P■ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ s♦❜r❡♣❛s♦ ❞❡ ✉♥ 20% ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❛♠❜♦s ❧❛③♦s✳ ❆❞❡♠ás ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡

r❡s♣✉❡st❛ ❡s ♠ás ❝♦rt♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ P■✳



✻✸

✺✳✸✳✷ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s✲

❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥

Sri✳

❙❡ r❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ♣r✉❡❜❛ ❞❡ ❞❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✱ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ②

✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Sri ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✺✳✾ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡s♣✉❡st❛

❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥

❛♥❣✉❧❛r ✭θi✮ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✾✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦
✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Vri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧
❛ ❝❡r♦ ❡♥ Sri✳

❙❡ ♠✉❡str❛ q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ P■ t✐❡♥❡ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ 15% ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧

❧❛③♦ ❞❡ ❡s♣❡s♦r✱ ♠✐❡♥trás q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❝❛s✐ ♥✉❧♦✳ ❆❞❡♠ás

❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ r❡s♣✉❡st❛ ❡s ♠ás r❛♣✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞✳



✻✹

✺✳✸✳✸ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s✲

❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥

Vri✳

❙❡ r❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ♣r✉❡❜❛ ❞❡ ❞❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✱ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ②

✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ Vri✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✺✳✶✵ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡s♣✉❡st❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡

✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ✭θi✮ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✵✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦
✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ Sri ② ✉♥ ❡s❝❛❧ó♥ ✐❣✉❛❧
❛ ❝❡r♦ ❡♥ Vri✳

❊❧ ❝♦♥tr♦❧ P■ ♠✉❡str❛ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡❧ 3% ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❧❛③♦ ❞❡ ❡s♣❡s♦r✱

❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ❛❝❡♣t❛❜❧❡✱ ♣❡r♦ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♣r❡s❡♥t♦ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❝❛s✐ ♥✉❧♦✳



✻✺

✺✳✹ Pr✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥

❛♠❜❛s ❡♥tr❛❞❛s✳

❙❡ ❛♣❧✐❝❛♥ ❡s❝❛❧♦♥❡s ✐❣✉❛❧ ❛❧ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜♦s ❧❛③♦s✳ ❊♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✺✳✷ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧❛s

♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❝♦♥ s✉ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ② ❧❛ r❡s♣❡❝t✐✈❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ q✉❡ s❡ ✉t✐❧✐③ó ♣❛r❛ ❡st❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✳

P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ i− 1 ✭σi−1✮ ② ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡❧ ❝❛st✐❧❧♦ i+1 ✭σi+1✮ s❡ t♦♠❛r♦♥

s❡ñ❛❧❡s r❡❛❧❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❡♥ ♣❧❛♥t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❱❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❯♥✐❞❛❞❡s ❋r❡❝✉❡♥❝✐❛

Hi ❊s♣❡s♦r ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ 2.5481 ♠♠ 3.2024 ❍③
Vi+1 ❱❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ r♦❧❛❞♦ 2393.5 ♠♠✴s 5.5834 ❍③

❚❛❜❧❛ ✺✳✷✿ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❛ ✺✳✶✶ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡s♣✉❡st❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡sH∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦

❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ♣❛r❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ✭θi✮ ② ❡❧ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✶✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦
♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡s❝❛❧♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s
❡♥tr❛❞❛s✳



✻✻

❙❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♠❡❥♦r❛ ❡❧ r❡❝❤❛③♦ ❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❛♠❜♦s ❧❛③♦s✱ ❝♦♠♣❛r❛❞♦

❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ P■✱ ②❛ q✉❡ ❧❛ ❛♠♣❧✐t✉❞ ❞❡ ❧❛s ♦s❝✐❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛s r❡s♣✉❡st❛s ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r P■

❡s ♠❛②♦r q✉❡ ❧❛s ♣r❡s❡♥t❛❞❛s ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞✳

✺✳✺ ❘❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❝❛♣ít✉❧♦

❙❡ ❡✈❛❧✉ó ✉♥ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♣❛r❛ ❡❧ ❍❙▼✱ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ✉♥ P■ ✭❝♦♠♦ ❡❧ ❛❝t✉❛❧♠❡♥t❡ ✐♥st❛❧❛❞♦ ❡♥

♣❧❛♥t❛✮✳ ▲❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐ó♥ s❡ r❡❛❧✐③ó ♣❛r❛ tr❡s ❝❛s♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s✿ ❡❧ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

❡ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ② ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛♥❞♦ ♣r✉❡❜❛s ❞❡ ❞❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ❧♦s

♣r✐♠❡r♦s ❞♦s ❝❛s♦s✳ ❊❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ♦❜t✉✈♦ r❡s♣✉❡st❛s s✐♥ s♦❜r❡♣❛s♦ ② ♠ás rá♣✐❞❛s q✉❡ ❡❧ P■✱

♠♦str❛♥❞♦ ♥✐✈❡❧❡s ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❝❛s✐ ♥✉❧♦s❀ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡❧

❝♦♥tr♦❧ H∞ ♠❡❥♦ró ❡❧ r❡❝❤❛③♦ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ② tr❛❜❛❥♦ ❢✉t✉r♦

❊♥ ❡st❛ t❡s✐s s❡ ❞✐s❡ñó ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛③♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ 2×2✱ ❡s♣❡s♦r ✭hi✮ ② ❧❛

♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❧♦♦♣❡r ✭θi✮✱ ♠♦❞❡❧❛♥❞♦ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♣❛r❛♠étr✐❝❛s ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❧❛

❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ s❡ r❡✈✐só ❧❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡

❧❛ ♣❧❛♥t❛✱ s❡ ❛♥❛❧✐③ó ❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♣♦❧♦s ② ❝❡r♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s

❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ♦❜s❡r✈❛r s✐ ❝♦♥ ❛❧❣✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐ó♥ ❧❛

♣❧❛♥t❛ s❡ ✈✉❡❧✈❡ ✐♥❡st❛❜❧❡❀ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❛✳

❙❡ ❝♦♠♣❛ró ❧❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ r♦❜✉st❛ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r PI ✭❝♦♠♦ ❡❧ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ❡♥ ♣❧❛♥t❛ ❛❝t✉❛❧✲

♠❡♥t❡✮✱ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞✳ ❊❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞ ❝✉♠♣❧✐ó ❝♦♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞

r♦❜✉st❛✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r PI ♥♦ ❝✉♠♣❧✐ó✳

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✺✱ s❡ ❡✈❛❧✉ó ♠❡❞✐❛♥t❡ s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❡❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞ r❡s♣❡❝t♦

❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r PI✳ ▲❛s s✐t✉❛❝✐♦♥❡s ❛ ❡✈❛❧✉❛r ❢✉❡r♦♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥✲

❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ② ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ❝♦♥ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s❀

❞❡ ❧❛s ❞♦s ♣r✐♠❡r❛s ♣r✉❡❜❛s s❡ r❡❛❧✐③❛r♦♥ ❞❡s❛❝♦♣❧♦s ♣❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r ❧♦s ♥✐✈❡❧❡s ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥✳

❊❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r H∞ ♦❜t✉✈♦ r❡s♣✉❡st❛s s✐♥ s♦❜r❡♣❛s♦ ② ♠ás r❛♣✐❞❛s ♠❡❥♦r❛♥❞♦ ❛sí ❧❛ ❡st❛❜✐❧✐✲

❞❛❞ r❡❧❛t✐✈❛ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ PI ❡♥ ❧❛s ❞♦s ♣r✐♠❡r❛s ♣r✉❡❜❛s✱ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛s ♣r✉❡❜❛s ❞❡

❞❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ♠♦stró ♥✐✈❡❧❡s ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❝❛s✐ ♥✉❧♦s❀ ❡♥ ❧❛ ❡✈❛❧✉❝✐ó♥ ❝♦♥ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡❧

❝♦♥tr♦❧ H∞ ♠❡❥♦ró ❡❧ r❡❝❤❛③♦ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❡❧ PI✳

✻✼



✻✽

❊♥ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐❞❛❞ ❡❧ ❍❙▼ ❤❛ t♦♠❛❞♦ ❣r❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛✱ ❞❛❞❛s ❧❛s ❡①✐❣❡♥❝✐❛s ❞❡ ♠❡❥♦r❛r ❡st❡

♣r♦❝❡s♦✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ s❡ ❜✉s❝❛ ❝♦♥t✐♥✉❛r ❝♦♥ ❡st❡ ❡st✉❞✐♦ t❡♥✐❡♥❞♦ ❝♦♠♦ tr❛❜❛❥♦ ❢✉t✉r♦ ❧♦

s✐❣✉✐❡♥t❡✿

❼ ❘❡❛❧✐③❛r ✉♥ ❡st✉❞✐♦ ❛ ❢♦♥❞♦ s♦❜r❡ ❧❛s ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♣❛r❛♠étr✐❝❛s q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ❛❢❡❝t❛r ❡❧

❍❙▼ ♣❛r❛ ✉♥ r❛♥❣♦ ♠ás ❛♠♣❧✐♦ ❞❡ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s✳

❼ ❘❡❛❧✐③❛r ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r❡s ❝♦♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s té❝♥✐❝❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❧❛③♦s ❞❡❧

s✐st❡♠❛ 2×2 ② 3×3✱ ❛s✐♠✐s♠♦ ♣❛r❛ ❡❧ s✐st❡♠❛ 4×4✳

❼ ❊✈❛❧✉❛r ❧❛s ✈❡♥t❛❥❛s ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ H∞ ❡♥ tér♠✐♥♦s ✐♥❞✉str✐❛❧❡s✱ ♣❛r❛ ♠♦str❛r q✉❡ ✈❛❧❡ ❧❛

♣❡♥❛ s✉st✐t✉✐r ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ PI✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛✜❛

❆❙▼✱ ✭✶✾✾✵✮✳ ❆❙▼ ♠❡t❛❧s ❤❛♥❞❜♦♦❦✿ ❱♦❧✳ ✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ■r♦♥s✱ st❡❡❧s ❛♥❞ ❤✐❣❤

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❧❧♦②s✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ▼❡t❛❧s✱ ❖❍✳

❆t❡♥ ❲✳ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ❍✳✱ ✭✷✵✵✸✮✳ ✏❘♦❜✉st ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❍❱❉❈ ❜❛❝❦✲

t♦✲❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s✧✱ ■❊❊✱ ✈♦❧✳ ✶✺✵✱ ◆✉♠ ✻✳

❇❛rr✐♦s ❏✳❆✳✱ ❈❛✈❛③♦s ❆✳✱ ▲❡❞✉❝ ▲✳✱ ❘❛♠ír❡③ ❏✳✱ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❋✉③③② ❛♥❞ ❋✉③③② ●r❡②✲❇♦①

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢♦r ❊♥tr② ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❍♦t ❙tr✐♣ ▼✐❧❧✧✱ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❛♥✐❢❛❝t✉r✐♥❣

Pr♦❝❡ss❡s✱ ✷✻✿ ✻✻✲✼✼

❉♦♥ ❏✉❛♥ ❘í♦s ❖✳❆✳✱ ❘♦❥❛s ▲✉❣♦ ❊✳❆✳ ② ❈❛✈❛③♦s ●♦♥③á❧❡③ ❆✳✱ ✑❈♦♥tr♦❧ ❘♦❜✉st♦

P❛r❛♠❡tr✐❝♦ t ◗❋❚ ❞❡❧ ❋♦r♠❛❞♦r ❞❡ ❖♥❞❛ ❡♥ ✉♥ ▼♦❧✐♥♦ ❞❡ ▲❛♠✐♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❈❛❧✐❡♥t❡✑✱ ❈■❊◆❈■❆

❡r❣♦✲s✉♠✱ ✷✵✶✻✱ ✷✸ ✭✶✮✱ ✸✺✲✹✽✳

❍❡❛r♥s✱ ●✳❀ ●r✐♠❜❧❡✱ ▼❏✳✱ ✭✷✵✵✵✮✳ ✏❘♦❜✉st ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❤♦t str✐♣ ✜♥✐s❤✐♥❣

♠✐❧❧✧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■r♦♥ ❛♥❞ ❙t❡❡❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❏❛♣❛♥❀ ❱♦❧✳ ✻✱ ♣♣✳ ✸✼✼✺✲✸✼✼✾✳

❖❜r❡❣ó♥ ❆✳✱ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏▼♦❞❡❧♦ ❉✐♥á♠✐❝♦ ▲✐♥❡❛❧ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ✉♥ ♠♦❧✐♥♦ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❝✐ó♥

❡♥ ❝❛❧✐❡♥t❡✧✱ ❚❡s✐s ❞❡ ♠❛❡strí❛ ❡♥ ❝✐❡♥❝✐❛s ❞❡ ❧❛ ✐♥❣❡♥✐❡rí❛ ❡❧é❝tr✐❝❛✱ ❋■▼❊✲❯❆◆▲✳

✻✾



✼✵

❖❜r❡❣ó♥ ❆✳✱ ▼❡♥❞✐♦❧❛ P✳ ❊✈❡r ❑✳✱ ❈❛✈❛③♦s ❆✳✱ ▲❡❞✉❝ ▲✳✱ ✭✷✵✶✵✮✳ ✱ ✏▲✐♥❡❛r ♠✉❧✲

t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❤♦t str✐♣ ✜♥✐s❤✐♥❣ ♠✐❧❧✧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✱ ✷✷✹✿

✶✵✵✼✲✶✵✷✶✳

❘♦❞rí❣✉❡③ ❋✳ ② ▲ó♣❡③ ▼✳✱ ✭✶✾✾✻✮✱ ✏❈♦♥tr♦❧ ❛❞❛♣t❛t✐✈♦ ② r♦❜✉st♦✧✱ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ❙❡✈✐❧❧❛✱

❊s♣❛ñ❛✱ ■✳❙✳❇✳◆✳ ✽✹✲✹✼✷✲✵✸✶✾✲✵✳

❙✐❞✐ ▼✳ ❏✳✱ ✭✷✵✵✷✮✱ ✏❆ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ◗❋❚✴H∞ ❞❡s✐❣♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❚❉❖❋ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦

s②st❡♠s✧✱ ❍♦❧♦♥ ❆❝❛❞❡♠✐❝ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❉❡✲

♣❛rt♠❡♥t✱ ❱♦❧✳ ✼✺✱ ◆♦✳✼✱ ✹✼✺✲✹✽✾✳

❙❦♦❣❡st❡❞ ❙✳ ❛♥❞ P♦st❧❡t❤✇❛✐t❡ ■✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ✏▼✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❈♦♥tr♦❧✱ ❆♥❛❧②s✐s

❛♥❞ ❉❡s✐❣♥✧✱ ❲❡st ❙✉ss❡①✱ ❯❑✿❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✳

❨✉ ❈✳✱ ❲❛♥❣ ❍✳ ❛♥❞ ❏✐♥❣ ❨✳✱ ✭✷✵✶✶✮✳✱ ✏❚❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❤♦t str✐♣ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ▲▼■

❛♣♣r♦❛❝❤✳✱✧ ❈❤✐♥❡s❡ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ▼✐❛♥②❛♥❣ ❈❤✐♥❛✱ ✶✹✷✹✲✶✹✷✼✳

❩❤❛♥ ▼✳✱ ❨❛♥❣ ❲✳ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❙✳✱ ✭✷✵✶✵✮✳✱ ✏❉✉❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❆●❈ ❉❡s✐❣♥ ❇❛s❡❞ ♦♥

◗❋❚✴µ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ ❍♦t ❙tr✐♣ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss✱✧ Pr♦❝❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ 29th ❈❤✐♥❡s❡ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r✲

❡♥❝❡✱ ❇❡✐❥✐♥❣ ❈❤✐♥❛✱ ♣♣✳ ✺✻✽✷✲✺✻✽✻


