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3.2.3. Caso 3: Tasa de cambio de guiñada ψ̇ y ángulo de derrape β . 33
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Índice de figuras ix

4.2. Diagrama de bloques de un control de prealimentación. . . . . . . . . 40

4.3. Diagrama de Nyquist comparativo de ambas funciones: g12(s) y g12(s)+

F (s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.4. Diagrama de Nyquist comparativo de ambas MSF: γ(s) y γFF (s). . . 43

4.5. Canal-1 (C1(s)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.6. Canal-2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.7. Diagrama de bloques en el control de prealimentación y el cálculo de

la salida real. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.8. Diagrama de Bode de ambos lazos abiertos (LAm(s) y LAr(s)). . . . 51

4.9. Diagrama de bloques para el análisis de los márgenes de fase y ganancia. 52

4.10. Simplificacion del diagrama de bloques para el análisis de los márgenes

de fase y ganancia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.11. Simplificacion del diagrama de bloques para el análisis de los márgenes

de fase y ganancia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.12. Diagramas de Bode y Nyquist de los controles aplicados a la MSF. . . 56
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T́ıtulo del estudio: Análisis de la Dinámica de Vuelo de Aeronaves y Di-

seño de Controlador.

Número de páginas: 100.

Objetivos y método de estudio: El objetivo general de esta tesis es proponer

la aplicación de una nueva estructura de control para la dinámica de aeronaves que

permita un buen desempeño a través de la utilización de controles basados en la

Función de Estructura Multivariable (MSF), Control Clásico y el Análisis y Diseño

por Canales Individuales (ICAD).

Los objetivos espećıficos son:

1. Evaluar la robustez del sistema de control.

2. Evaluar el emparejamiento de la dinámica.

3. Mediante técnicas de simulación digital analizar el comportamiento del siste-
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Resumen xiv

ma de control propuesto a distintas perturbaciones del sistema y variaciones

paramétricas.

Para alcanzar estos objetivos, se analizará la dinámica de vuelo Lateral Direc-

cional del Cessna T-37. La dinámica presenta 3 salidas (alabeo, tasa de cambio de

guiñada y ángulo de derrape), pero solamente 2 entradas (deflexión en timón y defle-

xión en alerones). Es sabido que al tener 2 entradas de control, solamente es posible

controlar 2 salidas. Por ello con el uso de ICAD es posible analizar la dinámica de

cada emparejamiento de los 3 posibles para realizar un giro coordinado. La carac-

teŕısticas de la maniobra se especifica para las aeronaves en la FAR 23. Basándose en

las especificaciones de la FAR 23 se diseñará un control utilizando ICAD. El control

se evaluará mediante ICAD y se determinará la robustez del mismo utilizando los

márgenes de fase y ganancias. De la misma forma se evaluarán los otros empare-

jamientos y se analizará la fragilidad que puede presentar el sistema a un cambio

paramétrico.

Contribuciones y conclusiones: Una nueva de estructura de control es pro-

puesta mediante el marco de trabajo de ICAD. Los controles propuestos están ba-

sados en el control clásico, además cuentan con buen desempeño a pesar de ser de

bajo orden. Una alternativa para el control de la dinámica lateral-direccional de una

aeronave es propuesto. Bajo el marco de trabajo de ICAD es posible el diseño de

controles de sistemas multivariables.



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Generalidades

Las aeronaves son de suma importancia en la economı́a y en la vida de las

personas. Hoy en d́ıa, la industria aeronáutica se encuentra en gran crecimiento

mundialmente. Las aeronaves son veh́ıculos aéreos complejos al contar con muchas

configuraciones y además se busca que presentar ciertas prestaciones. Las aeronaves

suelen contar con sistemas de auto pilotaje para realizar ciertas maniobras (despegue

y aterrizaje por ejemplo) o misiones espećıficas (seguir cierta trayectoria). Al ser

sistemas automatizados es necesario contar con un sistema de control fiable.

Los sistemas de control de las aeronaves suelen ser complejos y multivariables

(múltiples entradas y múltiples salidas - MIMO). Una aeronave convencional de ala

fija suele contar con varias salidas (ángulos de alabeo, cabeceo, guiñada y derrape,

aśı como velocidades angulares y de movimiento) y solo 4 entradas (deflexiones de

alerones, timón y elevador, aśı como el empuje generado por el motor) por ello varias

salidas suelen presentar acoplamiento con varias entradas. Por ello, los sistemas de

control de las aeronaves son un gran campo de aplicación para la teoŕıa de los

sistemas multivariable.

Las técnicas de control aplicadas en las aeronaves son varias, pero deben tener

1
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la fiabilidad y eficiencia que son dos condiciones esenciales en los sistemas. Los

sistemas de control automático han ido cambiando desde los sistemas de una entrada

y una salida (SISO por sus siglas en inglés single input single output) hasta los

sistemas MIMO, pero en todos ellos siempre se debe asegurar la fiabilidad y eficiencia

de los mismos.

Las técnicas de control para los sistemas MIMO son muchas y en este caso

se utilizará el análisis y diseño por canales individuales (ICAD) para el diseño del

controlador de la aeronave de ala fija. ICAD es una herramienta muy sencilla y es

posible asegurar una fiabilidad del controlador.

1.2 Objetivo de la Tesis

GENERALES: Proponer la aplicación de una nueva estructura de control para

la dinámica lateral direccional de una aeronave de ala fija que permita un buen

desempeño a través de la utilización de controles basados en la Función de Estructura

Multivariable, Control Clásico y el Diseño por Canales Individuales.

ESPECÍFICOS:

Evaluar la robustez del sistema de control.

Evaluar el emparejamiento de la dinámica.

Mediante técnicas de simulación digital analizar el comportamiento del sistema

de control propuesto para la realización de una maniobra determinada.

1.3 Justificación

Utilizando ciertas estrategias de control de aeronaves, estas presentan ciertos

problemas asociados. Los controles diseñados, suele emplear controladores sumamen-
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te complejos y dif́ıciles de emplear. A pesar de haber utilizado diversas herramientas

de control, pocos son con control clásico y no miden la robustez del sistema. Por ello,

en este trabajo se propone un novedoso esquema que utiliza las ventajas del Análisis

y Diseño por Canales Individuales, aśı como el análisis de la Función de Estructura

Multivariable. Adicionalmente con la Función de Estructura Multivariable es posible

medir la fragilidad que puede presentar la planta.

1.4 Descripción del Problema

Los sistemas de control de las aeronaves suelen ser tratados como sistemas

multivariables por su dinámica acoplada. Existen diversos controles para los siste-

mas MIMO y muchos de ellos aseguran robustez mediante métodos complejos, en

otros casos, los sistemas son tratados como sistemas SISO, pero sin considerar el

acoplamiento de las otras dinámicas. Al asumir que el sistema está desacoplado, el

control diseñado es muy probable que no presente robustez y por ende fiabilidad.

La dinámica de vuelo de una aeronave, se suele dividir como la dinámica lon-

gitudinal y la dinámica lateral-direccional. La dinámica longitudinal solo contempla

el plano x-z, es decir el ángulo de cabeceo, la velocidad en el eje x y la velocidad en

el eje z y como entradas el empuje generado por los motores, aśı como la deflexión

del elevador. Por otro lado, la dinámica lateral direccional contempla los planos y-x

y y-z y las entradas de las deflexiones de los alerones y el timón de profundidad.

La dinámica longitudinal suele estar desacoplada de la dinámica lateral-direccional

y por ello es posible trabajar como dinámicas desacopladas. La dinámica lateral-

direccional presenta un gran acoplamiento entre los estados de la aeronave, por ello

en este caso será la dinámica a controlar. La dinámica lateral-direccional suele pre-

sentar 3 salidas (ángulo de derrape, angulo de alabeo y tasa de guiñada) y solo 2

entradas (deflexiones en el timón y alerones), por ende existe 3 emparejamientos que

serán analizados.
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Las técnicas de control empleadas actualmente suelen ser complejas y los con-

troles empleados suelen ser dif́ıciles de implementar. Para la implementación de

dichos controles se suele necesitar una computadora de vuelo con grandes capacida-

des de cálculo, lo que lo vuelve costosa. Se pueden buscar nuevas técnicas de control

que vuelvan los controles más sencillos de implementar, pero aśı mismo aseguren

fiabilidad y robustez al sistema.

En este trabajo se propone una nueva manera de diseñar controles para la

dinámica lateral-direccional y sean efectivos y sencillos. La fiabilidad y robustez de

dichos controles será basada en el control clásico que están claramente definidas sus

propiedades para asegurar robustez y fiabilidad.

1.5 Estado del Arte

Desde el pilotaje por cables o fly by wire los sistemas hidráulicos y neumáticos

fueron cambiados por sistemas eléctricos. Los movimientos de los mandos de vuelo

fueron convertidos en señales eléctricas e introducidas las computadoras de control

de vuelo para determinar las deflexiones de las superficies de control. [32]

Es sabido que las aeronaves convencionales de ala fija normalmente solo cuentan

con 4 entradas al sistema: deflexiones en alerones, timón y elevador, aśı como la

fuerza de empuje debido al motor. De la misma forma, una aeronave es un sistema

de 6 grados de libertad (DOF) y por ellos es considerado como un sistema multi-

entradas multi-salidas o por sus siglas en inglés MIMO. Aśı mismo el sistema MIMO

en muchas ocasiones presenta acoplamiento entre los canales y suele ser muy dif́ıcil

y complejo de controlar. [9, 24]

Para controlar una aeronave se utilizan herramientas de control multivariable

y se han implementado diversas técnicas de control: planificación de ganancias (gain

scheduled), inversión no-lineal (nonlinear inversion)[30], modos deslizantes (sliding

modes) [3], variación de parámetros lineales (linear parameter-varying o LPV) [6],
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regulador linear cuadrático (linear quadratic regulator o LQR) y control óptimo

H-inf [2, 21, 34].

Muchas de las técnicas mencionadas tienen muchos problemas para la imple-

mentación en aeronaves. Los métodos de control multivariable mencionados, pre-

sentan una complejidad en el diseño de la ley de control y emplean estructuras de

controladores generalizadas, lo que no proporciona una visión en el proceso de diseño.

Aśı mismo, las estructuras de los controladores presentan demasiados parámetros de

diseño y suele resultar en una pérdida de perspicacia f́ısica. Finalmente, los los con-

ceptos del control clásico han sido bien establecidos, más no aśı las técnicas de diseño

de control modernas [31, 25].

En este trabajo se utilizará la técnica del análisis y diseño por canales indi-

viduales (ICAD) para analizar la dinámica y poder determinar el acoplamiento del

sistema en cada canal, además de determinar el emparejamiento del sistema. Dicho

emparejamiento suele ser medido con la matriz de ganancia relativa ( relative gain

arrange o RGA) pero está limitado a la estado estacionario o baja frecuencia y se de-

termina el emparejamiento de los canales. Por otro lado, ICAD realiza una medición

del acoplamiento a toda frecuencia a través de la Función de Estructura Multivaria-

ble ( Multi Structural Funcion o MSF). Aśı mismo, entre la MSF y la RGA existe

una gran similitud, misma que fue descrita en [5, 17]. La MSF al estar descrita en el

dominio de la frecuencia, es posible utilizar los diagramas de Bode y Nyquist que son

dos herramientas muy conocidas y utilizadas en sistemas de control para el cálculo

de robustez del sistema. Dichos diagramas son de fácil lectura y análisis.

ICAD y la MSF son herramientas poco utilizadas y conocidas, pero posibilita

el diseño de sistemas de control simple y altamente efectivo. ICAD ha sido imple-

mentado satisfactoriamente en controles de motor de inducción [4], submarinos [18]

además de industria automotriz e industria aeronáutica [11, 33]
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1.6 Estructura de la Tesis

La presente tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

Caṕıtulo 2: Fundamentos de los sistemas mutivariable. Se hace una explicación

sobre el Análisis y Diseño por Canales Individuales (ICAD), aśı como de la

Función de Estructura Multivariable (MSF). De la misma forma, la relación

existente entre la Matriz de Ganancia Relativa (RGA) y la MSF. Aśı mismo

una justificación del uso de ICAD como herramienta para su uso en el diseño

de los controladores para sistemas MIMO. En este caṕıtulo igualmente el uso

de precompensadores y poscompensadores en sistemas MIMO y un posible

proceso de diseño de controladores con utilizando el ICAD.

Caṕıtulo 3: Se muestra la dinámica lateral direccional de una aeronave de ala

fija y sus posibles emparejamientos en un sistema de dos entradas y dos sali-

das. De los tres posibles emparejamientos, se analiza su estructura dinámica

mediante la función de estructura multivariable (MSF) y las eventuales carac-

teŕısticas que cada uno de los casos presenta.

Caṕıtulo 4: Se analiza cada caso y mediante la MSF se evalúa la factibilidad

de cada emparejamiento. En caso de ser posible el diseño del controlador,

se diseña bajo la especificación de una maniobra y el marco de ICAD. El

emparejamiento es analizado mediante la MSF y en caso de ser necesario es

diseñado un precompensador para la matriz de transferencia. Un controlador

es diseñado y es evaluada su robustez mediante el criterio de control clásico.

Finalmente se realiza una simulación digital de la maniobra y son evaluadas la

factibilidad de las entradas necesarias para la realización de la misma.

Caṕıtulo 5: Se muestran las conclusiones del trabajo, las aportaciones y son

escritas algunas recomendaciones para trabajos futuros.

Apéndices: En esta sección se incluye el modelo matemático de la aeronave y
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la obtención detallada de la matriz de transferencia de cada emparejamiento

posible (caso). De la misma forma, se incluyen las caracteŕısticas de la aeronave

a analizar (Cessna T37) y las demostraciones de ICAD.



Caṕıtulo 2

Sistemas Multivariable

2.1 Introducción

Hoy en d́ıa muchos sistemas son de múltiples entradas y múltiples salidas o

sistemas MIMO (por sus siglas en inglés Multiple Input Multiple Output). Los siste-

mas MIMO suelen ser muy complejos y presentan acoplamiento en sus dinámicas.

Los sistemas MIMO tienen dos caracteŕısticas que los definen: la dirección de cada

entrada a cada salida y el acoplamiento entre los lazos de control. [2] Una manera

de analizarlos es desacoplar el sistema y analizarlo como sistemas de una entrada y

una salida o sistemas SISO (por sus siglas en inglés Single Input Single Output). En

caso que los sistemas MIMO presentan un gran acoplamiento y no es posible desaco-

plar el sistema, es necesario analizarlos como un sistema multivarible. En ocasiones,

se busca desacoplar el sistema MIMO empleando un precompensador [23, 35], pero

debe ser evaluada su factibilidad ya que f́ısicamente puede presentar un problema.

Una vez desacoplado, simplifican el diseño de los controladores al ser diseñados con

un sistema más sencillo.

Existen diversas investigaciones de diseño de controles robustos para sistemas

MIMO.

El diseño del control para un sistema MIMO suele ser muy complejo, por ello

8
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en ocasiones busca analizarse como sistemas SISO ya que es ampliamente conoci-

do. Algunas de las técnicas utilizadas para controlar los sistemas MIMO son LQG

(Linear Quadratic Gaussian), H∞ y QFT (Quantitative Feedback Theory.

En el Reino Unido, O’Reilly y Leithead desarrollaron las bases de ICAD, an-

teriormente conocido como Diseño por Canales Individuales (ICD por sus siglas en

inglés Individual Channel design)[27] en los 90s. O’Reilley establece la Función de

Estructura Multivariable (MSF por su siglas en inglés Multivariable Structure Fun-

ction) y con ella poder diseñar controles multivariables. La robustez está basada en

las técnicas de control clásico de márgenes de fase y ganancia utilizando los diagra-

mas de Bode y Nyquist. ICAD no es muy conocido pero los controles diseñados han

sido implementados satisfactoriamente en submarinos [18], motores de inducción [4],

control de helicópteros [11, 20, 33] y sistemas de combustión [14].

El modelo de la dinámica lateral direccional de una aeronave de ala fija se

analizará utilizando la metodologia de ICAD.

2.2 Justificación del uso del Análisis y Diseño

por Canales Individuales

Cuando se diseña un controlador, se especifican las caracteŕısticas de la salida

a una entrada dada. En los sistemas SISO suele ser sencillo de obtener las espe-

cificaciones dadas. Por otro lado, en los sistemas MIMO, suelen tener un número

determinado de entradas y salidas y debido al acoplamiento del sistema, puede ser

complicado determinar la relación de entrada y salida. Por ello, es importante con-

siderar la relación de cada entrada con cada salida en pares para tener claridad en

el proceso de diseño del controlador [13]. En la figura 2.1 se muestra un diagrama de

bloques de un sistema MIMO de lazo cerrado, donde K es la matriz de controladores

y G la matriz de transferencia.
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Figura 2.1: Sistema multivariable n x n.

En el diagrama se asocia o empareja la salida yi con la referencia ri y forman el

canal i Ci[27]. Es necesario conocer el acoplamiento entre cada canal para determinar

si es posible trabajar como sistemas SISO cada canal. En caso de ser posible trabajar

los canales como sistemas SISO, existen herramientas que facilitan el diseño del

controlador.

Con el uso de los diagramas de Bode y Nyquist, es posible diseñar controladores

que cumplen ciertas caracteŕısticas y den robustez al sistema. El uso de los diagramas

tiene muchas ventajas [8, 13, 26], algunas de ellas son:

1. Se puede evaluar el efecto del control en la planta en lazo cerrado.

2. Las restricciones f́ısicas y el desempeño de los controles son incluidos en el

análisis.

3. Es posible conocer el sistema de lazo cerrado analizando solamente el lazo

abierto.

4. Se puede utilizar para diseñar el control de la planta.

5. Es posible determinar la respuesta en estado estacionario, el rechazo a las

perturbaciones, la robustez y estabilidad del sistema en lazo cerrado.

6. La robustez del sistema puede ser medida en márgenes de fase y ganancia.

Los diagramas de Bode y Nyquist permiten tener una idea clara y sencilla para

establecer robustez en los sistemas. De la misma forma, la dinámica del sistema
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puede ser representada y observada en estos diagramas. Aśı mismo, la dinámica

de los sistemas SISO está definida por los polos y ceros del sistema; el semiplano

complejo derecho suele definir a un sistema, los RHPP (por sus siglas en inglés Right

Hand Plane Poles) y los RHPZ (por sus siglas en inglés Right Hand Plane Zeros)

influen en la estabilidad y robustez del sistema.

En caso de los sistemas MIMO, la estructura dinámica está definida por los

RHPPs y RHPZs de la matriz de transferencia y definen su comportamiento [22, 29].

El marco de trabajo del Diseño y Análisis por Canales Individuales (ICAD)

está basado en los fundamentos del control clásico y permite utilizar los diagramas

de Bode y Nyquist a los sistemas multivariables sin importar el nivel de acoplamiento

del sistema [5, 4, 11, 16, 17, 18, 19, 20, 27, 33]. El sistema MIMO es expresado en

sistemas SISO equivalentes, donde cada sistema SISO es la relación del canal abierto

ri a yi, aśı mismo con una retroalimentación de yi y ri. Este mismo fundamento ha

sido considerado en otras técnicas de control, pero ICAD considera la estructura de

la planta. La estructura de la planta es expresada mediante la Función de Estructura

Multivariable (MSF por sus siglas en inglésMultivariable Structural Function), donde

la transmitancia de cada canal es relacionada de una manera sencilla mediante la

magnitud de la MSF. De esta forma, utilizando el marco de trabajo de ICAD, es

preservada la naturaleza de la dinámica de la planta mediante la MSF y es expresado

el sistema MIMO en sistemas SISO equivalentes sin la pérdida de información [27,

16].

Bajo el marco de trabajo de ICAD una de las consideraciones es el uso de un

control diagonal para el sistema MIMO. La posibilidad de un controlador diagonal

satisfaga las especificaciones de diseño, radica en gran medida en la estructura de

la planta. Dado que la estructura de la planta es muy importante, con el uso de la

MSF es posible identificar cuando la planta se encuentra cerca del punto (1,0) en el

diagrama de Nyquist [27]. Si el diagrama de Nyquist de la MSF pasa cerca del (1,0)

es señal de una planta pobre. En caso de contar con una estructura de la planta pobre
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existen técnicas para mejorarla como lo es el uso de un control de prealimentación (

o feedforward en inglés) para mejorarla. Una vez mejorada la planta con el control de

antelación, es posible aplicar el marco de trabajo ICAD. Es aśı como ICAD puede

ser aplicado a cualquier planta sin importar el acoplamiento de la misma [16, 27].

El marco de trabajo de ICAD permite el diseño de controladores sin importar

el acoplamiento del sistema. Bajo ICAD es posible representar sistemas MIMO en

sistemas SISO sin perder información de los canales, ya que son preservados con la

MSF. Una vez formado un lazo de retroalimentación de cada canal con un compren-

sador formado para cumplir las especificaciones, se simplifica el sistema a un sistema

SISO. Aśı mismo los ceros de transmisión del sistema y el desempeño en lazo cerrado

es fácilmente de apreciar [27].

Existen técnicas de control documentadas para aplicar los métodos de control

clásico al control multivariable como: Direct/Inverse Nyquist Array y Quantitative

Feedback Theory. Por otro lado ICAD se hace énfasis la estructura del sistema y es

posible establecer la robustez con los márgenes de fase y ganancia [27].

2.3 Representación del Sistema Multivariable

en Canales Individuales

La dinámica lateral - direccional de una aeronave solo cuenta con dos entradas

(deflexión de los alerones y deflexión del timón) y se pueden controlar dos salidas.

Por ello, se considera un sistema de dos entradas y dos salidas (TITO por sus siglas

en inglés Two Input Two Output), aunque también es posible desarrollarlo para

un sistema de 3x3 [1] y 4x4 [20]. En la figura 2.2 se muestra un sistema TITO

implementando un control diagonal con retroalimentación. Se considera un control

diagonal ya que es más fácil de implementar y es posible analizar el efecto en cada

canal.
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Figura 2.2: Diagrama de bloques de un sistema TITO con un controlador diagonal.

El diagrama de bloques de la figura 2.2 se puede expresar en forma matricial

como:

Y = (I+GK)−1GKR (2.1)

donde:

Y =





y1(s)

y2(s)



 ; R =





r1(s)

r2(s)



 ; I =





1 0

0 1





G =





g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)



 ; K =





k11(s) 0

0 k22(s)





En el Apéndice C se muestra la simplificación de la ec. (2.1) misma que es:





y1(s)

y2(s)



 =





C1(s)
1+C1(s)

g12(s)
g22(s)

h2(s)
1+C1(s)

g21(s)
g11(s)

h1(s)
1+C2(s)

C2(s)
1+C2(s)



R (2.2)

Donde Ci(s) es la función de transferencia SISO de lazo abierto del canal i
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y hi(s) describe el impacto del i-ésimo lazo de control. De esta forma es posible

representar un sistema multivariable en dos sistemas SISO (C1(s) y C2(s)), aśı como

la respuestas de la referencia dada en cada canal [27].

La función de transferencia Ci(s) se muestra en la ec. (2.3):

Ci(s) = gii(s)kii(s)

(

1−
g12(s)g12(s)

g11(s)g22(s)

gjj(s)kjj(s)

1 + gjj(s)kjj(s)

)

(2.3)

donde i = j = {1, 2}, pero i 6= j. Igualmente es posible definir la función de

estructura multivariable(MSF)(γ(s)) que describe el acoplamiento de de los canales.

La MSF se define en la ec. (2.4):

γ(s) =
g12(s)g21(s)

g11(s)g22(s)
(2.4)

Aśı mismo es posible definir el impacto de controlador kjj(s) en el canal Ci(s),

el cual está definido como hj(s) y se muestra en la ec. (2.5)

hj(s) =
gjj(s)kjj(s)

1 + gjj(s)kjj(s)
(2.5)

Sustituyendo las ecs. (2.4) y (2.5) en la ec. (2.3), es posible definir la función

de transferencia de lazo abierto del canal i en términos de la MSF y el impacto del

controlador kjj(s):

Ci(s) = gii(s)kii(s) (1− γ(s)hj(s)) (2.6)

En la fig. 2.3 se muestra el diagrama de bloques de un sistema TITO represen-

tado en canales individuales.

Como se observa en la fig. 2.3, el sistema MIMO se reduce a dos canales SISO

y cada uno en un lazo cerrado con su respectivo controlador. El control debe estar
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Figura 2.3: Diagrama de bloques de un sistema multivariable TITO representado en

canales individuales.

diseñado para cumplir con las especificaciones dadas para cada canal. Cabe men-

cionar que el canal se verá afectado por el acoplamiento del otro canal y debe ser

considerado. Aśı mismo, se puede observar que no se pierde información, al ser la

misma representación que un sistema TITO con un control diagonal.

Si los control k11(s) y k22(s) estabilizan el canal 1 y 2 respectivamente, el canal

será estable.

2.4 La Función de Estructura Multivariable

La Función de Estructura Multivariable (MSF por sus siglas en inglés Multi

Structural Function) define el acoplamiento del sistema multivariable en el dominio

de la frecuencia. La MSF se define como:

γ(s) =
g12(s)g21(s)

g11(s)g22(s)
(2.7)

La MSF es una función en dominio de la frecuencia y como tal debe ser trata-
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da. La MSF contiene propiedades del sistema multivariable y al ser definidas en el

dominio de la frecuencia es posible determinar las caracteŕısticas del sistema en su

rango de operación. Algunas de las caracteŕısticas del sistema multivariable que son

posibles conocer analizando la MSF son [5]:

La magnitud exacta del acoplamiento del sistema.

Determinar las caracteŕısticas dinámicas de cada acoplamiento posible del sis-

tema.

Los ceros de transmisión del sistema están muy relacionados con los ceros de

1− γ(s).

La condición de fase no mı́nima es determinada por γ(s) = 1, esto debido al

criterio de estabilidad de Nyquist.

Dado que la condición de fase no mı́nima es determinada por γ(s) = 1, el punto

(1,0) del diagrama de Nyquist de la MSF indica la sensibilidad del sistema a una

incertidumbre en términos de márgenes de fase y ganancia. La sensibilidad del

sistema es muy importante considerarla para el diseño de controles robustos.

El criterio de estabilidad de Nyquist, establece que la función de transferencia

T (s) = L(s)/(1 + L(s)) (donde L(s) = K(s)G(s) y D(s) = 1 + L(s)) es estable si

y solo si el diagrama de Nyquist de L(s) no pasa a través del punto (−1, 0) y en

caso de contar con RHPP en L(s), el número de rodeos en dirección contraria a las

manecillas del reloj a (−1, 0) debe ser igual al número de RHPP de L(s). [10]

La magnitud del acoplamiento del sistema puede ser medida con la magnitud

de la MSF (γ(s)), misma que se puede observar en la ec. (2.8):

Ci(s) = gii(s)kii(s) (1− γ(s)hj(s)) (2.8)
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Es posible simplificar la ec. (2.8) si el sistema no presenta acoplamiento, es

decir la magnitud de la MSF (γ(s)) tiende a cero. La simplificación de la ec. (2.8)

debido al nulo acoplamiento (γ(s) ≈ 0) se muestra en la ec. (2.6):

C ′

i(s) = gii(s)kii(s) (2.9)

De la misma forma de la ec. (2.8) se puede observar la interacción de la MSF

con hj(s), el productor de γ(s)hj(s) debe ser evaluado, ya que la interacción entre

ambos podŕıa ser diferente de 0 y no es posible simplificar el canal. Aśı mismo, el

producto de γ(s)hj(s) debe mantenerse alejado del punto (1,0) ya que eso significaŕıa

fragilidad del sistema, misma que se podŕıa evaluar en términos de márgenes de fase

y ganancia.

El análisis de la MSF debe tener mucha atención en el punto de operación de

la dinámica multivariable, ya que es posible que en el punto de operación se tenga

nulo acoplamiento o no. Es importante mencionar que es posible que los anchos de

banda de los canales sean diferentes y deben analizarse individualmente.

2.4.1 Similitud entre la Matriz de Ganancias Relativas

(RGA) y la Función de Estructura Mutivariable (MSF)

Una de las técnicas más utilizadas para definir las entradas con las salidas y

evaluar el acoplamiento de las dinámicas para diseño de controladores descentraliza-

dos es la matriz de ganancias relativas (RGA por sus siglas en inglés Relative Gain

Array) [7]. La RGA tiene algunas limitantes, pero es un método muy utilizado para

la definición de los emparejamientos del sistema [13, 22]. Con la RGA es posible

estimar el acoplamiento del sistema, pero solamente en ω = 0rad/s. Por otro lado,

la MSF al considerar todo el dominio de la frecuencia, existe una relación entre la

RGA y la MSF [5, 17].
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La ganancia relativa (λ) se define como la relación de la “ganancia en lazo

abierto” y la “ganancia en lazo cerrado”.

λij =
ganancia lazo abierto)

ganancia lazo cerrado
=
gij
ĝij

(2.10)

Cada elemento de la matriz de ganancia relativa, asocia el impacto de cada

entrada en cada salida. Si la ganancia relativa fuera 1, significa que ese elemento

de la matriz mantiene la “ganancia en lazo abierto” igual que “ganancia en lazo

cerrado”. Por otro lado, la “ganancia en lazo cerrado” considera la interacción cuando

se cierran los lazos de control, no aśı la “ganancia en lazo abierto”.

La RGA de un sistema multivariable G(s) está definida como:

RGA(G) = Λ(G)
∆
= G× (G−1)T (2.11)

donde × es la multiplicación elemento por elemento (el producto de Hamard

o Schur). Para un sistema TITO, la RGA se define como:

Λ(G) =





λ11 λ12

λ21 λ22



 (2.12)

donde:

λ11(s) = λ22(s) =
1

1− g12(s)g21(s)
g11(s)g22(s)

(2.13)

λ12(s) = λ21(s) =
−g12(s)g21(s)
g11(s)g22(s)

1− g12(s)g21(s)
g11(s)g22(s)

(2.14)

Si sustituimos la definición de la MSF en las ecs. (2.13) y (2.14), la RGA de

un sistema TITO estaŕıa definido como:
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Λ(G) =
1

1− γ(s)





1 −γ(s)

−γ(s) 1



 (2.15)

Si se analiza la matriz de ganancias relativas (RGA) es posible determinar

varias caracteŕısticas, siendo expresadas de la misma forma en términos de la función

de estructura multivariable (MSF):

No hay interacción entre las variables cuando λ = 1. Lo que significa que

la MSF es 0, por ejemplo se puede observar esta condición en el término

Λ(G)(1, 1).

La variable de entrada i no afecta esa salida j si el término λji = 0, lo que

significaŕıa que las otras entradas afectan la salida j. Lo que significaŕıa que la

MSF es 0, por ejemplo se puede observar en el término Λ(G)(1, 2).

Si la RGA es una identidad significa que no existe acoplamiento entre los

canales. Para que la RGA sea una identidad la MSF debe ser 0, lo que significaŕıa nulo

acoplamiento. Al estar en el dominio de la frecuencia, la RGA cambia con respecto

a la frecuencia de operación. Es posible que la RGA muestre que el emparejamiento

no es el correcto a determinada frecuencia, pero evaluar la RGA en el ancho de

banda del canal, obtendŕıamos el acoplamiento del sistema y podŕıamos determinar

el acoplamiento del mismo.

Para el emparejamiento es necesario realizar la siguiente evaluación de la matriz

de ganancias relativas:

No formar lazos de control con ganancia relativa nula, con ganancias relativas

negativas o ganancia relativa infinita.

Cerrar los lazos de control con las ganancias relativas más próximas a uno.

Los puntos anteriores son igualmente posibles de determinar utilizando los

diagramas de Bode y Nyquist de la MSF.
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2.5 La Estructura Dinámica

El desempeño del control de lazo cerrado de un sistema SISO se verá afectado

por las incertidumbres de la planta. La planta de la misma forma puede poseer polos

en el plano derecho (RHPP por sus siglas en inglés Right Hand Plane Poles)) y/o

ceros en el plano derecho (RHPZ por sus siglas en inglés Right Hand Plane Zeros))

que limitarán el desempeño del controlador. Los puntos anteriormente mencionados

afectarán invariablemente el desempeño del controlador y por ende la dinámica del

sistema en lazo cerrado [27].

Utilizando ICAD es posible simplificar el diseño de los controles del sistema

MIMO, mismos que estaŕıan descritos en criterios de polos y ceros de cada canal

(Ci(s)) como un sistema SISO [15]. Asumiendo un controlador diagonal y sin tener

cancelaciones polo-cero en γ(s), gii(s) o en (1− γ(s)hj(s)), es posible determinar la

dinámica en lazo abierto, misma que se resumen en la tabla 2.1. En la tabla 2.1 se

muestra la procedencia de los ceros y polos de cada canal.

Tabla 2.1: Estructura dinámica de los canales en lazo abierto.

Canal Polos Ceros

C1(s) Polos de g11(s), g12(s).g21(s), h2(s) Ceros de (1− γ(s)h2(s))

C2(s) Polos de g22(s), g12(s).g21(s), h1(s) Ceros de (1− γ(s)h1(s))

Es posible que ocurran algunas cancelación polo-cero, pero es importante men-

cionar que estas no tienen consecuencia si son polos del semi plano izquierdo (LHPZ

- Left Hand Plane Zero; LHPP - Left Hand Plane Poles).
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2.6 Precompensadores y Postcompensadores

de la planta

El objetivo de los precompensadores y postcompensadores de la planta es bus-

car modificar la matriz de transferencia incluso hasta el desacoplamiento de la mis-

ma. El desacople de la misma consiste en transformar la matriz de transferencia del

sistema en una diagonal o casi diagonal. El control de una matriz de transferen-

cia desacoplada seŕıa equivalente a un conjunto independiente de lazos de control.

Realizar una realimentación de la planta, ha mostrado muy buenos resultados para

un desacoplamiento de la planta [12]. Aśı mismo, diversos autores han realizado el

diseño de precompensadores con la finalidad de mejorar la dinámica de sus sistema

[23, 35].

El mejoramiento de la matriz de transferencia es un procedimiento donde pri-

mero se diseña un precompensador P (s) que contrarresta las interacciones de la

planta G(s) y produce una planta modificada Gd(s) (G(s)P (s)) que cuenta con las

propiedades deseadas de la matriz de transferencia. Es posible diseñar el precom-

pensador (P (s)) para que afecte solo a los elementos deseados de la matriz de trans-

ferencia original (G(s)) en la frecuencia deseada. Diseñar un precompensador (P (s))

que afecte solo en un rango de operación y solo a algunos elementos mantendŕıa la

estructura del sistema. El diseño de un precompensador modifica directamente el

comportamiento de la MSF (γ(s)).

2.6.1 Diseño de Precompensador bajo el marco de

trabajo de ICAD

En esta sección se describirá un proceso para el diseño de un precompensador

de un sistema TITO para mejorar la Función de Estructura Multivariable (γ(s)) con
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la finalidad de facilitar el diseño de los controladores. Aśı mismo, se desarrollan las

ecuaciones de cada canal respectivamente.

Usualmente se busca afectar solo en un rango de operación y consiste en el

diseño de un control tipo notch filter. El control suele ser implementado como un

control de prealimentación (FF) con la finalidad de eliminar los ceros de fase no

mı́nima de la planta o ceros en el semi plano derecho (RHPZ - Right Hand Plane

Zeros), pero no debe de afectar la dinámica del sistema en gran medida. El diagrama

de bloque del un sistema con un control FF se muestra en la fig. 2.4.

Figura 2.4: Diagrama de bloques de un control de prealimentación.

Donde C(s) es el controlador, G(s) es la planta del sistema, F (s) el control de

prealimentación.

Al implementarse un control de prealimentación se busca que la salida de la

planta (y(s)) y la señal que se retroalimenta (ŷ(s)) deben ser lo más similar posible,

con la finalidad de no afectar la estructura de la planta, es decir el control FF no

afectaŕıa la señal de retroalimentación. Mediante el trazo de los diagramas de Bode

de ambas señales de salida (y(s) y ŷ(s)) es posible establecer la similitud entre las

mismas al ser casi iguales, salvo el elemento modificado.

Muchas veces el diseño del control es con la finalidad de eliminar algún cero

de fase no mı́nima de la planta, una vez eliminado es posible diseñar el controlador

diagonal (C(s)) del sistema. Aśı mismo, el diseño del control (C(s)) está en base a la

salida de ŷ(s) a pesar de no ser la del sistema (y(s)). Posteriormente será diseñado

un precompensador (P (s)) en función de ambos controles diseñados (F (s) y C(s))
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y controlará la salida real del sistema (y(s)) por ello los controles diagonales (C(s))

deben estar diseñados para la salida de ŷ(s). El diagrama de bloques de la salida

real del sistema con la integración de ambos controles se muestra en la fig. 2.5.

Figura 2.5: Diagrama de bloques con el control y el cálculo de la salida real.

Es posible evaluar la robustez de los canales mediante los márgenes de fase y

ganancia. Dado que el sistema de control empleado (C(s) con la retroalimentación

de F (s)) contiene el control de prealimentación, el control empleado ya no seŕıa

diagonal y las ecuaciones de ICAD solo consideran el uso de un control puramente

diagonal. Por ello, es necesario reescribir el diagrama de tal forma que sea posible

analizar los márgenes de fase y ganancia y establecer un control puramente diagonal.

El nuevo diagrama a utilizar se muestra en la fig. 2.6

Figura 2.6: Diagrama de bloques para el análisis de los márgenes de fase y ganancia.

Como se muestra en la fig. 2.6, se considera el control diagonal C(s). Aśı mis-

mo, se observa que el lazo del control de prealimentación (C(s) y F (s)) se puede

simplificar generando un precompesador P (s), mismo que se muestra en la fig. 2.7.

Donde P (s) = (I + C(s)F (s))−1 e I es una matriz identidad de rango 2.

Finalmente el diagrama de bloques de la fig. 2.7 es simplificado y se muestra

en la fig. 2.8. En la fig. 2.8 se muestra una matriz de transferencia G(s)P (s), que es
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Figura 2.7: Simplificacion del diagrama de bloques para el análisis de los márgenes

de fase y ganancia.

la simplificación de los bloques P (s) y G(s) de la fig. 2.7.

Figura 2.8: Simplificacion del diagrama de bloques para el análisis de los márgenes

de fase y ganancia.

En la ec. (2.16) se muestra el valor del producto G(s)P (s) en términos de C(s),

F (s) y G(s).

G(s)P (s) = G(s)(I + C(s)F (s))−1 (2.16)

El producto de G(s)P (s) generarán una nueva matriz de transferencia GP (s)

que contempla el efecto del control de prealimentación. La matriz de transferencia

GP (s) se muestra en la ec. (2.17).

GP (s) =





GP11(s) GP12(s)

GP21(s) GP22(s)



 (2.17)

Aśı mismo, es necesario establecer una nueva MSF en función de los valores de

la matriz de trasferencia GP (s). En la ec. (2.18) se muestra la función de estructura

multivariable (γCFG(s)) de la matriz de transferencia GP (s) .
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γCFG(s) =
GP21(s)GP12(s)

GP11(s)GP22(s)
(2.18)

En función de la nueva MSF (γCFG(s)), es necesario establecer las ecuaciones de

los canales (C1(s) y C2(s)) que se muestra en las ec. (2.19) y (2.20) respectivamente

C1(s) = k11(s)g11(s)(1− γCFG(s)h2(s)) (2.19)

C2(s) = k22(s)g22(s)(1− γCFG(s)h1(s)) (2.20)

Las funciones de acoplamiento h1(s) y h2(s) son:

h1(s) =
k11(s)g11(s)

1 + k11(s)g11(s)
; h2(s) =

k22(s)g22(s)

1 + k22(s)g22(s)

Finalmente, será posible establecer la robustez del sistema en términos de

márgenes de fase y ganancia una vez empleado el precompensador (P (s)).

2.7 El Proceso de Diseño

En base al emparejamiento del sistema es determinada la estructura dinámica

del sistema TITO. Dado el sistema de 2-entradas 2-salidas hay 2 emparejamientos

posibles y se determina el mejor en función de la Función de Estructura Multivariable

(γ(s)). Donde el canal C1(s) es el emparejamiento de la entrada u1(s) y la salida

y1(s) y el canal C2(s) es el emparejamiento de la entrada u2(s) y la salida y2(s).

Para el diseño de los controladores, es posible establecer una serie de pasos:

1. Definir el modelo matemático y obtener la matriz de transferencia del sistema

(dominio de la frecuencia).
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2. Analizar la MSF (γ(s)) y evaluar el posible diseño de un precompensador o

control de prealimentación para mejorar la MSF.

3. Se analizar la nueva MSF (γCFG(s)) con la interacción de precompensador o

el control de prealimentación.

4. Se evalúa la MSF que se empleará para el diseño del controlador. En función

de ello se inicia el proceso de diseño de los controladores.

5. Se realiza la primera aproximación en Ci(s), donde la interacción con el otro

canal se considera 1 (hj(s) = 1); i 6= j.

6. Se diseña kii(s) (controlador del canal Ci(s)).

7. Se define la interacción del canal i con el canal Cj(s) es decir hi(s).

8. Se diseña kjj(s) (controlador del canal Cj(s)) considerando hi(s).

9. Se define la interacción del canal j con el canal Ci(s) es decir hj(s).

10. Rediseño del controlador kii(s) (controlador del canal Ci(s)) considerando

hj(s).

11. Se evalúa la robustez de Ci(s), Cj(s), kii(s)gii(s), kjj(s)gjj(s), γ(s)hi(s) y

γ(s)hj(s) y se repite el diseño de los controladores hasta garantizar la robustez

estructural.

Dado que se necesita el diseño iterativo de los controladores con la finalidad

de establecer la robustez deseada, es posible diseñarlos mediante los diagramas de

Bode y Nyquist para garantizar la robustez de los mismos.
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Dinámica lateral direccional de

una aeronave de ala fija.

3.1 Modelo de la Dinámica Lateral

Direccional de una Aeronave de ala fija

El modelo dinámico de tres grados de libertad (DOF por sus siglas en inglés

degrees of freedom) están definidos por el siguiente conjunto de ecuaciones[24]:

VP1β̇ + VP1ψ̇ = gφ+ Yββ + Yrψ̇ + Ypφ̇+ YδAδA + YδRδR

φ̈− Ixz
Ixx
ψ̈ = Lββ + Lrψ̇ + Lpφ̇+ LδAδA + LδRδR

ψ̈ − Ixz
Izz
φ̈ = Nββ +Nrψ̇ +Npφ̇+NδAδA +NδRδR

(3.1)

Donde VP1 es la velocidad crucero, β ángulo de derrape, ψ ángulo de guiñada,

φ ángulo de alabeo, δA deflexión del alerón y δR deflexión del timón. Las derivadas

de estabilidad y control están definidas por los coeficientes de Yβ, Yr, Yp, YδA, YδR,

Lβ, Lr, Lp, LδA, LδR, Nβ, Nr, Np, NδA y NδR.

27



Caṕıtulo 3. Dinámica lateral direccional de una aeronave de ala fija.28

3.2 Estructura dinámica de la dinámica

lateral direccional de la aeronave.

La dinámica lateral direccional del Cessna T37 es analizada en el contexto

de ICAD. Para realizar el análisis es necesario establecer los canales, los cuales

son formados emparejando las deflexiones de las superficies de control (entradas

del sistema δA y δR) con cada variable de la dinámica lateral direccional, definidas

como: posición de alabeo (φ), tasa de cambio de guiñada (ψ̇) y ángulo de derrape

(β). Debido a la diferencia entre el número de superficies de control (2) y variables

de la dinámica lateral direccional (3), pueden formarse tres emparejamientos para

controlar:

Caso 1: Posición de alabeo φ y tasa de cambio de guiñada ψ̇

Caso 2: Posición de alabeo φ y ángulo de derrape β

Caso 3: Tasa de cambio de guiñada ψ̇ y ángulo de derrape β

Dado que cada caso son dos entradas y dos salidas, el sistema se analiza como

un sistema TITO. Cada caso será analizado utilizando la función de estructura mul-

tivariable (MSF) para determinar la estructura dinámica de cada emparejamiento.

3.2.1 Caso 1: Posición de alabeo φ y tasa de cambio de

guiñada ψ̇

Considerando un sistema multivariable (MIMO) de 2x2, donde las entradas y

salidas están definadas como:
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Y (s) =





y1(s)

y2(s)



 =





φ(s)

ψ̇(s)



 ; U(s) =





u1(s)

u2(s)



 =





δA(s)

δR(s)



 (3.2)

Y la matriz de transferencia G(s) está definida cómo:

G(s) =





g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)



 (3.3)

Donde:

g11(s) =
12.9262(s2+0.3025s + 4.969)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g12(s) =
1.0712(s− 2.639)(s + 2.306)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g21(s) =
−1.2952(s− 1.093)(s2 + 2.786s+3.18)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g22(s) =
−1.8612(s + 1.333)(s2−0.1853s+0.184)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

Se calcula la MSF del sistema MIMO:

γ(s) =
0.05767(s+ 2.306)(s− 2.639)(s− 1.093)(s2 + 2.786s+ 3.18)

(s+ 1.333)(s2 − 0.1853s+ 0.184)(s2 + 0.3025s+ 4.969)
(3.4)

En la figura 3.1 se muestran los diagramas de Bode y Nyquist de la MSF.

Como se puede observar en la figura 3.1 a baja frecuencia o estado estacionario

(ω = 0rad/s) la MSF es casi 1. Cuando la MSF es muy cercana a 1, lo que significa

una fragilidad en el sistema (generar un giro al punto (1,0) produciŕıa un cambio del

número de polos del sistema). Esto mismo se debe a que f́ısicamente la posición de

alabeo (φ) y la tasa de guiñada (ψ̇) están muy acopladas.
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Figura 3.1: Diagramas de la MSF del Caso 1.
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3.2.2 Caso 2: Posición de alabeo φ y ángulo de derrape

β

Considerando un sistema multivariable (MIMO) de 2x2, donde las entradas y

salidas están definadas como:

Y (s) =





y1(s)

y2(s)



 =





φ(s)

β(s)



 ; U(s) =





u1(s)

u2(s)



 =





δA(s)

δR(s)



 (3.5)

Y la matriz de transferencia G(s) está definida cómo:

G(s) =





g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)



 (3.6)

Donde:

g11(s) =
12.9262(s2+0.3025s + 4.969)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g12(s) =
1.0712(s− 2.639)(s + 2.306)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g21(s) =
1.2852(s + 2.268)(s + 0.07411)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g22(s) =
0.037231(s + 50.06)(s + 1.244)(s− 0.005288)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

Se calcula la MSF del sistema MIMO:

γ(s) =
2.8606(s− 2.639)(s+ 2.306)(s+ 2.268)(s+ 0.07411)

(s+ 50.06)(s+ 1.244)(s− 0.005288)(s2 + 0.3025s+ 4.969)
(3.7)

En la figura 3.2 se muestran los diagramas de Bode y Nyquist de la MSF.
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Figura 3.2: Diagramas de la MSF del Caso 2.
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Como se puede observar en la figura 3.2 la MSF se encuentra lejos del punto

(1,0) para toda frecuencia (ω). Es importante mencionar que cuando la MSF pasa por

(1,0) existe una singularidad en la matriz de transferencia a esa frecuencia. Cerca de

2rad/s es donde se presenta un aumento de la magnitud, dicho aumento se debe a la

los ceros de la MSF ya que se encuentran en esa frecuencia. Es importante mencionar

que los ceros de la MSF son los ceros de g12(s) y g21(s) como se muestra en la tabla

2.1. Disminuir o eliminar el aumento es posible con el diseño de un precompensador.

3.2.3 Caso 3: Tasa de cambio de guiñada ψ̇ y ángulo de

derrape β

Considerando un sistema multivariable (MIMO) de 2x2, donde las entradas y

salidas están definadas como:

Y (s) =





y1(s)

y2(s)



 =





ψ̇(s)

β(s)



 ; U(s) =





u1(s)

u2(s)



 =





δA(s)

δR(s)



 (3.8)

Y la matriz de transferencia G(s) está definida cómo:

G(s) =





g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)



 (3.9)

Donde:

g11(s) =
−1.2952(s− 1.093)(s2+2.786s + 3.18)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g12(s) =
−1.8612(s + 1.333)(s2 − 0.1853s + 0.184)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g21(s) =
1.2852(s + 2.268)(s + 0.07411)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)



Caṕıtulo 3. Dinámica lateral direccional de una aeronave de ala fija.34

g22(s) =
0.037231(s + 50.06)(s + 1.244)(s− 0.005288)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

Se calcula la MSF del sistema MIMO:

γ(s) =
49.603(s+ 2.268)(s+ 1.333)(s+ 0.07411)(s2 − 0.1853s+ 0.184)

(s+ 50.06)(s+ 1.244)(s− 1.093)(s− 0.005288)(s2 + 2.786s+ 3.18)
(3.10)

En la figura 3.3 se muestran los diagramas de Bode y Nyquist de la MSF.

Como se puede observar en la figura 3.1 en cierto rango de frecuencia (2 rad/s

a 12 rad/s) la MSF pasa cerca del punto (1,0). Tener un rango de frecuencia cercano

a la magnitud de 1 (0 dB) indica cierta fragilidad (generar un giro al punto (1,0)

produciŕıa un cambio del número de polos del sistema) de la estructura dinámica. La

fragilidad del sistema significa que con pequeños cambios paramétricos, el número

de ceros en el plano derecho cambia. Es posible que al igual que en el caso 2, con

el diseño de un precompesador modificar la respuesta de la MSF en ese rango de

operación y aumentar la robustez del sistema.
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Figura 3.3: Diagramas de la MSF del Caso 3.
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Resultados

En el Caṕıtulo 3 se mostraron las MSF de los 3 casos posibles de empareja-

miento del sistema. Las MSF mostraron distintos comportamientos en cada caso y es

necesario evaluar la MSF para determinar la factibilidad de un controlador. En caso

de ser factible, el controlador será diseñado bajo el marco de ICAD. En el diseño de

los controles, se buscará que los canales presenten robustez en lazo cerrado, mismo

que será evaluado bajo los criterios de estabilidad y robustez de los sistemas SISO.

Finalmente, se realizará la simulación de una maniobra y se evaluará que el rango

de operación de las entradas de control estén dentro de los valores de operación.

36
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4.1 Caso 1: Posición de alabeo φ y tasa de

cambio de guiñada ψ̇

Las dinámicas de posición de alabeo (φ) y tasa de cambio de guiñada (ψ̇) están

cinemáticamente acopladas. Mediante la MSF (se mostró en la sección anterior, fig.

3.1) es posible observar el acoplamiento a baja frecuencia y no es posible controlar

ambas dinámicas independientemente. En [24] se desarrollan las ecuaciones para el

cálculo de la tasa de cambio de guiñada (ψ̇) realizando una vuelta coordinada (β = 0)

con un ángulo de alabeo constante. La ecuación es:

ψ̇ =
gtan(φ)

VP1

(4.1)

En la ec. (4.1) se observa como no es posible controlar ambas dinámicas in-

dependientemente ya que están acopladas. Si se busca desacoplar la dinámica, el

ángulo de derrape (β) no seŕıa nula y podŕıa generar un daño estructural.



Caṕıtulo 4. Resultados 38

4.2 Diseño del Control del Caso 2: Posición

de alabeo φ y ángulo de derrape β

En esta sección se muestra el diseño del sistema de control para la posición de

alabeo (φ) y el ángulo de derrape (β). Es importante mencionar que para realizar

un viraje coordinado, un piloto se sirve de la observación de estas dos dinámicas

(posición de alabeo φ y ángulo de derrape β). En la cabina del piloto se sitúa un

instrumento llamado inclinómetro, el cual mide la inclinación de la aeronave me-

diante una esfera dentro de un tubo; si la esfera se encuentra centrada durante el

giro, generaŕıa una vuelta coordinada y para ello seŕıa necesario el uso del timón. La

maniobra de una vuelta coordinada supone un ángulo de derrape nulo.

4.2.1 Caso 2: Especificaciones de la maniobra

Al analizarse la dinámica lateral direccional, la maniobra que involucra di-

cha dinámica es la realización de un giro coordinado. La FAA (Federal Aviation

Administration por sus siglas en inglés) organismo que certifica las aeronaves esta-

dounidenses, en la FAR 23 sección 23.157, especifica los requerimientos por parte de

la aeronave en la vuelta coordinada:

It must be possible, using a favourable combination of controls, to roll the airplane

from a steady 30o banked turn through an angle of 60o, so as to reverse the

direction of the turn within for an airplane of 6,000 pounds, or less maximum

weight, 5 seconds from initiation of roll, and for an airplane of over 6,000 pounds

maximum weight, (W + 500)/1300 seconds, but not more than 10 seconds, where W

is the weight in pounds [28]

Las caracteŕısticas de la maniobra se resumen en la tabla 4.1
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Tabla 4.1: Especificaciones de la maniobra - vuelta coordinada. [28]

Peso de la Aeronave (lbs) Tiempo para la maniobra

<6000 <5 segundos

>6000

<(W+500)/1300 (W: peso de la aeronave)

pero también

<10 segundos

4.2.2 Caso 2: Análisis del acoplamiento del sistema

Es importante primero analizar el acoplamiento del sistema, y para ello es

necesario analizar la MSF del sistema. En la figura 4.1 se muestra el diagrama con

algunos puntos importantes a analizar.
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Figura 4.1: Diagrama de Nyquist de la MSF del caso 2.

Como se puede observar en la Fig. 4.1 el acoplamiento (γ(s)) aumentar cuando

la frecuencia (ω) es mayor a 0.962rad/s y el sistema muestra desacoplamiento hasta
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2.92rad/s. Es necesario conocer la procedencia de ese aumento del acoplamiento y

evaluar la posibilidad de reducirlo. De la sección anterior, la matriz de transferencia

G(s) está definida cómo:

G(s) =





g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)



 (4.2)

Donde:

g11(s) =
12.9262(s2+0.3025s + 4.969)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g12(s) =
1.0712(s− 2.639)(s + 2.306)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g21(s) =
1.2852(s + 2.268)(s + 0.07411)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g22(s) =
0.037231(s + 50.06)(s + 1.244)(s− 0.005288)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

Se calcula la MSF del sistema MIMO:

γ(s) =
2.8606(s− 2.639)(s+ 2.306)(s+ 2.268)(s+ 0.07411)

(s+ 50.06)(s+ 1.244)(s− 0.005288)(s2 + 0.3025s+ 4.969)
(4.3)

Figura 4.2: Diagrama de bloques de un control de prealimentación.

De la MSF es posible observar que el incremento del acoplamiento es debido

a la fase no mı́nima presente en la función de transferencia g12(s) (entrada de la
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deflexión del timón (δR) y la salida del ángulo de alabeo (φ)). Una de las técnicas

empleadas para la eliminación de un cero de fase no mı́nima, es el diseño de un

control de prealimentación o feedforward (FF). En la fig. 4.2 se muestra el diagrama

de bloques de un control de prealimentación. Dicho diagrama puede ser aplicado

para sistemas TITO.

Donde:

C(s) es el controlador diagonal.

G(s) es la matriz de transferencia del sistema.

F (s) el control de prealimentación que solo afecta en la función de transferencia

deseada. En este caso la función de trasferencia g12(s).

Se diseña el controlador de prealimentación para modificar el cero de fase no

mı́nima. El control de prealimentación se muestra en la ec. (4.4).

F (s) =
−2.33s(s+ 1.236)(s+ 0.55)

(s+ 2)(s+ 0.85)(s+ 0.36)(s2 + 0.2139s+ 5.756)
(4.4)

La suma de las funciones de transferencia g12(s) y F (s) daŕıa como resultado

una función de transferencia de fase mı́nima. Asumiendo que :

gF12(s) = g12(s) + F (s) (4.5)

gF12(s) =
−1.2588(s+ 1.652)(s+ 0.877)(s2 + 0.3341s+ 5.923)

(s+ 2)(s+ 1.279)(s+ 0.85)(s+ 0.003704)(s2 + 0.2139s+ 5.756)
(4.6)

Una de las condiciones del control de prealimentación es que no se vea afectado

en gran medida la función de transferencia, en este caso g12(s). En la fig. 4.3 se

muestra el diagrama de bode de ambas funciones (g12(s) y g12(s) + F (s)).
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Figura 4.3: Diagrama de Nyquist comparativo de ambas funciones: g12(s) y g12(s) +

F (s).

Como se puede observar en la figura 4.3, no se ve afectado en gran medida

la función, solo se elimina la fase no mı́nima y ello conlleva a una pendiente más

constante en la frecuencia de corte, aśı como un cambio de 180o debido a la fase

mı́nima.

Una vez aplicado dicho control, es necesario volver a analizar la MSF y asegu-

rar:

1. La estructura de la MSF no se vio afectada en gran medida.

2. Solo afectó en el rango de operación deseado (ω > 0.962rad/s).

Es necesario volver a calcular la MSF aplicando el control F (s), se procede a

calcular la nueva función de estructura multivariable (MSF) (γ). Se sustituye g12(s)
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por gF12(s) que fue definido en la ec. (4.5), la nueva MSF se define cómo γFF (s) y

se define como:

γFF (s) =
g21(s)gF12(s)

g11(s)g22(s)
(4.7)

En la ec. (4.8) se muestra la MSF resultante (γFF (s)):

γFF (s) =
−1.2588(s+ 1.652)(s+ 0.877)(s+ 0.3692)(s2 + 0.3341s+ 5.923)

(s+ 2)(s+ 1.279)(s+ 0.85)(s+ 0.36)(s+ 0.003704)(s2 + 0.2139s+ 5.756)
(4.8)
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Figura 4.4: Diagrama de Nyquist comparativo de ambas MSF: γ(s) y γFF (s).

En la fig. 4.4 se comparan ambas funciones antes y después del control de

prealimentación. Se puede observar en el diagrama que no se ve afectada la estruc-

tura fuera del rango deseado (ω > 0.962rad/s) y el sistema ahora se encuentra

desacoplado en el punto de operación (ω = 4rad/s). La influencia del cero de fase no

mı́nima en la MSF se muestra que era el cambio de giro y aumento de acoplamiento

cuando la frecuencia (ω) era mayor a 0.962rad/s como se observa en la fig. 4.1. El

efecto que causaba el cero de fase no mı́nima es eliminado utilizando el control de

prealimentación como se muestra en la MSF modificada (γFF (s)) (ec. 4.8).
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4.2.2.1 Análisis del acoplamiento utilizando el RGA.

Se calcula el arreglo por ganancias relativas (RGA) de la matriz de transferen-

cia:

Λ(G) =





−1.2701 2.2701

2.2701 −1.2701



 (4.9)

Como se puede observar en la ec. (4.9), el RGA se calcula en el estado esta-

cionario (ω = 0rad/s) y si nos basamos en los conceptos tendŕıamos que cambiar el

emparejamiento. Por otro lado, se calcula el RGA cuando ω = 4rad/s, mismo que

se muestra en la ec. (4.10).

Λ4(G) =





1.1179 −0.1179

−0.1179 1.1179



 (4.10)

Como se puede observar en la ec. (4.10), el RGA indica que el emparejamiento

es correcto, pero no describe el comportamiento de la dinámica en otros puntos de

operación. En la ec. (4.11) se muestra el RGA cuando ω es igual a 2.5rad/s.

Λ2.5(G) =





3.2823 −2.2823

−2.2823 3.2823



 (4.11)

Si nos basamos en el análisis utilizando el RGA del sistema, este se vuelve muy

complejo al tener que considerar diversos puntos. De los RGA anteriores se puede

observar la complejidad que representar trabajar con el RGA, no aśı con la MSF

(γ). Aśı mismo es posible calcular el RGA una vez aplicado el control para la MSF

modificada por el control (γFF ). La matriz de transferencia una vez modificada la

función de transferencia g12(s) se expresará como GFF (s). Se calcula el RGA para

GFF (s):
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Λ(GFF ) =





−1.2701 2.2701

2.2701 −1.2701



 (4.12)

Como se puede observar en la ec. (4.12), el RGA se calcula en el estado esta-

cionario (ω = 0rad/s) y es la misma que la matriz de transferencia sin modificar

(G(s)). Tener el misma RGA tanto de G(s) y de GFF (s) en 0rad/s significa que

el control de prealimentación solo afectó a la frecuencia deseada. Por otro lado, a

ω = 4rad/s es diferente y por ello es necesario calcular el RGA. En la ec. (4.13) se

muestra el RGA cuando ω = 4rad/s para GFF (s).

Λ4(GFF ) =





1.0473 −0.0473

−0.0473 1.0473



 (4.13)

Como se puede observar en las ecs. (4.10) y (4.13), el RGA es muy similar,

lo que nos indica que el emparejamiento es correcto. De la misma forma, no se

describe el comportamiento de la dinámica en otros puntos de operación. Aśı como

se calculó el RGA cuando el punto de operación era 2.5rad/s de G(s) y se mostró en

la ec. (4.11), el RGA de GFF (s) en el mismo punto de operación se muestra en la

ec. (4.14).

Λ2.5(GFF ) =





1.0105 −0.0105

−0.0105 1.0105



 (4.14)

La diferencia entre ambos RGA cuando el punto de operación es de 2.5rad/s

es muestra clara de como el control de prealimentación solo afectó el rango deseado.

Es importante presentar poco acoplamiento para dar más robustez a la estructura

dinámica y con ello diseñar los controladores.
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4.2.3 Caso 2: Diseño de Control

Los controles se diseñarán para la matriz de transferencia con el control de

prealimentación, para ello haremos uso de la MSF con el control de prealimentación

(γFF ). Se propone un control diagonal:

K(s) =





k11(s) 0

0 k22(s)





El control debe de asegurar robustez y tener un ancho de banda aproximada-

mente de 4 rad/s que es la frecuencia donde las dinámicas muestan poco acopla-

miento. Aśı mismo es necesario evaluar los canales en lazo abierto (C1(s) y C2(s))

para asegurar robustez. Los canales se muestran el la eq. (4.38).

C1(s) = k11(s)g11(s)(1− γFF (s)h2(s))

C2(s) = k22(s)g22(s)(1− γFF (s)h1(s))
(4.15)

Donde, h1(s) es el impacto del controlador k11(s) en el canal-2 (C2(s)) y h2(s)

es el impacto del controlador k22(s) en el canal-1 (C1(s)):

h1(s) =
k11(s)g11(s)

1 + k11(s)g11(s)
; h2(s) =

k22(s)g22(s)

1 + k22(s)g22(s)

Es importante mencionar cómo las funciones de impacto de los controles (h1(s)

y h2(s)) se ven multiplicadas por la MSF. Si la MSF es pequeña, la afectación de un

control al otro canal será poco. El poco efecto de un canal en el otro es importante

ya que con ello las dinámicas estaŕıan desacopladas y seŕıa más fácil el diseño del

controlador.

En base a lo anteriormente mencionado son diseñados los controles k11(s) y

k22(s). El control k11(s) se muestra en la ec. (4.16) y k22(s) en la ec. (4.17).
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k11(s) =
15.4724(s+ 1.279)(s+ 0.003704)(s2 + 0.2139s+ 5.756)

s(s+ 50)(s2 + 0.3025s+ 4.969)
(4.16)

k22(s) =
110(s2 + 0.245s+ 5.78)

s(s+ 50)
(4.17)

Aśı mismo, los controles en base a los diagramas de Bode de cada canal en lazo

abierto y las respuestas al escalón de cada canal en lazo cerrado (T (s)). Donde T (s):

Tn(s) =
Cn(s)

1 + Cn(s)
(4.18)

4.2.3.1 Canal 1

Se analiza el canal-1 (C1), el diagrama de bode del canal-1, se muestra en la

fig.4.5a y la respuesta al escalón de Ten la fig. 4.5b

En la fig. 4.5a se muestra el ancho de banda de 4 rad/s y se busca eliminar

con el control los picos generados por los zeros y polos con poco amortiguamiento.

4.2.3.2 Canal 2

Se analiza el canal-2 (C2(s)), el diagrama de bode del canal-2, se muestra en

la fig.4.6a y la respuesta al escalón en la fig. 4.6b.

A diferencia del canal-1, el canal-2 tiene un ancho de banda de 10 rad/s,

esto con la finalidad de tener mayor rechazo a las perturbaciones. El rechazo a las

perturbaciones se observa con claridad en la fig. 4.6b en la respuesta al escalón.



Caṕıtulo 4. Resultados 48

−100

−50

0

50

100

M
a
g
n
it
u
d
e
 (

d
B

)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

−270

−180

−90

0

P
h

a
s
e
 (

d
e
g
)

 

 

Bode Diagram

Frequency  (rad/s)

G11

C1

(a) Diagrama de Bode de la planta g11(s) y el canal-1 (C1(s)).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Step Response

Time (seconds)

A
m

p
lit

u
d

e

(b) Respuesta al escalón del canal-1 (T1(s)).

Figura 4.5: Canal-1 (C1(s)).
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Caṕıtulo 4. Resultados 50

4.2.4 Caso 2: Desempeño de controladores

Para el diseño de los controladores fue empleada la γFF , que es la MSF con el

control de prealimentación. Uno de los problemas para la evaluación del desempeño

de los controladores, es que se retroalimenta la señal real del sistema (y). Para

poder calcular el desempeño de los controladores, es necesario convertir el control

de prealimentación en un precompensador de la planta.

Realizando álgebra de bloques, es posible calcular las salidas del sistema reales

con la aplicación del control de prealimentación como se muestra en la fig. 4.7.

Figura 4.7: Diagrama de bloques en el control de prealimentación y el cálculo de la

salida real.

Al ser un sistema MIMO, para calcular el lazo abierto del sistema, es necesario

aplicar álgebra matricial. Los controles fueron diseñados en función de la salida esti-

mada o modificada, y la aplicación del control de prealimentación como se muestra

en la fig. 4.2. Por ello es necesario analizar y comparar los diagramas de Bode con

respecto a ambas salidas y verificar la poca diferencia que debe haber entre ambas

salidas (la modificada ŷ y la real y).

Realizando álgebra matricial es posible calcular el lazo abierto con respecto

a la salida estimada o modificada (ŷ) como se muestra en la fig. 4.2. La ecuación

de lazo abierto de la fig . 4.2 es con respecto a la salida modificada (LAm(s)) y se

muestra en la ec. (4.19), donde G(s) es la matriz de transferencia, F (s) el control de

prealimentación y C(s) el control diagonal.
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LAm(s) = (G(s) + F (s))C(s) (4.19)

Por otro lado, la ecuación de lazo abierto con respecto a la salida real (y) y

aplicando el control como se muestra en la fig. 4.7, se muestra en la ec. (4.20). Donde

LAr(s) es el lazo abierto con respecto a la salida real.

LAr(s) = G(s)(I + C(s)F (s))−1C(s) (4.20)

Es necesario realizar una comparación de ambos lazos abiertos (LAm(s) y

LAr(s)) para asegurar la poca modificación que existe entre ambas salidas del siste-

ma. La forma más sencilla para realizar dicha comparación es realizando el diagrama

de Bode de ambos lazos abiertos, dicho diagrama de Bode se muestra en la fig. 4.8.
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Figura 4.8: Diagrama de Bode de ambos lazos abiertos (LAm(s) y LAr(s)).

Como se muestra en la fig. 4.8 existe una diferencia significativa en la fase de

g12(s) ya que fue la planta que es modificada con el control de prealimentación para

la modificación del cero de fase no mı́nima. Los elementos de la diagonal (g11(s) y

g22(s)) no muestran mucha diferencia entre ambos lazos abiertos, lo que nos lleva a la
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conclusión que los elementos de la diagonal no están siendo modificadas o afectadas

en gran medida por el control de prealimentación.

Para evaluar la robustez de los canales mediante los márgenes de fase y ganan-

cia. Dado que el sistema de control empleado contiene el control de prealimentación,

el control ya no seŕıa diagonal y las ecuaciones solo consideran el uso de un control

diagonal. Por ello, es necesario reescribir el diagrama de tal forma de poder analizar

los márgenes de fase y ganancia. El nuevo diagrama a utilizar se muestra en la fig.

4.9.

Figura 4.9: Diagrama de bloques para el análisis de los márgenes de fase y ganancia.

Como se muestra en la fig. 4.9, se considera el control diagonal C(s). Aśı mis-

mo, se observa que el lazo del control de prealimentación (C(s) y F (s)) se puede

simplificar, generando la matriz de transferencia P (s), se muestra en la fig. 4.10.

La matriz de tansferencia P (s) fungiŕıa como un precompensador de la planta. Las

matrices de transferencias de los controladores C(s) y F (s) se muestran en las ec.

(4.21) y (4.22) respectivamente.

C(s) =





k11(s) 0

0 k22(s)



 (4.21)

F (s) =





0 F (s)

0 0



 (4.22)

Como se puede observar, es posible calcular la matriz del precompensador P (s).
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P (s) = (I + C(s)F (s))−1 =





1 k11(s)F (s)

0 1





−1

=





1 −k11(s)F (s)

0 1





Donde I es una matriz identidad de rango 2. El diagrama de bloques simplifi-

cado se muestra en la fig. 4.10.

Figura 4.10: Simplificacion del diagrama de bloques para el análisis de los márgenes

de fase y ganancia.

Finalmente el diagrama de bloques de la fig. 4.10 es simplificado y se muestra

en la fig. 4.11. En la fig. 4.10 se muestra el producto de las matrices de transferencia

G(s)P (s), que es la simplificación de los bloques P (s) y G(s) de la fig. 4.10. En la

ec. (4.23) se muestra el valor de G(s)P (s) en términos de C(s), F (s) y G(s).

G(s)P (s) = G(s)(I + C(s)F (s))−1 (4.23)

Figura 4.11: Simplificacion del diagrama de bloques para el análisis de los márgenes

de fase y ganancia.

Una vez calculado el producto de G(s)P (s), es posible establecer una nueva
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matriz de transferencia con el efecto del control de prealimentación. La matriz de

transferencia GP (s) se muestra en la ec. (4.25).

GP (s) = G(s)P (s) =





g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)









1 −k11(s)F (s)

0 1



 (4.24)

GP (s) =





g11(s) −k11(s)g11(s)F (s) + g12(s)

g21(s) g22(s)



 (4.25)

GP (s) =





g11(s) GP12(s)

g21(s) g22(s)



 (4.26)

Aśı mismo, es necesario establecer una nueva MSF en función de los valores de

la matriz de trasferencia GP (s). En la ec. (4.44) se muestra la función de estructura

multivariable (γCFG) de la matriz de transferencia GP (s) .

γCFG(s) =
g21(s)GP12(s)

g11(s)g22(s)
(4.27)

En función de la nueva MSF (γCFG(s)), es necesario establecer las ecuaciones de

los canales (C1(s) y C2(s)) que se muestra en las ec. (4.28) y (4.29) respectivamente:

C1(s) = k11(s)g11(s)(1− γCFG(s)h2(s)) (4.28)

C2(s) = k22(s)g22(s)(1− γCFG(s)h1(s)) (4.29)

Las funciones de acomplamiento h1 y h2 son:

h1(s) =
k11(s)g11(s)

1 + k11(s)g11(s)
; h2(s) =

k22(s)g22(s)

1 + k22(s)g22(s)

En las tablas 4.5 y 4.6 se muestran los márgenes de fase y ganancia de los

canales 1 y 2. Aśı mismo, el acoplamiento que presenta el sistema TITO en cada
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canal en el término de γCFG(s)h2(s) para el canal-1 y γCFG(s)h1(s) para el canal-2,

se muestra con el diagrama de Bode (fig. 4.12a) y Nyquist (4.12b) respectivo. De la

misma forma, en la fig. 4.12 se muestra la MSF sin los controles aplicados (γ(s)) y

es posible observar el cambio que presentó la MSF con el uso del precompensador

(P (s)) y los controles respectivamente (C(s)) (γCFG(s)).

Tabla 4.2: Robustez estructural del canal 1 y los controladores empleados en γCFG(s).

Medida C1(s) k11(s)g11(s) γCFG(s)h2(s)

Ancho de Banda (rad/s) 4.1926 3.9870 0.0079

Margen de Ganancia (dB) -58.5884 ∞ -5.0441

Margen de Fase (deg) 85.5572 85.4409 62.0424

Tabla 4.3: Robustez estructural del canal 2 y los controladores empleados en γCFG(s).

Medida C2(s) k22(s)g22(s) γCFG(s)h1(s)

Ancho de Banda (rad/s) 8.9296 8.9368 0.0079

Margen de Ganancia (dB) ∞ ∞ -5.0441

Margen de Fase (deg) 90.2818 92.1632 61.9846
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Figura 4.12: Diagramas de Bode y Nyquist de los controles aplicados a la MSF.
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4.2.5 Caso 2: Simulación

Como ya se mención en la descripción de la manioba, se busca realizar una

cambio en el ángulo de alabeo (φ) de −30o a 60o en menos de 5.2767 segundos y con

un ángulo de derrape (β) nulo o 0o en todo momento. Dada la forma de la referencia

del ángulo de alabeo (φ) es necesario un prefiltro. El prefiltro utilizado se muestra

en la ec. (4.30).

φ(s)

r1(s)
=

10

s+ 10
(4.30)

En la fig. 4.13 se muestra el modelo de referencia del ángulo de alabeo (φ),

aśı mismo en la fig. 4.14 el modelo del ángulo de derrape (β). En ambas figuras se

muestra cómo fue el desarrollo de la aeronave a lo largo de la maniobra. Los esfuerzos

de control empleados durante la maniobra se muestran en las figs. 4.15 (deflexión

del alerón δA ) y 4.16 (deflexión del timón de profundidad δR ).
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Figura 4.13: Caso 2 - Simulación del ángulo de alabeo (φ) vs tiempo.
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4.2.6 Caso 2: Discusión

Se ha realizado la simulación de una de las maniobras requeridas por la FAA.

Se puede observar en la fig. 4.13 el cambio de alabeo especificado en la sección 23.157

[28] para la aeronave Cessna T37, aśı como el ángulo de alabeo (φ) por parte de la

aeronave. En la misma figura se observa como llega en tiempo y con un poco de

oscilación, pero el tiempo de establecimiento es el indicado en la especificación. Por

otro lado, en la fig. 4.14 el ángulo de derrape (β) se puede considerar como nulo al ser

menor a 0.3 grados durante toda la maniobra. Finalmente, en las figs. 4.15 y 4.16 que

describen el esfuerzo de control de las deflexiones del alerón(δA) y del timón (δR), se

puede observar que los ángulos necesarios no son muy grandes (deflexiones menores

a 5o). Por otro lado, el cambio de las deflexiones son posibles para un servomotor y

solo un piloto con una gran experiencia seŕıa posible de realizar la maniobra.
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4.3 Diseño del Control del Caso 3: Tasa de

cambio de guiñada ψ̇ y ángulo de derrape β

En esta sección se diseñará el sistema de control para la tasa de cambio de

guiñada (ψ̇) y el ángulo de derrape (β). En ocasiones es necesario cuidar la tasa de

cambio de guiñada cuando se busca girar cierta cantidad de grados. Las unidades de

medición inercial o IMU ( por sus siglas en inglés inertial measure unit) suelen ser

instrumentos que calculan las aceleraciones de la aeronave y es posible medir la tasa

de cambio de guiñada en ese momento.

4.3.1 Caso 3: Especificaciones de la maniobra

Dado que la dinámica de la posición de alabeo (φ) y la tasa de cambio de

guiñada (ψ̇) están cinemáticamente acopladas, se utiliza la formula establecida en

[24] para convertir la maniobra de posición de alabeo (φ) establecida en la sección

anterior a tasa de cambio de guiñada (ψ̇). La relación entre ambas está dada por:

ψ̇ =
gtan(φ)

VP1

(4.31)

Considerando la velocidad de la aeronave de 456ft/s (139m/s), en la tabla 4.4

se muestra la tasa de cambio de guiñada (ψ̇) correspondiente para 30o y −60o.

Tabla 4.4: Valores de la Maniobra

φ (grados) ψ̇ (rad/s) ψ̇ (deg/s)

300 0.0409 2.3346

−60o -0.1222 -7.0039
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4.3.2 Caso 3: Análisis del Acoplamiento del sistema

De la misma forma que en el caso anterior, es necesario analizar mediante la

MSF el acoplamiento del sistema. En la fig. 4.17 se muestra la MSF de la matriz de

transferencia del caso 3, aśı como algunos puntos importantes.

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

System: gamma
Real: −0.0937
Imag: 0.0584
Frequency (rad/s): 0.193

System: gamma
Real: 1.02
Imag: −0.112
Frequency (rad/s): 3.36

System: gamma
Real: 0.643
Imag: 0.148
Frequency (rad/s): 1.38

System: gamma
Real: 0.0278
Imag: −0.164
Frequency (rad/s): 293

Nyquist Diagram

Real Axis

Im
a
g
in

a
ry

 A
x
is

Figura 4.17: Diagrama de Nyquist de la MSF del Caso 3.

En la fig. 4.17 se muestran puntos importantes del diagrama de Nyquist, donde

es posible resaltar:

Existe poco acoplamiento del sistema a 0.193rad/s, pero posteriormente co-

mienza a aumentar.

El punto (1,0) del diagrama de Nyquist es cŕıtico, ya que puede volver singular

la matriz de transferencia.

Entre 1.38 rad/s y 3.36 rad/s se encuentra muy cercano al punto (1,0), señal

de una estructura dinámica frágil (generar un giro al punto (1,0) produciŕıa un

cambio del número de polos del sistema) y cualquier perturbación paramétrica

provocaŕıa un cambio.
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Poco acoplamiento en altas frecuencias.

De la sección anterior, la matriz de trasferencia G(s) está definida cómo:

G(s) =





g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)



 (4.32)

Donde:

g11(s) =
−1.2952(s− 1.093)(s2+2.786s + 3.18)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g12(s) =
−1.8612(s + 1.333)(s2 − 0.1853s + 0.184)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g21(s) =
1.2852(s + 2.268)(s + 0.07411)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

g22(s) =
0.037231(s + 50.06)(s + 1.244)(s− 0.005288)

(s + 1.279)(s + 0.003704)(s2+0.2139s + 5.756)

Y la MSF del sistema es:

γ(s) =
49.603(s+ 2.268)(s+ 1.333)(s+ 0.07411)(s2 − 0.1853s+ 0.184)

(s+ 50.06)(s+ 1.244)(s− 1.093)(s− 0.005288)(s2 + 2.786s+ 3.18)
(4.33)

Similar al caso anterior, la fase no mı́nima del elemento g12(s) provoca el au-

mento del acoplamiento (ω > 0.1.93rad/s) y con un control de prealimentación es

posible reducir dicho valor. Se propone un control de prealimentación con la estruc-

tura mostrada en la fig. 4.18.

El control de prealimentación empleado se muestra en la ec. (4.34).

F (s) =
1.8612(s+ 1.334)(s− 0.1832)(s− 0.002509)

(s+ 1.279)(s+ 0.003704)(s2 + 0.2139s+ 5.756)
(4.34)
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Figura 4.18: Diagrama de bloques de un control de prealimentación.

El producto de la suma de la función de transferencia (g12(s)) y el control de

prealimentación (F (s)):

gF12(s) = g12(s) + F (s) (4.35)

gF12(s) =
−0.0000429(s+ 7982)(s+ 1.33)

(s+ 1.279)(s+ 0.003704)(s2 + 0.2139s+ 5.756)
(4.36)

Dado que el control de prealimentación se busca que solo afecte en el rango

deseado, el comparativo de ambas funciones de transferencia (g12(s) y gF12(s)) se

muestra en la fig. 4.19 mediante el diagrama de bode.
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De la fig. 4.19 se observa cómo el control de prealimentación solo afecta el

rango deseado (1.38 y 3.36 rad/s) al diminuir la magnitud. De la misma forma, es

necesario calcular la MSF con el control aplicado (γFF ), donde se sustituye g12(s) de

la ecuación de γ(s) por gF12(s). En la ec. (4.37) se muestra el γFF (s) en términos

de matriz de transferencia:

γFF (s) =
g21(s)gF12(s)

g11(s)g22(s)
(4.37)
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Figura 4.20: Comparación de γ(s) y γFF (s) mediante un diagrama de Nyquist-

En la fig. 4.20 se comparan ambas funciones antes y después del control de

prealimentación. Se observa como disminuye el acoplamiento y el aumento que su-

ced́ıa en el rango de 1.38 a 3.36 rad/s y se acercaba al punto (1,0) fue eliminado. La

MSF ya no presenta una fragilidad estructural al pasar cerca del punto (1,0).
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4.3.3 Caso 3: Diseño de Control

Los controles se diseñarán para la matriz de transferencia con el control de

prealimentación, para ello haremos uso de la MSF con el control de prealimentación

(γFF ). Se propone un control diagonal:

K =





k11(s) 0

0 k22(s)





El control debe de asegurar robustez al evaluarlos en los canales en lazo abierto

(C1(s) y C2(s)). Los canales se muestran el la eq. (4.38).

C1(s) = k11(s)g11(s)(1− γFF (s)h2(s))

C2(s) = k22(s)g22(s)(1− γFF (s)h1(s))
(4.38)

Donde, h1(s) es el impacto del controlador k11(s) en el canal-2 (C2(s)) y h2(s)

es el impacto del controlador k22(s) en el canal-1 (C1(s)):

h1(s) =
k11(s)g11(s)

1 + k11(s)g11(s)
; h2(s) =

k22(s)g22(s)

1 + k22(s)g22(s)

Las funciones del impacto de los controladores (h1(s) y h2(s)) al ser multipli-

cadas por la MSF; si hay poco acoplamiento (γ(s) ≈ 0), significa que el control de

un canal no tiene impacto en el otro canal.

En base a lo anteriormente mencionado son diseñados los controles k11(s) y

k22(s). El control k11(s) se muestra en la ec. (4.39) y k22 en la ec. (4.40).

k11(s) =
0.29(s+ 1.28)(s+ 0.0037)(s2 + 0.2147s+ 5.76)

s(s+ 1.09)(s2 + 2.79s+ 3.18)
(4.39)

k22(s) =
110(s2 + 0.245s+ 5.78)

s(s+ 50)
(4.40)
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Aśı mismo, los controles en base a los diagramas de Bode de cada canal en lazo

abierto y las respuestas al escalón de cada canal en lazo cerrado (T (s)). Donde T (s):

Tn(s) =
Cn(s)

1 + Cn(s)
(4.41)
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4.3.3.1 Canal 1

Se analiza el canal-1 (C1(s)), el diagrama de bode del canal-1, se muestra en

la fig.4.21a. Aśı mismo, en la fig. 4.21b la respuesta al escalón del canal-1.

En las fig. 4.21 se observa un como se elimina la pico de g11(s), por otro lado,

el ancho de banda no es tan alto. Si el ancho de banda es cercano a el cero de fase

no mı́nima, este no responderá.

4.3.3.2 Canal 2

En las fig. 4.22 se observa un como se elimina la pico de g22(s) para producir el

roll-off deseado en la frecuencia de corte; además, el ancho de banda se incrementa,

esto con la finalidad de tener una mejor respuesta al escalón. Se analiza el canal-2

(C2(s)), el diagrama de bode del canal-2, se muestra en la fig.4.22a.
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4.3.4 Caso 3: Desempeño de controladores

Aśı como en el caso 2, fue empleada la MSF con el de prealimentación (γFF (s))

para el diseño de los controles, pero no se retroalimenta el sistema con la salida real

(y). Es necesario evaluar los controles para la salida real. Por ello, el control de

prealimentación se considera para el diseño del precompensador de la planta (P (s)).

En el caso 2 se muestra el desarrollo para el diseño del precompensador (P (s)) en

base al álgebra de bloques.

Para el diseño de los controladores fue empleada la γFF , que es la MSF con

el control de prealimentación. Uno de los problemas para la evaluación del desem-

peño de los controladores, es que no retroalimenta el sistema con la señal real del

sistema (y). Para poder calcular el desempeño de los controladores, es necesario

convertir el control de prealimentación en un precompensador de la planta. En la

fig. 4.23 se muestra el diagrama con el control de prealimentación empleado como

precompensador.

Figura 4.23: Diagrama de bloques para el análisis de los márgenes de fase y ganancia.

Aśı como en el caso 2, es necesario evaluar los controles ya que fueron diseñados

en función de la salida estimada o modificada, y la aplicación del control de preali-

mentación y mediante los diagramas de bode con respecto a ambas salidas es posible

establecer si existe poca diferencia entre ambas salidas (la modificada ŷ(s) y la real

y(s)).

La ecuación de lazo abierto con respecto a la salida modificada (LAm(s)) y con

respecto a la salida real (LAr(s)) se muestra en la ecs. (4.42) y (4.43) respectiva-
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mente.

LAm(s) = (G(s) + F (s))C(s) (4.42)

LAr(s) = G(s)(I + C(s)F (s))−1C(s) (4.43)

El diagrama de Bode de ambos lazos abiertos lazos abiertos (LAm(s) y LAr(s))

se muestran en la fig. 4.24 donde es posible asegurar la poca modificación que existe

entre ambas salidas del sistema.
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Figura 4.24: Diagrama de Bode de ambos lazos abiertos (LAm(s) y LAr(s)).

Como se muestra en la fig. 4.24 existe una diferencia significativa en la fase

de g12(s) ya que fue la planta que es modificada con el control de prealimentación

para la modificación del cero de fase no mı́nima. Por otro lado, el elemento de la

diagonal g11(s) no muestran mucha diferencia, más o no aśı g22(s) , lo que nos lleva

a la conclusión parcialmente las plantas de la diagonal están siendo modificadas o

afectadas por el control de prealimentación.
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Para evaluar la robustez de los canales mediante los márgenes de fase y ganancia

es necesario realizar un re-ordenamiento. Dado que el sistema de control empleado

contiene el control de prealimentación, el control ya no seŕıa diagonal y las ecuaciones

solo consideran el uso de un control diagonal. En el caso 2 fue determinada la MSF del

precompensador (P (s)) y la matriz de transferencia (G(s)), a la cual fue declarada

como γCFG(s):

γCFG(s) =
g21(s)GP12(s)

g11(s)g22(s)
(4.44)

donde GP12(s) es:

GP12(s) = −k11(s)g11(s)F (s) + g12(s) (4.45)

Las ecuaciones de los canales (C1 y C2) en función de γCFG(s) se muestra en

las ec. (4.46) y (4.47) respectivamente:

C1(s) = k11(s)g11(s)(1− γCFG(s)h2(s)) (4.46)

C2(s) = k22(s)g22(s)(1− γCFG(s)h1(s)) (4.47)

Las funciones de acomplamiento h1 y h2 son:

h1(s) =
k11(s)g11(s)

1 + k11(s)g11(s)
; h2(s) =

k22(s)g22(s)

1 + k22(s)g22(s)

En las tablas 4.5 y 4.6 se muestran los márgenes de fase y ganancia para la

robustez de los canales 1 y 2. Aśı mismo, el acoplamiento se puede apreciar en

términos de γCFG(s)h2(s) para el canal 1 y γCFG(s)h1(s) para el canal 2. En las

figs. 4.25a y 4.25b se muestran los diagramas de Bode y Nyquist de las funciones

γCFG(s)h2(s) y γCFG(s)h1(s). De la misma forma, en la fig. 4.25 se muestra la MSF

sin los controles aplicados (γ(s)) y es posible observar el cambio que presentó la
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MSF con el uso del precompensador (P (s)) y los controles respectivamente (C(s))

(γCFG(s)).

Tabla 4.5: Robustez estructural del canal 1 y los controladores empleados en γCFG(s).

Medida C1(s) k11(s)g11(s) γCFG(s)h2(s)

Ancho de Banda (rad/s) 0.4282 0.3770 0.0079

Margen de Ganancia (dB) 8.0774 9.2474 -5.0537

Margen de Fase (deg) 46.9666 51.8707 62.5272

Tabla 4.6: Robustez estructural del canal 2 y los controladores empleados en γCFG(s).

Medida C2(s) k22(s)g22(s) γCFG(s)h1(s)

Ancho de Banda (rad/s) 1.6858 1.7169 2.2660

Margen de Ganancia (dB) 28.8370 29.7947 -5.0537

Margen de Fase (deg) 51.9314 51.7999 43.1156

En la tabla 4.5 se muestran los márgenes del canal 1, donde no es posible

cumplir con los márgenes de ganancia, pero los de fase se cumple en cierta medida.

Por otro lado, en la tabla 4.6, correspondiente a los márgenes del canal 2, se cumplen

los márgenes de fase y ganancia.
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(b) Diagrama de Nyquist de γ(s), γCFG(s), γ(s)h2(s) y γ(s)h1(s).

Figura 4.25: Diagramas de Bode y Nyquist de los controles aplicados a la MSF.
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4.3.5 Caso 3: Simulación

Como ya se describió la maniobra a realizar, se busca pasar de una tasa de

cambio de guiñada (ψ̇) de 0.0409rad/s a −0.1222rad/s, con un ángulo de derrape

(β) nulo o 0. Se realiza la simulación con la maniobra a realizar y se observa el

resultado en la siguientes gráficas.
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Figura 4.26: Caso 3 - Simulación de la tasa de cambio de guiñada (ψ̇) vs tiempo.
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Figura 4.27: Caso 3 - Simulación del ángulo de derrape (β) vs tiempo.
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Figura 4.28: Caso 3 - Simulación de la deflexión del alerón (δA) vs tiempo.
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Figura 4.29: Caso 3 - Simulación de la deflexión del timón (δR) vs tiempo.
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4.3.6 Caso 3: Discusión

Se realiza la simulación del cambio de tasa de cambio de guiñada. Se puede

observar en la fig. 4.26 el cambio de la tasa de guiñada especificado en la sección

4.3.1 para la aeronave Cessna T37, aśı como la tasa de cambio de guiñada (ψ̇) por

parte de la aeronave. En la misma figura se observa como la aeronave llega a la tasa

de cambio deseada en un tiempo muy superior de lo requerido, pero es compensado

con las entradas de control necesarias que son más suaves a comparación del Caso

2. Aśı mismo, en la fig. 4.27 el ángulo de derrape (β) se puede considerar como nulo

al ser menor a 0.001 grados durante toda la maniobra. Finalmente, en las figs. 4.28

y 4.29 que describen el esfuerzo de control de las deflexiones del alerón(δA) y del

timón (δR), se puede observar que los ángulos necesarios son muy pequeños. Por

otro lado, el cambio de las deflexiones son posibles para un servomotor y un piloto

podria realizar la maniobra sin problemas.

Es verdad que el sistema responde mucho más lento que en el caso 2, pero

es debido a el acoplamiento que presenta el sistema y no fue posible de eliminar

completamente con el uso de un precompensador. De la misma forma, la MSF del

sistema sin el precompensador muestra una fragilidad al estar muy cerca del punto

(1,0) (fig. 4.17) en la frecuencia de operación.
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Conclusiones

En este trabajo se realiza el modelo, diseño, análisis y la simulación digital de

un nuevo esquema de control para la realización de un giro coordinado por parte

de una aeronave. Bajo el marco de trabajo del análisis y diseño por canales indivi-

duales (ICAD) se diseñaron los controladores utilizando control clásico y empleando

los diagramas de Nyquist y Bode para sus diseños. Mediante la función de estruc-

tura multivariable (MSF - γ(s)) fue posible establecer la factibilidad de un control

diagonal.

Se muestra una metodoloǵıa para el diseño de un precompensador que modi-

fique la dinámica de algún elemento de la matriz de transferencia volviéndolo de

fase mı́nima o aumentando los márgenes de fase y ganancia. Esta modificación a la

matriz de transferencia se verá reflejado en la función de estructura multivariable.

En el esquema de control propuesto es posible establecer una robustez en

márgenes de fase y ganancia, mismos que están debidamente establecidos en los

sistemas de una-entrada una-salida (SISO). El control multivariable propuesto es

lineal, de bajo orden, estable, robusto y de fase mı́nima. El control es posible esta-

blecerlo en una aeronave para su análisis en vuelo real. En la práctica es necesaria

la medición de los ángulos y las tasas de cambio, mismos que son posibles de medir

mediante giroscopios y acelerómetros eléctricos.

78
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Algunas de las caracteŕısticas de la estructura de control propuesta son: el

desacoplamiento entre los canales propuestos mediante un precompensador, robustez

en los controladores propuestos y entradas de control f́ısicamente posibles.

En los casos propuestos se analiza la función de estructura multivariable y se

determina el diseño de un precompensador para mejorar la dinámica, sin afectar la

estructura dinámica de la planta. En el caso-1 no es posible determinar un control al

estar f́ısicamente muy acopladas las dinámicas. Por otro lado, en el caso-2 la función

de estructura multivariable muestra un incremento del acoplamiento en el punto de

operación, mismo que es posible reducir mediante la eliminación de un cero de fase

mı́nima con un precompensador. Finalmente en el caso-3, la función de estructura

multivariable muestra fragilidad en el punto de operación, misma que es reducida

mediante un precompensador.

Mediante la aplicación de ICAD, el esquema de control presenta algunas ca-

racteŕısticas:

1. La robustez de los controladores fue establecida mediante márgenes de fase y

ganancia.

2. Mediante el diseño de un precompesador es posible mejorar la estructura de la

función de estructura multivariable.

3. La estructura del control es de bajo orden y su implementación es factible.

4. El correcto análisis de la MSF permite establecer el mejor emparejamiento

posible en el punto de operación y en una estructura de control, a diferencia

del RGA.

5. A través de la MSF es posible identificar los casos y las frecuencias cuando el

sistema está desacoplado o no.

6. Los requerimientos de estabilidad y robustez del controlador fueron claramente

establecidos.
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7. La estabilidad de un sistema TITO es posible con un control diagonal si cada

canal es estabilizado.

8. Existen ciertos emparejamientos que son más sencillos de establecer.

9. El diseño de los controles mediante el marco de trabajo de ICAD no es posible

generalizar.

10. El buen desempeño de los controles en lazo cerrado radica en el diseño apropia-

do de controladores SISO, los cuales se pueden obtener con cualquier método.

11. El esquema de control propuesto fue diseñado espećıficamente para una con-

dición de vuelo del Cessna T-37.

Es importante mencionar que los controles propuestos son lineales y de bajo

orden, además de garantizar robustez en el punto de operación. El correcto funcio-

namiento del control en el punto de operación es debido a la correcta interpretación

de la MSF y el proceso de diseño del mismo.

En conclusión, una nueva de estructura de control es propuesta mediante el

marco de trabajo de ICAD. El diseño de los controles basado en el Control Clásico

es simple y transparente bajo el uso de los diagramas de Bode y Nyquist. Se propone

una alternativa para el control de la dinámica lateral-direccional de una aeronave. No

es necesario el uso de controles de alto orden o complejos para obtener un desempeño

satisfactorio. Bajo el marco de trabajo de ICAD es posible el diseño de controles de

sistemas Multivariables.

5.1 Recomendaciones y Trabajo futuro

Algunas de las recomendaciones y trabajo futuro derivados de este trabajo son:

Considerar fenómenos aerodinámicos durante la maniobra.
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Considerar un modelo no lineal de la maniobra.

Diseñar los controles para la dinámica longitudinal de la aeronave y evaluar

una trayectoria completa.

Evaluar otras dinámicas de aeronaves con otras misiones.

Emplear el control en una computadora de vuelo y realizar un vuelo real.

Considerar la pérdida de peso de una aeronave durante una misión.

Realizar simulaciones de maniobras reales de la aeronave.

Identificar los parámetros aerodinámicos de una aeronave y diseñar el control

de la misma.



Apéndice A

Modelo Matemático de la

Dinámica Lateral Direccional

La dinámica lateral direccional de una aeronave se puede describir con la si-

guiente ecuación [24]:

(VP1β̇ + VP1ψ̇) = gφ+ q1S

m

[

cY ββ + cY p
b

2VP1
φ̇+ cY r

b
2VP1

ψ̇ + cY δAδA + cY δRδR

]

φ̈− IXZ

IXX
ψ̈ = q1Sb

Ixx

[

clββ + clp
b

2VP1
φ̇+ clr

b
2VP1

ψ̇ + clδAδA + clδRδR

]

ψ̈ − IXZ

IZZ
φ̈ = q1Sb

IZZ

[

cnββ + cnp
b

2VP1
φ̇+ cnr

b
2VP1

ψ̇ + cnδAδA + cnδRδR

]

(A.1)

En la siguiente tabla se muestran los coeficientes de la dinámica lateral di-

rección en función de la forma geométrica del ala (envergadura (b) y área (S)), los

parámetros de la inercia (Ixx, Izz e Ixz) y la condición de vuelo (presión dinámica

(q1) y velocidad de la aeronave (VP1)).

Usando los coeficientes de la tabla (A.1), las ecuaciones de la dinámica lateral

direccional pueden ser reescritas como:

82
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Tabla A.1: Derivadas de la estabilidad lateral-direccional del Cessna T 37.

Yβ =
q1ScY β

m
Lβ =

q1Sclβb

IXX
Nβ =

q1Scnβb

IZZ

Yp =
q1ScY p

m
b

2VP1
Lp =

q1Sclpb

IXX

b
2VP1

Np = q1Scnrb

IZZ

b
2VP1

Yr = q1ScY r

m
b

2VP1
Lr = q1Sclrb

IXX

b
2VP1

Nr = q1Scnrb

IZZ

b
2VP1

YδA =
q1ScYδA

m
LδA = q1SclδAb

IXX
NδA = q1ScnδAb

IZZ

YδR =
q1ScYδR

m
LδR = q1SclδRb

IXX
NδR = q1ScnδRb

IZZ

VP1β̇ + VP1ψ̇ = gφ+ Yββ + Yrψ̇ + Ypφ̇+ YδAδA + YδRδR

φ̈− Ixz
Ixx
ψ̈ = Lββ + Lrψ̇ + Lpφ̇+ LδAδA + LδRδR

ψ̈ − Ixz
Izz
φ̈ = Nββ +Nrψ̇ +Npφ̇+NδAδA +NδRδR

(A.2)

A.1 Transformada de Laplace

Se realiza la transformada de Laplace de la ec. (A.2) para β(s), φ(s), ψ̇(s), δA(s)

y δR(s) y se sustituyen las expresiones Ixz/Ixx e Ixz/Izz por I1 e I2 respectivamente.

El resultado se muestra en la ec. (A.3).

sVP1β(s) + VP1ψ̇(s) = gφ(s) + Yββ(s) + Yrψ̇(s) + sYpφ(s) + sYδAδA(s) + sYδRδR(s)

s2φ(s)− sI1ψ̇(s) = Lββ(s) + Lrψ̇(s) + sLpφ(s) + LδAδA(s) + LδRδR(s)

sψ̇(s)− s2I2φ(s) = Nββ(s) +Nrψ̇(s) + sNpφ(s) +NδAδAφ(s) +NδRδRφ(s)

(A.3)

Se realiza el acomodo en forma matricial para el cálculo de la matriz de trans-

ferencia G(s).
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









sVP1 − Yβ −(sYp + g) VP1 − Yr

−Lβ s2 − sLp −(sI1 + Lr)

−Nβ −(s2I2 + sNp) s−Nr





















β(s)

φ(s)

ψ̇(s)











=











YδA YδR

LδA LδR

NδA NδR















δA(s)

δR(s)





(A.4)

Realizando álgebra lineal es posible calcular la matriz de transferencia G(s):

G(s) = AMT
−1BMT

donde:

AMT =











sVP1 − Yβ −(sYp + g) VP1 − Yr

−Lβ s2 − sLp −(sI1 + Lr)

−Nβ −(s2I2 + sNp) s−Nr











; BMT =











YδA YδR

LδA LδR

NδA NδR











La matriz de transferecia G(s) está definida:

G(s) =











β(s)
δA(s)

β(s)
δR(s)

φ(s)
δA(s)

φ(s)
δR(s)

ψ̇(s)
δA(s)

ψ̇(s)
δR(s)











=











gβA(s) gβR(s)

gφA(s) gφR(s)

gψ̇A(s) gψ̇R(s)











Dado que num(G(s)) = adj(AMT )BMT y den(G(s)) = det(AMT ), el denomina-

dor de todas las funciones de transferencia de G(s) será el mismo, es decir det(AMT ).

El den(G(s)) es:

den(G(s)) = Ans
4 +Bns

3 + Cns
2 +Dns+ En (A.5)
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donde:

An = VP1 − I1I2VP1

Bn = −NrVP1 − Yβ − LpVP1 + I1I2Y β − I2LrVP1 − I1NpVP1

Cn = NβVP1 − LβYp + LpYβ + I2LβVP1 + I2LrYβ − I1NβYp

+I1NpYβ − I2LβYr +NrYβ −NβYp + LpNrVP1 − LrNpVP1

Dn = −Lβg − LpNβVP1 − LβNpYr + LβNrYp + LβNpVP1

+LpNβYr − LpNrYβ − LrNβYp + LrNpYβ − I1Nβg

En = LβNrg − LrNβg

Dado que el denominador de las funciones de transferencia de G(s) es el mismo,

solo será necesario calcular el numerador de G(s).

num(G(s)) = adj(AMT )BMT =











numβA(s) numβR(s)

numφA(s) numφR(s)

numψ̇A(s) numψ̇R(s)











(A.6)

La matriz de transferencia está definida como:

G(s) =











gβA(s) gβR(s)

gφA(s) gφR(s)

gψ̇A(s) gψ̇R(s)











=
1

det(AMT )











numβA(s) numβR(s)

numφA(s) numφR(s)

numψ̇A(s) numψ̇R(s)











El numerador del ángulo de derrape y alerón (numβA(s)):

numβA(s) = AβAs
3 +BβAs

2 + CβAs+DβA

donde:
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AβA = YδA − I1I2YδA

BβA = −NδAVP1 + LδAYp − LpYδA +NδAYr −NrYδA

−I2LδAVP1 + I2LδAYr − I2LrYδA + I1NδAYp − I1NpYδA

CβA = gLδA − LδANpVP1 + LpNδAVP1 + LδANpYr − LδANrYp − LpNδAYr

+LpNrYδA + LrNδAYp − LrNpYδA + gI1NδA

DβA = −gLδANr + gLrNδA

El numerador del ángulo de derrape y timón (numβR(s)):

numβR(s) = AβRs
3 +BβRs

2 + CβRs+DβR

donde:

AβR = YδR − I1I2YδR

BβR = −NδRVP1 + LδRYp − LpYδR +NδRYr −NrYδR

−I2LδAVP1 + I2LδRYr − I2LrYδR + I1NδRYp − I1NpYδR

CβR = gLδR − LδRNpVP1 + LpNδRVP1 + LδRNpYr − LδRNrYp − LpNδRYr

+LpNrYδR + LrNδRYp − LrNpYδR + gI1NδR

DβR = −gLδRNr + gLrNδR

El numerador del ángulo de alabeo y alerón (numφA(s)):

numφA(s) = AφAs
2 +BφAs+ CφA

donde:
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AφA = LδAVP1 + I1NδAVP1

BφA = LBYδA − LδAYB + I1NBYδA − I1NδAYB − LδANrVP1

+LrNδAVP1

CφA = LδANBVP1 − LBNδAVP1 + LBNδAYr − LBNrYδA

−LδANBY r + LδANrYB + LrNBYδA − LrNδAYB

El numerador del ángulo de alabeo y timón (numφR(s)):

numφR(s) = AφRs
2 +BφRs+ CφR

donde:

AφR = LδRVP1 + I1NδRVP1

BφR = LBYδR − LδRYB + I1NBYδR − I1NδRYB − LδRNrVP1

+LrNδRVP1

CφR = LδRNBVP1 − LBNδRVP1 + LBNδRYr − LBNrYδR

−LδRNBY r + LδRNrYB + LrNBYδR − LrNδRYB

El numerador del ángulo de alabeo y alerón (numψ̇A(s)):

numφA(s) = Aψ̇As
3 +Bψ̇As

2 + Cψ̇As+Dψ̇A

donde:

Aψ̇A = NδAVP1 + I2LδAVP1 + I2LBYδA

Bψ̇A = NBYδA −NδAYB − I2LδAYB + LδANpVP1 − LpNδAVP1

Cψ̇A = LBNpYδA − LBNδAY p+ LδANBYp − LδANpYB

−LpNBYδA + LpNδAYB

Dψ̇A = LδANBg − LBNδAg
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El numerador del ángulo de alabeo y timón (numψ̇R(s)):

numφR(s) = Aψ̇Rs
3 +Bψ̇Rs

2 + Cψ̇Rs+Dψ̇R

donde:

Aψ̇R = NδRVP1 + I2LδRVP1 + I2LBYδR

Bψ̇R = NBYδR −NδAYB − I2LδRYB + LδRNpVP1 − LpNδRVP1

Cψ̇R = LBNpYδR − LBNδRY p+ LδRNBYp − LδRNpYB

−LpNBYδR + LpNδRYB

Dψ̇R = LδRNBg − LBNδRg

A.2 Espacio de Estado

Otra forma de calcular las funciones de transferencia es representar la dinámica

lateral direccional en un modelo lineal en espacio de estado, para posteriormente

calcular la matriz de transferencia. En la ec. (A.7) se muestra la ecuación de estados.

Ẋ = AX +BU

Y = CX +DU
(A.7)

donde:

X =
[

φ φ̇ ψ ψ̇ β
]T

Y las entradas están definidas como:

U =
[

δA δR
]T
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La matriz A está en función de todos los parámetros de la aeronave, aśı mismo

la matriz B.

A =























0 1 0 0 0

0 − IxxIzzLp+IxzIzzNp

Ixz
2
−IxxIzz

0 − IxxIzzLr+IxzIzzNr

Ixz
2
−IxxIzz

−
IxxIzzLβ+IxzIzzNβ

Ixz
2
−IxxIzz

0 0 0 1 0

0 − IxxIxzLp+IxxIzzNp

Ixz
2
−IxxIzz

0 − IxxIxzLr+IxxIzzNr

Ixz
2
−IxxIzz

−
IxxIxzLβ+IxxIzzNβ

Ixz
2
−IxxIzz

g

VP1

Yp
VP1

0 Yr
VP1

− 1
Yβ
VP1























B =























0 0

− IxxIzzLδA+IxzIzzNδA

Ixz
2
−IxxIzz

− IxxIzzLδR+IxzIzzNδR

Ixz
2
−IxxIzz

0 0

− IxzIzzLδA+IxxIzzNδA

Ixz
2
−IxxIzz

− IxzIzzLδR+IxxIzzNδR

Ixz
2
−IxxIzz

YδA
VP1

YδR
VP1























Debido a la posibilidad de 3 emparejamientos de salidas y entradas, se estable-

cen 3 posibles matrices C. Los 3 emparejamientos posibles de salidas con entradas

se establecen como 3 casos:

Caso 1: Ángulo de alabeo (φ) y tasa de cambio de guiñada (ψ̇).

Caso 2: Ángulo de alabeo (φ) y ángulo de derrape (β).

Caso 3: Tasa de cambio de guiñada (ψ̇) y ángulo de derrape (β).

La matriz C de cada caso se define como CCn, donde n es el número de caso.

La matrix C de cada caso son definidas.

CC1 =





1 0 0 0 0

0 0 0 1 0




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CC2 =





1 0 0 0 0

0 0 0 0 1





CC3 =





0 0 0 1 0

0 0 0 0 1





Una vez definidas las matrices de los espacios de estado, es posible calcular las

matrices de transferencia G, donde de la misma forma que la matriz C, es definida

como GCn donde n es el número de caso.

GC1 = CC1(sI − A)−1B

GC2 = CC2(sI − A)−1B

GC3 = CC3(sI − A)−1B



Apéndice B

Caracteŕısticas de la aeronave -

Cessna T37

El modelo matemática de la dinámica lateral direccional

B.1 Modelo en Variables Reales

Las condiciones de vuelo y los datos del Cessna T37 fueron tomados de [24] y

se muestran en las tablas B.1 y B.2.

En la tabla B.3 se muestran los valores de las derivadas de estabilidad lateral-

direccional del Cessna T-37 en las condiciones de vuelo de la tabla B.1.

Tabla B.1: Condiciones de vuelo.

Altitud (h) = 30,000 ft

Presión dinámica (q) = 92.7 psf

Número de Mach = 0.459

Ángulo de ataque (α) = 2 deg

Velocidad verdadera (VP1) = 456 ft/s

Aceleración de la gravedad (g) = 32.174 ft/s2
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Tabla B.2: Datos de masa e inercia de aeronave.

Masa (m) = 6,360 lbs

Momento de inercia eje x (Ixx) = 7,985 slugs ft2

Momento de inercia eje z (Izz) = 11,185 slugs ft2

Momento de inercia plano xz (Ixz) = 0 slugs ft2

Tabla B.3: Lateral-directional stability derivatives of the Cessna T 37.[24]

Yβ = -29.217 Lβ = -6.73 Nβ = 5.6345

Yp = -0.258 Lp = -1.168 Np = -0.0459

Yr = 0.939 Lr = 0.245 Nr = -0.2625

YδA = 0 LδA = 12.903 NδA = -1.294

YδR = 16.889 LδR = 1.069 NδR = -1.859



Apéndice C

Demostraciones ICAD

Demostración de:

Y (s) = (I +G(s)K(s))−1G(s)K(s)R(s) (C.1)

donde:

G(s) =





g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)



 (C.2)

K(s) =





k11(s) 0

0 k22(s)



 (C.3)

R(s) =





r1(s)

r2(s)



 (C.4)

Y(s) =





y1(s)

y2(s)



 (C.5)

Se sustituyen las ecs. (C.2), (C.3), (C.4) y (C.5) en la ec. (C.1). (Se omiten los

términos (s) por espacio).

93
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=









1 0

0 1



+





g11 g12

g21 g22









k11 0

0 k22









−1 



g11 g12

g21 g22









k11 0

0 k22



R

=









1 0

0 1



+





g11k11 g12k22

g21k11 g22k22









−1 



g11k11 g12k22

g21k11 g22k22



R

=









1 + g11k11 g12k22

g21k11 1 + g22k22









−1 



g11k11 g12k22

g21k11 g22k22



R

=





1 + g22k22 −g12k22

−g21k11 1 + g11k11









g11k11 g12k22

g21k11 g22k22





(1 + g11k11)(1 + g22k22)− (g12k22)(g21k11)
R

=





(1+g22k22)(g11k11)−(g12k22)(g21k11)
(1+g11k11)(1+g22k22)−(g12k22)(g21k11)

(1+g22k22)(g12k22)−(g12k22)(g22k22)
(1+g11k11)(1+g22k22)−(g12k22)(g21k11)

(1+g11k11)(g21k11)−(g21k11)(g11k11)
(1+g11k11)(1+g22k22)−(g12k22)(g21k11)

(1+g11k11)(g22k22)−(g21k11)(g12k22)
(1+g11k11)(1+g22k22)−(g12k22)(g21k11)



R

=









(1+g22k22)
(

g11k11−
g12k22g21k11

1+g22k22

)

(1+g22k22)
(

1+g11k11−
g12k22g21k11

1+g22k22

)

g12k22

(1+g22k22)
(

1+g11k11−
g12k22g21k11

1+g22k22

)

g21k11

(1+g11k11)
(

1+g22k22−
g12k22g21k11

1+g11k11

)

(1+g11k11)
(

g22k22−
g12k22g21k11

1+g11k11

)

(1+g11k11)
(

1+g22k22−
g12k22g21k11

1+g11k11

)









R

=









g11k11

(

1−
g12g21
g11g22

g22k22
1+g22k22

)

1+g11k11
(

1−
g12g21
g11g22

g22k22
1+g22k22

)

g12
g22

g22k22
1+g22k22

1
(

1+g11k11
(

1−
g12g21
g11g22

g22k22
1+g22k22

))

g21
g11

g11k11
1+g11k11

1
(

1+g22k22
(

1−
g12g21
g11g22

g11k1
1+g11k11

))

g22k22

(

1−
g12g21
g11g22

g11k11
1+g11k11

)

1+g22k22
(

1−
g12g21
g11g22

g11k11
1+g11k11

)









R

Se sustituye el término γ(s) que es la Función de Estructura Multivariable

(MSF), que está dada por:

γ(s) =
g12(s)g21(s)

g11(s)g22(s)
(C.6)
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Aśı mismo el acoplamiento del sistema h1(s) y h2(s):

h1(s) =
k11(s)g11(s)

1 + k11(s)g11(s)
; h2(s) =

k22(s)g22(s)

1 + k22(s)g22(s)

=





g11(s)k11(s)(1−γ(s)h2(s))
1+g11(s)k11(s)(1−γ(s)h2(s))

g12(s)
g22(s)

h2(s)
(1+g11(s)k11(s)(1−γ(s)h2(s)))

g21(s)
g11(s)

h1(s)
(1+g22(s)k22(s)(1−γ(s)h1(s)))

g22(s)k22(s)(1−γ(s)h1(s))
1+g22(s)k22(s)(1−γ(s)h1(s))



R

Finalmente se introduce el término de el lazo abierto del canal 1 (C1(s)) y

canal 2 (C2(s)) y están dado por:

C1(s) = k11(s)g11(s)(1− γ(s)h2(s))

C2(s) = k22(s)g22(s)(1− γ(s)h1(s))

=





C1(s)
1+C1(s)

g12(s)
g22(s)

h2(s)
1+C1(s)

g21(s)
g11(s)

h1(s)
1+C2(s)

C2(s)
1+C2(s)



R
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