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RESUMEN

Publicacién No.
José Benedicto Casanova Mancias, M.C. en Ingenieria Eléctrica

Universidad Auténoma de Nuevo Leé6n, 2017

Profesor asesor: Dr. Jests De Le6n Morales

Este trabajo trata el problema de estimacion de la posiciéon angular mecénica del motor sin-
crono de imanes permanentes (MSIP), la cual es dificil de medir y ademds es necesario conocer
para implementar un algoritmo de control. Para resolver este problema, se propone el disefio de
un observador que permita estimar la posicion angular mecdnica, a partir de las mediciones de
corrientes y voltajes del estator. Para lograr nuestro objetivo se proponen dos observadores inter-
conectados para el motor sincrono de imanes permanentes, los cuales estdn basados en el método
de disefio de observadores Super Twisting.

El primer disefio es un observador interconectado, que permite primeramente estimar la velo-
cidad angular mecdnica, asi como la resistencia del estator y el par de carga del motor. El segundo
observador interconectado, permite estimar las magnitudes de los flujos del estator, con los cuales
se puede obtener la posicion angular mecédnica. Ademads, las ventajas que presentan estos obser-
vadores interconectados, con respecto a los observadores de modos deslizantes Super Twisting
estandar [1], es la facilidad al sintonizar las ganancias de observacion, debido a que solamente
se requiere de un solo pardmetro a sintonizar por observador, y también se reduce el efecto de
chattering !.

Por otro lado, al utilizar las estrategias de observacion y/o control por modos deslizantes, es-
tos convergen en tiempo finito, asi como, son robustos ante incertidumbres paramétricas y per-

turbaciones. Sin embargo, el principal inconveniente de este enfoque, es el efecto indeseable de

1El término chattering describe el fenémeno de sefiales oscilantes de alta frecuencia y amplitud finita, el cual se
presenta en la implementacion de controles y observadores por modos deslizantes.
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chattering que aparece en el sistema. Una forma de evitar este problema, es utilizar algoritmos de
modos deslizantes de alto orden.

Ademads, se propone una estrategia de control basada en los modos deslizantes de segundo
orden Super Twisting [2], para mejorar el desempefo del motor de imanes permanentes. Una de
las principales contribuciones de este algoritmo, es reducir el nimero de parametros a sintonizar
a uno, ademads de su robustez ante perturbaciones e incertidumbres.

Para validar el desempeno del esquema observador-control propuesto, se realiza un estudio
comparativo en simulacién con otro esquema observador-control, conformado por un observa-

dor asintotico y un control backstepping integral [3].
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Generalidades

Una maéaquina eléctrica giratoria es un sistema electromecdénico, el cual transforma la ener-
gia eléctrica en mecdnica (funcionando como motor), y viceversa (funcionando como generador).
Desde su invencion en el siglo XIX hasta la actualidad, las méquinas eléctricas son casi omnipre-
sentes en las industrias de produccion de energia eléctrica, transporte (coches, trenes, aviones),
robdtica, productos del hogar, etc.

Las mdaquinas eléctricas giratorias estan constituidas de una parte fija, denominada estator y
una parte movil, llamada rotor, como se ilustra en la Figura 1.1. Estas dos partes estdn separadas
por un entrehierro. Las maquinas eléctricas que cuentan con un entrehierro constante, se deno-
minan maquinas eléctricas de polos lisos, y las que tienen un entrehierro variable, se denominan

maquinas eléctricas de polos salientes (Figura 1.2).

Rotor Estator

Figura 1.1: Esquema con las partes principales de un mdquina eléctrica giratoria



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Las maquinas eléctricas se clasifican como sigue dependiendo de:
» Sila alimentacion del estator es de corriente continua o corriente alterna.
» Siel rotor esta constituido de imanes o bobinas.

= Si el entrehierro es de polos lisos o salientes.

(a) Polos lisos (b) Polos salientes

Figura 1.2: Clasificacion de las maquinas eléctricas giratorias segun su entrehierro

Las méquinas electricas se pueden clasificar como se muestra en la Figura 1.3.

Maquinas Eléctricas
|

Continua Alterna

|
A

Imén  Separado Serie  Shunt Compuesto

v v

Sincrono Asincrono
Rotor Imanes Reluctancia Rotor Rotor
Bobina Permanentes Variable Bobina de Jaula

Figura 1.3: Familias de las mdquinas eléctricas
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Este trabajo se enfocard al estudio de mdaquinas eléctricas de corriente alterna, sincronas de
imanes permanentes.

En la década de 1880, Nikola Tesla introduce el principio de funcionamiento de la maquina
eléctrica [4]. Actualmente existen diferentes versiones de la maquina de Tesla. Sin embargo, el
principio de funcionamiento es el mismo: el estator se alimenta de un sistema polifasico, creando
un campo magnético en el entrehierro, el cual interactia con el rotor generando un par en el eje
de la méaquina.

Las méquinas de corriente alterna (CA) se dividen en dos grandes familias:

= Mdquinas Sincronas: El rotor puede contener imanes permanentes, un electroiman, o sim-
plemente un material ferromagnético con una saliente. En todos los casos, giran a la misma

velocidad que el campo giratorio (velocidad sincrona).

= Mdquinas Asincronas: Las bobinas del rotor se encuentran en cortocircuito y su velocidad

es ligeramente diferente a la del campo giratorio.

La mdaquina eléctrica que se estudiard en esta tesis, es el motor sincrono de imanes permanen-
tes (MSIP), el cual es utilizado ampliamente en aplicaciones como: la traccion (autos), generacion
de energia (eélica) y robdtica.

El MSIP satisface un perfil de conduccién, debido a que puede proporcionar raipidamente un
par bidireccional en un amplio rango de velocidades. Una de las mds importantes aplicaciones del
MSIP es el sistema de traccion para vehiculos eléctricos e hibridos, en sus configuraciones serie
o paralelo como se muestra en la Figura 1.4 . En cuanto a la traccion eléctrica, el MSIP es mas
adecuado que el motor de induccion, debido a las ventajas que posee dicha médquina sincrona,

entre las que se encuentran:

» Elvolumen y peso total se reducen significativamente para una cierta potencia de salida.
» Mayor eficiencia.

= Elcalor se disipa eficazmente, las pérdidas por efecto Joule son menores debido a la ausencia

de corrientes en el rotor.
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Sin embargo, el MSIP tiene una region de potencia-constante corta, debido a su capacidad
limitada del debilitamiento del campo magnético, resultante de la presencia de los imanes en el

rotor.

)
A SN
Serie
Motor de
Combustion . Controladord Motor de Trans.
Generador Jes|Rectificador del Motor Traccién Mec
CD
CD
11
Bateria
11
Cargador de
Bateria

o

Motor de
Combustion

Paralelo

Acoplamiento

mecdnico

[ Motor }=

Controlador p
del Motor Bateria
L1
Cargador de
Bateria

Figura 1.4: Configuraciones serie-paralelo de los vehiculos eléctricos hibridos

Gracias a los avances tecnolégicos hoy en dia resulta atractivo utilizar técnicas de control no
lineales robustas en el MSIP, esto con el fin de reducir el consumo de energia y mejorar su rendi-

miento.
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1.2. Antecedentes

El uso de sensores mecdnicos para medir la posiciéon o velocidad del rotor de maquinas eléctri-
cas, limita la implementacion de estrategias de control. Por lo tanto, se ha buscado eliminar dicho
sensor y continuar implementando estrategias de control [5]. La idea principal de este trabajo de
investigacion es, reemplazar los sensores mecdanicos por algoritmos de estimaciéon de posiciéon y
velocidad del rotor, a través de mediciones de las corrientes y voltajes del estator. La Figura 1.5
muestra la estructura general del control de maquinas de corriente alterna (CA) sin sensores me-
canicos [6].

Este algoritmo de control sin sensores mecdnicos a menudo se le llama, por abuso de lenguaje,
control sin sensores. En la literatura anglosajona, se le conoce como sensorless.

De aqui en delante, se empleara el término anglosajon sensorless para referirnos al disefio de

control sin sensores mecanicos.

2 ” .
— || Control »| Convertidor »| Maquina
Referencia »] deCA
Conmutacion |
Corrientes Medidas | Observador
Posicion/Velocidad /Flujos Estimados —‘

Figura 1.5: Esquema de control de una maquina de CA sin sensores mecdnicos

En la década de 1990, el control sensorless experiment6 un auge en sus técnicas. Actualmente,

el control sensorless a cobrado auge a través de dos enfoques de estimacion de estado [7]:

» Estimacién pasiva: Estd basada en el modelo de la maquina [8].

» Estimacién activa: Inyecta corrientes (de alta frecuencia) en el estator, con el fin de detectar

la posicion del rotor, utilizando las asintropias magnéticas de la mdquina [9].

Aqui se utilizara la técnica de estimacion pasiva, de la cual existe una gran bibliografia de ob-

servadores de estado para el control sensorless. Ejemplos de ellos son el filtro de Kalman [10], los
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observadores adaptativos [11], los observadores por modos deslizantes [12] y los observadores no
lineales [13].

Hoy en dia, existen dos enfoques de interés en el campo del control sensorless. El primer en-
foque estudia la observabilidad de las méquinas eléctricas [14], para analizar el desempefo del
esquema control-observador. El segundo enfoque [15] , busca obtener un modelo unificado de
maquinas de CA, para desarrollar estrategias de control y estimacion unificados.

En [16] se propone un control de velocidad sensorless para el motor sincrono de iman perma-
nete interior (MSIPI), el cual estd basado en el control de campo orientado. Se realiza una modifi-
cacion en el modelo matematico del MSIP en el marco de referencia (d, gq), el cual permite obtener
la posicion y velocidad en funcion de los flujos del rotor. La estimacion de velocidad y posicion del
MSIP se realiza a través de un observador basado en la técnica modos deslizantes de primer orden.
Ademads de su robustez, la ventaja de este algoritmo radica en que solamente utiliza las medicio-
nes de los voltajes en el estator para estimar la posicién y velocidad del motor. Sin embargo, la

accion de control se simplifica, debido a que el par de carga se considera conocido.

En [17], se propone un control robusto sin sensores mecdanicos para el MSIPI, el cual esta ba-
sado en la técnica de control por modos deslizantes de primer orden. Se realiza una comparacion
entre dos tipos de observadores, el observador adaptativo por modelo de referencia (OAMR), y un
observador de Luenberger extendido. En este trabajo se estima la posicion, velocidad y el par de
carga aplicado al motor. La implementacion del OAMR, requiere conocer la condicion inicial tan-
to de la velocidad, como de la posicion, lo cual limita su implmentacién fisica. Por otro lado, el
observador de Luenberger extendido es sensible al ruido, por lo tanto, su implementacion fisica

es limitada.

Un control robusto sensorless basado en la técnica de control de campo orientado, se presenta
en [18]. En este trabajo se realiza la observacion de la velocidad y la posicién combinando dos
técnicas; la inyeccion de sefial de baja frecuencia y el observador de Kalman extendido. La primera
se utiliza en el arranque del motor, y a bajas velocidades. El observador de Kalman extendido entra
en funcionamiento a media y alta velocidad. La estimacion de la posicion, se realiza mediante la

estimacion de la fuerza contraelectromotriz. Sin embargo, en este trabajo no se considera el par
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de carga, es decir, se considera el caso no perturbado, el cual simplifica la accion de control.

En [19], se propone un control sin sensores mecanicos para el MSIPI, el cual estd basado en un
control de légica difusa. En la parte de observacion, este trabajo utiliza un observador de Luenber-
ger adaptativo, el cual permite estimar la velocidad del motor por medio de una ley de adaptacién.
La posicion angular se obtiene integrando la velocidad estimada obtenida del observador anterior.
Cabe aclarar que en este trabajo se considera el caso no perturbado, es decir, el par de carga del

motor es cero.

Un esquema de observadores en cascada sin sensores mecdnicos para el MSIPI, se presenta
en [20]. En este trabajo se estima la posicién, velocidad y el par de carga, utilizando la técnica de
modos deslizantes de segundo orden. La estimacién de la posicion, se realiza mediante la estima-
cion de la fuerza electromotriz.

En [21], se propone un observador de modos deslizantes Super Twisting para el MSIPI. En este
trabajo se presenta un observador Super Twisting, el cual estima la posicién y velocidad, asi como,
se estima la resistencia del estator en linea. La posicion del motor, se realiza mediante la estima-
cion de la fuerza electromotriz. Para la estimacion de la resistencia en linea, se utiliza una relacién
entre la resistencia del estator y la corriente i en el eje de cuadratura-q. Para mejorar el desem-
pefo del observador se filtra la sefial estimada mediante un filtro paso bajo. Sin embargo, en este

trabajo no se considera el par de carga, es decir, se considera el caso no perturbado.

1.3. Planteamiento del Problema y Estructura de la Tesis

Este trabajo de tesis, tiene como objetivo general solucionar el problema de estimacion de la
posicion angular mecénica del MSIP.

Para lograr dicho objetivo, se propone disefiar un observador de estado que estimard la po-
sicién angular mecdnica, a partir de las corrientes y voltajes medidas del estator del motor. Més
precisamente, se propone un observador interconectado que permite estimar los flujos magnéti-
cos del estator, con los cuales se estimard la posicion angular mecénica del motor. El observador

propuesto, estd basado en los observadores por modos deslizantes Super Twisting [?].
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Para poder realizar este disefio se tomard en cuenta lo siguiente: no se dispone informacién de
la posicién angular mecdanica del rotor, las corrientes y voltajes son las tinicas mediciones dispo-
nibles, algunos pardmetros en el modelo del motor son desconocidos pero se asumen constantes.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el Capitulo 2 se presenta el modelado dindmico
del MSIP que serd utilizado en el disefio del observador. En el Capitulo 3 se analiza la propiedad
de observabilidad del motor sincrono de iman permanente interior (MSIPI). Se proponen los ob-
servadores interconectados basados en la ténica de los modos deslizantes Super Twisting en el
Capitulo 4. En el Capitulo 5, se introducen algunos conceptos de control no lineal, asi como se
presentan estrategias de control que permiten realizar el seguimiento de una trayectoria deseada.
Se presentan los resultados en simulacién en donde se muestra la eficienca de los esquemas de

observacion-control presentados en el Capitulo 6. Finalmente algunas conclusiones son dadas.

1.4. Conclusiones

En este capitulo el control sensorless de méquinas eléctricas ha sido introducido. Ademas, se
presento un estado del arte sobre el control sin sensores mecdnicos de las mdquinas eléctricas.
Por otro lado, se estudio6 el problema de estimacion de la posicién angular mecanica del MSIP.

Se presentaron los diferentes enfoques para tratar el problema de estimacién de la posicion.



Capitulo 2

Modelo dinamico del MSIP

2.1. Introduccion

El motor sincrono de imanes permanentes es utilizado en la industria en aplicaciones: au-
tomotrices, robética, aerondutica y aeroespacial, por mencionar algunas; debido a su robustez,
buena relacién peso-potencia y par-inercia, y su disefio compacto con alto rendimiento.

En unamdéquina trifésica, en el estator es donde se genera la fuerza electromotriz (FEM) debido
alarotacion del campo del rotor. La forma de onda que tiene la FEM, puede ser del tipo sinusoidal
o trapezoidal.

Por otra parte, en una méaquina sincrona el campo magnético es generado por las bobinas del
rotor, en cambio en un motor de imanes permanentes dicho campo es generado por los imanes
incrustados en el rotor. La ventaja del MSIP es que los imanes que pueden colocarse en diferentes
partes del rotor, tienen la ventaja de eliminar pérdidas por efecto joule, tal es el caso de las bobinas.
Una caracteristica particular del rotor del MSIP es que la amplitud del flujo del rotor es constante.

Ademads, los motores de imanes permanentes se pueden clasificar en cuatro tipos, dependien-

do de la posicién de los imanes en el rotor:

= Imanes montados en la superficie: en este tipo de motores los imanes estdn colocados en
la superficie del rotor, como se muestra en la Figura 2.1a. Las inductancias de este tipo de

motor no dependen de la posicion del rotor. Cabe mencionar que en este tipo de motor, la
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inductancia del eje-d es igual a la inductancia en el eje-q. Sin embargo, la desventaja en este
motor es que los imanes al estar en la superficie, estdn expuestos a un campo desmagneti-
zante. Ademads, estdn sometidos a fuerzas centrifugas, las cuales pueden provocar despren-

dimiento de los imanes en el rotor.

= Imanes insertados: los imanes estan insertados en la superficie del rotor como se muestra
en la Figura 2.1b. En este tipo de motor, la inductancia en el eje-d es ligeramente diferente

de la inductancia en el eje-q.

= Imanes interiores: otro tipo de MSIP es el que se conoce como motor sincrono de imdn
permanente interior (MSIPI), en donde los imanes estédn integrados dentro del rotor como se
ve en la Figura 2.1c. En este caso, el campo magnético generado por el rotor es anisotropico,
de modo que, las inductancias dependen de la posicion del rotor. Los MSIPI tienen la ventaja
de tener mayor durabilidad mecénica y robustez a altas velocidades. Sin embargo, tienen la

desventaja de ser més dificiles de manufacturar y de controlar.

= Concentracion de flujo: en este tipo de motores, los imanes se encuentran localizados en
el interior del rotor como se ve en la Figura 2.1d. Los imanes se encuentran colocados de
manera radial. Una de las principales ventajas de este tipo de MSIP es la concentracion del

flujo generado por los imanes y se obtiene una mayor inductancia.

Los MSIP se pueden clasificar en dos categorias, dependiendo de la forma de onda que tiene

su FEM:

= Trapezoidal

= Sinusoidal

Ademas, los MSIP con FEM sinusoidal se clasifican de acuerdo con la posicion en la cual estan

colocados los imanes:

= Polos No Salientes: se le conoce como Motor Sincrono de Iman Permanente Superficial

(MSIPS).
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= Polos Salientes: frecuentemente conocidos como Motor Sincrono de Iman Permanente In-

terior (MSIPI).
(a) N (b) N (c) N (d)
e~ — =
S
S
S(\ O I\)N S(N Q N)S S IN Q NI S
s S
s —
— > =

N

Figura 2.1: Tipos de MSIP: a) imanes en la superficie, b) imanes insertados, c) imanes interiores,
d) concentracion de flujo

2.2. Consideraciones del modelo dinamico del MSIP

La descripcion dindmica de un MSIP es similar a una méquina sincrona clésica, bajo el hecho
de que el flujo de los imanes es constante. Entonces, el modelo del MSIP se obtiene a partir del
modelo dindmico de la maquina sincrona clésica [22].

Para obtener el modelo dindmio del MSIP, se considerara que la maquina tiene un estator y
rotor con distribucién simétrica con p ntimero de polos.

Ademas, se introducen las siguientes suposiciones que permitiran simplificar el modelo de la

maquina:

El efecto de amortiguacion del rotor se desprecia.

El circuito magnético de la méquina no esté saturado.

La distribucion de la fuerza magnetomotriz es sinusoidal.

Los capacitores acoplados entre los bobinados se desprecian.

Las corrientes de Foucault y la histéresis son despreciables

Las irregularidades del entrehierro debido a las ranuras del rotor se desprecian.
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Bajo las suposiciones anteriores y utilizando conceptos bdsicos, se obtendrédn las ecuaciones
tanto eléctricas como mecdnicas que describen el comportamiento dindmico del MSIP. El modelo
dindmico del MSIP es esencial debido a que, con este modelo se realizard el disefio e implemen-

tacion de controles y observadores, los cuales serdan introducidos en los siguientes capitulos.

2.3. Ecuaciones Eléctricas

Las ecuaciones del voltaje trifasico del estator, representadas en el marco estacionario trifasico

(eje-abc), se pueden expresar de la siguiente manera

Al sapcl
Vsabe = RslIsapc]l + %bc 2.1)

T

donde [Vsapel = |vsq  vsp vsc] son los voltajes en cada una de las fases del estator, R es la re-
T

sistencia del estator, [/54pc] = [i sa  lsh isc] son las corrientes en cada fase y los flujos del estator

estan representados por Wpc = [\{f sa VYsp Y| »loscualesestdn dados por lo siguiente

[\Psabc] = [I—ss] [Isabc] + [\Prabc] (2.2)

T
donde [¥,upc]l = |¥,, ¥,, ¥,.| estddado por:

W¥ra cos(pBpm)
V.| =Vr |cos(p,, —2m/3) 2.3)
Y, . cos(pO,, +2m/3)

con ¥, como la amplitud del flujo generado por los imanes permanentes, 8, es la posicién angular
mecdnica del rotor, y p es el nimero de polos. Ahora bien, para el MSIP], la inductancia mutua Lgg

Se expresa como sigue

[I—ss] = [I—so] + [I—sv]
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con

Lo Mg, M cos2pb,,) cos2pl,, — 2?”) cos(2pO,, + 2?”)
[Lsol = | Mg, Lso Mso|, [Lsvl=Lsy |cos@p,,— %”) cos2pO,, + %”) cos(2p6,,)
Mso, Mg, Lgo COS(Zpem + 2?”) cos(ZpHm) (;05(2p9m — 2?”)

donde Lg,, M, y Lg, son pardmetros positivos que dependen de la maquina.

Ahora, reemplazando (2.2) en (2.1), resulta que

d
[Vsabel = Rs[Lsabel + T {[Lss] [Lsapcl + [\Prabc]} (2.4)

Para representar la ecuacion (2.4), que esta un marco de referencia estacionario trifasico (eje-
abc) en un marco de referencia bifasico fijo (eje-af), se utiliza la transformacién de Concordia

(ver [6]), esto es

Xsa

_ T
= CO Xsp

xsa
xsﬁ

donde Co es la matriz de transformacién de Concordia, la cual esta dada por

Xsc

1 0
2
Co:\/g -1 @ (2.5)
_1 _V3
2 2

Entonces, multiplicando por la izquierda por la matriz Co ala ec. (2.4), y utilizando la siguiente

identidad Co” Co = I, siendo x la variable que representa ya sea el voltaje, flujo o corriente, se

obtiene que

d[As] dlLsesl  dl¥,qp]
(Vsap) = Rsllsap] + —=sap] + [As] ds‘;ﬁ + d’t“ﬁ 2.6)

donde



CAPITULO 2. MODELO DINAMICO DEL MSIP

14
T 3 cos2pbl,,) sin2pl;, 3 10
Ass=Co" [Lss]Co=~Lg,y +-Lso 2.7)
sin(2p6y,) cosCph)| 2 |0 1
Entonces, derivando la ec.(2.7) con respecto al tiempo, se tiene que
d[A —sin(2p0,,) cos(2pl,,)
[Ass] L, pQ PUm PYUm 2.8)
dt cos2pl,,) sinply)

Ahora, para obtener el flujo en un marco de referencia bifasico fijo (eje-af), y utilizando la

transformacion de Concordia (2.5), resulta que

N \Pra ( 0 )
3 cos(p

Woapl=| |=Co" |w,,| = SUr| " (2.9)

¥, 5 sin(p6m)

\Prc
Tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuacién anterior, se tiene que
d\ljrcx
AV ;qp] -pQv¥
roc,B — dt — p Tﬁ (210)
dat d\Prﬁ pQVY,,
dt

Por otro lado, al escribir de manera compacta (2.10), se introduce la matriz antisimétrica J,

0 1

, de modo que la ecuacién (2.10) se expresa de la

definida de la siguiente manera J = [
-1 0

siguiente forma

d[\yraﬁ]
——— =—PQJ ¥ rap] (2.11)

Entonces, a partir de (2.6) y (2.11), se tiene el modelo electromagnético completo del MSIP, que
estd dado por

d[L5] d[A
=1 {—Rsumﬁ] - [d ;S] Usapl + P QI rapl + [Vsaﬁl}
(2.12)
dl¥ rap)
dt = —pQ][\Praﬁ]
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2.3.1. Transformacién de un marco de referencia fijo (a, b,c) a un marco de

referencia rotatorio (d, q)

Para poder llevar a cabo la transformacién de una variable representada en un marco de re-
ferencia fijo (a, b, c) a un marco de referencia rotatorio (d, q), esta transformacion se realiza de

acuerdo con las siguientes dos estapas:

1. Transformacion trifasica a bifasica: se realiza la transformacion del marco de referencia
estacionario trifasico (a, b, c¢), al marco de referencia estacionario bifésico («, ), utilizando

la transformacién de Concordia (2.5).

2. Transformaciéon de marco de referencia fijo a uno rotatorio: se realiza la transformacion
del marco de referencia estacionario bifasico («, 8), a un marco de referencia bifésico rota-

torio (d, gq), utilizando la transformacion de Park, la cual se define a continuacién.

La transformacion de Park se define como sigue

Xsd Xsa

=P@©@,)7
xsq xsﬁ

donde P(6,.) es la matriz de transformacién de Park, la cual estd dada por

0. -—sin@,
P@,) = costbe) —sin(@) (2.13)

sin(@,) cos(0,)
donde 6, es la posicion eléctrica del rotor, la cual estd dada por 8, = p0,,.

Ahora bien, al combinar las trasnformaciones de Park y de Concordia, se puede pasar de un

marco de referencia trifasico fijo (a, b, ¢) a un marco de referencia bifésico rotatorio (d, gq), esto es

xS(l

=P(0)"Co" | xy, (2.14)

Xsd Xsa

=P@,)T
xsq xsﬁ x
SC
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Entonces, utilizando la ecuacion (2.14) en (2.4), se tiene que

d[\yrabc]
dt

+ % {[Lss]CoP BP0 Co™ [Iupcl}

CoP(Be)P(0.) " Co [Viapel =RsCoP(B)P(Be) T Co™ [Isape] +
(2.15)

Ahora, multiplicando ambos lados de la ecuacién (2.15) por P(Oe)TCoT, y tomando en cuenta

las siguientes expresiones

PO JPOB)T =7

dPO.)"
dr

(2.16)

P.) J

Después de realizar algunas operaciones, la ecuacion (2.15) se llega a lo siguiente

d
[Vsag) =RslIsaq] + P(ee)T% {[Ass]P(0e)} [Isaq]

dll;qq) 2.17)

I
dt

+ P(ee)T[Ass] P0.) - pQ][\Prdq]

donde la matriz [Ag;] se expresa en términos de L, y L, de la siguiente manera

10
(2.18)
0 1]

ss = 2

cos@2p0ly) sin2pOy)| La+Lg

2

+

sinpb,) cospb,y)

Tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuacién (2.18), se tiene que

d[Ag;s) —Sil’l(ngm) COS(Zpem)

2.1
dat (2.19)

=3pQ{Ls—Lg}

cos2pl,) sinpby)

Caso del MSIPI

Dela ec. (2.17) se puede obtener el modelo del MSIPI. Para ello se definen las inductancias Ly

y Ly, a partir de las inductancias Ly, y Ly, de la siguiente manera
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3(Lso+ L
L= (Lso sv) (2.20)
2
3(Lso—L
Lq _ ( s02 sv) 2.21)

Ademds, suponiendo que la amplitud del flujo producido por los imanes permanentes es cons-

tante, la ecuacion de voltaje en el marco de referencia bifasico rotatorio (d, q) del MSIPI, es la

siguiente
d[Isdq]
[Vsaql = [RsllIsaql — pQ[LaglJsaq) + [Lagl —pQJ[¥,aq4] (2.22)
donde
L R,
[Lagl = PO Col[LlCoP@) = | ¢~ |, (R =
0 L 0 Ry

Continuando con la obtencion del modelo, considerando un valor de la posicién eléctrica del
rotor 6., la componente en el eje-g del flujo del rotor es igual a cero, es decir, ¥, = 0. Entonces, la
componente en el eje-d del flujo del rotor es igual a una constante v, es decir, ¥4 = ¥,. De este

modo se tiene que el voltaje en el marco de referencia bifasico rotatorio (d, q), es el siguiente

disd
Vsd R -pQL isd L; O 0
sl | s TP hd) at | | (2.23)
Vsq pQL;  Rs isq 0 L,||%isq pQy,
dr

Finalmente, el modelo electromagnético del MSIPI en el marco de referencia rotatorio (d, q),

es el siguiente

di R L v
o S yaepQLi,+ 22
q
dt Ly Ly Lg (2.24)
di R L v )
9 :__sisq—PQ_disd'Fﬂ—PQ&
dt L, Ly I, L,
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Caso del MSIPS

En este tipo de motor, la inductancia en la componente en el eje-d yla componente en el eje-g
son iguales, es decir, L = L; = Ls. Entonces, partiendo de la ecuacion de voltaje del MSIPS (2.22)

y considerando el cambio en las inductancias, se tiene que

d[Isdq]
(Vsaq) = (R3] Usaq) = pQ Ll Usaq) + [Lsl— = = pQJ[¥rag] (2.25)
donde
L
[I—s]: ’
0 Lg
Expresando de manera compacta (2.25), tenemos que
disd
v R -pQL i Ly 0O 0
sd | _ s piils sd L d'l‘ N (2.26)
vs| |pQLs Ry ||ig| |0 L¢||%a| |pay,
dat

Entonces, el modelo electromagnético del MSIPS en el marco de referencia rotatorio (d, q), es

el siguiente

di R v

o g p Qi+ =2

Qg Res o i+ 2l po¥r '
dr L, 9T PR ldT T PR

2.3.2. Transformacion de marco de referencia rotatorio (d, g) a marco de refe-
rencia fijo (a, f)

Para poder llevar a cabo la transformacion del marco de referencia rotatorio (d, g) a marco de

referencia fijo (a, B), se hace uso de la transformacién de Park (2.13), como sigue

Xsa Xsd

= P(He) [

xsﬁ xsq
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Entonces, multiplicando por la izquierda la matriz P(6,) por (2.22), y utilizando la identidad

P@.)TP(0,) = Ly, se tiene que

[Vsapl =P0e) {[Rs] = pQ[LaglJ} POc) " [Isap]
d
+PO)[Lagl— {PO:) [ Isapl} (2.28)
—pQP©O)JPO) ¥ apl

Ahora tomando en cuenta las expresiones de (2.16), la ecuacién anterior se puede expresar

como sigue

d[ls(xﬁ]
dt

[Vsapl = [Rs][Isqpl + [Lag) ~pQJY apl (2.29)

Caso del MSIPI

Tomando en cuenta la matriz de inductancias [Ly4] = , (2.29) se expresa de la si-

0 Ly
guiente manera
v R 0] |i L; O -pQY¥
o I L de | (TP Ep (2.30)
vsp 0 Ryl |is 0 L,||%is PQY,q
dat

Entonces, el modelo electromagnético del MSIPI en el marco de referencia fijo (a, ) estd con-

formado por (2.10) y (2.30) es el siguiente

di R
lsa:__sisa'i'ﬁQ\yr‘B'i'@
dt Ly L, Lg
di R v
P -l aow,,+ L
dt Lq Lq Lq 2.31)
d¥rq Qv
dl_ - p rﬁ
d¥v
dtrﬁ =P ¥ra
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Caso del MSIPS

En el MSIPS, las componentes de la inductancia en el eje-d y el eje-g son iguales. Entonces,

L; O
definiendo la matriz L = ) , ¥ sustituyendola por Lg,4 en (2.29), se obtiene
0 L
d[Isa,B]
[Vsaﬁ] = [Rs] [Isaﬁ] +[Ls] dr - pQ][‘I’mﬁ] (2.32)

Expresando la ecuacion (2.32) de manera compacta, se tiene

isa
via| _[Rs O fisa| |Ls O |dr | |=PQ¥rp (2.33)
VS,B 0 Rs isﬁ 0 LS @ pQ\Pra

dt

Finalmente, el modelo electromagnético del MSIPS en el marco de referencia fijo (a, ), esta

dado por
disq R; . Usa
=——lisq+— Q¥ 5+—

At Ly, TPTLL

di R v

Sﬁ:__sisﬁ_EQ\I]ra+Lﬁ

dt Lg L L (2.34)
dt - p rﬁ
a¥v

dtrﬁ:pQ\Pr(x

2.4. Ecuaciones Mecanicas

Ahora, introduciremos el modelo dindmico de la parte mecénica del MSIP. La posicién angular

mecdénica del rotor 0,,, estd dada por

=Q 2.35
ar (2.35)

Mientras que la dindmica de la velocidad angular el rotor Q, resulta ser
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dQ
J—+f,Q=T,— T, (2.36)
dt
donde Q es la velocidad angular mecénica del rotor, f;, es el coeficiente de friccion viscosa, J es la
inercia de la maquina mas la inercia de la carga, T; es el par de carga, y T, es el par electromagné-
tico.

Por otro lado, la dindmica de la posicion angular eléctrica 6,, estd dada por

do,
dt

=w (2.37)
donde w = pQ) representa la velocidad angular eléctrica del motor.

2.4.1. Par electromagnético

Caso del MSIPI

El par electromagnético T, es producido por la interaccion entre los campos magnéticos de los
polos de los imanes del rotor y los polos inducidos del entrehierro. Entonces, el par electromagné-

tico para el MSIPI estd dado por [22]

Te=p (Ld - Lq) Isd isq +p (\Prd isq -W¥q isd) (2.38)
Al reemplazar (2.38) en (2.36), se tiene

1719) . . .
]E +[,Q=p(La—Lg)isaisq+ P (Yraisqg— Yrqisa) — T; (2.39)

En el marco de referencia (d, g), la componente del flujo del rotor en el eje-q es considerada
igual a cero, es decir, ¥4 = 0, y la componente en el flujo del rotor en el eje-d es igual a v, es

decir, ¥4 = v . Entonces, la ecuacion (2.39) resulta ser

dQ .. .
J—=+fuQ=p (La—Lq) isaisq+pwrisq—Ti (2.40)
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Finalmente, la dindmica de velocidad del rotor del MSIPI estd dada por

dQ
_P (Ld - Lq) Isdlsq +

da_ Py I
dt ]

1
r.s __Q__T 2.41
g Yrtsa = T (.41

Caso del MSIPS

Puesto que las inductancias en el eje-d y en el eje-q son iguales, esto es Ly = Ly = Ly, el término

p(La—Lg) isaisq de (2.38) es igual a cero, entonces, el par electromagnético estd dado por

T, = py iy (2.42)

Reemplazando la ec.(2.42) en (2.36), resulta que

dQ .
]E"'va: pPWyisqg— T (2.43)

Finalmente la dindmica de velocidad del rotor del MSIPS est4d dada por

aQ _p . fry 1
T = Vrisa ]Q 7T (2.44)

2.5. Representacion en espacio de estados

Un sistema dindmico no lineal esta representado por

x(8) =F (x(8), u(r)
(2.45)

y(&) = h(x(1))
donde x € R" es el vector de estado, u € R esla entrada del sistema, y € R” es la salida del sistema,
[ es un campo vectorial suave y h es una funcién de clase C*.

Generalmente, el sistema no lineal estd representado de forma afin con la entrada, esto es
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x=fx)+gx)u
)2 (2.46)

y = h(x)

Considerando lo anterior, se representara el modelo del MSIP en una representacion en varia-

bles de estados.

2.5.1. Modelo en marco de referencia (d, q)
Caso del MSIPI

Considerando las ecuaciones eléctricas definidas en (2.24), mecénicas de (2.35) y (2.41) del
modelo completo del MSIPI en el marco de referencia (d, q). Entonces, el modelo del MSIPI, re-

presentado en variables de estado, esta dado por

(disa] | R . .\ QLq_ 1 11 o o]

— ——1 —I —

dt [P sdtp > sq I,

di R L 1

ol q q q + q Vsq (2.47)
Q p Y J 1

dr 7(Ld_Lq) lsaflsc/‘|‘71//rlsq_7Q 0 0 AR

dOm Q 0 0 0

L drt | | ] - .

donde |is; isq Q em] es el vector de estados, los voltajes y el par de carga |vy; vsq 1;| sOn

las entradas, y las salidas medibles son las corrientes [i sd s q] .

Se asume que el par de carga T; serd considerado como una entrada desconocida. Sin embargo,

en un analisis posterior este parametro serd identificado utilizando estrategias de observacion.

Caso del MSIPS

Considerando las ecuaciones eléctricas definidas en (2.27), mecanicas de (2.35) (2.44) del mo-
delo completo del MSIPS en el marco de referencia (d, q). Entonces, el modelo del MSIPS, repre-

sentado en variables de estado, estd dado por
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[ disa] R; . . ] ! 1
di R 1
dstq ——sisq—insd—pQ% 0~ 0 Vsd
ol s ; s |+ s | s (2.48)
1% . v
= L L) 0 0 -=
dt Jersq ] ] Tl
dOm Q 0 0 0
| dr | I -

donde |is; is; Q 0,,| eselvector de estados, los voltajes y el par de carga |v,; vs, T;|SOn
las entradas, y las salidas medibles son las corrientes [i sd s q] .

El par de carga T; es un pardmetro desconocido que se pretende estimar.

2.5.2. Modelo en el marco de referencia (a, 5)

Caso del MSIPI

Para obtener el modelo completo del MSIPI en el marco de referencia (a, §), se aplica la trans-

forman de Park como sigue

X X
sd _ P(He)T sa
h.X:Sq xsﬁ
cos@,) —sin(,)) o
donde P(8,) = , ala ecuacion (2.41), obteniendo lo siguiente
sin(@.) cos() |
aq
— :? (La—Lg) {isﬁ isq [cOs*(0,) — sen®(0,)] + cos@,)sen(d,) [ifﬁ — ifa] }
p f 1 (2.49)
+ 71//, [ispcos(0,) — isasen(Be)]| — TUQ - T;
donde
isd _ IsaC0s(0,) + ispsin(Be) 2.50)
Isq ispc0s(0e) —isqsin(0,)



CAPITULO 2. MODELO DINAMICO DEL MSIP 25

A partir de las ecuaciones (2.31), (2.35) y (2.49), finalmente, se tiene el modelo completo del

MSIPI en el marco de referencia («, ), esto es

[ disa ] - RS ) + p Q\P - - 1 O 0
__l —_— —_—
dt Ld sa Ld rB Ld
digg R 1
s . p
_Sig-Low 0 — 0
dt Lq Isp Lq ra Lq
Ay
TS ~pQVY,s 0 0 0|V
o |m + Vs 2.51)
rp pPAY,q 0 0 o]
dt l
1
aQ a: 0 0 --
dt ]
Aaom Q 0 0 0
dt : ot :

*

a, =

\I‘c

(La—Lg) ispisacos(20,)+= 7 (Ld —Lg) cos(0,)sen(@,) (a )+ ]Wr [ispcos(Oe) —isqasen(,)] —7 )

isa isp Yra ¥rp Q Qm] eselvectordeestados,[um Usp Tl] es el

donde a* = iiﬂ —i%,
vector de entradas, las salidas medibles del sistema son las corrientes [i sa 1 sﬁ] . El par de carga T;

es un parametro desconocido que se pretende estimar.

Caso del MSIPS

Para representar el modelo del MSIPS en el marco de referencia (a, 8), se aplica la transforma-

cion de Park a la ecuacion (2.44).

Entonces, tomando en cuenta (2.50) se puede rescribir (2.44) como sigue

aQ

e u/r [ispcos(0e) — isqsen(0e)] — — Q -7 Tl (2.52)

A partir de (2.34), (2.35) y (2.52), finalmente, se tiene el modelo completo del MSIPS en el marco

de referencia (a, B), esto es
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[ disa ] r R 1 r
s . p 1
disﬁ RS p 1
——igg—— QY 0 — 0
dt LS S'B Ls e LS
d¥y
d—;“ ~-pQV¥,s 0 0 0|[Vse
= + Usp (2.53)
av¥,g
o pQV¥,q 0 0 0 T,
dQ . . 1
— ?w, [ispcos(0e) — isasen(Be)]| — %Q 0 0 7
dt’l Q 0 0 O
| dt | L P L P
donde |is, i Wra Wrg Q 6| eselvector de estados, [ym Vsp Tl] es el vector de en-

tradas, las salidas medibles del sistema son las corrientes [ isa s ﬁ] . El par de carga T; es un paré-

metro desconocido que se pretende estimar.

Cabe sefnalar que el modelo del MSIPI se utilizard posteriormente para el disefio de observa-

dores de posicion.

2.6. Condiciones de operacion y referencias deseadas

El objetivo es disefiar un control robusto para el seguimiento de velocidad Q, y de corriente iz

del MSIPI, utilizando inicamente mediciones de las corrientes y voltajes.

Ademas, los parametros nominales del MSIPI que serdn utilizados en esta tesis, se encuentran

en la Tabla (2.1).
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Parametro | Magnitud | Unidad
Corriente 6 A
Velocidad 3000 rpm
R 3.25 ohm
Ly 0.018 H
] 0.00417 | kg-m?
Par 9 N-m
v, 0.341 Wb
p 3
Ly 0.034 H
fv 0.0034 kg-m?

Tabla 2.1: Parametros nominales del MSIPI.

27

Por otro lado, para realizar el control de velocidad, se considera una trayectoria de referencia de

velocidad Q* definida como se muestra en la Figura 2.2, donde se pueden apreciar los diferentes

cambios de velocidad, en diferentes tiempos.

rad/seg.

300

200

100

Figura 2.2: Referencia de velocidad Q*

Tiempo (s)

10

15

La senal de referencia para la corriente is;, se determina a partir del método de mdximo par

por amper (MPPA) [23], con el fin de aumentar la eficiencia del MSIPI.
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El método de MPPA busca maximizar el par electromagnético del MSIPI

Te=p(Lag—Lg) Isd isq +pyr isq (2.54)

Para lograr esto, se busca maximizar el par en funcion de la corriente. Para ello se calcula la de-
rivada con respecto de i;; de la ecuacion (2.54), e igualarse a cero. Tomando en cuenta la relacion
existente entre las corrientes del estator isq, i54 y la corriente de fase del estator I, la cual esta

dada por

=il +i3, (2.55)

Entonces, utilizando (2.55) y reemplazando is4 en la ecuacion (2.54), se tiene

Te=plwr+La—L)|\/ Iz -2,

La variacion del par con respecto de la corriente iy, estd dada por

oT, Pl~wrisa+La—LU;—i2,—(La—Lg)iZ,]

Oisa \V Ig- iszd

Al igualar a cero la ecuacion anterior, se tiene que

(2.56)

vy

. 2
— i —-15=0
(Lg—Lg) ¢ ¢

.2
led"'

Por dltimo, reemplazando (2.55) en la expresion anterior, y despejando la referencia i, se ob-

tiene que

- % Wr w% .2
__ _ 2.
i 2Lu—Ly) \/4(Ld_Lq)2 +1ig, (2.57)

Entonces, (2.57), representa la referencia deseada de corriente i;; que serd utilizada para el

objetivo de control de corriente del MSIPI.
Finalmente, el par de carga aplicado al motor parala realizacion de las simulaciones se muestra

en la Figura 2.3.
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Nm
w
I
|

Tiempo (s)

Figura 2.3: Par de Carga T;

2.7. Conclusiones

En este capitulo se obtuvo el modelo electromagnético completo del MSIP representado en
variables de estados. Este modelo sera utilizado para estudiar las propiedades de observabilidad y
controlabilidad del motor. Una vez realizado este estudio, se disefiardn los observadores y contro-
ladores para alcanzar los objetivos de control.

Por 1ltimo, se presentaron las condiciones de operacién del motor, asi como las referencias
deseadas de velocidad y de corriente que se consideraran en los algoritmos de control y observa-

cién en presencia de cambios en el par de carga, el cual serd considerado como perturbacion.



Capitulo 3

Observabilidad del MSIPI

3.1. Introduccion

En este capitulo se introducirdn definiciones y conceptos acerca de la teoria de observadores
para sistemas no lineales, para estimar la posicion, velocidad, resistencia del estator e identificar
el par de carga del MSIPI. Ademéds, se determinan las condiciones de operacion bajo las cuales la

madquina es observable.

A diferencia de los sistemas lineales, la observabilidad de los sistemas no lineales puede de-
pender de la entrada aplicada. Tomando en cuenta esta propiedad, se introducirdn definiciones 'y
conceptos para determinar la observabilidad de los sistemas no lineales, con el fin de conocer si
es posible reconstruir el vector de estado del sistema, a partir de las entradas y de las salidas del

sistema original [24].

Por otro lado, para construir el estado de un sistema, se utiliza un sistema dindmico llamado
observador (también llamado sensor computacional), el cual es capaz de reconstruir el vector de

estado de un sistema, inicamente a partir de mediciones de la salida y la entrada del sistema [3].

El objetivo de este capitulo es analizar la propiedad de observabilidad del MSIP], y establecer

las condiciones bajo las cuales es posible reconstruir el vector de estado para este tipo de maquina.

30
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3.2. Observabilidad

La propiedad de observabilidad permite conocer si es posible reconstruir la trayectoria com-
pleta de un sistema (vector de estado), a partir de la informacion obtenida de las entradas y salidas
medibles. Una vez que el sistema resulte ser observable, la siguiente etapa es reconstruir el estado.

Para ello, considere el siguiente sistema dinamico

x=F(% u,y)
G (3.1
9 =h(%)

Entonces, el sistema (3.1) es un observador para el sistema no lineal de la forma

x=F(x,u,y)
>

¥y = h(x)

tal que, el error de estimacion e = x — X, satisface la siguiente condicion

lim|le]| — 0
[—oo
Generalmente, los observadores se pueden utilizar en las siguientes aplicaciones:

= El monitoreo en linea de variables de interés, esto con el fin de detectar problemas opera-

cionales en el sistema.

» Laretroalimentacion de los estados estimados a un lazo de control.

En la Figura 3.1 se muestra el esquema de como se implementa un observador, que mediante
las mediciones de la salida y la entrada y el modelo matematico del proceso, se realiza la estima-

cion de variables y pardmetros no medibles.
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u(t) y(t) _ Ym (t)
Sistema B Sensor >

(=19
—~—
R

Observador

 J

Figura 3.1: Esquema de implementacion de un observador

3.2.1. Observabilidad de Sistemas Lineales

Consideremos primero el siguiente sistema lineal invariante en el tiempo:

X=Ax+Bu
(3.2)
y=Cx
donde x € R” representa el vector de estados, u € R” la entrada, y € R” la salida y las matrices A,

B, Cy D son matrices de dimensiones compatibles.

DEFINICION 3.1. Elsistema (3.2) es observable si para cualquier estado inicial x(0), existe un tiempo
finito t,, tal que a partir del conocimiento de la entrada u y de la salida y sobre el intervalo [0, t1] es
suficiente para determinar en forma tinica el estado inicial x(0). En caso contrario el sistema es no

observable [24].

Un resultado frecuentemente utilizado para verificar si el sistema (3.2) cumple con la propie-
dad de observabilidad, es el criterio de Kalman de observabilidad [25]. Entonces, de acuerdo con
el criterio de Kalman, se dice que el sistema (3.2) es observable, si y solo si, la matriz [0 4 c] es de

rango completo, i.e., rank([0 4,c]) = n, donde n es la dimension del sistema.

C

CA
Oac =

CAn—l
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Tomando en cuenta lo anterior se puede concluir que la observabilidad de un sistema lineal no
depende de la entrada aplicada al sistema. Ademas, este resultado se puede extender a sistemas

lineales variantes en el tiempo.

3.2.2. Observabilidad de Sistemas No Lineales

En esta seccion, la propiedad de observabilidad de sistemas no lineales serd estudiada. Para
ello, se introducirdn las definiciones que permiten determinar bajo que condiciones el sistema no

lineal es observable.

Contrario a los sistemas lineales, la propiedad de observabilidad para sistemas no lineales,
depende de la entrada aplicada al sistema. Puesto que el observador depende de la entrada, se
requiere un estudio para la clasificacion de entradas aplicadas al sistema. Esta claro que hay unas
entradas para las cuales la propiedad de observabilidad se pierde, a dichas entradas se les conoce
como entradas singulares.

Por otro lado, para los sistemas en los cuales la propiedad de observalidad no depende de la
entrada, se le llaman sistemas uniformemente observables.

No existe una metodologia general para el disefio de observadores no lineales, muchas de ellas
estan disenados a partir de formas canénicas, para las cuales la construccién de un observador es
posible. Una de las metodologias clésicas de disefio de observadores, consiste en disefiar los ob-
servadores linealizando el sistema no lineal en un punto de equilibrio para estimar los estados del
sistema. Considerando que el desempefio dicho observador sélo serd eficiente en una vecindad

del punto de equilibrio.

A continuacion, se presentan algunos clases de observadores utilizados en sistemas no linea-

les:

= Observador de Kalman extendido: dicho algoritmo es ampliamente utilizado debido a su
facilidad de implementacion y su buen desempefo. Ademads, dicho observador opera en una
vecindad de un punto particular del sistema, lo cual limita su dindmica. No es robusto ante

incertidumbres pardmetricas. La convergencia del observador es del tipo asintética [26].
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= Observador de Luenberger generalizado: este observador se utiliza en sistemas linealizados
en un punto de equilibrio. La sintonizacién de las ganancias de las ganancias del observador,
se realiza considerando la metodologia del lugar geométrico de las raices.La convergencia

del observador es del tipo asintética. No es robusto ante incertidumbres pardmetricas [27].

= Observador de alta ganancia: en este observador el sistema no lineal se transforma en una
representacion canonica, para la cual la condicién de observabilidad se satisface para cual-
quier entrada. A partir de dicha representacién canénica tipo feedback linealizante se disefia
el observador. La sintonizacién de las ganancias del observador, generalmente se obtinenen
a paritr de la solucién de la ecuacidon algebraica de Riccati. Su convergencia es del tipo asin-
totica. Este observador no es robusto ante incertidumbres pardmetricas, ademads, de ampli-

ficar ruido en la sefiales del sistema con la ganancia [28].

= Observador por modos deslizantes: este tipo de observador es robusto ante incertidumbres
parameétricas y cierta clase perturbaciones. Su convergencia es en tiempo finito. No existe
una metodologia para determinar las ganancias del observador. La desventaja principal de

este observador, es el efecto indeseable de chattering en la sefial estimada [29].

Conceptos de Observabilidad

Ahora se estudiara la propiedad de observabilidad, para la siguiente clase de sistemas no li-

neales

x(8) =F (x(1), u(1)
(3.3)

y(t) = h(x()

donde x(r) € R" es el vector de estado, u(t) € R es la entrada del sistema, y(f) € R” es la salida

del sistema, [F es un campo vectorial suave y h es una funcién de clase C*.
La definiciéon de observabilidad, parte de la siguiente definicién de distinguibilidad
DEFINICION 3.2 (Distinguibilidad). Sea u(t) una entrada, YT >0, x(0) y X(0) dos condiciones ini-

ciales distintas y sus correspondientes trayectorias de salida y(t, x(0), u(t)) y y(t, x(0), u(t)), también

distintas. Entonces, se dice que u(t) distingue a x(0) y X(0) en el intervalo de 0, T] [30].
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La definicién anterior es muy general, entonces, partiremos del caso particular en donde se
buscan aquellas parejas de condiciones iniciales que no se pueden distinguir en un intervalo de

tiempo.

DEFINICION 3.3 (Indistiguibilidad). Para el sistema (3.3), dos puntos x y X € R"* son indistinguibles
si para toda entrada aplicada u(t), VT > 0, las salidas y(t,x(0), u(t)) y y(t,x(0), u(t)) son idénticas

en el intervalo [0, T1, donde x y X son trayectorias del sistema.

Definiendo el conjunto de todos los puntos que son indistinguibles de xy, esto es [(x()
A continuacion, se definirdn los diferentes conjuntos de entradas que hacen al sistema obser-

vable.

DEFINICION 3.4 (Entrada universal). Una funcion de entrada u(t) es universal para un sistema en

el intervalo [0, T1, si cualesquiera dos estados iniciales distintos x(0) y X(0) son distinguibles [31].

El caso contrario al anterior, se define a continuacién

DEFINICION 3.5 (Entrada singular). Una entrada u(t) se dice que es singular para un sistema en el

intervalo [0, T1, si cualesquiera dos estados iniciales distintos x(0) y X(0) son indistinguibles [31].

A continuacion, se define una clase de sistemas que son observables para cualquier entrada

universal.

DEFINICION 3.6 (Observabilidad uniforme). Un sistema en el que todas las entradas son universa-

les, se le conoce como uniformemente observable [31].

DEFINICION 3.7 (Observabilidad).

i) Elsistema (3.3) es observable en xy, si su conjunto de puntos indistingules [(xy) = Xo
ii) Elsistema (3.3) es observable, sil(x) = x para todo x € R"

iii) Elsistema (3.3) es observable, si no tiene algtin par de estados indistinguibles.
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DEFINICION 3.8 (Matriz de Observabilidad). El espacio de observacion de un sistema, se define co-
mo el espacio vectorial mds pequerio, definido por O, el cual estd conformado por funciones de clase
C®, conteniendo componentes de la salida h y también, de la derivada de Lie de la funcion de salida

del sistema h en la direccién del campo [ (x, u), para cualquier entrada u.

0 = Span{h(x), Lih(0,-, L hx)} (3.4)

El sistema (3.3) se dice que es observable si la matriz dO

dh(x)
dLrh(x)
do=| """
n—1
_de h(x)‘
es de rango completo, i.e.
rank{dC}=n

DEFINICION 3.9. Sea xg € R" y sea V c R" una vecindad de xy. Entonces, x, € V se dice que V-

indistinguible de x si x, es indistinguible de x,

DEFINICION 3.10 (Observabilidad débil). El sistema (3.3), se dice que es débilmente observable si

Vxo € W, existe una vecindadV de xy tal que W c V, y ademds 1(xy) = Xxo

Para sistemas lineales, las definiciones (3.7) y (3.10) son equivalentes y dan como resultado el
criterio de Kalman de observabilidad, previamente ya mencionado.

Ahora, considere la siguiente clase de sistemas no lineales con multiples salidas

x=f(x xeR"
(3.5)
y = h(x) yeRP
donde f es un campo vectorial suave, hj, ...., h, son funciones suaves y sus diferenciales d iy, ...., d h,

son vectores linealmente independientes en R".
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DEFINICION 3.11. Un sistema es localmente observable, si cada estado x, puede ser distinguible de

otros estados vecinos, al utilizar las trayectorias del sistema que permanecen cerca de Xy
Ahora se establece el siguiente resultado

TEOREMA 3.1. Elsistema (3.5) es localmente observable en x, si

rank{dhi,...,dL;;h,-}:n VxeUpcR"” i=1,...,p;j=0 (3.6)

3.3. Analisis de Observabilidad del MSIPI

Uno de los problemas mds importantes del control de motores sincronos, surge cuando la ve-
locidad y la posicion no son medibles. Debido a que la propiedad de observabilidad del motor se
pierde, principalmente a bajas velocidades lo que provoca que la implementacion de cualquier ley
de control sea limitada. Entonces, se debe verificar si la propiedad de observabilidad del motor se
cumple para el caso del MSIPI.

Por otro parte, la estimacion de la posicion resulta ser mds dificil que la estimacién de la ve-
locidad del rotor, debido a que no siempre se conoce la condicion inicial del rotor. Aunque, la
posicion se puede obtener al integrar la velocidad. Sin embargo, desde el punto de vista pratico
no se obtiene un buen resultado debido a que no siempre se conoce la condicién inicial de la po-
sicion del rotor, y ademads la sefial estd contanimada por ruido introducido debido a los sensores

(tacoOmetros).

Antes de disefiar un observador, es necesario verificar que el MSIPI es observable. Para ello se
considera que el flujo magnético no esta saturado, la forma del campo magnético es sinusoidal, y

la influencia de la histeresis magnética es despreciable.

Objetivo para dar solucion al problema de Observaciéon del MSIPI: disefiar un observador
que permita estimar la posicion 6,,, velocidad Q del rotor, el par de carga T; y la resistencia del
estator Ry, a partir de las corrientes y voltages del MSIPI.

Ahora el andlisis de observabilidad para el MSIPI se realizara de la siguiente manera
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1) Para determinar si la posicién 8,, es observable, se analiza el modelo del MSIPI en el marco

de referencia (a, B), a partir de la medicion de las corrientes y voltajes del estator.

2) Para determinar si la velocidad Q es observable, se analiza el modelo del MSIPI en el mar-
co de referencia (d, q), tomando en cuenta que las tinicas mediciones disponibles son las

corrientes y voltajes del estator.

3.3.1. Anadlisis de Observabilidad de posicion 0, en el marco (a, §)

En esta seccion se analizard la propiedad de observabilidad del MSIPI, asuminedo que todos
los pardmetros son conocidos.
A partir de (2.29) del Capitulo 2, el modelo electromagnético del MSIPI en el marco de referen-

cia (a, P) es el siguiente

di R . v
o Ry Py e
dt Ly L, Lg
d¥;q
ar P
avy
a "= P
el cual en forma general se representa como sigue
ax
d‘; B = ":(Xa,ﬁ; Ua,ﬁ) (3 7)
¥ =h(Xqp)
donde
iSCX
i v i
Xep=| P vap=| | nXep=|"
¥ia Usp Isp
| ¥rp
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con X, 5 como el vector de estado, v, g la entrada del sistema, y h(X, g) la salida medible.

Entonces, a partir de la definicién (3.8) se construye el espacio de observacién, definido por
Oa,5(Xq,p), €l cual contiene funciones hy, hy asi como sus derivadas de Lie a lo largo del campo I,

dando como resultado la siguiente estructura

T
@a,ﬁ = h1 hz L[F I’ll L[F hg
La observabilidad del MSIPI se verifica al determinar que
dhy 1 0 0 0
46 X dhy 0 1 0 0
wpitap) = Tk p
dLghy I, 0 0 EQ
_R _ P
_dL[thd | O I, "I, Q

la matriz d0y (Xq,p) €s de rango igual a 4.
Por lo tanto, para que la matriz d0, (X, g) sea de rango completo, entonces, basta con evaluar

el determinante de la matriz dG, s(Xq p), €l cual esta dado por

pZQZ

Det[dOqp(Xap)] =

Claramente se ve que el Det [d@’a,ﬁ(Xmﬁ)] # 0, si Q # 0. Entonces, podemos concluir que el
MSIPI es observable si Q # 0.

Para el caso en el cual Q = 0, esto significa que desde el punto de vista pratico el motor se
encuentra en reposo. Por lo tanto, no es posible observar la posicion del rotor. Tal es el caso del
sistema de propulsién de un carro eléctrico, el cual se encuentra en reposo sobre una pendiente,
donde el motor genera un par mecanico el cual debe compensar el peso del auto. Entonces, en

este caso la posicion no es observable.
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3.3.2. Analisis de Observabilidad parala velocidad (2, la Resistencia del Estator
R;yel par de carga 7; en el marco (d, q)
Considerando el modelo dindmico del MSIPI en el marco de referencia (d, q) y asumiendo que
todos los parametros son conocidos, se realizard un andlisis de la observabilidad del motor.

A partir de (2.22) y (2.39), se introducen como componentes del vector de estado, la resistencia

del estator R; y el par de carga T;. Entonces, el sistema extendido es el siguiente

dlsd RS. + QL + 1
= ——] i —v
dr Ldsd p 7 bsa ¥ sd
dlsq R; L 1 Yy
=i - pQi+ —v—pQit
dt Lq sq p Lq sd Lq s—P Lq
aQ p .. P . f 1
) Ezj(Ld_Lq) lsdlsq‘*'_‘//rlsq_TyQ_}Tl (3.8)
dR;
dr
ar,
dr
que en forma compacta se expresa como sigue
dXgq
— =F(Xa,9) Vd,q)
dt oo (3.9)
Y= h(Xd,q)
donde
isd
isq
Vsd d
Xaqg=|Q| » Vag= 1, h(Xq,q) = :
v i
R, * o
T;

con X4, 4 como el vector de estado, vy 4 la entrada del sistema, y h(Xy,4) la salida medible.
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Entonces, a partir de la definicion (3.8), se construye el espacio de observacion 0y 4(Xg,4), €l

cual estd dado por

T
@d,q: h1 hg L[Fhl L[th Lﬂzzhg

La observabilidad del MSIPI se verifica al determinar que la matriz dGy 4(X4,4) es de rango

igual a 5.
[ am | | 1 0 0 0o ol
dhy 0 1 0 0 0
L L, . .
@04qXag) = |dLeln| = | ~15  pr;Q PIyisa -1 0
dLghy _pi_jﬂ _1% ‘L_pq(LdisdHVr) —lg—;’ 0
dL%hZ | a b c d eJ
donde

(3.10)

L L 2 2p°L L L
a:(_” d—ﬁ)QRS—(p dwr+pwr(Ld—Lq])isq——p 9 (L= Ly) isqisg+ P20 o 4 PLd

2 L Ly Ly LyJ LyJ
Rs®* (pLayr  p°w, ) 202 P°La AL
b= —( + La—Lg)|isa—p? Q2 - —%(Ly4—L,) i3, - L
L L
12 L Ly L2 LyJ
pLa p|. 2 .
d=|"=8 - = |iaQ+ — iR
2 s 5 bsqlts
2 Ly L2
L
e:—p dl'sd-l-pwr
Ly " LgJ

LyJ

Por lo tanto, para que la matriz dG 4 4(X4,4) sea de rango completo, entonces, basta con evaluar

el determinante de la matriz dGg 4(Xg4,4), €l cual esta dado por
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1 2. .2 2, 2. 2. 2 2, 2 2. 2.3
Det[dG4,4(Xa,g)] = —m (LquP lsalsg+ P Wrisa+2Lap™Wrigy+Lgp™yris, +Lyp lsd)
q
Claramente se ve que el Det [d@’d,q(Xd,q)] # 0, silas corrientes is4, i54 # 0 Entonces, podemos
concluir que el MSIPI es observable si las corrientes isg, isq # 0.
Para el caso en el que las corrientes igq,i54 = 0, esto es que desde el punto de vista préctico

el motor se encuentra en reposo. Por lo tanto, no es posible realizar la observacién del vector de

estado.

3.4. Conclusiones

En este capitulo se analiz6 la propiedad de observabilidad del MSIPI, en donde se obtuvieron
las condiciones bajo las cuales el motor es observable. Para estimar la posicion se utiliz6 el mo-
delo del MSIPI en el marco de referencia (a, ), donde el modelo resulté ser observable siempre
y cuando la velocidad Q # 0. De manera similar, para la estimacion de la velocidad Q, se utiliz6
el modelo del MSIPI en el marco de referencia (d, g), resulté que el modelo es observable si las

corrientes isq, isq # 0.



Capitulo 4

Diseiio de Observadores para el MSIPI

4.1. Introduccion

En este capitulo se presentard el disefio de diferentes observadores para estimar la posicion y
velocidad del MSIPI, asumiendo que se dispone inicamente de las mediciones de las corrientes y

voltajes del estator.

Por otro lado, los parametros del motor se asume que son todos conocidos, excepto la resisten-
cia del estator Ry, la cual depende de la temperatura y el par de carga T;, considerado como una
perturbacion al sistema. Entonces, el modelo resultante del motor MISPI es un sistema con in-
certidumbres paramétricas y perturbaciones, para el cual es necesario disefiar tanto observadores

como controles robustos.

En este capitulo se introducrd el disefio de observadores para una clase de subsistemas inter-
conectados, para estimar la velocidad del rotor Q, la resistencia del estator Ry, identificar el par de
carga T; y los flujos del estator. Ademds, con la estimacion de estas variables, de manera indirecta,

se estima la posicion angular mecdénica del rotor 0,,.

Para el diseio de ambos observadores interconectados, se utilizaran dos técnicas de diseqio,

cuyas convergencias son asintética y en tiempo finito.

43
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4.2. Observadores para sistemas no lineales

El problema de observacion consiste en estimar el estado del sistema x(t), a partir del conoci-
miento de la entrada u(f) y salida y(t) del sistema.

El observador también conocido como sensor computacional, tiene diversas aplicaciones por
ejemplo: nos sirve para identificar fallas en el sistema, vigilar la evolucién de un sistema, incluso
permite estimar una variable del sistema para la cual atin no exista un sensor que pueda medirla.

Para el disefio de un observador de estado es necesario tomar en cuenta lo siguiente:

= Observabilidad del sistema: primero se debe verificar que el sistema cumpla con la propie-

dad de observabilidad.

» Estructura del sistema: dependiendo de la estructura del sistema, se debe determinar a que

clase pertenece el sistema, para el cual verificar si es posible disefiar un observador.

= Convergencia del observador: una vez disefiado el observador, se determina bajo que con-
diciones se garantiza su convergencia, la cual puede ser exponencial, asintética y en tiempo

finito.

= Estabilidad del sistema en lazo cerrado: cuando se utiliza un observador combinado con

un control, es necesario analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Por otro lado, en el afio de 1963 Luenberger, introdujo la teoria de observadores para recons-
truir el estado en sistemas lineales invariantes en el tiempo. Posteriormente, Kalman desarolla una
solucion aproximada del problema de observacion para sistemas no lineales, el cual es conocido

como el Filtro de Kalman.

Es bien sabido que no existe una metodologia general, para el disefio de observadores para sis-
temas no lineales, a continuacién se introduciran algunos disefios de observadores para sistemas
no lineales. En este capitulo se presentan el disefio de observadores de Luenberger, Alta Ganancia,

tipo Kalman y por modos deslizantes.
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4.2.1. Observador Luenberger

Considere el sistema lineal invariante en el tiempo definido en la ecuacion (3.1) del Capitulo 3,

entonces un observador para esa clase de sistema, es el siguiente

2=Az+Bu-K(Cz-y)
(4.1)

A

y=Cz
donde z es el estado estimado y la matriz K es la ganancia del observador.

Obviamente el error de estimacion tiende a cero siempre y cuando la matriz K se seleccione
adecuadamente, tal que los eigenvalores de la matriz (A— BK) deben tener parte real negativa. Una
manera para obtener los valores 6ptimos para la ganancia K, es resolviendo la ecuacién diferencial
de Riccati, definida como sigue

dP(t) T T p-1
a7 =—A P(t)-P(H))A-P{H)QP(1)+C°'R 'C (4.2)

donde R y Q son matrices simétricas y definidas positivas, la P(t) representa la solucion a dicha
ecuacion. Entonces, la ganancia K se obtiene de K = P~ CcTR™L,

Una extension de este resultado para la clase de sistemas no lineales

X=fx)+gx)u

(4.3)
y=hx)
el cual por medio de un cambio de coordenadas, se llega al siguiente sistema lineal
E=At+pu,y)
(4.4)
y=0C¢

donde el par (A, C) es observable y el término ¢(u, y) es llamado inyeccion de entrada-salida.

Entonces, el observador para el sistema (4.4) seria el siguiente:

E= A&+ p(u,y) - K(CE—y)
y=Cé&

(4.5)
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donde K es la ganancia del observador, la cual se elige tal que la matriz (A — KC) tiene sus eigen-

valores con parte real negativa.

En el siguiente teorema se resume el resultado anterior.

TEOREMA 4.1. Considerando el sistema (4.4), y que las siguientes suposiciones se mantienen:

= El sistema no tiene un escape en tiempo finito.
» El termino ¢(u, y) es acotado.

Entonces, el sistema (4.5) es un observador para el sistema (4.4), el cual hace que el error de

estimacion tiende a cero, cuando t tiende a infinito.

4.2.2. Observador de Alta Ganancia

A continuacion se presenta el disefio del observador de alta ganancia, para la siguiente clase

de sistemas no lineales

é= Al +p(u, )
(4.6)
y=C¢
donde
'o 1 -~ 0 0‘ o1(u, &)
(u,¢1,82)
A= , C:[l 0], P(u,¢) = Pottonc2
00 0 1
0 0 - 0 0] | Pn(@,61,++,8n) |

donde u € U,4,, que representa el conjunto de entradas admisibles, y es la salida medible.
Hipétesis A1  El vector ¢(u,¢) se considera que es Lipschitz, compacto y tiene una estructura

triangular [32].

Entonces, el observador de alta ganancia para el sistema (4.6) estd dado por
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E= AL+ ¢, &~ 8, KCE-0)

y=0C¢

(4.7)

donde la ganancia del observador es A;lK, conA,=diag(1/p,...,1/p") y K contiene k, compo-

nentes, los cuales son los coeficientes de un polinomio caracteristico (4.8) con parte real negativa.

"+ ks  kps P4+ k=0 (4.8)

El pardmetro p es una constante positiva, la cual es seleccionada de tal manera que fija la conver-

gencia del observador.

En el siguiente teorema se prueba la convergencia de este observador.

TEOREMA 4.2. Considerando el sistema (4.6), y satisfaciendo la hipétesis Al, existe una constante p
suficientemente grande, tal que, para toda condicion inicial (€, é o) pertenece a (¥ ,Q%A ) (R,RM),

hace que el error de estimacion converja exponencialmente a cero, i.e.,

1€(6) = @17 < M(pe P! 1IE, = &l
donde M(p) es una constante positiva que depende de p.

A

Demostracion:  Definiendo el error de estimacion como e = ¢ — ¢, cuya dindmica estd dada
por
é= [A—A;lKC]e+cp(u,$)—cp(u,£) (4.9)
Ahora, introduciendo el siguiente cambio de coordenadas ¢ = A, e, donde A;IS 10, =8y, 7Sy
es solucion a la siguiente ecuacion
pSp+ATS,+S,A-CTC=0 (4.10)

con S1, como la evaluacion de S, para p = 1. Para analizar la convergencia del observador se pro-

pone la siguiente funcion candidata de Lyapunov
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1
V= —eTSpe = ET51€
p
Tomando la derivada con respecto al tiempo, se tiene
V=S, [{A—A;IKC}A,;18+¢(u,$) —¢>(u,é)]
-kPTA;{AT—CTKTA;}+¢TUL@—¢JULQ]AP&£
(4.11)
T -1 -1 TA-1 T T1-TA-1
—¢ SIAP{A—AP Kc}Ap e+ela; {A ~CTKn, }A,,Sle

+2eT 810, [, &) — (1, &)]

Considerando la hipétesis Al, es decir,

1A, [P, &) = p(u, O]l < llell

Ademads, tomando en cuenta las siguiente igualdades

Ap{A-n,'KCtA, =pla-KC)

PA+ATP=-Q

donde Py Q son matrices simétricas y definidas positivas. Entonces, reemplazando las ecuaciones

anteriores en (4.11), se tiene que

V == 2P A min(SD)Amin (€ + 20 max(S1)llel*
4.12)

=- [zp/lmin(sl)/lmin(Q) _znﬂvmax(sl)] ||5||2

A S
Seleccionando 6 = p > NAmax(51) , tenemos

/lmin(sl)imin(Q)

V < —=6le|?

Finalmente, el error de estimacion converge exponencialmente a cero.
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4.2.3. Observador de Kalman extendido

Considere la siguiente clase de sistemas afines en el estado de la forma

x=A(u)x
(4.13)
y=Cx
donde
an(w) - ap(w)
aws=| i i 5 c=l1 ..
anp1(u) - app(u)

Es claro que la estructura de la matriz A(«) no es tnica. Puesto que la observabilidad del sis-
tema (4.13) depende de la entrada, entonces, introducimos la siguiente definicién de clase de en-

tradas llamadas persistentes.

DEFINICION 4.1. Una entrada es persistente para el sistema (4.13), si para cualquier condicion ini-

cial xo, existen 31, (2, T constantes positivas y ty > 0 tal que

(T, [)dTSﬁgId Vi> 1

u,xo u,xo

t+ T'
ﬁﬂdsf vl (r,nctcy?
t

dondeV¥Y, y, es la matriz de transicion del sistema (4.13) y la matriz 1, representa la matriz identi-

dad.

Ahora introducimos la siguiente clase de sistemas no lineales

x=AWx+¢(u,y)

(4.14)
y=Cx=1x
donde A(u) y ¢(u, y) son funciones continuas de la entrada.
Entonces, considerando que las entradas son persistentes,
= Awi+ow,y)-S1cl(x-x
(4.15)

§=Cs
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el sistema (4.15) es un observador que converge exponencialmente, donde el término S~'C7 re-
presentan la ganancia del observador, con S siendo matriz simétrica y definida positiva, la cual es
solucidn a la ecuacion diferencial de Riccati

S=-pS(t)-AT(w)S-SAw)+c’c (4.16)

donde p es un pardmetro positivo utilizado para sintonizar el observador.

La prueba de convergencia del observador de Kalman extendido requiere del siguiente lema.

LEMA 4.1. Suponiendo que u es una entrada persistente para el sistema (4.14), y considerando la

siguiente ecuacion diferencial de Lyapunov:
S =-pS(t) - AT(w)S(t) - S(HAw) +CTC
con S(0) > 0. Entonces, 3p, >0, Vp=p, a>p>0, t,>0,talque
aly<S(t)<pPly, Vt=t,

donde 1; es la matriz identidad.

La demostracion de este lema se encuentra en [4]. Ahora, la convergencia del observador (4.15)

se demuestra como sigue

Demostracion: ~ Para demostrar la convergencia definimos el error de estimacion e = X — x,

cuya dindmica es la siguiente

é=[Aw)-S7'c’Cle (4.17)

Tomando en cuenta que la entrada u es persistente, y que la matriz S es definida positiva V¢ =

t,. Entonces, se define la siguiente funcién candidata de Lyapunov

Vie) = el Se

Derivando con respecto al tiempo la funcién de Lyapunov se tiene
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Vie)=e'S[Aw) -S'CTCle+e’ [AT(w)—-CTCS ™| Se

+el [-pS( - AT(wS-SAw +C'Cle

Resultando que

Vie)<-pelS(tHhe=—-pV(e)

Entonces, después de ciertos cdlculos se puede ver que el error de estimacién converge expo-

nencialmente a cero.

4.2.4. Observador de Kalman extendido adaptativo

En los observadores presentados anteriormente se consideré que los parametros del sistema
eran conocidos. Sin embargo, una de las ventajas del observador de Kalman extendido adaptativo

es que permite identificar un parametro del sistema bajo ciertas condiciones.

Considere la siguiente clase de sistema no lineal, en donde el pardmetro aperece de manera

afin en el sistema.

x=Awx+Y¥Yw,y)0+¢ouw,y
(4.18)
y=Cx
donde A(u) es una funciéon continua de la entrada, ¥ (u, y), ¢(u, y) son funciones continuas de la
entrada y la salida, 0 es el vector del pardmetro desconocido.

Para disenar el observador de Kalman extendido adaptativo, se tiene que tomar en cuenta la

siguiente definicion.

DEFINICION 4.2. Sea A una matriz solucion a la siguiente ecuacion:

A=(Aw-S;'CTC)A+¥ (1w, y) (4.19)

Existen B3, P4, T constantes positivas y ty > 0 tal que:
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t+1'
B3l sf AT, 00CTCAT (v, t)dr < Baly, VE> 1y
t
donde 1; es la matriz identidad.

Sila entrada u es persistente y la Defincién (4.2) se satisface, entonces, el siguiente sistema

=AWz +¥ (w10 +dw,y) - Sy CTCE-x) - AS;'ATCT C(x - x)
Sy=—pxSx—ATS, - S Aw)+CTC
So = —PoSo +ATcTca

. (4.20)
A=[Aw) -S'CTCIA+¥(u,y)

0=-8,"ATCTCE-x)

y=Cx
es el observador de Kalman extendido adaptativo para el sistema (4.18), donde p, >0, pg > 0, el
término S;!CT representa la ganancia del observador asociada al estado, y el término ASglATC T
representa la ganancia asociada a la identificacién del pardmetro desconocido. Las matrices S y
Sp son simétricas y definidas positivas.

La convergencia del obsevador (4.20) se puede demostrar como sigue.

Definiendo el error de estimacion del estado e, = X — x, y el error de identificacién del parame-

tro eg = 0 — 0, cuyas dindmicas estdn dadas en las siguientes expresiones

éx=[Aw) - AS;'ATCTC- S CTClex+¥(u, y)eg

(4.21)
ég=—S, ATCT Ce,
Ahora, introduciendo el siguiente cambio de coordenadas
€x=e,—Aeg (4.22)

y tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuacion anterior, tenemos que
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éx=[Aw) -S;'CTCle, (4.23)

Ahora para demostrar la convergencia del observador, considere la siguiente funcién de Lya-

punov
V= e){Sxex + eeTSgeg (4.24)

Derivando con respecto al tiempo la funcién de Lyapunov, y sustituyendo las ecuaciones ade-

cuadas se llega a lo siguiente

V=- pxe){Sxex - pgegSgeg —e?CTCe‘x

- eeTATCTCGX - €§CTCA€9 - eeTATCTCAeg
se puede ver que la siguiente expresion se cumple
—e1CTCex—ef ATCTCex—€eLCTCAeg—e ) ATCTCAep
= —lex+Aegl T CTCle, + Aegl <0

Entonces, sustituyendo en la ecuacion anterior se tiene que

V =—pyel Syex— poeg Soco (4.25)

Seleccionando p = min(py, pg), resulta que

V<-pV (4.26)

Finalmente, después de ciertas operaciones se puede ver que €, y €g convergen exponencial-

mente a cero.
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4.2.5. Observadores Interconectados

Puesto que no existe una forma candénica para el disefio de observadores para los sistemas
no lineales, resulta que es necesario analizar la estructura del sistema para disefiar el observador.
Una estrategia para poder disefiar un observador es particionar el sistema original, en una serie de
subsistemas interconectados, los cuales son observables y es posible disefiar un observador para
cada subsistema.

Entonces, sin pérdida de generalidad consideremos la siguiente clase de subsistemas interco-

nectados:
Xy = A1 Xy + @1 (u, X1, X2)
21 4.27)
n=0CGxX;
Xo = A X + @1 (1, X1, X2)
3o (4.28)
V2=0CXo

Para poder disefiar un observador para los sistemas (4.27) y (4.28), se introducen las siguientes
hipétesis.
1. Lafuncién @, (®,) debe ser globalmente Lipschitz con respecto de X; (X>) y uniformemente
con respecto a la entrada u, y uniformemente globalmente con respecto de X, (X;).
2. El vector de estados X, (X;) es considerado como entrada al subsistema 27 (2,).

Entonces, si los subsistemas (4.27) y (4.28) cumplen las suposiciones anteriores, el siguiente

sistema,

X1 = A Xy + @1 (u, X1, X2) - S7CL (91 - )
)22 = A Xo + @y (u, X1, Xo) — SQICZT(?z -¥2)
Px,S1+S1A +ATS —ClCi=0

(4.29)
Px,S2+S2As+ AT Sy —CI Cy =0

h1=CX;

P2=Co Xy
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es un observador para los subsistemas (4.27) y (4.28), donde X y X, son los estados estimados,
Px, Y Px, son constantes definidas positivas, y S; y S2 son solucion a la ecuacién de Lyapunov.

El resultado anterior se puede extender a la siguiente clase de sistemas no lineales

| X = Ay X+ 0w X, Xo)

2 (4.30)
n=0CxXy

- Xo = Ax (1, ) X + @1 (1, X1, X2)

29 (4.31)
Vo =0 Xy

Para poder disefiar un observador interconectado para los subsistemas (4.30) y (4.31), se deben

cumplir las siguientes suposiciones:

Al. La funcién @, (®,) debe ser globalmente Lipschitz con respecto de X, (X;), ademads, debe

ser uniformemente con respecto de X; (X»), y uniformemente con respecto de (u, y).
A2. Elpar (u, y) debe ser regularmente persistente para A; («, y) y A2(u, y).

A3. Elvector de estado X» (X;) es considero como una entrada al subsistema 2, ().

Silos subsistemas (4.30) y (4.31) satisfacen las hip6tesis anteriores, entonces, es posible disefiar

un observador de la siguiente forma

X1 = Ay, PRy + P (w, X1, X2) - ST CT (1 — 1)
Xo = As(u, )Xo + @2 (u, X1, Xo) - SZ_ICZT(ﬁz —¥2)
S1=—pxS1—S1A1(1,y) — A] (u, )S1 + C{ Cy

i . (4.32)
So=—px,S2 = S2 As(1, y) — Al (11, 1) S + CL C,

n=0X
J2=CaXp

donde X; y X; son los estados estimados de cada uno de los subsistemas, py, y px, son constan-
tes definidas positivas, S; y S» son matrices simétricas y definidas positivas, y son solucién a la

ecuacion diferencial de Riccati.
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La convergencia del observador interconectado se establece en el siguiente teorema

TEOREMA 4.3. Considere el sistema interconectado (4.30) y (4.31), y asuma que las hipétesis Al, A2
y A3 se satisfacen. Entonces, el sistema (4.32) es un observador interconectado que converge asinto-

ticamente a cero.

Demostracion: Definiendo e; = X] —X; y e2 = X2 — X como los errores de estimacion de cada

subsistema, cuyas dindmicas estan dadas por

é1=[A1(w, 1) - S7ICT G ] ey + @1 (u, Xy, X2) — @1 (1, X, X2) w3

ér=[Ax(u,y) - Sz_lczTCZ] eo + @y (1, X1, X5) — Do (1, X1, Xo)

Para demostrar la convergencia de los errores de estimacion, considere las siguientes funcio-

nes cadidatas de Luapunov

V1 = 6{81 e, Vz = 658262 (4.34)

Entonces, la funcién de Lyapunov de todo el sistema, resulta como sigue

Vi=WVi+V,= elTslel + eZTSg€2 (4.35)

Tomando la derivada con respecto al tiempo la ecuacion anterior y sustituyendo las ecuaciones

adecuadas, se llega a lo siguiente

Vr =—pyef Sier +2e] Sy [@1(u, X1, Xo) — @1 (1, X1, X2)] w36
—px,el Szen+2el Sy [®a(u, Xy, X) — a(u, X1, X2)]

Considerando que la hip6tesis Al se satisface, y utilizando las siguientes desigualdades
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1@ (1, X1, Xo) — 1 (1, X1, X2)|| < Kyllez]|

o (4.37)
D2 (1, X1, Xo) — @2 (u, X3, Xo)|| = Kallen ||
donde K3, K> > 0. Entonces, la ecuacion (4.36), resulta que
Vr <—pyef Sier+2Amax(S)Killerl] llezll
(4.38)
—Px,€3 202+ 2Amax(S2) Kaller] llezll
Después de realizar algunos cdlculos se obtiene lo siguiente
Vr<—puV1-p5Vo+ vV ViV Va (4.39)
donde p; > 0. Tomando en cuenta la siguiente desigualdad
1
ViV & v+ —v,
2 291
donde p; € (0,1), la ecuacién (4.39) se escribe como
: H101 H1
V< (Px1 T) %1 (sz 2—01) Va
Seleccionando las ganancias py, y px,, tal que
. H101 H1
d=min (Px1 —T),(pr—z—Ql) >0
Resultando que
Vr<—6Vr (4.40)

Finalmente, después de algunas operaciones se puede ver que el error de estimacién del ob-

servador interconectado converge exponencialmente a cero cuando ¢ tiende al infinito.
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4.2.6. Observadores de Modos Deslizantes

Los observadores de modos deslizantes son ampliamente utilizados debido a sus caracteristi-
cas de robustez ante perturbaciones y/o incertidumbres, ademads, de su convergencia en tiempo
finito. Sin embargo, tienen una gran desventaja, debido a las discontinuidades se presenta el efec-

to de chattering, cuyo defecto indeseable es que dana al sistema.

Recientemente se han propuesto nuevas estrategias para evitar o reducir el efecto de chatte-
ring, como son los modos deslizantes de segundo orden, asi como, los modos deslizantes de alto

orden.

Por otro lado, los observadores de modos deslizantes de primer orden requieren que el sistema
sea de grado relativo 1. Sin embargo, uno de los métodos mds populares para el disefio de obser-
vadores, es el observador de modos deslizantes de segundo orden conocido como Super Twisting,
el cual fue introducido en [1], cuyas caracteristicas son reducir el efecto de chattering, ademas de

su robustez y su convergencia en tiempo finito.

Observador Super Twisting

Considere la siguiente clase de sistemas no lineales

561 = X2
X2 = f(t,x1, %2, u) +6(L, X1, %2, U) (4.41)
y=x1

donde f(¢,x1,x2, u), 6(t, x1, X2, u) son funciones suaves desconocidas y acotadas.

Entonces, el siguiente sistema

1/2

X1 =X+ kilxy — X1 “sign(x; — %1)

X2 = f(t, X1, X2, ) + 8 (¢, X1, %o, 1) + kpsign(x; — %1) (4.42)

y=x

es un observador Super Twsiting, donde %, X2 son los estados estimados, ki, k2 son las ganancias
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del observador, las cuales son constantes definidas positivas.

Ahora bien, para sintonizar este observador es necesario seleccionar adecuadamente las ga-
nancias (k; y k»), lo cual no es evidente. Por lo tanto, se propone una modificacion de este algorit-
mo para sintonizar el observador, haciendo que su implementacién sea mds sencilla.

Observador Super Twisting Modificado

Considere la siguiente clase de sistemas no lineales

X1 =X
Xo= f(x1,x2,u) +p (4.43)
y=Cx=x

donde x € R? es el vector de estado, u € R es la entrada, ¥y € R es la salida del sistema, f(x1, x2, u)
es el término no lineal, C = [1 0] , Y p representa las incertidumbres paramétricas y las perturba-
ciones en el sistema.

Considere que el sistema (4.43) cumple con las siguientes hipdtesis:

B1. Lafuncidn f(x1, x2, u) es continuamente Lipschitz con respecto de x, y uniformemente con

respecto de u, es decir, existe una constante positiva Cy, tal que ||D(x, u)|| < Col|x]|.

B2. La perturbacién p, y su primera derivada p =  son acotadas, es decir, existen constantes

positivas C y C; tales que, |p| < C; y 0] < Co.

Entonces, el siguiente sistema

21 =2p+ k1|81|1/28ign(81)
Zp = f(z2,22,u) + kpsign(er) (4.44)

nh=z

2
es un observador Super Twisting modificado, donde los pardmetros k; =20y k, = > con 6

como una constante positiva arbitrareamente grande.
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Cabe mencionar que la ganancia de este observador, depende inicamente de un pardmetro 0,
a diferencia del observador (4.42) que utiliza dos pardmetros para su sintonizacion.
Ahora, para analizar la convergencia en tiempo finito del observador propuesto, se define el

error de estimacién como sigue

€1 =X1— 21 (4 45)
€2 =X2— 22

cuya dindmica del error estd dada por
é1=e— 29|e1|”2$ign(e1)

- 2 (4.46)
ér=f(x,z,u) +p— ?sign(el)

donde f(x,z, u) = f(x1, %2, ) — f (21, 22, U).

La convergencia de este observador queda demostrada en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.1. Considere el sistema (4.43) y que las hipdtesis Bl y B2 se satisfacen. Entonces, el
sistema (4.44) es un observador Super Twisting para el sistema (4.43), el cual converge en tiempo

finito.

Demostraciéon:  Primero introduciremos el siguiente cambio de coordenadas, el cual es un

homeomorfismo global [33].

1/2

$1=lerl "“sign(er)
(4.47)
{o=e
Entonces, la dindmica de la ec. (4.46) en las nuevas coordenadas estd dada por
. 1 =20 1 0
&= — &+ _ (4.48)
2ler] -6% 0 2ler Y2 (f(x, z,u) + p)

T
donde ¢ = [5 1 € 2] , la ecuacion anterior se expresa de manera compacta como sigue



CAPITULO 4. DISENO DE OBSERVADORES PARA EL MSIPI 61

: 1
&= e |1/Z{(A KC)¢ + @} (4.49)
donde
0 1 20 0 0
A= , KC= , ©= _ [1 0]
00 6% 0 2ler Y2 (f(x, 2z, w) + p)

Para analizar la convergencia de la dindmica del error de estimacion (4.49), considere la si-

guiente funcion candidata de Lyapunov

V(&) =&ETSpé (4.50)

Note que la funciéon de Lyapunov V (¢) es continuamente diferenciable excepto en el conjunto
= {¢1 =0} donde no estad definida. Ademas, la matriz Sy es simétrica y definida positiva, y es

solucion a la ecuacion Algebraica de Lyapunov

—0Sy—ATSy—SgA+CTC=0 4.51)

Puesto que las trayectorias del sistema no pueden permanecer en el conjunto I" antes que al-
cancen el origen, la derivada con respecto del tiempo de V() puede ser calculada de manera usual
en cualquier lugar, excepto cuando las trayectorias intersectan el conjunto I'.

Entonces, tomando la derivada con respecto del tiempo de V(¢{), a lo largo de las trayectorias

de (4.49), se tiene que

1
V() < Be i [—0&7 Spé +2ET Sp] (4.52)
Se tomard la norma al término no lineal 2¢7 Sp®, y a partir de la hipdtesis B1, es decir, ||®|| <
J11¢[l, donde 9 > 0, reescribiendo la expresion (4.52) tenemos

. 1
VE) s - V) + g ISl (4.53)

2|81|1/2



CAPITULO 4. DISENO DE OBSERVADORES PARA EL MSIPI 62

Tomando en cuenta que

Amin(SOIEN? < V(&) < Anax(So)IIEN?

donde A;,i,(Sp), Amax(Se) son los eigenvalores maximos y minimos de Sg. Entonces, la ecuacién

(4.53) se reescribe como sigue

0-n
2|el|1/2

V) < 146 (4.54)

donden = % . Considerando que se satisface la siguiente desigualdad

12 V) }”2
lej| sll€|l£{—/1mm(86)
Resulta que
V(E) s —yV©)? (4.55)

donde y = %\/Ami n(Sp) (0 —n). Seleccionando 0 lo suficientemente grande, tal que y sea posi-

tiva, entonces, V(¢) es negativa definida.

Para demostrar la convergencia del observador en tiempo finito es necesario resolver la si-
guiente ecuacion diferencial

U= _le/z v(0) = vy

cuya solucién es
1 12
v(t) = {vé/z - E)ft}

Ahora bien, del principio de comparacion [34], tenemos que V ({) < v(t) cuando V(£(0)) < vyp.

Entonces, ¢ converge a cero en tiempo finito, y este valor se logra en el siguiente tiempo

1/2
o 2VEO)
Y

Observacion. A diferencia del observador Super Twisting clédsico, este observador requiere de

un parametro 6 para sintonizar el observador.
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Observador Super Twisting de estado afin

Ahora se presenta una extension del observador anterior para la clase de sistemas no lineales

afines en el estado

fCl =Ux
Xo=f(x1,%,u)+p (4.56)
y=Cx=x

donde x € R? es el vector de estado, u € R es la entrada, y € R es la salida del sistema, f(x1, X2, 1)
es el término no lineal, C = [1 0] , Y p representa las incertidumbres paramétricas y las perturba-
ciones en el sistema.

Se supone que el sistema (4.56) cumple las siguientes hipotesis

C1. Lafuncidn f(x;, x2, u) es continuamente Lipschitz con respecto de x, y uniformemente con

respecto de u, es decir, existe una constante positiva Cy, tal que ||D(x, u)|| < Col|x]|.

C2. La perturbacién p, y su primera derivada p = 6 son acotadas, es decir, existen constantes

positivas C; y C, tales que, |p| < C; y 6] = Co.
C3. Laentrada u debe ser persistente, es decir, debe satisfacer la Definiciéon (4.1).
Entonces, un observador para el sistema (4.56) esta dado por

1/2

z21=uzp+ ky(u)le | '“sign(e;)
) ko(uw) .
2o = f(z2, 20, u) + 2 sign(ey)
1 ] : : (4.57)
ngw[—QSQ—A(u) Sp—SpA(u)+C C]
V=2

donde 6 es una constante positiva, Sy es una matriz simétrica y definida positiva, y k;(u), k2 (1) se

obtienen de la siguiente expresion:
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K=s;'cT= ki)
ko (u)

Para analizar la convergencia en tiempo finito del observador Super Twisting de estado afin, se

define el error de estimaciéon como sigue

e1=X1—21
(4.58)
€2 = X2 — 22
cuya dindmica es la siguiente
s 1/2
é1=uey— ki(ulei|"“sign(er)
(4.59)

ér=flx,z,u)+p— kZ(u)sign(el)

donde f(x,z,u) = f(x1, X2, ) — f(z1, 22, W)

La convergencia de este observador se demuestra en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.2. Considere el sistema (4.56) y las hipdtesis C1, C2 y C3 se satisfacen. Entonces, el
sistema (4.57) es un observador Super Twisting de estado afin para el sistema (4.56), el cual converge

en tiempo finito.

Demostraciéon: Introduciendo el siguiente cambio de coordenadas, el cual es un homeomor-

fismo global.
&1 =lei?sign(er)
(4.60)
§2=e2
Entonces, la dindmica de (4.59) en las nuevas coordenadas esta dada por
. 1 —ki(w) u 0
¢ ¢ (4.61)

= +
2le1" | | Zjow) 0 2ler Y2 (f(x, 2z, u) + p)

T
donde ¢ = [f 1 {2] , la ecuacion anterior se representa de manera compacta como sigue
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. 1
donde
u ki(w) 0 0
A= ’ = ) = - , C:[l 0]
0 0 ko(u) 0 2le1) 2 (f(x,z,u) + p)

Para analizar la convergencia de la dindmica del error de estimacion (4.62), considere la si-

guiente funcion candidata de Lyapunov

V(&) =&ETSpé (4.63)

Entonces, tomando la derivada con respecto del tiempo de V' (¢{), a lo largo de las trayectorias

de (4.62), se tiene que

. 1
V(&) < TG [-0&T Spé +267 Sp@] (4.64)

Tomando la norma al término no lineal 2¢7 Sg®, y a partir de la hipétesis C1, es decir, ||®|| <

J11¢1l, donde 9 > 0, reescribiendo la expresion (4.64) resulta que

. 0 1
VE)s—V T 2 4.
€)= =5 VO + 5 lISel191I] (4.65)

Ademas, la funcién de Lyapunov satisface la siguiente desigualdad

Amin(SOIEN? < V(&) < Anax(So)IIEN1?

donde A,,i,(Sp), Amax(Se) son los eigenvalores maximos y minimos de Sg. Entonces, la ecuacion

(4.65) se reescribe como sigue

) 0 —
UGEES T v@ (4.66)

|€1|1/2

2[1Spl10

Toax (o) * Ahora bien, considerando que la siguiente desigualdad se satisface

donden =
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174 1/2
|aﬂ”snms{——39—}
Amin(SG)
Resulta que
V(E) < —yV(©)Y? (4.67)

donde y = %\/ Amin(Sg) (6 —n). Seleccionando 6 lo suficientemente grande, tal que y sea posi-
tiva, entonces, V(¢) es negativa definida.
Para demostrar la convergencia del observador en tiempo finito es necesario resolver la si-

guiente ecuacion diferencial

v=—yv'%,  v(0) =1y

cuya solucion es
1 2
v(t) = {vé’z - E)/t}

Ahora bien, del principio de comparacion [34], tenemos que V ({) < v(t) cuando V(£(0)) < vy,

entonces ¢ converge a cero en tiempo finito y este tiempo se alcanza en

1/2
o 2VEO)
Y

Observador Super Twisting adaptativo de estado afin

Considere la siguiente clase de sistemas:

X1 =uxy+¢1(u, )0 +y1(w,y)
Xo =2 (u, )0 + 2 (u, x) (4.68)
y=Cx
donde x € R? es el vector de estado, u € R es la entrada del sistema, y € R es la salida del sistema,

0 € R representa el pardmetro desconocido. El vector C = [1 O]-

Se considera que el sistema (4.68) cumple las siguientes hipotesis
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D1. Las funciones ¢ (i, y), ¢2(u,y) y w1(u, y) son continuas con respecto de u e y

D2. Lafuncién v»(u, x) es Lipschitz con respecto de x, y uniformemente con respecto de u

D3. Laentrada u debe ser persistente, es decir, debe satisfacer la Definicion (4.1)

D4. El parametro 0 se supone constante y acotado.

Entonces, un observador para el sistema (4.68) es el siguiente

Z1=uz+ P10 +y1(w, ) + ki (wler V2 signier) + Sy A2les |2 sign(er)

Lt) . 1 -1 .
szgn(e1)+—89 A Agsign(er)

N k
2 = o1ty )0+ (11, 2) + 2

[—0xSx — Aw) TS, — Sy A(w) + CTC]

Sy =
X 2le; |1/2
(4.69)

|1,2[ ~2le1|"?pgSp+ ATCTCA|

oo |1/Z{[A(u) SeTclA+ o, y)}

A 1
0=——[S;,'ATCTCé]

21 . N .
donde z = es el vector de estado estimado, j es la salida del observador, p,, pg son constantes
22

positivas, las matrices Sy, Sy son simétricas y definidas positivas. El parametro a identificar esta

representado como 6. Ademas:

O (w,y)
2le1 |2y (1, y)

S;lcT —

)

k1 (w)
ko (u)

, ®(u,y) = [

le1]!"sign(er)
sign(ey)

Para analizar la convergencia en tiempo finito del observador Super Twisting adaptativo de

estado afin, se define el error de estimacion del estado, y el error de identificacion del parametro

como sigue:
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€1 X1 — 41
e=x—2z= =
€2 X2 — 22 (4.70)
6=0-0
cuyas dindmicas son
e |uea+ 1w, )0 - ki(w)ler|M2sign(e)) - Syt A2ler M2 sign(er)
€= . = A k2(u) . 1 -1 .
ér h2(u, )0+ A¥ (u, x,2) - szgn(el)—gse A1Azsign(er) (4.71)
% 1
6=-———[SpATCTC
2l 1% d

donde A¥ (u, x,z) =¥ (u,x,y) —¥Y(u,z,y)

La convergencia del observador se demuestra en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.3. Considere el sistema (4.68), y que las hipotesis D1, D2, D3 y D4 se satisfacen.
Entonces, el sistema (4.69) es un observador Super Twisting adaptativo de estado afin para el sistema

(4.68), el cual converge en tiempo finito.

Demostraciéon: Introduciendo el siguiente cambio de coordenadas, el cual es un homeomor-

fismo global

1/2 o
(e1)
£ = lei|""“sign(e; @72

€2

Entonces, la dindmica del error de estimacion del estado en las nuevas coordenadas esta dada

por a

. 1 —ki(uw) u (u,y) ~

¢= 1/2 1 ¢t o 0
2ler| —ko(u) 0 2ler]"*pa(u, y)

: (4.73)
! 0 —Sy A3le1|M2sign(e)
- +

2le |12 2le "2 Ay (u,x,2) | [ =Syt AvAzler| P sign(er)

T
donde ¢ = [f 1 € 2] . La ecuacion anterior puede ser representada de manera compacta como
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&= WIIW {[Aw -S;'CcTClé+ @+ - AS, ATCTCE} (4.74)
con
aw= " Y| sper= [0 | MY ‘:[ 0 ]
0 0 ky(u) 0 2ler |2 (u, y) 2ler | Ay (u, x, 2)
donde

Ayo(u,x,2) =y (u, x) —ya(u, z)

Ahora, introduciendo el siguiente cambio de variable

c=E—AD (4.75)

Entonces, la derivada con respecto del tiempo de o esta dada por

: 1 -1,~T i
U:W{[A(u)—sx C'Clo+V¥} (4.76)

Para verificar la convergencia del observador, se propone la siguiente funcion candidata de

Lyapunov

V(o,0)=0"S,0+67Sy0 4.77)

Tomando la derivada con respecto del tiempo de V (c,0), alo largo de las trayecorias de (4.71)

y (4.76), se tiene que

V(0,0)=—apco! S0 —pghTSe0 —acCTCo+207s, ¥
(4.78)
—af"ATCTCo—ac’CTCAO-afTATCTCAD

1 .
donde @« = ———, ademads, es facil ver que
2ley|1/2
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—ac’CTCo-ab"ATCTCo-ac'CTCAO-ab"ATCTCAO

=—a[o+A0]" CTClo+AB] <0
Tomando la norma al término no lineal 26 S, 7, y a partir de la hipétesis D1, es decir, 1P|l <
J]lo||, donde 9 > 0, reescribiendo la expresion (4.78), resulta que
V(0,0) < —a(pxo' Sy +a ' pgh” Se0 —1S,l1911011?) (4.79)

Ademas, la funcion de Lyapunov V (o) satisface la siguiente desigualdad

Amin(SOllol? < V(0) < Apmax(So)llol®

donde A,,,;,(Sx), Amax(Sx) son los eigenvalores maximos y minimos de Sy. Entonces, la ecuacién

(4.79) resulta ser de la forma

V(0,0) < —a((px— @0 Syo+a ' pgh’ Sp0) (4.80)

2[1S4119
Amax(Sx)

la funcién de Lyapunov V (o, 0), en forma compacta como sigue

T
donde @ = Definendo el vector n como n = [aT éT] , €l cual nos permite reescribir
V(0,00 =V =ntsy (4.81)

donde S =diag(Sy, Sp), satisfaciendo la siguiente expresion

Amin SN < V1) < Amax(S)1I0l1?

Entonces, la derivada con respecto al tiempo de la funcién de Lyapunov dada en (4.80), resulta
que

Vin) <-adV(n) (4.82)

donde 6 = min((px— @), a2 pg).
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Ahora bien, considerando que se satisface la siguiente desigualdad

V( ) 1/2
|aﬂ”smms{ i }
/lmin(s)
Entonces, se tiene que
V) < —yVmpt? (4.83)

1
donde y = 55 V Amin(S). Seleccionando p, lo suficientemente grande, tal que sea mayor que @, y
escogiendo pg sea positiva, entonces, V(0,0) es negativa definida.
Para demostrar la convergencia del observador en tiempo finito es necesario resolver la si-

guiente ecuacion diferencial

U= —yv”z v(0) =,
su solucion seria la siguiente:

1 2
v(t) = {v})/z — E)/t}

Considerando el principio de comparacion [34], tenemos que V (1) < v(t) cuando V (1(0)) < vy,

entonces 7 converge a cero en tiempo finito y alcanza dicho valor en el siguiente tiempo:

1/2
- 2V@O)
%

T
Con esto, nos lleva a la conclusién que el estado n = [UT QT] converge a cero en tiempo

finito.

4.3. Observadores interconectados para el MSIPI

En esta seccion, se disefiardn dos observadores interconectados para estimar la posiciéon an-
gular mecdnica 0, la velocidad angular mecdnica (2, la resistencia del estator R; y el par de carga

T; del MSIPL
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4.3.1. Observadores para el modelo del MSIPI en el marco de referencia (d, g)

A continuacion, se presenta el disefio observadores no lineales para estimar la resistencia del
estator Ry, la velocidad angular mecdanica Q y el par de carga T}, a partir del modelo matemadtico
del MSIPI en el marco de referencia (d, q).

Considere el siguiente modelo matematico del MSIPI en el marco de referencia (d, q), obtenido

en el Capitulo 2.
disd Rs. Lq . VUsd
e + — Q + =
dr LT, Pt
di R L v
t q q q q (4.84)
aQ  f, 1 . P o1
e LOs —pyig+ = (La— L) isaisq— =T,
dt 7 JPU/r sq ]( d q) sdlsq 7 1
Ao,
dr

Ahora bien, para el disefio del observador interconectado para el MSIPI en el marco de refe-

rencia (d, q), se considera que

@—0 dRs
dt ~  dt

=0 (4.85)

esto es que T; y R, se asume que son constantes. Ademads, la resistencia del estator presenta varia-

ciones que son funcién de la temperatura del estator.

Considerando R; como componente del vector de estado, entonces, el modelo extendido del

MSIPI se puede expresar como dos subsistemas interconectados entre si, como sigue

di R L v
dt Lg L, Lg
54 4R _ (4.86)

dat

V1= 1isa
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di R L 1%
dt ~— Lg " L L, L,
.oda 1 . P .o 1
Z2: ar —TUQ+FI9U’rlsq+7(Ld_LCI) lsdlsq_}Tl (4.87)
Yo = isq
Los subsistemas (4.86) y (4.87) se pueden escribir en forma compacta como sigue
Xi=A()Xi+ & (X)) + Qru
P (4.88)
n=Gx
Xo = A2(1) Xo + 81(X1, Xo) + Dou+ OT;
2214 (4.89)
V2 =CXo

T T T
donde X; = [isd Rs] , Xo = [isq,Q] es el vector de estados de cada subsistema, u = [Vsd ysq]

representa los voltajes del estator, y = [isd isq] representa las corrientes del estator del MSIPI,

el pardmetro T; es considerado como una perturbacién desconocida y acotada. Ademas

I L 1
Ta £," s I
A1(y) = dl, g1(Xp)= d , ®;= d
0 0 0 0
- Rs
0 —L—Pisd—P% I
AZ(J/): q q , gZ(Xl)XZ): p p q fU
0 0 “Wrlsg+—=Lg—Ly)iggisg——
) ]V/r sat g d—Lg)lsalsq 7
1 -
L_ 0
(DZZ q ’ o= 11> Cl:CZZ[]. 0]
o] 15

donde g; y g2 son los términos de interconexion entre ambos subsistemas. El dominio de opera-

ci6én para el MSIPI se define como
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DEFINICION 4.3. El dominio fisico de operacion del MSIPI, estd definidio por el conjunto ¢, el cual
es 5
Dp={X €R| ligal < I, liggl < I, 101 <Q™, Ty < T/, |Ry| < R"}

T
donde X = [isd isg Q Rg| 1745 I7H4%, QM4 4% y R son los valores mdximos que tienen
las corrientes del estator, la velocidad angular mecdnica, el par de carga y la resistencia del estator,

respectivamente.

Para disenar los observadores de estado para el motor, primero se definirdn algunas caracte-

risticas del modelo del motor:

= Elvector de estado X; (X») serd considerado como entrada para el subsistema X, (Z1).

= Cuando el motor esta dentro del drea observable, eso implica que, X; y X satisfacen la con-

dicién de persistencia.
Ademas, para el modelo del MSIPI se debe considerar lo siguientes hip6tesis:

F1. A;(y) es globalmente Lipschitz con respecto de X,

F2. A,(y) es globalmente Lipschitz con respecto de X;

F3. g1(X>) es globalmente Lipschitz con respecto de X>.

F4. g»(X3, X>) es globalmente Lipschitz con respecto de X, X».
F5. El pardametro T; es constante y acotado.

F6. Los subsistemas cumplen con la definicién de persistencia.

Una vez establecido lo anterior, se procede a disefiar los observadores para los subsistemas
(4.88) y (4.89). Posteriormente en el Capitulo 6 se realizard un estudio comparativo entre observa-
dores de convergencia asint6tica (observadores tipo Kalman), contra los observadores de conver-

gencia en tiempo finito (observadores de modos deslizantes).
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Observadores interconectados tipo Kalman

Para la estimacion de la resistencia del estator Rg, la velocidad angular mecdnica Q y el par
de carga Tj, se disefiard un observador interconectado tipo Kalman para los subsistemas (4.88) y

(4.89), el cual tiene la siguiente estructura

21 =MW Z+81(Z) +P1u— S Cl (h - y)
Orxe=4 $1=-p1S1—- AT (NS1-S1 410 +C{ & (4.90)

n=C2z

Zy= KN 2o+ §2(Z1, Zp) + Q2+ O Ty = ;" C; (2~ y2) = AS; AT Cy (2~ y2)
So=—paS1— AT (1)S1 - S1A2(y) + CI G,
S3=—p3Ss+ATCICoA

Orkay o (4.91)
A=[A()-S"CIC|A+d

Ty =-S5 'ATC (3o - y2)

Vo=CoZp

donde Z; = [fsd 1%8] ! y Lp = [fsq Q] ' es el vector de estado estimado, respectivamente de X; y
Xo, pi para i = 1,2,3 son constantes definidas positivas , S; de j = 1,2,3 son matrices simétricas
definidas positivas, con S;(0) > 0. El término Sl‘lC T es 1a ganancia del observador para el subsis-
tema (4.88), ahora bien, el término S, C/ es la ganancia del observador, y el término AS;'ATC)
es la ganancia de adaptacion para el subsistema (4.89).

La convergencia del observador adaptativo interconectado se establece en el siguiente teore-

ma.

TEOREMA 4.4. Considere el modelo dindmico del MSIPI compuesto por los subsistemas (4.88) y
(4.89). Entonces, los sistemas (4.90) y (4.91) conforman un observador adaptativo interconectado
para los subsistemas (4.88) y (4.89), cuya estabilidad prdctica uniformemente fuerte de la dindmica

del error de estimacion es establecida.

La demostracion del teorema anterior se encuentra detallada en [35].
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Observadores interconectados de modos deslizantes

Considerando el modelo matemadtico del MSIPI en el marco de referencia (d, g), el cual fue
divido en dos subsistemas X; dado por (4.88), y X, expresado en (4.89) con sus respectivas con-
sideraciones, se procede a disefiar un observador del tipo Super Twisting de estado afin para el
subsistema (4.88), y un observador de tipo Super Twisting adaptativo de estado afin para el sub-

sistema (4.89). Entonces, tenemos que ambos observadores tendran la siguiente estructura

Zl = Al (y)Zl + &1 (Zg) +<I)1u - ElFSEllClT

. 1

O1,sTEA={ S6, = 2le |12 [-61S9, — A{ (1)S0, = Se AL (y) + C C1] (4.92)
1,1
n=C2Z

Zy = Ao (V) Za + 82(Z1, Zo) + Do+ T — E5FS, | C —EFAS, I ATCY
1

0. = 5117z | =025, = AT (180, = S, A2 (1) + CJ o

5"93 = 2|€2_1|1/2 [—2|€2,1|1/293593 +ATC2TC2A]
02,574 Y 1 . (4.93)
- » ]
= 2|ez'w{[z‘lz(y) —Sp, G Cg] A+<I>}
y L |-S;!ATCl e |
T 2lep 12 L0 2

J2=CoZp

donde Z; = [Z sd RS] ' , Ly = [Z sq Q] ! son las variables de estado estimadas, respectivamente de
X1y Xy, 0; parai =1,2,3 son constantes definidas positivas ; ng de j = 1,2 son matrices simé-
tricas definidas positivas, con Sp,(0) > 0. El término SH‘IICT es la ganancia del observador para el
subsistema (4.88), 89‘21 CZT es la ganancia del observador, y el término AS;slATCZT es la ganancia de

adaptacion para el subsistema (4.89). Los errores de observacion se definen como e; 1 =y1— 1y

1
€1 =Y)2— 2. LamatrizF = , ademas
0

D=

_ le; 111/2sign(e; 1) 0 lei1 Y 2sign(e;n)
=" : &= l para i=1,2
0 sign(e;) sign(e;i)
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La convergencia del observador Super Twisting adaptativo interconectado de estado afin se

establece en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.4. Considere el modelo dindmico del MSIPI compuesto por los subsistemas (4.88)
y (4.89), y ademdis las hipdtesis F1, F2, F3, F4, F5 y F6 se satisfacen. Entonces, los sistemas (4.92) y
(4.93) conforman un observador Super Twisting adaptativo interconectado de estado afin para los

subsistemas (4.88) y (4.89), el cual converge en tiempo finito.

Demostracién: Para demostrar la convergencia del observador, considere las siguientes fun-

ciones de Lyapunov

Vi(é1) = &1 Sp,é1, Vo(0,6) =07 Sg,0+ T)" Sp, T (4.94)

donde ¢, es un vector en funcién de los errores de estimacién del estado del subsistema (4.92), T;
es el error de identificacién del parametro para el sistema (4.93), o = &>, — AT;.

La funcién V; (¢1) representa la funcién de Lyapunov para el subsistema (4.92), y V» (0, 0) repre-
senta la funcion de Lyapunov para el subsistema (4.93). Entonces, la funciéon de Lyapunov para el

sistema completo estd dada por

Vr(é1,0,T)) =& Sp, &1+ 07 Sp,0 + Tszeg T, (4.95)

Tomando la derivada con respecto al tiempo la funcién de Lyapunov, realizando las operacio-

nes correspondientes (ver Seccion 4.2.4), resulta que

Vréy,0,T) < —a101 V1 (&) — a26Va (o, T)) (4.96)

donde
1 1

=——7, a2=—7173, 0=min(0,,03)
2|ey11? 2]ep |12

ai

T
Definiendo el vector n = [aT TZT] , S=diag(Sy,,Se,) , y considerando que se satisfacen las

siguientes desigualdades
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Vg M2 vap Y2
o 12 < - {—} lenq |2 < s{ }
le1 1l < Tmin(Sa) lea 1] Inll )

Entonces, (4.96), tiene la siguiente forma
VrEL,m s -nvED -y vip? (4.97)

donde vy, = %91\//1,,”-"(891 , Y2 = %6\//1,,”-,,(8). Definiendo 9 = min(y,,y2), la ecuacion (4.97) se

reescribe de la siguiente manera

Vr(é1,0,T)) < —9Vr(&y, 0, T)Y? (4.98)

Para demostrar la convergencia del observador en tiempo finito, considere la siguiente ecua-
cion diferencial

v =—9v'/? v(0) = vy

su solucion seria la siguiente )
1
v(t) = {vé/z - Eﬁt}

Considerando el principio de comparacion [34], tenemos que la funcion Vr (& 1,0,9) < v(r)
cuando Vr ((f 1(0),0(0), 9(0)) < vy, entonces, tanto ¢; como o'y 0 convergen a cero en tiempo finito

y alcanzan dicho valor en el siguiente tiempo

o2V (€1(0),0(0),6(0) "

)

Se concluye que los errores de estimacion del estado para ambos subsistemas convergen a cero

en tiempo finito, asi como, el error de identificacion del pardmetro del segundo subsistema.

4.3.2. Observadores para el modelo del MSIPI en el marco de referencia (a, f)

En esta seccion se utilizardn observadores no lineales para estimar la posicién angular meca-

nica 6,,, a partir de los flujos del estator del modelo del MSIPI en el marco («, ). Para estimar la
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posicion, se consideran la relacion que existe entre la posicion y los flujos del rotor en el marco de

referencia («, ), como sigue

Vg 3 cos(p0,,)
=1/, (4.99)

Wl V2 |sinpOm)
donde vy, es la constante de flujo del rotor y p es el nimero de polos del motor. Dividiendo ¥, g
entre V.4, se tiene que

qﬂﬁ

ra

=tan(p0,)

Entonces, de la ecuacion anterior despejamos el angulo 6,,,, de donde se obtiene que

1 ¥
0, =—tan"! (—’ﬁ) (4.100)
p ra

Para estimar la posicion angular mecénica del rotor, primero considere el modelo matematico

del MSIPI en el marco de referencia (a, ), obtenido en el Capitulo 2.

di R v
sa:__sisa+£Q\Prﬁ+ﬂ
dat Ly Ly Lg
di R v
) 4 q q q (4.101)

a¥,e aQw

dt - p rﬁ
A,

=pQV¥Y
dr 1% ra

El modelo anterior se puede expresar como la interconexién de dos subsistemas, de la siguien-

te manera di R
sa _ ——Sim+£Q‘If,ﬁ+@
dt Lg Lg Lg
231 d;’t’ﬁ = PQ¥,q (4.102)

V1= g
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di R v
Sﬁ:__sisﬁ_ﬁg\l]ra+ﬁ
d¥;q
=-pQVY¥Y
dt p rﬁ
Y2 =ip

80

(4.103)

Los subsistemas (4.102) y (4.103) se pueden representar en forma compacta como sigue

23I<

241{

donde Xj =

como la entrada, y =

0 Pol R . 1
T ——lsa -—
ap=| Lo |, @ax)=| L |, e=|ld, a=[1 o
0 0 pQY, . 0
0 P g R; . 1
_P Ry 1
Ax(y) = Lo |, g xp=| La" |, o=|la|, G=|1 o
0 0 —pQY.g 0

donde g; y g2 son los términos de interconexién entre ambos subsistemas.

isa \Prﬁ]T , Xo = [isﬁ»\yra]

T
Isa isﬁ] representa la salida del modelo. Ademas

X1 = A (X1 +g1(X1, X2) + @1 u

n=0Ccx;

Xo = Ay(1) Xo + g1(X1, Xo) + Dyut
V2= X5

T

(4.104)

(4.105)

T
son los estados de cada subsistema, u = [ym ysﬁ]

Para disefar el observador interconectado, se deben tomar en cuenta las siguientes hipotesis

G1. A;(y) es globalmente Lipschitz con respecto de X»

G2. A;(y) es globalmente Lipschitz con respecto de X;

G3. g1(X1, X») es globalmente Lipschitz con respecto de Xj, X».

G4. g (X1, X») es globalmente Lipschitz con respecto de Xi, X».

G5. Los subsistemas cumplen con la definicién de persistencia.
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Una vez definido lo anterior, se procede a disefiar los observadores para los subsistemas (4.104)
y (4.105). Posteriormente en el Capitulo 6 se realizara un estudio comparativo entre observadores
de convergencia asint6tica (observadores tipo Kalman), contra los observadores de convergencia

en tiempo finito (observadores de modos deslizantes).

Observadores interconectados tipo Kalman

Considerando que las hipdtesis G1-G5 se cumplen para los subsistemas (4.104) y (4.105), se
disefiard un observador interconectado de Kalman extendido. Entonces, tenemos que ambos ob-

servadores tendrdn la siguiente estructura

2= M) 21+ g1(Z1, Zo) + @1 u— ST CT (91 — 1)

O3kE=14 S1=-p1S1—A{ ()81 —$1A,(y) + C{ C; (4.106)

n=C2z

Zo = A (1) 2y + g2( 2y, Zo) + ot — S, CL (92 — o)

Ouxe =3 S2=—p282— Al (3182 — S, A2(3) + CI Cy (4.107)

Vo=Co2Zp

T T
donde Z; = |, \i/rﬁ] , Lp = [fsﬁ \i!m] son los vectores de estado estimadas, p; para i = 1,2

son constantes definidas positivas , S; de j = 1,2 son matrices simétricas definidas positivas,
con §;(0) > 0. El término S]‘.ICT representa la ganancia del observador, para ambos subsistemas
(4.104) y (4.105).

La demostracion de convergencia de este observador interconectado, se encuentra en el Teo-

rema (4.4).

Observadores interconectados de modos deslizantes

Considerando el modelo matematico del MSIPI en el marco de referencia (a, §3), el cual fue
divido en dos subsistemas: X3 dado porla ecuacion (4.104), y X, expresado en (4.105) satisfaciendo

las hip6tesis G1-G5. Entonces, un observador Super Twisting interconectado de estado afin para
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los subsistemas X3 y Z4, estd dado por

2= M7+ 8121, Z) + D u—EES; T
1

=so—m (<61, — AT (1)Sp, — Sp A1 (y) + CL C1] (4.108)
1,1

Os,sTE =14 So,

n=C2z

Zo = As()) Zo + §2(Z1, Zp) + Dyt — Estgzl CZT
1

2,1

O4,STE = 1 Se

Vo=CoZp

T T
donde Z; = [iw \i’rﬁ] y Ly = [fsﬁ \ifm] son las variables de estado estimadas, 0; para i =

1,2 son constantes definidas positivas , Sg It j = 1,2 son matrices simétricas definidas positivas,
con ng (0) > 0. El término S;_IC r representa la ganancia del observador para ambos subsistemas
J

(4.104) y (4.105). Los errores de observacion se definen como e = y1 —j1Y €21 = Y2 — J». Lamatriz

1 0
F= , ademas
0

D=

_ |leinl"?sign(en) 0 lei | 2signlein) _
§i= , &= para i=1,2
0 sign(e;iq) sign(ei)
La convergencia del observador adaptativo interconectado de estado afin se establece en la

siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.5. Considere el modelo dindmico del MSIPI compuesto por los subsistemas (4.104)
y (4.105), y ademads las hipétesis G1, G2, G3, G4 y G5 se satisfacen. Entonces, los sistemas (4.108) y
(4.109) conforman un observador Super Twisting interconectado de estado afin para los subsistemas

(4.104) y (4.105), el cual converge en tiempo finito.

Demostraciéon: Para demostrar la convergencia del observador, considere las siguientes fun-

ciones de Lyapunov

V(€)= &1 Sp, &1, Valé2) = &5 Sp,éa (4.110)
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donde V;(¢;) representa la funcion de Lyapunov para el sistema (4.108), y V»(¢{2) representa la
funcién de Lyapunov para el sistema (4.109). Entonces, la funcién de Lyapunov para el sistema

completo estd dada por

Vr(&1,E2) = & Sp, €1+ &5 Sp,én (4.111)

Tomando la derivada con respecto al tiempo la funcién de Lyapunov, y realizando las opera-

ciones correspondientes (ver Seccion 4.2.4), resulta que

Vr(é1,E2) < —a101Vi(é1) — @202V (&) (4.112)

donde

1 1
o=, ar=—
2|ey 1112 2]ey 1|12

Suponga que las siguientes desigualdades se cumplen

v V2 ) ViE) M2
ley V2 < || ||s{—} , leanlV? < ||s{—}
b 51 /lmin(sel) 21 62 A'mil’l(SQz)

Entonces, la ecuacion (4.112), tiene la siguiente forma

Vr(é1,E) < =1 VEDY2—y,V(En Y2 (4.113)

donde
0 7]
Y1 = é\/Amin(Sel), Y2 = ?2\/ Amin(Se,)

Definiendo 9 = min(y;,Y2), la ecuacion (4.113) se reescribe de la siguiente manera

Vr(€1,&2) < —OVr(&y, &)1 2 (4.114)

Para demostrar la convergencia del observador en tiempo finito, considere la siguiente ecua-

cion diferencial

v==9"% ) =1,
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su solucion seria la siguiente ,
1
v(t) = {Ué/z - Eﬁt}

Tomando en cuenta el principio de comparacion [34], tenemos que V7 (£1,¢2) < v(f) cuando
Vr(€1(0),¢2(0)) < vg, entonces, tanto ¢; como ¢» convergerdn a cero en tiempo finito y alcanzan
dicho valor en el siguiente tiempo

_ 2Vr(61(0),82(00"

T
)

Se concluye que los errores de estimacion del estado para ambos subsistemas convergen a cero

en tiempo finito.

4.4. Conclusiones

En este capitulo se presentaron diversos disefios de observadores de estado, para estimar va-
riables no medibles en ciertas clases de sistemas no lineales. Se propuso una nueva metodologia
de sintonizacion para los observadores de modos deslizantes Super Twisting.

Se propusieron observadores interconectados utilizando la ténica de modos deslizantes Super
Twisting, para los modelos matemaéticos del MISPI introducidos en el Capitulo 2. Asi como, se
disefiaron observadores tipo Kalman, para los mismos modelos con el fin de realizar un estudio
comparativo entre los observadores de convergencia asintdtica (observadores tipo Kalman), y los

de convergencia en tiempo finito (observadores Super Twisting).



Capitulo 5

Diseiio de Controles para el MSIPI

5.1. Introduccion

En este capitulo, se introducirdn definiciones y conceptos acerca de la teoria de control no
lineal. Se presentardn de manera breve algunos algoritmos de control no lineal. Esto con el fin de

utilizar dicha teoria y aplicarla directamente en el MSIPI.

Por otra parte, debido a que la resistencia del estator R; depende de la temperatura, entonces,
dicha variacién introduce una pequena perturbacion paramétrica al sistema, lo cual nos obliga a

disenar un control que sea robusto ante este tipo de perturbacion.

Para el diseno de estrategias de control se utilizard el modelo matematico del MSIPI en el mar-

co de referencia (d, q).

El objetivo de control consiste en controlar la velocidad del rotor Q y la corriente i;, de acuer-

do a una referencia deseada, bajo los efectos de las variaciones en la resistencia y el par de carga.

Para alcanzar estos objetivos, se aplicardn técnicas de control no lineal tales como, el control
Backstepping integral, el cual asegura convergencia asintotica, y el control por modos deslizantes

Super Twisting, el cual asegura convergencia en tiempo finito.

85
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5.2. Controlabilidad

La controlabilidad es una propiedad de los sistemas que nos permite saber si es posible llevar
al sistema, de un estado inicial xo(#) a cualquier estado final x¢(#), en tiempo finito al aplicar una
entrada durante un intervalo de tiempo.

A continuacion, se estudiara esta propiedad tanto para sistemas lineales como para sistemas

no lineales.

5.2.1. Controlabilidad de sistemas lineales

Considere el siguiente sistema invariante en el tiempo

xX=Ax+Bu
(5.1)

y=Cx+Du

donde x € R" representa el vector de estados, u € R la entrada, y € R la salida, las matrices A,

B, Cy D son matrices de dimensiones compatibles.

DEFINICION 5.1. Elsistema (5.1) es controlable, si para cualquier estado inicial x(0) = xy y cualquier
estado final x ¢, existe una entrada que transfiere el estado x, desde xy hasta x ¢, en un tiempo finito.

En caso contrario, el sistema es no controlable [24].

Otra metodologia utilizada para verificar la propiedad de controlabilidad en sistemas lineales,
estd basada en el criterio de Kalman de controlabilidad. De acuerdo con el criterio de Kalman de

controlabilidad, se dice que el sistema (5.1) es controlable, siy solo si, la matriz [€4 g]

6sp=|B AB A’B --- A"1B

es de rango completo, i.e., rank([€4,p]) = n, donde n es la dimension del sistema.
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5.2.2. Controlabilidad de sistemas no lineales

Considere la siguiente clase de sistema no lineal

X=fx)+gx)u
(5.2)
y=h(x)

donde x € R" representa el vector de estados, u € R la entrada, y € R” la salida, las funciones

f(x), g(x) y h(x) son funciones suaves.

DEFINICION 5.2. El sistema (5.2), es controlable si la matriz [€,g]

€re=|gx) adrg(x) ad]%g(x) adj’Z‘lg(x)]
donde
_0glx) . - Of(x)
adsg = I fx) i g(x)

es de rango completo, i.e., rank ([€f,¢]) = n, donde n es la dimension del sistema.

5.3. Controladores no lineales

A continuacion, se introduce el control backsteppingy el control por modos deslizantes Super

Twisting.

5.3.1. Control Backstepping

El control backstepping es una técnica sistemdtica y recursiva, su principio de control se ba-
sa en seleccionar de manera adecuada, funciones compuestas de las variables de estado como
controles virtuales, para un subsistema de primer orden. Después dicho control virtual se disefa

de tal manera que, la estabilidad del subsistema se garantice mediante una funcién de Lyapunow.
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Luego de cada etapa del backstepping, obtenemos un nuevo control virtual en funcion del control
anterior. La ultima etapa del disefio del controlador se obtiene cuando el control real aparece en
el subsistema. Entonces, para demostrar la estabilidad de todo el sistema basta con sumar todas
las funciones de Lyapunov propuestas en cada etapa del backstepping.

A continuacion, se presenta el desarrollo del control backstepping mediante un ejemplo:
Considere el siguiente sistema

561 = X2
(5.3)
X =—asin(x;))—bxy+c+Fcos(t) +u

el cual representa la dindnimca de la parte mecédnica de un generador, donde los valores de los
pardmetrossona=1, b =0.02,c=0.2y F=0.2593 .

Entonces, el objetivo de control para este sistema es resolver el problema de seguimiento de
x1, utilizando la metodologia del control backstepping.

Definiendo el error de seguimiento como sigue

21 =X1— xf (5.4)

e intoduciendo las nuevas variables

§1= X1, o =X, (5.5)

donde x; representa la referencia deseada para el estado x;. Tomando la derivada con respecto al

tiempo de z;, tenemos que

21 =X —

Si definimos las siguientes variables

$2 = X2, ay =—do (5.6)

La dindmica de z; se reescribe de la siguiente manera
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Z1=¢+ay

Para analizar la dindmica del error de seguimiento z;, se considera la siguiente funcién candi-

zf , ¥ se definen las siguientes variables

data de Lyapunov, V; = 1

pr=-kizi—ay, Z=¢— P (5.7

Tomando la derivada con respecto al tiempo de V1, y sustituyendo lo anterior en la dindmica

de z;, se tiene que

y 2
V1 = 2122 — klzl

donde k; > 0. Continuando con la metodologia del control backstepping, se calcula la derivada

con respecto al tiempo de zy, resultando que

Zp =—asin(&) —béy,+c+ Fcos(t) + u—,Bl

Definiendo B, = —asin(¢1) — b2 +c+ Fcos(t) — ,31. Entonces, la ecuacion anterior se reescribe

como sigue

22:ﬁ2+u

Considerando la siguiente funcién candidata de Lyapunov

1
Vizi,20) = Vi + Ezg (5.8)

Tomando la derivada con respecto al tiempo de V(z, z2), se tiene que

V(Zl, Z2) =212 — klzf + 2 (,32 + u) (5.9)

Para asegurar que la funcién de Lyapunov sea negativa definida, la ley de control u, se debe

seleccionar como sigue
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u:—ﬁg—zl—k222 (510)

Utilizando la ley de control anterior, reescribimos (5.9) como sigue

V(Z],Zg) :—klzf—k2z§<0 (5.11)
Entonces, bajo la accion de control u de (5.10), el estado x; seguird la referencia deseada x;.

Ahora bien, para mejorar la robustez del control backstepping, se agrega una accion de con-
trol integral a cada etapa de disefio. Entonces, al anadir dicha etapa nos permite obtener un con-
trol backstepping robusto, el cual permite rechazar términos con incertidumbre en el sistema, asi
como, rechazar cierta clase de perturbaciones. A este tipo de control backstepping, se le conoce

como control backstepping integral.

5.3.2. Control por modos deslizantes de alto orden

En esta seccion se introduce una metolodogia de control robusto basada en técnicas de mo-
dos deslizantes. La principal caracteristica de este tipo de control, es la convergencia en tiempo
finito a pesar de la presencia de cierta clase de perturbaciones e incertidumbres paramétricas.
Sin embargo, una de sus principales desventajas es el efecto de chattering en la sefial de control.
Recientemente se han realizado diversos trabajos, en los cuales se trata solucionar este problema
mediante el uso de modos deslizantes de alto orden, logrando reducir considerablemente dicho
efecto indeseable [36].

A continuacién, se propone un control basado en el modos deslizantes Super Twisting, el cual
tiene propiedades atractivas como: robustez, convergencia en tiempo finito y ademds reduccién
del efecto de chattering. Este control es una modificacion del control Super Twisting propuesto
en [2]. La principal diferencia que existe entre el control que se proponondrd en la siguiente sec-
cion, y el propuesto en [2], es que el control que se propondra en la siguiente seccion requiere
Unicamente de un pardmetro para sintonizar, lo cual facilita la implementacion y sintonizacién

de dicho control en un sistema fisico.
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Control Super Twisting Modificado

Consideremos la siguiente clase de sistemas

X1 =X
Xo=fx)+gx)u+p (5.12)
y=Cx

donde x1, x, representan los estados del sistema, u es la entrada, y representa la salida, f(x)y g(x)
son funciones no lineales suaves conocidas, p es la perturbaciény el vector C = [1 0].

Se asume que el sistema cumple con las siguientes hip6tesis

Al. Las funciones f(x)y g(x) son continuamente Lipschitz con respecto de x.

A2. La perturbacion p y su primer derivada p =y son acotadas, i.e., existen constantes positivas

conocidas Cy y Cy tal que, |p| < Cy, |yl = Cy

Entonces, para el disefio del control Super Twisting, definimos la siguiente superficie deslizan-

te que esta en funcién de los errores de seguimiento, como sigue

s=cije;+ey (5.13)

donde c¢; >0, e; = x1 —x{ y e2 = X1 — X{, con x; como la referencia deseada para el estado x;.
Derivando con respecto del tiempo de la superficie deslizante, y realizando las sustituciones ade-

cuadas, se tiene

S=ce+ fX)+g@u+p—x; (5.14)

Seleccionando la ley de control u como sigue

t
U= —— {—cleg —fx)+x] - Icllslllzsign(s) - kgf sign(s)dr} (5.15)
gx) 0

L2
donde ky = 2L, ky = > conL>0y g(x) #0.
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Entonces, sustituyendo la ley de control anterior, en la dindmica de la superficie deslizante,
tenemos que

L2 t
$= —2L|s|”2sign(s)—?f sign(s)dt+p (5.16)
0

Para analizar la convergencia en tiempo finito del Control Super Twisting, considere el siguien-

te cambio de coordenadas

Z21=3S
12 ot (5.17)
Zp = ——f sign(s)dt +p
2 Jo
Derivando con respecto del tiempo las ecuaciones anteriores, se tiene
z1==2Lz1|"*sign(z1) + 2o
12 (5.18)

2y = _?Sign(zl) +Y

dondey =p

La convergencia de este control queda demostrada en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 5.1. Considere el sistema (5.12), y ademds las suposiciones Al y A2 se satisfacen. En-
tonces, la ley de control propuesta en (5.15) es un control Super Twisting para el sistema (5.12), el
cual hace que el sistema en lazo cerrado converja a la referencia deseada en tiempo finito en presen-

cia de perturbaciones.
Demostracion: Introduciendo el siguiente cambio de coordendas,

1/2

¢1=lz1l""“sign(z)

(5.19)
ér=2

el cual es un homeomorfismo global.
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Entonces, la dindmica de (5.18) en las nuevas coordenadas esta dada por

. 1
¢ = W (5.20)

T
donde ¢ = [5 1 € 2] , la cual de manera compacta se representa como sigue

-2L 1 0

_L2 0 2|Z1|1/2Y

. 1
=—[(A-S;!CcTQ)é+T 5.21
6 2|Z1|1/2 [( X )6 ] ( )
donde
0 1 T —2L 0
A= , C=[1 9|, T= ., sTicTe=
00 2|z Y2y -12 0
La matriz Sy es definida positiva, solucién de la siguiente ecuacién
LSy +ATS +S,A-CcTc=0 (5.22)

donde L es una constante positiva. Para analizar la convergencia de la dindmica del error de se-
guimiento (5.21), considere la siguiente funcion candidata de Lyapunov
V(E© =¢"S¢ (5.23)

Tomando la derivada con respecto del tiempo de V() alo largo de las trayectorias de (5.21), se

tiene que

V(E) < [-LET S +2¢T8,T] (5.24)

2| Zl|1/2
Considerando la norma del término no lineal 2¢7 S, T, y a partir de la hip6tesis A2, es decir,

[IT]| < 9lI€]|, donde 9 > 0, la ecuacién (5.24) resulta ser

: L 1 ,
V() = =5 VO + 52119 G (5.25)
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Ademds, la funcién de Lyapunov satisface la siguiente desigualdad

Amin(SOIEN? < V(&) < Amax(SOIIEN?

donde A, (Sx), Amax(Sx) son los eigenvalores méximos y minimos de S,. Entonces, la ecua-

cién (5.25) se reescribe como sigue

. (L—n)
V() =- |4 5.26
©) e (©) (5.26)

donden = % Ahora bien, considerando que la siguiente desigualdad se satisface

212 < 1€l < {—‘c}
Amin(sx)
Resulta que

V(©) < -6V(©)!? (5.27)

donde 6 = %\/ Amin(Sx) (L—n). Seleccionando L lo suficientemente grande, tal que 6 sea positiva,
entonces, resulta que V (¢) es negativa definida.
Para demostrar la convergencia del control en tiempo finito, considere la siguiente ecuacion

diferencial

v=-6v"% v = Vo

cuya solucion es

1 2
v(t) = {vé/z— 561?}

Tomando en cuenta el principio de comparacién [34], tenemos que V (¢) < v(¢), cuando V ({(0)) <

Vo, entonces ¢ coverge a cero en tiempo finito y alcanza dicho valor en

2V (&)
T=—%

Observacién. Note que a diferencia del control Super Twisting propuesto en [2], este control

requiere de un solo pardmetro L para sintonizar el control.
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5.4. Analisis de Controlabilidad del MSIPI

Ahora se analizard la propiedad de controlabilidad para el modelo matematico del MSIPI en el

marco de referencia (d, g), presentado en el Capitulo 2.

disa _ Rsz + QL isg+ 1 v

dr I, sdtT P 7,554 sd

disq R; Lg vy 1

__Se—pasti—pa¥ri Ly, 5.28

\ a1 L, sq— P L, sd— P L, L, sq ( )

aQ p .. p_ . fo 1

— ==(Lg—Lg)isgisg+—=Wriss——Q—=T,

dt ](d q) sdtsq ]Wrsq Ji ]l

T T
donde [ isa lsq Q] representa el vector de estados, [vsd ysq] son las entradas del sistema,

T
[ isqg s q] son las corrientes de salida medibles del motor.
El sistema definido por la ecuacién (5.28), se dividira en dos subsistemas interconectados, que

en forma general, Se representan como

DX _ 4 (X X0) + g1(Xa) a%q Xy Xa) + 82(Xy)
—— = 1&g, Aq) + 81(Xq) Vsq — =/ y Xd) + &2 v
¥, :{ dt ’ ¥,:{ dt I 7 (5.29)
y=m(Xa) y=ha(Xg)
donde
A X)) = | -2+ =z KXo = |-
1\Ad, Ag) = Ldlsd p Ldlsq ’ 81l&q) = Ld
R; Ly, 1
_L_Slsq_pQL_dlsd_pQ% —
fo(Xg, Xq) = p ! pq fo 1 g (Xq) = | La
h7(Ld_Lq)isdisq+7Wrisq_7Q_}Tl 0
i
Xa=|ia]s  Xq= NI mXD) = i), ha(Xg) = i)

Para determinar si ambos subsistemas X, y X, cumplen con la propiedad de controlabilidad,

se utilizara la Definicién (5.2).
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Ahora bien, verificar la propiedad de controlabilidad para el sistema X, se puede calcular di-
rectamente. Entonces, solo se presentard el analisis de controlabilidada para el sistema X,. Para

ello se construye la matriz de controlabilidad € a partir de la Definicion (5.2), la cual estd dada

por
[ 1 R
Ly L7
Cq= 820Xy adpg(Xy)|=
p . 1
0 ——=[{Lg—Lg)isq+ —
][( a—1Lq)isa Wr]Lq‘

La controlabilidad del sistema X5, se verifica al determinar que la matriz €, es de rango igual
az.
Por lo tanto, para que la matriz 6, sea de rango completo, basta con evaluar el determinante

de la matriz 6, el cual estda dado por
___P :
Det[€4] = BT [(La—Lg) isa+v,]
JLG

Claramente se ve que el Det [6,] # 0, si la corriente iz, # 0. Entonces, podemos concluir que

¥, es controlable si iz # 0.

Desde el punto de vista practico, cuando is; = 0 el motor se encuentra en reposo. Lo cual, no

tiene interés practico para el control del MSIPI.

De lo anterior, se concluye que el modelo del MSIPI satisface la propiedad de controlabilidad.

A continuacion se presenta el disefio de controladores para el MSIPI

5.5. Diseiio de controles no lineales para el MSIPI

El propésito de esta seccion consiste en disefiar estrategias de control no lineal, que sean ro-

bustas ante incertidumbres paramétricas, con el fin de alcanzar los objetivos de control deseados.

Ahora bien, en este trabajo de investigacion se utilizara el control del tipo sensorless, es decir,
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las variables como velocidad angular mecénica Q, resistencia del estator R,y el par de carga T}, se
obtendran a partir del uso de los observadores propuestos en el Capitulo 4.

Para disenar las estrategias de control, se considera el modelo matemaético del MSIPI en el
marco de referencia (d, q) expresado en la ecuacion (5.28), que permitirdn lograr los siguientes

objetivos de control.

Objetivos de control

= Disefar estrategias de control, que permitan el seguimiento de una referencia deseada de

corriente i *,.
sd

» Disefiar estrategias de control, que permitan el seguimiento de una referencia deseada de

velocidad angular mecénica Q*.

Tomando en cuenta los objetivos de control, se procede a disefiar los controles para los subsis-
temas X1 y 2, de la ecuacion (5.29). Debido a que el sistema posee incertidumbres pardmetricas,
se propone realizar un control backstepping integral cuya convergencia es asint6tica, asi como,

un control por modos deslizantes Super Twisting cuya convergencia es en tiempo finito.

5.5.1. Control Backstepping Integral para el MSIPI

El disefio del controlador backstepping integral es un método recursivo, el cual se desarrollara

en tres etapas:

Etapa 1: Lazo de velocidad angular mecanica Q

Para resolver el problema de seguimiento de referencia de velocidad angular mecénica Q, se

definird la siguiente variable

t
zQ:Q*—Q+k1fO (Q*-Q)dt (5.30)

donde k; es una ganancia que permite mejorar el desempefio del control, la cual es positiva. Con-

tinuando con el control de velocidad, la entrada vy, se disenara de tal manera que la corriente del
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estator is, alcance una referencia que denominaremos l . Entonces, tomando la derivada con

respecto al tiempo de (5.30), y reemplazando i54 por la sefal de referencia i;,, tenemos que

sq’

4 foqg_ P 1 N
=0* —7(Ld Ly)isaisy + ;Q—7w,zsq—7Tl+k1 (Q*-Q) (5.31)
Cabe mencionar que i{, serd considerada como la nueva entrada virtual para la siguiente etapa

del subsistema. Entonces, para analizar la estabilidad de este lazo, se propone la siguiente funcién

candidata de Lyapunov

Derivando con respecto al tiempo de la funcién de Lyapunov a lo largo de las trayectorias de

(5.31), resulta que

Vo = ZQ{Q +79—}T1+k1(9 —Q)+zsq[—7(Ld—Lq)zsd—7wr]} (5.32)

Siguiendo la metodologia del backstepping, el control virtual ig, se seleccionara como sigue

[—kzzQ—Q —QQ+]T1 k1 (Q*—Q)] (5.33)

1
lsqg = 7

_7 (Ld _Lq) Isd— BWr

J

Entonces, sustituyendo la ecuacién anterior en (5.32), se tiene que

VQ = —kg Zé
donde k, > 0. De la ecuacién anterior, es facil ver que zg convergera a cero exponencialmente.

Etapa 2: Lazo de corriente i,

Considerando la etapa anterior, esté claro que la entrada virtual del lazo anterior ig, estabi-
liza la dindmica de (5.31). Entonces, en esta segunda etapa se disefiara el control vy, tal que la

corriente iy realice el seguimiento de referencia ig,. Para ello, se define la siguiente variable
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t
Zog = iy —isq + K3 f (i3~ 1sq) @t (5.34)
0
donde k3 > 0. Derivando con respecto al tiempo la ecuacion anterior, tenemos que

. Tk RS . Ld. 'Wr 1 ok .
Zsq = zsq+L—qzsq+pQ L_qlSd+pQL_q —L—quq+k3 (zsq— zsq)

Para analizar la estabilidad de este lazo, se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov

1 2
Vsq = VQ+§ZSq

Derivando con respecto del tiempo de V4, resulta que

. . R L 1
_ 2 Y S . d . wr ok .
Vsqg = —kazg +zsq{zsq + L—qzsq +pQ L_qlSd — pQL—q — L—quq + ks (1Sq — zsq)} (5.35)
Seleccionando el control v, como sigue
ok R . Ld . ok .
Vsqg=—Lg [—k4zsq —igq— —stq -pQ—igz+pQ Yr_ ks (zsq — zsq)] (5.36)
Lq Lg Lg

y sustituyéndolo en la ec. (5.35), tenemos que

y 2 2

donde k4 > 0. La ecuacion anterior implica que tanto z;; como zq convergeran a Cero exponen-
cialmente. Por lo tanto, se garantiza que la velocidad Q2 del motor, siga la referencia de velocidad

QF.

Etapa 3: Lazo de corriente i,
Finalmente, para resolver el problema de seguimiento de referencia de la componente corrien-

te de estator i, se definird la siguiente variable
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t
Zsd = i:d —isq+ ]C5f0 (i:d - isd) dt (5.37)

donde k5 > 0. Tomando la derivada con respecto al tiempo la ecuacion anterior, se tiene

L 1
q . ok .
zsq—L—vsd+k5(zsd— isd)
d

. % RS .
Zsd = lsd"‘L_dlsd_pQL_d

Para analizar la estabilidad del sistema del lazo, se considera la siguiente funcién candidata de

Lyapunov

1 2
Vsa = Ezsd

Derivando con respecto al tiempo Vi, resulta que

. : R; . Lq . 1 . .
Via = Zsa |12+ —isa+ pQ —qlsq — —Vsq+ ks (i}, — i5a) (5.38)
Lqg Ly La
Seleccionando el control vg; como sigue
: R . Lb] . . .
Vsa=—La |—kezsa—1,;— —i—-pQ —isq—ks (i}, isa) (5.39)
Lg Lqg

y sustituyéndolo en la ec. (5.38), tenemos que

y 2
Vsd = _kﬁzsd

donde kg > 0. La ecuacion anterior implica que z;; convergerd a cero exponencialmente. Por lo
tanto, se garantiza que la corriente i;; del motor, siga la referencia de corriente i: e
Finalmente, combinando las acciones de control i{,, vsq ¥ Usq, se lograra nuestro objetivo de

control de manera asintética para el MSIPI.

5.5.2. Control Super Twisting para el MSIPI

El controlador por modos deslizantes Super Twisting, se desarrollara en dos etapas:
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Etapa 1: Lazo de velocidad angular mecanica Q)
Para resolver el problema de seguimiento de referencia de velocidad angular mecdnica Q, se

definird siguiente superficie deslizante, la cual estd en funcién del errores de seguimiento
so=kq1e1+e (5.40)
donde kg1 >0, e; = Q-Q* y e, = Q—Q*. Derivando con respecto del tiempo la ecuacién anterior,
tenemos que
Soa=kq1e2+é (5.41)
donde el término é;, estd dado por

é =d; isdisq +dy Qisg+ds isq +dyQ+ds Usqg T C2Cy T;
(5.42)

+clagﬂi§q+c1ngifd+cla3isqud—§"2*

con

R, Ly 1

ag=——, @d=p—, da3=—

1 I, 2 PLd 3 I,

Ry d Yy

b :——’ b = — -, b = — -—, b [ —
1 L, 2 qu 3 qu 4 L,
p f p 1
01—7(Ld—Lq), C2 ——]V, C3:7Wr» Ca=-7

d1=61161+01b1+01€2, d2:b301+03b2, d3=(32(33+03b1
dy=cocr+Db3c3, ds=cCibaisqg+c3by

Ahora bien, siguiendo la metodologia del control Super Twisting propuesto, descrita en la Sec-

cién 5.3.2, la ley de control vy, se selecciona como sigue
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1 . . . )
Vsq = d—5{—dllsdlsq—dzﬂlsd—dglsq—d4Q+CgC4Tl—61[ZZQZSq

(5.43)
t
—cleQifd—clagisqud+Q* _kQ,lez_kQ,‘zlSQll/z_ kQ,g\[O sign(sQ)dT}

donde
2

Ly
kao2=2Lq, kaz= - Lo >0

Etapa 2: Lazo de corriente i

Ahora, para que la corriente del estator sy siga una referencia deseada i}, se definird la si-

guiente superficie deslizante, la cual estd en funcion del error de seguimiento

t
Ssa = ksa1e1+ f eidt (5.44)
0

donde kg, >0y e; = isq — isq+. Derivando con respecto del tiempo la ecuacion, tenemos que

Ssd = ksd,lél +er

Reemplazando los términos adecuados en la dindmica de la superficie deslizante, se tiene

. R . Lt] . k d,1 :
Ssd = _ksd,lL_;lsd + ksd,po L_dlsq + z—d Usa — ksd,ll:d te (5.45)

Tomando en cuenta, la metodologia del control Super Twisting propuesto, descrita en la Sec-

cién 5.3.2, la ley de control vy, se selecciona como sigue

Ly Rs . Lg .
VUsd = k_ {ksd,lL_slsd —ksa1pQ L_lsq + Ksa1 lgg—€1
sd,1 d d (5.46)

t
_ksd,2|ssd|1/25ign(ssd) - ksd,3/(; Sign(ssd)dt}

donde
2

d
ksd,z =2Lgq, ksd,S = %; Lig>0
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Finalmente, combinando las acciones de control vsq y vs4, se lograra nuestro objetivo de con-

trol en tiempo finito para el MSIPI.

5.6. Conclusiones

En este capitulo se realiz6 un analisis de la propiedad de observabilidad para el modelo mate-
matico del MSIPI. Posteriormente se disefiaron dos estrategias de control para el MSIP], la primera
se basa en el control backstepping integral cuya convergencia es asintética, y la segunda tiene co-
mo base el control por modos deslizantes de segundo orden Super Twisting, el cual converge en
tiempo finito. La segunda estrategia de control propuesta es una modificacién del control Super
Twisting clasico, la cual nos permite sintonizar el control utilizando iinicamente un pérametro,
permitiendonos facilitar su implementacion.

Para el disefio de estos algoritmos de control, se considera que se tiene total conocimiento de
las variables del sistema, es decir, todas las variables son medibles. Sin embargo, de acuerdo con
las hipotesis de este trabajo de tesis, esto no es posible ya que no todas las variables se pueden
medir. Entonces, para implementar los controles deseados, es necesario implementar los obser-

vadores propuestos en el Capitulo 4, para estimar dichas variables no medibles del motor.



Capitulo 6

Resultados

6.1. Introduccion

En este capitulo, se aplicardn dos esquemas observador-control para lograr el control del MSI-
PI sin sensores mecédnicos. Se asume que, solamente se tiene mediciones de las corrientes y volta-
jes para el esquema observador-control.

El capitulo se divide en dos partes principales, la primera corresponde a un esquema observador-
control, constituido por dos observadores interconectados tipo Kalman en lazo cerrado con un
control backstepping integral. En la segunda parte de este capitulo, se presenta un esquema observador-
control, donde se disefian dos observadores interconectados del tipo Super Twisting en lazo cerra-
do, con un control por modos deslizantes Super Twisting.

Para ambos esquemas, se obtendran las condiciones suficientes para asegurar la estabilidad
del sistema en lazo cerrado. Ademds, se presentardn resultados en simulacién para ilustrar el
desempeno de los esquemas observador-control propuestos.

Finalmente, se realizard un estudio comparativo para evaluar los esquemas de observacion-

control propuestos.

104
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6.2. Esquema Observador-Control I

En esta seccién se presenta la implementacién de un esquema observador-control para el MSI-
PI. En este esquema se implementan dos oservadores interconectados, que han sido presentados
en las Secciones 4.3.1 y 4.3.2, los cuales estdn en lazo cerrado con un control backstepping inte-
gral presentado en la Seccién 5.5.1. El esquema completo de observador-control se muestra en la
Figura 6.1

En este esquema, los observadores interconectados requieren iinicamente mediciones eléctri-
cas del MSIPI, es decir, a partir de la medicion de las corrientes y voltajes del estator se estiman:
la velocidad angular mecdnica Q, la resistencia del estator Ry, el par de carga T}, y los flujos del
estator ¥, y ¥, p con el fin de obtener la posicion angular mecanica del rotor 6.

Posteriormente, se analizard la estabilidad del sistema en lazo cerrado, considerando que la
variables estimadas obtenidas del observador, se reemplazardn en la ley de control backstepping
integral. La dindmica del esquema completo serd analizada utilizando teoria de Lyapunov. Enton-
ces, para analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado, considere la siguiente funciéon candi-

data de Lyapunov
Voc =Vo+ V; (6.1)

donde V, es la funcién de Lyapunov asociada a la dindmica del observador interconectado, y V; es
la funcion de Lyapunov asociada a la dindmica del control backstepping integral, donde la funcién

de Lyapunov V,, estd dada por

Vo= Vo,l + VO,Z (6.2)

donde V,; es la funcién de Lyapunov asociada a la dindmica del observador interconectado tipo
Kalman de la Seccioén 4.3.1, y V, » como la funcién de Lyapunov asociada a la dindmica del obser-

vador interconectado tipo Kalman de la Seccién 4.3.2, las cuales estan dadas por

Vo,l = 6{8161 +6552€2 +€§Sg€3, Voyg = 618181 + 628262
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Figura 6.1: Observadores Interconectados tipo Kalman en conjunto con el control backstepping
para el MSIPI

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (6.2), se tiene

=61 Vo1 +1Wor/ Vo1 —02Vo2 + 2/ Vo2 (6.3)

donde 6, u1 ¥, son constantes positivas, seleccionadas de cierta manera adecuada (ver [35]), y

02, I12 son constantes positivas (ver Seccion 4.3.2).

Definiendo 6 = min(d1,02) y p = max(u1v¥,, 42), 1la ecuacién (6.3) se puede reescribir como
sigue

V, <=6V, +u\/V, (6.4)

Por otro lado, considerando la funcién de Lyapunov asociada a la dindmica del control V,, de

la ecuacion (6.1), la cual esté definida por

1
VC:VSq+V3d:_

> +22, (6.5)

2 .2
zo + 25y

Derivando con respecto al tiempo (6.5), y expresando las leyes de control en términos de las

variables estimadas por el observador, se tiene que
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. R; . L, . 1 5 . .
zsq+L—;lsq+pQL—lsd+pQﬂ—L_vsq (X)+k3(lsq—lsq)

y 2
q q q

R Lq

: . . ]- < o .
t Zsq [lsat ] Isa—pQ lsqg — Vsd (X) + ks (lsd - lSd)
Lq Lq Lq

donde f{ L, -
—lsq— pQ lsd_pQ_r_k3 (is*q_isq)
Lg Lq Lq
P I (6.6)
—Kezsa— 1y — —isa+ PO —Ligg—ks (il isq)
Lq Lq

vsq(X) = —Lq [—k4zsq - l.:q

Usd (X) =—Lg4

Anadiendo los términos + v, (X) y +v54 (X) en la ecuacion anterior, se llega a lo siguiente

. 1 N 1 .
Ve =—kozhy— ksl — %54 [Vsq (X) = vsq (X)] — ke22y — o [vsa (X) = v5q (X)] 6.7)
q

Considerando que las siguientes desigualdades se satisfacen

$it
2
lz;l llexlls, = 7||€1||51

V4
2«5 —|zjI?
6]'2 2
k41 |I€2||3257||62I|52 25 — |zl
§j2, o (6.8)
1zl ||€e,lls35?ll«€3lls3 26 —|zjI?

lvsq (X) = vsq X = Ly [llenlls, +le2lls, + lleslls, ]

[sa (X) = vsa OO < Lo [llexlls, +lezlls, +leslls, ]

donde¢;1,¢;2,6j3€10,1], con j = sq,sd,y ademads L, y L, son constantes positivas.

Entonces, tomando la derivada con respecto al tiempo de la ec. (6.1), sustituyendo (6.4), (6.7),

y considerando las desigualdades anteriores, se tiene que

Voe < =0V, + Vo + 01 lle1113, + Dallealls, + Dslleslls, — 0az, — 525, — Do22y (6.9)

donde
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_ Li&sq1 +szsd1 :Llfsq2+Lz<fsd2 :Llfsq3+L2€sd3

191 192 193
L 1 1 1 L 1 1 1
y=ky, O5=ks——— + + ], 96 = kg — —2 +
2Lq fsql gsqz gsqI—} 2Lq 'fsdl fsdz Esds

Seleccionando 9 = max (91,92,93) y 9¢c = min(94,95,9s), entonces, la ecuacion (6.9) se re-

escribe de la siguiente manera

Voo = = (6= 00) Vo + i/ Vo — 0c (25 + 22, + 2, (6.10)

Eligiendo n = min (6 —90,9¢), resulta que

Voc S _TIVOC +u\/ VOC (6.11)

Ahora, definiendo el siguiente cambio de variable v,, = 21/V,,, y calculando su derivada con

respecto al tiempo, se tiene que
Voc < —NVoc+
cuya solucion es
Ve < Upe(tp)e M 10) 4 % (1- e MUt)) (6.12)

De acuerdo con lo anterior, la dindmica del error de estimaciéon del sistema en lazo cerrado,
. u
converge a una bola %, . de radio h,., donde hye = —.

El resultado anterior se resume en el siguiente teorema.

TEOREMA 6.1. Considere el modelo dindmico del MSIPI (3.45) con sefiales de referencia (Q*, i¥,)
diferenciables y acotadas. Entonces, al aplicar los observadores interconectados tipo Kalman con-
formados por las ecuaciones (4.90), (4.91), (4.106) y (4.107), en lazo cerrado con el control backstep-
ping integral disefiado definido en las ecuaciones (6.6) , el error de seguimiento del sistema en lazo

cerrado, es uniformemente prdcticamente estable.

La estabilidad practica se introduce en el Apéndice A. "Definiciones de Estabilidad Practica".
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6.3. Esquema Observador-Control I1

En esta seccion se introduce un esquema observador-control basado en la técnica de modos
deslizantes para el MSIPI. En este esquema se implementan dos observadores interconectados
basados en los modos deslizantes Super Twisting, que han sido presentados en las Secciones 4.3.1
y4.3.2,los cuales permiten estimar las variables que serdn utilizadas en la ley de control de modos
deslizantes Super Twisting presentada en la Seccién 5.5.2. El esquema completo de observador-
control se muestra en la Figura 6.2.

Al utilizar técnicas de modos deslizantes Super Twsiting se tiene las siguientes ventajas: la ro-
bustez, la convergencia en tiempo finito y el rechazo de cierta clase de perturbaciones. En los
observadores interconetados se realizard una estimacion de las siguientes variables: los flujos del
estator ¥, y ¥, g, con el fin de obtener la posicion angular mecanica 60, la velocidad angular

mecdnica (, la resistencia del estator R; y el par de carga T;.

Control
Super Twisting i
sa
. Vsd Vsa
2 Etapal Etapa2 dq v " Lsp
. o i"'d sb___ | Convertidor >
i s Vsq e Vo i
> i > MSIP
4 b a -
| 7R, 1
Vg,V
Obs. 1 Obs.3 L7 dq
Zy =iy R, Z3 = [lsa Prg] isq isq Par de Carga
I T I ) 3 T,
abcl«
0'35'2 - 0b5.4A . Vsa  Vsg | aff
Z, = [isq 9] Zy=[ig Prql —
1 Lsar s lsﬂ d -
Estimaciondel Par Estimaciénde la a
de CargaT; posicion ém

Observadores Interconectados
Super Twisting

Figura 6.2: Observadores Interconectados Super Twisting en conjunto con el control Super Twis-
ting para el MSIPI

El andlisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado del esquema observador-control basado
en el algoritmo Super Twisting, resulta ser mas sencillo, debido a la convergencia en tiempo fini-

to tanto del observador interconectado como del algoritmo de control. Entonces, el principio de
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separacion se cumple, lo cual permite seleccionar de manera independiente las ganancias de los

observadores, asi como, del control.

6.4. Resultados de Simulacion

A continuacion se presentan los resultados obtenidos a partir de los esquemas de observacion-
control I y II. Ademas se realizard un estudio comparativo del desempefo entre ambos esquemas.

Esta seccion se dividird en dos subsecciones; la primera tiene como propésito comparar el
desempeno de los observadores propuestos Super Twisting cuya convergencia es en tiempo finito,
contra los observadores tipo Kalman cuya convergencia es asintética. En la segunda subseccion,
se realiza una comparacion entre el control backstepping integral, contra el control por modos
deslizantes Super Twisting.

Para realizar las simulaciones de los esquemas de observacién-control propuestos se utilizara
el entorno de Matlab/Simulink, y para ello se considerardn las condiciones de operacion y refe-

rencias deseades del MSIP], las cuales se presentaron en la Seccion 2.6 del Capitulo 2.

6.4.1. SimulacionI

En esta seccion se analizara el desempefio de los observadores de los dos esquemas propues-
tos. Para ello, se utilizara el control backstepping integral como control para estudiar las dos clases
de observadores. Para comparar el desempeno de ambos observadores, se utilizaron las mismas
condiciones iniciales. Ademas, los pardmetros de sintonizacion del control y observadores, se en-
cuentran en las Tablas 6.1 y 6.2, respectivamente.

Las condiciones iniciales de los observadores son las siguientes:

Q) =2rad/s, 6,,(00=2rad, 7;(0)=1N-m, R(0)=2ohm

154(0) =2 A, 50 =14, ix0=04, ip0)=0A
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Tabla 6.1: Pardmetros de sintonizacién del control para la Simulacién 1.

Ganancias del control
Backstepping Integral
k, 150

ko 12

ks 200

k4 20

ks 500

ke 40

Ganancias de los observadores

Tipo Kalman

Super Twisting

Marco (d, q) | Marco (a, B) | Marco (d, q) | Marco (a, )
o1 | 35 |p 15 |6, 100 |6,] 300
p2| 50 |pa| 15 6] 150 |6, 300
ps | 200 05 | 180

Tabla 6.2: Pardmetros de sintonizacién de los observadores para la Simulaci6n 1.

Los resultados de las simulaciones se presentan a continuacion.

111

En la Figura 6.3 se aprecia la convergencia de la sefial de velocidad angular mecénica Q a la

referencia deseada de velocidad Q*.

La Figura 6.4 muestra la velocidad real medida, y la velocidad angular estimada por ambos

observadores. La estimacion de la resistencia del estator R de ambos observadores se muestra en

la Figura 6.5 . En la Figura 6.6 se presenta el par de carga real medido y sus estimados. Por ultimo,

en la Figura 6.7 se expone la posiciéon angular medida, y la posiciéon angular estimada de ambos

observadores.

Las Figuras 6.8, 6.9, 6.10 y 6.11 muestran la comparacion entre los errores de estimacion de los

dos observadores propuestos, para la velocidad €, la resistencia Rg, el par de carga T; y la posicién

0., respectivamente.
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Figura 6.3: Seguimiento de referencia de velocidad Q

Tiempo (s)

300

250

Velocidad (rad/s)
I
o

305

300

295

290

285

280

275

270

265

6.8

—Q -real
m

— - Q_-estimada
m K

- estlmadaST

Tiempo (s)

Figura 6.4: Estimaci6n de la velocidad Q, utilizando observadores tipo Kalman vs. Super Twisting
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Figura 6.5: Estimacion de la resistencia del estator R; utilizando observadores tipo Kalman vs. Su-
per Twisting
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Figura 6.6: Estimacion del par de carga 717, utilizando observadores tipo Kalman vs. Super Twisting
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6.7: Estimacion de la posicién 6,,, utilizando observadores tipo Kalman vs. Super Twisting
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Figura 6.8: Errores de estimacion de velocidad Q, de los observadores tipo Kalman vs. Super Twis-

ting
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Figura 6.9: Errores de estimacion de la resistencia del estator R;, de los observadores tipo Kalman
vs. Super Twisting
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Figura 6.10: Errores de estimacion del par de carga Tj, de los observadores tipo Kalman vs. Super
Twisting
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Figura 6.11: Errores de estimacion de la posicion 6,,, de los observadores tipo Kalman vs. Super
Twisting

Ahora bien, tomando en cuenta los resultados de las Figuras 6.8, 6.9, 6.10 y 6.11 se puede decir
que el desempeno de los observadores Super Twisting es superior a los observadores tipo Kalman.
Se utiliz6 la metodologia del error cuadrdtico medio (ECM) [37], para determinar el desempeno de

los observadores. Entonces, utilizando el ECM, se obtuvo lo siguiente

ECMg =0.1196, ECMgt =0.0989

donde ECM representa el ECM del observador tipo Kalman para el estimador de la posicion 8,,,

y ECMgt es el ECM del observador Super Twisting para el estimador de la posicién 0,,.

Entonces, de acuerdo a los resultados obtenidos del ECM de cada observador, se concluye
que ECMk > ECMg;r, es decir, que el observador Super Twisting tiene un mejor desempefo para

estimar la posicion 8,,, comparado con el observador tipo Kalman.

Finalmente, se puede concluir que el observador Super Twisting, tiene mejor desempefo que

el observador tipo Kalman propuesto para este trabajo de tesis.



CAPITULO 6. RESULTADOS 117

6.4.2. Simulacion I1

Ahora, se realizard un estudio comparativo de los algortimos de control para el MSIPI. Para
ello, se utilizard el observador interconectado Super Twisting para estimar las variables que se-
rén implementadas en los algoritmos de control. Ademads, los pardmetros de sintonizacion de los

observadores y controles, se definen en las Tablas 6.3 y 6.4 respectivamente.

Ganancias de los controladores
Backstepping Integral | Super Twisting
k1 100 ka1 100
ko 20 Lo 2000
ks 200 ksa.1 5
ks 20 Ly 700
ks 100
ke 20

Tabla 6.3: Parametros de sintonizacién de los controladores para la Simulacion II.

Ganancias del observador

Super Twisting en el marco (d, q)

0, 100
0, 150
05 180

Tabla 6.4: Parametros de sintonizacion del observador para la Simulacion II.

Para comparar el desempeno de ambos controles, se utilizaron las mismas condiciones inicia-

les del observador Super Twisting, las cuales son

Q) =2rad/s, 6,,(00=2rad, 7;(0)=1N-m, R(0)=2ohm

15a(0) =2 A, I5q0) =14, 1(0)=04A, ip0)=0A
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En la Figura 6.12 se presenta el desempeio del seguimiento de referencia de velocidad, para

ambos controladores, y sus respectivos errores se encuentran en la Figura 6.13.

Para comparar el desempefo de ambos controladores para el seguimiento de corriente de re-
ferencia i;“ o S€ debe tomar en cuenta que dicha referencia estd en funciéon de una variable del
sistema (ver Seccion 2.6), es decir, dicha referencia de corriente se modifica dependiendo de la
dindmica del sistema. Entonces, para el esquema observador-control II, existird una referencia de

corriente i, unica, asi como, para el esquema observador Super Twisting y control backstepping

integral.

Considerando lo anterior, tenemos que la Figura 6.14 muestra el desempefo del control backs-
tepping integral, para el seguimiento de referencia de corriente i;,. En la Figura 6.15 se presenta

el desempenio del control Super Twisting, para el seguimiento de la referencia de corriente i ,.

La Figura 6.16 muestra las leyes de control backstepping integral utilizadas en las simculacio-
nes del MSIPI. Las leyes de control Super Twisting utilizadas en el esquema observador-control II,

se presenta en la Figura 6.17.
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Figura 6.12: Seguimiento de referencia de velocidad 2, comparando el control backstepping inte-
gral vs. control Super Twisting
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Figura 6.14: Seguimiento de referencia de corriente i;4, utilizando el control backstepping integral
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Figura 6.15: Seguimiento de referencia de corriente i;, utilizando el control backstepping integral
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Figura 6.16: Leyes de control del esquema observador Super Twisting - control Super Twisting
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Figura 6.17: Leyes de control Super Twisting del esquema observador-control II

Tomando en cuenta los resultados de las Figuras 6.12, 6.13, 6.14 y 6.15, se puede decir que el
desempeno del control Super Twisting es superior al control backstepping integral. Se utiliz6 el
ECM para determinar el control con mejor desempefo. Entonces, tomando en cuenta los resulta-

dos de las Figuras 6.14 y 6.15, se obtuvo lo siguiente:

ECM3p 1. =0.003, ECMg.1 =0.0018

donde ECMp ;. representa el ECM del seguimiento de referencia de corriente utilizando el control
backstepping integral, y ECMg 7. el ECM del seguimiento de corriente utilizando el control Super
Twisting.

Entonces, de acuerdo a los resultados obtenidos del ECM para cada control, se concluye que
ECM3 ;. > ECMg 1, es decir, que el control Super Twisting, tiene un mejor desempeno para realizar
el seguimiento de la sefial de referencia de la corriente i ;, comparado con el control backstepping
integral.

Considerando lo anterior, se puede concluir que el control Super Twisting del esquema observador-
control II, tiene mejor desempeno que el control backstepping integral del esquema observador-

control L.
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6.5. Conclusiones

Se presentaron dos esquemas del tipo observador-control para el MSIPI, en los cuales se ga-
rantizaron las condiciones de estabilidad para el seguimiento de referencia del sistema en lazo
cerrado.

Se realiz6 un estudio comparativo, entre las técnicas de observaciéon por modos deslizantes
Super Twisting cuya convergencia es en tiempo finito, y los observadores tipo Kalman cuya con-
vergencia es asintdtica. Resultando con mejor desempefo, para esta aplicacion, las técnicas de
observacién por modos deslizantes Super Twisting.

También se comparé el desempeiio de los controles disefiados, uno por modos deslizantes
Super Twisting y el control backstepping integral, resultando que el control Super Twisting obtuvo

un mejor desempeiio que el control backstepping integral.



Conclusiones

En este trabajo se presentaron dos soluciones para el problema de estimacion de la posicion
mecdnica del rotor de un MSIPI, considerando que las tinicas mediciones disponibles son las co-
rrientes y voltajes del estator.

En esta tesis se propusieron dos esquemas de observacién-control para dar solucién al proble-
ma de control del MSIPI sin sensores mecanicos. Una primera solucién es el esquema de observador-
control, constituido por dos observadores interconectados tipo Kalman, y un control backstep-
ping integral. Mientras que el segundo esquema de observador-control, se compone de dos ob-
servadores interconectados por modos deslizantes Super Twisting, y un control por modos des-
lizantes Super Twisting. Ademads, se present6 un analisis de la estabilidad para el seguimiento de
trayectorias del sistema en lazo cerrado de cada esquema.

Por otra parte, en esta tesis se propuso una modificacién al observador por modos deslizantes
Super Twisting presentado [1], asi como, al control por modos deslizantes Super Twisting introdu-
cido en [2], en donde en ambos casos se simplifica suimplementacion, ya que se reduce el nimero
de pardmetros a sintonizar a uno. Ademas, de su robustez y de reducir considerablemente el efecto
de chattering.

Se presentaron los resultados de dichos esquemas mediante simulaciones que muestran la
efectividad de los algoritmos propuestos. Dichas simulaciones fueron realizadas en el ambiente
de Matlab/Simulink. Se encontré que la técnica de observaciéon Super Twisting propuesta fue su-
perior en cuanto a desempefio comparada con los observadores tipo Kalman del primer esquema
de observacion-control. Por otro lado, el control Super Twisting present6 un mejor desempefio en
el seguimiento de referencia deseada, comparado con el control backstepping integral del primer

esquema de observacién-control.
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Cabe mencionar que en el primer esquema observador-control, se requiere de un analisis de
estabilidad para el seguimiento de la sefnal de referencia del sistema en lazo cerrado. Mientras que
en el segundo esquema no fue necesario debido a que se cumple el principio de separacion.

Finalmente, se concluye que ambos esquemas de observacion-control, cumplen con el obje-
tivo general de este trabajo. Sin embargo, las técnicas por modos deslizantes Super Twisting pro-

puestas lograron un mejor desempeno del objetivo de control y estimacion.
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Apéndice A
Definiciones de Estabilidad Practica

En este apéndice se introducen algunos conceptos y resultados de las propiedades de estabili-
dad préctica en términos de funciones de Lyapunov [38].

La teoria de estabilidad es la base del estudio de cualquier sistema de control. Ademas, el con-
cepto de estabilidad préctica permite estudiar las propiedades de un sistema no lineal, cuando el
estado del sistema estéd acercandose a un conjunto en lugar de un punto de equilibrio. Desde un
punto de vista practico, un sistema se considera estable si sus desviaciones permanecen acotadas
alrededor de un punto de equilibrio. La nocién de estabilidad practica se vuelve titil, si el compor-
tamiento del sistema se puede restringir mediante ciertas cotas. Por ejemplo, en las mdquinas de
corriente alterna, la estabilidad del sistema se dirige a un dominio acotado durante un intervalo
de tiempo fijo, el cual es un concepto equivalente al de estabilidad en tiempo finito.

Ahora, se introducen las siguientes definiciones para garantizar la estabilidad préctica, en tér-
minos de funciones de Lyapunov.

Definiendo la siguiente clase de funcién

W={d, e C[R",R"|
d;(l) esestrictamente crecienteen [ y

dy(l) = oo como [ — oo}
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Sea B, = {e eR™:|le|| = r}. Considere el siguiente sistema dindmico

é=f(te), e(lp)=ey 1H=0 (A.1)
El sistema (A.1) se dice que es

DEFINICION A.1 (UPE). Uniformemente prdcticamente estable si, dados (hy, hy) con0 < hy < hy, se

tiene que
lleoll = by = lle(Dll = he, Viz1o (A.2)

DEFINICION A.2 (UPCE). Uniformemente prdcticamente cuasi-estable si, dados h; >0,§ >0, T >0,

YVt e R*, se tiene que
lleoll=hy=lle@ll<F, t=6+T (A.3)

DEFINICION A.3 (FUPE). Fuertemente uniformemente prdcticamente estable si, el sistema cumple

con ser UPE y UPCE.

A continuacién, se presenta un resultado de estabilidad practica en términos de funciones de

Lyapunov.

TEOREMA A.1. Considere el sistema definido en la ecuacion (A.1), y asuma que

i) hy y hy sondadas tal que0 < hy < hy,
ii) Ve C[R" xR",R*"] y que V(t,e) es localmente Lipschitz en e,
iii) para(t,e) eR* x By,, di(|lel) = V(t,e) <dx(llel]) y

V(t,e)<9(t, V(L e) (A.4)
donde dy,d € W,y 9 € C[R"2,R],

iv) ladesigualdad d»(h,) < d;(hy) se mantiene

Entonces, las propiedades de estabilidad prdctica de

I[=9(t,1), Ity =1ly=0, (A.5)

implica las correspondientes propiedades de estabilidad prdctica para el sistema (A.1) [38].
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Considerando el teorema anterior, se puede establecer el siguiente criterio.

COROLARIO A.1. En el teorema (A.1), si 9(t,1) = —a1l + a2, donde a,,a, > 0, esto implica que el
sistema (A.1) es fuertemente uniformemente prdcticamente estable (FUPE).

Podemos ver que la solucién de la ecuacion

I(t)=-a11(t) + az (A.6)
tiene la siguiente forma
1(1) = [pe~ @~ 1 22 ) _ gmanli=10)] (A7)
a

Entonces, se obtiene la estabilidad prdctica uniformemente fuerte de (A.6).



