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CAPITULO

INTRODUCCION

1.1. Resumen

La formacion de escarcha en placas planas y cilindros es de gran importancia debido a
que son parte de la geometria tipica de un evaporador de tipo tubos y aletas de la mayoria
de los sistemas de refrigeracion domésticos, ya sean refrigeradores o aires acondiciona-
dos. El espesor y densidad de la escarcha puede influir tanto positiva como negativamente
en la transferencia de calor entre el aire y el refrigerante teniendo asi un papel importante
en el desempeiio del evaporador. En el presente estudio se modela matematicamente la
formacion, crecimiento y densificacion de escarcha sobre superficies planas y cilindricas

sujetas a flujo cruzado de aire hiimedo con diversos nimeros de Reynolds. La formacion
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de escarcha se debe a la humedad contenida en el aire que, al entrar en contacto con una
superficie a una temperatura inferior a su temperatura de congelacion, pasa por un proceso
de cambio de fase. Es posible modelar este proceso si se utilizan ecuaciones de conser-
vacion de cantidad de movimiento, energia y materia para cada fase (gaseosa y solida),
asi como para cada componente de la fase gaseosa (aire seco y humedad). Para determinar
la masa de agua que pasa de fase gaseosa a sdlida es necesario realizar un balance de ma-
teria molecular. Esta masa depositada se utiliza como término fuente de masa para la fase
s6lida y como sumidero para la fase gaseosa. Dichas fuentes y sumideros de masa afectan
también a la conservacion de cantidad de movimiento y energia en ambas fases. Enton-
ces se calcula la fraccion volumétrica de solido local considerando formalmente como
escarcha fracciones superiores a cierto valor critico. En base a dicha fraccion volumétrica
se calculan las propiedades de la escarcha tales como densidad y conductividad térmica

observando asi sus cambios temporales y espaciales.

1.2. Motivacion

Segin la SENER en 2008, del consumo total de energia eléctrica en una residencia,
el 39 % es consumido por el refrigerador, siendo asi el aparato eléctrico que mas energia
consume. Es por esto que existe interés en desarrollar conocimiento y tecnologia que con-
lleven a una disminucién en el consumo energético asi como a un aumento en la eficiencia
energética de dichos electrodomésticos. En la actualidad, practicamente todos los siste-
mas de refrigeracion domésticos se basan en la compresion del vapor de refrigerante y
tienen cuatro componentes principales: compresor, condensador, valvula de expansion y
evaporador, siendo este ultimo la parte fria del sistema. El evaporador suele transportar el
refrigerante liquido a una temperatura por debajo del punto de congelacion del agua por
lo que, al pasar el aire hiimedo alrededor de éste, la humedad sufre un cambio de fase de

gas a solido para formar escarcha. El espesor de dicha escarcha juega un papel fundamen-
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tal en la transferencia de calor; a espesores pequefios actia como una extension del area
del intercambiador de calor aumentando asi la transferencia de energia, mientras que al
superar cierto espesor critico empieza a comportarse como aislante térmico. El estudio de
la formacion de escarcha es entonces crucial para determinar las condiciones Optimas a
las que debe trabajar un refrigerador con el objetivo de aprovechar al maximo la energia

térmica.

1.3. Antecedentes

El presente estudio consta de varios fendmenos acoplados entre si: el flujo de aire cir-
culando alrededor de un cilindro y la formacién de escarcha. Los fendmenos se consideran
acoplados debido a que interactdan entre si, el campo de velocidades, temperatura y hu-
medad del aire afectan a la formacion de escarcha, y a su vez el crecimiento de escarcha
afecta al campo de velocidades, humedad y temperatura del aire. Estos fendmenos han

sido ampliamente estudiados en el pasado, ya sea por separado o en conjunto.

1.3.1. Flujo cruzado sobre cilindros porosos

En cuanto al flujo cruzado sobre cilindros porosos se tienen estudios en diferentes
geometrias, ya sea los tipicos cilindros circulares como los estudiados por Kieft (1999)[1],
Kurdyumov (2001) [2] , Ait Saada (2006) [13], Bhattacharyya (2006 [4], 2009 [5], 2009 [6]])
Ozlap (2010) [7], Bhattacharya (2010) [8], Yu (2011) [9], Al-Salem (2011) [10], Tahav-
vor (2011) [11], Rashidi (2013) [12], o geometrias menos convencionales como cilindros
elipticos (Cheng 2007 [13]]), trapezoidales (Chen 2008 [14]]), cuadrados (Yu 2010 [13]],
Dhinakaran 2011 [16]) o arreglos circulares de cilindros (Nicolle 2011 [[17]]).

En estos trabajos se estudia la distribucion de velocidades y, en algunos casos, de tem-

peratura del aire tanto fuera como dentro del medio poroso. Se ha observado que la estela
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puede comenzar a formarse incluso dentro del medio poroso dependiendo del nimero de
Darcy y del nimero de Reynolds estudiado. Para modelar este fendmeno es necesario re-
solver un sistema de ecuaciones diferenciales parciales por lo general acopladas entre si.
Estos modelos pueden ser basados en velocidad como las ecuaciones de Navier-Stokes pa-
ra el medio fluido y una combinacién de los modelos de Darcy, Brinkman y Forchheimer
para el medio poroso (Bhattacharyya 2009 [3], Ozlap 2010 [7], Chen 2008 [[14]], Dhina-
karan 2011 [16], Basu 1999 [[18]], Cui 2011 [[19]], Huang 2012 [20], Perng 2012 [21]]),
funciones de corriente y vorticidad ( Kieft 1999 [1]], Bhattacharya 2010 [8]], Ismail 1997
[22]) o ecuaciones de capa limite (Cheng 2007 [13]], Raju 1993 [23]], Lenic 2009 [24]).
Algunos incluso incluyen los efectos de la turbulencia (Yun 2002 [235], Yang 2006 [26]),
por lo general introduciendo el modelo k-¢.

Uno de los estudios mds significativos en el tema es el realizado por Bhattacharyya en
2009 [I5]] donde estudian la transferencia de calor de un cilindro sélido con una envoltura
porosa. Se considera la region porosa como pseudo fluido y la fase liquida como continua
mediante la adaptacién de un pardmetro binario en las ecuaciones de transporte. Se utiliza
un modelo de Brinkman para expresar la ecuacion de gobierno en el medio poroso y las
ecuaciones de Navier-Stokes para describir el flujo fuera del medio poroso. Ademas, las
ecuaciones se adimensionalizan para obtener ecuaciones en funcién de los ndmeros de

Reynolds, Prandtl, Grashoff y Darcy, resultando en el modelo descrito en las ecuaciones

(L.I) a (L.4).
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El parametro binario B toma un valor de 1 para el medio poroso y 0 para el medio
fluido, de esta manera, fuera del medio poroso el modelo se convierte en las ecuaciones
de Navier-Stokes. Al resolver este modelo se obtienen distribuciones de velocidad y tem-
peratura tanto alrededor como dentro del medio poroso. Se observan las variaciones del
nimero de Nusselt para cuantificar la transferencia de calor desde el cilindro, con lo que
al variar el radio de la envoltura porosa se encuentra una transferencia de calor maxima
asociada con un radio critico. También se calcula la vorticidad generada por el cilindro
envuelto en material poroso para observar los voértices de von Karman corriente abajo de

dicho obstaculo y se cuantifica la frecuencia de los vortices.

1.3.2. Formacion y crecimiento de escarcha

Por otro lado, se encuentran los estudios sobre la formacion, crecimiento y densifica-
cién de escarcha. Para estos estudios es necesario resolver la ecuacion de conservacion
de masa para la humedad del aire que pasard a formar parte de la escarcha. En general
se plantea un balance de energia y materia en un volumen de control de escarcha, ya sea
en una o dos dimensiones (Raju 1993 [23], Ismail 1997 [22]], Yun 2002 [25], Lee 2003
[27], Seker 2004 [28], Na 2004 [29], Yang 2006 [26]], Lenic 2009 [24], Hermes 2009 [30],
Tahavvor 2010 [31], Padhmanabhan 2011 [32], Barzanoni 2012 [33]], Wang 2012 [34], El
Cheikh 2014 [35]]). Otro método de resolver el dominio de la escarcha es utilizando el

método de promedio de volimenes locales (Tao 1993 [36], Le Gall 1997 [377]], Cui 2011
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[19]). Por ultimo, se encuentra un método muy poco estudiado aplicado a la escarcha que

consiste en utilizar redes neuronales (Tahavvor 2011 [[L1]).

1.3.3. Flujo de aire con crecimiento de escarcha

La mayoria de los estudios sobre flujo alrededor de un cilindro con cubierta porosa
dejan de lado el crecimiento de la escarcha, mientras que la mayoria de los estudios sobre
crecimiento de escarcha no incluyen el modelado del flujo fuera del medio poroso. Son
pocos los estudios que acoplan ambos fendmenos y los que lo hacen utilizan coordenadas
rectangulares. Uno de los articulos mds relevantes en el tema es el publicado por Lenic
en 2009 [24] donde modela el flujo de aire en el espacio entre dos aletas planas de un in-
tercambiador de calor mediante ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento,
energia y materia para el aire, mientras que para la escarcha solamente maneja ecuaciones
de conservacion de energia y materia. Se utiliza una correlacion para calcular la densidad
de la escarcha en funcién de su porosidad y a su vez se calcula la conductividad térmica
de la escarcha en funcién de la densidad calculada. Se estudiaron diferentes condiciones
de trabajo variando la velocidad del aire, temperatura del aire, contenido de humedad en el
aire y temperatura de la superficie. Como parte de los resultados se presenta la distribucion
de temperaturas y el espesor de la escarcha en funcién del tiempo comparando los resul-
tados numéricos con los experimentales. También se presentan contornos del crecimiento
de la escarcha a lo largo de la aleta a diferentes tiempos, asi como los vectores de velo-
cidad del aire (Figura [[.T]). Por dltimo, presenta isotermas en el dominio en las cuales se
observan las diferencias de temperatura entre la escarcha y el aire (Figura[I.2)). En general
los resultados predicen de manera coherente el fendmeno estudiado.

Uno de los articulos més relevantes en el tema es el publicado por Cui en 2011 [19]]. En
este trabajo se propone un nuevo modelo dependiente del tiempo y el espacio para predecir

el crecimiento de escarcha en placas planas. El modelo se basa en un término llamado
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Figura 1.1: Resultados del crecimiento de escarcha y distribucién de velocidad reportados por Lenic

fraccion volumen de sélido el cual varia entre 0 y 1, siendo 1 dnicamente fase sélida y
0 solamente fase gaseosa. Se plantea una ecuacion de variacion de la fraccion volumen
para el s6lido, mientras que para la fase gaseosa se calcula el complemento a la unidad.
De la misma manera, se utilizan ecuaciones de continuidad, conservacion de cantidad de
movimiento y energia para ambas fases y ecuacion de conservacion de humedad en la fase
gaseosa. Todas estas ecuaciones estdn acopladas entre si mediante los términos fuente
o sumidero segun sea el caso; la masa que se deposita para formar escarcha nueva se
considera como sumidero para la ecuacion de continuidad de la fase gaseosa y la ecuacion
de conservacion de humedad, mientras que para la ecuacién de continuidad de sélido se
considera como fuente. Ademas estos términos fuente también afectan las ecuaciones de
conservacion de cantidad de movimiento y energia. La masa de humedad que se deposita

es calculada mediante un modelo de nucleacion.
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Figura 1.2: [sotermas en el dominio de la escarcha y del aire reportados por Lenic

Al resolver el sistema de ecuaciones propuesto en un dominio discreto se obtienen
fracciones de volumen de solido locales. Al principio, la masa de humedad que sufre el
cambio de fase de gas a solido causa que la fracciéon de volumen de sélido comience a
crecer. Los nodos que presenten una fraccién de sélido mayor o igual a cierto valor critico
son considerados formalmente como escarcha mientras que por de bajo de dicho valor se
consideran todavia como fluido con particulas sélidas dispersas. El hecho de tener una
fraccién de volumen de s6lido local permite observar tanto el crecimiento como la densi-
ficacion de la escarcha a lo largo de todo el dominio. Dentro de los resultados reportados
por Cui se encuentran contornos de fracciéon de volumen de sélido (Figura [L.3), donde
se observa claramente el crecimiento y la porosidad de la escarcha. También se muestran

contornos de la variacion de la densidad y conductividad térmica dentro de la escarcha

(Figura[L.4).
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Figura 1.3: Resultados del crecimiento de escarcha y distribucion de fraccién volumen de sélido reportado

por Cui en 2011
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1.4. Hipotesis

Mediante la solucién de las ecuaciones de conservacion, integrando modelos que re-
lacionan la variacion de las propiedades de un medio poroso en funcién de la propia po-
rosidad, es factible predecir la disminucion en la transferencia de calor en las superficies
sobre las que crece la escarcha, asi como el crecimiento de ésta, incluyendo sus cambios

en las propiedades, e.g. densidad y conductividad térmica ).

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Evaluar en forma dindmica la transferencia de calor debida a los fendmenos de trans-
porte que suceden simultdneamente, el flujo del fluido y la transferencia de masa, asi como
a la variacion de las propiedades termofisicas y de transporte dentro del medio poroso que
forma la escarcha. Para esto es necesario desarrollar un c6digo numérico que, mediante
el método de los volumenes finitos, resuelva las ecuaciones de conservacion de cantidad
de movimiento, energia y materia, asi como la formacién, crecimiento y densificacion de

escarcha sobre diferentes superficies con flujo cruzado de aire.

1.5.2. Objetivos especificos

1. Identificar las ecuaciones de gobierno que describen el fendmeno de la formacién

de escarcha considerando:

= Flujo convectivo en medio fluido y medio poroso

= Modelo de formacién y crecimiento de escarcha
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= Correlacion de las propiedades de la escarcha en funcion de la porosidad de

esta.
2. Discretizar dichas ecuaciones en un esquema de volimenes finitos

3. Desarrollar un c6digo en Fortran para resolver numéricamente las ecuaciones dis-

cretizadas mediante un algoritmo SIMPLE y el método TDMA.

4. Obtener resultados numéricos y comparar con datos experimentales o c6digos numéri-

cos validados.

11



CAPITULO

2

ECUACIONES DE GOBIERNO

Para el estudio de cualquier fendmeno fisico es necesario identificar adecuadamente
su sistema de ecuaciones de gobierno. Las mas comunes relacionadas con la dindmica
de fluidos son la ecuacién de conservacion de masa (también conocida como Ecuacion
de continuidad), las ecuaciones de transporte de cantidad de movimiento y la ecuacién
de conservacion de energia. En nuestro caso, ademds de las ya mencionadas, ocupamos
ecuaciones de conservacion de especies para los componentes de la fase gaseosa y de

conservacion de fraccion de volumen para ambas fases, s6lido y gas.
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2.1. Balance general

Para llevar a cabo la deduccion de las ya mencionadas ecuaciones de gobierno se to-
ma en cuenta un elemento diferencial muy pequefio de dimensiones dx X dy X ¢z sobre el
cudl se realizan balances de la propiedad a estudiar, i.e. masa, velocidad, energia, etc. Las
seis caras del elemento son nombradas N, S, E, W, T y B, respectivamente de acuerdo
a las palabras en inglés North, South, East, West, Top y Bottom que se refieren a las cua-
tro direcciones cardinales y a las caras superior e inferior, como se muestra en la Figura
[2.1] Suponemos que el centro del elemento esta localizado en el origen de los ejes coor-
denados. Si pudiéramos medir matematicamente todos los cambios de masa, cantidad de
movimiento y energia en el elemento, debidos a flujos entrantes y salientes a través de sus
fronteras, ademds de la generacién o consumo interno en el elemento, darian lugar a las
ecuaciones de conservacion para el fluido.

Suponemos que cualquier propiedad del fluido es funcién del espacio y del tiempo,
de manera que debemos escribir p = p(x,y,2,1), p = p(x,y,2,0), T = T(x,y,2,1) y
u = u(x,y,z ) para la densidad, presion, temperatura y vector de velocidades, respectiva-
mente. Sin embargo, para no hacer la nomenclatura tan larga, para cierta posicion (x,y,2) y
tiempo ¢ dados, la densidad se denotard simplemente por p. De igual manera esta practica
se aplicard para todas las propiedades del fluido.

El elemento de estudio es tan pequefio que las propiedades en las caras del elemento
pueden ser aproximadas por los primeros dos términos de la expansién en series de Taylor.
De manera que, por ejemplo, la presion en las caras W y E, las cuales se encuentran a una

distancia %5x del centro del elemento, puede ser expresada por

Pw=p— —50x y PE=Dp+ —-50x (2.1)
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oz

0x

Figura 2.1: Elemento de fluido para las ecuaciones de conservacion

2.2. Conservacion de masa

Lo primero que hay que hacer para la deduccién de la ecuacién de conservacion de

masa es escribir un balance de masa en el elemento de control.

Tasa de incremento Tasa de flujo neto
de masa en un = de masa hacia el
elemento de fluido elemento de fluido

La tasa de incremento de masa dentro del elemento de fluido es

0 op
- = 2.2
5 (06x6y0z) ” Ox6y0zZ (2.2)
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Por otro lado, el flujo masico estd dado por el producto de la densidad, el area y la
velocidad normal a la cara. Por lo que tomando en cuenta los flujos a través de todas las

caras tenemos que la tasa de flujo neto de masa es

0(pu) 1 0 (ou) 1
(pu PP 26x) 0yoz (pu + PP 26x) 0yoz
+ (pv - 0 (8[)))\/) %6}7) 0x07 — (pv + 9 ((r)/;v) %6})) 0x07
1 1
+{ow — M—& oxoy — | pw + 9 (ow) =0z|oxoy (2.3)
0z 2 0z 2

donde los flujos que entran al elemento poseen signo positivo, mientras que los flujos que
abandonan el elemento tienen signo negativo.

Abhora la tasa de incremento de masa (Ecuacion se iguala a la tasa neta de flujo
mésico (Ecuacién [2.3)). Todos los términos se reacomodan del lado izquierdo de la igual-

dad y se divide por el volumen del elemento 6xdydz para obtener

op N 0 (pu) N 0 (pv) N 0 (pw) _

0 2.4
ot 0x ay 0z 9
o en forma vectorial
dp
FLiv. =0 2.5
2+ V- (ow (2.5)

En la Ecuacién el primer término representa los cambios de densidad con res-
pecto al tiempo, mientras que el segundo término describe el flujo madsico neto a través de
las fronteras del elemento. Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de conservacion
de masa o ecuacion de continuidad en tres dimensiones para un fluido compresible. En
el caso de un fluido incompresible la densidad es constante y la ecuacién de continuidad

seria simplemente

V-u=0 (2.6)
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Las leyes de conservacion de cantidad de movimiento y de energia se basan en los
cambios de un elemento de fluido. En un enfoque Langrangiano la particula de fluido
estudiada se mueve junto con el flujo, de tal manera que la derivada total, material o

sustancial de cierta propiedad ¢ es denotada por D¢/ Dt y esta dada por

D¢ _0¢p  0¢0x 040y 040z
Dt 9t Oxot dyodt Iz ot

Debido a que el elemento se mueve con el flujo tenemos que dx/0t = u, dy/dt = vy

(2.7)

0z/0t = w. Por lo tanto la derivada total de ¢ es

Dy _3 06 08 09 0
D az+”ax+"ay+waz‘ 6t+u Vo (2.8)

D¢ /Dt define el cambio instantdneo de ¢ por unidad de masa mientras se desplaza
con velocidad u. Es de interés desarrollar métodos que resuelvan el movimiento de fluidos
basados en un enfoque Langrangiano, siguiendo el movimiento y calculando las tasas de
cambio de la propiedad ¢ de un cimulo de particulas. Sin embargo, es de mayor interés
desarrollar ecuaciones para una coleccién de elementos de fluido de manera que se tenga
una region fija en el espacio, este es conocido como el enfoque Euleriano.

Asi como lo hicimos con la ecuacién de conservacion de masa, nosotros estamos in-
teresados en desarrollar ecuaciones para tasas de cambio volumétricas de las propiedades.
El cambio volumétrico total de ¢ estard dado por el producto de D¢/ Dt y la densidad, por
lo tanto
D¢ (5¢

Las aplicaciones mas comunes de las leyes de conservacion requieren del anélisis de
los cambios de las propiedades del flujo en un elemento de fluido que se encuentra estatico
en el espacio. La relacién entre la derivada material que sigue a un elemento de fluido, con

la tasa de cambio de una propiedad en un elemento de fluido se desarrolla a continuacion.
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La ecuacion de conservacion de masa establece la conservacion de la masa por unidad
de volumen (densidad p). La suma de la tasa de cambio de la densidad con el tiempo més

el término convectivo en la ecuacion de conservacion de masa para un elemento de fluido

es
0,
P4V (ou) (2.10)
ot
Podemos generalizar para cualquier propiedad intensiva a conservar de la siguiente
manera

9 (pg)
ot

La Ecuacioén (2.11)) representa el cambio con respecto al tiempo de ¢ por unidad de vo-

£V - (ppu) 2.11)

lumen mas el flujo neto de ¢ por unidad del volumen a través de las fronteras del elemento

de fluido. Si desarrollamos las derivadas en la ecuacion anterior tendremos

9 (p$)
ot

o
- .V
6t+u [0}

donde los términos entre corchetes del segundo término del lado derecho de la igualdad

+ V- (ppu) = p +¢

dp
= +V (pu)] (2.12)

deben ser igual a cero de acuerdo con la ecuacién de continuidad (Ecuacién [2.5), por lo
tanto,
9 (p9)

_ D¢
O 4V (o) = p—* (2.13)

Para hacerlo més claro, en palabras, la Ecuacién (2.13) nos dice que

Tasa de incremento Tasa de flujo neto Tasa de incremento
de ¢ en un + de ¢ hacia el = de ¢ para el
elemento de fluido elemento de fluido elemento de fluido
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Esta relacion se utiliza para construir las ecuaciones de conservacion de la cantidad de

movimiento en las tres dimensiones y de energia

2.3. Conservacion de cantidad de movimiento

La ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento estd basada en la Segun-
da Ley de Newton que nos dice que la tasa de cambio de la cantidad de movimiento en

un elemento de fluido es debida a la suma de todas las fuerzas que actian sobre dicho

elemento:
Tasa de incremento Suma de todas las
de cantidad de movimiento = fuerzas actuando
en un elemento de fluido en el elemento de fluido

La tasa de incremento de cantidad de movimiento en un elemento de fluido para cada

una de las componentes x, y y z estan dadas por

p% p% p%: (2.14)
Por otro lado estédn las fuerzas que actian sobre una particula de fluido, que se pueden
dividir en dos tipos, esfuerzos de superficie y esfuerzos de cuerpo. Los esfuerzos de super-
ficie son aquellos que se aplican a la superficie de la particula, ya sean normales (presion)
o tangenciales (esfuerzos viscosos), mostrados en la Figura Ademas, las fuerzas de
cuerpo son aquellas que actiian externamente sobre el volumen de la particula, como la
fuerza de gravedad, fuerzas electromagnéticas, etc. Estas fuerzas de cuerpo usualmente se
consideran separadas a las fuerzas de superficie y se incluyen en un término fuente S ,.
La notacion subindicial 7;; adoptada para los esfuerzos viscosos indica la direccion

en que se efectian dichos esfuerzos. La componente j indica que se estd efectuando un

esfuerzo en dicha direccién con respecto a un plano normal a la componente i.
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Figura 2.2: Componentes de los esfuerzos viscosos en las caras de un elemento de fluido

Para el desarrollo de la ecuacién de cantidad de movimiento tomaremos en cuenta
primeramente los esfuerzos efectuados en la direccion x mostrados en la Figura[2.3]
La magnitud de la fuerza debida a los esfuerzos es igual al producto de dichos esfuer-

zos por el drea sobre la cual actiian, de manera que para las caras E'y W tendremos que la
fuerza neta actuando en la direccidn x es

op 1 0ty 1
( + a—iéx) (Txx + o 2 )] 0yoz
B ( ap 0T,

oxoyoz (2.15
9 9x ) y ( )
Para las caras N y S, la fuerza neta actuando en la direccion x es

aTyx aTyx 1 aTyx
— |7y — Iy 26y 0X0Z + Ty + 8_y§6y 0x0z = E&céyéz

(2.16)
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0T, 1
dz 562

Ty

Figura 2.3: Componentes de los esfuerzos en la direccién x

Por ultimo, la fuerza neta que actia en la direccion x en las caras T'y B es

ot 1 ot 1 07
— 1,0 — =2 =07 0x6y + 1., + —==067|5x0y = —=5x5Yy0 2.17
(TZ Bz2z)xy (TZ 8z2z)xy 0z royoz ( )

La fuerza total que actia sobre el elemento de fluido en la direccion x es igual a la

suma de las Ecuaciones (2.15)) a (2.17) y divididas por el volumen dxdydz

a(_p + Txx) + aTyx + asz
0x ay 0z

Finalmente, la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento para la compo-

(2.18)

nente en x resulta de igualar la tasa de cambio de cantidad de movimiento en x para un
elemento con la fuerza neta aplicada sobre dicho elemento como se muestra en la siguiente

ecuacion
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D O(=p+71y) Oty O1.
u_(p7)+y+Tz

pE ox ay 0z

De igual manera, si aplicamos el mismo desarrollo para los esfuerzos en la direccion y,

+ S, (2.19)

tendremos que la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento en dicha direccién

€s:

Dv 0Oty a (—P + Tyy) N ot

— = +
P Dt ox ay 0z

y asimismo para la direccion z:

+S, (2.20)

Dw _ asz aTyz 5(—19 +Tzz)
Por~ax Ty T 6z

En estas ecuaciones, el término fuente contiene todas las contribuciones por fuerzas de

S (2.21)

cuerpo, de manera que si quisiéramos modelar el efecto de la gravedad debemos definir
$.,=0,8,=0yS, =—pg.

Para llegar a la forma definitiva de las ecuaciones de conservacion de cantidad de movi-
miento necesitamos encontrar un modelo adecuado para representar los esfuerzos viscosos
7;;. Generalmente estos esfuerzos se expresan en funcion de la tasa de deformacién local,
que se compone de la tasa de deformacion lineal y la tasa de deformacion volumétrica.

La tasa de deformacion lineal de un elemento de fluido tiene nueve términos en las
tres componentes, de los cuales seis son independientes. Estas tasas de deformacion se

denotan por s;;. Existen tres componentes de elongacion lineal:

ou ov ow
Sxx = 27 = 5y S= = 52 (2.22)
Existen ademads seis componentes de deformacion lineal por cizalla:
18u+(9v 16u+(9w 18v+8w
Sy = Sy = = | — + — See =8 ==|=—+— Sy =Sy ==|—+—
Yo 2 \gy  ox o 2\6z 0 ox o 2\az 0 oy
(2.23)
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Por altimo la deformacién volumétrica estd dada por

ou dv ow
— 4 — 4+ —=V-u (224)
ox oy 0z
Para un fluido Newtoniano, los esfuerzos viscosos estan relacionados con las tasas de
deformacién mediante dos constantes de proporcionalidad: la primera viscosidad (visco-

sidad dindmica u) y la segunda viscosidad, A, para relacionar los esfuerzos viscosos con

la tasa de deformacién volumétrica. Las nueve componentes de los esfuerzos viscosos son

entonces:
ou ov ow
Tox = 2/15 + AV -u Ty = 2/15—y + AV -u T, = 2,118—Z + AV -u (2.25)
w = D= H dy Ox @ = T = A 0z 0x = T = H 0z Oy
(2.26)

Sustituyendo las ecuaciones (2.23) y (2.26) en (2.19), (2.20) y (2.21)) surgen como

resultado las llamadas ecuaciones de Navier-Stokes:

Du  dp 0 ou 0 ou Ov 0 ou Oow
PDi ™ ox T ox [zﬂax”v'“]%y ["‘(ay+ax)]+az [“(az * 8x)]+5" @27

o=l (2 2 2 o s ay - 2 +5, 228

Dt oy " dx G_y " dx oy | " dy 0z

o, o
ﬂaz dy

Dw dop 0 ou ow 0 ov  ow 0 ow
— =t —|ul=+=l+=ul— + = ||+ = |2u— + AV - S, (2.29
P 8z+0x[#(8z+0x)]+8y['u(6z+8y)}+az[ﬂaz+ u]+ (2.29)

Regularmente se suelen acomodar los términos de los esfuerzos viscosos como
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0
—|2u—+ AV -u|+ —

ou Ov 0 ou Ow
ax | *ox ay“(6_y+$)]+6_z[“(0_z+5)]
0 [ Ou 0 ( Ou 0 [ ou 0 [ Ou o ( ov o[ ow 0
=a(’ﬁ)*a(“#a—z(“a—z)+[a(“a)+@("a)w—z(ﬂa)*aw‘“)]

=V-WVu) +[s,] (2.30)

G[GM

donde todos los términos dentro de los corchetes en el lado derecho de la igualdad se
concentran en un nuevo término fuente [s,] y a su vez podemos juntar los dos términos en
uno solo S, = S, + [s,] para finalmente obtener la forma definitiva de las Ecuaciones de

Navier-Stokes:

Du op
pE = —a +V. (ﬂVM) +S, (2.31)
Dv Jop
— =——+V-(uV .
th 6y+ uVv)+ S, (2.32)
Dw op

- _ V- (uV 2.
th 5Z+ WVw)+ S, (2.33)

2.4. Conservacion de energia

La ecuacion de conservacion de la energia se deriva de la primera ley de la termo-
dindmica, la cual dicta que la tasa de cambio en la energia de un elemento de fluido es
igual a la tasa de calor afiadido a dicha particula mas la tasa de trabajo ejercido sobre el
elemento de fluido:

Para construir la ecuacion de conservacion de energia necesitamos definir la tasa de
incremento de energia por unidad de volumen que estd dada por

DE

et 2.34
Py (2.34)
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Tasa de incremento Tasa neta de calor Tasa neta de trabajo
de energiaenun = afiadido a un +  ejercido sobre un
elemento de fluido elemento de fluido elemento de fluido

Trabajo ejercido por fuerzas de superficie La tasa de trabajo ejercido sobre un ele-
mento de fluido por fuerzas superficiales estd dada por el producto entre dicha fuerza y la

componente de la velocidad en la direccion de la aplicacion de la fuerza. Por ejemplo, el

trabajo efectuado por las fuerzas (2.15) a (2.17) esta dado por

o (pu) 1 o (pu)
e 55329 (e 520 o

02
1 1
~ (Txxu 0 (Txxu) ) (Txxu 0 (mu) 1 5x)] 5y6

* 2
0 (Tyxu) 1 0 (Tyxu) 1
+ |- [Tyxu s Edy + | Ty + o Ec?y 0x0z
6(T xu)l 6(7’ xu)l
+ —(szu - (';z 2(5 ) ( Tl + 6Zz 2(5 )] oxdy (2.35)

La tasa neta de trabajo efectuado sobre un elemento de fluido en la direccién x es

entonces

[a p+ra)  O(m) oG

Ox0yd 2.36
Ox ay 0z } royoz (2.36)

Aplicando la misma metodologia a las fuerzas que actiian en las direcciones y y z,

podemos calcular el trabajo efectuado en dichas direcciones:

d(vry) d(v(-p+1y)) Ity
EERS e s
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8 (Wsz) + (9 (WTyZ) + a (W (_p + Tzz))
0x ay 0z

0xX0yoz (2.38)

La tasa total de trabajo ejercido por unidad de volumen en un elemento de fluido por
todas las fuerzas superficiales estd dado por la suma de las ecuaciones (2.36) a (2.38]) di-
vididas por el volumen 6x0ydz. Podemos juntar todos los términos que incluyen la presiéon

en forma vectorial

d(up) dlvp) dwp) =
B ey ek V- (pw) (2:39)

Dando asi lugar a la tasa total de trabajo aplicado en un elemento de fluido por fuerzas

superficiales:

dury) () owry 9(re) 9(vry)
+6x+6y+(9z+8x+(9y
() awrn) (W)  B(wr)
YT T T e o

-V-(pw

(2.40)

Flujo de energia por conduccion de calor El flujo de calor q es un vector con tres

componentes, ¢y, ¢, Y ¢ cuyos flujos a través de las fronteras se ilustran en la Figura[2.4]
La tasa neta de transferencia de calor al elemento de fluido debido al flujo de calor en

la direccion x esta dada por la diferencia entre la entrada de calor por la cara W'y la salida

de calor por la cara E:

9g, 1 aq, 1 g,
G — K Z5x| - gr + %4x _ 5x oyoz = —idxéyéz (2.41)
X ox 2 ox

De igual manera, para las direcciones y y z, la tasa neta de transferencia de calor al

fluido es
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0q, 1 Qo+ 22257
y 2
A% |
\#\
0q, 1
ks
q.\ ax 2 X

Figura 2.4: Componentes del vector de flujo de calor.

dq

— —L6x6y6z7 (2.42)
dy
P

_ Wz 5 x5v52 (2.43)
0z

La tasa total de transferencia de calor al fluido debida al flujo de calor a través de las
fronteras resulta de la suma de las ecuaciones (2.41)) a (2.43) y divididas por el volumen

0x0y0z

————— —Z=_V.q (2.44)

De acuerdo a la ley de Fourier, el flujo de calor se relaciona con el gradiente de tem-

peratura local como
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oT oT oT
= —k— , = —k— = —k— 2.45
q o qy ay q: oz (2.45)
0 en forma vectorial
q=—-kVT (2.46)

Combinando las ecuaciones (2.44) y (2.46]) obtendremos finalmente la ecuacién que
representa la tasa de calor afiadido a una particula de fluido por conduccién a través de las

fronteras:

-V.q=V-(kVT) (2.47)

Ecuacion de energia Por ultimo, debemos especificar la energia E de un fluido. Regu-
larmente la energia del fluido esta compuesta por la energia interna, la energia cinética y la
energia potencial. En este caso tomaremos la energia potencial debida a la gravedad como
un término fuente y nos quedaremos con la energia interna y la energia cinética de manera
que

E=i+1(u+v+w) (2.48)

La ecuacion de conservacion de energia se construye igualando la tasa neta de incre-
mento de energia (Ecuacion [2.34)) con la tasa neta de trabajo ejercido sobre un elemento
de fluido (Ecuacion [2.40) y la tasa neta de calor afiadido a dicho elemento (Ecuacion|2.47))

para dar lugar a
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D(i+ %(u2+v2+w2))

Loy () awr | 9(m)

- -V.
0 o (pw) + — By 9z dx
o\vr d|\vry 0w,
olm) 00m) g 00 00t g ory s,
Ay 0z 0x dy 0z

Es comin eliminar el efecto de la energia potencial restando una ecuacién de con-
servacion de energia potencial, obtenida de multiplicar las ecuaciones de conservacion
de cantidad de movimiento en la direccion x (Ecuacion por la componente u de la
velocidad, la de cantidad de movimiento en y (Ecuacién por la componente v y la
de cantidad de movimiento en la direccién z (Ecuacién [2.21)) por la componente w de la

velocidad para obtener

D (% (u2 +v2 + wz)) ~ _— 0Ty N 07y, N 07,
p Dt STuvpT 0x ay 0z
Ity 01y Oy oty 0ty Ot
+v(6x+(9y+6‘z W 8x+3y+éz

) +u-Sy (2.50)

donde Sy, = S,+S5,+S,,. Restando las Ecuaciones (2.49) y (2.50), y definiendo una nueva

fuente como S; = S —u - S, obtenemos la ecuacion de conservacion de energia interna:

Di ou ou ou
— =—-pV- V- (kVT o — r— —
th pV-u+V.( )+ T ax+7) 8y+TZ oz

v ov ov ow ow
+ Txya + Tyy@ + sza_z + sza + Tyza—y + Tzza—Z + Si (251)

Si consideramos que estudiamos un flujo incompresible entonces i = ¢T donde ¢ es
el calor especifico, y ademds V - u = 0, por lo que la Ecuacion (2.51) se convierte en una

ecuacion de temperatura
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DT ou ou ou
— =V - V) + 17— + Ty — + Tpo
i (VT + 7 ox Ay S

ov ov ov ow ow w
— — — T — y— —+S5;, (252
+Ty0x+ry}ay+rzyaz+718x+Tﬂay+TZZ6Z+ ( )

Por ultimo si utilizamos el modelo para fluidos Newtonianos de los esfuerzos viscosos

7;j, tendremos

DT
ch:V-(kVT)+d)+S,- (2.53)
donde
(1)—2 %24_ @24_ 6_w2+18_u+@2+10_u+5_w2+1@+0_wz
~ M\ ox dy 0z 2\dy ox 2\0z Ox 2\0z Oy

+A1(V-u)?’ (2.54)

2.5. Conservacion de especies

La ecuacién de conservacion de especies se deriva de la ley de conservacién de ma-
sa, aplicada a mezclas de varios componentes. Escribiendo un balance de materia en el

elemento de control tendremos

Tasa de incremento Tasa de flujo neto de masa Tasa de incremento o
de masa de la especiei = de la especie i hacia + decremento de masa de la
en un elemento de fluido el elemento de fluido especie i debido a fuentes

En este caso la propiedad a conservar es la fracciéon masica de la especie i, de notada
por Y;. Como lo hemos venido desarrollando, la tasa de incremento de masa en un ele-
mento de fluido por unidad de volumen es equivalente al producto de la densidad por la

derivada material:
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DY,
i 2.
Py (2.55)

Para determinar la tasa de flujo neto de masa a través de las fronteras del elemento ne-

cesitamos cuantificar el flujo masico J que atraviesa dichas fronteras, cuyos componentes

son mostrados en la Figura[2.5]

y1 +%36
Jy+5,3% T]Z 9z2%
. |
L
>
0] 1
Jemax 2™
A

Figura 2.5: Flujo mésico que atraviesa todas las fronteras del elemento de fluido.

La tasa neta de incremento de masa debido a los flujos mésicos en la direccion x

estd dada por

aJ, 1 0J, 1 o0J,
el o Z - X )
[(Jx 6x) (Jx + 6x)] 0yoz 0x0yoz (2.56)

De igual manera para la direccion y:
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oJ,
— —=0Xx0y0z (2.57)
Ay
Y en la direccién z:
o0J,
— —0x6y0z (2.58)
0z

La tasa total de incremento de masa debido al flujo mésico a través de las paredes
resulta de sumar las Ecuaciones (2.56) a (2.58) y dividiendo sobre el volumen de control

0x0ydz para obtener:

_____ - _Vv.J (2.59)

De acuerdo con la primera Ley de Fick, el flujo de masa estd relacionado con los

gradientes de fraccion madsica de i de la siguiente manera:

aY; aY; aY;
J.=—-pD;— J, = —pD;i— J, = —pD;i— 2.60
P I ox y PLi; By z PL;; oz ( )
o en forma vectorial
J= —pD,'jVYi (261)

donde D;; representa la difusividad maésica de la especie i en la especie j y tiene unidades
de m?/s.
Combinando las ecuaciones (2.59) y (2.61)) tendremos que la tasa neta de flujo de masa

a través de las paredes del elemento es

aJ. 9dJ, aJ,
-2 2 _ 2 _V.(pD;VY; 2.62
ox dy 0z (,0 / ) (2:62)

Finalmente la ecuacion de conservacion de especies se construye igualando la tasa neta
de incremento de masa de la especie i en un elemento de fluido a la tasa de flujo neto de

masa de la especie i hacia el elemento de fluido més las fuentes de masa de la especie i:
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DY,

En teoria deberian existir n — 1 ecuaciones de conservacion para n especies ya que la
ultima se calcula simplemente como el complemento a la unidad de la suma de las demas,

de manera que

Z Y, =1 (2.64)

2.6. Fraccion de volumen

Para darle seguimiento a la interfaz entre dos fases (e.g. gaseosa y solida) es necesario
resolver la ecuacion de continuidad para la fraccion de volumen, a,, de cada una de las

fases. Para cierta fase g dicha ecuacion tiene la forma:

1|0

p_q £y (oquq) +V. (aqpquq) =S, + Z (mpq - n'lqp) (2.65)

p=1

donde r1,, es la masa que se transfiere de la fase g a la fase p y 1), es la masa que pasa
de la fase p a la fase ¢. Si consideramos tinicamente dos fases, y ademas suponemos que
solamente hay transferencia de masa de la fase gaseosa a la fase solida debida al proceso

de deposicion, podemos definir un nuevo término fuente como

Say=Suy + Y (1itng = ringy) (2.66)

p=1

y es igual a la masa que pasa de la fase gaseosa a la fase sélida, cuyo cdlculo es describe
en la Seccién
Introduciendo el nuevo término fuente y dividiendo todo por la densidad de la fase ¢

tendremos la ecuacion de conservacion de la fase g como
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—L+ V- (aqu,) =S, (2.67)

donde

S, = % (2.68)
q

Debido a que solamente se consideran dos fases, la fraccién de volumen de la fase p
se calcula en base a la restriccion de que la suma de todas las fracciones debe ser igual a

la unidad:
D=1 (2.69)
g=1

2.7. Modelo de nucleacion

El fendmeno que describe la aparicion de la capa de escarcha es conocido como nu-
cleacion homogénea y es descrito originalmente por McDonald [38], 139]] y extendida por
una correccion no isotérmica propuesta por Krantowitz [40]. Se hacen las siguientes sim-

plificaciones para poder resolver el problema:

La nucleacion es completamente homogénea, por lo que se considera que no existen

impurezas que pudieran acelerar la nucleacion.

= El crecimiento de las particulas de hielo estd basada en un radio critico, por debajo

del cual las particulas son inestables.
= Las particulas de hielo son esféricas.

= El calor especifico de las particulas de hielo es despreciable en comparacion con el

calor latente de desublimacion.
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La tasa de nucleacion por unidad de volumen por segundo de los cimulos de hielo por

encima del radio critico, /, estd dada por:

2 3
n. [Py 200 4rr* o
I= = \|— - 2.70
1—9(,05] \/Mgvnexl’( 31(ng) 70

donde n. es el coeficiente de nucleaciéon y se toma regularmente como 1 de acuerdo

con Gerber y Kermani [41]], los subindices g y s se refieren a las fases gaseosa y soli-
da, respectivamente. o es la energia libre interfacial y es equivalente a 33 x 1077 J/cm?,
segtin Rogers [42]. M,, es el peso molecular del agua, K, es la constante de Boltzmann

(K, = 1.3807 x 1072 J/K) y 6 es el factor de correccién no isotérmico definido por

_ 20 =D An (Ah —0.5) @2.71)

~ (y+1) RT,\RT,
donde y es la relacion de calores especificos y =~ 1.32, Ah es la entalpia especifica
de desublimacion y R es la constante de gas ideal para el vapor de agua equivalente a

461.4J/kgK

El radio critico r+ a partir del cual las particulas de hielo formadas comienzan a ser
estables estd definido por
200

r = (2.72)
PsRT In (pya/ psar)

donde p,, es la presion del vapor de agua y p,,, es la presion de saturacion a la temperatura
del gas T,.

La razén de crecimiento de nucleacién puede ser deducida mediante un balance de
energia en el cual se desprecian los efectos de conduccion interna dentro de la particula de

hielo, para dar resultado a la siguiente expresion [41]:
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o A (1.-T,)
or (hg _ hs)ps

donde A, es el coeficiente de transferencia de calor convectivo y se calcula mediante la

(2.73)

relacion:

Nuk,
A= (2.74)

donde Nu es el numero de Nusselt y debe ser calculado con una relacion adecuada para las
condiciones de flujo, i.e. geometria esférica (particulas de hielo) en flujo externo, como la

desarrollada por Ranz y Marshall [43]] en funcién del nimero de Reynolds y el nimero de

Prandtl:
Nu =2+ 0.6Re'?Pr'/? (2.75)
donde
u,2r c
Re=Pe  p L (2.76)
Hg kg

El ndmero de particulas de hielo en cierto momento dado, 7 puede ser calculado por:

n= > 10 @.77)

Con estos parametros definidos, podemos ahora calcular cudl es la cantidad de masa
que se estd desublimando mediante una expresién que toma en cuenta tanto la formacion
de cristales nuevos como el crecimiento de los ya existentes:

or

4
Fygsi = §7rpslr*3 + 47rp377?25 (2.78)
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2.8. Términos fuente

Finalmente definiremos los términos fuente para las ecuaciones de gobierno que se
habian dejado expresados como §. Estos términos fuente estan en funcion de la masa de
agua que pasa de la fase gaseosa a la fase solida (7i1,4;).

Para la conservacion de la cantidad de movimiento, el término fuente es

Sy =~ (2.79)

Para la ecuacién de conservacion de la energia seré:

Si= _mva&ihvap (280)

donde h,,, es la entalpia especifica de desublimacion.

Para la conservacion de especies del vapor de agua, el término fuente es simplemente

SY = _mvm—i (281)

Y finalmente, para la ecuacion de fraccion de volumen de sélido el término fuente serd

S, = (2.82)
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CAPITULO

METODO NUMERICO

Como hemos visto en el capitulo anterior, las ecuaciones de gobierno que describen los
fendmenos deseados, son ecuaciones diferenciales parciales, no lineales y acopladas entre
si, debido a que en la ecuacion de fraccidon de volumen de sélido es necesario conocer las
componentes de la velocidad u y v, mientras que el cdlculo de dichas velocidades se ve
influenciado por la fraccion de volumen de gas (complemento de la fraccion de volumen
de solido). Debido a la complejidad de dichas ecuaciones, es practicamente imposible en-
contrar una solucién analitica. Es por eso que se opta por aplicar un método numérico para
obtener la solucion aproximada. La idea del método numérico es que no necesitamos sa-
ber el valor de cierta propiedad, digamos temperatura, en todo el dominio, sino solamente

en ciertos puntos de interés, de aqui surge la necesidad de convertir un dominio continuo
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en uno discreto, es decir, dividir el dominio en forma de malla (Figura |3.1) y calcular
la temperatura en los puntos de la misma. Después se construyen y resuelven ecuaciones
algebraicas para las temperaturas desconocidas. De esta manera estamos resolviendo ecua-
ciones algebraicas en vez de ecuaciones diferenciales, haciendo la solucion del problema

mucho mas facil.

Pared aislada

- & & & 7 & & & &
— —
— —
N o
— —
— —
[ S T S T T T T T T T

Pared con temperatura constante

Figura 3.1: Representacion de un dominio discreto o malla

Al proceso de transformar un dominio continuo gobernado por ecuaciones diferen-
ciales en un dominio discreto representado por ecuaciones lineales se le conoce como
discretizacion. Existen diversos métodos de discretizacion tales como la formulacion en
series de Taylor (que es la base para las diferencias finitas), el método de los residuales
ponderados (Method of Weighted Residuals), entre otros. Sin embargo, el método mas
utilizado para aplicaciones de dinamica de fluidos computacional o CFD por sus siglas en
inglés (Computational Fluid Dynamics) es el de los volimenes finitos, esto debido a su

naturaleza conservativa.
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3.1. Meétodo de los volumenes finitos

El principio del método de los volimenes finitos se basa en dividir el dominio en cierto
numero de volumenes de control que no se superponen entre ellos, de manera que cada
punto de la malla esté rodeado por un volumen de control. Para obtener las ecuaciones
discretizadas se procede a integrar las ecuaciones diferenciales sobre dichos volimenes de
control y se utilizan perfiles de variacion adecuados para aproximar las propiedades en las
caras de los volumenes. De esta forma se obtiene una ecuacién discretizada para cada uno
de los puntos de la malla o nodos.

Como se explico en el capitulo anterior, la forma de deducir las ecuaciones de gobierno
esta basada en un balance dentro de un volumen de control infinitesimal. De la misma ma-
nera, el método de los volimenes finitos estd basado en un balance dentro de un volumen
de control finito. Esto quiere decir que el método en si asegura la conservacion de can-
tidades tales como la masa, cantidad de movimiento y energia (entre otras) en cualquier
ndmero de puntos de la malla, asi como en el dominio completo.

Para el desarrollo del método tomaremos el caso de la conduccion de calor en estado
permanente con generacion de calor en una dimension, cuya ecuacion de gobierno es re-
presentada por la Ecuacion , donde k es la conductividad térmica, T es la temperatura

y S es la fuente de calor.

d (,dT

—|k—]+S5 =0 3.1

dx ( dx) " G-1)
que en forma vectorial seria

V- (kVT)+S =0 (3.2)

La Figura muestra un conjunto de 3 puntos de una malla en una dimensién. Re-
cordemos que cada punto de la malla estd rodeado por un volumen de control cuyas caras

estdn representadas por las lineas punteadas. El punto de interés P tiene un vecino a cada
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lado denotados por E en la direccion x positiva y por W en la direccidon x negativa. Las
caras del volumen de control se denotan por letras mindsculas e y w, respectivamente.
Las distancias entre los puntos de la malla son (dx), y (6x),, y el espesor del volumen de
control es Ax, mientras que para las dimensiones restantes tomamos en cuenta un espesor

de 1, por lo que las dimensiones del volumen de control son Ax X 1 X 1.

(6x),, (6x),

<0
g
t

FAx E—

Figura 3.2: Conjunto de puntos de la malla para una dimension.

Si integramos la Ecuacién (3.2) sobre el volumen de control descrito tendremos que

[V-(kVT)+S]dV =0 (3.3)

V.C.

Ahora debemos recurrir al teorema de la divergencia de Gauss que establece que

fV~¢dV:f ¢ - idA (3.4)
V.C. Sup

donde S up es una superficie de control, dA es un diferencial de superficie y 7 es un vector
unitario normal a dicha superficie.

Si observamos el lado izquierdo de la Ecuacion (3.4) nos podremos dar cuenta que
cuantifica los cambios totales dentro de un volumen, mientras que el lado derecho cuanti-
fica los cambios a través de la superficie. En pocas palabras el teorema de la divergencia
de Gauss nos relaciona la acumulacion de cierta propiedad en un volumen con las entra-
das y salidas netas a través de su superficie. Aplicando este teorema a la Ecuacion (3.3))

tendremos que
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f kVT-ﬁdA+f Sdv =0 (3.5)
Sup V.C.

donde 7 tiene 6 componentes

i,—1, j,—Jj k,—k (3.6)

de los cuales para nuestra ecuacién unidimensional solo necesitamos i y —i, por lo que

kaT(l)dA+f kVT(—l)dA+f Sdv =0 (3.7)
Sup Sup V.C.

Ahora haremos una de las suposiciones mds importantes en la implementacién del
método de los volimenes finitos, que es suponer que los flujos son constantes en cada una
de las superficies de control en las que se realiza el andlisis, de manera que pueden salir

de la integral:

(KVT) onr f dA — (kVT), f dA + f SdV =0 (3.8)
Sup Sup V.C.

Integrando sobre el drea (en este caso 1 X 1), integrando el término fuente sobre el
volumen (Ax x 1 x 1) y volviendo a la notacién diferencial obtendremos la Ecuacion (3.9),
donde los subindices w y e indican que dichos términos deben ser evaluados en las caras

correspondientes del elemento de control.

dT dT ¢
(ka)e - (ka)w + v[; Sdx=0 3.9)

Para hacer esto hay que suponer la manera en la que se comportan dichos términos,
para las derivadas es comun suponer una variacion lineal entre nodos cercanos, como el
mostrado en la Figura De esta manera podemos calcular facilmente la pendiente de la
recta en cada cara del elemento. Por lo tanto, al evaluar las derivadas en ambas caras del

volumen de control, obtendremos la siguiente ecuacion discretizada:
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w w P e E
X

Figura 3.3: Ajuste a una tendencia lineal de T entre nodos adyacentes.

ke(Tg = Tp)  ky (Tp = Tw)
(0x), (0x),,

Este método de discretizacion da como resultado una expresion parecida a la que se

+S8SAx=0 (3.10)

obtendria con diferencias finitas y de hecho es lo que se conoce como una diferencia
central. Observamos que atn tenemos que evaluar los términos k, y k,,, para ésto hay que
suponer de igual manera un comportamiento de la variacion de la propiedad, de esto se
hablara en la Seccion El término S expresa el valor promedio de la fuente de calor
sobre el volumen de control. En ocasiones el término fuente es una funcién de la variable
dependiente, en este caso de la temperatura 7', por lo que debemos establecer una relacion
entre ambos. La mejor opcion es optar por un comportamiento lineal ya que, de hecho, las
ecuaciones discretizadas resultantes serdn ecuaciones lineales. Por lo tanto el término §

se representa mediante la siguiente expresion:
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S=Sc+SpTp (3.11)

donde S ¢ es la parte constante y S p es la parte proporcional a la variable dependiente.
Sustituyendo el término anterior y haciendo un poco de algebra podemos llegar a expresar

la ecuacion discretizada de la siguiente manera:

Clpr = ClETE + CleW +b (312)
donde
k
= ¢ 3.13

= G, G135
ay = ull (3.13b)

Y (o), '
ap = ag + awy — S pAx (3.13¢)
b=ScAx (3.13d)

Podemos observar que la ecuacion (3.12) es una ecuacién lineal con tres incognitas,
Tp, Tp y Ty con coeficientes ap, ag y ay, respectivamente, expresados en las ecuaciones

(3.13d) a (3.13c) y con b constante. Esta ecuacién se aplica para todos y cada uno de

los puntos de la malla resultando entonces en un sistema de ecuaciones lineales fécil de
resolver por un método directo como el TDMA (Seccion [3.8).

Esta ecuacion discretizada aplica para una sola dimension, sin embargo el nimero
de nodos vecinos aumenta para dos y tres dimensiones, por lo que es comuin expresarla

también de la siguiente manera, donde el subindice nb denota a los vecinos existentes.

apTp = Z awTop + b (3.14)
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Existen cuatro reglas bdsicas que debe cumplir una ecuacion discretizada para asegurar

resultados fisicamente realistas y conservacion de las propiedades:

1¢ regla: Consistencia en las caras del volumen de control. Una cara es compartida por
dos volimenes de control adyacentes, por lo que la forma en que se calculan los flu-
jos que atraviesan dicha cara debe ser la misma para cada uno de los voliimenes. De
esta manera aseguramos que lo que sale por un volumen es exactamente igual a lo

que entra por el siguiente.

2“ regla: Coeficientes positivos. En la mayoria de las situaciones de interés, la variable
de estudio es afectada por los valores en la vecindad por difusién y conveccion.
Entonces al aumentar el valor de uno de los vecinos, el valor del punto de interés
deberia a su vez aumentar, esto se logra al hacer que los coeficientes del nodo y
de los vecinos (ap, ag y ay) tengan el mismo signo, ya sea positivo o negativo,
sin embargo por cuestiones pricticas es mas facil optar por la opcioén de hacerlos

positivos.

3“ regla: Pendiente negativa del término fuente. Al observar el coeficiente central ap
(Ecuacion se aprecia que aunque los coeficientes de los nodos vecinos sean
positivos, el efecto del término fuente puede hacer que el coeficiente ap se vuelva
negativo. Esto puede evitarse obligando al coeficiente S p a que sea menor o igual a

CECro.

4¢ regla: La suma de los coeficientes vecinos. Si una ecuacion de gobierno contiene so-
lamente derivadas de la variable dependiente, los valores Ty T + ¢ (siendo ¢ una
constante arbitraria) deberian satisfacer ambos a la ecuacion diferencial que los go-
bierna. Esta propiedad debe ser también representada por la ecuacion discretizada,
por lo tanto, la Ecuacion debe ser valida incluso cuando 7p y T, sean incre-

mentadas por una constante. Esto se logra haciendo que el coeficiente ap sea igual
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a la suma de los coeficientes vecinos a,,. Obviamente esta regla no aplica en caso
de que la ecuacién de gobierno contenga un término fuente funcién de la variable
dependiente, como se puede observar en la ecuacion (3.13c). Sin embargo, es facil

notar que si el término S p fuera inexistente, la regla se cumpliria.

En ocasiones se encontraran no linealidades, por ejemplo, al resolver un problema de
conduccion de calor con conductividad térmica y fuente de calor dependientes de la tem-
peratura. Debido a que las ecuaciones resultantes deben ser lineales para poder resolverlas,
hay que aplicar un método iterativo para linealizar las ecuaciones. Este método consiste

en lo siguiente:
1. Comenzar con una aproximacion o estimacién del campo de temperaturas
2. Con estas temperaturas se calculan los coeficientes de la ecuacion discretizada

3. Una vez calculados los coeficientes se procede a resolver las ecuaciones para obtener

nuevos valores de temperatura

4. Con estas temperaturas actualizadas se repiten los pasos 2 al 4 hasta que se alcan-
ce la convergencia. Esto ocurre cuando la diferencia entre las temperaturas en dos

iteraciones consecutivas sea lo suficientemente pequeia.

3.2. Caracteristicas de la malla

Como hemos mencionado anteriormente, la forma de discretizar el dominio es divi-
diéndolo en partes pequefias dando como resultado una malla. También se han introducido
ya los parametros geométricos de la malla tales como la distancia entre dos puntos adya-
centes (6x),, y (6x),, y el espesor del elemento Ax (Figura [3.2). Todos estos pardmetros
geométricos no tienen por qué ser iguales para todos los puntos de la malla, incluso, (6x),,

y (0x), pueden ser diferentes entre si para un punto dado. De hecho, la prictica de hacer
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mallas no homogéneas es deseable en la mayoria de los casos de estudio. El criterio para
decidir en qué partes del dominio la malla debe ser fina y cudles debe ser gruesa, es la
variacion de la variable dependiente con respecto a la direccion en cuestion. Por ejemplo,
en el caso de un fluido fluyendo en el espacio entre dos placas horizontales, la velocidad
del fluido cambia intensamente en la direccion perpendicular al flujo, sobre todo cerca de
las placas, es por eso que la malla debe ser mds fina hacia dichas zonas. Mientras tanto, se
observa que la velocidad a lo largo del eje x no tiene gran cambio conforme se avanza en
la direccidn positiva, debido a esto, los elementos de la malla pueden tener una relacién
de aspecto Ax/Ay aceptablemente grande.

Una vez que se ha decidido cudl serd la estructura de la malla, hay que decidir donde
colocar las caras de los volumenes de control que rodean cada punto de la malla. Se tienen
dos opciones: colocar las caras justo a la mitad de la distancia entre dos puntos adyacentes
o colocar el punto justo en el centro del volumen de control. A continuacion se presentan

las ventajas y desventajas de ambas practicas.

Caras localizadas en la mitad entre puntos de la malla. La forma mas obvia de cons-
truir los volimenes de control es dibujar las caras justo a la mitad entre dos puntos adya-
centes. La Figura [3.4) muestra un esquema representativo de esta practica donde la malla
estd representadas por lineas sélidas y las caras del volumen de control alrededor de cada
punto por lineas punteadas. Las letras mayusculas rojas representan la nomenclatura de
los puntos, mientras que las letras mintsculas azules representan la nomenclatura de las
caras. La ventaja de localizar las caras de esta manera es que el cdlculo de las propieda-
des en dichas caras se simplifica a un promedio aritmético entre las propiedades de dos
puntos adyacentes, como se verd en la Seccion [3.3] La desventaja de esta practica es que
los puntos de la malla no estdn localizados en el centro geométrico de los volumenes de
control, por lo tanto el valor de cierta propiedad o variable en un punto no es una repre-

sentacion fiel del valor en el volumen de control, ya que en realidad estd cargado hacia
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un lado. Otra desventaja es que, por ejemplo, el punto n no se encuentra a la mitad de la
cara del volumen, por lo que suponer que el flujo de cierta variable en dicho punto es una

representacion de la cara completa, es una inexactitud.

Figura 3.4: Esquema representativo de una malla con las caras de los voliimenes de control en el punto

medio de la distancia entre dos puntos adyacentes.

Puntos de la malla situados en el centro de los volimenes de control. La segunda
practica es establecer primero los volimenes de control y después localizar los puntos de
la malla en los centros geométricos de dichos volimenes como se muestra en la Figura
Debido a que el punto P se encuentra justo en el centro del volumen de control, se
puede decir que el valor de la propiedad en P representa con bastante precision el valor de
todo el volumen. Ademas de esto, el punto e, por ejemplo, se encuentra justo en el centro
de dicha cara, por lo que los flujos calculados en dicho punto representan de buena manera
el flujo a través de toda la cara. La tnica desventaja de esta practica es el hecho de que
cierta cara no se encuentra a la mitad entre dos puntos adyacentes, esto dificulta un poco
el calculo de las propiedades y flujos en las caras, ya que hay que considerar las distancias

entre los puntos y la cara. Esto conlleva a la necesidad de utilizar un promedio ponderado
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para dichos calculos como se vera en la Seccion

N I R R I A R I
|
l
|
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T =
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|

Figura 3.5: Esquema representativo de una malla con los puntos en el centro de los volimenes de control.

3.3. Propiedades fisicas en la interfaz

Como se ha comentado a lo largo del documento, es necesario calcular las propiedades
fisicas tales como densidad, conductividad térmica, viscosidad o difusividad masica en las
caras de los volumenes de control para poder llevar a cabo la discretizacion de las ecua-
ciones correctamente. Retomando el ejemplo de la conduccién de calor en una dimensidn,
el término k, representa la conductividad térmica del medio en la cara este del volumen de
control. En el caso de que la conductividad térmica k sea funcién de la temperatura, s6lo
se conocen los valores de la temperatura en los puntos de la malla W, Py E, y por lo tanto
las conductividades térmicas s6lo pueden evaluarse en dichos puntos, en consecuencia,
necesitamos una expresion que calcule la conductividad en las caras del volumen a partir

de los valores disponibles en los puntos de la malla.
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(6x),

(6x),_ —>:<—— (6x) o4
Ps ' PS
P e E

Figura 3.6: Esquema representativo de dos puntos de una malla en una dimension.

La préictica més sencilla es suponer un comportamiento lineal entre los valores de dos
puntos consecutivos de la malla. Si tomamos como ejemplo los puntos mostrados en la
Figura[3.6] observaremos que al aplicar un promedio ponderado obtendremos la siguiente

expresion para el cdlculo de la conductividad:

ke = fokp + (1 = fo) ke (3.15)
donde
_ (6X)
f. = —((5x)e (3.16)

El término f, representa la fraccion de la distancia correspondiente al volumen alre-
dedor del punto E, mientras que (1 — f,) es la fraccion correspondiente al punto P. Si la
interfaz e estuviera colocada justo en el punto medio entre los puntos P y E entonces la
ecuacion representa la media aritmética entre los valores de los dos puntos.

Esta préctica es aplicable en el caso de que las propiedades en el medio no tengan
cambios abruptos, por ejemplo, en el caso de la interfaz entre dos materiales diferentes,
dicha préctica llevaria a resultados incorrectos. Una manera de lidiar con este problema es
reconocer que lo que importa no es en si el valor de la conductividad en la interfaz, sino
el valor del flujo de calor. En el caso de la conduccién de calor en estado estable en una

dimensidn sin fuentes de calor, la ecuacion discretizada es
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_ ke (Tp—Tg)
1= "),

Si suponemos que el volumen alrededor del punto P es de cierto material con conduc-

(3.17)

tividad térmica kp y el que rodea al punto E es de un material diferente con conductividad

kg, entonces la ecuacion discretizada es la siguiente.

_ Tp—Tg
(6x)e— /kP + (6x)e+ /kE
Si combinamos las ecuaciones (3.18)) y (3.16] tendremos que la conductividad térmica

qe (3.18)

en la interfaz sera:

A AN
ke_( o +E) (3.19)

y si localizamos la cara e justo a la mitad entre los puntos Py E, tendremos que fe = 0.5

y entonces

L _(0.5 0.5)‘l _ 2kpkg

= = 3.20
kp + kE ( )

b ke
que representa la media armodnica entre los valores de las conductividades térmicas de los
puntos Py E. Mediante esta prictica se obtienen resultados mds realistas fisicamente, por
ejemplo, si el punto E tuviera una conductividad de 0, representando a un aislante térmico,
de acuerdo con la ecuacién (3.20) la conductividad en la cara e serfa igualmente cero
dando lugar a un flujo de calor inexistente, lo cual representa realmente el comportamiento
fisico de un aislante térmico. Mediante la primera préctica, al ser un promedio aritmético,
obtendriamos la mitad de la conductividad del punto P lo cual llevaria a un flujo de calor

diferente de cero dando lugar a resultados fisicamente irreales.
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3.4. Término transitorio

Muchas veces es de gran interés observar la evolucidn temporal de cierto fendmeno.
Para esto necesitamos incluir el término temporal en las ecuaciones de gobierno y dis-
cretizarlo. Para ejemplificar esto retomaremos el caso de la conduccion de calor en una
dimensién y afladiremos el término transitorio dejando de lado la fuente de calor, la ecua-

cién de gobierno es entonces

8T 0 (kaT) (321)

“or " ox \ ox
donde p y ¢ son la densidad y el calor especifico del medio respectivamente y se conside-
rardn constantes.

Una ecuacidn diferencial transitoria siempre necesita de una condicion inicial para ser
resuelta, de la misma manera para la ecuacion discretizada necesitamos de una distribu-
cion de temperaturas inicial en cierto tiempo ¢ para obtener una nueva distribucién en un
tiempo ¢ + Atr. A los valores iniciales se les denotard por T'5, T y T4, mientras que a los
valores desconocidos se les seguird denotando por Tp, Tr y Ty. Para obtener la ecuacion
discretizada tendremos que integrar sobre el volumen de control como lo hemos venido
haciendo hasta ahora pero ademés tendremos que integrar sobre un intervalo de tiempo At

resultando en:

t+At oT t+At
pcf f —dtdx—f f ax( )dxdt (3.22)

donde el orden de integracion depende de la naturaleza del término, por ejemplo, el
término temporal se integra primero con respecto al tiempo, mientras que el término difu-
sivo se integra primero sobre el volumen de control. Para representar el término transitorio

se supondrd que el valor de T es tnico dentro de todo el volumen de control, por lo que
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4 t+At aT 0
pcﬁ V[ n dtdx = pcAx (Tp - TP) , (3.23)
mientras que para el término difusivo aplicamos el método usual de discretizacion:
t+At
ke(Tg —Tp)  ky(Tp—Tw)
Ax(Tp - Tp) = - dt 3.24
pebx(Tr = Ty) f [ (6), (), ] o2y

Ahora, para evaluar la integral temporal es necesario definir coémo varia la temperatura
a lo largo del tiempo. Si los pasos de tiempo son suficientemente pequefios podriamos

decir que la variacion es lineal y definir la integral como sigue:

t+At
f Tpdt = [f;Tp+(1- ) Th| At (3.25)

donde f; es un factor de peso con valores entre 0 y 1. Usando el mismo principio para

evaluar las integrales de T y Ty y sustituyendo en la ecuacién (3.24) tendremos

Ax ke(Tg —Tp) ky(Tp—Ty)
(T =73)= [ 0. ©n, ]
k, (Tg - Tg) k, (T}?, - TQV)

PO ST T T G,

(3.26)

Si arreglamos los términos de acuerdo a la forma general de discretizacion obtendre-

mos la siguiente ecuacion:

apTp = ag [ﬁTE +(1 -1 Tg] + aw [ftTW + (1= 1) Tgv]

+|ah - (1= fag - (A = fyaw|Th (327
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donde
ke
= 3.28
ag 62, ( a)
ull (3.28b)
ay = .
" (o),
o PcAx
= 3.28
ap A ( c)
ap = fiag + fiaw + a(,), (3.28d)

Existen tres esquemas de discretizacion tipicos para diferentes valores de f;. El es-
quema explicito resulta de hacer f, = 0; si elegimos f; = 0.5 tendremos el esquema de

Crank-Nicholson, y por tltimo f; = 1 nos lleva al esquema totalmente implicito.

Explicito

Y

Crank-Nicholson

Totalmente implicito

t+ At

Figura 3.7: Variacién de la temperatura en el tiempo para los tres esquemas.
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3.4.1. Esquema explicito

El esquema explicito, que resulta de hacer f, = 0, supone que el valor de la variable,
en este caso 7, en el punto P prevalece durante todo el intervalo de tiempo At excepto al
llegar al final cuando ¢ = ¢ + At como se observa en la Figura[3.7] Al sustituir f; = Oenla
ecuacion (3.27), esta se convierte en

apTp = aET?; + aWT% + (a(;‘: —ag — aW) T}i (3.29)

Esto significa que el valor T» depende explicitamente de los valores de temperatura de
los nodos vecinos en el paso de tiempo anterior y no de las temperaturas desconocidas en
t + At. Se puede observar entonces que las temperaturas desconocidas en cada punto son
calculables directamente sin la necesidad de resolver un sistema de ecuaciones lineales.
A primera vista, este esquema es el que mads facilita la solucién de las ecuaciones, sin
embargo, tiene la desventaja de que el coeficiente de Ty puede tener valores negativos si
% fuera menor que la suma de ag y ay. Esto viola directamente la segunda regla general

pudiendo resultar en valores fisicamente irreales.

3.4.2. Esquema Crank-Nicholson

Cualquier valor de f; diferente de cero dard lugar a un esquema implicito debido a
que el valor en el punto P dependerd de los valores de los nodos vecinos tanto en el
tiempo # como en ¢ + At. Si analizamos la Figura (3.7, el esquema Crank-Nicholson predice
un cambio gradual de la temperatura al avanzar en el intervalo de tiempo, debido a esto
pareciera ser el esquema mas conveniente. A pesar de esto, este esquema cuenta también
con la desventaja de posibles coeficientes negativos. El coeficiente de T al hacer f; = 0.5
en la ecuacion es a(}, — (ag + aw) /2 en el cual podemos identificar facilmente la

inconveniencia de dicho esquema.
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3.4.3. Esquema totalmente implicito

Para cumplir con el requerimiento de que el coeficiente de T'h sea siempre positivo el
valor de f; debe ser igual a la unidad. Es por esto que el esquema totalmente implicito es
el mds cominmente usado.

El principio de este esquema es que el valor de Tp» permanece constante durante el
intervalo de tiempo Az y depende de los valores de los puntos vecinos Tg y Ty, ademads del
valor en el paso de tiempo anterior T9. Esto da como resultado un sistema de ecuaciones
lineales simultaneas.

Si introducimos el término fuente S = S¢ + S »7p en la ecuacién y sustituimos

fi = 1 tendremos la ecuacion:

Clpr = aETE + awTW +b (330)
donde
k
- 3.31
ag ) ( a)
ull (3.31b)
Ay = .
YT 0w,
pcAx
a) = v (3.31c)
b=ScAx+adT) (3.31d)
ap = ag + ay + ay — S pAx (3.31e)

3.5. Esquemas convectivos

Hasta este momento hemos desarrollado la ecuacién de discretizacion del término tem-
poral, el término difusivo y el término fuente para la temperatura, sin embargo, este méto-

do aplica para cualquier variable ¢ con coeficiente de difusividad I'. Ahora incluiremos el
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término convectivo de la ecuacion de gobierno.

Como sabemos la conveccion es debida al movimiento de un fluido, por lo tanto para
calcular el término convectivo necesitamos conocer previamente el campo de velocidades
del medio. En este momento supondremos que conocemos dicho campo y en la Seccién
3.7l veremos como calcularlo numéricamente.

Tomaremos el caso més simple posible para desarrollar la discretizacion de la ecuacion
diferencial: una ecuacidn de conveccion-difusion en una dimension en estado estable y sin

término fuente,

d _ 4 (pde
dx (pu¢) = dx (Fdx) 642

donde u representa la velocidad en la direccién x. Se sabe ademds que la ecuacion de

continuidad en una dimension es

d
T (pu) =0 (3.33)

que fisicamente significa que el producto pu siempre debe mantenerse constante. Usare-
mos la figura[3.2] para representar los puntos de la malla. Las fronteras w y e, como hemos
visto, pueden estar en cualquier lugar. Por conveniencia supondremos que dichas caras se

encuentran justo a la mitad entre los puntos.

3.5.1. Diferencias centrales

Si integramos la ecuacion (3.32) sobre el volumen de control obtendremos que

d d
(oug), — (pue), = (Fd—¢) - (F—¢) (3.34)
x)/, dx),

Si aplicamos la misma metodologia que hemos venido aplicando hasta ahora de apro-
ximar las variables en la interfaz mediante una interpolacion lineal tendremos que la va-

riable ¢ en las caras e y w es
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be = 3 (¢r + ¢p) y bw = 3 (Bp + dw) (3.35)

Sustituyendo en la ecuacidn (3.34)) y aplicando la estrategia de discretizacion usual de
aproximar las derivadas en las caras del volumen de control mediante la suposicion del
perfil a pasos (también llamada diferencias centrales) para los términos difusivos tendre-

mos

re (¢E - ¢P) _ FW (¢P - ¢W)
(6x), (6x),,

3 (ow), (P + ¢p) = 5 (ou),, (P& + Pp) = (3.36)

donde los valores de pu y I en las fronteras se calculan de la forma propuesta en la seccién
Definiremos ahora dos nuevas variables, D que representa los coeficientes difusivos
y F que representa los coeficientes convectivos, ambos tienen las mismas unidades y se

definen como sigue

oL
(%)

Cabe resaltar que D siempre tendrd signo positivo, mientras que F' puede tomar cual-

y F =pu (3.37)

quier signo dependiendo de la direccién de la velocidad. Introduciendo estos términos, la

ecuacion discretizada es

appp = apPe + awdw (3.38)
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donde
F,
ag =D, — 5 (3.39a)
F,
ay = D,, — - (3.39b)
F, F,
ap = De + 7 + DW + 7 (339C)
=ag+ay+ (F,-F,) (3.39d)

Debido a que la ecuacién de continuidad establece que F' = pu debe ser constante,
F, = F,, y el coeficiente ap cumple con la cuarta regla basica. A pesar de esto, obser-
vamos que los coeficientes ar y ay pueden llegar a ser negativos en el caso de que la
velocidad en los coeficientes convectivos F, y F),, sea positiva y estos sean mayores a los
difusivos D, y D,,, lo cual incumple con la segunda regla, de hecho cualquier valor de
F > 2D da resultados incoherentes. Esto nos indica que dicho método es aplicable solo
en el caso de bajos nimeros de Reynolds o relaciones /D menores a 2. Esta relacion
es conocida como el nimero de Peclet (Pe) y, como hemos visto, representa como es el
transporte convectivo respecto al difusivo en el medio. La solucién a este problema es uti-
lizar una aproximacion diferente a la actualmente empleada. Existen varias alternativas de
esquemas de discretizacion para el término convectivo, dentro de las que se encuentran el
Upwind, Hibrido, Ley de la potencia o Exponencial, los cuales se muestran en la Figura
Para esta figura se tomaron los valores de ¢y = 0y ¢ = 1y se realizo el calculo
de ¢p para diferentes nimeros de Peclet utilizando los distintos esquemas de conveccién
mencionados. Podemos observar que a nimeros de Peclet altos, el valor de la variable en
el punto P toma el valor del vecino que se encuentra corriente arriba, comportamiento
clasico de un fenémeno convectivo, mientras que al acercarse a Peclet bajos la variable
toma un valor medio entre los dos vecinos mostrando el comportamiento de una difusién
dominante.

Cada uno tiene sus propias ventajas y desventajas, por ejemplo, el Upwind representa
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T T T T
1.0 -
Diferencias centrales
Upwind
0.8 - Hibrido =
Exponencial 1
A También Ley de la potencia
=
<
04 | -
02| -
0.0 -
1 ] 1 1 I 1
-10 -5 0 5 10
pu(dx)
Pe =
I

Figura 3.8: Prediccién de la variable ¢p a diferentes ndmeros de Peclet para distintos esquemas de convec-

cién.

de forma realista el fendmeno fisico, sin embargo los resultados tienen cierto error respec-
to a la solucion exacta. El método hibrido es un esquema a pasos que aproxima la soluciéon
dependiendo del valor del numero de Peclet, de hecho, a bajos nimeros de Peclet se apro-
xima como diferencias centrales, mientras que a |Pe| > 2, toma la forma del Upwind, de
ahi el nombre Hibrido. El esquema exponencial resulta de emplear la solucion analitica
para aproximar los términos convectivos, es por esto que es el esquema que representa la
solucion real mds precisamente, sin embargo, su costo computacional es muy elevado. Por
su parte, el método de la ley de la potencia es una muy buena aproximacion a la solucién
real sin tan alto costo computacional (de hecho en la Figura las lineas del método
exponencial y de la ley de la potencia son tan similares que no se nota la diferencia de
ambas). La eleccion de cierto esquema dependerd obviamente del nimero de Peclet del

problema y de los recursos computacionales que se tengan disponibles. En nuestro caso
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optamos por utilizar el esquema Upwind ya que es el que otorga resultados realistas con

el menor costo computacional.

3.5.2. Esquema Upwind

Uno de los remedios mds usados para evitar los problemas antes mencionados es el
esquema llamado Upwind o Upstream, que significa corriente arriba o aguas arriba. El
inconveniente del esquema de diferencias centrales estd en que considera la propiedad
convectiva en la interfaz como el promedio entre los valores de los puntos adyacentes.
Este método propone una manera diferente de aproximar los términos convectivos en dicha
cara, mientras que los términos difusivos se mantienen sin cambios.

El esquema Upwind propone que el valor de la variable ¢ en cierta cara toma el valor

del nodo que se encuentra corriente arriba, esto es

be = ¢p cuando F,>0 (3.40)

b = Pk cuando F, <0 (3.41)

Lo cual aplica de igual manera para la cara w. Definimos un nuevo operador ||A, B||
para indicar que escogeremos el valor que sea mayor de los dos contenidos en este. De

esta manera, el método Upwind implica que

Fepe = ¢plIFe, Oll = g lI-F, Ol (3.42)

Introduciendo este concepto en la ecuacién discretizada tendremos

appp = apPe + awdw (3.43)
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donde

ag =D, + ||-F,,0l (3.44a)
aw = D,, + ||F,,, 0l (3.44b)
ap =D, + ||F.,0| + D,, + ||-F,, Ol (3.44c)

=ag+ay+(F,-F,) (3.444d)

La cual es la ecuacién general discretizada en una dimension para un fendmeno de

conveccidn-difusion para una variable ¢ con D =T'/ (6x) y F = pu.

3.6. Ecuacion final discretizada

Por dltimo, combinaremos todos los esquemas de discretizacion antes descritos, aplicindo-
los a la ecuacién general de gobierno para una variable ¢ en dos dimensiones. Hasta ahora
hemos desarrollado los métodos de discretizacion en una sola dimension considerando
unicamente las fronteras £ y W; para dos dimensiones se consideran ademads las fronteras
Ny S y los esquemas de discretizacion se aplican de la misma manera. La ecuacion de
gobierno es entonces:
aJ, dJ,

= = 4
R S (3.45)

donde los términos convectivos y difusivos se han agrupado en la variable J que representa

0
6—t(.0¢)+

el flujo total de la propiedad ¢

Jy = pug — F% (3.46)
Jy = pvd - Fg—i (3.47)
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Aplicaremos primero el esquema de discretizacion temporal totalmente implicito su-

poniendo una densidad constante e integraremos sobre el volumen de control para obtener

0% (¢p — 95) AxAy . ¢,
At + [(pu)e ¢€ - Fea] Ay - [(pu)w ¢W - Fwa Ay
+ | (ov),, ¢ — Fn%] Ax — [(PV)S o5 — FS%] Ax = (Sc+ Spdp) AxAy (3.48)

donde el término fuente ha sido linealizado de la forma tradicional. Aplicaremos ahora la
discretizacion de las derivadas de ¢ en las caras del volumen de control por diferencias

centrales quedando

05 (¢ —Zi%) Axty | o 0, T (ﬁfi] Ave [(pu)w b (?f)i] Ar
+{Gow), 6 - r(%] Ax- [(m b, - r(%] Ax=(Sc+Spbp) Axhy (3.49)
donde
M. = ¢ — o (3.502)
Apy = ¢p — Pw (3.50b)
Ay = dx — o (3.500)
Aps = ¢p — ¢s (3.50d)

Introduciremos ahora los términos D y F para simplificar la ecuacién anterior, dando

como resultado:

0% (¢p — ¢%) AxAy
At
+ [Fr2¢n - Dn (¢N - ¢P)] - [Fs¢s - Ds (¢P - ¢S)] = (SC + SP¢P) AXA)’ (351)

+ [Fe¢e - De (¢E - ¢P)] - [Fw¢w - Dw (¢P - ¢W)]
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donde
I'.Ay
F, = . = 3.52
(ou), y G, (3.52a)
r,A
Fo=(u, y D,="2 (3.52b)
(6x),,
I',Ax
F, = (pv), D, = - (3.52¢)
e o,
r,A
Fy=(v), vy Dy=-—2 (3.52d)
(6y);

Recordemos que las propiedades tales como p, u y I' deben ser calculadas en las caras
mediante alguna forma de interpolacién entre los valores de los nodos adyacentes a cada

cara. Si aplicamos ahora el principio del esquema Upwind tendremos que

Fepe = ¢pllFe, Ol = ¢g l|-Fe, Ol (3.53a)
Fyow = ¢w lIFy, Oll = ¢p [|=F, Ol (3.53b)
Eypn = ¢p|Fn, Oll = ¢ [|=F5, Ol (3.53¢)
Fsps = ¢s |IFs, Oll = ¢p l|-F, Ol (3.53d)

Si sustituimos las ecuaciones (3.534) a (3.53d)) en la ecuacién (3.51) y agrupamos

términos tendremos:

p%AxAy
T + De + ”Fe’ 0” + Dw + ||_Fw, 0” + Dn + ||Fn, 0” + Ds + ||_Fs, O” - SPAXAy ¢P
= (D, + ||[=Fe, 0D ¢£ + (Dy + [IFyw, Ol) ¢w + (Dy + ||=Fp, Oll) ¢

pgAxAy
At

+(Ds + |IFy,0l) ¢s + ¢S+ ScAxAy (3.54)

Asi podemos definir nuestra ecuacion general discretizada como

appp = apPr + awPw + andy + asps + b (3.55)
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donde

ag = D, + ||=F,, 0l (3.56a)
aw = Dy, + ||F,,, Ol (3.56b)
ay = D, + ||=F,, 0l (3.56¢)
as = Ds + ||F5, 0]l (3.56d)
a =" gAA);Ay (3.56€)
ap = ag + ay + ay + as + as — S pAxAy + (Fo + F,, + F, + F) (3.56f)

b = ¢’ + S cAxAy (3.56g)

Obviamente, si la ecuacion de continuidad se cumple, los términos dentro del parénte-

sis de la ecuacion (3.56f) desaparecen.

3.7. Campo de flujo

Ya hemos desarrollado el método de discretizacion de cualquier ecuacion general de
transporte y durante todo el desarrollo se ha supuesto que se conoce el campo de flujo (i.e.
velocidad y densidad), a partir del cual se calculan los términos convectivos. Inconvenien-
temente, muchas veces no es posible conocer de antemano el campo de flujo por lo que
es de gran interés calcularlo numéricamente. Este método de discretizacion se puede apli-
car también a las ecuaciones de Navier-Stokes y a la ecuacion de continuidad, de donde
en principio se podria obtener el campo de flujo, sin embargo, esto no es tan facil como
parece. La dificultad no estd en las no linealidades que posee el modelo de Navier-Stokes
(las cuales se pueden resolver mediante métodos iterativos). Si observamos bien dichas
ecuaciones nos podremos dar cuenta de que aparece el término del gradiente de presion
el cual se toma como parte del término fuente. Es el desconocimiento de dicho campo

de presiones el mayor problema al momento de resolver las ecuaciones de cantidad de
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movimiento.
Si quisiéramos discretizar el gradiente de presion —dp/dx mediante su integracion en
el volumen de control y suponemos que las caras se encuentran a la mitad entre los nodos

tendriamos

_ :pW+pP_pP+PE _ bw—pE
Pw = Pe 2 2 2

(3.57)

Lo cual significa que en la ecuacion de cantidad de movimiento tendriamos diferencias
de presion entre dos nodos alternados y no adyacentes. Proponemos un campo de presiones
como el mostrado en la Figura (el cual es fisicamente imposible) y observamos que
para cualquier punto P, la diferencia Py — Pg es cero, lo cual el método numérico estaria

interpretando como un campo de presiones uniforme, siendo que en realidad no lo es.

p= 100 500 100 500 100 500
—e ® ® ® ® *—

Figura 3.9: Campo de presion tipo zig-zag.

Lo mismo ocurre al tratar de discretizar la ecuacion de continuidad en estado perma-

nente con densidad constante en una dimensién que es simplemente:

du
— =0 3.58
o (3.58)
Si la integramos en el volumen de control y suponemos las interfaces en el punto medio
de la distancia entre nodos tendremos
_ up + ug Uw + Up

Uy — Uy, = T~ 5 (3.59)

o lo que es lo mismo

U — Uy = 0 (360)
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Es facilmente observable que presenta el mismo problema de la presion al conside-
rar diferencias de velocidad en dos nodos alternados y no adyacentes. Esto implica que
si suponemos un campo de velocidades como el propuesto anteriormente para la presion,
dicho campo fisicamente irreal satisface la ecuacion de continuidad, lo cual es algo in-
deseable. Lo adecuado es que solamente resultados realistas cumplan con la ecuacién de

continuidad.

3.7.1. Mallas desplazadas

Para evitar todos los problemas que hemos encontrado hasta ahora con las ecuacio-
nes de cantidad de movimiento y continuidad, se propone calcular las componentes de la
velocidad en mallas diferentes a las utilizadas por todas las demds variables. La idea es
desplazar la malla de la velocidad de manera que los nodos de ésta queden localizados en
los lugares en que se encuentran las caras de los volumenes de control de la malla origi-
nal. Como se muestra en la Figura[3.10] la malla para u, componente de la velocidad en la
direccion x, estd desplazada hacia la derecha de manera tal que los nodos queden locali-
zados en las caras del volumen de control para los escalares. De igual manera, la malla de
v, componente de la velocidad en la direccion y, se encuentra desplazada hacia arriba.

De esta manera podemos observar que cierto punto de la malla de u, queda localiza-
do a la mitad entre dos puntos adyacentes de la malla de la presion, asi se eliminan los
problemas antes mencionados para la ecuacion de cantidad de movimiento. De igual for-
ma, recordemos que la ecuacién de continuidad requiere informacion de los cambios en la
densidad, misma que se calcula en la malla de los escalares. Como consecuencia, las ve-
locidades involucradas son tomadas de dos nodos adyacentes en la malla correspondiente

evitando asi los problemas involucrados con la ecuacién de continuidad.
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aEE  EEE

@ Escalares B Velocidad en x (u) @ Velocidad eny (v)

Figura 3.10: Mallas desplazadas para la velocidad en las direcciones x y y.

3.7.2. Correccion de presion y velocidad

A pesar de haber resuelto ya las complicaciones presentadas por el gradiente de pre-
sién en la ecuacion de transporte de cantidad de movimiento, y por el término convectivo
en la ecuacion de continuidad, atn falta resolver el problema del calculo del campo de
presiones. Como se ha mencionado, el campo de presiones es resultado indirecto de la
ecuacion de continuidad, para la cual necesitamos el campo de velocidades que a su vez
necesita del campo de presiones para ser calculado. Es aqui donde entramos a un circulo
vicioso del cual solamente se puede salir mediante métodos iterativos, es decir suponer un
campo de presiones y mediante cdlculos sucesivos acercarnos a la solucién correcta.

Para el desarrollo de este método iterativo establecemos primero las ecuaciones dis-

cretizadas de transporte de cantidad de movimiento en dos dimensiones como
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a.u, = Z AppUnp ~+ b+ (PP - pE)Ae (361)

@yvn = )" AV + b+ (Pp = py) Ay (3.62)

donde los subindices e y n se refieren a que la velocidad u estd ubicada en la cara e del
volumen de control de los escalares, mientras que la velocidad v se encuentra en la cara n.

La solucién de estas ecuaciones solamente podré llevarse a cabo cuando se posea el
campo de presiones, ya sea que se conozca de antemano o que se calcule de alguna ma-
nera. Si no conocemos dicho campo de antemano, podemos suponer un campo arbitrario
que denotaremos por p*. Dicho campo supuesto, al no ser el correcto, dard lugar a un
campo de velocidades igualmente incorrecto, denotado por u* y v*, resultado de resolver

las siguientes ecuaciones discretizadas:
a.u, = Z amplty, + b + (Pp — Pr) Ae (3.63)

@y = ) awvy, + b+ (P = py) A, (3.64)
El objetivo ahora es, de alguna manera, mejorar los campos de presion y velocidad

mediante alguna correccion de la forma

p=p+p (3.65)
donde p’ es llamada la correccion de presion. Aplicando la misma idea a la velocidad, la
correccion en la presion debe afectar a la velocidad, asi que la velocidad sera corregida en
funcién de la correccién de la presion. Las correcciones a la velocidad son de la misma

forma:

u=u" +u y v=v"+V (3.66)
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Si restamos las ecuaciones (3.61) y (3.63) tendremos

aql, = Y awity, + (P = pi) Ac (3.67)

Para simplificar esta ecuacion decidimos eliminar el término de la sumatoria en el lado

derecho, resultando en

acu, = (Pp — Pg) Ae (3.68)
o bien
u, = d. (py - p) (3.69)
donde
d, = A (3.70)
ae

La ecuacion (3.69) es entonces la ecuacion de correccion de velocidad para u, que al

sumar a la velocidad supuesta deberia resultar en la velocidad real:

U, = u, +d, (pp — pr) (3.71)

Siguiendo el mismo procedimiento podemos llegar a una ecuacion similar para la co-

rreccion de la velocidad v:

Va =V, +dy (Pp — Py) (3.72)

Asi se observa que la velocidad es corregida en base a las correcciones de presion para
dar lugar a una velocidad correcta.
Ahora lo tnico que falta es obtener una ecuacion para corregir la presion. Esta ecuacién
es obtenida a partir de la ecuacién de continuidad en dos dimensiones que es
op 0(pu) 0(pv)
_— + =

o " ox oy

0 (3.73)
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Si integramos mediante diferencias centrales las derivadas espaciales y utilizamos el

esquema implicito para la derivada temporal tendremos

(0r — p}) Axiry
At

Ahora sustituimos las ecuaciones de u y v obtenidas anteriormente (Ecuacion. (3.71) y

+ [(ou), — (pu),,] Ay + [(ov), — (ov),] Ax =0 (3.74)

(3.72). Después de esto y al simplificar el dlgebra obtendremos la ecuacién de correccién

de presion siguiente:

appp = AgPg + awpy + anpy +asps + b (3.75)
donde

ag = ped,Ay (3.76a)

ay = pwd,,Ay (3.76b)

ay = ppd Ax (3.76¢)

as = psdsAx (3.764)

ap = ag + ay + ay + ag (3.76e)

p A oAyt [ —dar @76

At
Las densidades en la interfaz deben ser evaluadas mediante interpolacion ya que sola-

mente estan disponibles en los nodos principales. Es importante mencionar que el término
b en la ecuacion es esencialmente el negativo de la ecuacion de continuidad dis-
cretizada con la diferencia de que es evaluada con las velocidades supuestas (1" y v*). Si
b es cero significa que los valores de las velocidades junto con las densidades pp y p%
satisfacen la ecuacion de continuidad y por lo tanto ya no es necesario realizar la correc-
cién de la presion. En otras palabras, el término b representa una fuente de masa que las

correcciones sucesivas de presion y velocidades deben eliminar.
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3.7.3. Algoritmo SIMPLE

Ya que se han definido las ecuaciones de correccion de presion y velocidades se desa-
rrolla un algoritmo o serie de operaciones que realizadas en orden e iterativamente deben
de conducir a una solucién del campo de flujo. Este algoritmo es llamado SIMPLE por
sus siglas en inglés (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) y se define a

continuacion.

1. Definir un campo de presioén inicial p*.

2. Resolver las ecuaciones de cantidad de movimiento y (3.64) para obtener u*

£

y v
3. Resolver la ecuacién de correccion de presion (3.75]) para obtener p’

4. Corregir la presién mediante la ecuacion (3.65)) afiadiendo la correccion de presion

a la presion inicial.

5. Calcular las velocidades u y v mediante las ecuaciones de correccion de velocidad

Gy E.72)

6. Si existen otras variables ¢ (tales como temperatura, turbulencia, etc.) que influyan
en el campo de flujo mediante propiedades o términos fuente, se resuelven sus ecua-
ciones discretizadas. De otra manera es mejor dejar su cdlculo para el final debido a

que éstas estan desacopladas.

7. Tomar el valor de la presién corregida como la nueva presidn supuesta p* y repetir

el procedimiento completo a partir del paso 2 hasta que se alcance la convergencia.
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3.8. Meétodo de solucion de las ecuaciones (TDMA)

Ya que se han establecido todos los procedimientos de discretizacién de las ecuacio-
nes de gobierno debemos aplicar un método numérico para solucionar dichas ecuaciones.
Hemos mencionado que el resultado de discretizar las ecuaciones diferenciales es un sis-
tema de ecuaciones lineales con tantas incdgnitas como puntos de la malla tengamos, de
modo que si se tiene un dominio discreto con una malla muy fina se tendrdn un sistema de
ecuaciones tan grande que su solucién a mano es practicamente imposible.

Existen métodos de solucion de ecuaciones lineales directos e iterativos. Para el caso
de una dimension es suficiente emplear un método directo como el de Thomas, también
conocido como TDMA por sus siglas en inglés (Tri-Diagonal Matrix Algorithm) en base
a que el sistema de ecuaciones es de tres incognitas por ecuaciéon acomodindose en tres

diagonales en forma matricial. La ecuacion discretizada para una dimension es de la forma

appp = apdr + awdw + b (3.77)

donde por el momento no nos interesa la forma de calcular los coeficientes ag, ay y ap,
simplemente supondremos que los conocemos en base a propiedades fisicas y pardme-
tros geométricos conocidos. Recordemos que esta ecuacion aplica para cada uno de los
puntos de la malla, asi que suponiendo que tenemos n nodos, tendremos igual nimero de
ecuaciones.

Ahora cambiaremos un poco la nomenclatura sustituyendo los subinidces W, Py E
por i — 1, i e i+ 1 respectivamente. Asimismo sustituimos los coeficientes ay por f3;,
ap por D; y ag por «;. De igual manera cambiamos el término independiente b por C; y

reagrupamos de la siguiente manera:

—Bidi-1 + D¢ — ¢y = C; (3.78)
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Si aplicamos esto a todos los puntos obtendremos un sistema de ecuaciones como el

siguiente
D¢y —a1¢ =C,
—Bad1 +Drdy  —ard3 =C,

—Bspr  +Ds3¢3 —a3ds = (3.79)
_,8n—1¢n—2+ Dn—l¢n—l —Qu 1Py = Cni
—Bn®n-1 +D, =C,
Empezando por la ecuacion para ¢, y hasta ¢,_; podemos despejar la variable en cues-
tién de la forma
@, B2

¢ = D2¢3 + D2¢>1 + D, (3.80a)

s B3 Cs

= — — — 3.80b
®3 D3¢4+ D3¢2+ D, ( )
(3.80¢)

(o7 ﬁn—l Cn—l
q4=—0¢0,+ —¢,_ 3.80d
-1 Dn—l¢ + Dn—l¢ 2+ D, ( )

Observamos que ¢, en la ecuacion (3.80a)) estd en funcion de ¢3 y ¢, sin embargo éste
ultimo al ser valor de la frontera es conocido por lo que ¢, solamente depende del valor

de ¢3. Si sustituimos la ecuacién (3.80al) en (3.80b)) para eliminar ¢, tendremos

o D, 2

3= | ——a5 |+ + o (3.81)
Dy - Dy -2
3 ﬁ3D2 3 B3D2

Si introducimos dos nuevas variables A; y C? definidas como

, B (6)
A = C.=2p, + == 3.82
2 y 2 D2¢1 D, ( )
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en la ecuacion (3.81) resulta que

B @3 BsC, + C3)
#= (D3 —,33142)(]54 ¥ (D3 - B3As (3.83)

De igual manera si definimos A3 y C; como

as

Cl+C
Ay= —— y C. = M
Ds - B3A;

= (3.84)
3 Dy - BiA;

obtendremos que

¢3 = A3¢4 + Cg (385)

que nos permite calcular ¢; en funcion de ¢;.

Si seguimos sustituyendo de esta manera en las ecuaciones subsecuentes llegaremos
al punto de tener ¢,_; en funcidén de ¢, que tiene un valor conocido al ser frontera. De
esta manera podemos ir obteniendo los valores de todas las variables al sustituir el valor

de ¢;;; en la ecuacion general

¢i = Aidi1 + C; (3.86)
donde
a.
Aj= ————— 3.87
D~ B G871
y

iC_, +C;
C) = PiCii * G (3.88)

D; - BiAi1

En resumen, se van sustituyendo hacia adelante las variables ¢,_; en la ecuacion para ¢;

de tal manera que ésta quede s6lo en funcion de ¢;,;, asi hasta llegar a la dltima ecuacién
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donde el valor de ¢, es conocido y a partir de este valor se van calculando todas las ¢;
hacia atras.

Este método es notablemente sencillo y no requiere demasiada memoria computacio-
nal para obtener la solucion del sistema de ecuaciones. Lamentablemente solamente fun-
ciona para ecuaciones en una dimension donde las incognitas son el punto en cuestion y
los vecinos a ambos lados. Si recordamos la ecuacion discretizada en dos dimensiones po-
see la influencia de cuatro vecinos haciendo el sistema de ecuaciones de cinco incognitas
por ecuacion, lo que representa una matriz pentadiagonal.

En este caso necesitaremos un método iterativo para la solucién. El mas sencillo de
todos es el método de Gauss-Seidel y su principio es ir visitando los nodos uno por uno y
calcular el valor de dicho nodo en funcién de valores supuestos (o de la iteracion anterior)
para todos los vecinos hasta completar todo el domino. Una vez hecho esto se tienen ac-
tualizados los valores y empieza el procedimiento una vez mas hasta alcanzar la solucion.
La desventaja de este método es que tarda mucho tiempo en alcanzar la convergencia por
el hecho de visitar los nodos uno a uno. Lo ideal es combinar ambos métodos para apro-
vechar las ventajas de los dos, es por esto que para el caso de dos dimensiones en lugar de
visitar nodo por nodo se hacen los cdlculos linea por linea y dentro de cada una de ellas se
resuelven las ecuaciones por el método TDMA.

Para la aplicacion de dicho método debemos escoger en qué direccion deseamos re-
solver las lineas. Para obtener mejores resultados se recomienda resolver las lineas en el
sentido de la corriente, es decir si u > 0 se resolverian las lineas de sur a norte una por
una de oeste a este, como se muestra en la Figura[3.11]

Si tomamos en cuenta esta estrategia de solucion, tendriamos que suponer como cono-

cidos los valores de ¢y y ¢ de manera que la ecuacion discretizada quedaria como

—Bi¢ic1 + Didi — ;i1 = C; (3.89)
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- A FER |
1@ 1 .

i Sur
< Valores conocidos en la frontera
M Valores considerados conocidos

@ Valores a ser calculados

Figura 3.11: Aplicacion del método TDMA linea por linea en dos dimensiones.

donde, de acuerdo con la nomenclatura antes definida:

a; = dn
Bi = as
D,-:ap

Ci = awopw + agpp + b

(3.90a)
(3.90b)
(3.90c)
(3.904d)

Ahora se pueden resolver las lineas en la direccion s — n empezando por la segunda

(debido a que la primera es frontera y los valores de ¢; son conocidos) y subsecuentemente

resolver las demas lineas. Si barremos las lineas de oeste a este, como se ha mencionado,

los valores de ¢y son conocidos del cdlculo de la linea anterior mientras que los valores

de ¢g son desconocidos por lo que la solucién debe ser iterativa. Los valores de ¢ to-

mados para el cdlculo provienen de la iteracién anterior o de un valor inicial supuesto.
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Una vez barridas todas las lineas del dominio se repite el procedimiento hasta alcanzar la

convergencia.
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CAPITULO

4

METODOLOGIA

Debido al hecho de que no se encontraron trabajos en la literatura que realizaran el
estudio del flujo de aire humedo alrededor de un cilindro con crecimiento de escarcha, es
necesario primeramente hacer la validacion de la metodologia propuesta en coordenadas
rectangulares. Una vez realizada la validacion se procede a aplicar dicha metodologia a

las coordenadas cilindricas.

4.1. Fases y componentes del sistema

El sistema que se pretende resolver consta de dos fases: la fase gaseosa (aire humedo)

y la fase solida (hielo o escarcha). A su vez la fase gaseosa estd compuesta por dos compo-
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nentes: el aire seco y la humedad (vapor de agua). Una vez que se ha formado la escarcha,
el medio estudiado pasa a ser un medio poroso en las regiones donde exista la fase sélida.
Debido a esto es necesario considerar el efecto de la fraccién de volumen de cada fase en

las ecuaciones de gobierno, asi como en las propiedades termofisicas del medio.

4.2. Modelo matematico

Se hizo la selecciéon del modelo matematico en base al modelo propuesto por Cui en
2011[19] el cual contiene ecuaciones de gobierno para la fraccion de volumen del solido,
ecuacion de continuidad, conservacion de cantidad de movimiento, energia y materia para

la fraccién masica del vapor de agua en el aire.

4.2.1. Fraccion de volumen

Primeramente es necesario introducir una propiedad llamada fraccion de volumen («)
para cada fase, de tal manera que para el sélido, a; tomarad valores desde O (no se ha
formado nada de escarcha) hasta 1 (totalmente hielo). La ecuacién que gobierna la fraccién
de volumen de sélido contiene un término temporal, un término difusivo y un término
fuente. La fraccion de volumen de sélido se calcula con el complemento, ya que la suma

de ambas fracciones debe ser igual a la unidad.

gt(as) +V. (asﬁs) =Sas (41)

@ =1-a; 4.2)
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4.2.2. Campo de flujo

Posteriormente, se requiere resolver el campo de flujo de la fase gaseosa mediante la
ecuacion de continuidad y las ecuaciones de Navier-Stokes, ambas modificadas para tomar

en cuenta la fraccion de volumen de dicha fase.

Continuidad

0 "
&(agpg) +V. (agpgug) = Smg (43)

Conservacion de cantidad de movimiento

a - - - -
E(a/gpgug) + V- (appgilyiig) = —a,Vp + V- (g Vidg) + S g 4.4)

4.2.3. Conservacion de la energia

Con el fin de conocer el campo de temperaturas dentro del dominio se requiere resolver
la ecuacion de conservacion de energia. Esto es importante ya que la escarcha sélo se for-
mard en regiones con una temperatura por debajo al punto de solidificacion del agua. Esta
ecuacion también estd influenciada por la fraccion de volumen del gas, ademas se intro-
duce una conductividad térmica efectiva para tomar en cuenta la influencia de la escarcha

en dicha propiedad.

0 S
a—t(agpghg) + Ve (gpoighy) =V - (ko fVTy) + S 4.5)

ke = @gky + sy (4.6)
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4.2.4. Conservacion de especies

Debido a que el vapor de agua contenido en la fase gaseosa se solidifica para formar la
escarcha, es necesario cuantificar la cantidad de humedad en el aire. Esto se logra resol-
viendo la ecuacién de conservacion de especies para dicho componente (Ecuacién {.7).
La fraccion masica del aire se calcula tomando en cuenta que la suma de las fracciones de

ambas fases debe ser igual a la unidad (Ecuacién4.9).

0 "

E(agngg’V) + V(agpgtigYy,) =V - (@ DeffVY,,) + Sy, 4.7
donde, segtin Lenic [24], 1a difusividad efectiva se calcula como

1 +a,
2

Depp =Dy - ag- (4.8)

ea=1—Yg, 4.9)

4.3. Propiedades

Las propiedades termofisicas tales como densidad, viscosidad, conductividad térmica
y difusividad masica del medio son muy importantes para la solucién. En la mayoria de
los estudios se hace la suposicion de que las propiedades son constantes a lo largo del do-
minio y del tiempo. En nuestro caso se incluye la variacion de las propiedades en funcién
la temperatura local, asi como de la fraccién de volumen de sélido. Se recolectaron datos
de propiedades a diferentes temperaturas disponibles en la literatura [44, 45,46, 47, 48] y
se ajustaron a un polinomio mediante una regresion polinomial. Las ecuaciones (4.10) a
(4.12) muestran los modelos utilizados para cada fase, donde ¢ representa cualquier pro-

piedad aplicable a dicha fase, mientras que los Cuadros y[4.3|contienen los valores
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de los coeficientes resultantes del ajuste polinomial para cada componente, respectivamen-

te.
Buireseco = a + bT + cT? +dT? (4.10)
Cuadro 4.1: Valores de los coeficientes del ajuste polinomial para las propiedades del aire seco.
1) a b c d
o lkg/m?] 5.3858 -30.6125x 103 7.6820 x 107> ~7.1820 x 1078
clJ/kg - K] 560.4409 4.4858 —-15.0524 x 103 1.6860 x 107>

k[W/m-K] | 124490 x 10*  8.7570 x 107> -1.7860 x 1078 —9.6770 x 1072
wulkg/m-s] | 1.4200x 107’ 7.8900 x 1078 —6.6830 x 10711 2.8800 x 1074

humedad = A + bT + CT2 (4.11)

Cuadro 4.2: Valores de los coeficientes del ajuste polinomial para las propiedades del vapor de agua.

0] a b c
o lkg/m?] 2.4667 -9.1308 x 10 1.1140 x 1073
c[J/kg - K] 2264.9100 -2.7422 4.8000 x 1073

k[W/m-K] | 40.0280 x 10™*  2.5290 x 10  7.8000 x 1078
ulkg/m-s] | =3.756x107%  2.9920x 107*  1.1000 x 107!

Gnieto = a + bT + cT? 4.12)

Debido a que el aire seco, el vapor de agua y el hielo tienen propiedades diferentes es
necesario aplicar un modelo que permita observar el efecto de la cantidad de cada com-
puesto presente en el medio. El modelo mds adecuado para representar este efecto es una

suma ponderada, de esta manera si la fraccién de s6lido es muy grande, las propiedades
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Cuadro 4.3: Valores de los coeficientes del ajuste polinomial para las propiedades del hielo.

¢ a b C

o lkg/m?] 930.0280  31.5750x 107 -2.5000 x 107*
cl[J/kg - K] | —165.0290 11.5577 -13.125 x 1073
k[W/m-K] | 11.3620 —64.0772x 10 10.7500 x 107>

serdn mds parecidas a las del hielo, mientas que si es pequeiia se parecerdn més a las del

gas. Esto se encuentra representado mediante las ecuaciones (.13)) y (4.14)

¢aire humedo — Yhumedud * ¢humedad + Yaire seco ¥ ¢aire seco (413)

¢escarcha = Qg * ¢aire humedo T Qg * ¢hielo (414)

La dnica propiedad que no se ajust6 a un polinomio fue la difusividad masica del vapor
de agua en el aire debido a que las propiedades tales como viscosidad y conductividad
térmica son s6lo funciones de la presion y temperatura, mientras que la difusividad mésica
también depende de la composiciéon. Combinando los principios de la teoria cinética y de
los estados correspondientes Slattery y Bird en 1958 publicaron la siguiente ecuacion para

estimar la difusividad masica a bajas presiones [49]]:

pPDap _ a( r )b (4.15)
(p )1/3 (T T )5/12 (L + L)l/z TCATCB .
cAPcB cAl cB My M

B

donde D,z es la difusividad mdsica del vapor de agua en el aire en cm?/s, p es la pre-
sion absoluta en atrm y T es la temperatura en K. Los subindices A y B representan a los
compuestos de la fase gaseosa, vapor de agua y aire seco respectivamente, 7. y p. son las
constantes de temperatura y presion criticas respectivamente, mientras que M es el peso

molecular (Cuadro 4.4). Las constantes a y b se calculan mediante el andlisis de los datos
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experimentales y los valores obtenidos por Bird para mezclas de vapor de agua y gases no

polares, como el aire, son a = 3.640 X 10~ y b =2.334.

Cuadro 4.4: Pesos moleculares y constantes criticas para el cdlculo de la difusividad mésica

M{[g/mol]l T.[K] P.latm]

Vapor de agua  18.015 647.1 217.68
Aire 28.851 1322 36.96

4.4. Diseno de experimentos

Se llevaron a cabo cuatro simulaciones tanto en coordenadas rectangulares como en
cilindricas variando tnicamente la velocidad de entrada de aire y su contenido de hume-
dad. El Cuadro [4.5] presenta la matriz de los casos de estudio analizados. Las fracciones
masicas de vapor de agua se calcularon en base al grado de humedad relativa, tomando los

valores de 1 (aire saturado de humedad) y 1.25 (aire supersaturado de humedad).

Cuadro 4.5: Matriz de casos de estudio analizados.

Clave wy[m/s]  Yu[-1 T,[°C]1 Tiul°C]

ulhl 0.005  0.014533 -20
ulh2  0.005 0.018206  -20
u2hl 0.01 0.014533 -20
u2h2 0.01 0.018206  -20

L L e D
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4.5. Codigo numérico

A continuacion se describe el algoritmo de solucién del método numérico (Figura[4.T))

utilizado para resolver el modelo matematico .

1. Primeramente se leen los pardmetros de entrada tales como las dimensiones del do-
minio, tamafo de la malla, propiedades fisicas, condiciones iniciales y de frontera,

etc.

2. Con estos datos se procede a generar la malla tomando en cuenta que debe ser fina

en areas donde haya cambios importantes en las propiedades.

3. Una vez definido el dominio discreto se imprimen las condiciones iniciales y se pro-
cede a entrar al ciclo temporal donde se varia el tiempo de manera discreta tomando
en cuenta la velocidad de variacion del fendmeno para decidir el tamafio del paso de

tiempo.
4. Mientras el tiempo actual sea menor al tiempo final se ejecuta el algoritmo SIMPLE

5. Se supone una presion inicial (valor de la iteracidn anterior), a partir de la cual se

calcula una aproximacion del campo de velocidades.
6. Tomando estas velocidades aproximadas se calcula una presion corregida.

7. Con la presion corregida se corrigen la presion inicial y las velocidades aproximadas

para obtener los valores correctos.

8. El campo de velocidades obtenido se utiliza para resolver las demas ecuaciones de

variacion tales como la energia, materia, componentes y fraccién volumen.

9. Una vez obtenidas todas las variables se calculan las propiedades fisicas en funcion

de temperaturas y fracciones volumétricas.
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10. Se verifica que los residuales de todas las ecuaciones sean menor al criterio de con-

vergencia, de no ser asi se vuelven a repetir los pasos 5 a 10.

11. De cumplirse el criterio de convergencia se imprimen los resultados y se procede al

siguiente paso de tiempo repitiendo los pasos 4 a 11 hasta llegar al tiempo final.

Datos de entrada
Creacidn de malla
Condiciones iniciales
Condiciones de frontera

Resolver Cantidad de
Movimiento
u*, v*

Presidn Inicial
Pl‘

Resolver la correccién
de presién
P

Resolver otras
variables
T, a, Ygv

Corregir velocidades y
presién
[TARYAN

|:| Ciclo temporal

Ciclo Temporal

Algoritmo
SIMPLE

Actualizar
Propiedades y
Variables

Convergencia

- Algoritmo SIMPLE

Si

Imprimir
Resultades

Figura 4.1: Diagrama de flujo del algoritmo de solucién

4.6. Validacion del método en coordenadas rectangula-

res.

4.6.1.

Definicion del problema

El problema consiste en el flujo de aire con velocidad, temperatura y humedad constan-

te entrando por el espacio entre dos placas planas. Dichas placas se encuentran separadas
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por una distancia de 1 cm con una longitud de 5 cm, correspondientes a las dimensiones
tipicas de las aletas en un evaporador de refrigerador comercial. Con el fin de simplificar
el problema se considera solamente la mitad del espacio entre las dos placas (0.5 cm), de
manera que la frontera superior es un plano de simetria y la placa inferior corresponde a
la superficie fria de una aleta del evaporador, sobre la cual se depositard la humedad al
alcanzar su punto de congelacidn para formar la escarcha, como se muestra en la Figura
4.2

Plano de simetria

— A
—
Aire —
, 0.5 cm
humedo —
L Ll “,& "" A ‘,‘%'L_ g ‘v%vg‘; . ,.',:
—> r,f"‘ ;fa&fﬁntf LR vtk Y

Superficie fria
< 5cm >

Figura 4.2: Esquema de la geometria propuesta para coordenadas rectangulares.

4.6.2. Dominio y discretizacion

La malla utilizada para el dominio discreto es de tipo homogénea (Ecuacién .16 en
un ciclo desde i = 1 hasta i = n) con 50 elementos en la direccién x creando elementos
del mismo tamafo, mientras que en la direccion y se eligié una discretizacion de tipo
exponencial (Ecuacién en un ciclo desde j = 1 hasta j = m) con 30 elementos, lo
que produce una malla fina cerca de la pared fria y sus elementos crecen a medida que se
alejan de la superficie. De esta manera se pueden observar los fenémenos de capa limite
en las cercanias de la pared con suficiente detalle. Debido a la relacion tan grande entre

la longitud y la altura del dominio, en la Figura [4.3] se muestra s6lo una porcién de la
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longitud de la malla.

X; = (l_l)Lx (4.16)
n—1
j—l 1.5

0.004

0.002

002 0022 0024 0026 0028 003
x [m]

Figura 4.3: Porcién de la malla empleada para el estudio numérico.

4.6.3. Condiciones iniciales y de frontera

Las ecuaciones definidas en la seccion estan sujetas a condiciones iniciales y de
frontera para su correcta solucion.

Inicialmente el dominio se encuentra lleno de aire estatico (velocidad nula), una tem-
peratura inicial de 5°C y una humedad equivalente a la humedad de entrada (Definida en
la Seccién {.4]). La fraccion de volumen es inicialmente cero en todo el dominio y las

propiedades del aire humedo se calculan en base a la temperatura inicial.
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En cuanto a las condiciones de frontera, las fronteras izquierda y derecha son entrada
y salida de flujo de aire, respectivamente. La frontera inferior corresponde a la superficie
fria del evaporador mientras que la frontera superior corresponde a un plano de simetria.

A continuacion se detallan dichas condiciones y se muestran también en la Figura 4.4

Izquierda: Condicién de velocidad de entrada de aire con temperatura y humedad cons-
tantes.

u:uinsV:O’T:Tin’a/s:()aYg,v:Yin

Derecha: Condicion de salida de flujo; la variacion de todas las propiedades con respecto
a la normal se considera cero, lo que significa que la frontera estd tan lejos del

fendmeno que las variables ya no cambian en esa direccion.

du_g v T _ do (g Me _
6x_0’6x_0’8x_0’8x_0’ Ox =0

Inferior: Pared con temperatura constante, condicion de no deslizamiento para las veloci-
dades y cambios en la fraccion masica de vapor de agua y en la fraccion de volumen
de hielo con respecto a la normal igual a cero.

(9(!;_ aynv_
uzO,V:O,T:TS,a—y'—O, a; =0

Superior: Plano de simetria; la variacion de todas las propiedades con respecto a la nor-

mal se consideran cero, lo que significa que no impactan en el flujo corriente arriba.

u_ v _q 9 _q 9 _( M _
t?y_o’ﬁy_o’ﬁy_o’ Ay =0, Ay =0

4.7. Simulacion numérica en coordenadas cilindricas

4.7.1. Definicion del problema

El problema consiste en el flujo de aire alrededor de un cilindro circular de 1 cm de

didmetro, como la geometria tipica de un tubo de un evaporador de refrigerador comercial,
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du 0dv a_T_aYg_aas

[y 9y ay ay oy

U=Uujn ; _|
V=0 —> aT 0y  das
T=Tin —> ax 9x  oOx
Yg=Yin —> du_ov 5

=0 __ ax  ox

ay, da

u=v=0, T=Tg,—2 = —> = 0 —
dy 0Oy

Figura 4.4: Dibujo esquematico de las condiciones de frontera para coordenadas rectangulares.

visto de manera transversal. Por el lado izquierdo del dominio se tiene una entrada de
aire con velocidad, temperatura y humedad constantes, mientras que por el lado derecho
se encuentra la salida del dominio. Por otro lado, el cilindro interior corresponde a la
superficie fria del evaporador. El espacio que rodea al cilindro interno tiene un didmetro de
10 cm, en el cual se hace fluir aire con cierta velocidad, temperatura y humedad constantes,
como se muestra en la Figura|4.5]

je—— 10cm —>

> —_—

_— E—
—_ —
E— —
Entrada de Salida del
aire humedo dominio

Vv

|
|

|

Superficie fria

Figura 4.5: Esquema de la geometria propuesta para coordenadas cilindricas.
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4.7.2. Dominio y discretizacion

La malla utilizada para el dominio discreto es de tipo homogénea con 100 elementos
en la direccion tangencial, similar a la utilizada para coordenadas rectangulares, con la
diferencia de que la longitud L, se remplaza por la circunferencia, 27r (Ecuacién {.18).
Por otro lado, para la direccion radial se optd por una malla tipo exponencial con 80
elementos, tomando en cuenta, no el didmetro total del dominio, sino el espacio entre el
cilindro interno y el dominio externo, como se muestra en la Ecuacion (4.19)), produciendo
una malla mds fina cerca de la superficie fria permitiendo observar el fendémeno de la capa
limite. La Figura[d.6|muestra dicha malla. Se observa una discontinuidad del lado derecho
debida a que la malla se hace originalmente como si fuera rectangular y posteriormente
se “dobla” alrededor del cilindro interno. Esa discontinuidad se resuelve en el método
numérico haciendo que la primera y ultima lineas de nodos se comuniquen entre si de

manera que, la malla se cierre igual que el dominio continuo.

— 1
0, = (l )27r (4.18)
n-—1
. 1 1.2
rj= (’:’]ﬁ) (Rexl - Rim) + Rins (419)

4.7.3. Condiciones iniciales y de frontera

Inicialmente el dominio se encuentra lleno de aire estatico (velocidad nula), una tem-
peratura inicial de 5°C y una humedad equivalente a la humedad de entrada (definida en
la Seccién {.4]). La fraccion de volumen es inicialmente cero en todo el dominio y las
propiedades del aire himedo se calculan en base a la temperatura inicial.

En cuanto a las condiciones de frontera, la parte izquierda del dominio se considera

como frontera de entrada, mientras que la parte derecha es la frontera de salida. Por otro
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Figura 4.6: Malla cilindrica empleada para el estudio numérico.

lado el cilindro interior corresponde a la superficie fria del evaporador. A continuacion se

detallan dichas condiciones y se muestran también en la Figura4.”7

Izquierda: Condicion de velocidad de entrada de aire con temperatura y humedad cons-
tantes.

ug = =y sin6, u, = uj,cos0, T =T, ,a;,=0,Y,, =Y,

Derecha: Condicion de salida de flujo; la variacion de todas las propiedades con respecto
a la normal se considera cero, lo que significa que la frontera estd tan lejos del

fendmeno que las variables ya no cambian en esa direccion.

ey _ 0

Bu=0,%=0,L=0,% =0, =

or — 7 Or > Or > or T

Interior: Pared con temperatura constante, condicién de no deslizamiento para las veloci-
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dades y cambios en la fraccion masica de vapor de agua y en la fraccion de volumen

de hielo con respecto a la normal igual a cero.

(9% 6Y,v_
MQZO,MrZO,T:TS,WZO, Bf' =0
_— > — >

—_—> —_—
Ug = —U;j, SINH ——> — ,
0 o _» Oug du,
U, = U, Sinfd —=—=9
> > or or
=T, —— —
" oy _da_
ag=0— —> OJr  Or or
. GG
I, .

Figura 4.7: Dibujo esquematico de las condiciones de frontera para coordenadas cilindricas .
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CAPITULO

RESULTADOS Y VALIDACION DEL
CODIGO

5.1. Validacion en coordenadas rectangulares.

Con el fin de validar la metodologia utilizada y asegurarse de que el c6digo numérico
entrega resultados consistentes se obtuvieron soluciones numéricas para el problema de
las placas planas, en coordenadas rectangulares. Los resultados obtenidos se compararon
con aquellos de la literatura.

Como se mencioné en la seccion 4.4] se llevaron a cabo cuatro soluciones numéri-

cas con velocidades y fracciones mdsicas de vapor de agua diferentes. A continuacién
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se presentan algunos resultados, y se revisan las diferencias mas significativas entre los

resultados.

5.1.1. Campo de velocidades

Para el caso de la distribucion de velocidades, se presentan resultados comparativos
entre las dos diferentes velocidades estudiadas; los efectos de la humedad de entrada re-
sultaron ser poco significativos para el campo de velocidades. Se puede observar clara-
mente que las distribuciones de la velocidad son idénticos para ambos casos donde la
tinica diferencia observable es el valor maximo (Figura[5.1). Estos resultados presentados
corresponden a un dominio como propuesto por el estudio de Cui en 2011 [19]. Para el

caso de interés de este estudio el dominio consiste en el definido en la seccién 4.6

0.1 —
[ Il ] u1h1
e [ ug: 00005 00025 0.0045 00065
E 005 ,
> B
0 [ o e — =

0 005 041 015 02 025 03 035 04
X [m] Time = 545

01 —
N Il S B u2h1
'EI B ug: 0001 0005 0009 0013
= .05 f ,
> [
0 [ g == —— - |

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04
X[m]  Time- 545

Figura 5.1: Comparacién del campo de velocidades entre ulhl y u2hl parat =54 s

En la figura[5.2] se presentan los perfiles de velocidad extraidos de los mismos resul-
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tados. Se grafica en el eje horizontal la altura del canal y, mientras que en el eje vertical
se grafica la velocidad local, u, esto para tres diferentes valores de x para cada una de las
condiciones a comparar. Se observa claramente que al aumentar la velocidad, los perfiles
son mas alargados, aunque con la misma tendencia. A x = 1cm se observa que el flujo
apenas se estd empezando a desarrollar y se nota una velocidad muy baja cerca de las pa-
redes mientras que en el centro la velocidad permanece basicamente constante. Conforme
se avanza a lo largo del canal es notable el desarrollo del perfil parabdlico tipico de un
flujo de Poiseuille entre dos placas planas. A x = 5cm se observa que el perfil cambia

muy poco respecto a x = 3 cm por lo que se considera que el flujo ya esta desarrollado.

5.1.2. Distribucion de temperatura

La distribucion de temperaturas se muestra en la Figura[5.3]. Se compararon las dis-
tribuciones de temperatura correspondientes a las condiciones ulhl y u2hl debido a que
los efectos mas significativos son los de la conveccién debida al movimiento del fluido.
Podemos observar que, al no variar las temperaturas entre los casos estudiados, los valo-
res maximo y minimo de temperatura son idénticos para ambas condiciones, lo Gnico que
cambia es la forma de la distribucion, siendo mds elongada para el caso u2hl, debido al
efecto convectivo del fluido.

En la Figura se muestran los perfiles de temperatura en la direccion transversal
al flujo. En el eje horizontal se encuentra graficada la altura y, mientras que en el eje
vertical se grafica la temperatura local, T, para diferentes valores de x. Si nos enfocamos
solamente en la condicion ulhl, se observa que a medida que el flujo avanza dentro del
canal, la temperatura promedio del aire disminuye, esto debido a la transferencia de calor
que ocurre hacia la placa fria, en pocas palabras, el aire pierde energia térmica al fluir
por encima de la placa y como consecuencia su temperatura disminuye. Comparando los

resultados entre las dos condiciones distintas observamos que a medida que el flujo se aleja
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Figura 5.2: Comparacién de los perfiles de velocidad entre ulhl y u2hl para diferentes valores de x para

t=54s

de la entrada, los perfiles de temperatura tienden a separarse cada vez mas, esto es debido
al efecto convectivo del aire; una mayor velocidad del aire implica una mayor conveccion
(la cual domina sobre la conduccidén de calor hacia la pared), haciendo que la temperatura

de entrada del aire se conserve durante mas tiempo y por una longitud mayor.

5.1.3. Fraccion de volumen de solido

Por ultimo, podemos observar las distribuciones de fraccion de volumen de sélido para

los casos de estudio ulhl y u2h2 (Figura[5.5). Se observa que para una fraccion masica
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Figura 5.3: Comparacién de la distribucion de temperaturas entre ulhl y u2hl para ¢t = 54 s

de entrada mayor se obtiene una fracciéon de volumen de hielo mayor, esto se debe a que
se tiene mas humedad disponible para ser depositada en la superficie del cilindro. Por
otro lado, el efecto de la velocidad del flujo se refleja en la forma de la capa de escarcha,
ocurriendo que a mayor velocidad, la capa de escarcha es més delgada. Esto se debe a que
a mayor velocidad, la humedad tiene menos tiempo de residencia en el canal, haciendo que
la velocidad de deposicion de escarcha sea mas lenta. Por otro lado, algunas de las gotas de
hielo que se forman en el aire, y que ain no han estado en contacto con el hielo, son més
propensas a ser trasportadas por conveccion en la corriente de aire y nunca depositarse en
la capa de escarcha.

En las figuras [5.6) y se muestra la comparacion de los perfiles en la fraccion vo-
lumen de la escarcha para diferentes valores de x y diferentes condiciones ulhl y u2h2,
a dos tiempos distintos; en el eje horizontal se grafica la altura y, mientras que en el eje

vertical se grafica la fraccion de volumen de escarcha a;. Se observa que el efecto con-
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Figura 5.4: Comparacion de los perfiles de temperatura entre ulhl y u2hl para diferentes valores de x para

t=54s

vectivo juega un papel importante en el espesor de la capa de escarcha, representado por
un decaimiento de la fraccién de sélido a una altura y menor en el caso de la condicion
u2h2. De igual manera, la cantidad de humedad influye notablemente en el valor médximo
de dicha fraccién. Por el contrario, al avanzar el tiempo, la fraccion de volumen de sélido
tiende a ser mayor para la condicién ulhl, esto se explica debido a que una menor velo-
cidad conlleva a un mayor tiempo de residencia de la humedad, haciendo que se pueda

depositar mas facilmente que si se mueve con mayor velocidad.
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Figura 5.5: Comparacion de la distribucion de fraccion de volumen de sélido entre ulhl y u2h2 parat = 54 s

Por otro lado, en las figuras|5.8|y|5.9|se observa la comparacién entre los perfiles para
diferentes tiempos y diferentes condiciones para dos valores de x distintos. Se advierte que
para x = 0.1 m los perfiles son complicados y ademas los valores méximos para uZh2 son
mucho menores que para ulhl, esto, como ya se menciond, se debe al efecto convectivo
del aire que no permite que se deposite la humedad en la placa. Por otro lado al avanzar en
la longitud de la placa hasta x = 0.3 m la escarcha se desarrolla de manera mds uniforme
debido a que el perfil de velocidades se ha desarrollado en su totalidad. En este caso al
ser la capa de escarcha mds gruesa, forma puntos de estancamiento promoviendo asi la
deposicion de la escarcha y alcanzando valores mas altos de fracciéon de volumen.

Se observa que la distribucién de fraccidon no es consistente con los resultados espe-
rados, debido a que se observa un minimo cercano a la placa fria donde se espera que
exista un maximo de concentracion de hielo. Debido a esto se realizaron modificaciones

al codigo para corregir este problema. Se defini6 el dominio final de 0.5 cm de alto (s6lo
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Figura 5.6: Perfiles de fraccion de volumen de solidoRigura 5.7: Perfiles de fraccién de volumen de sélido

para diferentes valores de x a7 =26 s para diferentes valores de xat = 54 s

la mitad del canal por efectos de simetria) y 5 cm de largo (longitud comiin de una aleta en
un evaporador comercial). Los resultados generados para la distribucion de velocidades
y temperatura fueron muy similares por lo que no se muestran. La tnica diferencia fue
la distribucién de fraccion de volumen de escarcha mostrada en la Figura En esta
imagen se observa que el valor de la fraccion de volumen de hielo va en aumento desde la
placa fria hacia la interfaz entre la escarcha y el flujo de aire. Lamentablemente la rapidez
de crecimiento de la fraccion de volumen fue mucho menor al esperado y por cuestiones
de tiempo de computo resulté complicado estudiar mds situaciones probando diferentes
parametros para el modelo de nucleacion. Por lo anterior, la exploraciéon de dicho modelo
serd dejado como trabajo a futuro.

En la Figura[5.T1] se observa el espesor de la escarcha a lo largo de la placa fria para
diferentes tiempos, alcanzando como maximo un espesor de 1.68 mm representando un
33.6 % de la altura del canal. Estos valores coinciden con los resultados de la simulacion
a un tiempo de una hora, presentada por Lenic [24].

Ademas, en la Figura se muestran los perfiles de fraccion de volumen de sélido

para diferentes valores de x, Observamos que a medida que se avanza en la direccién posi-
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Figura 5.8: Perfiles de fraccion de volumen de sélidoFigura 5.9: Perfiles de fraccién de volumen de sélido
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Figura 5.10: Distribucién de fraccion de volumen de sélido para ¢ = 1320 s y a condicién ulhl.

tiva x el espesor de la escarcha es cada vez mayor y ya no se observan valores minimos en
las cercanias de la placa fria, lo que coincide con los resultados reportados en la literatura
por Cui en 2011 [19]. Por otro lado, se esperaba que la fraccion de sélido dentro de la es-
carcha tuviera una distribucién mds amplia, sin embargo, se observa que esta permanece
practicamente constante para todo el espesor de la escarcha y decae abruptamente en la

interfaz escarcha-aire. Este detalle también debe revisarse en trabajos futuros.
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Figura 5.11: Espesor de la escarcha a lo largo de la placa fria para la condiciéon ulhl.

5.2. Variacion de las propiedades de la escarcha

Primeramente se realizaron pruebas para la estimacion de la variacién de las propie-
dades de la escarcha como un medio poroso en funcién de la porosidad o fraccion de
volumen de sélido. Se defini6 una distribucion de fraccién de volumen de s6lido uniforme
tomando un valor de uno en las inmediaciones de la superficie fria y cero en la inter-
faz de la capa porosa (Figura [5.13). Se obtuvo una solucién en coordenadas cilindricas
resolviendo solamente el campo de velocidades y de temperatura sin introducir fraccién

madsica del vapor de agua ni la fraccién de volumen del sélido. Las propiedades tales co-
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Figura 5.12: Perfiles de fraccidon de volumen para diferentes valores de x a t = 1320 s y condicién ulhl.

mo la densidad, calor especifico y conductividad térmica fueron calculadas de acuerdo
con las ecuaciones definidas en la Seccién 4.3l Los resultados obtenidos se muestran en
la Figura Se observa claramente la dependencia de las propiedades con la fraccién
de volumen de sélido. Es notable que las propiedades toman valores de las propiedades
correspondientes al aire en las inmediaciones de interfaz y correspondientes al hielo en las
cerca de la superficie fria. Esto es importante debido a que se espera que la variacién de
las propiedades tales como densidad y conductividad térmica influyan considerablemente
en el campo de temperaturas afectando asi la rapidez de deposicion de escarcha.

De igual manera se presentan las distribuciones de velocidad (Figura[5.15) y de tem-

peratura (Figura[5.16) para el modelado en coordenadas cilindricas. Cabe recordar que en
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Figura 5.13: Distribucién de porosidad alrededor del cilindro interior.

esta corrida no se resolvieron la fraccion de volumen de sélido, ni la fraccion masica de
humedad, sino que se defini6 una distribucion de porosidad variando el valor desde 1 en el
cilindro interior (r = 1 cm) hasta 0 a un espesor de 5 mm (r = 1.5 cm).Estas distribuciones
de velocidad y temperatura, asi como la estela formada por el obstaculo son tipicos de

flujo externo alrededor de objetos [50].
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Figura 5.14: Distribucién de densidad, conductividad térmica y calor especifico dentro de la capa de escar-
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Figura 5.15: Acercamiento a la estela generada por el cilindro.
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Figura 5.16: Distribucion de temperaturas en coordenadas cilindricas

5.3. Coordenadas cilindricas

Una vez realizadas las pruebas de los modelos en coordenadas rectangulares y habien-
do validado que se producen resultados consistentes con los reportados en la literatura, se
procedié a modificar el c6digo numérico para tomar en cuenta el cambio de coordenadas.
Se analizaron las mismos cuatro condiciones para el caso de las coordenadas cilindricas.
Sin embargo, se requiere de mucho tiempo de coémputo para realizar una investigacion
mds profunda sobre los modelos de prediccidn de formacion y densificacion de escarcha.
Por lo anterior, se concluy6 el estudio del proceso transitorio y se reporta en este traba-

jo una distribucion de fraccion de volumen de sélido relativamente baja, por lo que los
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efectos de la cantidad de humedad a la entrada del dominio no pudieron ser cuantificados
satisfactoriamente. Es por eso que las diferencias significativas entre los diferentes casos
de estudio se dan entre aquellos realizados a distintas velocidades. Las tendencias fueron
similares a las obtenidas con los estudios previos y los perfiles de velocidad y temperatura
se muestran en las figuras y Para el caso de la velocidad observamos que los
perfiles siguen la misma tendencia para ambas condiciones, mientras que para la condi-
cion u2hl, los perfiles tienen valores mas elevados de velocidad. Es evidente un aumento
de velocidad conforme r se aleja del cilindro interior debido a la condicién de no desli-
zamiento, donde las velocidades mds bajas se dan cerca del cilindro. Por otro lado, para
6 = r/2 existe un aumento de velocidad mds pronunciado, debido a que, por continuidad,
el fluido se acelera a ambos lados del cilindro. En el caso de la temperatura observamos
que, por ejemplo, para § = 7/2, la temperatura de congelacién del vapor de agua 7' = 0°C
se ubica a un radio menor para la condiciéon u2hl, esto hace que necesariamente la capa
de escarcha sea méas angosta para dicha condicion.

En la Figura[5.19] se presentan los espesores de la escarcha correspondientes a 3600 s
para cada uno de los casos de estudio (ulhl y u2hl). En el eje horizontal se grafica el
angulo de 0 a 27, mientras que en el eje vertical se tiene el espesor de la escarcha corres-
pondiente a cada dngulo. Se puede observar que a mayor velocidad el espesor de la capa
de escarcha es menor debido a que la velocidad del viento promueve el transporte de las
particulas de hielo por conveccion evitando asi que se lleguen a depositar en la superficie
de la escarcha. De igual manera la velocidad promueve la transferencia de calor por con-
veccién por lo que los perfiles de temperatura (Figura [5.18) se encuentran mds cercanos
la superficie fria, haciendo que la isoterma de solidificacion del vapor de agua se encuen-
tre mds cerca al cilindro. En la Figura |5.20] se muestra la relacion entre el espesor de la
escarcha a diferentes dngulos 6 y el espesor promedio para cada una de las condiciones
ulhl y u2hl. Es notable que en el punto de estancamiento de la velocidad los espesores

se encuentran por debajo del promedio, y mientras se avanza hacia las zonas inferior y
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Figura 5.17: Perfiles de la magnitud de velocidad para varias posiciones angulares a las condiciones ulhl

yu2hl at=3600s

superior del cilindro, los espesores comienzan a aumentar debido a que la aceleracion del
fluido promueve una transferencia de masa por conveccion mayor, permitiendo asi que
se deposite una mayor cantidad de humedad en dichas zonas. Posteriormente, en la parte
trasera del cilindro decae abruptamente dicho espesor, debido a la separacion de la capa
limite y al efecto de la recirculacion, ademés de que en esta zona la cantidad de humedad
presente en el aire es menor debido a que ya se ha depositado parte de ella en otras zonas
del cilindro.

La Figura muestra la fraccion de volumen de la fase solida como funcion del
espesor adimensional, &, = r/&,.., a diferentes tiempos y a distintos dngulos. Se observa

que para § = /2 existe una distribucién méds o menos homogénea en la primera mitad
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Figura 5.18: Perfiles de temperatura para varias posiciones angulares a las condiciones ulhl y u2hl a

t =3600s

de la capa de escarcha y al pasar dicho limite sufre un decaimiento brusco hasta un valor
muy pequefio en la interfaz entre la escarcha y el fluido. Este fendmeno no se presenta
para 6 = m, donde la distribucién es mas homogénea para toda la capa de escarcha con
una ligera tendencia a disminuir conforme aumenta el radio. Esto puede ser debido a que
el dngulor 8 = 7 se encuentra justamente en la zona de estancamiento y puede ser que la
humedad se acumule en esa zona, haciendo que los gradientes radiales de humedad sean
muy pequefos y por lo tanto no existe gran diferencia en la cantidad de humedad que se

deposita a diferentes radios. Finalmente, es evidente que con el paso del tiempo, el valor
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Figura 5.19: Espesor de la capa de escarcha alrededorFigura 5.20: Relacion del espesor respecto al prome-

del cilindro para los casos ulhl y u2hl at = 3600 s dio para cada condicién, ulhl y u2hl at = 3600 s

de la fraccion de volumen de la fase s6lida aumenta debido a la humedad que se acumula
dentro de la capa de escarcha.

Dentro de esta capa de escarcha, al existir una distribucién de fraccién de volumen
interna, las propiedades fisicas varfan con ésta. En la Figura[5.22]se muestra una densidad

adimensional de la escarcha,

_Pr—FPe
Ps — Py ’
la cual varia desde la densidad del gas hasta la densidad del s6lido, esto en funcién de un

(5.1)

a

espesor adimensional €, = r/&,x, obtenido al dividir diferentes radios entre el espesor
maximo de la escarcha para cada dngulo adimensional. Se encontré que la distribucién de
fraccion de volumen de escarcha calculada conduce a un célculo de los valores de densidad
de escarcha muy parecidos a la densidad del gas y por ese motivo, la densidad adimen-
sional tiene valores muy pequefios. A pesar de esto se observa una tendencia hacia una
disminucion en la densidad conforme se avanza hacia el exterior de la capa de escarcha.
Esto estd en concordancia con los resultados publicados por otros autores para la con-

traparte rectangular [19]. Se observa también que las distribuciones de densidad para los
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Figura 5.21: Perfiles de fraccién de volumen en funcidn del espesor adimensional g, a diferentes tiempos y

distintos dngulos 6 para la condicién ulhl

espesores adimensionales 6; y 6, son idénticos, esto es debido a que las propiedades tales
como la densidad se calculan en funcién de la temperatura, y al ser la distribucion de ésta
simétrica respecto al plano horizontal, se obtienen resultados idénticos en el hemisferio
superior e inferior del dominio.

Otra propiedad que varia con la fraccion de volumen, es la conductividad térmica
efectiva dentro de la capa de escarcha que forma un medio poroso. Esta se calcula mediante
un promedio ponderado, tomando en cuenta los valores de conductividad térmica de cada

fase y sus respectivas fracciones de volumen,
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Figura 5.22: Distribucién de densidad adimensional en funcién del espesor adimensional de la capa de

escarcha para diferentes dngulos adimensionales a ¢t = 3600 s y a condicién ulhl.

kepr = @k + agky , (5.2)

de manera que a mayor fraccion de volumen de sélido, la conductividad térmica efectiva
tomara valores més altos tendiendo al valor de la fase sélida pura, y viceversa. La Figura
[5.23 muestra la variacién de la conductividad térmica efectiva en funcion de un espesor
adimensional. Se observa que para ciertos tiempo y dngulo definidos, ks disminuye con-
forme se aleja de la superficie fria, esto es debido a que la fraccién de volumen de sélido
tiende a ser mayor en las inmediaciones de la superficie del cilindro. Luego, es notable
que para un angulo 6 fijo, los valores de k. ¢ crecen con el paso del tiempo, esto es debido
a la humedad que se deposita, la cual aumenta la fraccién de volumen de s6lido, haciendo

la escarcha cada vez mas densa y aumentando su conductividad térmica. Finalmente, para
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Figura 5.23: Variacion de la conductividad térmica efectiva en funcién del espesor adimensional de la capa

de escarcha para diferentes tiempos y a distintos dngulos para la condicién ulhl.

un tiempo dado, se observa que el cambio en la conductividad térmica efectiva no es igual
para los distintos dngulos 6. Esto puede deberse a la distribucién de fraccion de volumen
dentro de la escarcha, donde a 6 = m/2 se ha concentrado mas hielo en la superficie en
comparacion con 6 = .

La variacién en la densidad de la escarcha se debe a una distribucion de fracciones de
volumen de sélido, y esta a su vez es causada por una transferencia de masa del vapor de
agua a lo largo de la capa de escarcha. En la Figura se describe la transferencia de
masa representada por el flujo de masa radial, resultado de la aplicacion de la primera Ley

de Fick en el interior de la escarcha,
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0Y;
Jr = _pDeffE’ (53)

desde el espesor adimensional £, = 1, i.e. la interfaz entre la escarcha y el aire himedo,
hasta g, = 0, correspondiente a la superficie del cilindro, para diferentes dngulos 6. Ob-
servamos que para cada uno de los dngulos la tendencia del flujo de masa es a disminuir
conforme se acerca al cilindro frio. Este comportamiento se debe a que la fracciéon de
volumen de s6lido aumenta en la misma direccidn, y ésta a su vez influye en la difusivi-
dad masica efectiva, dada por la ecuacion (4.8). El aumento en la fraccién de volumen de
sOlido hace que la porosidad disminuya, los espacios libres para que circule el aire son me-
nores y el transporte se hace cada vez mas complicado. Esto se ve reflejado en una menor
velocidad del gas y en una reduccion en la cantidad de masa de humedad que se transporta
en el aire. Las diferencias entre los valores de transferencia de masa para los tres dngulos
se deben principalmente a las variaciones de la difusividad mésica efectiva causados por
las diversas variables, tales como presion, temperatura o fracciéon de volumen de hielo.
La Figura muestra la variacion del flujo de masa a lo largo del espesor de la es-
carcha para diferentes y a distintas condiciones, a un dngulo 6 = x/2. Se observa que en
general para la condicién ulhl existe un mayor flujo de masa a pesar de que los valores
son muy parecidos para las dos condiciones y para todos los tiempos analizados. Esto es
debido a que el flujo de masa es calculado en la direccion radial, aunque la componente
tangencial de la velocidad domina en dicha zona, dentro de la escarcha el transporte es
dominantemente difusivo en los casos estudiados por lo que los flujos dependen principal-
mente de los gradientes. Por otro lado, para la condicién ulhl, se observa que el mismo
valor de flujo de masa ocurre a distintos espesores con una tendencia que no es proporcio-
nal al tiempo transcurrido, esto puede deberse a fluctuaciones en los valores de fraccién
de volumen de sélido, la cual influye en las propiedades tales como la difusividad térmica

y densidad, que a su vez son utilizadas para el célculo del flujo de masa.
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Figura 5.24: Flujo de masa a lo largo del espesor de la escarcha para diferentes dngulos a t = 3600 s y

condicion ulhl.
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Figura 5.25: Flujo de masa a lo largo del espesor de la escarcha para diferentes tiempos y a distintas

condiciones a 8 = /2.
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CAPITULO

CONCLUSIONES

En conclusion, fue posible, mediante la solucién de las ecuaciones de conservacion,
predecir el crecimiento de la escarcha en cilindros con flujo cruzado. Asimismo se pre-
dijeron los cambios en las propiedades fisicas, e.g. densidad y conductividad térmica, al
integrar modelos que relacionan la variacién de las propiedades de un medio poroso en
funcion de la propia porosidad.

Todo esto se logré mediante el desarrollo de un cddigo numérico que, mediante el
método de los volumenes finitos, resuelve las ecuaciones de conservacion de cantidad de
movimiento, materia y energia, asi como la formacion y crecimiento de escarcha alrededor
de superficies planas y sobre el cilindro. Por cuestiones de recursos computacionales es

necesario seguir trabajando para reproducir con todo detalle la densificacion de la escar-
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cha.

Mediante una busqueda exhaustiva se identificaron las ecuaciones que gobiernan el
fendmeno a resolver. Por un lado se identificaron las ecuaciones de conservacion de canti-
dad de movimiento, materia y energia que aplicaran correctamente al caso de estudio que
deseamos resolver, i.e. flujo de fluido en medio continuo y en medio poroso. Posterior-
mente se determiné cudl de todos los modelos se adaptaria mejor a nuestra metodologia
para predecir la cantidad de materia de vapor de agua que sufriria el cambio de fase de gas
a solido con el fin de modelar la formacién y el crecimiento de la escarcha. Finalmente
de hizo una busqueda de correlaciones de relacionaran las propiedades fisicas de la es-
carcha con la porosidad de la misma, a su vez que se toma en cuenta la influencia de la
temperatura en dichas propiedades.

Una vez que se ensamblé el modelo matematico completo se procedid a hacer la dis-
cretizacion de dicho modelo en un esquema de volumenes finitos para la posterior ela-
boracién de un codigo numérico que resuelva dichas ecuaciones discretizadas aplicando
un algoritmo SIMPLE para el acoplamiento de la presion y velocidad, y un método de
solucion TDMA para resolver el sistema de ecuaciones resultante de la discretizacion.

El proceso se dividié en dos partes, primero se aplico la metodologia descrita en coor-
denadas rectangulares a un canal de aire con una placa fria en la frontera inferior y un
plano de simetria en la frontera superior simulando asi el espacio entre las aletas de un
evaporador de refrigerador tipico. Posteriormente se aplicé la misma metodologia para
realizar un estudio en coordenadas cilindricas donde se tiene un cilindro interior con una
temperatura fija, fria y por otro lado, la frontera exterior del hemisferio izquierdo del domi-
nio corresponde a la entrada de aire, mientras que el hemisferio derecho supone una salida
de fluido. Se obtuvieron los resultados numéricos de las simulaciones y se compararon
con aquellos de la literatura.

Para el estudio en coordenadas rectangulares se obtuvieron perfiles de velocidad y

temperatura consistentes con el de un problema de Poiseuille, documentado en literatura
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diversa de dinamica de fluidos. Por otro lado, el espesor de escarcha obtenido fue compa-
rable con los resultados presentados por Lenic en 2009 para una simulacién a un tiempo
de una hora, mismos que a su vez fueron comparados con resultados experimentales obte-
nidos en el mismo estudio.

Por el lado del modelado en coordenadas cilindricas se obtuvieron los perfiles de velo-
cidad y temperaturas, cldsicos de un problema de flujo exterior. Se observa la aceleracion
del fluido en las zonas inferior y superior alrededor de un cilindro, asi como el desprendi-
miento de la capa limite y la generacion de una zona de recirculacion en la parte posterior
del cilindro. Por otro lado, se compararon los espesores de la capa de escarcha para dos
de las condiciones clave, donde se nota que la forma de la capa se ve influenciada prin-
cipalmente por la conveccion. Se concluye que los espesores mas bajos, por debajo del
promedio, se producen en el hemisferio izquierdo del cilindro, que es donde impacta la
corriente de frente, mientras que los espesores mds grandes, por encima del promedio, se
generan en la parte posterior del cilindro, donde se desprende la corriente.

Se muestra la variacién de las propiedades tales como densidad y conductividad efecti-
va dentro de la capa de escarcha a diferentes angulos. Debido a que se producen valores de
fraccion de volumen de escarcha relativamente bajos, los valores de la densidad adimen-
sional son igualmente bajos y no fue posible observar de manera satisfactoria la influencia
de la porosidad en la densidad de la escarcha, en su lugar se observa sobre todo la in-
fluencia de la temperatura. Esta densidad comienza en un valor relativamente alto cerca
del cilindro interior, indicando mayor presencia de hielo y tiende a disminuir conforme se
aleja de la superficie fria indicando una disminucién en la fracciéon de volumen de hielo.
De igual manera la conductividad térmica efectiva es afectada tanto por la temperatura
como por la fraccién de volumen de sélido, empezando por un valor alto cerca del cilindro
debido a la concentracion de hielo en dicha zona y disminuyendo hacia el exterior de la
capa de escarcha.

El flujo de masa es graficado contra un espesor adimensional para diferentes tiempos,
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angulos y condiciones, de manera que podemos observar como es que se da la transfe-
rencia de masa desde la interfaz de la escarcha con el aire huimedo hasta la superficie del
cilindro. Se observa que existe una tendencia a aumentar partiendo desde £, = 0 hacia
g, = 1 esto debido a que cerca del cilindro la saturacion de hielo es mayor haciendo que el
gradiente de concentracion sea bajo comparado con las inmediaciones de la interfaz donde
el gradiente es alto debido a la baja concentracion de hielo en la zona. Se reporta también
que el flujo de masa no cambia en gran medida con respecto al tiempo. Esto se debe a
los valores bajos de fraccion de volumen de s6lido obtenidos, ya que al no densificar de
una manera consistente, no es posible observar la influencia de la porosidad en la difusién

masica.

6.1. Trabajo futuro

Se tienen varios puntos que se recomienda mejorar y otros cuantos que se deben agre-

gar al c6digo numérico para robustecerlo:

= Indagar mas en el tema del modelo de prediccion de la formacion de escarcha. Bus-
car diferentes valores de los pardmetros del modelo de nucleacion que predigan

correctamente la densificacion de la escarcha.

= Buscar diferentes modelos de prediccion de formacidn, crecimiento y densificacién
de escarcha y comparar con el empleado en este estudio para determinar el modelo

optimo.

= Realizar un estudio experimental propio en nuestras instalaciones para tener un pun-

to de comparacion directo con los resultados computacionales.

= Llevar a cabo una investigacion exhaustiva sobre métodos de aceleracion de con-

vergencia del método numérico con el fin de reducir el tiempo de computo que se
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requiere para llevar a cabo cada experimento numérico.

= Extender el estudio a un banco de tubos tipico de un evaporador comercial y poste-
riormente hacer un estudio tridimensional del evaporador completo incluyendo las

aletas de enfriamiento.
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NOMENCLATURA

Numeros adimensionales

Nu Numero de Nusselt
Pe Numero de Peclet
Pr Numero de Prandtl
Re Numero de Reynolds

Simbolos Griegos

a Coeficiente en el método TDMA , véase la ecuacion (3.78), pagina 72
B Coeficiente en el método TDMA , véase la ecuacion (3.78), pagina 72
A Cambio en la propiedad ¢

r Coeficiente conductivo para la ecuacion discretizada
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(0X),+ Distancia entre la cara e y el nodo E [m]

(0x),_ Distancia entre la cara e y el nodo P [m]
o Densidad adimensional [—]
® Angulo adimensional [-]
0; Coordenada angular de los nodos en un dominio discreto [rad]
£ Espesor de la escarcha [m]
&, Espesor adimensional de la escarcha [—]
1% Fraccion volumétrica [—]
At Intervalo de tiempo [s]
Ax Espesor del volumen finito alrededor del nodo central en la direccién x [m]
ox Espesor de un elemento diferencial en la direccion x [m]
Ay Espesor del volumen finito alrededor del nodo central en la direcciéon y [m]
oy Espesor de un elemento diferencial en la direccién y [m]
0z Espesor de un elemento diferencial en la direccion z [m]
(0x), Distancia del nodo central al nodo del este en un dominio discreto. [m]
(0x),, Distancia del nodo central al nodo del oeste en un dominio discreto. [m]
oY), Distancia del nodo central al nodo del norte en un dominio discreto. [m]
(0y), Distancia del nodo central al nodo del sur en un dominio discreto. [m]
n Numero de particulas de hielo [-]
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y Relacién de calores especificos (-]

A Segunda viscosidad [kgm™'s7']
Ag Coeficiente de transferencia de calor convectivo para una particula de hielo
[Jm2s 'K
u Viscosidad dindmica [kgm™'s7']
) Generaci6n de calor por disipacién viscosa [Jm3s7!]
o Cualquier propiedad de una sustancia (-]
p Densidad [kg m™]
o Energia libre interfacial de una particula de hielo [Nm™]
Tij Esfuerzos viscosos efectuados en la direccion j respecto a un plano normal a
la direccion i [N m™]
0 Factor de correccién no isotérmico [-]
Operadores
A, B| El mayor de los valores comparados (-]
£ Derivada material o sustancial [s7']
\Y Operador nabla [m~']

Simbolos Romanos
A Coeficiente en el método TDMA , véase la ecuacion (3.82), pagina 74  [—]

A Area transversal al flujo [m?]
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Je

Ji

hva p

Coeficiente discretizado (-]
Término independiente de la ecuacidn discretizada (-]
Coeficiente en el método TDMA , véase la ecuacién (3.78), pagina 72 [—]
Calor especifico [Jkg 'K
Coeficiente en el método TDMA , véase la ecuacion (3.82), pagina 74  [—]

Coeficiente en el método TDMA , véase la ecuacion (3.78), pagina 72 [—]

Fuerzas difusivas en el método numérico [-]
Coeficiente para la correccion de presion , véase la ecuacion (3.70) [-]
Difusividad mdsica de la especie i-ésima en la especie j-ésima [m?s™']
Diferencial de volumen [m’]
Energia total, véase la ecuacion (2.34) [Jm™3]
Fuerzas convectivas en el método numérico [-]

Fraccion de la distancia correspondiente al volumen alrededor del nodo E

(-]

Factor de peso para el esquema temporal (-]
Aceleracion de la gravedad [m s72]
Entalpia especifica [Jkg™']
Entalpia especifica de sublimacién [J kg™
Tasa de nucleacién [m~s7']
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Energia interna

nodo i-ésimo

Vector de flujo de masa

Flujo total, difusivo y convectivo , pagina 61
nodo j-ésimo

Componente x del vector de flujo de masa
Componente y del vector de flujo de masa
Componente z del vector de flujo de masa
Conductividad térmica

Constante de Boltzmann

Longitud total del dominio en la direccién x
Longitud total del dominio en la direccién y
Flujo masico que cambia de la g-ésima a la p-ésima fase

Flujo mésico que cambia de la p-ésima a la g-ésima fase

[Jkg™']

kg m™2s71]

kg m3s71]

kgm3s7']

Densidad de flujo masico que pasa de la fase gaseosa a la fase sélida [kg m=>s7']

Peso molecular
Numero de nodos totales en la direccion y
Peso molecular de el agua

Vector unitario
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qx

dy

q:

Rext

Rint

Sc

SE

Numero de nodos totales en la direccion x

Coeficiente de nucleaciéon

Presion

Vector de flujo de calor

Componente x del vector de flujo de calor
Componente y del vector de flujo de calor
Componente z del vector de flujo de calor

Constante de gas ideal para el vapor de agua

Radio de una particula de hielo , véase la ecuacién (2.74)
Radio critico de una particula de hielo

Radio exterior del dominio

Radio interior del dominio

Coordenada radial de los nodos en un dominio discreto

Término fuente general

[Pa]
[Jm2s7!]
[Jm™2s7']
[Jm=2s7']
[Jm=2s7']

[J kg™ K]
[m]
[m]
[m]
[m]
[m]

(-]

Término fuente de la ecuacion de conservacion de la fraccion de volumen

Parte constante del término fuente general

Fuente de calor

Término fuente de la ecuacién de conservacion de energia
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Sij Tasa de deformacién lineal [s71]
Sy Fuente de energia debida al movimiento del fluido [J m™]
Sp Parte proporcional del término fuente general [-]
Sy Término fuente para la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

en la componente x [N m™]
S, Término fuente para la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

en la componente y [N m™]
Sw Término fuente para la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

en la componente z [N m™3]
Sy Término fuente de la ecuacion de conservacion de especies [kgm3s7']
T Temperatura [K]
t Tiempo [s]
u Vector de velocidad [ms™!]
u Componente de la velocidad en la direccion x [ms']
v Componente de la velocidad en la direccion y [m s']
w Componente de la velocidad en la direccién z [m s']
X; Coordenada x de los nodos en un dominio discreto [m]
Y; Fraccion maésica de la especie i-ésima [—]
Vi Coordenada y de los nodos en un dominio discreto [m]
Superindices
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Subindices

A

B

Valor de correccidén
Valor supuesto

Del paso de tiempo anterior

De la sustancia A , véase la ecuacién (4.15)

De la sustancia B , véase la ecuacién (4.15)

Valor critico de cierta propiedad, véase la ecuacién (4.15)
Cara este de un elemento diferencial, véase la ecuacién (2.1)
El nodo al este del volumen de control

La cara este del volumen de control

Valor efectivo de la propiedad en medio poroso

De la escarcha

Fase gaseosa

El nodo al norte del volumen de control

La cara norte del volumen de control

Todos los nodos vecinos

El nodo central

La g-ésima fase

El nodo al sur del volumen de control
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sat

va

Fase sélida

La cara sur del volumen de control

saturacion

vapor de agua

Cara oeste de un elemento diferencial, véase la ecuacion (2.1)
El nodo al oeste del volumen de control

La cara oeste del volumen de control

En la direccion del eje x

En la direccion del eje y
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APENDICE

A

COEFICIENTES RESULTANTES DE
LA DISCRETIZACION DE LAS
ECUACIONES DE GOBIERNO.

Al aplicar el método numérico descrito en el capitulo |3} a partir de ecuaciones diferen-

ciales, se obtiene una ecuacion discretizada de la forma

appp = apPr + awdw + andy + asps + b (A.1)

que se aplica a cada uno de los nodos que forman el dominio discreto para asi obtener

un sistema de ecuaciones lineales simultaneas. Los coeficientes de esta ecuacion son di-
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ferentes para cada una de sus ecuaciones diferenciales correspondientes y se describen a

continuacion.

A.1. Fraccion de volumen de solido

La ecuacion diferencial que describe este fendmeno es la siguiente:

0
B_t(aS) +V. (a/sl/_t)s) = Sas

y su discretizacion resulta en la siguiente ecuacion:

donde

apQly, = ApQy, + aywy, + aya,, + asag +b

ag = ||=Fe, 0l
aw = [|Fy, 0l
ay = ||=F, 0l
as = ||F, 0l

b =ScAxAy + a(l)gasp

2O = AxAy
P A
SC — Mygei

PP
SP = O

ap = ag + ay + ay + dag +a(,),—SprAy
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(A.2)

(A.3)

(A.4a)
(A.4b)
(A.4c)
(A.4d)
(A.de)

(A.4f)

(Adg)

(A.4h)

(A.41)



con

F, =u,Ay
F, =u,Ay
F,=v,Ax
F,=v,Ax

A.2. Cantidad de movimiento

(A.5a)
(A.5b)
(A.5¢)
(A.5d)

La ecuacion diferencial que describe la conservacion de cantidad de movimiento es

8 - - - -
8—t(agpgug) + Vo (aupaliyiiy) = —a,Vp + V- (g, Vidy) + S g

y su discretizacion resulta en la siguiente ecuacion:

dpUp = AgUg + AwUg + ayuy + dsus + b
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(A7)



donde

ag = D, +||-F,, 0l (A.8a)
aw = D,||F,, 0l (A.8b)
ay = D,||=F,, 0] (A.8¢c)
as = Di||F, 0| (A.8d)
b =S cAxAy + adud, (A.8¢)
AxAy
dp = QgPy,— (A.8f)
Sc=0 (A.82)
Sp = —liyaci (Agh)
ap = ag +awy +ay + asg + ag — S pAxAy (A.81)
con
F. = (agpqu) Ay (A.9a)
F, = (agpgu)w Ay (A.9b)
F, = (agpgv)n Ax (A.9¢)
Fy = (gpgv) Ax (A.9d)
L' Ay
D, = A9
(), (.99
I,Ay
D, = A9f
(0x),, ( )
I',Ax
D, = — (A.9¢)
(6Y), ©
I,A
D, = =222 (A.9h)
(6y);
I' = agpu, (A.91)

La ecuacion para la componente v de la velocidad es exactamente igual solo hay que
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intercambiar u por v y viceversa.

A.3. Continuidad

La ecuacion de continuidad para este fendmeno es

d S
éTt(cxg/og) + V- (@gpgily) = S g (A.10)
Al aplicar la metodologia descrita en la Seccién transformamos la ecuacién de

continuidad en una ecuacidn de correccion de presion de la forma

appp = ApPr + awPy + aypy + asps + b (A.11)
donde
ar = (@yped) Ay (A.122)
ay = (@ped) Ay (A.12b)
ay = (ayped) Ax (A.12¢)
as = (a/gpgd)s Ax (A.12d)
ap = ag + ay + ay + dg (A.12e)
y

0_ b, ) AxA
P DAy ) ()

+ [(angV*)s - (agpgv*)n] Ax (A.13)

b=«

con

(A.14)

Q>
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Donde A es el area transversal de la cara correspondiente y a es el coeficiente corres-

pondiente de la ecuacion de la cantidad de movimiento.

A.4. Energia
La ecuacion diferencial que describe la conservacion de energia es

0 S
6—t(a/gpghg) + Vo (aupaiighy) =V - (ks VTg) + S pe (A.15)

donde la entalpia se sustituye por 4 = pc T para obtener una ecuacion en funcién de la

temperatura de la forma

apTp = agTg + awTg +ayTy +asTs + b (A.16)
donde
ag = Dy, + ||-F,, 0l (A.17a)
aw = D,||F,, 0l (A.17b)
ay = Dy||-F,, 0| (A.17¢)
as = Di||F, 0| (A.17d)
b =ScAxAy + aST) (A.17¢)

0 0o o o AxAy

dp = @0, =1 (A.17)
Sc = —taciyap (A.17g)
Sp=0 (A.17h)
ap = ag + ay + ay + dg +aOP—SprAy (A.171)
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con

Fo = (gpgcqu) Ay (A.18a)
F, = (agpgcgu)w Ay (A.18b)
F = (@gogcev) Ax (A.18¢)
F,y = (@gpqcev) Ax (A.18d)
T.A
D, = (Mf (A.18e)
. (F(;Sf (A.18f)
I',Ax
"= oy, (A-18¢)
) EsyA)x (A.18h)
T = agkess (A.18i)

A.5. Especies

La ecuacion diferencial que gobierna la conservacion de especies es

0 S
a(agpg Yeu) + V- (@ppgtigYy,) =V - (Do VY,,) + Sy, (A.19)

Cuya discretizacion resulta en una ecuacion del tipo

aPYg,vP = aEYg,vE + aWYg,vE + aNYg,VN + dg Yg,\/s +b (A20)
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donde

con

ag = Dy, + [|=F, 0|
aw = D.[|F,, 0l

ay = Dy||=F, 0]
as = Di||F, 0l

b = ScAxAy + adY?

8,vp

AxAy
o _ 0 0
P= FerPor ™AL

a
SC = _mvm—i
Sp :O

ap = ag + awy + ay + as +aOP—SprAy

F S
Ir.A
D, = eRY
(6x),
r,A
D, = =2
(0x),,
D — I',Ax
(Y,
_ Ax
Ty,
I'= a’gpgDeff
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(A.21a)
(A.21b)
(A.21c)
(A.21d)
(A2le)
(A.21f)
(A21g)
(A.21h)
(A.21i)

(A.22a)
(A.22b)
(A.22¢)
(A.22d)

(A.22e)
(A.22f)
(A.22g)
(A.22h)

(A.221)



A.6. Coordenadas cilindricas

Para los coeficientes de la ecuacion discretizada en coordenadas cilindricas sélo cam-
bian los parametros geométricos tales como el espesor de los elementos y la distancia
entre nodos. Para el espesor de los nodos basta cambiar Ax por rAf'y Ay por Ar; y para la
distancia entre nodos se sustituye (d.x) por r (66) y (6y) por (or).

Este cambio de coordenadas coloca la direccidon que antes era x como la coordenada
angular 6y a y como la coordenada radial r, de manera que lo que antes era la componente
de la velocidad en x, u, ahora serd la velocidad angular u, y la componente v serd la
velocidad radial u,.

Aplicando estos cambios quedan listos los coeficientes para aplicarlos a un problema

en coordenadas cilindricas.
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