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RESUMEN

Control por medio de modos deslizantes para el control de altitud
de un dron en presencia de perturbaciones.

Publicacién No.

José Angel Cano Gonzélez
Universidad Autbnoma de Nuevo Le6n
Facultad de Ingenieria Mecdanica y Eléctrica
Asesor: Dr. Jesus De Le6n Morales

Junio del 2018

La importancia del control de altitud del cuadrirrotor se debe a que la aeronave debe mante-
nerse en un vuelo estable mientras efecttia alguna tarea especifica; tales como la toma de fotogra-
fias y videos, reconocimiento e inspeccién de dreas de riesgo, etc. Sin embargo, por sus pequefias
dimensiones, estdn expuestos a perturbaciones, causadas por rafagas de viento.

Para tratar este problema, en la literatura se han propuesto diversas técnicas de control. Sin em-
bargo, en general estas técnicas presentan inconvenientes como el uso de modelos simplificados,
la presencia de parametros inciertos y la dificultad para sintonizar los controles.

En este trabajo se propone el uso de la teoria de control por modos deslizantes, ya que presenta
ventajas como: robustez ante perturbaciones externas, incertidumbres paramétricas y dindmicas
no modeladas. Algunas ventajas de la estrategia de control propuesta es la reduccion del nume-
ro de ganancias a sintonizar, la reduccion del efecto chatteringz la convergencia de trayectoria en
tiempo finito.

Ademas, se implementa un observador de estados para estimar las variables no medibles del sis-
tema. Este observador presenta las ventajas anteriormente mencionadas.

Finalmente, se presenta un estudio comparativo con otras técnicas de modos deslizantes, reali-

zando simulaciones e implementando los algoritmos en una plataforma experimental.
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Capitulo 1

Introduccion

Los vehiculos aéreos no tripulados (en inglés Unmanned Aerial Vehicle, y con siglas UAV) son
utilizados en diversas aplicaciones, tales como: vigilancia, reconocimiento e inspeccién de dreas
estratégicas poco accesibles para las aeronaves tripuladas convencionales. Entre los diferentes ti-
pos de UAV, los cuadrirrotores han extendido su uso en los &mbitos militar y civil debido a carac-
teristicas importantes tales como: capacidad de miniaturizacién, gran maniobrabilidad, ser rela-
tivamente econémicos y de facil mantenimiento [1].

Entre las principales aplicaciones de los cuadrirrotores se encuentran la toma de fotografias o
radiografias industriales de estructuras elevadas, edificios, columnas de puentes, cables de alta
tension, etc. Para dichas aplicaciones es necesario mantener la aeronave en vuelo estacionario es-
table, de tal manera que se le permita recolectar informacién necesaria, por lo cual es necesario
contar con controladores que mantengan la estabilidad de la aeronave y asi mejore su desempefio.
Por este motivo, en esta tesis se propone el disefio de estrategias de control robusto para regular la

altitud de un cuadrirrotor, en presencia de perturbaciones e incertidumbres paramétricas.

1.1. Planteamiento del Problema

El cuadrirrotor debe mantener una altura deseada para efectuar una tarea especifica. Sin em-
bargo, dadas sus pequenas dimensiones estan expuestos a perturbaciones importantes tales como

réfagas de viento, las cuales dificultan mantener la posicion deseada. Ademds, el comportamiento
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dindmico de estos vehiculos es no lineal y estd fuertemente acoplado, por lo que se requiere de
controladores que sean lo suficientemente robustos para mantener la estabilidad bajo diferentes
condiciones de operacion.

Para el disefio de estrategias de control se han considerado modelos simplificados de la dindmica
del cuadrirrotor. Sin embargo, existen dindmicas no modeladas e incertidumbres paramétricas,
por lo que es necesario disefiar estrategias de control robustos que permitan superar estas dificul-
tades.

Debido a que poseen caracteristicas como robustez ante perturbaciones e incertidumbres en el
modelado, ademads de convergencia en tiempo finito y con la finalidad de reducir el chattering, en
este trabajo se propone el disefio de un control robusto basado en técnicas de modos deslizantes
de orden superior.

Por otro lado, variables como las velocidades lineales y angulares podrian no estar disponibles
para ser utilizadas en el control, dificultando su correcta implementacién. Una solucién a este
problema es el uso de un observador de estado que estime las variables no medibles. Al combinar
el observador de estados con los algoritmos de control robustos se consigue disefiar esquemas de

control de alto desempefio.

1.2. Justificacion

Debido a la necesidad de controlar la altitud del cuadrirrotor de forma eficiente, se requie-
re implementar un control robusto de rdpida respuesta para estabilizar el vehiculo a una altura
deseada durante el vuelo. Los esquemas que han sido propuestos no han sido lo suficientemente
eficientes, y es por tal motivo que las estrategias basadas en modos deslizantes resultan ser mds
apropiadas para el disefio de estrategias de control basadas en observadores. Otra de las ventajas
del uso de las técnicas de modos deslizantes es que el andlisis de estabilidad de lazo cerrado cum-
ple con el principio de separacion, ya que el observador converge en tiempo finito, y esto permite
que el control actué como si las variables estimadas fuesen las variables medibles, logrando que
el andlisis de estabilidad se simplifique. Ademds, como se verd en este trabajo, la sintonizacién del

observador y el controlador resulta ser mds simple, debido a que se requieren sintonizar menos
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ganancias que en los métodos convencionales.

1.3. Estado del Arte

En estos ultimos afios se han utilizado diversas técnicas para controlar la altitud de los cuadri-

rrotores, los cuales pueden ser clasificados en las siguientes categorias:
= Control Lineal Robusto: PID, LQR, H-infinito.
= Control Inteligente: Logica Difusa, Control Predictivo.

= Control No Lineal: Feedback Linealizable, Backstepping, Modos Deslizantes.

Control Lineal Robusto

En los primeros intentos por controlar a los cuadrirrotores, se encontr6é que utilizando con-
troles lineales es suficiente para obtener un vuelo estable. En [2] se disefia un Regulador Lineal
Cuadratico (LQR) para controlar la orientacién y posicién del cuadrirrotor, pero al comparar su
desempeno contra un Control Proporcional Integral Derivativo (PID), presentado en [3], se ob-
tuvo que el controlador PID logra mejores resultados. Sin embargo, ambos esquemas de control
utilizan un modelo simplificado del cuadrirrotor y no son lo suficientemente robustos ante per-
turbaciones externas.

Por otro lado, el disefio de un control basado en la técnica H-infinito ha sido propuesto por [4],
mostrando buenos resultados. Sin embargo, requiere de la linealizacion del modelo matematico,

lo cual limita su rango de operacion.

Control Inteligente

Esta clase de controles cuenta con la caracteristica de ser capaces de cubrir un rango amplio
de incertidumbres, en comparacion con los controles lineales. Algunos de estos son controladores
por légica difusa, combinado con un control PD en [5], pero esta metodologia no es lo suficiente-

mente robusta debido a que se deben conocer todos los pardmetros aerodindmicos, lo cual no es
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posible en la practica.

En [6] se propone un control robusto predictivo, para el seguimiento de trayectoria, el cual utiliza
un control basado en la técnica H-infinito para estabilizar los movimientos rotativos. Sin embargo,
este tipo de control utiliza una gran carga computacional, debido a que debe analizar una basta

cantidad de informacion para generar la entrada de control mas optima.

Control No Lineal

Debido a que el sistema dindmico del cuadrirrotor cuenta con 4 entradas de control, y 6 gra-
dos de libertad, se le considera como un sistema no lineal sub-actuado. Entonces, para obtener
un mejor desempeilo se han utilizado estrategias de control como aquellos basados en la técnica
de backstepping integral, la cual es propuesta en [7] y logrd mejorar la velocidad de seguimiento.
El trabajo en [8] presenta una técnica de control que combina el algoritmo backsteping integral
con la técnica de feedback linealizable, logrando robustez ante perturbaciones externas. El incon-
veniente con esta clase de controles es que, como ya se menciono con los controles lineales, se
requiere tener conocimiento de todos los pardmetros del modelo y los pardmetros aerodindmicos
para garantizar la robustez, lo cual no es posible en la practica.

Un modelo matemaético basado en cuaterniones en [9] es utilizado para el disefio de un control
con retroalimentacion de estado, presentando un buen desempeno. Sin embargo, el tiempo de
respuesta es mayor en comparacion con las técnicas anteriormente mencionadas.
Recientemente, se han propuesto estrategias de control basadas en la técnica de modos deslizan-
tes [10]. Este algoritmo permite disefio de controles robustos para sistemas dindmicos con incerti-
dumbres y expuestos a perturbaciones externas. Ademads, estas estrategias de control cuentan con
la ventaja de poseer baja sensibilidad a las incertidumbres en los pardmetros del modelo y a las
perturbaciones externas, lo cual elimina la necesidad de un modelado exacto del sistema. Debido
a esto, este tipo de controles ha sido aplicado en un amplio rango de campos como: la robética, en
control de motores y generadores, control de vehiculos y control de movimiento, por mencionar
algunos.

Debido a la naturaleza discontinua de los controles basados en las técnicas de modos deslizantes,
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uno de los principales inconvenientes es la presencia de oscilaciones indeseables de alta frecuen-
cia de las respuestas del sistema. Este fen6meno es llamado 'chattering’ y puede llegar a ocasionar
dafo a los actuadores. Algunos esfuerzo han sido llevados a cabo para reducir este fenémeno. Por
ejemplo una técnica conocida como Control por Modos Deslizantes de Alto Orden (en inglés High
Order Sliding Mode Control, y sus siglas HOSMC) se presenta en [11], el cual mantiene las ventajas
de los modos deslizantes y a su vez mejora el desempefio con respecto a los efectos del chattering.
Se han obtenido buenos resultados al aplicar este algoritmo de control [12-14].

Una de las técnicas mds populares de modos deslizantes, es la que se conoce como Super Twis-
ting [15]. Para demostrar su convergencia en tiempo finito, se utiliza la técnica basada en funciones
fuertes de Lyapunov [16].

En este trabajo se presentarda una mejora para este algoritmo, al reducir el numero ganancias a

sintonizar, y al mismo tiempo reducir el efecto chattering.

1.4. Hipotesis

Para disefiar una estrategia de control basado en un observador utilizando algoritmos Super
Twisting, que permita la estabilizacion del UAV en presencia de perturbaciones externas, dindmi-

cas no modeladas e incertidumbres paramétricas, se consideran las siguientes hipétesis:

HIPOTESIS 1.1. Se utiliza un modelo matemdtico reducido, que describe la dindmica de la altitud

del cuadrirrotor, donde los dngulos de orientacion son constantes.
HIPOTESIS 1.2. Las perturbaciones son acotadas y desconocidas.

HIPOTESIS 1.3. Las posiciones lineales y angulares son medibles y estdn referidas al marco fijo de la

Tierra, mientras que las velocidades (lineales y angulares) no son medibles.

HIPOTESIS 1.4. No se consideran las ecuaciones que describen las dindmicas de desplazamiento y

posicion de los ejes X, Y .

HIPOTESIS 1.5. Se conocen los valores nominales de los pardmetros.
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1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

Disefiar un esquema de control-observador, para el control de altitud de un cuadrirrotor en

presencia de perturbaciones externas, dindmicas no modeladas e incertidumbre paramétricas.

1.5.2. Objetivos Particulares

OBJETIVO 1.1. Obtener un modelo matemdtico reducido del cuadrirrotor.

OBJETIVO 1.2. Disefiar una estrategia de observador de estados, que permita estimar las velocidades

lineales y angulares del cuadrirrotor.

OBJETIVO 1.3. Disefiar una estrategia de control no lineal, basada en el algoritmo Super Twisting,

que permita el control de altitud del cuadrirrotor.

OBJETIVO 1.4. Realizar un estudio comparativo contra otros algoritmos de control basados en mo-

dos deslizantes.

OBJETIVO 1.5. Validar experimentalmente el esquema propuesto.

1.6. Contribucion

En este trabajo se propone el uso de la teoria del control por modos deslizantes super twisting,
ya que presenta ventajas como: robustez ante perturbaciones externas, incertidumbres paramé-
tricas y dindmicas no modeladas, permitiendo la convergencia de la trayectoria en tiempo finito.
Cabe mencionar también que en la practica, las ganancias del controlador no son sencillas de ajus-
tar, debido a las perturbaciones, las dindmicas no modeladas y la necesidad de tener que conocer
sus derivadas con respecto al tiempo. Para solucionar esta dificultad, el estimador de estados y el
control propuesto en este trabajo se pueden sintonizar solamente utilizando una ganancia cada

uno.
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1.7. Organizacion de la Tesis

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera:

Los antecedentes, la importancia de los UAV y del cuadrirrotor, asi como la explicacion de su es-
tructura y sus principios de movilidad se detallan en el Capitulo 2. Ademas, se presenta el modelo
matematico en espacio de estados, el cual se utilizara para disefiar el esquema de control.

En el Capitulo 3, se introduce la metodologia de disefio de un Observador Super Twisting, con el
fin de estimar las variables no medibles del sistema, las cuales con las velocidades lineales y angu-
lares del cuadrirrotor.

El disefnio del esquema de control de altitud para el cuadrirrotor se presenta en el Capitulo 4, el
cual esta basado en el algoritmo Super Twisting y es robusto ante perturbaciones externas e incer-
tidumbres paramétricas.

En el Capitulo 5, se realiza un estudio comparativo en simulacion de diferentes versiones del algo-
ritmo Super Twisting publicadas en la literatura. Posteriormente, las estrategias que presentan el
mejor desempeno son implementadas en la plataforma experimental.

Las conclusiones y perspectivas acerca de la presente tesis se presentan en el Capitulo 6, asi como
los trabajos futuros a realizar.

Finalmente, el material e informacién adicional se afiade en la secciéon de Apéndices.



Capitulo 2

UAV-Cuadrirrotor

Introduccion

En este capitulo se presentard la historia de las primeras aplicaciones de los vehiculos aéreos
no tripulados, asi como su clasificacion en base al tipo de despegue, el tipo de alas y su susten-
tacion. También se presentara el desarrollo del modelo matemético del cuadrirrotor. Ademas, se

presentard la representacion en espacio de estados de dicho modelo matematico.

2.1. Vehiculos Aéreos no Tripulados

2.1.1. Historia

El término vehiculo aéreo no tripulado (UAV) se utiliza para definir a las aeronaves sin tripula-
cién humana a bordo. Los UAV han atraido gran interés en el drea de la investigacién y desarrollo,
ya que pueden ser utilizados como plataformas de prueba y desarrollo para implementar algorit-
mos avanzados de control, son relativamente econ6micos, no ponen en riesgo a los tripulantes,
son de facil mantenimiento, entre otras.

Las areas de aplicacion de estas aeronaves van en aumento, debido a que son capaces de realizar
multiples tareas y por las habilidades que poseen, dependiendo del tipo de UAV. Una de las princi-

pales ventajas al usar este tipo de aeronaves, es que las tareas se efectian sin la interaccion directa
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de humanos, ya que son operados de manera remota, y esto es un factor de suma importancia
para tareas de alto riesgo.

La aviacion de los vehiculos no tripulados tuvo sus comienzos en los modelos construidos y vo-
lados por inventores como Cayley, Stringfellow, Du Temple y otros pioneros de la aviacién [17],
que fueron previos a sus propios intentos de desarrollar aeronaves tripuladas a lo largo de la pri-
mera mitad del siglo XIX. Estos modelos sirvieron como bancos de pruebas tecnolégicos para el
posterior desarrollo de modelos de mayor tamafio con piloto a bordo y, en este sentido, fueron los
precursores de la aviacion de vehiculos tripulados.

La aviacion no tripulada abarca un amplio espectro de aeronaves. La genealogia de las aeronaves
no tripuladas esconde sus raices en el desarrollo de los llamados 'torpedos aéreos’, que posterior-
mente se desarrollaron a través de las ramas de las bombas guiadas, los blancos aéreos (llamados
'drones’), los sefiuelos, los modelos recreacionales o deportivos de radio-control, las aeronaves de
investigacion, las aeronaves de reconocimiento y las de combate.

El término vehiculo aéreo no tripulado se hizo comtn en los afios 90 para describir a las aeronaves
robdticas y reemplazo el término vehiculo aéreo pilotado remotamente (en ingles Remotely Pilo-
ted Vehicle, y sus siglas RPV), el cual fue utilizado durante la guerra de Vietnam.

Por otro lado, se define al UAV formalmente como: vehiculo aéreo motorizado que no lleva a bor-
do a un operador humano, utiliza las fuerzas aerodindmicas para generar su sustentacion y puede
volar de manera auténoma o ser tripulado de forma remota. Ademas, estos vehiculos pueden ser
utilizados una o varias veces en diferentes misiones. Las siglas UAV y RPV son algunos de los nom-

bres que se han dado para definir alas aeronaves robéticas no tripuladas a lo largo de su existencia.

2.1.2. Clasificacion

Los UAV se pueden clasificar segun diferentes criterios, entre los cuales se tienen los siguientes:
el tipo de despegue, el tipo de alas y de la manera en que estos se sustentan. Con respecto al tipo
de despegue se tienen: las aeronaves de despegue vertical y las de despegue no vertical. Dentro
de la categoria de despegue vertical se encuentran los UAV de ala rotativa o hélice (helicopterosy

cuadrirrotores) y los auto-sustentados (dirigibles y globos). Con respecto a la categoria de despe-
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gue no vertical se encuentran: las aeronaves de ala flexible (parapentes o ala delta) y las de ala fija
(aeroplanos). En la Figura 2.1 se muestran algunos de los diferentes tipos de aeronaves en los que

se clasifican los UAV.

Cuadrirrotores I

Ala Rotativa

Helicopteros I

Despegue Vertical

Dirigibles l

Auto-Sustentados

Globos Aerostaticos |

UAV

Parapente I

Ala Flexible

Ala Delta |

Despegue Horizontal

Ala Fija |—| Aeroplanos |

Figura 2.1: Clasificacion de los UAV.

Este trabajo se propondra una estrategia de control, basada en la técnica de modos deslizan-
tes, para el control de altitud de un UAV del tipo cuadrirrotor.
Un cuadrirrotor es un Vehiculo Aéreo no Tripulado de despegue vertical y ala rotativa, que consis-
te en una estructura mecdnica en forma de cruz con cuatro rotores unidos a los extremos. En el
centro de la estructura se encuentran localizados diferentes elementos, tales como la bateria que
proporciona la energia al equipo, los sensores de posicion, velocidad, de presion; el procesador, la
estacion de comunicacion y equipos para transmision de datos de video e imagen.
Estd clase de UAV realiza vuelo estacionario estable y efectia maniobras precisas al equilibrar las
fuerzas de empuje producidas por cada uno de los 4 rotores. Al cambiar la velocidad de al menos

un rotor, se logra el desplazamiento del cuadrirrotor.
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2.2. Modelo Matematico

En estd seccion se introduce el modelo matematico que describe la dindmica del cuadrirrotor,
el cual es no lineal, fuertemente acoplado y consta 6 grados de libertad, pero s6lo 4 de ellos pueden
ser controlados directamente. Esto es debido a que se cuenta con una sefial de control por cada
uno de los 4 rotores de la aeronave, regulando con ellas la velocidad de cada uno de estos. Ademas,
este modelo serd utilizado para el disefo de la estrategia de control y del observador de estados.
Los grados de libertad del cuadrirrotor son los ejes cartesianos (x, y, z) , y los dngulos de Euler (¢,
0 y v), que representan los dngulos de alabeo, cabeceo y guifiada (en ingles roll, pitchy yaw),

respectivamente. Los 4 grados de libertad que se pretenden controlar son:

= Altura z: Es el desplazamiento vertical en el eje Z para alcanzar una altura deseada. Para esto
se debe generar un fuerza de empuje igual en cada uno de los 4 rotores, y dependiendo de

estd fuerza de empuje, el cuadrirrotor puede despegar, ascender, descender o aterrizar.

= Cabeceo ¢: El cabeceo (pitch) es el dngulo de giro en torno al eje Y y se logra manteniendo
la misma velocidad en los rotores 2 y 4, y una variacién de empujes entre los rotores 1y 3,

dependiendo si se desea desplazar el cuadrirrotor hacia adelante o hacia atrés.

a) Cabeceo hacia adelante. b) Cabeceo hacia atras.

Figura 2.2: Movimiento de cabeceo.
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= Alabeo 0: El alabeo (roll) es el dngulo de giro en torno al eje X y se logra manteniendo la
misma velocidad en los rotores 1 y 3, y una variacion de empujes entre los rotores 2 y 4,

dependiendo si se desea desplazar el cuadrirrotor hacia la izquierda o derecha.

a) Alabeo hacia la izquierda. b) Alabeo hacia la derecha.

Figura 2.3: Movimiento de alabeo.

» Guifiada y:

La guinada (yaw) es el dngulo de giro en torno al eje Z, ya sea para girar en sentido horario
o anti-horario. Para girar en sentido horario se necesita mantener el mismo empuje en los
rotores 2 y 4, y el mismo empuje en el par de rotores 1 y 3, pero en mayor proporcion a los
del primer par. Para girar en sentido anti-horario se debe mantener el mismo empuje en el

par de rotores 1y 3, y el mismo en los rotores 2 y 4, pero en mayor proporcion al primer par.
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a) Guinada en sentido Horario. b) Guiifiada en sentido Anti-horario.

Figura 2.4: Movimiento de guinada.

A continuacién se presentan las hipdtesis a considerar para el desarrollo del modelo dindmico

del cuadrirrotor:

HIPOTESIS 2.1. Las hélices del cuadricoptero se consideran rigidas.

HIPOTESIS 2.2. La estructura del cuadrirrotor se supone rigida y simétrica.

HipOTESIS 2.3. El origen del centro de referencia de la aeronave coincide con el centro de gravedad.

HIPOTESIS 2.4. Las fuerzas de empuje producidas por los rotores, son proporcionales a la velocidad

de giro de la hélice.

2.2.1. Cinematica

En estd seccion se estudiard la cinemadtica de los cuerpos rigidos. La cinemadtica se encarga
del estudio del movimiento de un cuerpo o sistema de cuerpos, sin considerar las fuerzas y pares
que actuian sobre él. Para describir el movimiento de un cuerpo rigido de 6 grados de libertad, es

necesario definir dos marcos de referencia:

= Marco de referencia fijo a la Tierra E (marco-E).
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= Marco de referencia fijo al cuerpo del Cuadrirrotor B (marco-B).

El marco-E (Og, Xg, Yg, Zg) es seleccionado como sistema de referencia inercial, donde Xg apunta
al Norte, Yg apunta al Este, Zp apunta hacia arriba respecto a la Tierra; y O es el origen de los
ejes cartesianos. Este marco de referencia es utilizado para definir la posicién lineal (I'*[m]) y la
posicién angular (0 [rad]) del cuadrirrotor.

El marco-B (Op, X, Yp, Zp) estd acoplado al cuerpo. Xp apunta el frente del cuadrirrotor, Yz
apunta hacia la izquierda del cuadrirrotor, Zg apunta hacia arriba y Op es el origen de los ejes
coordenados. El punto de origen Op se selecciona de tal forma que coincida con el centro de la
estructura de cruz del cuadrirrotor y con el centro de gravedad de la aeronave. Este marco de
referencia es utilizado para definir la velocidad lineal (VB [%]), la velocidad angular (wB [%1),
las fuerzas de empuje (F? [N]) ylos pares (t? [Nm]) del cuadrirrotor.

El vector de posicion lineal I'? del helicéptero estd definido como el vector de coordenadas entre
el origen del marco-B y el origen del marco-E. Este vector indica la posicion real del cuadrirotor

en el espacio y los grados de libertad x, y, z, y se representa con la ecuacion:
T
FE:(X Y Z) 2.1)

En la Figura 2.5 se muestran los sistemas de referencia del cuadrirrotor, situados en el vehiculo y

en el espacio.
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ZB

Cabeceo
(Pitch)

0
Ye

¢ Alabeo
(Roll)
XE

Figura 2.5: Sistemas de referencia del cuadrirrotor.

La posicién angular ©F del cuadrirrotor estd definida por un vector, cuyas componentes son
los 4ngulos de rotacion medidos a partir del marco-B, con referencia al marco-E. Este vector se
compone de tres rotaciones alrededor del eje principal del marco-E, sobre el marco-B, como se

define en la siguiente ecuacion:
T
of=(¢ 0 v 2.2)

La matriz de rotacién Rg se obtiene al multiplicar las siguientes matrices de rotacién bésicas:

= Rotacién sobre el eje Zg del dngulo de guinada v, a través de R(y, z)

Cy =Sy O
0 0 1

Figura 2.6: Matriz de rotacién R(y, z).

= Rotacion sobre el eje Y7 del dngulo de alabeo 8, a través de R(0, y)
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Co 0 Sy
R@,y) = 0 1 O
-Sp 0 Cp

Figura 2.7: Matriz de rotacion R(0, y).

= Rotacion sobre el eje X, del dngulo de cabeceo ¢, a través de R(¢, x)

1 0 0
Rp,x)=| 0 Cp —Sp
0 Sp Cop

Figura 2.8: Matriz de rotacion R(¢, x).

A partir de ahora, se adopta la siguiente notacion: C, = cos(x), Sy = sen(x), Ty = tan(x). La
matriz de rotacién Rg que toma en cuenta los movimientos en cada uno de los ejes se define

entonces como:

~Sy CoSy CoCyp

Como se mencioné anteriormente, los vectores de velocidad lineal (V&) y angular (wB) estdn ex-

presados en base al marco-B, y se representan de la siguiente manera:

vE=(u v w)T (2.4)
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wf=(p g r)T (2.5)

A continuacioén, se define el vector de posicion generalizada ({) y el vector de velocidad genera-
lizada (v). En ellos se combinan las componentes de posicion y velocidad (lineales y angulares),

con el fin de obtener una representacion completa del cuerpo en el espacio.

€=(FE @E)Tz(x Y Z ¢ 0 w)T (2.6)

V:(VB wB)T=(u v w p q r)T 2.7

La relacién entre la velocidad lineal V2 del marco-B y la velocidad lineal V£ [“'] (o también co-

nocido como I'E [%]) del marco-E, involucra a la matriz de rotacién Rg, de acuerdo a la ecuacion:
VE=TE =RgVB (2.8)

Ademas, con la matriz de transformacion Tg es posible relacionar la velocidad lineal I'E [%} del

marco-E y la velocidad angular w? del marco-B, de acuerdo a la siguiente ecuacion:
w? = T5'TE (2.9)
oF = Tow® (2.10)
La matriz de transformacion Tg se obtiene a partir de la siguiente ecuacion:

p ¢ 0 0
g |=| o |[+R@p,07'| 6 |+Rp,0TRON| 0 [=T5"| 6 (2.11)

r 0 0 /4 v
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Donde la matriz de transformacion y su inversa son:

1 SpTy CyTy

Te=| 0 Cp S (2.12)
1 0 =S

To'=| 0 Cp CySy (2.13)
0 -Sp CyCy

A partir de (2.11) y (2.13) se define (2.14), la cual relaciona la derivada de la posicion generaliza-
da del marco-E (é) con la velocidad generalizada del marco-B (v). La transformacion es posible

gracias a la matriz generalizada (Jg), la cual se define en (2.15)

&= Jov 2.14)
Ro 0343

Jo = (2.15)
03x3 To

Donde 0, ,, representa una matriz cero de dimensiéon n x m.

2.2.2. Dinamica

En estd seccidn se estudiardn los efectos de las fuerzas y pares aplicados a un cuerpo rigido
en movimiento. Se realiz6 un andlisis basado en técnicas de Newton-Euler para desarrollar las
ecuaciones de un cuerpo rigido con 6 grados de libertad.

Las ecuaciones que representan el comportamiento dindmico del cuadrirrotor, en el marco de

referencia fijo al cuerpo (marco-B), presentan las siguientes ventajas:
= La matriz de inercia es invariante en el tiempo.
» Lasimetria del cuerpo simplifica las ecuaciones.

= Las mediciones se obtienen directamente en el marco-B, que esta fijo al cuerpo.
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» El disefio de control se lleva a cabo en el marco-B.
Ademads, se toman en cuenta las siguientes hipétesis:
HIPOTESIS 2.5. El origen Op del marco-B coincide con el centro de masa del cuerpo.

HIPOTESIS 2.6. Los ejes del marco-B coinciden con los ejes de inercia del cuerpo principal. En este

caso, la matriz de inercia I es diagonal.

Las componentes lineales del cuerpo en movimiento se describen en la siguiente ecuacion:

FE = miE
ReFP = m (ReV"
RoFB =m(ReVE +RoVB) (2.16)
RoFB =mRe(VE +wB x VB)

FB=mVB + w8 x (mv5)

donde: m[kg] es la masa del cuadrirrotor, I'E [SﬂZ] es el vector de aceleracion lineal, con referen-
cia al marco-E, FE [N] es el vector de fuerzas, con referencia al marco-E, V2 [smz] es el vector
de aceleracién lineal, con respecto al marco-B, y Rg es la derivada de la matriz de rotacién. Las
componentes angulares del cuerpo en movimiento se describen en la siguiente ecuacion:

ot = [OF

Tot? = I(Tow?®)

Tot? = I(Tow? + Tow?) (2.17)
Tot? = ITo (@8 + B x VB)

8 = 108 + wB x (1VE)

donde: I [Nms?] es la matriz de inercia del cuerpo, ©F [’f—zd] es el vector de aceleracion angular,

con respecto al marco-E, &® [rf—zd] es el vector de aceleracion angular, con respecto al marco-By
7 [Nm] es el vector de par, con respecto al marco-E. El calculo de la matriz de inercia I se detalla

en el Apéndice B.
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Ahora, utilizando (2.16) y (2.17), es posible describir el movimiento de un cuerpo rigido de 6 grados
de libertad, en el siguiente arreglo:
MmI3x3  O3x3 VB B x (mV?B) FB

+ = (2.18)

Osxs 1 @B wB x (Iw?) B

O de manera compacta:

Mpv+Cg(v)v=A (2.19)

donde: v es el vector de aceleracion generalizado, con respeto al marco-B, Mg es la matriz de
inercia del sistema y Cg(v) es la matriz Coriolis-Centripeta, ambas con respecto al marco-B; y A se

define el vector de fuerza generalizado, y estd dado por la siguiente ecuacion:
T T
A=(FE <8) =(F B B o1xo1y 12 (2.20)

La matriz de inercia esta dada por:

m 0 O 0 0 0
0 m O 0 0 0
mizx3 0343 0O 0o m 0O 0 O
M = - (2.21)
P 0 0 0 Iy 0 O
0 0 0 0 I, 0
0 0 O 0 0 I,
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Donde I,,«, representa la matriz identidad de dimension 7 x n. La matriz Coriolis-Centripeta estd

dada por:
0 0O 0 muw -mv
0 0 0 —mw 0 mu
0303 —m S(VB) 000 mv -mu 0
Cg(v) = = (2.22)
033 —SUw?) 000 0 I —Iyq
0 0 0 —I,r 0 Lixp

donde, S(k) es el operador anti-simétrico (del inglés Skew-symmetric), con k siendo un vector co-
T
lumna de 3 elementos k = ( ki ko ks ) . La matriz anti-simétrica de dimension 3 x 3 generada

por este operador en el vector k es la siguiente:

0 -k K
Sk)y==STk)y=| ks 0 =k (2.23)
—]Cz k1 0

La ecuacidn anterior es vdlida para todo cuerpo rigido satisfaciendo las hipétesis (2.5) y (2.6).
El vector A puede ser representado por la suma de los efectos combinados de 3 elementos. El
primer elemento a considerar es el vector gravitacional Gg({), que estd expresado en términos de

la aceleracion gravitatoria g [sz], y estd dado por la siguiente ecuacion

0 mgSg
FB R:'FE R'l o —mgCyS
Gs)=| ¢ |=| ® 9= "° = §-05¢ (2.24)
031 0311 -mg —mgCyCy
03x1 O3xl

donde Fg [IN] es el vector de fuerza gravitacional con respecto al marco-B; Fg es el vector de fuer-
za gravitacional con respecto al marco-E. Ademads, puesto que la matriz Rg en (2.3) es ortogonal,
su inversa estd dada por su matriz transpuesta, i.e. (Ré1 = R@T)).

El segundo término del vector A, describe el efecto giroscépico provocado por la rotacién de las
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hélices. Puesto que dos hélices giran en sentido horario y las otras dos en sentido anti-horario,
entonces existe un desequilibrio de las fuerzas de empuje que es generado cuando la suma alge-
braica de sus velocidades no es igual a cero. Ademas, si el valor de los dngulos de cabeceo y alabeo
es diferente de cero, entonces el cuadrirrotor experimenta un par giroscépico, que se describe con

la siguiente ecuacion:

034 034

0 —

Op(VQ = 4 B k - !
=2 Jrp|@w”x] 0 ||(=1)"Q Jre| p |Qp

1 0

Op(v)Q2=]Jrp Q (2.25)

donde Og(v) es lamatriz giroscopica de las hélicesy J7p [Nm s%] es el momento de inercia rotacio-
nal total alrededor del eje de las hélices, el cual se calculard més adelante. Los efectos giroscopicos
aparecen s6lo en las ecuaciones de movimientos angulares, y no en las ecuaciones de movimien-

tos lineales. La velocidad angular de las hélices Q,, [%], se define como
Qp = —Q1+Qz—Q3+Q4

donde Q; es la velocidad angular de la hélice frontal, 2, la de la hélice derecha, Q3 la de la hélice
izquierday (24 la de la hélice trasera. Ademads, el vector de velocidad angular de las hélices () [%1,

estd dado por

Q:(Ql Qy Q3 Q4 )T
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El tercer elemento del vector A toma en cuenta las fuerzas y pares producidos directamente por
las entradas de movimiento principal, que representan las sefiales de control para el cuadrirrotor.
Las fuerzas y pares son proporcionales a la velocidad angular de la hélice, elevada al cuadrado
(ver Apéndice A). Por este motivo, la matriz de movimiento Ep se multiplica por Q? para obtener
el vector de entradas Ug(Q2). Tomando en cuenta los efectos aerodinamicos producidos por el
cuadrirrotor, se agrega el factor de empuje b [Ns?] y el factor arrastre d [Nms?]), los cuales se

describen en el Apéndice A. El vector de entradas U ({2) se define con la siguiente ecuacion

0 0
0 0

Un(Q) = EpC U, _ b(Q% + Q3 + Q5+ QF) .26
Us bl(-Q5 +Q3)
Us bl(-Q3F +Q3)
Uy d(-Q3+0Q3-Q3+0%)

donde I [m] es la distancia entre el centro del cuadrirrotor y el centro de la hélice; U;, Us, Us y Uy

son las componentes del vector de entrada U ((2); y la matriz Ep estd dada por

0 0 0 0
0 0 0 0
b b b b
Ep = (2.27)
0 -bl 0 bl
~bl 0 bl
-d d -d d

Sustituyendo (2.24), (2.25) y (2.26) en el vector A de (2.19), se obtiene la siguiente expresion

MgV + Cg(v)v = Gg(&) + Op(v)Q + EgQ? (2.28)



CAPITULO 2. UAV-CUADRIRROTOR 24
Entonces, despejando el vector de velocidad generalizado v de la ecuacion anterior, se obtiene

V= Mgl(—CB(v)v+GB(£)+OB(V)Q+EBQZ) (2.29)
el cual se representa con el siguiente sistema de ecuaciones

u=wr—-wq)+gSy
v=(wp—ur)—gCySy

. U
w=(uq—vp)—gCyCyp + -

X . (2.30)
. ZZ
p= yy ——qr - ]T_Pqu Ixx
— zz ]TP
q= pr + =L pQ + = Iyy
P = Lx— Iyypq + Uz
donde las entradas de control se definen como:

_ 2 2 2 2
= b(Q1 +Q5+ Q5+ Q)

Us = bl(-Q3+Q2)
U:< (2.31)
Us = bl(-Q3 +Q3)

Uy =d(-Q5 + Q5 — Q5+ QF)

El modelo dindmico del cuadrirrotor de (2.30) estd escrito en funcién al marco-B. Sin embargo,
el modelo dindmico puede ser representado con ecuaciones de movimiento lineal en el marco-E,
mientras que las ecuaciones de movimiento angular estan descritas en referencia al marco-B.
Elmodelo dindmico del cuadrirrotor en (2.30) se expresara en el nuevo marco de referencia ‘'marco-
EB’, con los siguientes cambios en sus componentes. Primero, el vector de velocidad generalizado

¢, con referencia al marco-EB, estd definido por

:(X Y Z p g r)T (2.32)



CAPITULO 2. UAV-CUADRIRROTOR 25

Entonces, (2.28) en términos del vector ¢, estd dada por

Mgg¢ + Cpp(c)¢ = G + Opp(§)Q + Epp(§)Q? (2.33)

donde ¢ es el vector de aceleracion generalizado, con referencia al marco-EB.
La matriz de inercia (Mgp) del sistema, en el marco-EB, es igual a la matriz de inercia (Mp) en

(2.21), definida con respecto al marco-B.

Mgp = Mg (2.34)

Por el contrario, la matriz Coriolis-Centripeta (Cgp) en el marco-EB, no es igual a la establecida en

el marco-B (Cp), y se define con la siguiente ecuacion

000 O 0 0
000 O 0 0
0343 033 000 O 0 0
Cesl@)=| E (2.35)
033 —-SUw?) 000 O L.r -Iyq
0 0 0 _Izzr 0 Ixxp
El vector gravitatorio en el marco-EB (Ggp) esta definido en la siguiente ecuacion
T T
Ges=( FE 01s ) =(0 0 -mg 0 0 0) (2.36)

El efecto giroscépico producido por la rotacién de las hélices permanece invariante con respecto

a (2.25), debido a que afecta s6lo a las ecuaciones angulares del marco-B.

Ogg(6)Q2=0p(v)Q2 (2.37)

La matriz de movimiento (Egg(¢)) en el marco-EB, es diferente a la matriz (Eg(¢)) en el marco-B,

debido a que la entrada U, afecta a las tres ecuaciones de movimiento lineal, a través de la matriz
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de rotacion Rg. El producto de la matriz de movimiento Egg(¢) y el vector de velocidad angular de

hélices al cuadrado Q?, estd dado por

(S,,,S(/, + CwSQ C(p) U1
(CoCyp) Uy

EpQ? = (2.38)
03x3 1343 Us

Epp(&)Q?% = fo. Dsxy

Despejando el vector de aceleracion angular generalizado ¢ en el marco-BE, de (2.33), se obtiene
¢ = Mp(=Cp(§)6 + Gep + Opp()Q + En(§)Q%) (2.39)

El cual se expresa con el siguiente sistema de ecuaciones

X =(SySp+CySyCp) Lt
.o _ U
Z=(CoCp) L
R L (2.40)
. Y24
p=L"qr -1 qQ, +1xx
q' _ Iz— Ixxpr+ ]TP pr [yy
. Ixx -1
F= Pt T

donde el vector de entradas de control U es el mismo de (2.31).

2.2.3. Motor DC

El motor de corriente directa (DC) es un actuador que convierte energia eléctrica en mecéni-
ca. Existen dos tipos basicos de arquitecturas de motores DC: motor con escobillas y motor sin

escobillas. En la Figura 2.9 se observan dos esquemas de motores DC.
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Estator Sensor de
Imanes posicion
Conmutador permanentes Rotor
Escobillas Armazc?n Imanes
embobinado permanentes
Motor DC con escobillas Motor DC sin escobillas

Figura 2.9: Esquemas de motor DC.

El esquema de la izquierda es el de un motor DC con escobillas. A este motor lo compone
de un armazon giratorio y un estator fijo. El armazo6n (también llamado rotor) contiene bobinas
de alambre aislado, envueltas alrededor de un nucleo de hierro; estas bobinas estdn conectadas
eléctricamente al conmutador. El conmutador es un cilindro compuesto de varios segmentos de
contacto de metal, alrededor del eje del armazon. El estator encierra el rotor y contiene imanes
permanentes, para generar un campo magnético. Las escobillas son contactos eléctricos, hechos
de un material blando, las cuales tienen resortes que les permiten hacer contacto con los seg-
mentos del conmutador a medida que el eje gira. Al conectar una fuente de alimentacién DC a las
escobillas, las bobinas del armazon de energizan y se convierten en un eléctroiman, causando que
giren de forma que sus polos norte y sur se alineen con los polos norte y sur del estator. A medi-
da que el conmutador gira, el movimiento provoca que la polaridad de la corriente de la bobina
del armazo6n y la direccion de su campo magnético se inviertan. El armazon gira hacia su nueva
alineacion, la corriente se invierte de nuevo y el armazon continua girando. A este proceso se le
denomina conmutacién mecdanica.

El esquema de la derecha es el de un motor DC sin escobillas, el cual posee un principio de opera-
cion igual al del motor con escobillas, pero su construccion es diferente. El imdn permanente esta
montado sobre el rotor, el estator contiene los bobinados, no utilizan escobillas ni conmutador
mecdnico. Para hacer girar al rotor, se energizan las bobinas alrededor del estator y la conmu-

tacion se logra mediante un controlador electronico, en conjunto son un sensor de posicion del
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rotor.

El diagrama eléctrico del motor DC relaciona cantidades eléctricas con mecdnicas. Estd compues-
to por un resistor R [Q], un inductor L [H] y un generador de voltaje e [V], conectados en serie.
El resistor representa las pérdidas producidas por el efecto Joule, que es provocado por el flujo de
corriente a través de la resistencia y el cableado del circuito. El comportamiento del inductor esta
relacionado con la forma de los devanados del motor, los cuales estdn enrollados en el centro del
rotor. El generador suministra un voltaje proporcional a la velocidad del motor. En la Figura 2.10

se representa el diagrama eléctrico basico del motor

R L

— A/

11
(1]

2
ki

Figura 2.10: Diagrama bdsico del motor DC.

El circuito del motor DC es alimentado por un generador de voltaje real V' [V], el cual es la
entrada de control. Las pérdidas del generador se mantienen bajas y son despreciables, por lo
que no se consideran para el modelo matematico. En la Figura 2.11 se detalla el circuito eléctrico

basico del motor DC.

(D D

Figura 2.11: Circuito eléctrico bésico del motor DC.
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Aplicando la ley de voltajes de Kirchoff, se obtiene la siguiente ecuacion
V=vgptvrte (2.41)

donde vr y vr [V] son los voltajes a través del resistor R y del inductor L, respectivamente. La

ecuacion anterior se escribe también de la siguiente manera

di
V:Ri"‘La"'KE(UM (2.42)

donde i [A] es la corriente del motor, Kg [r‘;—fj] es la constante de par del motory wp, [%] eslave-
locidad angular del motor. El primer término a la derecha de (2.42) se sustituye con la ley de Ohm
(vg = Ri); el segundo término se reemplaza con la ecuacién diferencial del inductor (vy = L%); y
el ultimo término representa la relacion que existe entre las cantidades mecénicas y eléctricas.

La contribucién de la parte inductiva del motor no se considera, debido a los siguientes aspectos:
= La mayoria de los motores en robética tienen inductancias pequenas.

= El tiempo de respuesta del circuito eléctrico es mucho mas rapido que el del mecanico, por
lo que la velocidad del sistema real se considera en relacion al tiempo de respuesta de los

componentes mecanicos.

= Es mads sencillo resolver una ecuacién diferencial de primer orden, que una de segundo or-

den.

Entonces, al omitir la parte inductiva del circuito, (2.42) se simplifica de la siguiente manera
v=R;+ Kgwpy (2.43)
La dindmica del motor esté definida por la siguiente ecuaciéon

Jrmoy =Ty —Tg (2.44)

donde J7); [Nms?] es el momento de inercia total del motor, @y [%] es la aceleracion angu-
s g
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lar del motor, Ty; [INm] es el par del motory 71 [Nm] es el par de carga. La ecuacion anterior
establece que, cuando el par del motor y el par de carga no son iguales, existe una aceleracion o
desaceleracion de la velocidad angular del motor w)y; esté variacién depende ademds del momen-
to total de inercia del motor J7). Entre més pequeno sea el valor de /7,7, mayor es la aceleracion.

La Figura 2.12 es un bosquejo de la estructura mecdanica simplificada

MOTOR CARGA

-
N

T

‘JTM

2
=

AT
Vo)

Figura 2.12: Sistema del motor simplificado.

El par del motor T, es proporcional a la corriente eléctrica i, es decir, existe una constante

Ky [N—f(”] tal que, Ty = Kjsi. Entonces, (2.44) se escribe como
Jrmwp = Kyi— 11 (2.45)

A partir de (2.43) y (2.45), se obtiene una ecuacion diferencial en términos de la velocidad angular

M

KiK K
£ Ma)M—TL+?Mv (2.46)

Jrmopm =

El sistema de propulsién utilizado en el cuadrirrotor estd constituido por un motor DC, una caja

de engranes y una hélice. La estructura de este sistema se muestra en la siguiente figura

MOTOR ENGRANES

i s
\) \) X HELICE

Ty Oy TPM
e\,
NN N ’

Tu, @ Tp

Figura 2.13: Sistema del motor.
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donde Jj; [Nms?] es el momento de inercia del motor, alrededor del eje del motor; Jp [N ms?)
es el momento de inercia del rotor, alrededor del eje de la hélice; wp [%] es la velocidad angular
de la hélice; Tp,, [Nm] es el par de la hélice en el eje del motor; Tp [Nm] es el par de la hélice y
Ty, [Nm] es el par del motor en el eje de la hélice.

La caja de engranes tiene una razén de reduccién N, que es igual a la velocidad del motor wyy,
dividida entre la velocidad de la hélice wp: N = ﬁ_f N se calcula como el nimero de dientes del

engrane de la hélice, entre el nimero de dientes del engrane del motor. El coeficiente de conver-

sion 7 relaciona la potencia mecénica del eje del motor P, con la del eje de la hélice Pp [N—sm].
Jmn = Pp
Esto es
wyTpy,n=wpTy, (2.47)

Por lo tanto, es posible calcular la dindmica del sistema de la caja de engranes, de acuerdo a las
siguientes ecuaciones

Jmwy =Ty — Tpy, (2.48)
Jpwp =Ty, —Tp (2.49)

donde wp [rf—zd] es la aceleracion angular de la hélice. Sustituyendo (2.48) y (2.49) en (2.47), se

obtiene

wyM(Tyr = Imov)n =wp(Tp + Jpwp) (2.50)

ademads, tomando en cuenta las siguientes igualdades

OM=gEdp y TE=N
(2.50) se expresa como
Jp ) : Tp
+—|opy=Ty—— 2.51
(]M oz | Om =T =g (2.51)

A partir de (2.44) y (2.51) se obtienen las expresiones para el par de carga T; y el momento total de
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inercia del motor J1).
Tp

T, = 2.52
L N (2.52)
Jp
= +— 2.53
Jrm =Tm N2 (2.53)
El par de la hélice Tp estd definido en (2.54) (ver Apéndice A).
dw?
Tp=dwp=—73" (2.54)

donde d [Nms?] es el factor de arrastre aerodindamico. A partir de (2.52) y (2.54), la expresién para

el par de carga es

dw?
T, =—2X 2.55
L e (2.55)
A partir de (2.53) y (2.55), (2.46) queda expresada de la siguiente forma
Jp ). KeKum d , Ku
(]M+—nN2)a)M:— R wM—nNga)M+—R v (2.56)

Ahora, las ecuaciones anteriores se escriben tomando como referencia el eje de las hélices. La

dindmica del motor DC estd dada por

KKy

, . , K
(Jp +nN?Tag) iop = — IN?wp — dw’ + ?Man (2.57)

Por otro lado, el momento de inercia rotacional total alrededor del eje de la hélice (Jrp [N ms?])
se define como

Jrp=Jp+nN*Jy (2.58)
Al linealizar (2.57) alrededor de un punto de operacion, se obtiene la siguiente expresion
wp=Apwp+Bpv+Cp (2.59)

rad?

27| es el coeficiente

donde Ap [%1 es el coeficiente de velocidad de la hélice linealizado, Bp [

2
del voltaje de entrada linealizado y Cp [%] es un coeficiente constante linealizado. Los valores
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de estos coeficientes estdn definidos por las siguientes ecuaciones

0dp KgKynN?  2d
Ap=—— =- ———WwH
OWp | yp=wy JrpR Jrp
0wp KynN
BP = — =
ov wWp=WH ]TPR
Cp= (wp—(Apwp +BpV)|yp=wy = —a)fq
Jrp

Estos pardmetros describe la dindmica de los 4 motores del sistema. (2.59) se expresa como
Q=ApQ+Bpv+Cp (2.60)

donde Q [%] es el vector de velocidad de las hélices, [rf—zd] es el vector de aceleracion de las

hélices, y v [V] es el vector de voltajes de entrada.

2.3. Modelo en Espacio de Estados

El modelo matematico que describe el comportamiento dindmico del cuadrirrotor consiste en
6 ecuaciones diferenciales de segundo orden. Cada una de estas ecuaciones representa un grado

de libertad del UAV, y se definen en (2.40). Ademés, se consideran las siguientes hipotesis:

HIPOTESIS 2.7. Se estabiliza la altitud del cuadrirrotor y los tres dngulos de Euler, omitiendo las

ecuaciones que describen la posicién y desplazamiento en losejes X y Y .
HIPOTESIS 2.8. Las fuerzas centrales y momentos de alabeo son despreciables.

HIPOTESIS 2.9. Los coeficientes de arrastre y empuje son constantes.
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Con esto, las ecuaciones que se utilizan para el disefio del esquema de control son

mz= (C(ng)Ul -mG

Lixth = Us — (I — I,) 00
> (2.61)

Iyyé =Us— (Ixx— Izz)(bu‘/

Lo = Uy = (Iyy — L) 0

donde m es la masa del vehiculo, G la aceleracion gravitatoria; Iy, Iyy, I son los momentos de
inercia del vehiculo; ¢, 0 y ¥ representan los dngulos de orientacién del cuadrirrotor; y z repre-
senta la altitud del UAV.
Para el disefio del esquema de control, se utiliza el modelo en espacio de estados del cuadrirrotor.
Los vectores de estado y entrada se definen como
Lo T
X=(zz 00 €R®
(22¢¢00y ) 2.6
U= (U, U Us U)T e R*
donde U representa un comando de velocidad lineal, el cual causa el desplazamiento sobre el eje
vertical Z; Us, Us y U7 representan comandos de velocidad angular, que causan rotacion alrededor

de los ejes cartesianos X, Y y Z, respectivamente. Ahora, se definen las variables para el vector X

X1=z X3=¢ X5=0 X7 =Y

XZ:Z X4=Qb x6:9 )C8=1,'U
Entonces, el sistema (2.61) representado en variables de estado, se expresa como

Xi = Xi+1
> ; 1€(1,3,5,7) (2.63)
Xiv1 = fi(x)+ g (0 U;
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donde
fitx)=-G g1(x) = M~ (Cy, Cu5)
f3(0) = =I5 (L = Iyy) X6.8) g3(x) = I}
f500) = =Ty (I = Toz) X4 Xg) gx) =1,
Fr00 = =I5} ((Tyy = L) Xax6) gr(x)=1I;]

El objetivo de control es disefiar un esquema de control robusto, tal que, las salidas del sistema
(x;) sigan las trayectorias dadas (x;,,,), para i € (1,3,5,7); en presencia de perturbaciones externas,

incertidumbres paramétricas y dindmicas no modeladas del sistema.

2.4. Conclusiones

En este capitulo se introdujo el concepto de UAV, una breve historia y clasificacion de estas
aeronaves, asi como algunas aplicaciones. Ademads, se describi6 el funcionamiento de los princi-
pales movimientos del cuadrirrotor al cambiar la velocidad de los rotores. Por otro lado, se obtuvo
el modelo matematico que describe el comportamiento dindmico del cuadrirrotor, a partir de un
andlisis cinemadtico y dindmico de cuerpo rigido. Ademas, bajo las hipotesis de que las fuerzas
centrales y momentos de alabeo son despreciables, y que los coeficientes de empuje y arrastre se

suponen constantes, se obtuvo el modelo simplificado del cuadrirrotor.



Capitulo 3

Esquema de Control por Modos Deslizantes

Super-Twisting

Introduccion

En este capitulo, se presentard la estructura basica del algoritmo de control por modos desli-
zantes. También se presentard la metodologia para el disefio de un control robusto, basado en la
técnica de modos deslizantes super twisting, con el fin de controlar la altitud de un cuadrirrotor.
Ademas, se mostraran los resultados obtenidos de las simulaciones de este control para validar su

funcionamiento.

3.1. Control por Modos Deslizantes Super Twisting

El control por modos deslizantes es un esquema de control robusto, basado en el concepto
de una estructura variable de control en respuesta a los cambios de estado del sistema. Ademas,
el control por modos deslizantes permite la separacion del movimiento del sistema completo en
componentes parciales e independientes de dimensiones inferiores, y reduce la sensibilidad a las
variaciones de los pardmetros de la planta y perturbaciones. Estas propiedades convierten a los
modos deslizantes en un algoritmo atractivo para el disefio de controles utilizados en sistemas

con dindmicas de alto orden, que operan bajo condiciones inciertas.

36
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Para explicar el algoritmo de modos deslizantes, primero se define una superficie deslizante dada
por

s=y—h(t) (3.1

donde y es la salida de un sistema dindmico SISO, la cual es una variable fisica medible; y h(f)
es una funcién continuamente diferenciable a seguir. Entonces, el control por modos deslizantes

clasico estd dado por la siguiente funcién

u=K=sign(s) (3.2)

donde K > 0 es la ganancia del control; y 1a funcién sign(x) estd definida como

1 si, x>0
sign(x) =40  si,x=0

-1 si,x<0

Algunas de las ventajas de utilizar esta técnica son la convergencia en tiempo finito y la robustez
ante incertidumbres paramétricas, perturbaciones y dindmicas no modeladas.
Debido a la naturaleza discontinua de los controladores basados en estd técnica, uno de los princi-
pales inconvenientes es la presencia de oscilaciones indeseables de alta frecuencia de las respues-
tas del sistema. Este fendmeno es llamado chatteringz puede ocasionar dafio a los actuadores. Para
reducir los efectos del chattering", se propone utilizar algoritmos de control de modos deslizantes
de alto orden.

El principal problema al implementar estos algoritmos, es que se requiere el conocimiento de
la superficie deslizante s y sus derivadas de orden superior. Una clase de sistemas de alto orden,
es el que se conoce como 'Super Twisting), el cual es un algoritmo para sistemas de segundo orden

que solo necesita conocimiento de la superficie deslizante sy su primer derivada $. El algoritmo
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de control super twisting clasico [18] estd definido con las siguientes ecuaciones

U= —Kllsl% sign(s)+v
C: (3.3)

V= —% sign(s)

donde K; >0y K> >0, son las ganancias de control.

3.2. Diseiio del Control

Considere un sistema no lineal incierto de la siguiente forma

x1:x2
2y G=f+rgXu+p (3.4)
y=Cx=x;

donde x € X « R" es el vector de estado, u € R es la funcién de control, { fx), g(x)} € R son campos
vectoriales parcialmente conocidos y diferenciables; p representa las incertidumbres paramétri-
cas y perturbaciones externas del sistema. Para disefiar el control por modos deslizantes super

twisting, se propone una superficie deslizante

s=Per+ep (3.5)

cuya derivada es

$= ,3@2 +é (3.6)

donde S > 0y los errores de seguimiento se definen como

e1=X1—X
1 1 1ref 3.7)

€2 = X2 — Xiref
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cuya dindmica estd dada por

él = e (3 8)
€ =JXp— X1,
Sustituyendo (3.4) en (3.8), resulta que
é :f(x)+g(x)u+p—5élref (3.9

Entonces, al sustituir la ecuacién anterior en (3.6), la derivada de la superficie deslizante s queda
determinada por

§=Ppex+ f(x)+gX)u+p—Xxi,, (3.10)

El objetivo de control es que la trayectoria del sistema alcance la referencia deseada y se logre
alcanzar el régimen deslizante s = § = 0.

Para lograr el objetivo de control, se considera el siguiente control

_ 1 .. 12 . L2 rt
u—g(x) —pPex— f(x) + %1,,, —2L]s] szgn(s)—;fo sign(s)dr (3.11)

donde L > 0 es la ganancia del control super twisting.

Reemplazando el control anterior en la superficie deslizante de (3.10), resulta
L2 t
S:—ZLlsll/zsign(s)—7f sign(s)dt+p (3.12)
0

Introduciendo el siguiente cambio de variables z; y z,

Z21=S
2 (3.13)
Zy = —% o sign(s)dr+p
entonces, (3.12) estd dada de la siguiente manera
21 =—=2L|z |2 sign(z1)+ 2
(3.14)

. 2 . .
Zp =—Fsign(z))+p
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Ahora se introducen las siguientes hipotesis

HIPOTESIS 3.1. Las funciones f(x) y g(x) son Lipschitz continuas con respecto a x, y uniformemente
con respecto a u; esto es, que existen constantes positiva Cy y C, tal que, || f(x)|| < C1lIx|| y Ig(x)]l <

Collxll.

HIPOTESIS 3.2. La perturbacion p y su primera derivada p estdn acotadas; esto es, que existen cons-

tantes positivas C3 y Cy, tal que, |p| < C3 y 19| < Cy.
Ahora se establece el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.1. Considerar el sistema (3.4), y ademas las hipotesis (3.1) y (3.2) se satisfacen. En-
tonces, el sistema en lazo cerrado con el control (3.11), es tal que el error de seguimiento tiende a cero

en tiempo finito en presencia de perturbaciones.

Demostracién. Primero, se introduce el siguiente cambio de coordenadas

&1 =1z %sign(z1)

(3.15)
=2y
Entonces, el sistema (3.14) en las nuevas coordenadas esta dado por
. 1,
& = —ri=2LlzilZsign(z) + 2}
2le; |2 (3.16)
;o _L_Z . .
G2=—5 sign(e1) +p
o equivalentemente en forma de matriz
: 1 —1 T
i=——{A-S7'CTO)E + @y (3.17)
2|72
con¢=(&¢)7,y
01 2L 0
A: , (I): , SZICTC: y C:(]. 0)
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donde S} es una matriz simetrica y definida positiva, solucién a la siguiente ecuacién algebraica
de Lyapunov
0=-LS,—-ATS;-Ss A+cC’C (3.18)

Por otro lado, para analizar la convergencia de la dindmica de seguimiento de (3.17), se consi-

dera la siguiente funcién de Lyapunov

V() =&TsE (3.19)

la cual es cuadratica en las nuevas coordenadas. La funcién V() es continua en todo momento y
continuamente diferenciable en todo lugar, excepto en el conjunto I' = {{; = 0}. Como las trayec-
torias del sistema no pueden permanecer en el conjunto I" antes de alcanzar el origen, la derivada
con respecto al tiempo de V puede ser calculada de la forma normal en todo momento, excepto
cuando las trayectorias se intersectan con el conjunto I’; y, si la trayectoria alcanza el origen des-
pués de un tiempo T, entonces permanecerd hay.

Tomando la derivada de V' (¢) alo largo de las trayectorias de (3.17)

V(E) =ETspe+ TS é

1
o {€TA-KC)T+®T)S & +ETSL(A-KCO)E + D)}
2112
1
= " ll {fT(ATSL_CTKTSL+SLA—SLKC)€+CDTSL€+€TSLCD}
2112

y puesto que ®7S; & = TS, @, entonces

1

V(E) = AT (LS -CTC) e +28T S0}
2|z1|2
Se tiene {TCTce = é% =0, entonces
V() s — {-Lv(©) + 2 S 9}
2|z1|2

Tomando la norma del término no lineal 2¢ TS, @, y a partir de la hipétesis (3.2); [|D] < BI<]l, para



CAPITULO 3. ESQUEMA DE CONTROL POR MODOS DESLIZANTES SUPER-TWISTING 42

B >0, se tiene

V() <- !

-~V () + ISLIBIEN

1 1
2|z1|2 |z1]2

Partiendo del hecho que existen constantes positivas A, (S1) Y Amax(Sr), tal que
Amin(SDIEN? < V() < Amax(SDIIEN?

entonces se tiene que

. (L-o0)
V() =- —V(S)
2|zy]2
donde 0 = % Puesto que la desigualdad Izll% < ||¢]l se satisface, entonces
. 1
V() =—pV(E)2 (3.20)
1
donde pu = w Se selecciona L lo suficientemente grande para que la desigualdad L > o

se cumpla, entonces V (¢) es definida negativa. Esto demuestra que V (¢) es una funcién fuerte de

Lyapunov. Puesto que la solucién de la ecuacion diferencial
. 1
v=puvz, v)=1uvy

estd dada por

I

1
v(t) = {v? —Er}z

Entonces, por principio de comparacién [19] se tiene que V' (§) < v(t), cuando V (£(0)) < v(0).

Por lo tanto, ¢ converge a cero en tiempo finito, a mas tardar en el tiempo dado por

2V(£(0))2
T="C
U

Asi, el estado & = (& &)T converge a cero en tiempo finito. Esto implica que los estados z; y z,

convergen a cero en tiempo finito. O
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3.2.1. Aplicacion del Control por Modos Deslizantes Super Twisting

En esté seccidn, el control super twisting en (3.11) es aplicado al cuadrirrotor, representado

por el siguiente sistema

Xi=Xi1
X ; 1€(1,3,5,7)

Xiy1 = fix)+gi(x)Ui+p

donde
filkt)=-g g1(x) = m 1 (Cy,Cy,)
f3(x) = Iy (2 = Iyy) X6 Xs) gs(x) = I}
f500 = =1} (Ux — L) xa ) gs(x) = Iy
fr0) = =1, (Uyy = L) Xaxe) g1 =1,

Por otro lado, la superficie deslizante estd dada por
si=Piei+eiy1; 1€(1,3,57)
donde el error de seguimiento y su derivada estdn definidos como

e =X;— ximf

; 1€(1,3,5,7)
ej+1=X;— X,

De modo que, el control super twisting estd dado por

i

1, Lt .
:m —ﬁ(x)+5€i,ef—,31iei+1—2LilsiI2szgn(si)—7’f0 szgn(si)dr); i=(1,3,5,7) (3.21)



CAPITULO 3. ESQUEMA DE CONTROL POR MODOS DESLIZANTES SUPER-TWISTING 44

3.2.2. Simulacion

Para ilustrar la efectividad del control super twisting propuesto, se realizaron simulaciones uti-
lizando diferentes trayectorias de referencia, y en presencia de perturbaciones. En la Tabla 3.1 se
establecen los pardmetros utilizados para la simulacion. Ademads, el vector de condiciones inicia-

les del sistema X (0) es el siguiente

X(0) = (-1, -0.5, -1, 0.2, —0.3, 0.8, 0.2, 0,1)T

Control ST

iz 1 3 5 7
m=042[Kg] | Ixx=0.0027 [Kgm?] [ B; 1 1 1 1
G=9.81[%] | Iyy=0.0029 (Kgm®] |L; 3 3 3 3
p=1isin(t) | Irz=0.0053 [Kg m?]

Parametros del modelo

Tabla 3.1: Pardmetros de simulacién para el control.

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos en la simulacién

Ll —Roll Ref. : )
wnm X -
~ 057 1 —~05¢
© )
g g f
= o = Of
© E © b
¥ : =
05F L os5f
-1¢ | | i I I =1t 1 L L I I ]
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
11 5 —Yaw Ref. o — Altitud Ref.
- : wxy, || oy
B E E 2} - 1
205 3 3
© i =
> < 1r
0% -
‘ j . ‘ . g ‘ . . | .
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 80 80 100 120
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 3.1: Seguimiento de trayectoria.

En la Figura 3.1 se observa que con el control super twisting se logra el seguimiento de las

diferentes trayectorias, a pesar de la presencia de la perturbaciones.
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x10™ %10
2 2l
= T
B g
=40 = O
© 2
o o
2 27
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
1 ! | i ! ! o 1 i !
0.5¢F i L S 05 A \

Yaw (rad)
o
i

Altitud {m)
o
- w o
— ;
——
—

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 3.2: Error de seguimiento.

En la Figura 3.2 se muestran los errores de seguimiento, los cuales son pequenos y sélo se
presentan picos cuando hay cambios grandes en la referencia; pero inmediatamente después de

esos cambios, tienden a cero de nuevo.

x10% %107

o 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
0.1 :
z
-0
3
-0.1 1
0 20 40 80 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 3.3: Sefial de control U;.

En la Figura 3.3 se observa la sefial de control U; (i = (1,3,5,7,)), de las diferentes trayectorias.
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El efecto chattering en las figuras es casi nulo, y solamente se distinguen oscilaciones provocadas

por la perturbacion.

3.3. Conclusiones

En este capitulo se presento el disefio de un control no lineal robusto, basado en el enfoque
de la técnica de modos deslizantes super twisting. Esta técnica de control es robusta con respecto
a perturbaciones externas, incertidumbres paramétricas y dindmicas no modeladas en el siste-
ma del cuadrirrotor. Ademas, se present6 una simulacién de la implementacion de este control,
en el modelo matemaético simplificado del cuadrirrotor; con la cual se obtuvieron los siguientes

resultados

= El numero de pardmetros a sintonizar en el control propuesto se reducen a sé6lo uno, la ga-
nancia L; mientras que el control super twisting clasico en (3.3) utiliza dos ganancias, K; y

K.

= Con el control propuesto se logra un seguimiento de trayectoria en tiempo finito, aiin en

presencia de perturbaciones externas.
= Las oscilaciones del efecto chattering estan atenuadas.

Por otro lado, algunas variables como las velocidades lineales y angulares podrian no estar dispo-
nibles para ser utilizadas en el control, dificultando su correcta implementacién en la plataforma
experimental. Para solucionar esto, se plantea el disefio de un observador de estado que estime las

variables no medibles y conseguir disefiar un esquema de control de alto desempeno.



Capitulo 4

Esquema de Observador por Modos

Deslizantes Super Twisting

Introduccion

En este capitulo, se presentard el diseno para observadores de sistemas no lineales con incer-
tidumbres. Ademds, se presentard una metodologia para el disefio de un observador basado en la
técnica de modos deslizantes super twisting, con el objetivo de estimar las variables no medibles
del cuadrirrotor, como lo son las velocidades lineales y angulares. Por otro lado, se presentaran los

resultados obtenidos de las simulaciones de este observador para validar su funcionamiento.

4.1. Observadores de Sistemas no Lineales

Cuando se implementa una ley de control, se supone que se tiene conocimiento de todo el
vector de estado. Sin embargo, esto no siempre es posible ya que los sensores pueden llegar a ser
costosos 0 no existen para la aplicacion deseada. Entonces, una posible solucién a este problema
es la implementacion de un observador para estimar las variables no medibles.

Para realizar la estimacion de estados, es necesario asegurarse que el sistema sea observable. Esto
quiere decir que es posible determinar el estado inicial del sistema, a partir del conocimiento de

sus entradas y salidas medibles. A diferencia de los sistemas lineales, la observabilidad de un sis-

47
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tema no lineal depende de las entradas aplicadas, ya que habrad ciertas entradas que conviertan al
sistema en no observable. Entonces, la dificultad al disefiar un observador para sistemas no linea-
les radica en identificar las entradas para las cuales el observador converge.

No existe una metodologia sistemética para el disefio de observadores de sistemas no lineales, por
lo que se han propuesto varios métodos. Estas metodologias se pueden clasificar en términos de
convergencia, por un lado para aquellos observadores cuya convergencia es de forma asintética o
exponencial se tienen los observadores de tipo Kalman [20] y tipo Luenberger [21]. Por otro lado,
se tienen los observadores cuya convergencia es en tiempo finito, como lo son observadores dise-
fiados por modos deslizantes o por modos deslizantes de alto orden [14].

Respecto a los observadores disefiados mediante el enfoque de modos deslizantes, estos son am-
pliamente utilizados ya que presentan la ventaja de ser robustos ante incertidumbres paramétri-
cas y perturbaciones externas. Ademads, el disefio de observadores super twisting es de los mds
populares, debido a sus aplicaciones précticas para compensar una amplia variedad de perturba-

ciones y asegurar la convergencia en tiempo finito.

4.2, Diseno del Observador de Estados

Considere el sistema no lineal incierto de la forma

X1 =x2
29 5(?2 :f(xl,xg,u)+p (4.1)
y=Cx=1x;

donde C =[10]; x € X < R? es el vector de estado; u € R es la entrada del sistema; ¥ € R es la salida
del sistema; f(x1,x2,u) € R es el término no linear nominal; p representa las incertidumbres pa-

ramétricas y perturbaciones externas del sistema. El sistema (4.1) pertenece a la clase de sistemas
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no lineales en la forma triangular [22] con

0
D(u,x) =

f (e, %2, u)
Ahora se introducen las siguientes hipdtesis

HiPOTESIS 4.1. El vector ®(u, x) es continuamente Lipschitz con respecto a x, y uniformemente con

respecto a u; esto es, que existe una constante positiva Cy, tal que, | D(u, x)|| < Coll x|l

HI1POTESIS 4.2. La perturbacion p y su primera derivada p estdn acotadas; esto es, que existen cons-

tantes positivas Cy y Cy, tal que, |p| < Cy y 19| < Co.

HipPOTESIS 4.3. La funcién f(x1, X2, u) es Lipschitz con respecto a x y uniformemente con respecto a

u; esto es, que existe una constante positiva Cs, tal que, || f (x1, x2, u) || < Csllx].

Entonces, el siguiente sistema

5= 2, +20\81|2sign(éy)

O: (4.2)
2 PUEN 0 . ~
2= f(21,%, u) + S-sign(ér)

es un Observador Super Twisting (STO) para el sistema (4.1), donde ® > 0 es la ganancia del obser-

vador. Ahora, para analizar la convergencia en tiempo finito del observador, se define el error de

estimacién como
er=x1—-21
(4.3)
éz =X — 22
cuya dindmica estd dada por
A A AL . A
é1=6,—-20|¢|2sign(ér)
(4.4)

b= fx,2,u) +p— S sign(en)

donde f(x, 2, u) = f(x1, X2, u) — f (21, 22, ).

Ahora se establece el siguiente resultado
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PROPOSICION 4.1. Considere el sistema (4.1), y ademds las hipdtesis (4.1), (4.2) y (4.3) se satisfacen.
Entonces, el sistema (5.8) es un observador para el sistema (4.1), donde el error de estimacion tiende

a cero en tiempo finito, en presencia de perturbaciones.

Demostracién. Primero, se introduce el siguiente cambio de coordenadas

o ~ L . N
¢1=1é11zsign(éy)

A (4.5)
§2=8
Entonces, la dindmica del error de estimacién en las nuevas coordenadas, estd dada por
. 1,
&1 = —Lr{-2Llej|2sign(er) + e}
2ley|2 (4.6)
3 ¢ 2.
$o=f(x,2,u) + p—5sign(er)
o equivalentemente en la forma de matriz
f=——{(A-S5'CTO)é + @) (4.7)
2|é|2
TR YA
coné=(¢1¢2) ,y
01 0 20 0
A= , O = . , Sg'cTc= ,C:(l 0)
0 0 216112 (f(x, 2, u) + p) e’ o

donde Sg es una matriz simétrica y definida positiva, solucion de la siguiente ecuacion algebraica
de Lyapunov
0=-0Se—ATSg-SeA+CTC (4.8)

Por otro lado, para analizar la convergencia a cero del error de estimacion, se considera la
siguiente funcién de Lyapunov

V(&) =ETSeé 4.9)

la cual es cuadritica en las nuevas coordenadas. La funcién V(£) es continua en todo momento

y continuamente diferenciable en todo momento, excepto en el conjunto Q = {€; = 0}. Como las
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trayectorias del sistema no pueden permanecer en el conjunto {2 antes de alcanzar el origen, la
derivada con respecto al tiempo de V puede ser calculada en todo momento, excepto cuando las
trayectorias se intersectan con el conjunto Q; y si la trayectoria alcanza el origen después de un
tiempo T, entonces permanecerd hay.

Tomando la derivada de V () a lo largo de las trayectorias de (4.7)

A

V(&) =ETSeé +ETSeé

1 A PO R
=mAﬁ{@”A—KOT+¢U&ﬁ+€nhUA—KO£+®H
e1|2
1 o N A 2
= ——{ET(ATSe - CTKTSg + So A~ SoKC) &+ DT Seé + ET Spd}
21842

y puesto que T Sgé = ET S d, entonces

A 1 ~ ~ ~
V)= T (-0 —CTC)E+2ET Sod}
2|é,|2

Se tiene que éTCTCE = «ff = (0, entonces

V(é) = —— -0V +2{"Se®)
2112

Tomando la norma del término no lineal 2£7 So®, y a partir de la hipétesis (4.1); resulta que || ®| <

,Bllfll, para 3 > 0, se tiene que

V() <- !

V(&) + ——1Sell BN
2lé|2 |é1]2

Partiendo del hecho de que existen constantes positivas A,,i,(Se) Y Amax(Se), tal que
Amin(S)IEN? = V(E) = Amnax(So) I EI1°

entonces se tiene que

O-0)_ -
=V (&)
2lé2

Vi) =-
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donde o = %. Puesto que la desigualdad |é; I% < IIE | se satisface, entonces
NN !
V(§) = —pV(q)? (4.10)
1
donde = (@_UM+”(S°)2 Se selecciona © lo suficientemente grande para que la desigualdad © > o

se cumpla, entonces V (§) es definida negativa. Esto demuestra que V() es una funcién fuerte de
Lyapunov [16].

Puesto que la solucion de la ecuacion diferencial
. 1
v=puvz, v) =1y

estd dada por

v(t) = {vé - gt}z

Entonces, por el principio de comparacion [19] se tiene que V(E) < v(t), cuando V(f (0)) < vg. Por

lo tanto, ¢ converge a cero en tiempo finito a mas tardar en el tiempo dado por

- 2v(&(0)2
)

Asi, el estado & = (&; &) converge a cero en tiempo finito. Esto implica que los estados é; y &,

convergen a cero en tiempo finito. O

4.2.1. Aplicacion del Observador por Modos Deslizantes Super Twisting

En esta seccion, el observador super twisting en (5.8) es aplicado al cuadrirrotor, representado

por el siguiente sistema

Xi = Xi1 ]
> ; 1€(1,3,5,7)
Xin1=fixX)+gx)U;+p
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donde
fitx)=-G g1(x) = M~ (Cy, Cu5)
f3(0) = =I5 (L = Iyy) X6.8) g3(x) = I}
f500) = =Ty (I = Toz) X4 Xg) gx) =1,
Fr00 = =I5} ((Tyy = L) Xax6) gr(x)=1I;]

Este observador se utilizara para estimar la velocidad vertical V, y las velocidades angulares w;;;,

Wpitch Y Wyaw-

Los errores de estimacion se definen como
éi:xi_zi; i€(1v3y5;7)
De modo que, el observador super twisting esta dado por

;s N ~ L . ~
Zj = Zi41 +20;|éi|2sign(é;)

O: o2 ; i€(1,3,5,7) (4.11)
Zis1= fi(2) + 8i(2)U; + 5t sign(é;)

4.2.2., Simulacion

Para ilustrar la efectividad del observador super twisting propuesto, se realizaron simulaciones
utilizando diferentes trayectorias de referencia, y en presencia de perturbaciones. En la Tabla 4.1
se establecen los pardmetros utilizados para la simulacion. Ademas, los vectores de condiciones

iniciales del sistema X (0) y del observador Z(0), son los siguientes

X(0) = (-1, -0.5, -1, 0.2, 0.3, 0.8, 0.2, 0.1)"

Z(O) = (]-y _1r _]-v 1; 2) —2, _Sy _l)T
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Parametros del modelo . Observador ST

i= 1 3 5 7

m=0.42[Kg] | Ixx =0.0027 [Kgm?] | ©; 15 15 15 25
G=9.81[%] | Iyy =0.0029 [Kg m?]
p=3sin(t) | Irz=0.0053 [Kg m?]

Tabla 4.1: Pardmetros de simulacion para el observador.

A continuacion, se presentan los resultados de la simulacién

V_(m/s)

e J &

0 10 20 30 40 50 60

70 0 10 20 30 40 50
Tiempo (s) Tiempo (s)

60

Figura 4.1: Estimacion de estados.

70

En la Figura 4.1 se muestran las respuestas de la estimacion y del estado. Se muestra que el

observador super twisting logra estimar los estados x; (i = (2,4,6,8)) en tiempo finito, ain en pre-

sencia de perturbaciones.
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Figura 4.2: Error de estimacion.

En la Figura 4.2 se muestran los errores de estimacion de estado, los cuales tienden a cero en

tiempo finito.

4.3. Conclusiones

En este capitulo se presento el disefio de un observador no lineal robusto, basado en el enfoque
de la técnica de modos deslizantes super twisting. Ademas, se presentaron resultados en simula-
cion de la implementacion de este observador, aplicado al modelo matematico simplificado del

cuadrirrotor. Las ventajas de este observador super twisting son las siguientes

= Se requiere solamente de un pardmetro © para sintonizar el algoritmo del observador.

= Se logra la estimacion de los estados del sistema en tiempo finito, atin en presencia de per-

turbaciones externas, dindmicas no modeladas e incertidumbres paramétricas.

= No se aprecia el efecto chattering en la trayectoria de estimacion.

Un estudio comparativo de algunas técnicas de control, basadas en modos deslizantes encontra-

das en [23], contrala técnica de control presentada en el Capitulo 3, serd presentado en el siguiente

capitulo.



Capitulo 5

Resultados

Introduccion

En este capitulo, se presentard primero un estudio comparativo en simulacion de varias técni-
cas de control basadas en el algoritmo super twisting. Posteriormente, se llevard a cabo un estudio
experimental, en el cual se implementara el observador de estados propuesto, junto con el control
super twisting simplificado propuesto y el control super twisting modificado presentado en [23],

a una plataforma experimental en tiempo real.

5.1. Resultados de Simulacion

En esta seccion se realiza un estudio comparativo en simulacion, de diversas técnicas de con-
trol basadas en el algoritmo de modos deslizantes. Las estrategias de control por modos deslizan-

tes, del tipo

Super twisting simplificado propuesto (SST-SMC).

Super twisting cldsico (CST-SMC).

Super twisting modificado (MST-SMC).

Super twisting con terminal no singular (NST-ST-SMC).

56
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Los tres ultimos controles son presentados en [23].
Considere el sistema de la siguiente ecuacion, el cual representa el modelo matemaético que des-

cribe la dindmica de la altitud del cuadrirrotor

561 = X2
> (5.1)

Xo=f(xX)+gx)U

donde
f=-G6 g)=—+-

Los controles aplicados al sistema (5.1) son los siguientes

Super Twisting Simplificado propuesto (SST-SMC)

Usst = ! ( (x) + X 2L||%' (s) szt' ()d) (5.2)
SST_g(x) f0) + Xper — Pre2 slzsign(s > Oszgns T .

Super Twisting Clésico (CST-SMC):

1 r
Ugst = ﬁ (—f(x) + Xrer — Pre2— Cllslésign(s) - szo sign(s)dr) (5.3)

Super Twsiting Modificado (MST-SMC):

1 t t
UMST:—(—f(x)+j€ref—,61e2—C1|s|%sign(s)—Cgs—Cgf sign(s)dT—C4f sdr)
0 0

g(x)
(5.4)
= Super Twisting con Terminal No Singular (NST-ST-SMC)
1 .. 1,
UnsT-sT = _( -f+ Xref — Brez — Cilspslzsign(sys)
8 (5.5)

t
- sz Sign(sps)dt — Pa [exp(—-2A ey (A + 2ae))]
0
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Para este control, se define una nueva superficie deslizante s;,; como
Sns = s+ Bre1 + Poexp(—=At)e]?* (5.6)

Para todos los controladores presentados anteriormente, las constantes C >0, >0y L > 0. Ade-

mas, se define la superficie deslizante sy los errores de seguimiento e; y e, como

S= ,3()81 + e
€1 = X1 — Xyef

ey = X2 — Xref

Se considera la siguiente lista de pardmetros empleados para la simulacién

Parametros del Cuadrirrotor | SST-SMC | GST-SMC | MST-SMC | NST-ST-SMC
m=0.42[Kg] B1 025 | B 025]pB 025 |pB; 025
g=9.8114%] L 025|C 35 |C 3 |pB 0.5
Ixx =0.0027[Kg m?] C, 6 |G 45 |G 3
Iyy = 0.0029[K g m?] C; 0.18 | G 4.5
I77 =0.0053[Kg m?] C, 018 | A 035
a 0.5

Tabla 5.1: Parametros de simulacién.

Los resultados obtenidos de la simulacion de los controles por modos deslizantes de segundo
orden (SST, GST, MST, NST-ST) para controlar la altitud de un cuadrirrotor son presentadas en la
Figura 5.1. Se utiliza un funcién en escalones como senal de referencia, con cambios en la altura

de 1 metro cada 25 segundos, mostrando una vista a detalle de una seccion en el rectdngulo.



CAPITULO 5. RESULTADOS 59

3 — Referencia
—SST-SMC
2.5 = CST-SMC I
==MST-SMC
- NST-ST-SMC
2| 1
E :
@
5 1.5
<
1 Lo
e
ff‘
ra
0.5 =
80 65 70 75 80
0 | | | | L
0 20 40 60 80 100 120

Tiempo (s)

Figura 5.1: Seguimiento de trayectoria.

En la Figura 5.2 se muestran los errores de seguimiento de cada uno de los controles. Ademas,

se muestra a detalle una seccion de la gréfica.
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Figura 5.2: Error de seguimiento.

La Figura 5.3 muestra las sefales de control de los diferentes algoritmos presentados. El efec-
to chattering se aprecia a simple vista en las sefiales de control de los algoritmos super twisting

clasico (CST) y el super twisting con terminal no singular (NST-ST), lo cual afecta directamente
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a los actuadores del sistema. En el control super twisting modificado (MST), el efecto chattering
es reducido, pero presenta picos bastante notorios. Por otro lado, el control super twisting simpli-
ficado (SST) presenta una sefial de control suave, donde el chattering es reducido y no aparecen

picos muy grandes en los cambios de referencia.

25 ‘ ‘ 25 : :
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L. 120¢ 1 20 J
Z &,
5151 " A = == £ 15
w L w (8]
b | b
10 10
5 . ‘ | ‘ ‘ 5 . ‘ . ‘ ‘
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25 ; ; 25 , : : : ‘
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20 1220 1
Z —
gy S
235 l %
= =4
10| 1= 10
5 | ‘ | ‘ ‘ 5 | | | | ‘
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Figura 5.3: Sefiales de control U.

A continuacion, se presenta un estudio comparativo de los distintos esquemas de control pre-
sentados anteriormente. Con el fin de validar la eficiencia de cada control, se calcularon los si-

guientes indices de desempeiio, en base al error de seguimiento

= El Error Cuadrético Integral (ISE) estd dado por

Ly
ISE:f e(r)? dr
1

0

donde e(t) = x;, r(1) — x(1) es el error de seguimiento, y estd definido por la diferencia entre
la sefal de referencia x, y la sefial de salida x, en un intervalo de tiempo T = (f,: t7). El
ISE penaliza a los errores grandes, més que a los pequefios. Si el ISE tiene un valor minimo,
indica que el control logra eliminar los errores grandes, pero tolera a los més pequefios [24].
Un control con valor de ISE minimo requiere de menor tiempo para alcanzar la sefial de

referencia, ya que reduce las oscilaciones de los errores con mds amplitud. Sin embargo, las
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oscilaciones de baja amplitud persisten, debido a la presencia de los errores pequenos que

no brindan peso al criterio ISE.

= El Error Absoluto Integral (IAE) esta definido por

ly
IAE:f le(T)| dt
f

0

Debido a que el criterio IAE toma en cuenta todas las amplitudes del error, los controles que
intentan minimizar este criterio requieren de mds tiempo para alcanzar la referencia, ya que

intentan minimizar todas las oscilaciones [24].

= El Error Absoluto Integral ponderado en el Tiempo (ITAE) estd dado por

Iy
ITAE:f Tle(t)| dt
1

0

Si el ITAE tiene un valor minimo, indica que el control requiere menos tiempo para alcanzar
la referencia, sin la presencia de las oscilaciones de baja amplitud [24]. Sin embargo, estos
controles suelen requerir més tiempo durante el inicio, debido a que los errores con mds
amplitud que aparecen al inicio del sobreimpulso se multiplican por un tiempo pequefio y

brindan poco peso a este criterio, por lo que no son considerados [24].
Ademas, se calcula el siguiente indice de desempefio en base al control

= Laintegral del control cuadrético (ISC), esta definida por

l’f )
ISC:] u(r) - dr
1

0

donde u(t) es el control del sistema. Este criterio brinda una idea de la cantidad de energia
requerida por el control, para alcanzar la sefial de referencia y mantener el seguimiento de

la trayectoria.

Para el célculo de estos criterios se considera un intervalo de tiempo T = (0:125 s).
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Control ISE IAE ITAE ISC
SST-SMC | 6.8820 | (10.0107) | (511.9699) | 23579
CST-SMC | 54312 | 12.2068 | 669.9127 | 24437
MST-SMC | 6.4862 | 12.5983 | 660.8323

NST-ST-SMC | (5.0297) | 11.5092 | 587.6744 | 23636

Tabla 5.2: Mediciones de desempefio en simulacion.

En base a los resultados de la Tabla 5.2, puede observarse que el control super twisting sim-
plificado (SST) de (5.2) presenta un tiempo de respuesta menor, basdndose en el criterio ITAE.
Ademads, la energia requerida para llevar a cabo el seguimiento de trayectoria es muy similar a la
del control super twisting modificado (MST), que es el que requiere menos energia. Por otro lado,
el control SST presenta menos picos y chattering, como se ve en la Figura 5.3, comparado con los
otros tres controles presentados en [23]. El control super twisting modificado (MST-SMC) tiene un
desempeitio similar al control super twisting simplificado (SST). Por esta razén, los controles SST
y MST se implementaran en la plataforma experimental, con el fin de comparar su desempefo en

una aplicacion en tiempo real.

5.2. Pruebas Experimentales

5.2.1. Plataforma AR.Drone 1.0

La plataforma experimental que se utilizard en este trabajo es el cuadrirrotor AR.Drone 1.0,
disenado por la compaiia francesa Parrot Inc. Esta disefiado originalmente para ser controlado a
través de smartphones o tablets, via Wi-Fi, con protocolos de comunicacién especificos.

Este cuadrirrotor cuenta con diversos sensores de movimiento, localizados debajo del casco cen-
tral [25]. Entre ellos se encuentra un MEMS (Micro Electromechanical System) de 6 grados de li-
bertad, el cual proveé al software de las medidas de los dngulos de Euler; también cuenta con
un telémetro de ultrasonido, que proporciona medidas de la altitud del dron, a una frecuencia
de 40KHz. El AR.Drone utiliza 4 motores DC sin escobillas (3500 rpm, 15W), una bateria Li-Po
(3 celdas, 11.1V, 1000mAh) y un sistema computarizado, que consiste en un procesador ARM 9 a

468MHz, con memoria DDR de 128MB a 200MHz, Wi-Fi b/g y Linux como sistema operativo.
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Para controlar y configurar al cuadrirrotor se envian comandos AT (Attention Command Set) a un
puerto UDP (User Datagram Protocol . Ademas, la informacion acerca del dron (estado, posicion,
velocidad de los motores, etc.) es llamada con el comando "navdata", y es enviada por el dron ha-
cia el cliente por otro puerto UDP.

El AR.Drone es facil de adquirir en el mercado y es sencillo conseguir piezas de repuesto para
mantenerlo operativo, asi como para mantenimiento. Ademds, Parrot proporciona un conjunto
de herramientas de software que facilita la comunicacion y la implementacion de algoritmos de
control en la plataforma AR.Drone.

Esta plataforma utiliza un software interno que es capaz de entregar el siguiente conjunto de va-
riables (z, ¢, 0, ). Las sefiales para controlar los movimientos del dron estdn codificadas bajo un
protocolo especifico, en el cual estas sefiales son normalizadas y se disponen como elementos en

el siguiente vector de entradas
U= U, U3 Us U7 € (~1.0,+1.0) (5.7)

donde U, representa el control de velocidad lineal vertical, que causa el desplazamiento sobre
el eje z; las sefiales Us, Us y U7 representan el control de velocidades angulares, que causan la
rotacion alrededor de los ejes x, y y z, respectivamente.

El Observador Super Twisting disefiado anteriormente se implementara en la programacion para
reconstruir el vector de estado del cuadrirrotor, ya que al medir s6lo informacién de 4 variables
(z, ¢, 0, ), se requiere estimar las 4 variables de velocidad (2, (/A.), é, 1&), para poder implementar
el algoritmo de control, utilizando el vector de estado reconstruido.

En la Figura 5.4 se muestra la comunicacion via Wi-Fi entre el CPU que contiene los algoritmos

del observador y del control, con el cuadrirrotor
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Figura 5.4: Comunicacion via red Wi-Fi.

El cuadrirrotor envia la informacién de las variables medibles x al CPU, esta informacién se
utiliza en el observador para realizar la estimacion de las variables no medibles X. Las variables x y
X se utilizan en el control para obtener las sefiales de entrada U, que son enviadas al cuadrirrotor.

De esta forma se controlan los movimientos del cuadrirrotor para que sigan la referencia deseada.

5.3. Resultados Experimentales

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos cuando se aplican las técnicas de control
propuestas para el control de altitud del AR.Drone. Para analizar la efectividad del control super
twisting propuesto, se realiza un experimento en el cuadrirrotor.

Utilizando el Observador Super Twisting (STO) disefiado en el Capitulo 4

5 =2 +20\é|2sign(é))

0: (5.8)
2 A A 2 . ~
£y = f(&1, 2, w) + Ssign(ér)
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y aplicandolo a cada uno de los 4 sub-sistemas del modelo de espacio de estados obtenido en el
Capitulo 3
Xi = Xi+1
z: i=(1,3,57) (5.9)
Xiv1 = fi(xX) + gi(x)U;

se tiene

X N AL . N
Zi = Zi+1 +20;1éi|2sign(é;)

O: o i=(1,3,57) (5.10)
Ziv1= fi(2,Up) + 5tsign(é))

donde, para i = (1,3,5,7), la ganancia ©; > 0 y el error de estimacion es é; = (x; — 2;), y ademas

fi(2,U1) = =G+ L(C5,Cz) Uy
f3(8,U3) = =7 (Uzz = Iy) 2628) + 7= U3
[5(2,U5) = =7~ (U = 22 2a28) + 7-Us

f2(2,U7) = =7 (Uyy = Inx) 2a26) + 72Uz

Como se menciond anteriormente, el software del cuadrirrotor s6lo entrega informacion de las va-
riables medibles (z ¢ 0 w) =(x1 X3 X5 X7),Yy el proposito del observador es estimar las variables
no medibles (2 (/3 ] u?) =(z2 z4 zg zg). Conesto el vector de estado estd completo y las funciones

de control en (5.2) y (5.4) son implementados en los sub-sistemas de (5.9)

. 1. L2 .
Csst: {Ui = ﬁ (—fi(x) + Xi,op — Bri€iv1 —2L;si|2sign(s;) - #fotSlg”(Si)dT) (5.11)
1 . 1.
U= Py = [i(xX) + Xi, ;= Prieiv1 — Cuilsil? sign(s;)
Cust: §i ) (5.12)

t
—CgiSi—Cgif sign(s,-)dr—C4ij s,-dr)
0 0

donde, parai =(1,3,5,7),laconstante 8; > 0, laganancias L; > 0y C > 0, la superficie s ylos errores

de seguimiento estan dados por

si=Prieiteir, ei=Xi—Xj,, €1 =Xis1 X,
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Se consideraron las siguientes condiciones iniciales para el observador Z;(0) =0 (j = 1,...,8). Ade-

mas, se utilizaron los siguientes pardmetros del cuadrirrotor; asi como las ganancias para el ob-

servador y cada uno de los controles.

, SST-SMC MST-SMC
Parametros del AR.Drone P 3 5 - P 3 5 7
m=0.42[Kg] Q; 3 3 3 5 Q; 3 3 3 5
g= 9.81[% L; 05 05 04 02 |B; 03 03 03 035
Ixx =0.0027[K g m?] B1; 03 03 03 035|C;; 05 05 05 03
Iyy =0.0029[K g m? Cy; 05 05 05 0.2
I77=0.0053[Kg m?] C;;i 0.1 0.1 0.1 0.01
Cyi 0.1 0.1 0.1 0.01

Tabla 5.3: Pardmetros del experimento.

Para el experimento se utiliz6 una funcion en escalén como sefal de referencia, iniciando a

0.7m, después de 85 seg. sube a 1.1m y después de 80 seg. baja a 0.7m de nuevo. La Figura 5.5

muestra la salida del sistema, en este caso la altura del dron, al aplicar los controles (5.2) y (5.4).

En esta figura también se observa que, para ambos controles, el valor de la variable controlada

(altitud) se aproxima a la referencia deseada.

1:2 T

1:1

Altura {(m)
o
©

e
o

0.7 P4

Figura 5.5: Seguimiento de trayectoria del AR.Drone.

100 120 140 160 180
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200 220

En la Figura 5.6 se grafica la magnitud del error de seguimiento de la altura, para ambas accio-

nes de control. En la Tabla 5.4 se observa que en ambos casos el error de seguimiento es similar.
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Figura 5.6: Error de seguimiento.

En la Figura 5.7 se muestran el valor de la sefial de entrada de ambos controladores. El control
SST-SMC presenta una senal mas suave que la del control MST-SMC, en el cual se ve a simple vista

la presencia del efecto chattering durante toda la trayectoria de la sefial.
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Figura 5.7: Sefal de control U.

A continuacién, se presentan los criterios de desempefio, en base al error de seguimiento y

a la senal de control. Para el célculo de estos criterios se considera un intervalo de tiempo 7 =
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(20 5:230 s).

Control ISE IAE ITAE ISC

SST-SMC | (3.0621) | (9.9411) | (34.998) | (0.7548)
MST-SMC | 3.4541 | 10.8348 | 39.1566 | 1.1781

Tabla 5.4: Mediciones de desempeifio en experimento.

En la Tabla 5.4 se puede observar que en todas las mediciones de desempeino, el control SST-
SMC muestra ser mads eficiente que el MST-SMC, especialmente el ITAE y en el ISC, que repre-
sentan que el tiempo requerido para alcanzar la senal de referencia y la energia utilizada por el

control, respectivamente.

5.4. Conclusiones

En este capitulo, se realizé un estudio comparativo en simulacién de las respuestas obteni-
das de diferentes controladores basados en modos deslizantes super twiting. Con este estudio se
seleccionaron los dos controles que mostraron mejor desempefio, y se implementaron en la pla-
taforma experimental. Con la informacion recabada en los experimentos, se realiza un estudio
comparativo de ambos controles y se concluy6 que, con el control por modos deslizantes super
twisting simplificado propuesto en esta tesis, se obtiene un mejor desempeiio, se reduce el efecto

chatteringz se facilita la sintonizacion del control, al reducir el numero de ganancias.



Capitulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

6.1. Conclusiones

En este trabajo se presenté un esquema de control no lineal para el control de altura de un
vehiculo aéreo no tripulado del tipo cuadrirrotor, en presencia de perturbaciones externas e in-
certidumbres paramétricas. Ademas, se realiz6 un estudio comparativo en simulacién y experi-
mental, con la finalidad de comparar la eficiencia del esquema propuesto contra otras técnicas de
control.

Se propuso utilizar una clase de controladores robustos, usando el enfoque por Modos Deslizan-
tes de Alto Orden, en particular el algoritmo Super Twisting.

El algoritmo de control super twisting propuesto presenta algunas ventajas importantes, compa-
randolo contra otros algoritmos de control super twisting. Las ventajas que presenta el esquema

de control super twisting propuesto son
= Se reduce el numero de parametros a sintonizar del controlador.

» La sintonizacion del control se lleva a cabo mas facilmente, al solo tener que ajustar una

ganancia.

= En la sefial de control, el efecto chattering se reduce considerablemente, de modo que se

obtiene una senal de control mas suave.

69
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» Elseguimiento de trayectoria se alcanza en tiempo finito.

También se diseno el algoritmo de un estimador de estados, ya que era necesario para implemen-
tar el control en la plataforma experimental. Este algoritmo también presenta la ventaja de que
s6lo requiere una ganancia, en comparacién con otros observadores super twisting que requieren
al menos dos; por lo que el observador implementado también es més sencillo de sintonizar y a
su vez mantiene las ventajas de ser robusto.

Se puede concluir que se obtuvieron los resultados esperados, alcanzando los objetivos de robus-
tez para los algoritmos de control y del observador, por lo que se logra el control robusto de la

altitud del cuadrirrotor.

6.2. Trabajos Futuros

Para darle continuidad a este trabajo de tesis, se recomiendan los siguientes trabajos de inves-

tigacion:

= Disefar controles para el control de la posicién del cuadrirrotor, en el plano horizontal (X y

Y).
= Disefar controles adaptativos para el control de altura del cuadrirotor.

= Realizar un control para lograr que una formacion de cuadrirrotores siga trayectorias desea-

das.
= Realizar un simulador de vuelo en 3D, para una mejor visualizacion de las simulaciones.

Cabe mencionar que los algoritmos de control presentados en esta tesis tienen un amplia drea
de aplicacion, ya que se pueden implementar en diversas plataformas experimentales, como pue-

den ser: motores eléctricos, robots maoviles, etc...



Apéndice A
Calculos Aerodinamicos

A continuacion se determinan los coeficientes aerodindmicos que son necesarios en el modelo
matemadtico del cuadrirrotor. Los coeficientes que se calculardn son el coeficiente de arrastre y el

coeficiente de empuje.

A.1. Teoria de Momentos

En estd seccidn se introducen los conceptos de la teoria de momentos, los cuales describen el
modelo del rotor. Al aplicar estd teoria se considera al rotor como un disco en rotacién que genera
un flujo de aire normal a la superficie, generando una diferencia de presiones entra ambas caras
del disco. Por lo anterior, y tomando en cuenta las dimensiones del disco, se produce una fuerza
de empuje neta como contra reaccion, en sentido apuesto al flujo de aire.

Para obtener el modelo, se introducen las siguientes hip6tesis

HIPOTESIS A.1. Se considera un tubo con un flujo de aire cruzando a través del disco.
HiIPOTESIS A.2. La hélice tiene un ntimero infinito de palas.

HipOTESIS A.3. El espesor del disco se considera infinitesimal.

HIPOTESIS A.4. La velocidad vertical del aire es continua a través del disco.
HiPOTESIS A.5. Se considera al aire como gas perfecto e incompresible.
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La siguiente figura muestra un bosquejo de la teoria de momento para el rotor

Disco

Figura A.1: Teoria de momento.

donde el termino T [N] es la fuerza de empuje de la hélice, con direccion opuesta al flujo del
aire. En un punto lejos de la superficie superior del disco se considera una presién de aire p_o, y
una velocidad v_»; mientras que en un punto lejos de la superficie inferior del disco se tiene una
presion p.., y unavelocidad v, . Directamente por encima de la superficie del disco, se tiene una
presion p; y una velocidad v;; mientras que directamente por debajo de la superficie se considera
una presion p» y una velocidad v;.
El empuje suministrado por el rotor es proporcional a la diferencia de presiones a través del disco.

Las siguientes ecuaciones muestran las equivalencias
Tyt = A(p1— p2) (A.1)

Tyt = mMA(V-—0o — Vico) = PAAV (Voo — Vioo) (A.2)

donde A = R% [m?] es el drea del disco, 114 [?] es la variacién de la masa de aire a través del
disco,y pa [%] es la densidad del aire.
De acuerdo con la hipétesis (A.4), 1a velocidad de aire v; es igual ala velocidad v». A continuacion,

se escribe la ecuacion de Bernoulli para la seccion entre los puntos —ocoy 1; y para la seccion entre
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los puntos 2y +oo
1 2 1 2
p_oo+§pAv_oo:p1+§pAv1 (A.3)
1 2 1 2
P2+ 5PAVy = Proot 504V (A.4)
De las ecuaciones anteriores y considerando que p_~ = P+co, al despejarla velocidad v; se obtiene

Voot Vioco

1}1 = T (AS)

La velocidad de afluencia en el disco v 1[%] es
V=V —Vego=——m" (A.6)
Entonces, utilizando las ecuaciones (A.2) y (A.6), la fuerza de empuje T es
T=2psAv10; (A7)

Para simplificar los célculos, se considera la condicién de suspension [26], en la cual v_o, =0, por
lo que v; = v;. Ademas, la fuerza de empuje T es igual al peso cargado por una hélice Wp = % [N].

La ecuacion (A.7) puede ser expresada como

Wp
2pAA

Wp = 2pAAv§ => v = (A.8)

La proporcion de afluencia A es un pardmetro utilizado para relacionar la velocidad de afluencia

vy y la velocidad en el extremo del rotor, y esta definida como

1= (A.9)
LUHRP

donde wy [%1 es la velocidad angular de la pala cuando el cuadrirrotor se encuentra en suspen-
sion; y Rp [m] es su longitud. La condicion de suspension implica una velocidad horizontal de

cero, por lo que la proporciéon de avance del rotor u es igual a cero.
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A.2. Teoria del Elemento de Pala

En esta seccion se estudiard la teoria del elemento pala, con la cual se determina el total de
fuerzas aerodindmicas y torques que actian sobre el rotor. En estd teoria, las fuerzas y torques son
calculados al integrar, de manera individual, las fuerzas que actiian sobre pequefos elementos de
la pala, a través del rotor completo. En la siguiente figura se muestra el modelo de la seccién de la

hélice

Linea
Horizontal

Figura A.2: Teoria del elemento de pala.

La linea horizontal es perpendicular al eje del rotor, 0;[rad] es el angulo de incidencia entre la
linea horizontal y la cuerda (linea central) de la pala, a[rad] es el angulo de entrada entre la cuerda
de la pala y el vector de velocidad de flujo de aire local vT[%], el cual se considera la suma de los
vectores de velocidad de flujo de aire horizontal vy (%] y vertical vy [7]. ¢;[rad] es el angulo entre
la horizontal y el vector de velocidad V7. dD A[%] es la fuerza infinitesimal de arrastre, mientras
que dL A[%] es la fuerza infinitesimal de levantamiento. La suma de los vectores d Dgrry dLpEpT
se conoce como fuerza resultante aerodinamica infinitesimal dF A[%], la cual puede ser dividida
en dos componentes aerodindmicas infinitesimales: vertical d T4 [%] y horizontal d H4 [%] .

El vector de velocidad vy se debe al movimiento en la entrada del rotor y es uniforme en cada
seccion. El vector de velocidad vy se debe a la velocidad angular del elemento pala y depende de

la posicion radial de la seccion r[m]. Las declaraciones anteriores se simplifican de acuerdo a la
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hipotesis de suspencion, y las siguientes ecuaciones muestran las componentes de velocidad
Vy=0V1 = wapﬂ (A.10)

r
vH:wpr:wap(—) (A.11)
Rp

donde w p[%} es la velocidad angular de la hélice. Las fuerzas infinitesimales de levantamiento
dL,y arrastre d Dy, de acuerdo a la teoria aerodindmica [27], son determinadas con las siguientes

ecuaciones:

dLAzgpAvlquLdr (A.12)
dDy = gpAvi,CDdr (A.13)

donde Cy es el coeficiente de levantamiento, Cp el coeficiente de arrastre [28] y c[m] es el prome-
dio de la cuerda de la pala. El coeficiente Cy varia linealmente con el angulo de entrada a través de
la pendiente de elevacion a[%]. Para superficies aerodindmicas delgadas, a un pequefio angulo

de entrada, el pardmetro a = 271[%].

Cr=aa=al;—¢j) (A.14)

Se considera que la torcedura en la pala varia, dependiendo su posicion radial, asi que el modelo
considera dos constantes: angulo de incidencia cero 01,[rad] y angulo de incidencia de torcedura

01,,1rad], de acuerdo a la ecuacion

r

= - — A.l
0r=10, HI“”RP (A.15)

Ademas, la velocidad angular de la seccion de la pala es mucho mas grande que la del flujo de aire
a través de ella, por lo que se puede utilizar un angulo pequefio aproximado para definir el angulo
de entrada ¢;

vy

¢r= i (A.16)

De acuerdo a las ecuaciones (A.12), (A.14-A.16); la fuerza de levantamiento infinitesimal d L 4 pue-
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de ser expresada como

c r vy
dLs=—-paval0; -0 ———)dr A17
A 2PA Ha|\t, -0, R vn ( )

La fuerza vertical infinitesimal d T4 puede ser simplificada considerando un angulo aproximado
y que la elevacion actta sobre la pala en mayor magnitud que el arrastre, quedando la siguiente

ecuacion

dTA:dLAC(pI—dDAS(pI zdLA (A.18)

El empuje T4[N] se obtiene al integrar las fuerzas verticales que actian sobre cada uno de los
elementos de la seccion de la pala. La constante Np identifica el numero de palas por hélice (N =

2).

Re dT Ngpaac [Bp O r
TA:NBf0 —Adr:&fo (HIOUIZLI—Z—iu?{—vVvH)dr

dr 2
NBpAacw%R% Rp 610 2 th 3 A
:—f O yo_ Olw s AN o, (A.19)
2 o \R5 R,  Rp
0, 0 A
=Ngp sacw>R3 (—0 - —)
BPA I 3 1

La fuerza horizontal infinitesimal d H, se puede simplificar considerando el angulo aproximado,
pero ahora ambos términos son significativos (magnitud del mismo orden), y se muestra en la
siguiente ecuacion

dHa =dDACy, +dLsSy, ~dDy+dLy (Z—V) (A.20)
H

El par de la hélice Q4[N m] se obtiene al integrar las fuerzas horizontales multiplicadas por el brazo
de momento en cada uno de los elementos de la seccion de la pala.

Rr (dD L
0 dr dr vy

N c ke 0
:BTpAf (U%ICDI‘+ vyvgablr—vyvpa é”” I v‘z,ar)dr
0 P
(A.21)
Nppacw3R% (Re(C 0 0
_\BPACWRTp Pf 2D ar| 2 p? - T3 ar || ar
2 o \R? Rp R

D 0, A

C
:NB,OAC(U%)R}I; (? +al (? - Z))



Apéndice B
Calculo de Momentos de Inercia

El momento de inercia describe el comportamiento dindmico de un cuerpo en rotacién, alre-
dedor de un eje determinado. Tienen el mismo rol en dindmicas rotacionales, que la masa en las

dindmicas bdsicas. Los momentos de inercia pueden ser divididos en dos cantidades:
= Momento de inercia escalar.
» Tensor de inercia.

El momento de inercia escalar se define como

I:fff pr?dv (B.1)
|4

donde I[K gm?] es el momento de inercia, V[m?®] es el volumen ocupado por el objeto, p [%1 esla
densidad del objeto y r[m] es la distancia (perpendicular) del cuerpo al eje de rotacién deseado.

Para el mismo objeto, a diferentes ejes de rotacion, se tienen diferentes momentos de inercia. El
tensor de inercia es una manera conveniente de agrupar todos los momentos de inercia de un

objeto en una sola cantidad. El tensor de inercia esta definido como

Ixx Ixy Ixz

I=1 Iyx Iyy Iyz (B.2)

Izx Izy 1zz

77
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Aqui, Ixx representa el momento de inercia alrededor del eje X cuando el objeto rota alrededor
del eje X, Ixy denota el momento de inercia alrededor del eje Y cuando el objeto rota alrededor
del eje X, y asi sucesivamente.

A continuacion se presentan los cdlculos para determinar los momentos de inercia de algunas

geometrias.

» Prisma rectangular solido, de longitud L, ancho W altura H, masa M y densidad constante

_ M .
P=Twa:

Figura B.1: Prisma rectangular sélido.

S

H
IX:fffp(y2+z2)dxdydz:p[2f (y*+2%)dxdydz
2dydx -3 J- %

olin [* a Y ead e M (g
=p WY y+ LW i dz|= LH—+ LW
-7 2

IE

LWH 12 12
M(W2+H2)
Iy—fffp x*+z%)dxdydz= pf f fL x*+z%)dxdydz (B.3)
—3 -5 -5
- (L + 1)
Iz = fff (x*+y*)dxdydz= pf f fL x*+y*)dx dydz
-5 -5 -5
:...ZIZ(L +w?)

M .

» Cilindro solido de radio R, altura H, masa M y densidad p = —75:
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Figura B.2: Cilindro solido.

R
2
Ix = fffpy+z dxdydz= pf f f y+z Jdxdy dz
e (O]
5 2
:prf f(r285+z2)rdrd0dz
2m ZI
= (Hf rdrf Szd6+2nf rderz dz)

(H +2 RzHg) M(3R2+H2)
/A T
“ R\ 4 24 | 12 (B.4)
4 nom pR
IY:fffp(x2+z2)dxdydz:.-.:pf f f (r*Ci+2°)rdrdfdz
zJyJx -4 Jo Jo
M
= .. (3R2+H2)

2n
Izszfpx+y dxdydz=-- —pf f f rC9+rSQrdrd9dz
2

= :—R
2
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M
2nRHrT

= Cilindro solido de radio R, altura H, masa M y densidad variable p = . La geometria es

la misma de la figura B.2

R
2

IX:fzfyfxp(y2+z2)dxdydz:pf_if_ﬁf_\/\/ifi__};(y2+z2)dxdydz

2

H .
M [z 27 (R(y*+2°
= fzf furdrdez
2nRH -2Jo Jo r

M R 2n %
Hf rzdrf S§d6+2an 2 dz
2nRH 0 0 _H

2
M R3 RH3\ M
= H—nu+2n— | =
27RH 12 (B.5)

3 12

Iy:fffp(x2+zz)dxdydz
zJyJdx

H
M 2 (2w (R (x%4 22 M : .
o= fzf f (_)rdrdez:-":_(ZRz"'HZ)
2nRHJ 1)y Jo 1 12

fffp(x2+y2)dxdydz
zJydx

u 202 ,2Q2

M 2 (2n pR(r°Cs5+r°S M

o= fzf f Mrdrdedz:---:—l?z
2nRH -2Jo Jo r 3

S
I

Si el centro de masa del objeto (CMO) no corresponde al origen de los ejes, se cuenta con el teore-
ma de ejes paralelos, el cual ayuda a determinar los momentos de inercia sin tener que recalcular
las integrales. El teorema establece que, dado un eje que pasa por el centro de masa de un sélido,
y dado un segundo eje paralelo al primero separado una distancia D, el momento de inercia de

ambos ejes estd relacionado mediante la siguiente expresion

Iy =1,+MD? (B.6)

donde I; es el momento de inercia del cuerpo segtn el eje que no pasa a través de su centro de
masas; I, es el momento de inercia del cuerpo segiin un eje que pasa a través de su centro de ma-
sas.

Se toma el ejemplo de un prisma rectangular desplazado de sus ejes de origen, de longitud L,

ancho W, altura H, una distancia del CMO alrededor del eje X Dy, una distancia del CMO alre-
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dedor del eje Y Dy, una distancia del CMO alrededor del eje-Z Dz, masa M y densidad constante

M
P=TwnaH"

Figura B.3: Prisma rectangular s6lido desplazado.

Dz+ Dy+2 Dx+
IX:fffp(y2+z2)dxdydz:p f f (y*+2z%)dxdydz

Dy~ Jpy-¥ Jpy-L
Dy+— Dz+—
= LHf ydy+LWf Z*dz
=4
M W3 ) )
LH|—+ WDy +HDZ
LWH 12

M(W2+H2)+M(D2 +D2)

Dz+ Dy+2 DX+2
fffp ¥ +z%)dxdydz= pf f f (x*+2z%)dxdydz
Z__ Y__ X__

== (L + H?)+ M (D% + D%)

Dz+— Dy+ Dx+—
I = fffpx +y*)dxdydz=p f f (*+y*)dxdydz

Dz-4 Jpy-Y% JpDx-L

(B.7)

~
~
Il

12(L +W?) + M (D% + DY)
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