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♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ✏②❡s✑ ♦r ✏♥♦✑ t♦ t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st tr❛♥s❢♦r♠ ❛

❦ ✲ts♣ ❡♥tr② ✐♥t♦ ❛ ❦ ✲♠❧❞♣ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❦ ✲♠❧❞♣ ✐♥♣✉t ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞

❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ✏②❡s✑ ♦r ✏♥♦✑✳ ❆s ❛ ✇❤♦❧❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ❛ ❦ ✲ts♣ ✐♥✲

st❛♥❝❡✱ r❡❞✉❝❡s ✐t ✐♥t♦ ❛ ❦ ✲♠❧❞♣ ✐♥st❛♥❝❡✱ s♦❧✈❡s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥st❛♥❝❡

✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞s ❝♦rr❡❝t❧② ✏②❡s✑ ♦r ✏♥♦✑

t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥st❛♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ P❛②✲♦✛ t❛❜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✶ ❊✐▲❙ ♦✛s♣r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ ϕ = 3✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞

s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❣r❡②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✷ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N2 ✇✐t❤ n = 10 ✇✐t❤ a = 1✱ b = 3✱ ❛♥❞ c = 9✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N3 ✇✐t❤ n = 10 ✇❤❡r❡ a = 3✱ ⌊ξ⌋ = 5✱ ❛♥❞ b = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✹ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N4 ✇✐t❤ n = 10 ✇❤❡r❡ a = 8✱ ⌊ξ⌋ = 4✱ b = 5✱ ❛♥❞ c = 6✳ ✼✾

✸✳✺ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N8 ✇✐t❤ n = 10✱ a = 2✱ ❛♥❞ b = 7✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛❧❧

q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡rs ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢

t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✻ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N9 ✇✐t❤ n = 10✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✼ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ N10 ✇✐t❤ n = 10✱ a = 7✱ ❛♥❞ b = 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✽ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ N11 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ λ = 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✾ ▼❡tr✐❝s ❧✐st ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ♦✉r

♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

①✈



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ①✈✐

✸✳✶✵ ❋❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r ❙▼❙❆ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❊✐▲❙

✭r✐❣❤t✮❀ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✱ # t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥t✱ ❛♥❞ ❙❈❈ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✸✳✶✶ ❆✈❡r❛❣❡ ❈P❯ t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ❢♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤✲

♦❞s✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s ♣❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s❀ n ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s❡ts s♦❧✈❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✶✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✶✸ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙▼❙❆✱

❊✐▲❙✱ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✸✳✶✹ ❆✈❡r❛❣❡ ❈P❯ t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r t❤r❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥

❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s ♣❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢

✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✶✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❧❛r❣❡r ✐♥✲

st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✸✳✶✻ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts ✐♥ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆✈✲

❡r❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❦ ✲♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ✶✵ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞

k = 3 ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s v0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✷ ❊✐▲❙ ♦✛s♣r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞

s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❣r❡②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ N13 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✱ ✇❤❡r❡ a = 11 ❛♥❞ b = 3✳ ✳ ✳ ✶✷✺



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ①✈✐✐

✹✳✹ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N14 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✱ ✇❤❡r❡ a = 1✱ b = 3✱ ❛♥❞

c = 9✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✺ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N15 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✱ ✇❤❡r❡ a = 12✱ b = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✻ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N16 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✱ ✇❤❡r❡ a = 4✱ b = 12✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✼ ❋❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❙▼❙❆❀ n ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❙▼❙❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭γ✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♠✉t❛t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭β✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss ✭I✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✽ ❋❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❊✐▲❙❀ n ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❊✐▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭γ✮✱

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞✉❧❡ ✭φ✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

s✉❝❝❡ss ✭α✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✳✾ ❆✈❡r❛❣❡ ❈P❯ t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✹✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✳✶✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✹✳✶✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✹✳✶✸ ❆✈❡r❛❣❡ ❈P❯ t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ❢♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ①✈✐✐✐

✹✳✶✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s

♦✈❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✹✳✶✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s

♦✈❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✹✳✶✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ❛✈❡r❛❣❡s

♦✈❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✹✳✶✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ❛✈❡r❛❣❡s

♦✈❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❛❧❧ t❤♦s❡ ✇❤♦ ♠❛❞❡ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆s ♠②

❝♦♠♠✐tt❡❡✱ ❢r✐❡♥❞s✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ❙♣❛♥✐s❤ s♣❡❛❦❡rs✱ ■ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

✐♥ ❙♣❛♥✐s❤✳

❊st❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❞♦❝t♦r❛❧ ♥♦ s❡rí❛ ♣♦s✐❜❧❡ s✐♥ ❡❧ ❛♣♦②♦ ❡❝♦♥ó♠✐❝♦ ❞❡❧ ❈♦♥s❡❥♦

◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛ ② ❚❡❝♥♦❧♦❣í❛ ✭❈❖◆❆❈②❚✮✳ ❆❣r❛❞❡③❝♦ ❡❧ ❛♣♦②♦ ❜r✐♥❞❛❞♦ ❜❛❥♦

❧❛ ❜❡❝❛ ♥ú♠❡r♦ ✹✹✻✸✶✻✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥③❛ ♣❛r❛ ❜r✐♥❞❛r♠❡ ✉♥❛ ❜❡❝❛ ♠✐①t❛ ♣♦r

❡❧ ♣❡rí♦❞♦ ✷✵✶✻✕✷✵✶✼ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ✉♥❛ ❡st❛♥❝✐❛ ❞♦❝t♦r❛❧ ❡♥ ▼á❧❛❣❛ ② ♣♦❞❡r ❛❝❝❡✲

❞❡r ❛ ❧❛ ❝♦t✉t❡❧❛ ❯▼❆✲❯❆◆▲✳ ❆❣r❛❞❡③❝♦ ✐❣✉❛❧♠❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❆s♦❝✐❛❝✐ó♥ ❯♥✐✈❡rs✐t❛r✐❛

■❜❡r♦❛♠❡r✐❝❛♥❛ ❞❡ P♦st❣r❛❞♦ ✭❆❯■P✮ ♣♦r ❡❧ ❛♣♦②♦ ❡❝♦♥ó♠✐❝♦ ❜r✐♥❞❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣❡rí♦✲

❞♦ ✷✵✶✼✕✷✵✶✽ ♣❛r❛ ✜♥❛❧✐③❛r ♠✐s ❡st✉❞✐♦s ❞♦❝t♦r❛❧❡s ❡♥ ❧❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ▼á❧❛❣❛✳

❈♦♥❥✉♥t❛♠❡♥t❡ ❛♠❜♦s ❛♣♦②♦s ❡❝♦♥ó♠✐❝♦s ❤❛♥ ♣❡r♠✐t✐❞♦ q✉❡ t❡♥❣❛ ✉♥❛ ❞❡❞✐❝❛❝✐ó♥

❛ t✐❡♠♣♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✳ ●r❛❝✐❛s ❛ ❛♠❜❛s ✐♥st✐t✉❝✐♦♥❡s✳

▲❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ❧❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❆✉tó♥♦♠❛ ❞❡ ◆✉❡✈♦ ▲❡ó♥ ✭❯❆◆▲✮✱ ♣♦r ❤❛❜❡r✲

♠❡ ❛❜✐❡rt♦ ♥✉❡✈❛♠❡♥t❡ ❧❛s ♣✉❡rt❛s ❡♥ ❡st❛ ❝❛s❛ ❞❡ ❡st✉❞✐♦s✳ ●r❛❝✐❛s ❛❧ P♦s❣r❛❞♦ ❡♥

■♥❣❡♥✐❡rí❛ ❞❡ ❙✐st❡♠❛s ✭P■❙■❙✮✱ ❛ t♦❞♦s ❧♦s ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦r❡s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛❧ ♣r♦❣r❛✲

♠❛✱ ② ❝♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧ ❛t❡♥❝✐ó♥ ❧❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛❧ ❣r✉♣♦ ❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❉r❛✳ ■r✐s

▼❛rtí♥❡③ ♣♦r ❛❜r✐r♠❡ ❧❛s ♣✉❡rt❛s✳ ❆❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ❧❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ▼á❧❛❣❛ ✭❯▼❆✮✱

♣♦r ❤❛❜❡r♠❡ ❛❝❡♣t❛❞♦ ♣❛r❛ ✉♥✐r♠❡ ❛❧ ♣r♦❣r❛♠❛ ❞❡ ❝♦t✉t❡❧❛ ❯▼❆✲❯❆◆▲✳ ❆❣r❛❞❡③❝♦

❛ ❧❛ ❋❛❝✉❧t❛❞ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛s ❊❝♦♥ó♠✐❝❛s ② ❊♠♣r❡s❛r✐❛❧❡s ♣♦r ❛❝❡♣t❛r♠❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧♠❡♥t❡

①✐①



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ①①

❛❧ ❞❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ▼❛t❡♠át✐❝❛s✳

Pr✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❧❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ♠✐ ❞✐r❡❝t♦r❛ ❞❡ t❡s✐s✱ ❧❛ ❉r❛✳ ■r✐s ❆❜r✐❧ ▼❛rtí♥❡③

❙❛❧❛③❛r✱ ♣♦r ❡❧ ❛♣♦②♦ ② ❧❛ ❛t❡♥❝✐ó♥ ❜r✐♥❞❛❞❛ ❞✉r❛♥t❡ t♦❞♦s ❡st♦s ❛ñ♦s ❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛✲

❝✐ó♥ ❝♦♥❥✉♥t❛✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r ❝♦♥✜❛r ❡♥ ♠í ② ❛❝❡♣t❛r tr❛❜❛❥❛r ❝♦♥♠✐❣♦ ❡♥ ❡❧ ❞♦❝t♦r❛❞♦✳

●r❛❝✐❛s ♣♦r s✐❡♠♣r❡ ❤❛❝❡r♠❡ s❡♥t✐r ♣❛rt❡ ❞❡ t✉ ❣r✉♣♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦✱ ❣r❛❝✐❛s ♣♦r ❧❛ ❝♦♠✲

♣r❡♥s✐ó♥ s✐❡♠♣r❡ ② ♣♦r ❝♦♠♣❛rt✐r♠❡ ❧❛s ❞✐✈❡rt✐❞❛s ❛♥é❝❞♦t❛s ❞❡ s✉s ❜❡❜és✱ s♦❜r❡t♦❞♦

❧❛s ❞❡ ❱✐❝t♦rí♥✳

●r❛❝✐❛s ❛ ♠✐ ❝♦✲❞✐r❡❝t♦r ❞❡ t❡s✐s✱ ❡❧ ❉r✳ ❏✉❧✐á♥ ▼♦❧✐♥❛ ▲✉q✉❡ ♣♦r s✉ ❝á❧✐❞♦ r❡✲

❝✐❜✐♠✐❡♥t♦ ❡♥ ▼á❧❛❣❛✱ ♣♦r ❛❝❡♣t❛r tr❛❜❛❥❛r ❝♦♥♠✐❣♦ s✐♥ ❝♦♥♦❝❡r♠❡ ❛♥t❡s ② r♦♠♣❡r

❞❡s❞❡ ❡❧ ❞í❛ ✉♥♦ ❡s❛ ❜❛rr❡r❛ ❛❧✉♠♥♦✲♠❛❡str♦ q✉❡ ❤❛② ♠✉❝❤❛s ✈❡❝❡s ❡♥ ❧❛s ✉♥✐✈❡rs✐❞❛✲

❞❡s ♠❡①✐❝❛♥❛s✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r ❡❧ ❛♣♦②♦ ❡♥ t♦❞♦✱ ♣♦r ❡s❝✉❝❤❛r♠❡ ❝✉❛♥❞♦ ❤❛② ♣r♦❜❧❡♠❛s

② ❞❛r♠❡ ❜✉❡♥❛s ✐❞❡❛s s✐❡♠♣r❡✳ ❍❛ s✐❞♦ ✉♥ ♣❧❛❝❡r ② ✉♥ ♣r✐✈✐❧❡❣✐♦ ❝♦♥t❛r ❝♦♥ s✉ ❣✉í❛ ❡♥

❧❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s ❞♦❝t♦r❛❧✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ♠❡ ❣✉st❛rí❛ ❛ñ❛❞✐r ♠✐s ♠ás s✐♥❝❡r♦s

❛❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦s ❛ ❏♦r❣❡✱ ❛ ❏✉❧✐á♥ ② ❛ ▼❛rí❛ ♣♦r s✉ ❛♠❛❜✐❧✐❞❛❞ ② s✉ ❛t❡♥❝✐ó♥✳

▲❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛❧ ❝♦♠✐té ❞♦❝t♦r❛❧ ♣♦r s✉s ❛❝❡rt❛❞❛s ❝♦rr❡❝❝✐♦♥❡s ② ❡❧ t✐❡♠♣♦

✐♥✈❡rt✐❞♦ ❡♥ ❧❛ ❧❡❝t✉r❛ ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s✳ ❈♦♠❡♥③❛♥❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❉r❛✳ ❆❞❛ ▼❛r❣❛r✐t❛ ➪❧✈❛r❡③

❙♦❝❛rrás✱ ❛ q✉✐❡♥ ❧❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ♣♦r ❛♣♦②❛r♠❡ ❞❡ ❢♦r♠❛ ♣❡rs♦♥❛❧ s✐❡♠♣r❡✳ P♦r ♥✉♥❝❛

❞❡❥❛r ❞❡ s❡r ♠❛♠á ♣♦❧❧✐t♦ ❝♦♥♠✐❣♦ ② ❞❡❥❛r♠❡ ❝❧❛r♦ q✉❡ ❛✉♥q✉❡ ②♦ s♦② ♠✉② r❛r❛

❡❧❧❛ s✐❡♠♣r❡ ❡stá ❛❤í✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r t❡r♠✐♥❛r ❛❞♦♣tá♥❞♦♠❡ ♠ás q✉❡ ❛❝❛❞é♠✐❝❛♠❡♥t❡

❤❛❜❧❛♥❞♦✳ ❙❡ ❧❡ q✉✐❡r❡ ♠✉❝❤♦✱ ❛ ✉st❡❞ ② ❛❧ ❉r ❋r❛♥❦✱ ❛✉♥q✉❡ ❝❛s✐ ♥✉♥❝❛ s❡ ❧♦ ❞✐❣❛✳

●r❛❝✐❛s ❛ ❧❛ ❉r❛✳ ❙❛t✉ ❊❧✐s❛ ❙❝❤❛❡✛❡r✱ ♣♦r ❧❛ ♣❛❝✐❡♥❝✐❛ ✐♥✜♥✐t❛ q✉❡ ♠❡ t✐❡♥❡✳ P♦r

❡♥s❡ñ❛r♠❡ ❤❛st❛ ❝♦♠♦ ♣✉♥t✉❛r ❝♦rr❡❝t❛♠❡♥t❡ ✉♥ t❡①t♦ ② q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢❡❝❝✐ó♥ ❛❝❛❞é♠✐❝❛

♥✉♥❝❛ ♣❡❝❛ ❞❡ ❡①❛❣❡r❛❝✐ó♥✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r ❛❝❡♣t❛r ❝♦❧❛❜♦r❛r ❝♦♥♠✐❣♦ ② ❝♦♥ ❡❧ r❡st♦ ❞❡❧

❝♦♠✐té ❡♥ ❧❛s r❡✈✐s✐♦♥❡s ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r ❝❛❞❛ ❝♦rr❡❝❝✐ó♥ ② ❝❛❞❛ ♠❡❥♦r❛✳

❉❡✜♥✐t✐✈❛♠❡♥t❡ ❡st❡ t❡①t♦ ♥♦ ❡st❛rí❛ t❛♥ ❜♦♥✐t♦ s✐♥ s✉ ❛②✉❞❛✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r t❛♥t♦

❛♣♦②♦ ② ♣♦r ♥♦ ❞❡❥❛r q✉❡ ♠✐ ♥❡❣❛t✐✈✐❞❛❞ ♣r♦♣✐❛ ♣✉❡❞❛ ❝♦♥♠✐❣♦✳



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ①①✐

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ❧❛ ❉r❛✳ ■r♠❛ ❉❡❧✐❛ ●❛r❝í❛ ❈❛❧✈✐❧❧♦ ♣♦r t♦❞♦ s✉

❛♣♦②♦✱ ♣❛❝✐❡♥❝✐❛ ② ❜✉❡♥♦s ❝♦♥s❡❥♦s✳ ❊s ❧❛ q✉❡ ♠ás ❛ñ♦s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈♦s ♠❡ ❤❛ s♦♣♦rt❛❞♦

② ❛ú♥ ❛sí s✐❡♠♣r❡ ♠❡ r❡❝✐❜❡ ❝♦♥ ✉♥❛ s♦♥r✐s❛ ② ✉♥ ❛❜r❛③♦ s✐♥❝❡r♦✳ ▼✉❝❤❛s ❣r❛❝✐❛s

♣♦r ❤❛❜❡r♠❡ ❛♣♦②❛❞♦ ❞❡s❞❡ ❡❧ ✐♥✐❝✐♦ ❡♥ ♠✐ ❝✉r✐♦s✐❞❛❞ ❛❝❛❞é♠✐❝❛ ❛ú♥ ❝✉❛♥❞♦ ♥♦s

❝♦stó q✉❡ ♥♦s ❛❝❡♣t❛r❛♥ tr❛❜❛❥❛r ❥✉♥t❛s✱ ♣❡r♦ s♦❜r❡ t♦❞♦ ♠✉❝❤❛s ❣r❛❝✐❛s ♣♦r s❡❣✉✐r

❡♥s❡ñá♥❞♦♠❡ ❝♦s❛s ♥✉❡✈❛s ② ❛♣♦②á♥❞♦♠❡ s✐❡♠♣r❡✳

❉❡ ♠❛♥❡r❛ ♣❡rs♦♥❛❧✱ ❧❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ♠✐s ❛♠✐❣♦s ❞❡❧ ♣♦s❣r❛❞♦ ♣♦r t❛♥t♦s ❜✉❡♥♦s

♠♦♠❡♥t♦s✳ ❊♥ ❡s♣❡❝✐❛❧ ❛❧ ❉r✳ ❏✉❛♥ ❇❛♥❞❛✱ ♣♦r t❛♥t♦✳ ❆❧ ❉r✳ ▲✉✐s ❇❡♥❛✈✐❞❡s✱ ❛❧ ▼❈✳

❉❛♥✐❡❧ ▼♦sq✉❡r❛ ② ❛❧ ▼❈✳ ❊❞✉❛r❞♦ ●❛r❝í❛✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❛❧ ❉r✳ ❋❡r♥❛♥❞♦ ❊❧✐③❛❧❞❡✱ ❛ ❧❛

❉r❛✳ ❈r✐st✐♥❛ ▼❛②❛✱ ❛ ❧❛ ❉r❛✳ ◆❡❧❧② ❍❡r♥á♥❞❡③ ② ❛❧ ▼❈✳ ❉✐❡❣♦ ❍❡r♥á♥❞❡③✳ ●r❛❝✐❛s

♣♦r t❛♥t♦s ❜✉❡♥♦s r❛t♦s ② ♣♦r ❝❛❞❛ ♣❧át✐❝❛ ❛♠❡♥❛✳

❯♥ ❛❢❡❝t✉♦s♦ ❛❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❛❧ ❞❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ♠❛t❡♠át✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝✉❧t❛❞ ❞❡

❝✐❡♥❝✐❛s ❡❝♦♥ó♠✐❝❛s ② ❡♠♣r❡s❛r✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ▼á❧❛❣❛✳ ▼✉❝❤❛s ❣r❛❝✐❛s

❛ t♦❞♦s ♣♦r ❡❧ ❝á❧✐❞♦ r❡❝✐❜✐♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❛♠❜❛s ♦❝❛s✐♦♥❡s q✉❡ ❤❡ ❡st❛❞♦ ❛❤í✱ ♠✉❝❤❛s

❣r❛❝✐❛s ♣♦r ❧❛ ❛♠✐st❛❞ ② ♣♦r ❧♦s ❜✉❡♥♦s r❛t♦s✳ ❊♥ ❡s♣❡❝✐❛❧ ❧❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ❧❛ ❉r❛✳

▲❛✉r❛ ❉❡❧❣❛❞♦✱ ❛ ❧❛ ❉r❛✳ ❆♥❛ ❇❡❧é♥ ❘✉✐③✱ ❛❧ ❉r✳ ❏✉❧✐❛♥ ▼♦❧✐♥❛ ② ❛ ❧❛ ❉r❛✳ ❇❡❛tr✐③

❘♦❞rí❣✉❡③✱ q✉❡ ♠❡ ❤✐❝✐❡r♦♥ s❡♥t✐r s✐❡♠♣r❡ s✉ ❛♠✐st❛❞ ❞❡♥tr♦ ② ❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛ r✉t✐♥❛

❛❝❛❞é♠✐❝❛✳ ●r❛❝✐❛s t❛♠❜✐é♥ ❛❧ ❉r✳ ❘❛❢❛❡❧ ❈❛❜❛❧❧❡r♦✱ ❛ ❧❛ ❉r❛✳ ❚r✐♥✐❞❛❞ ●♦♠❡③✱ ❛ ❧❛

❉r❛✳ ❆♥❛❧í❛ ❈❛♥♦✱ ❛ ❧❛ ❉r❛✳ ▼❡r❝❡❞❡s ●♦♥③á❧❡③✱ ❛❧ ❉r✳ ▼❛r✐❛♥♦ ▲✉q✉❡ ② ❛❧ ❉r✳ ➪♥❣❡❧

❚♦rr✐❝♦ ♣♦r ❤❛❝❡r♠❡ s❡♥t✐r ✉♥❛ ♠ás ❡♥ ❡❧ ❞❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞✉r❛♥t❡ t♦❞❛ ♠✐ ❡st❛♥❝✐❛✳

●r❛❝✐❛s ❛ ❧❛ ▼❊✳ ▲✐❧✐❜❡t❤ ❘✉✐③✱ ❛ ❧❛ ▲✐❝✳ ●✐s❡❧❛ ❋✉❡♥t❡s ❩✉❧ ② ❛❧ ▲✐❝✳ ❍é❝t♦r

❆❣✉✐❧❛r ♣♦r s❡❣✉✐r ❛q✉í✱ ❣r❛❝✐❛s ♣♦r ❡❧ ❛♣♦②♦✱ ❧❛ ❛♠✐st❛❞✱ ❡❧ t✐❡♠♣♦✱ ❧❛s ❜✉❡♥❛s

✈✐✈❡♥❝✐❛s ② t♦❞♦✱ ➼▲♦s q✉✐❡r♦ ♠✉❝❤♦✦ ●r❛❝✐❛s ❛ ❧❛ ▼❈✳ ▼②r✐❛♠ ❍❡rr❡r❛ ♣♦r ❧❛ ❛♠✐st❛❞

② ❡❧ ❛♣♦②♦✳ ●r❛❝✐❛s ❛ ❧❛ ❉r❛✳ ▲❛✉r❛ ❉❡❧❣❛❞♦✱ ♣♦r ❡♥s❡ñ❛r♠❡ q✉❡ ❧❛s ♠❡❥♦r❡s ❛♠✐st❛❞❡s

❧❧❡❣❛♥ ❞❡ ✐♠♣r♦✈✐s♦✿ ●r❛❝✐❛s ❜♦♥✐t❛ ♣♦r ❛❞♦♣t❛r♠❡✱ ♣♦r ❤❛❝❡r♠❡ ❝♦♠♣❛ñí❛ s✐❡♠♣r❡

② ♣♦r ❡s❝✉❝❤❛r♠❡ ② ❞❛r♠❡ ❜✉❡♥♦s ❝♦♥s❡❥♦s✱ ➼❚❡ q✉✐❡r♦ ♠✉❝❤♦✦



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ①①✐✐

▲❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛❧ ▼P❤✐❧✳ ❋❡r♥❛♥❞♦ ❇❡r❞ú♥ P❛❧❛❝✐♦s ♣♦r ❡♥s❡ñ❛r♠❡ ❝♦s❛s ♥✉❡✈❛s

t♦❞♦s ❧♦s ❞í❛s✱ ♣❡r♦ s♦❜r❡ t♦❞♦ ❧❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ q✉❡ ❛♣❛r❡❝✐❡r❛ ② q✉❡ ♠❡ ❤❛❣❛ q✉❡r❡r

s❡r ✉♥❛ ♠❡❥♦r ♣❡rs♦♥❛ s✐❡♠♣r❡✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r t❛♥t♦✱ ♠✐ ❝♦r❛③ó♥ ❜♦♥✐t♦✳ ❨ tú s✐❣✉❡

♣❡♥s❛♥❞♦ ❝♦♠♦ ❧♦❝♦✱ q✉❡ ♥♦ ❤❛② ❝♦s❛ ♠ás ❜♦♥✐t❛ q✉❡ ✈❡rt❡ ❞❛♥❞♦ ✈✉❡❧t❛s ❛ ❞❡t❛❧❧❡s

♣❡q✉❡ñ✐t♦s ② ❝✉r✐♦s♦s q✉❡ só❧♦ tú ♥♦t❛s✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r t❛♥t❛ ❧✉③✱ ♣♦r t❛♥t♦ ② ♣♦r t♦❞♦✳

➼❚❡ q✉✐❡r♦ ♠✉❝❤ís✐♠♦✱ ♠✐ r✉❜✐❡❝✐t♦ ❣✉❛♣♦✦

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ♠✐s ♣❛❞r❡s✱ ▼❛rí❛ ❆rr✐❛❣❛ ② ❊❧✐❛s ❆r❡❧❧❛♥♦✱ ♣♦r

t♦❞♦✳ ❆ ♠✐ ♣r❡❝✐♦s❛ ❤❡r♠❛♥❛ ❧❛ ❉r❛✳ ❨♦❧❛♥❞❛ ❆r❡❧❧❛♥♦✱ ♣♦r s❛❝❛r♥♦s ❛ t♦❞♦s ❞❡❧

❤♦②♦ ② s❡❣✉✐r ❝✉❧t✐✈❛♥❞♦ s✉ ❧✉③ ♣r♦♣✐❛✱ ➼❚❡ q✉✐❡r♦ ♠✉❝❤♦✱ ❊♥✐s✦ ▲❡ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ❝❛❞❛

✉♥♦ ❞❡ ✉st❡❞❡s s✉ ❛♣♦②♦ ❛ ❧❛s ❝♦s❛s r❛r❛s q✉❡ ❤❛❣♦✱ ❧❛s ♣❛❧❛❜r❛s ❞❡ á♥✐♠♦ s✐❡♠♣r❡ q✉❡

t❡♥❣♦ ♠✐s ♠♦♠❡♥t♦s ❞❡ ❞✉❞❛ ② s♦❜r❡ t♦❞♦✱ q✉❡ ❛ú♥ ❝♦♥ t♦❞♦ s✐❣❛♥ ❛❤í ❡s❝✉❝❤á♥❞♦♠❡

❝♦♥ ♠✐s t♦♥t❡rí❛s✱ ➼▲♦s q✉✐❡r♦ ♠✉❝❤♦✦ ●r❛❝✐❛s t❛♠❜✐é♥ ❛ ♠✐ ❇❛❜✉✱ ❛ ◆❡②♠❛✱ ◆✉♠②✱

◆✐♥❛✱ ❇r✉♥♦✱ P♦❝❦②✱ ▲✐❧✐ ② ◆♦r♠❛♥✳ ❨❛ s❛❜❡♥✱ ♣♦r ❧♦s ♣❡❧✐t♦s ❡♥ ❧❛ r♦♣❛✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❞❞ ❛♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r

②♦✉r ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ②♦✉r t✐♠❡ ✐♥ r❡❛❞✐♥❣ t❤✐s✳



❆❜str❛❝t

◆❛♥❝② ❆r❛❝❡❧② ❆r❡❧❧❛♥♦ ❆rr✐❛❣❛✳

❉♦✉❜❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢✿

❉♦❝t♦r ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙②st❡♠s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❛♥❞

❉♦❝t♦r ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❇✉s✐♥❡ss

❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❆✉tó♥♦♠❛ ❞❡ ◆✉❡✈♦ ▲❡ó♥✱

❋❛❝✉❧t❛❞ ❞❡ ■♥❣❡♥✐❡rí❛ ▼❡❝á♥✐❝❛ ② ❊❧é❝tr✐❝❛✱

✐♥ ❞♦✉❜❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤

❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ▼á❧❛❣❛✱

❋❛❝✉❧t❛❞ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛s ❊❝♦♥ó♠✐❝❛s ② ❊♠♣r❡s❛r✐❛❧❡s✳

❚❤❡s✐s ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❚✐t❧❡✿

❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣

❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❣❡s✿ ✶✽✾✳

❖❇❏❊❈❚■❱❊❙ ❆◆❉ ▼❊❚❍❖❉❖▲❖●❨✿ ❚❤✐s ❞♦❝t♦r❛❧ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛♥❞

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s

①①✐✐✐
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❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ♣✉rs✉❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❝♦♠♣❛♥② ❜❡♥❡✜t ❜✉t ❛ ❜❡♥❡✜t t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts

✇❛✐t✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡r✈✐❝❡ ♦r ❛ ♣r♦❞✉❝t✳ ■♥ ❝❧❛ss✐❝ r♦✉t✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞✿ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦st s♣❡♥t t♦

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜r✐♥❣ ♦✉t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥t s❡t ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳

❲❡ ♣❛rt ❢r♦♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛ s❡r✈✐❝❡ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣❛♥②✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿ ✇❤❡♥ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ ❝❧✐❡♥t✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠✉st ❧❡❛✈❡ ❢r♦♠ ❛

❦♥♦✇♥ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦✉r ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐t✳ ❆❧❧ tr❛✈❡❧

t✐♠❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ♦♥ ❡❛❝❤

❝❧✐❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❦♥♦✇s ❤♦✇ ❧♦♥❣ ✐t ✇✐❧❧ t❛❦❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❝❧✐❡♥t ❛♥❞

t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ s❡r✈✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s❡r✈✐❝❡✲q✉❛❧✐t②

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳

❲❡ st✉❞② t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✈✐s✐ts ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡✱ t❤✐s ✐s t♦ s❛② t❤❛t s✉❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡

❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❛tt❡♥❞ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✈✐s✐ts ✇✐t❤ ❛ ✢❡❡t ♦❢ k

✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛♥ str✐❝t ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❝t✐✈❡

❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t t♦ ✈✐s✐t✳ ❲❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝②✲❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✱ ❛♥❞ t❤❡ k✲s✐③❡❞ ✢❡❡t t❤❡ ❦ ✲♠✐♥✐♠✉♠

❧❛t❡♥❝②✲❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲♠❧❞♣✮✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✿ t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✈✐s✐ts ✇✐t❤

❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ♦r ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡ ✢❡❡t ♦❢ k ❛❣❡♥ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈✐s✐ts✳ ❲❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♠❧❞♣ ❛♥❞ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s❀ ❜♦t❤

❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡
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❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ s♦❧✈❡ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐t ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

t✐♠❡ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❛❦❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❡

❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡

NP✲❤❛r❞✳

❆s ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ NP✲❤❛r❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s t♦

♦❜t❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ s❤♦rt❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❣♦♦❞

q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦

❡①♣❧♦r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡✐r s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥

s❤♦rt❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙✿ ❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ st✉❞②

❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦

♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛

s❡r✈✐❝❡✲q✉❛❧✐t② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts t♦

❜❡ ✈✐s✐t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡r✈✐❝❡✲q✉❛❧✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥s

❛❧♦♥❣s✐❞❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝ r♦✉t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♦✇♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛

s✐♠✐❧❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ st✉❞②

✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥s♣✐r❡❞

❜② t❤♦s❡ ♦❢ ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇✐t❤ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ❝r❡❛t❡ ❝❧✐❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s

❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❡tt✐♥❣s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠❧❞♣ ❛♥❞ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤r❡❡ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥



❆❜str❛❝t ①①✈✐

❛s ✇❡❧❧✳

❆❞✈✐s♦rs✿

❉r❛✳ ■r✐s ❆❜r✐❧ ▼❛rtí♥❡③ ❙❛❧❛③❛r ❉r✳ ❏✉❧✐á♥ ▼♦❧✐♥❛ ▲✉q✉❡

❯❆◆▲ ✭▼❡①✐❝♦✮ ❯▼❆ ✭❙♣❛✐♥✮



❘❡s✉♠❡♥

◆❛♥❝② ❆r❛❝❡❧② ❆r❡❧❧❛♥♦ ❆rr✐❛❣❛✳

❈❛♥❞✐❞❛t♦ ♣❛r❛ ❧❛ ♦❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❞♦❜❧❡ ❣r❛❞♦ ❡♥✿

❉♦❝t♦r ❡♥ ■♥❣❡♥✐❡rí❛ ❝♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧✐❞❛❞ ❡♥ ■♥❣❡♥✐❡rí❛ ❞❡ ❙✐st❡♠❛s✱ ②

❉♦❝t♦r ❡♥ ❊❝♦♥♦♠í❛ ② ❊♠♣r❡s❛

❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❆✉tó♥♦♠❛ ❞❡ ◆✉❡✈♦ ▲❡ó♥✱

❋❛❝✉❧t❛❞ ❞❡ ■♥❣❡♥✐❡rí❛ ▼❡❝á♥✐❝❛ ② ❊❧é❝tr✐❝❛✱

❡♥ ❝♦t✉t❡❧❛ ❝♦♥

❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ▼á❧❛❣❛✱

❋❛❝✉❧t❛❞ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛s ❊❝♦♥ó♠✐❝❛s ② ❊♠♣r❡s❛r✐❛❧❡s✳

❚ít✉❧♦ ❞❡❧ ❡st✉❞✐♦✿

❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣

❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠

◆ú♠❡r♦ ❞❡ ♣á❣✐♥❛s✿ ✶✽✾✳

❖❇❏❊❚■❱❖❙ ❨▼➱❚❖❉❖❉❊ ❊❙❚❯❉■❖✿ ❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❡s ❡❧ ♣❧❛♥t❡❛♠✐❡♥t♦

② ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ❞♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❜✐✲♦❜❥❡t✐✈♦ ❧♦s ❝✉❛❧❡s s❡ ❝❡♥tr❛♥ ❡♥ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ✉♥❛

①①✈✐✐



❘❡s✉♠❡♥ ①①✈✐✐✐

❝♦♠❜✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦❜❥❡t✐✈♦s q✉❡ ❜✉s❝❛♥ t❛♥t♦ ✉♥ ❜❡♥❡✜❝✐♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❡♠♣r❡s❛ ❝♦♠♦ ✉♥

❜❡♥❡✜❝✐♦ ♣❛r❛ ❧♦s ❝❧✐❡♥t❡s q✉❡ ❞✐❝❤❛ ❡♠♣r❡s❛ ❛t✐❡♥❞❡✳ ❊st❛ t❡s✐s ❞♦❝t♦r❛❧ t✐❡♥❡ ❝♦♠♦

♦❜❥❡t✐✈♦ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ❧❛ ✐♥❝❧✉s✐ó♥ ❞❡❧ ❝❧✐❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ t♦♠❛ ❞❡ ❞❡❝✐s✐♦♥❡s✱ ②

❛sí ❛ñ❛❞✐r ✉♥ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❝❛❧✐❞❛❞ ❡♥ ❡❧ s❡r✈✐❝✐♦ ❛ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❝❧ás✐❝♦ ❞❡ r✉t❡♦✳ ❙❡

❡st✉❞✐❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ q✉❡ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ❝♦♠♣❛ñí❛✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ♣r♦✈❡❡ ✉♥ s❡r✈✐❝✐♦ ❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦

❞❡ ❝❧✐❡♥t❡s ② ❧❛ ❝✉❛❧ ❡stá ♦❜❧✐❣❛❞❛ ❛ ❛s✐❣♥❛r t♦❞♦s ❧♦s ❝❧✐❡♥t❡s ❛ ✉♥♦ ♦ ✈❛r✐♦s ❛❣❡♥t❡s

♣❛r❛ ✈✐s✐t❛r❧❡s✳ ❊st♦s ❛❣❡♥t❡s ❞❡❜❡♥ ♣❛rt✐r ❞❡ ② ✈♦❧✈❡r ❛ ✉♥ ❞❡♣ós✐t♦ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡

❡st❛❜❧❡❝✐❞♦✳ ❙❡ ❝♦♥♦❝❡♥ t♦❞♦s ❧♦s t✐❡♠♣♦s ❞❡ ✈✐❛❥❡ ❡♥tr❡ ❝❧✐❡♥t❡s ② ❧♦s t✐❡♠♣♦s ❞❡

s❡r✈✐❝✐♦ q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s❡ ❞❡♠♦r❛♥ ❡♥ ❝❛❞❛ ❝❧✐❡♥t❡✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ ❝♦♥♦❝❡

❝♦♥ ❡①❛❝t✐t✉❞ ❝✉❛♥t♦ t✐❡♠♣♦ t❛r❞❛rá ❡♥ ❛t❡♥❞❡r ❛ ❝❛❞❛ ❝❧✐❡♥t❡ ② ❡♥ ❧❧❡❣❛r ❛ é❧✳ ❊♥

❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ s❡ ❜✉s❝❛ s✐♠✉❧tá♥❡❛♠❡♥t❡ ♦♣t✐♠✐③❛r ❞♦s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s✿ ♠✐♥✐♠✐③❛r

❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ t♦t❛❧ r❡❝♦rr✐❞❛ ♣♦r ❡❧ ♦ ❧♦s ✈❡❤í❝✉❧♦s✱ ❛sí ❝♦♠♦ ♠✐♥✐♠✐③❛r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡

❡s♣❡r❛ ❞❡ ❧♦s ❝❧✐❡♥t❡s✳

P❛r❛ ❧♦❣r❛r ❡st♦✱ ♣r♦♣♦♥❡♠♦s ❞♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s✿ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝②✲❞✐st❛♥❝❡

♣r♦❜❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✱ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❧ ✉♥ ✈❡❤í❝✉❧♦ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ✐♥✜♥✐t❛ ✈✐s✐t❛ ❛ t♦❞♦s ❧♦s

❝❧✐❡♥t❡s✱ ② ❦✲♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝②✲❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲♠❧❞♣✮✱ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❧ s❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥

✉♥❛ ✢♦t✐❧❧❛ ❞❡ k ✈❡❤í❝✉❧♦s ♣❛r❛ ✈✐s✐t❛r ❛ t♦❞♦s ❧♦s ❝❧✐❡♥t❡s ❝♦♥ ❧❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ❞❡ q✉❡

t♦❞♦s ❧♦s ✈❡❤í❝✉❧♦s ❞❡❜❡♥ ❡st❛r ❛❝t✐✈♦s ② t❡♥❡r ❛❧ ♠❡♥♦s ❛ ✉♥ ❝❧✐❡♥t❡ ❛s✐❣♥❛❞♦✳ P❛r❛

❛♠❜♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s✱ s❡ ♣r♦♣♦♥❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❧✐♥❡❛❧ ② ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧✱ ❛sí ❝♦♠♦

❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❡①❛❝t❛ ♣❛r❛ ❛♠❜❛s ❢♦r♠✉❧❛❝✐♦♥❡s

❧✐♥❡❛❧❡s✳ ❉❡❜✐❞♦ ❛❧ ❡①❝❡s✐✈♦ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦✱ s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❞❡ ❛♠❜♦s

♣r♦❜❧❡♠❛s ♣r♦♣✉❡st♦s ② s❡ ❝♦♠♣r✉❡❜❛ q✉❡ ❛♠❜♦s s♦♥ NP✲❞✉r♦s✳ ❙❡ ♣r♦♣♦♥❡♥ tr❡s

♠ét♦❞♦s ♠❡t❛❤❡✉ríst✐❝♦s ❜❛s❛❞♦s ❡♥ té❝♥✐❝❛s ❡✈♦❧✉t✐✈❛s✱ ❧♦s ❝✉❛❧❡s s♦♥ ❝❛♣❛❝❡s ❞❡

❜r✐♥❞❛r s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❜✉❡♥❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❡♥ t✐❡♠♣♦s ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ ♣❡q✉❡ñ♦s✳ ❊st♦s tr❡s

♠ét♦❞♦s ❡①♣❧♦r❛♥ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥ té❝♥✐❝❛s ❞❡

❜úsq✉❡❞❛ ❧♦❝❛❧ ♥♦✈❡❞♦s❛s✱ ❧❛s ❝✉❛❧❡s s♦♥ ❝❛♣❛❝❡s ❞❡ ❜r✐♥❞❛r ❡❢❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s

❞❡ ❜✉❡♥❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❡♥ t✐❡♠♣♦s ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ ♣❡q✉❡ñ♦s✳



❘❡s✉♠❡♥ ①①✐①

❈❖◆❚❘■❇❯❈■❖◆❊❙ ❨ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❊❙✿ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❡st❡ tr❛✲

❜❛❥♦ s❡ ❝❡♥tr❛ ❡♥ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ✉♥❛ ♣r♦❜❧❡♠át✐❝❛ ❜✐✲♦❜❥❡t✐✈♦ q✉❡ ♦♣t✐♠✐③❛ s✐♠✉❧tá♥❡❛✲

♠❡♥t❡ ❞♦s ❛s♣❡❝t♦s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣❛r❛ ✉♥❛ ❝♦♠♣❛ñí❛ ❝❡♥tr❛❞❛ ❡♥ ❡❧ s❡r✈✐❝✐♦ ♦ ❞✐s✲

tr✐❜✉❝✐ó♥✿ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ r❡❝♦rr✐❞❛ ♣♦r ❡❧ ♦ ❧♦s ✈❡❤í❝✉❧♦s ❛❧ ❤❛❝❡r ❧❛

✈✐s✐t❛ ❛ ❧♦s ❝❧✐❡♥t❡s ② ♦♣t✐♠✐③❛r ❛sí ✉♥ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡❝♦♥ó♠✐❝♦✱ ❛sí ❝♦♠♦ ♠✐♥✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧

t✐❡♠♣♦ t♦t❛❧ ❞❡ ❡s♣❡r❛ ❞❡ ❧♦s ❝❧✐❡♥t❡s q✉❡ ❡s♣❡r❛♥ ♣♦r ❡❧ s❡r✈✐❝✐♦ q✉❡ s❡ ❧❡s ❜r✐♥❞❛rá ②

❛sí✱ ❝♦♥s♦❧✐❞❛r ❧♦s ❜❡♥❡✜❝✐♦s q✉❡ t✐❡♥❡ ❧❛ ✐♥❝❧✉s✐ó♥ ❞❡❧ ❝❧✐❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ t♦♠❛ ❞❡ ❞❡❝✐s✐♦♥❡s

❞❡ ✉♥❛ ❡♠♣r❡s❛ ❝❡♥tr❛❞❛ ❡♥ ❛❝t✐✈✐❞❛❞❡s ❧♦❣íst✐❝❛s ② ❞❡ s❡r✈✐❝✐♦✳

▲❛ r❡✈✐s✐ó♥ ❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ♠♦stró q✉❡ ♥♦ ❡①✐st❡♥ tr❛❜❛❥♦s s✐♠✐❧❛r❡s✱ ❡①❝❧✉②❡♥❞♦

❧❛s ♣✉❜❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ② ♣r❡s❡♥t❛❝✐♦♥❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❝♦♥ ♥✉❡str❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥✱ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦

❡❧ ❡st✉❞✐♦ ♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❡s ✉♥❛ ❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡✳ ❙❡ ♣r♦♣♦♥❡

❛❞❡♠ás ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ✐♥st❛♥❝✐❛s ✐♥s♣✐r❛❞❛s ❡♥ ❧❛s ②❛ r❡♣♦rt❛❞❛s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ♣♦r

❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♣❡r♦ ❝♦♥ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ♠ás ❛♣❡❣❛❞❛s ❛ ❧❛ r❡❛❧✐❞❛❞✳ ❙❡

♣r♦♣♦♥❡♥ ✉♥❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧ ② ✉♥❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s

♣r♦❜❧❡♠❛s ❡st✉❞✐❛❞♦s✱ ♠❧❞♣ ② ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡

tr❡s ♠❡t❛❤❡✉ríst✐❝❛s ♥♦✈❡❞♦s❛s ❧❛s ❝✉❛❧❡s t❛♠❜✐é♥ s♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞❛s ✉♥❛ ❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥

❞✐r❡❝t❛ ❞❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✳

❋✐r♠❛s ❞❡ ❧♦s ❛s❡s♦r❡s✿

❉r❛✳ ■r✐s ❆❜r✐❧ ▼❛rtí♥❡③ ❙❛❧❛③❛r ❉r✳ ❏✉❧✐á♥ ▼♦❧✐♥❛ ▲✉q✉❡

❯❆◆▲ ✭▼é①✐❝♦✮ ❯▼❆ ✭❊s♣❛ñ❛✮



Pr❡❢❛❝❡

❚❤✐s ❞♦❝t♦r❛❧ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧ ❞❡❣r❡❡ ✐♥

t❤❡ ❥♦✐♥t ❞♦❝t♦r❛t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆✉❡✈♦ ▲❡ó♥

❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼á❧❛❣❛✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✐♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥✲

❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦❢ Pr♦❢❡ss♦r ■r✐s ▼❛rtí♥❡③ ❙❛❧❛③❛r ❛♥❞ Pr♦❢❡ss♦r

❏✉❧✐á♥ ▼♦❧✐♥❛✱ ✐♥ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛t ❆✉✲

t♦♥♦♠♦✉s ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆✉❡✈♦ ▲❡ó♥ ❛♥❞ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠② ✭▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✮

❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼á❧❛❣❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✐s ✐s✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛❧❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐t

❢♦❝✉ss❡s ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ♦r ❛ ❦✲s✐③❡❞ ✢❡❡t✳

❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❛♠♦♥❣ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❛ s❡r✈✐❝❡✲q✉❛❧✐t②

❞❡❝✐s✐♦♥✿ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✈✐s✐ts ❛♥❞

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s

❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛❥♦r ♣❛rts✿

• t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✿ st✉❞✐❡s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤✐s

❝♦♠♣❛♥② ♦♥❧② ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ t♦✉r ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ s❛t✐s❢② t❤❡

❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛♥❞

• t❤❡ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲♠❧❞♣✮✿ st✉❞✐❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ♠❧❞♣✱ t❤✐s ✐s t♦ s❛②✱ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ❡♠♣❧♦②✲

①①①
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♠❡♥t ♦❢ ❛ ✢❡❡t ♦❢ k ✈❡❤✐❝❧❡s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡

✈❡❤✐❝❧❡s ♠✉st ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧ t♦✉rs ♠✉st ❜❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛♣t❡r

✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡✲

♣♦rt❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡ ♦✛❡r✳ ❊❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

r❡s❡❛r❝❤✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐♥s✐❣❤ts✳

❚❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s✿

• ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✿

✶✳ ◆✳ ❆✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ❏✳ ▼♦❧✐♥❛✱ ❙✳ ❊✳ ❙❝❤❛❡✛❡r✱ ❆✳ ▼✳ ➪❧✈❛r❡③✲❙♦❝❛rrás✱

❛♥❞ ■✳ ❆✳ ▼❛rtí♥❡③✲❙❛❧❛③❛r✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ▼▲❉P✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt

❛r❳✐✈✿✶✽✵✾✳✵✷✻✺✻ ❬❝s✳❈❈❪✱ ❛r❳✐✈✳♦r❣✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✶✽✳

• P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✿

✶✳ ◆✳ ❆✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ❏✳ ▼♦❧✐♥❛✱ ❙✳ ❊✳ ❙❝❤❛❡✛❡r✱ ❆✳ ▼✳ ➪❧✈❛r❡③✲❙♦❝❛rrás✱

❛♥❞ ■✳ ❆✳ ▼❛rtí♥❡③✲❙❛❧❛③❛r✳ ❆ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝②

♣r♦❜❧❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍❡✉r✐st✐❝s✱ ✷✵✶✾✳ ❆❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳

✷✳ ◆✳ ❆✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ❆✳ ▼✳ ➪❧✈❛r❡③✲❙♦❝❛rrás✱ ❛♥❞ ■✳ ❆✳ ▼❛rtí♥❡③✲

❙❛❧❛③❛r✳ ❆ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝②

♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❊✳ ❆❧❜❛✱ ❋✳ ❈❤✐❝❛♥♦✱ ❛♥❞ ●✳ ▲✉q✉❡✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙♠❛rt ❈✐t✐❡s✱

✈♦❧✉♠❡ ✶✵✷✻✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✶✕✶✾✱ ❈❤❛♠✱

❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ✷✵✶✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✸✶✾✲✺✾✺✶✸✲✾❴✷✳

• ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✳
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✶✳ ❆✉❣ ✷✵✶✼✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ◆✳❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡③✲❙❛❧❛③❛r✱ ■✳❆✳✱ ❆ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❚✇♦ ✈❛r✐❛♥ts✳ ❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧

■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❲❆■❖✮✳ ▼♦♥t❡rr❡②✱ ▼❡①✐❝♦✳

✷✳ ❏✉♥❡ ✷✵✶✼✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ◆✳❆✳✱ ❆❧✈❛r❡③✲❙♦❝❛rr❛s✱ ❆✳▼✳✱ ▼❛rt✐♥❡③✲

❙❛❧❛③❛r✱ ■✳❆✳✱ ❆ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛✲

t❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙♠❛rt ❈✐t✐❡s✳ ▼❛❧❛❣❛✱ ❙♣❛✐♥✳

✸✳ ❖❝t ✷✵✶✹✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ◆✳❆✳✱ ❆❧✈❛r❡③✲❙♦❝❛rr❛s✱ ❆✳▼✳✱ ❯♥ ❡♥❢♦q✉❡

❜✐♦❜❥❡t✐✈♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧ r❡♣❛r❛❞♦r✳ ❳❱■■ ▲❛t✐♥✲■❜❡r✐❛♥ ❆♠❡r✐❝❛♥

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✭❈▲❆■❖✮✳ ▼♦♥t❡rr❡②✱ ▼❡①✐❝♦✳

• ◆❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✳

✶✳ ❙❡♣t ✷✵✶✻✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ◆✳❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡③✲❙❛❧❛③❛r✱ ■✳❆✳✱ ❙♦❜r❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♣❧❡❥✐❞❛❞ ❞❡❧ ❦✲▼▲❉P✳ ✷❞♦ ❊♥❝✉❡♥tr♦ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ▼❛t❡♠át✐❝❛s ❆♣❧✐❝❛❞❛s✳

❆rt❡❛❣❛✱ ❈♦❛❤✉✐❧❛✱ ▼é①✐❝♦✳

✷✳ ❏✉♥ ✷✵✶✻✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ◆✳❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡③✲❙❛❧❛③❛r✱ ■✳❆✳✱ ❦✲▼▲❉P✿ ❝♦♠✲

♣❧❡❥✐❞❛❞ ② ♠♦❞❡❧❛❝✐ó♥✳ ■❱ ❏♦r♥❛❞❛ ❞❡ ❖♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥✳ ❙❛♥ ◆✐❝♦❧ás ❞❡ ❧♦s

●❛r③❛✱ ◆▲✱ ▼é①✐❝♦✳

✸✳ ▼❛② ✷✵✶✺✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ◆✳❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡③✲❙❛❧❛③❛r✱ ■✳❆✳✱ ❯♥ ❡♥❢♦q✉❡

❜✐✲♦❜❥t✐✈♦ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ♠ú❧t✐♣❧❡s r❡♣❛r❛❞♦r❡s✳ ■■■ ❏♦r♥❛❞❛ ❞❡ ❖♣t✐✲

♠✐③❛❝✐ó♥✳ ❙❛♥ ◆✐❝♦❧ás ❞❡ ❧♦s ●❛r③❛✱ ◆▲✱ ▼é①✐❝♦✳

✹✳ ❉❡❝ ✷✵✶✹✳ ❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛✱ ◆✳❆✳✱ ❆❧✈❛r❡③✲❙♦❝❛rr❛s✱ ❆✳▼✳✱ ▼❛rt✐♥❡③✲

❙❛❧❛③❛r✱ ■✳❆✳✱ ❊st✉❞✐♦ ❡①♣❧♦r❛t✐✈♦ s♦❜r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡

✉♥ ❡♥❢♦q✉❡ ❜✐✲♦❜❥❡t✐✈♦ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧ r❡♣❛r❛❞♦r✳ ■■ ❏♦r♥❛❞❛ ❞❡ ❖♣t✐✲

♠✐③❛❝✐ó♥✳ ❙❛♥ ◆✐❝♦❧ás ❞❡ ❧♦s ●❛r③❛✱ ◆▲✱ ▼é①✐❝♦✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♥ts✿



Pr❡❢❛❝❡ ①①①✐✐✐

• ❈❖◆❆❈②❚✱ t❤❡ ▼❡①✐❝❛♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦✉♥❝✐❧ ❢♦r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✉♥❞❡r

❣r❛♥t ✹✹✻✸✶✻✳

• ❆❯■P✱ t❤❡ ❆s♦❝✐❛❝✐ó♥ ❯♥✐✈❡rs✐t❛r✐❛ ■❜❡r♦❛♠❡r✐❝❛♥❛ ❞❡ P♦st❣r❛❞♦✱ ❢♦r t❤❡ s❝❤♦❧✲

❛rs❤✐♣ ❣r❛♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ②❡❛r ✷✵✶✼✕✷✵✶✽✳



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❇✉s✐♥❡ss❡s ❛r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❡❛r♥ ❛ ♣r♦✜t ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❛s✐s✳ ❚❤❡s❡ ❣♦♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ♠♦♥❡②

♦r ❢♦r ♦t❤❡r ❣♦♦❞s✳ ❋♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s t♦ ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t

❛♥❞ ❡♥♦✉❣❤ ❝✉st♦♠❡rs t♦ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❝✉st♦♠❡rs ❛r❡ ❝♦❧❧♦q✉✐❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s

❝❧✐❡♥ts✳

■♥ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛❧ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② ❛♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❝♦♠♣❛♥② ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠ ❛ s❡r✈✐❝❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r r♦✉t✐♥❣ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛s♣❡❝ts

♦❢ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ❜✉t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②

♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡✐r

❞❡♠❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤✐s st✉❞② ✐♥ t✇♦ ♠❛❥♦r ❜r❛♥❝❤❡s✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②

❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡✲❛❣❡♥t t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s k ❛❣❡♥ts

❢♦r ❞♦✐♥❣ s♦✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤

♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷

✶✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❘♦✉t✐♥❣ t❤❡♦r② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❝②❝❧❡s✱ ♦r t♦✉rs✱

✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ✇❛② t♦ r❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❛r❡❛ ♦❢ st✉❞② ❤❛s ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r② ♦❢ ❣♦♦❞s

❢r♦♠ ❛ ❞❡♣♦t t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧

s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞r✐❧❧✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✱ ❡t❝❡t❡r❛✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝

♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥② ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡t

♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s❡r✈✐❝❡ ♦r ❛ ❞❡❧✐✈❡r②✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛♥② ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡

❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝❧✐❡♥ts ✐♥t♦ t♦✉rs ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛s♣❡❝ts

♦❢ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②

♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡✐r

❞❡♠❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❛✐♠s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐✈❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t♦ ✈✐s✐t ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❜② tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t

t❤❡ ❝♦st t❤✐s r♦✉t✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛①✲

✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡

r♦✉t✐♥❣✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❲❡

♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❝❧✐❡♥t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t♦ t✉r♥

❛ ❝❧❛ss✐❝ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥❡✳

❲❡ st✉❞② t❤✐s ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ✐♥ t✇♦ ♠❛❥♦r ❜r❛♥❝❤❡s✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②

❤❛s ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡

❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤✐s ✐s t♦ s❛② ✐t ❝❛♥ ✈✐s✐t ❡✈❡r② ❝❧✐❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥

t❤✐s s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❡♣♦t✬s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❦♥♦✇ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s
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t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ❝❧✐❡♥t✬s ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❛s ✇❡❧❧

❛s ❛❧❧ t✐♠❡s ✐t t❛❦❡s t♦ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥

t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❡t✱ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦t

❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❞❛②✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧

❞✐st❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ t♦✉r ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s ❛ ✢❡❡t ♦❢ k ✈❡❤✐❝❧❡s t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ✈✐s✐ts

t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ k ✈❡❤✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤✐s ✐s t♦ s❛② t❤❛t ❡✈❡r②

♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ✈✐s✐t ❛s ♠❛♥② ❝❧✐❡♥ts ❛s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡❡❞✐♥❣

t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥ t❤✐s ✢❡❡t✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

❛❧❧ k ✈❡❤✐❝❧❡s ♠✉st ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t t♦ ✈✐s✐t✳ ❊✈❡r② ❝❧✐❡♥t ♠✉st

❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❝❡✱ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t❀ t❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❞✐s❥♦✐♥t s❡t ♦❢ k t♦✉rs t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡

❞❡♠❛♥❞s ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❙♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛r❡ t❤❡ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢

t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❡ ❦♥♦✇ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② ❤♦✇

❧♦♥❣ ✐t ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❣❡♥t t♦ tr❛✈❡❧ t♦ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧

✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❞✐s❥♦✐♥t s❡t ♦❢ k t♦✉rs ❢♦r ✈✐s✐t✐♥❣ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡♣❛rt✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❞❛②✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t

t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ t♦✉r

❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠

✭❦ ✲♠❧❞♣✮✳

❇② st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦s❛❧✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦

♠❛❦❡ t❤❡ ✈✐s✐ts✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❛ s❡r✈✐❝❡✲q✉❛❧✐t② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦

✐♥t❡❣r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜♦t❤ ♣❛rts r❡❧❛t❡❞✿ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

❢♦r ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ✐ts ♣r♦❞✉❝t ♦r s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts t♦ ❜❡ ❛tt❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥ts✱

❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡✐r t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ t♦ ❜❡ s❡r✈❡❞✳
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✶✳✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

♠❧❞♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❦ ✲♠❧❞♣ ♠✐♥✐♠✐③❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ♦♥❡

♦r ❛ s❡t ♦❢ k ❞✐s❥♦✐♥t t♦✉rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖✉r s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♠❧❞♣✱ ✐s t❤❡

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭ts♣✮

❛♥❞ ♦❢ t❤❡▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝② Pr♦❜❧❡♠ ✭♠❧♣✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ r❛✐s❡ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝

r♦✉t✐♥❣ ❢♦r ts♣ ✭❆♣♣❧❡❣❛t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ●✉t✐♥ ❛♥❞ P✉♥♥❡♥✱ ✷✵✵✻❀ ▼❥✐r❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✱

❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t♦ ❤✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s ❢♦r ♠❧♣ ✭❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀ ❋❡rr❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀

●❛r❝í❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❑♦✈á❝s ❛♥❞ ❙♣❡♥s✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾❀ ▲✉❝❡♥❛✱ ✶✾✾✵❀ ❙t❡♣❤❡♥s♦♥✱ ✷✵✶✼❀

❚♦♠❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❱❛r❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❛r❡ NP✲❤❛r❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ NP✲❤❛r❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ✢❡❡t✲s✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦♣t✐✲

♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ k✲❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲ts♣✮ ❛♥❞ t❤❡ k✲❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❘❡♣❛✐r♠❛♥

Pr♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲tr♣✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ r❛✐s❡ ❢r♦♠ r♦✉t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ❛tt❡♥❞ ❛

s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✭❈♦r❞❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❛♥t③✐❣ ❛♥❞ ❘❛♠s❡r✱ ✶✾✺✾❀ ●❛♥st❡r❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧✱

✷✵✶✽❀ ❑❤♦❞❛❜❛♥❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▲❛♣♦rt❡✱ ✶✾✾✷❀ ▼♦❞❛r❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❚♦t❤ ❛♥❞ ❱✐❣♦✱

✷✵✶✹✮ ❢♦r ❦ ✲ts♣✱ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡s✲

t✐♥❛t✐♦♥s ✭❇❡❦t❛s✱ ✷✵✵✻❀ ❋❛❦❝❤❛r♦❡♥♣❤♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❖♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ ❢♦r ❦ ✲tr♣✳

❚❤❡s❡ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ NP✲❤❛r❞ ❛s ✇❡❧❧ ✭❆✉s✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✵❀ ❋❛❦❝❤❛r♦❡♥♣❤♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ NP✲❤❛r❞✱ t♦♦✳

❚❤❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦♠❜✐♥❡s t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t

❜❡❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡✲

✈❡❤✐❝❧❡ t♦✉r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡s❡❛r❝❤❡❞ ✐♥ ❝♦♥t❡①ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t t✐♠❡ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ❣r♦✇t❤ t❛❦❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉❝❤ ❣r♦✇t❤ ✐t
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✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛s ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ✭❇❛✐r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❋✐s❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❀ ❙❛❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✸✮ ♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❇♦r❛❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❉❡♣✉② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❍❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀

❑✐♠ ❛♥❞ ◆❛✱ ✷✵✶✼❀ ▼❛❞❤②❛st❤❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ P❛tt❡rs♦♥✱ ✷✵✵✹❀ ❙❛r❞❞❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱

✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡❡♥ s✐♠✐❧❛r❧② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❛s

✐♥ ✭❋r②❡✱ ✶✾✾✺❀ ❑❛r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ▼❛❧❛r❦②✱ ✷✵✶✸❀ ▼❛♥❣❤❛r❛♠ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✼✮✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♦✇♥ r❡s❡❛r❝❤✱ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡r r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥t

s❡t ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r♦✉t✐♥❣✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦

st✉❞② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ tr❛❞❡✲♦✛ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦r❡ ❝❧✐❡♥t✲

❝❡♥t❡r❡❞ r♦✉t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦✛❡r t♦ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛✐♠✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ♣r♦✜ts ❛♥❞

t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝❧✐❡♥ts✳

✶✳✸ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s

❆ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❛❧✲❧✐❢❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢

❛ ❝♦♠♣❛♥② ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡r✈✐❝❡ ♦r ❛ ❞❡❧✐✈❡r② t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② s✉❝❤ ❝♦♠♣❛♥② ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝

✐♥ ❝♦♥t❡①ts ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❝❧✐❡♥t s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛♥② ♣r♦✜t ❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥

t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❜♦t❤✿ ❞✐st❛♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❢✉❡❧ ❝♦st ❛♥❞ t♦

q✉❛❧✐t②✲♦❢✲s❡r✈✐❝❡ ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts t♦ ❜❡ ❛tt❡♥❞❡❞✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♦✇♥

r❡s❡❛r❝❤✱ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥

❛ r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✐♠s t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻

s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ ❝❧❛ss✐❝ r♦✉t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣❛♥② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❧✐❡♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡✲

✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡♥ NP✲❤❛r❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥t ♦❢ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s✱ ♠❧❞♣ ❛♥❞ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❞✉❡

t♦ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦♣♦s❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐③❡ t❤❡♠✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② st✉❞② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❢ ❜♦t❤✳

✶✳✹ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s

❚❤✐s ❞♦❝t♦r❛❧ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿

• ❙t✉❞② ♦❢ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♦✇♥ r❡s❡❛r❝❤✱ ❞♦❡s ♥♦t

❡①✐st ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❛ s❡r✈✐❝❡✲

q✉❛❧✐t② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♠♦r❡ ❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞ r♦✉t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✐s

st✉❞✐❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡

▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✱ ❛♥❞ ❛ k✲✈❡❤✐❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲♠❧❞♣✮✳

• ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r✱ ♠❧❞♣ ❛♥❞ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

• ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r

tr✐✈✐❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳

• ❉❡s✐❣♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r✱ ♠❧❞♣ ❛♥❞ ❦ ✲♠❧❞♣✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼

✶✳✺ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❙t✉❞② ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞ r♦✉t✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦✛❡r t♦ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r

♣r♦✜ts ❛♥❞ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝❧✐❡♥ts✳

• ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

• ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❡s❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡✱ ✐♥✲

❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr✐✈✐❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳

• ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❡♠♣❧♦② ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝

♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ♠❧❞♣ ❛♥❞ ❦ ✲♠❧❞♣✳

✶✳✻ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ r♦✉t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❛♥

❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ s❡r✈✐❝❡✲q✉❛❧✐t② ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢

❛ ❝♦♠♣❛♥② ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡r✈✐❝❡ ♦r ❛ ❞❡❧✐✈❡r② t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② s✉❝❤ ❝♦♠♣❛♥② ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ s❡r✈❡❞✳

❚❤✐s ✐s ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❝♦♥t❡①ts ✇❤❡r❡ ❝❧✐❡♥t s❡r✈✐❝❡

❛♥❞ ❝♦♠♣❛♥② ♣r♦✜t ❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s❀ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❜♦t❤ ❞✐st❛♥❝❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❢✉❡❧ ❝♦st ❛♥❞ t♦ q✉❛❧✐t②✲♦❢✲s❡r✈✐❝❡ ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡

✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts t♦ ❜❡ ❛tt❡♥❞❡❞✳ ❚❤✐s ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✐♠s t♦
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t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❧✐❡♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛

❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞ r♦✉t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✶✳✼ ❚❤❡s✐s str✉❝t✉r❡

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ ✇❡ st✉❞② ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✲

✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥❞❡r t✇♦ ♠❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛

k✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢

t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜✐✲

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐❝ ▲✐♥❡❛r ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

t❤❡♦r② ❢♦r s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♠♦✈✐♥❣ t♦ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ■♥t❡❣❡r Pr♦✲

❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱

♠❧❞♣ ❛♥❞ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❝♦♠❜✐♥❡ ❢♦✉r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ r♦✉t✐♥❣ t❤❡♦r②✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

♣r♦❣r❡ss❡s t♦ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦✉r s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s

✷✳✷ ✕ ✷✳✺✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ✉♥❞❡rt❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✿ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛s✲

s✐❝❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ▲❛st❧②✱ ❛ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❆s ♦✉r ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡

st✉❞② ♦❢ t✇♦ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❣✐✈❡s ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✽ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✉♠♠❛r✐③❡❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

♦❢ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❦❡② ♣r♦❜❧❡♠s✱

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞ ♠❧❞♣ ❛♥❞ ❦ ✲♠❧❞♣✳ ▲❛st❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✾ ❣✐✈❡s ❛ ❜r✐❡❢

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❛✐♠ t♦ st✉❞② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❧❞♣ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r ♠❧❞♣ ❛♥❞ t✇♦

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✐t ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠❧❞♣ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r♦♦❢

t❤❛t ♠❧❞♣ ✐s ❛♥ NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ s♦❧✈❡ ♠❧❞♣ ✐s ❞❡✲

t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ s♦❧✈❡ ✐t ✐♥

❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✷✱ ✸✳✹✳✸✱ ❛♥❞ ✸✳✹✳✹✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛

s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡❝r❡❛t❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❧✐♥❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠❧❞♣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠

✭❦ ✲♠❧❞♣✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞

t✇♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙❡❝t✐♦♥

✹✳✸ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛

♣r♦♦❢ t❤❛t ❦ ✲♠❧❞♣ ✐s ❛♥ NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ s♦❧✈❡ ❦ ✲♠❧❞♣

✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ s♦❧✈❡ ✐t ✐♥

❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✷✱ ✹✳✹✳✸✱ ❛♥❞ ✹✳✹✳✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ▲❛st❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❧✐♥❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞

✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✉s❡❞✱

❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❢✉t✉r❡ ❧✐♥❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡r② ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❢❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t t♦✉rs

t♦ ✈✐s✐t t❤❡✐r ❝❧✐❡♥ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦sts ❛r❡ ❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ✐s

t❤❡ ✐❞❡❛ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞✿ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts

✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❡✈❡r② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡

✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦✉r ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ❲✐t❤ ♦♥❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✈✐s✐ts

✭❆♣♣❧❡❣❛t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ●✉t✐♥ ❛♥❞ P✉♥♥❡♥✱ ✷✵✵✻❀ ▼❥✐r❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

✇✐t❤ ❛ ✢❡❡t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✭❑❤♦❞❛❜❛♥❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀

▲❛♣♦rt❡✱ ✶✾✾✷❀ ▼♦❞❛r❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✱ ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❝♦♠♣❛♥②✲❢r✐❡♥❞❧② s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆♣♣❧❡❣❛t❡

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❈♦r❞❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❛♥t③✐❣ ❛♥❞ ❘❛♠s❡r✱ ✶✾✺✾❀ ●❛♥st❡r❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧✱

✷✵✶✽❀ ●✉t✐♥ ❛♥❞ P✉♥♥❡♥✱ ✷✵✵✻❀ ❑❤♦❞❛❜❛♥❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▲❛♣♦rt❡✱ ✶✾✾✷❀ ▼❥✐r❞❛

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▼♦❞❛r❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❚♦t❤ ❛♥❞ ❱✐❣♦✱ ✷✵✶✹✮✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❤✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝ ❤❛s st✉❞✐❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✈❡✲

❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❜② ♥♦t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦st ♦❢ t❤❡ t♦✉r ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ s❡t

♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ s♣❡♥t ❛t ❡✈❡r② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ✭❑♦✈á❝s ❛♥❞ ❙♣❡♥s✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾❀ ❖rt✉ñ♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❙t❡♣❤❡♥✲

s♦♥✱ ✷✵✶✼❀ ❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ▼✐③✉s❤✐♠❛✱ ✷✵✵✺❀ ❚♦♠❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✵



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✶

♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❧❛t❡♥❝②✱ ❛♥❞ t♦ ✈✐s✐t ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts

t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❛s s❤♦rt ❛s

♣♦ss✐❜❧❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝② Pr♦❜❧❡♠ ✭❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀

❈❤❛✉❞❤✉r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ●❛r❝í❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ▲✉❝❡♥❛✱ ✶✾✾✵❀ ◆❛❣❛r❛❥❛♥ ❛♥❞ ❘❛✈✐✱ ✷✵✵✽✮✳

❲✐t❤ ♦♥❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭❆❣♥✐❤♦t❤r✐✱ ✶✾✽✽❀ ●❛r❝í❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❱❛♥ ❊❡ ❛♥❞ ❙✐tt❡rs✱ ✷✵✶✽✮

♦r ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✢❡❡t ✭❇❡❦t❛s✱ ✷✵✵✻❀ ❋❛❦❝❤❛r♦❡♥♣❤♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❖♥❞❡r

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✱ ❧❛t❡♥❝② ✐s ❛ ❝❧✐❡♥t✲❢r✐❡♥❞❧② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ q✉❛❧✐t② ♦❢

t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✳

❱❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❛s s✉❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✿ t♦ ✈✐s✐t ❛ s❡t ♦❢

❝❧✐❡♥ts ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦st ✭❆♣♣❧❡❣❛t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❛♥t③✐❣ ❛♥❞ ❘❛♠s❡r✱

✶✾✺✾❀ ❚♦t❤ ❛♥❞ ❱✐❣♦✱ ✷✵✶✹✮✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❛ t♦✉r ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t♦✉r

❛s ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❛s❦✿ t♦ ✈✐s✐t ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛✐t✐♥❣

t✐♠❡ ❢♦r t❤❡♠ t♦ ❣❡t t❤❡✐r s❡r✈✐❝❡ ✭❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀ ▲✉❝❡♥❛✱ ✶✾✾✵❀ ◆❛❣❛r❛❥❛♥

❛♥❞ ❘❛✈✐✱ ✷✵✵✽✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❜r✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ♠♦r❡ t❤❛♥

♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ❜❡tt❡r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ tr❛❞❡✲♦✛s ✭❊❤r❣♦tt✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ♣r♦✲

❝❡ss❡s ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts

✇✐t❤ ❛ s❡r✈✐❝❡ ♦r ❛ ❞❡❧✐✈❡r②✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t♦

✈✐s✐t ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❜② tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦st t❤✐s t♦✉r

r❡♣r❡s❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts

s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t♦✉r✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♠✲

♣❡t✐t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✮✳ ❲❡ st✉❞② t✇♦ ♠❛✐♥ ❜r❛♥❝❤❡s✿

❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ✉♣❤♦❧❞



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✷

t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳ ❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦✉r ❛♥❞

t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✹ s❤♦✇ t❤❡

st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❤❡❧♣ ✉s ❜✉✐❧❞

t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦✉r ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ♣r♦♣♦s❛❧❀ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r

t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦✉r ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡

❛rt ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✺✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✉❞✐❡❞✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❜♦t❤ r❡❧❛t❡❞ ♦❜❥❡❝✲

t✐✈❡s✱ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❜✉t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✼✳✶ ❛♥❞ ✷✳✽✳✶ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢

t❤❡ ❛rt ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✼✳✷ ❛♥❞ ✷✳✽✳✷ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧

♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳ ▲❛st❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✾

❣✐✈❡s ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥✳

✷✳✶ ▲✐♥❡❛r ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ t❤❡

st✉❞②✱ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❛r❡❛

♦❢ st✉❞② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❜✉s✐♥❡ss ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞❛②✲t♦✲❞❛② ♣r♦❜❧❡♠s ❛s

r♦✉t✐♥❣✱ ❜❛❝❦♣❛❝❦✐♥❣✱ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■t ❤❡❧♣s ✐♥ ❝♦♠♣❛♥② ❞❡❝✐s✐♦♥✲

♠❛❦✐♥❣ s✉❝❤ ❛s r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s✱ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✸

❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✭❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❀ ❉❛♥t③✐❣✱ ✶✾✻✸❀ ❋r❡❞❡r✐❝❦ ❛♥❞

▲✐❡❜❡r♠❛♥✱ ✶✾✽✷❀ ❚❛❤❛✱ ✶✾✾✷✮✳

▲✐♥❡❛r ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❧♣✮✱ ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

r❡s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♣✐❝t ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦

✜♥❞ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦

st❛t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣♦❛❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s ✭❉❛♥t③✐❣✱

✶✾✻✸✮✳ ❘❡❛❧ ❞❛②✲t♦✲❞❛② s②st❡♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❜✉t ✇❤❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞

t♦ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ♦✉t❝♦♠❡✱ ❡✐t❤❡r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♦r

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✱ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡

❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❛r❡❛ ♦❢ st✉❞② ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♠♦♥❣

t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❡st ❢♦r t❤❡

♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t♦♦❧s t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r t♦ ❤❡❧♣ ❤✐♠ ❞❡❝✐❞❡ ❛ ❝♦✉rs❡ ♦❢

❛❝t✐♦♥✳

✷✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇

▲✐♥❡❛r ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉✲

t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠✲

♠✐♥❣ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐t②

❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s

❝♦♥✈❡① ❝♦✈❡r✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❧✐♥✲

❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ♦♣✲

t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣

❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✹

x1

x2

Feasible region

Optimal

solution

Inequality

Ax≤b

Optimal direction

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦❧②t♦♣❡ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

▲✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱

maxZ = Cx ✭✷✳✶✮

s✳t✳ Ax ≤ b,

x ≥ 0,

✇❤❡r❡ x ✐s ❛ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

t❤✐s ✐s t♦ s❛②✱ x r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✿ C ❛♥❞ b ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢

❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥❀ A ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ❝♦♥✈❡①

♦r ❝♦♥❝❛✈❡✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉❝❤ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❝❛♥

❜❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❥♦✐♥t❧②

❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ■♥ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✐❢ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ s✉❝❤

♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦r♥❡r ♦❢ ✐t ✭❚❛❤❛✱

✶✾✾✷✮✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ◆♦t✐❝❡



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✺

t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡

r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s♣❛❝❡✳

✷✳✶✳✷ ■♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❆♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❞❡❝✐s✐♦♥

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦r s♦♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❆ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❜❧❡♠

❦❡❡♣s t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞✐✛❡rs ❜② ❛❞❞✐♥❣

t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦✈❡r

✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ♣♦✐♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦❧②t♦♣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❧✐♠✐ts t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡✱ ❜✉t ♦♥❧②

t❤❡ ♣♦✐♥ts ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❛ t✇♦✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱

maxZ = Cx ✭✷✳✷✮

s✳t✳ Ax ≤ b,

x ≥ 0,

x ∈ Z
n, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ x ✐s ❛ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡

♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r C ❛♥❞ b

r❡♣r❡s❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❧❧ ❝♦sts ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① A ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✻

x1

x2

Feasible region

Optimal

solution

Inequality

Ax≤b

Optimal direction

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣♦❧②t♦♣❡ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

■♥ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✾✵❀ P❛♣❛❞✐♠✲

✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❑♥❛♣s❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛✐♠ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡♠s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ❛ ❦♥❛♣s❛❝❦

✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

✐t❡♠s ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇❤♦❧❡✱ ♥♦t ✐♥ ❤❛❧✈❡s ♦r ♣❛rts✳

• ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛✐♠s t♦ ♠❛t❝❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❛s❦s✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦ t♦ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛❣❡♥t ❤❛s ❛ ❦♥♦✇♥ ❝♦st✳

❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♦♥❡ t❛s❦ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ t❛s❦ ♦♥❧② ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞

t♦ ♦♥❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳

• ❘♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡t ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣

❛ s❡r✈✐❝❡ ♦r ❛ ♣r♦❞✉❝t t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ♠✉st ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✼

❉✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦✉rs✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❧✐♥❡❛r ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝②✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✉♥❞❡r

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✿ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❛ ✢❡❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✳

■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✱ ✷✳✹✱ ✷✳✸✱ ❛♥❞ ✷✳✺ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ t❤❡♦r②

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✳

✷✳✷ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② ❛

❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡s t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t♦t❛❧

tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✭♦r ❧❛t❡♥❝②✮ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✿ ✐♥ ❛

s✐♥❣❧❡ t♦✉r ♦r ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ t♦✉rs ♦❢ ❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞

t❤❡ t✇♦ ❦❡② ❞✐st❛♥❝❡✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❛❦❡♥ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛♥②

❡❛❣❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱

t❤✐s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭ts♣✮ ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡✲

r♦✉t✐♥❣ t❤❡♦r② ✭❇❡❧❧♠♦r❡ ❛♥❞ ◆❡♠❤❛✉s❡r✱ ✶✾✻✽❀ ❉❛♥t③✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✹❀ ❉❛♥t③✐❣ ❛♥❞

❘❛♠s❡r✱ ✶✾✺✾❀ ❋❧♦♦❞✱ ✶✾✺✻❀ ❑r✉s❦❛❧✱ ✶✾✺✻✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛✐♠s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡✱ ♦r s✐♥❣❧❡✲❛❣❡♥t✱ t♦✉r✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛❣❡♥t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✽

❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣♦t t♦ ✈✐s✐t ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧

✐♥t❡r✲tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✱ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✈✐s✐t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❡①❛❝t❧②

♦♥❝❡ ❛♥❞ t♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦✉r✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ t♦✉r t♦ ✈✐s✐t ❛ s❡t ♦❢ t❡♥ ❝❧✐❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ❣r❡② ❛rr♦✇

❞❡♣✐❝ts ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦t ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❛r❦❡r ❧✐♥❡s

❞❡♥♦t❡ t❤❡ t♦✉r ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ts♣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❡♥ ✈❡rt✐❝❡s✳

ts♣ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❆♣♣❧❡❣❛t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❈♦r❞❡❛✉

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❛♥t③✐❣ ❛♥❞ ❘❛♠s❡r✱ ✶✾✺✾❀ ●❛♥st❡r❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧✱ ✷✵✶✽❀ ●✉t✐♥ ❛♥❞ P✉♥✲

♥❡♥✱ ✷✵✵✻❀ ❍♦✛♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❑❤♦❞❛❜❛♥❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▲❛♣♦rt❡✱ ✶✾✾✷✱ ✷✵✵✻❀

▼❥✐r❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▼♦❞❛r❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❚♦t❤ ❛♥❞ ❱✐❣♦✱ ✷✵✶✹✮✱ ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡

s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s st❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐t ❤❛s ✭P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✳

ts♣ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❉❡❧✐✈❡r②✿ t❤❡ ♠♦st ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ts♣✱ ❢r♦♠ s❝❤♦♦❧✲❜✉s r♦✉t✐♥❣

✭❇♦✇❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ▲❛♣♦rt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ◆❡✇t♦♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s✱ ✶✾✻✾❀ P❛r❦

❛♥❞ ❑✐♠✱ ✷✵✶✵✮✱ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❈✉rt✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❏✉♥❣

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ❞r♦♥❡ ❛ss✐st❛♥❝❡ ✭▼✉rr❛② ❛♥❞ ❈❤✉✱ ✷✵✶✺✮✱ t♦ ●P❙ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✶✾

✭❈❛♠❛r❛ ❛♥❞ ▲♦✉r❡✐r♦✱ ✷✵✵✵❀ ❈♦♦❦✱ ✷✵✶✷❀ ❉❛r❡ ❛♥❞ ❙❛❧❡❤✱ ✷✵✵✵❀ ❏✉♥❣ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✻✮✱ t❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

• ❉r✐❧❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦✈❡s ✐♥

❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❞r✐❧❧ ✭●röts❝❤❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❀ ▲✐♥ ❛♥❞ ❑❡r♥✐❣❤❛♥✱ ✶✾✼✸❀

❖♥✇✉❜♦❧✉✱ ✷✵✵✹✮✳

• ❈♦♠♣✉t❡r ✇✐r✐♥❣ ✭▲❡♥str❛ ❛♥❞ ❑❛♥✱ ✶✾✼✺✮✱ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✇✐r❡ ✉s❡❞ t♦ ❧✐♥❦ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❥♦✐♥ t❤❡♠ ❛❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇✐r❡✱

st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❙❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ▲❛✲

♣♦rt❡ ✭✶✾✾✷✮❀ ▼✐❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✵✮❀ ❖r♠❛♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,A)✱ ✇❤❡r❡ A ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ❛r❝ s❡t ❛♥❞ V❂④v1, v2, v3, . . . , vn⑥ ✐s t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t❀ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s

t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st ✈✐s✐t✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① C = tij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦sts t♦ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i

t♦ ❝❧✐❡♥t j✳ ❇✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s xij ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱

xij =











1, ✐❢ ❛r❝ ❢r♦♠ ✈❡rt❡① i t♦ ✈❡rt❡① j ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦✉r✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ts♣ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

min
n

∑

i=1

n
∑

j=1

tijxij ✭✷✳✹✮

s✉❜❥❡❝t t♦
n

∑

i=1
i 6=j

xij = 1, ∀j ✭✷✳✺✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✵

n
∑

j=1
i 6=j

xij = 1, ∀i ✭✷✳✻✮

∑

(i,j)∈A
i∈S

j∈V \S

xij ≥ 1, ∀S ⊂ V ✭✷✳✼✮

xij ∈ {0, 1}, ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ts♣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ s❡ts ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✮✱ ❜♦t❤ ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② n✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡

t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ✈✐s✐ts ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s

s✉❜t♦✉rs✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✼✮ ✇✐t❤ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② 2n ✐s ✉s❡❞✳ ▲❛st❧②✱ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✽✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ts♣ ✐s n!✱ ✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡

✭❆♣♣❧❡❣❛t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ▲❛♣♦rt❡✱ ✷✵✵✻❀ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✳

Metaheuristic Algorithms

Exact

Algorithm

Nature based

Approximation

Method

Simulation

Method

Ant Colony

Bee Colony

Swarm

Optimization

Evolutive

Algorithms

Genetic

Algorithm
Memetic

Algorithm

Simulated

Annealing
Scatter Search

Local Search

Tabu Search

GRASP

VNS

Scatter

Search

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙②♥♦♣t✐❝ t❛❜❧❡ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐♠♠❡rs❡❞✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✶

❉✉❡ t♦ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦t ♦♥❧② ✐♠♣r♦✈❡✲

♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♣r♦❞✉❝❡

❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛st❡r✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ts♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ✇❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ts♣ ✐♥❝❧✉❞❡✳

• ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛

❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t

♦♥❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ❆r♦r❛ ✭✶✾✾✽✮❀

❆s❛❞♣♦✉r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮❀ ❍❡ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ✭✷✵✶✼✮❀ ❑❛r♣ ✭✶✾✼✼✮❀ ❑❛r♣✐♥s❦✐ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✺✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦r ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ t♦ ❝❡rt✐❢② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✭❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✼✹✮✳

• ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s✿

✕ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❆✐❤❛r❛✱ ✶✾✾✺❀ ❍❛♠♠❡rs❧❡②✱ ✶✾✻✵❀ ▲❡❡

❛♥❞ ❈❤♦✐✱ ✶✾✾✹❀ P♦✇❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❱❛♥❞❡r❜✐❧t ❛♥❞ ▲♦✉✐❡✱ ✶✾✽✹❀ ❲♦♥❣

❛♥❞ ▲✐❛♥❣✱ ✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭▼❛rt✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❀ ❯❧♠❡r

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

• ❍❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ q✉✐❝❦❧② ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r

NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ♠❡t❤♦❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ tr❛❞❡✲♦✛✱ ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉r❛♥❝❡

♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❙✐❧✈❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✵❀ ❩❛♥❛❦✐s

❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ t②♣❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ts♣✿

✕ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ♣❛rt ❢r♦♠ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥ ❇❡♥t❧❡② ✭✶✾✾✷✮❀ ●❡♥❞r❡❛✉

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮❀ ▲✐♥ ❛♥❞ ❑❡r♥✐❣❤❛♥ ✭✶✾✼✸✮❀ ❘♦s❡♥❦r❛♥t③ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❆



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✷

❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s t❤❡ ❣r❡❡❞✐♥❡ss ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❣♦♦❞

s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ st✉❝❦ ✇✐t❤ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❧❛t❡r

♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❧✐♥❞♥❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✕ ▲♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t t❛❦❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❛♥❞

❞✐st✉r❜ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐t ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s

✭❋r❡✐s❧❡❜❡♥ ❛♥❞ ▼❡r③✱ ✶✾✾✻❀ ●✉ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣✱ ✶✾✾✹❀ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✾✵❀ ❏♦❤♥✲

s♦♥ ❛♥❞ ▼❝●❡♦❝❤✱ ✶✾✾✼❀ P❛q✉❡t❡ ❛♥❞ ❙tüt③❧❡✱ ✷✵✵✸❀ ❱♦✉❞♦✉r✐s ❛♥❞ ❚s❛♥❣✱

✶✾✾✾✮✳

✕ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t②♣❡s ✭●❡♥❞r❡❛✉

❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳

• ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❞❡s✐❣♥❡❞

t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✭●❡♥❞r❡❛✉ ❛♥❞

P♦t✈✐♥✱ ✷✵✶✵❀ ●❧♦✈❡r ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢

♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿

✕ ◆❛t✉r❡ ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❛♥t ❝♦❧♦♥✐❡s

✭❇✐❛♥❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❈❤✐❡♥✱ ✷✵✶✶❀ ❉♦r✐❣♦ ❛♥❞ ●❛♠❜❛r❞❡❧❧❛✱

✷✵✶✻✱ ✶✾✾✼❀ ❉♦r✐❣♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❉✉❛♥ ❛♥❞ ❨✉✱ ✷✵✵✼❀ ❏✉♥❥✐❡ ❛♥❞ ❉✐♥❣✇❡✐✱

✷✵✵✻✮✱ ❜❡❡ ❝♦❧♦♥② ✭❍✉ ❛♥❞ ❩❤❛♦✱ ✷✵✵✾❀ ❑❛r❛❜♦❣❛ ❛♥❞ ●♦r❦❡♠❧✐✱ ✷✵✶✶❀

▼❛r✐♥❛❦✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❚❡♦❞♦r♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❲♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵✮

♦r s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❈❤✐❡♥✱ ✷✵✶✶❀ ❈❧❡r❝✱ ✷✵✵✹❀ ▲♦♣❡ ❛♥❞

❈♦❡❧❤♦✱ ✷✵✵✺❀ ▼❛r✐♥❛❦✐s ❛♥❞ ▼❛r✐♥❛❦✐✱ ✷✵✶✵❀ ❚❛s❣❡t✐r❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❲❛♥❣

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐s t♦ r❡❝r❡❛t❡ ❛♥✐♠❛❧

❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✕ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐♥ ♠❡t❛❧❧✉r❣②✱ ❛✐♠s t♦ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡

✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❈❤✐❡♥✱ ✷✵✶✶❀ ▼❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❀ ❘❛♥❞❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ●r❡st✱ ✶✾✽✻❀



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✸

❱❛♥❞❡r❜✐❧t ❛♥❞ ▲♦✉✐❡✱ ✶✾✽✹✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳

✕ ▲♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤✲✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✐❞❡❛ ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛♥② ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❜❡✐♥❣ ❤✐♥❞❡r❡❞ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣✲

t✐♠✉♠✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝❧✉❞❡ t❛❜✉ s❡❛r❝❤ ✭❋✐❡❝❤t❡r✱ ✶✾✾✹❀ ●❡♥❞r❡❛✉

❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❑♥♦①✱ ✶✾✾✹❀ ▼❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❀ ▼✐s❡✈✐↔✐✉s✱ ✷✵✵✹❀ ❚❤❛♠✐❧✲

s❡❧✈❛♥ ❛♥❞ ❇❛❧❛s✉❜r❛♠❛♥✐❡✱ ✷✵✵✾❀ ❚♦t❤ ❛♥❞ ❱✐❣♦✱ ✷✵✵✸✮✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡✐❣❤✲

❜♦r❤♦♦❞ s❡❛r❝❤ ✭❇✉r❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❈❛rr❛❜s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❛ ❙✐❧✈❛ ❛♥❞

❯rr✉t✐❛✱ ✷✵✶✵❀ ❍❡♠♠❡❧♠❛②r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❍❡r♥á♥❞❡③✲Pér❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀

▼❧❛❞❡♥♦✈✐➣ ❛♥❞ ❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✾✼✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣✉✐❞❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s

✭❑✐❧❜② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ▲♦♣❡ ❛♥❞ ❈♦❡❧❤♦✱ ✷✵✵✺❀ ❱♦✉❞♦✉r✐s ❛♥❞ ❚s❛♥❣✱ ✶✾✾✾✮✳

✕ ●r❡❡❞② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜❡tt❡r ❦♥♦✇♥ ❛s ●❘❆❙P✱

t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣ ❛ ❣r❡❡❞② ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡s ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦❝❛❧

s❡❛r❝❤✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❍❡r♥á♥❞❡③✲Pér❡③ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮❀ ▼❛r✐♥❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮

✕ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② t❤❡♦r②✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t✲

❡r❛t✐♥❣ ✐t ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❆❤♠❡❞✱

✷✵✶✵❀ ❈❤♦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❉✉❛♥ ❛♥❞ ❨✉✱ ✷✵✵✼❀ ❋r❡✐s❧❡❜❡♥ ❛♥❞ ▼❡r③✱ ✶✾✾✻❀

●r❡❢❡♥st❡tt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❀ ❑r❛s♥♦❣♦r ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✵❀ ▲❛rr❛♥❛❣❛ ❡t ❛❧✳✱

✶✾✾✾❀ ▼❡r③ ❛♥❞ ❋r❡✐s❧❡❜❡♥✱ ✶✾✾✼❀ P♦t✈✐♥✱ ✶✾✾✻❀ ❚❤❛♠✐❧s❡❧✈❛♥ ❛♥❞ ❇❛❧❛✲

s✉❜r❛♠❛♥✐❡✱ ✷✵✵✾❀ ❯❧❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮✳

ts♣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛♥②✲❝❡♥t❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐s✲

t❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐♥ ❝❤❛r❣❡

♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss

s♦♠❡ ♦t❤❡r r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❛✐♠ ❢♦r✳ ❙❡❝t✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✹

✷✳✸ ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ts♣✿ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts r♦✉t✲

✐♥❣✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡✳

✷✳✸ m✲❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠

❆ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ts♣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♥♦t ❜❡✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❥✉st

❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ✈✐s✐t t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛

✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❛tt❡♥❞ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t s❡t✳ ❚❤✐s

❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ❡✈❡r② ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✢❡❡t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛t

❧❡❛st ♦♥❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❝❧✐❡♥t✳ ❊❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠✉st ♥♦t ❡①❡❝✉t❡ s✉❜t♦✉rs✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ♦r ❛s t❤❡ m✲❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥

Pr♦❜❧❡♠ ✭♠✲ts♣✮ ✭❇❡❦t❛s✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✢❡❡t t♦ ♣❡r❢♦r♠

t❤❡ ✈✐s✐ts✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ■ts

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♠✲ts♣ ✐♥st❛♥❝❡✳

• ❘♦✉t✐♥❣ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s s❝❤♦♦❧ ❜✉s❡s ♦r ❞❡❧✐✈❡r② tr✉❝❦s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✺

♦❜t❛✐♥ ❛ t♦✉r ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❞❡♣♦t ❢r♦♠ ✇❤❡r❡

❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ♠✉st ♣❛rt ❛♥❞ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r t♦✉rs✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛✐♠ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜② ❛❧❧ ❜✉s❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ✇♦r❦s

♦❢ ❇❡❦t❛➩ ❛♥❞ ❊❧♠❛st❛➩ ✭✷✵✵✼✮❀ ❈❧❛r❦❡ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✶✾✻✹✮❀ ▲✐ ❛♥❞ ❋✉ ✭✷✵✵✷✮❀

▼✐♥ ✭✶✾✽✾✮❀ P❛r❦ ❛♥❞ ❑✐♠ ✭✷✵✶✵✮❀ ❙❝❤✐tt❡❦❛t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✶✸✮❀ ❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✵✮

• ❉♦♦r✲t♦✲❞♦♦r✲q✉❡r✐st✱ ✇❤❡♥ ❛ s❡t ♦❢ q✉❡r✐sts ✐♥t❡r✈✐❡✇ ❝✐t✐③❡♥s ❛t t❤❡✐r ❤♦♠❡s✱

❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈✐❡✇❡r ♠✉st ❧❡❛✈❡ ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ❤♦♠❡s t♦ ✈✐s✐t

✭●✐❧❜❡rt ❛♥❞ ❍♦❢str❛✱ ✶✾✾✷❀ ❑❡r❣♦s✐❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❙✐♣❛❤✐♦❣❧✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮

• ❙❛t❡❧❧✐t❡ s②st❡♠ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ s②st❡♠ ✭●◆❙❙✮

s✉r✈❡②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s tr❛♥s♠✐t s✐❣♥❛❧s ❢♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s

✭●r♦✈❡s✱ ✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥ts

❛❜♦✈❡ ❊❛rt❤ ❜② s❛t❡❧❧✐t❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st

♦r❞❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ s✉❝❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✇❤❡♥

❤❛✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r❡❝❡✐✈❡rs ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥♠✲ts♣ ✭❙❛❧❡❤ ❛♥❞ ❈❤❡❧♦✉❛❤✱

✷✵✵✹✮✳

• ❈r❡✇ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ ❛ ❞❡❧✐✈❡r② ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ❞❡❧✐✈❡r ✐t❡♠s ♦r

❣♦♦❞s t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♠✉st ❧❡❛✈❡ ❢r♦♠ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ❝♦♠❡

❜❛❝❦ t♦ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts t♦✉r ✭▲❡♥str❛ ❛♥❞ ❑❛♥✱ ✶✾✼✺❀ ❘❛✛✱ ✶✾✽✸❀ ❙✈❡st❦❛

❛♥❞ ❍✉❝❦❢❡❧❞t✱ ✶✾✼✸❀ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✳

❇② ❛❞❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♠✲ts♣ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠♦r❡ r❡❛❧✲

✐st✐❝ t②♣❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡✲r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✈r♣✮✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ts♣ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡✱ ❜✉t

♠✲ts♣ ❤❛s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✭❇❡❦t❛s✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❢♦r✲

♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ♠✲ts♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❇❡❦t❛s✱ ✷✵✵✻❀ ●❛✈✐s❤✱ ✶✾✼✻❀

❍❡♥r②✱ ✶✾✽✶❀ ❍♦♥❣ ❛♥❞ P❛❞❜❡r❣✱ ✶✾✼✼❀ ❑❛r❛ ❛♥❞ ❇❡❦t❛s✱ ✷✵✵✻❀ ❑❡r❣♦s✐❡♥ ❡t ❛❧✳✱



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✻

✷✵✵✾❀ ❘❛♦✱ ✶✾✽✵❀ ❙✈❡st❦❛ ❛♥❞ ❍✉❝❦❢❡❧❞t✱ ✶✾✼✸✮✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,A)✱ ✇❤❡r❡ A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛r❝ s❡t ❛♥❞

V❂④v1, v2, v3, . . . , vn⑥ ✐s t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t ❛♥❞ v0 ✐s t❤❡ ❞❡♣♦t ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s

♣❛rt ❛♥❞ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r t♦✉rs✳ ❆ ♠❛tr✐① C = tij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st

✐t ❤❛s t♦ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i t♦ ❝❧✐❡♥t j❀ t❤❡ t♦t❛❧ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✢❡❡t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s

m✳ ❇✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s xij ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱

xij =











1, ✐❢ t❤❡ ❛r❝ ❢r♦♠ ✈❡rt❡① i t♦ ✈❡rt❡① j ✐s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦✉r✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♠✲ts♣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

min
n

∑

i=1

n
∑

j=1

tijxij ✭✷✳✾✮

s✉❜❥❡❝t t♦
n

∑

j=2

x0j = m ✭✷✳✶✵✮

n
∑

i=1

xj0 = m ✭✷✳✶✶✮

n
∑

i=1

xij = 1, ∀j = 2, . . . , n ✭✷✳✶✷✮

n
∑

j=1

xij = 1, ∀i = 2, . . . , n ✭✷✳✶✸✮

∑

j∈S

xij ≥ |S| − {1, ∀S ⊂ V \ {1}, S 6= ∅ ✭✷✳✶✹✮

xij ∈ {0, 1}, ✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠✲ts♣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧

tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ m✲✈❡❤✐❝❧❡ ✢❡❡t✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮ ❡①♣r❡ss t❤❛t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✼

❡①❛❝t❧② m ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ m ❛❣❡♥ts ♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞

❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ❛t ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦✉r✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✸✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t

❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ✐s ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❝❡ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞✱ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡s

t❤❛t ♥♦ t♦✉r ❤❛s s✉❜t♦✉rs ✐♥ ✐t✳ ▲❛st❧②✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r

♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥ ✭✶✾✾✵✮✱ ❦✲ts♣ r❡t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ♦❢ ts♣✿ ✐t ❛❧s♦ ✐s NP✲❤❛r❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❞❡♣✐❝ts s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♠✲ts♣ ✐♥✲

❝❧✉❞❡✿

• ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛✐♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉t ✇✐t❤ ❛

❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

♦♥❡ ✭●❛✈✐s❤ ❛♥❞ ❙r✐❦❛♥t❤✱ ✶✾✽✻❀ ❏♦♥❦❡r ❛♥❞ ❱♦❧❣❡♥❛♥t✱ ✶✾✽✽❀ ▲❛♣♦rt❡✱ ✶✾✾✷✮✳

• ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♠✐t❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

♠✲ts♣✱ s✉❝❤ ❛s ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭▼♦❞❛r❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✳

• ❍❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ q✉✐❝❦❧② ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❙✐❧✲

✈❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✵❀ ❩❛♥❛❦✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾✮✱ s✉❝❤ ❛s✿

✕ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦♥✲

str✉❝t ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ✭●✐❧❜❡rt ❛♥❞ ❍♦❢str❛✱ ✶✾✾✷✮✳

✕ ▲♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝s ❞✐st✉r❜ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐t ❜②

s❡❛r❝❤✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭❙❤♦❦♦✉❤✐ r♦st❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮

✕ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭●✐❧❜❡rt ❛♥❞ ❍♦❢str❛✱ ✶✾✾✷✮

• ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦

♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✭●❡♥❞r❡❛✉ ❛♥❞ P♦t✈✐♥✱ ✷✵✶✵❀ ●❧♦✈❡r ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r✱

✷✵✵✻✮✱ s✉❝❤ ❛s✿



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✽

✕ ◆❛t✉r❡ ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❛♥t ❝♦❧♦♥②

♦r s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭●❤❛❢✉r✐❛♥ ❛♥❞ ❏❛✈❛❞✐❛♥✱ ✷✵✶✶❀ ❏✉♥❥✐❡ ❛♥❞ ❉✐♥❣✲

✇❡✐✱ ✷✵✵✻❀ ❙♦❢❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳

✕ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭●❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ◆❛❧❧✉s❛♠② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

✕ ▲♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤✲✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ✭◆❛❧❧✉s❛♠② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❙❤♦❦♦✉❤✐ r♦s✲

t❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

✕ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❈❛rt❡r ❛♥❞ ❘❛❣s❞❛❧❡✱ ✷✵✵✻❀ ❋♦❣❡❧✱ ✶✾✾✵❀ ❑✐rá❧② ❛♥❞

❆❜♦♥②✐✱ ✷✵✶✶❀ ❙♦❢❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀

❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮

✷✳✹ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝② Pr♦❜❧❡♠

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✿ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦r ❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳

❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t♦ ♣✉rs✉❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r

t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ ❝❧✐❡♥t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥

❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ t♦✉r✳ ❆ ✇❛✐t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❦♥♦✇♥

❛s ❧❛t❡♥❝②✳

❚❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝② Pr♦❜❧❡♠ ♠❧♣✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❘❡♣❛✐r♠❛♥

Pr♦❜❧❡♠ tr♣ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❉❡❧✐✈❡r② ▼❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ❞♠♣ ✭❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✱ ❛✐♠s t♦

s❡r✈❡ ❛s q✉✐❝❦ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

❛ ❝♦♠♣❛♥② ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ts♣✱

❛♥ ❛❣❡♥t ♠✉st ✈✐s✐t ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ r❡str❛✐♥❡❞ t♦ ♣❛rt ❢r♦♠ ❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦ ❛

❦♥♦✇♥ ✜①❡❞ ❞❡♣♦t✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ❛❧❧ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ tr❛✈❡❧



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✾

t✐♠❡s✳ ❆s ❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ st❛t❡s✱ ❛t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ts♣ ❛♥❞ ♠❧♣ ♠❛② s❡❡♠ s✐♠✐❧❛r

♣r♦❜❧❡♠s ❜✉t ✐♥ r❡❛❧✐t② t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡❀ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡✱

• ❖❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣✉rs✉❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧s✳ ♠❧♣ ✐s ❛

❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❛✇❛✐ts ❢♦r

❛ s❡r✈✐❝❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦st t❤❡ t♦✉r ♠❛② ❤❛✈❡ ✭❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ ❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱

✶✾✾✹❀ ●❛r❝í❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳

• ❙❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✿ ❢♦r ♠❧♣ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦

❛tt❡♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✳

• ▼❡tr✐❝✿ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✭❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱

✶✾✾✹✮✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ♠❧♣ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,A)✱ ✇❤❡r❡ A ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ❛r❝ s❡t ❛♥❞ V❂④v0, v1, v2, v3, . . . , vn⑥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t✳ v0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡

❞❡♣♦t ❛♥❞ v1, . . . , vn t❤❡ ❝❧✐❡♥ts t♦ ✈✐s✐t✳ ❆ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① C = ci,j ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❛t ❝❧✐❡♥t i ❛s si ❛♥❞ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❢r♦♠ ✈❡rt❡① i

t♦ ✈❡rt❡① j ❛s tij✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❛❣❡♥t t❛❦❡s

t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✬s ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❛❣❡♥t s♣❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❝❧✐❡♥ts ❜❡❢♦r❡ ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ ❝❧✐❡♥t i ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ t✐♠❡s

❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ i✱

ci,j = si + tij. ✭✷✳✶✻✮

❆ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠❧♣ ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣♦t ✐♥

t❤❡ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❛t❡♥❝② ❛t ✈❡rt❡① i ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ tr❛✈❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t

❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦t t♦ i✱

ℓi =
i

∑

j=1

cj−1,j. ✭✷✳✶✼✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✵

❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t♦✉r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✱

L =
n

∑

i=1

ℓi

=
n

∑

i=1

(n− i+ 1)ci−1,i. ✭✷✳✶✽✮

❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✻✮❀ ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮❀ ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮❀ ❇❧✉♠

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮❀ ●♦✉✈❡✐❛ ❛♥❞ ❱♦ÿ ✭✶✾✾✺✮❀ ▲✉❝❡♥❛ ✭✶✾✾✵✮❀ ◆❛❣❛r❛❥❛♥ ❛♥❞ ❘❛✈✐ ✭✷✵✵✽✮❀

❖r♠❛♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✼✮❀ P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ◗✉❡②r❛♥♥❡ ✭✶✾✼✽✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t

❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ t♦✉r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✱ ❡❛❝❤ ❛r❝

✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡

t♦✉r✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❞r❛❣❣❡❞ ✇❡✐❣❤t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t♦✉r ✉♥t✐❧ t❤❡

✈✐s✐t✐♥❣ ✐s ♦✈❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ✐❧❧✉str❛t❡s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❡tr✐❝s ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✭♠❧♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭ts♣✮ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ◆♦t✐❝❡ ❋✐❣✉r❡

✷✳✻❛ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻❜✱

❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ t♦✉r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛r❝ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t♦✉r✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✶

0

a

b

c

d

t 0,
a

ta,b

tb,c

tc,d

t d,0

✭❛✮ ❉✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ D

D = t0,a + ta,b + tb,c + tc,d + td,0

0t0,0

a

ta,a

b

tb,b

c

tc,c
d
td,d

t 0,
a

ta,b

tb,c

tc,d

✭❜✮ ▲❛t❡♥❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ L✱

L = ℓ0 + ℓa + ℓb + ℓc + ℓd✱

ℓi = ti,i + ti,j , ℓ0 = 0

L = 0 + (ta,a + t0,a) + ((ta,a + t0,a) + tb,b +

ta,b) + . . . + ((((ta,a + t0,a) + (tb,b + ta,b)) +

(tc,c + tb,c) + (td,d + tc,d))

L = 4(ta,a + t0,a) + 3(tb,b + ta,b) + 2(tc,c +

tb,c) + (td,d + tc,d)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ts♣ ❛♥❞

t❤❡ ♠❧♣✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻❛✮✱ ♦♥❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ tr❛✈❡❧

t✐♠❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻❜ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ✈✐s✐t❡❞ ✈❡rt❡①

✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t♦✉r✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻❛✱ t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ts♣ ❛♥❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻❜ t❤✐s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❧♣✿ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛✐♠❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐s ❛t t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡

♠✉st r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦✉r✱ ❜✉t t❤❛t ✜♥❛❧ ❛r❝ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t♦✉r✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ s❤♦✇s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ t♦✉r ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ t❡♥ ❝❧✐❡♥ts ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✷

❧❛t❡♥❝②✳ ❊❛❝❤ ❣r❡② ❛rr♦✇ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❦♥♦✇♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞

t❤❡ ❞❡♣♦t✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♠❧♣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥❀ t❤❡

❞❛r❦❡r ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ t♦✉r t❤❡ ❛❣❡♥t ❢♦❧❧♦✇s t♦ ✈✐s✐t t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ s♠❛❧❧ ♠❧♣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❡♥ ✈❡rt✐❝❡s✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♠❧♣ ❤❛s ❣r♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ✭❇❧✉♠

❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀ ❈❤❛✉❞❤✉r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ●❛r❝í❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ▲✉❝❡♥❛✱ ✶✾✾✵✮✳ ❊①❛♠♣❧❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✿

• ❍✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝✿ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r② ❛♥❞ s✉♣♣❧② ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❞✉r✐♥❣

♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛st❡rs ♦r ❡♠❡r❣❡♥❝✐❡s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐t❡♠s t♦ t❤❡ ✈✐❝t✐♠s

♦❢ ❛ ❞✐s❛st❡r ✐♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ✭❈❛✉♥❤②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❋❡rr❡r ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✻❀ ❑♦✈á❝s ❛♥❞ ❙♣❡♥s✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾❀ ▲❡✐r❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❖✈❡rstr❡❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀

❙t❡♣❤❡♥s♦♥✱ ✷✵✶✼❀ ❚♦♠❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❱❛r❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

• ▼❡❞✐❝✐♥❡✿ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞❡❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❛❝✲

t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✭❉❛r❝✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ●♦❧❞❢❛r❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀ ●♦♦❞✇✐❧❧✱

✶✾✻✺❀ ❏♦❤♥ ❛♥❞ P✐❝t♦♥✱ ✷✵✵✵❀ ❑♦❤❛r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ▲✐tt♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ▼❛❞s❡♥
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1
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Level 1 Level 3Level 2 Level n-1 Level n

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❧❞♣✳

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀ P❛♥✐❛❣✉❛✲❙♦t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❙❛✐t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀ ❙q✉✐r❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✺❀

❙t❡r♥❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✽✮✳

• ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✿ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s s✉❝❤

❛s ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✭❈r♦✇❝r♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ●r♦✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ●✉♠♠❛❞✐

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✭❈r♦✇❝r♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ❏♦♦ ●❤❡❡

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❑❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▲✐❝❤tst❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ Pr③②❜②➟✱

✷✵✶✽❀ ❙❝❤✉r❣❡rs ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳

• ❘♦✉t✐♥❣✿ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐♥ ❛ ❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

✭❇♦❝❦✱ ✷✵✶✺❀ ❇✉❧❤♦❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀ ❉❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✶✾✾✷✮✳

■♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❧❛t❡♥❝② ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐t ✭❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ●♦✉✈❡✐❛ ❛♥❞

❱♦ÿ✱ ✶✾✾✺❀ ▼é♥❞❡③✲❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ◗✉❡②r❛♥♥❡✱ ✶✾✼✽❀ ❙❛r✉❜❜✐ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✽✮✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❆♥❣❡❧✲

❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡✐r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦✱ s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s n + 1 ❧❡✈❡❧s✳ ❙✉❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦❢

P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ◗✉❡②r❛♥♥❡ ✭✶✾✼✽✮ ❢♦r ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ts♣✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✹

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♠❧♣ ❛r❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ V

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣♦t ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ℓi, i > 0 ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛ ✈❡rt❡① vi

✐s ♣r❡s❡♥t✿ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛t❤ t❤❛t ✈✐s✐ts ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✈❡rt❡① ♣❡r ❧❡✈❡❧✳

◆♦ ✈❡rt❡① ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s✳

xi,k =











1, ✐❢ ✈❡rt❡① i ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❧❡✈❡❧ k ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

yi,j(k) =











1, ✐❢ ✈❡rt❡① j ♦♥ ❧❡✈❡❧ k + 1 ❢♦❧❧♦✇s ✈❡rt❡① i ♦♥ ❧❡✈❡❧ k✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❧♣ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s✿

min F1 = n
n

∑

i=1

c0ix
1
i +

n−1
∑

k=1

n
∑

i=1

n
∑

j=1

(n− k)cijyi,j(k) ✭✷✳✶✾✮

s✉❜❥❡❝t t♦
n

∑

k=1

xi,k = 1, i = 1, 2, . . . , n ✭✷✳✷✵✮

n
∑

i=1

xi,k = 1, k = 1, 2, . . . , n ✭✷✳✷✶✮

n
∑

j=1
j 6=i

yi,j(k) = xi,k, i = 1, 2, . . . , n✱ k = 1, 2, . . . , n− 1 ✭✷✳✷✷✮

n
∑

j=1
j 6=i

yj,i(k) = xi,k+1, i = 1, 2, . . . , n✱ k = 1, 2, . . . , n− 1 ✭✷✳✷✸✮

xi,k ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , n✱ k = 1, 2, . . . , n ✭✷✳✷✹✮

yi,j(k) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n✱ j = 1, 2, . . . , n, j 6= i✱ k = 1, 2, . . . , n. ✭✷✳✷✺✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✶✾✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥②



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✺

❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ♥♦

♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐♥ ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡

❛r❝ ❧❡❛✈❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ k✱ ❡①❛❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt❡① t❛❦✐♥❣ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✷✸✮ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❛r❝ ❛t ❛ t✐♠❡ ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ k+1✱ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡

✈❡rt❡① ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✵✮ t♦ ✭✷✳✷✸✮ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❧❞♣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

❞❡✜♥❡❞✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✺✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s yi,j(k) ❛r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜✐♥❛r② ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✸✮✱

✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❛r❝ ❧❡❛✈❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ k ❛♥❞ ❛rr✐✈❡s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡

✈❡rt❡① ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ k+1✳ ❚❤❡s❡ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡s t❤❛t yi,j(k) ✐s

❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦r ③❡r♦✳

♠❧♣ ✐s NP✲❤❛r❞ ✭❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ r❡✢❡❝ts t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦

✉s❡❞ ❢♦r ♠❧♣✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠❧♣ ✐♥❝❧✉❞❡✿

• ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✿ t♦ ✜♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡ ✭❆r❝❤❡r ❛♥❞

❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱ ✷✵✵✸❀ ❆r❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❆r♦r❛ ❛♥❞ ❑❛r❛❦♦st❛s✱ ✶✾✾✾❀ ❋r❡❞❡r✐❝❦✲

s♦♥ ❛♥❞ ❲✐tt♠❛♥✱ ✷✵✶✷❀ ●❛r❣✱ ✶✾✾✻❀ ●♦❡♠❛♥s ❛♥❞ ❑❧❡✐♥❜❡r❣✱ ✶✾✾✽✮✳

• ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♠✐t❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠❧♣✱ s✉❝❤ ❛s

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❆❣♥✐❤♦t❤r✐✱ ✶✾✽✽✮✳

• ❍❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s t♦ q✉✐❝❦❧② ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❙✐❧✈❡r ❡t ❛❧✳✱

✶✾✽✵❀ ❩❛♥❛❦✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾✮✱ s✉❝❤ ❛s

✕ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❝♦♥str✉❝t ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❋r❡❞❡r✐❝❦s♦♥ ❛♥❞ ❲✐tt♠❛♥✱ ✷✵✶✷❀ ▼❛ ❡t ❛❧✳✱



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✻

✷✵✶✺✮✳

✕ ▲♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❞✐st✉r❜ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣

✐t ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭❇❥❡❧✐➣ ❛♥❞ P♦♣♦✈✐➣✱ ✷✵✶✺✮✳

✕ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭❇❥❡❧✐➣ ❛♥❞ P♦♣♦✈✐➣✱ ✷✵✶✺✮✳

• ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❡♠♣❧♦② ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✭●❡♥❞r❡❛✉ ❛♥❞ P♦t✈✐♥✱ ✷✵✶✵❀ ●❧♦✈❡r ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r✱ ✷✵✵✻✮

s✉❝❤ ❛s✿

✕ ◆❛t✉r❡ ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❙❤②✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

✕ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭▼❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ▼♦s❤r❡❢✲❏❛✈❛❞✐ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✶✻✮✳

✕ ▲♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤✲✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s t❛❜✉ s❡❛r❝❤ ✭❉❡✇✐❧❞❡

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❛r❝❤ ✭❇❥❡❧✐➣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ▼♦s❤r❡❢✲

❏❛✈❛❞✐ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✶✻❀ ❙❛❧❡❤✐♣♦✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❛♥❞ ❣✉✐❞❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤

♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❱❛r❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

✕ ●❘❆❙P ✭❋❡rr❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❙❛❧❡❤✐♣♦✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

✕ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❇❛♥❣ ❛♥❞ ◆❣❤✐❛✱ ✷✵✶✵✮✳

P✉❜❧✐s❤❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠❧♣ ✐s ♥♦t ❛s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r

ts♣✳ ■t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♠❛✐♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❆r❝❤❡r ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱

✷✵✵✸❀ ❆r❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❆r♦r❛ ❛♥❞ ❑❛r❛❦♦st❛s✱ ✶✾✾✾❀ ●❛r❣✱ ✶✾✾✻❀ ●♦❡♠❛♥s ❛♥❞

❑❧❡✐♥❜❡r❣✱ ✶✾✾✽✮ t♦ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ✭❙❛❧❡❤✐♣♦✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✷✮✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜r✐♥❣s ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ❣✐✈✐♥❣

♣r✐♦r✐t② t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛tt❡♥❞❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛♥②✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✼

✷✳✺ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝② Pr♦❜❧❡♠

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ts♣✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❧♣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♥♦t ❜❡✐♥❣ r❡✲

str✐❝t❡❞ t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ❜✉t t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥st❡❛❞✳ ❊✈❡r②

✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✢❡❡t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❝❧✐❡♥t✱ ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠✉st

♥♦t ❡①❡❝✉t❡ s✉❜✲t♦✉rs ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘❡♣❛✐r♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ♦r ❛s t❤❡ k✲❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❘❡♣❛✐r♠❛♥ Pr♦❜✲

❧❡♠ ✭❦ ✲tr♣✮ ✭❋❛❦❝❤❛r♦❡♥♣❤♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❖♥❞❡r

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ❧❛t❡♥❝② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❦ ✲tr♣✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k ❛❣❡♥ts ✐s ✐♥

❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲t♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t

❦♥♦✇s ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤

❝❧✐❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ k t♦✉rs ✐♥ ❦ ✲tr♣ ❞♦ ♥♦t

❝♦♥t❡♠♣❧❛t❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝s t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦✉♥t t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛t t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳

❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲tr♣ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❦ ✲tr♣ ✐♥st❛♥❝❡✳

❆ ❦ ✲tr♣ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s k s✐♥❣❧❡ t♦✉rs✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✽

♣❡r t♦✉r ❛♥❞ ❛❧❧ k r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛t❡♥❝✐❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢

t❤❡ ✢❡❡t✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ t❤❡ ❣r❡② ❛r❝s ❞❡♣✐❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞

❞❡♣♦t ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❛r❦❡r ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛r❝s tr❛✈❡❧❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ t♦✉r✱

❞✐✛❡r✐♥❣ ✐♥ ❝♦❧♦r✱ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡t✉r♥ ❛r❝s t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t

❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦ ✲tr♣ ✐♥❝❧✉❞❡✿

• ❘♦✉t✐♥❣✿ ❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❢✉❧✜❧❧s ❛ s❡r✈✐❝❡ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✭❆✈❝✐ ❛♥❞ ❆✈❝✐✱

✷✵✶✼❀ ●♦♥③á❧❡③ ❛♥❞ ❘✐✈❡r❛✱ ✷✵✶✺❀ ❍❛ ❇❛♥❣✱ ✷✵✶✽❀ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ❙❛❧❛✈❛t✐♣♦✉r✱

✷✵✶✻✮✳

• ❍✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s✿ ❛s ✐♥ ♣♦st✲❞✐s❛st❡r r❡s✐❧✐❡♥❝❡ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡❛♠s

♦❢ r❡♣❛✐r♠❡♥ t♦ ✜① ❞❛♠❛❣❡❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ✭❉✐❦❜②❦✱ ✷✵✶✼❀ ▼❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❦ ✲tr♣ ✭▲✉♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀

◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❖♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮❀ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤

❣♦♦❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮❀

◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❦ ✲tr♣✱ ❧❡t ✉s ❞❡❝❧❛r❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐✲

r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,A)✱ ✇❤❡r❡ A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛r❝ s❡t ❛♥❞ V❂④v0, v1, v2, v3, . . . , vn⑥

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t✱ v0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡♣♦t✱ ❛♥❞ v1, . . . , vn t❤❡ ❝❧✐❡♥ts t♦ ✈✐s✐t✳

❚❤✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡♣❛✐r♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s k ✈❡❤✐❝❧❡s t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥t r❡q✉❡sts ❛♥❞ ✐s

r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❧ k ❛❣❡♥ts ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥ts

❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐s✱

N = n− k + 1. ✭✷✳✷✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❆ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① C =

cij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✐t t❛❦❡s t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ❝♦♠♠❡♥❝❡ s❡r✈✐❝❡ ❛t ❝❧✐❡♥t i ❛❢t❡r

❝❧✐❡♥t j✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ N + 1 ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✸✾

1 

0 

1 

2 

3 

n-1 

n 

2 

3 

n-1 

n 

0 

1 

2 

3 

n 

n-1 

0 

1 

2 

3 

n 

n-1 

0 

Level 1 Level 2 Level 3 Level N Level N+1 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❦ ✲tr♣✳

t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✿ ❧❡✈❡❧ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♣② ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❝❧✐❡♥ts v1, v2, . . . , vn✱ ❧❡✈❡❧s ✷✱✸✱. . .✱N ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❝♦♣② ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣

✐♥ t❤❡ s❡t V ✱ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ N + 1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣♦t✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❦ ✲tr♣ ✐s ❛ s❡t ♦❢ k ♣❛t❤s st❛rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❞❡♣♦t ❛♥❞ ✈✐s✐t✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✉♥t✐❧ ❛❧❧ k ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ✈✐s✐t❡❞ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ V ✳

■♥ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ♣❛t❤s t♦ ❡①♣r❡ss ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② st❛rt✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ✈✐s✐t✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡

❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s st❛t❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲tr♣✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥

✈✐s✐t ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✱ t❤✐s ✐s t♦ s❛② ❛ ❝❧✐❡♥t i ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♣❛t❤✳ ❊❛❝❤ ♣❛t❤

s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ✈✐s✐t ♦♥❡ ✈❡rt❡① ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❧❡✈❡❧❀ ✐❢ ❛ ♣❛t❤ st❛rts ✐♥

✈❡rt❡① l✱ t❤❡♥ t❤✐s ♣❛t❤ ❤❛s l − 1 ✈❡rt✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

xi,l =











1, ✐❢ ❝❧✐❡♥t i ✐s ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ l ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✱



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✵

yij(l) =



















1, ✐❢ ❝❧✐❡♥t i ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ l + 1 ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝❧✐❡♥t j ✐♥ t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥ l ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❦ ✲tr♣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

min F1 =
n

∑

j=1

c0j

N
∑

l=1

ly0,j(k) +
n

∑

i=1

n
∑

j=1
j 6=i

cij

N−1
∑

l=1

lyi,j(l) ✭✷✳✷✼✮

s✉❜❥❡❝t t♦
N
∑

l=1

xi,l = 1, i = 1, 2, . . . , n ✭✷✳✷✽✮

n
∑

i=0

xi,1 = k ✭✷✳✷✾✮

N
∑

l=1

n
∑

j=1

y0,j(l) = k ✭✷✳✸✵✮

n
∑

j=1
j 6=i

yi,j(l) = xi,l+1, i = 1, 2, . . . , n; l = 1, 2, . . . , N − 1 ✭✷✳✸✶✮

y0,j(l) +
n

∑

i=1
i 6=j

yi,j(l) = xj,l, j = 1, 2, . . . , n; l = 1, 2, . . . , N − 1 ✭✷✳✸✷✮

y0,j(N) = xj,N , j = 1, 2, . . . , n ✭✷✳✸✸✮

xi,l ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n; l = 1, . . . , N ✭✷✳✸✹✮

yi,j(l) ≥ 0, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n; l = 1, . . . , N − 1. ✭✷✳✸✺✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✈✐s✐t❡❞ ❜② t❤❡

✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✼✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡r❡

❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡rt❡① ♣❡r ❧❡✈❡❧✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮ r❡q✉✐r❡s t❤❛t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✶

❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♠✉st ✈✐s✐t ❛t ❧❡❛st ❛ ❝❧✐❡♥t✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❧❧ k ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✸✵✮ ❡♥s✉r❡s ❛❧❧ k ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♦♥❧② ❢r♦♠

t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❧❡✈❡❧ l + 1✱ ❛r❝s ❝❛♥ ❧❡❛✈❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✷✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ l ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛rr✐✈❡ ❛r❝s t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ s✉❝❤ ❧❡✈❡❧

❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ ❧❡✈❡❧ N ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❧❡✈❡❧ N +1 ♠✉st ❜❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt❡① ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❧❡✈❡❧ N ✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✺✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡

♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s yi,j(l) ❛r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜✐♥❛r②

❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡

❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s xi,l ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s

✜♥❞✐♥❣ t❤❡ k s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡rt❡① ✐♥ ❧❡✈❡❧ l t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡

✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✉♥✐✲♠♦❞✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ yi,j(l) ❛s ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❦ ✲tr♣ ✭❙✐tt❡rs✱ ✷✵✶✹✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱ s✉❝❤ ❛s✿

• ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✜♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡ ✭❋❛❦❝❤❛r♦❡♥✲

♣❤♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ❙❛❧❛✈❛t✐♣♦✉r✱ ✷✵✶✻❀ ❙✐tt❡rs✱ ✷✵✶✹✮✳

• ❍❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t q✉✐❝❦❧② ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s

♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❦ ✲tr♣ ✐♥❝❧✉❞❡✿

✕ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❝♦♥str✉❝t ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭▼❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

✕ ▲♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t t❛❦❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧

♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐t ✭❆✈❝✐ ❛♥❞ ❆✈❝✐✱ ✷✵✶✼❀ ●♦♥③á❧❡③ ❛♥❞ ❘✐✈❡r❛✱ ✷✵✶✺✮✳

✕ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ❤❡✉r✐st✐❝s t②♣❡s ❛❜♦✈❡✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✷

• ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞

s♦❧✉t✐♦♥s ✭●❡♥❞r❡❛✉ ❛♥❞ P♦t✈✐♥✱ ✷✵✶✵❀ ●❧♦✈❡r ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r✱ ✷✵✵✻✮✳ ❊①✲

❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❦ ✲tr♣ ✐♥❝❧✉❞❡✿

✕ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✭▼❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

✕ ▲♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤✲✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

s❡❛r❝❤ ✭❍❛ ❇❛♥❣✱ ✷✵✶✽✮✱ ❛♥❞ ❣✉✐❞❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❆✈❝✐ ❛♥❞

❆✈❝✐✱ ✷✵✶✼❀ ●♦♥③á❧❡③ ❛♥❞ ❘✐✈❡r❛✱ ✷✵✶✺❀ ◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳

✕ ●❘❆❙P✱ ❛s ✐♥ ❍❛ ❇❛♥❣ ✭✷✵✶✽✮

✷✳✻ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

Pr♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❧❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✐❧❧❛r ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✭❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❀ ❋r❡❞❡r✐❝❦ ❛♥❞ ▲✐❡❜❡r✲

♠❛♥✱ ✶✾✽✷❀ ❍✐❧❧✐❡r ❛♥❞ ▲✐❡❜❡r♠❛♥✱ ✶✾✽✻❀ ❚❛❤❛✱ ✶✾✾✷✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡st ✐♥ ❛

s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✱ ✷✳✸✱ ✷✳✹✱ ❛♥❞ ✷✳✺

❛r❡ ❜❛s✐❝ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳

❙♦❧✈✐♥❣ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥✲

✈♦❧✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

r❡❛❧✲❧✐❢❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❡♥❞s t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢

♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡♠ ❛❧❧✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ✉♥❞❡r

♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♥❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞

t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦r ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❛r❡❛ ♦❢ st✉❞② ✐s ♠❛✐♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s

❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♥❞❡r ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❛♠♦♥❣ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♥✢✐❝t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✭❉❡❜ ❡t ❛❧✳✱



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✸

✷✵✶✻❀ ❊❤r❣♦tt✱ ✷✵✵✺❀ ❙❡♥❣✉♣t❛✱ ✷✵✶✻✮✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛✐♠ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡

❝❧❛ss✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❢♦rt ♦r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❊❤r❣♦tt✱ ✷✵✵✺✮✳ ❆ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥♦ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡s ❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ t❤✐s ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❣r❛♥❞ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ✏♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✑ ✭❊❤r❣♦tt✱ ✷✵✵✺❀ ❘♦♠❡r♦✱ ✶✾✾✸✮✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛

tr❛❞❡✲♦✛✱ ❛s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t❤❛t ♥❡❡❞

❛ ❞❡✜♥❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ r❛♥❦ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐s

♠❡❛s✉r❡❞✳

❆ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡✿

♦♣t✐♠✐③❡ f(X) = [f1(x), . . . , fi(x), . . . , fq(x)] ✭✷✳✸✻✮

s✉❜❥❡❝t t♦✿

x ∈ X,

✇❤❡r❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✻✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ fi(x)

♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ X ✐s t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t✱ x t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✈❡❝t♦r ❛♥❞ f(X) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t✳ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ s✉❜s❡t✱ ❝♦❧❧♦q✉✐❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ tr❛❞❡✲♦✛✱ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r

✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ✐s ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ P❛r❡t♦ t❡r♠s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❆ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ x∗ ∈ X ✐s ❡✣❝✐❡♥t ♦r P❛r❡t♦

♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ x ∈ X s✉❝❤ t❤❛t f(x) ≤ f(x∗)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳ ◆♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥t✳ ■❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ x∗ ✐s s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✱ f(x∗) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✸✳ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ■❢ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s x1 ❛♥❞ x2 ❜❡❧♦♥❣ t♦ X✱ ❛♥❞ f(x1) ≤
f(x2)✱ ✐t ✐s s❛✐❞ t❤❛t x1 ❞♦♠✐♥❛t❡s x2 ❛♥❞ f(x1) ❞♦♠✐♥❛t❡s f(x2)✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✹

f1

f2

x1

x2

Pareto front

(Definition 2.6.5)

Y N =f1(x),f2(x)

Feasible Region

E N = x ϵ X : f(x) ϵ YN

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❇❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✿ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡✐♥❣

♠✐♥✐♠✐③❡❞❀ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ✐s ❞r❛✇♥ ✐♥ r❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✹✳ ❊✣❝✐❡♥t s❡t✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s x∗ ∈ X ✐s

❝❛❧❧❡❞ ❡✣❝✐❡♥t s❡t ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② XE✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✺✳ ◆♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ s❡t✳ ❆❧❧ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥ts YN : y∗ = f(x∗) ∈
Y, ✇❤❡r❡ x∗ ∈ XE ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ s❡t ♦r P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ♦❢ f(x)✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t s❡t XE

✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✹✮✱ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❧❧ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥ts t❤❛t t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦

t❤❡ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ s❡t ♦r P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡

♣♦✐♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡

❢r♦♥t✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s YN ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✺✮✱ ❞r❛✇♥ ✐♥ r❡❞✳

❆ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ❤❛s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜♦✉♥❞s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦♥✲

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦❀ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts t♦ s❡✈❡r❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t✱ ♦r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛❞✐r ♣♦✐♥t✱ ♦r t❤❡ ✉♣♣❡r

❜♦✉♥❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛❧❧



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✺

♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ❛ ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❝♦♥✢✐❝t ❛♠♦♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❡①✐sts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✻✳ ■❞❡❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t yI = (yI1 , . . . , y
I
q ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

yIk = ♠✐♥x∈Xfk(x) = ♠✐♥ y∈Y yk. ✭✷✳✸✼✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♥❛❞✐r ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✇♦rst ✈❛❧✉❡

♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✼✳ ◆❛❞✐r ♣♦✐♥t yN = (yI1 , . . . , y
I
q ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

yNk = ♠❛①x∈XE
fk(x) = ♠❛① y∈YN

xk. ✭✷✳✸✽✮

f1

f2

yN

yI

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ■❞❡❛❧ ♣♦✐♥t ✭yI✮ ❛♥❞ ♥❛❞✐r ♣♦✐♥t ✭yN✮ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ t✇♦✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✳

❇♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❤❛✈❡



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✻

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛❞✐r ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡

♥❛❞✐r ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡

✐t ✭❇❡❝❤✐❦❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❉❡❜ ❛♥❞ ▼✐❡tt✐♥❡♥✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵❀ ❉❡❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❑♦r❤♦♥❡♥

❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❀ ▼❡t❡✈ ❛♥❞ ❱❛ss✐❧❡✈✱ ✷✵✵✸✮✱ ❜✉t ♦♥❡ ❜❛s✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛❞✐r ♣♦✐♥t

✐s ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛②✲♦✛ t❛❜❧❡s✳

❖♥ ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡s p ♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡

♣❛②✲♦✛ t❛❜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ p ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤♦s❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ yIk,= ♠✐♥x∈Xfk(x
k), ∀k =

1, . . . , p✳ ❇② ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♣❛②✲♦✛ t❛❜❧❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡❛❝❤

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ P❛②✲♦✛ t❛❜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t✳

x1 x2 . . . xp−1 xp

f1 f1(x
1) = yI1 f1(x

2) . . . f1(x
p−1) f1(x

p)

f2 f2(x
1) f2(x

2) = yI2 . . . f2(x
p−1) f2(x

p)
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳

fp−1 fp−1(x
1) fp−1(x

2) . . . fp−1(x
p−1) = yIp−1 fp−1(x

p)

fp fp(x
1) fp(x

2) . . . fp(x
p−1) fp(x

p) = yIp

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ♣❛②✲♦✛ s❡tt✐♥❣ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛♥❞ ✜♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐t✳ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢r♦♥t ✭❊❤r❣♦tt✱ ✷✵✵✺✮✳ ❈❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s

❛r❡

• ❲❡✐❣❤t❡❞ s✉♠✿ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ✭❊❤r❣♦tt✱



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✼

✷✵✵✺✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡

✭❆t❤❛♥ ❛♥❞ P❛♣❛❧❛♠❜r♦s✱ ✶✾✾✻❀ ❑✐♠ ❛♥❞ ❞❡ ❲❡❝❦✱ ✷✵✵✺❀ ▼❛r❧❡r ❛♥❞ ❆r♦r❛✱

✷✵✶✵❀ ❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✮✳

• ε✲❝♦♥str❛✐♥t✿ s♦❧✈❡ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣❧✉s

t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❜♦✉♥❞s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ε ✭❆❣❤❛❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀

❇ér✉❜é ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ▲❛✉♠❛♥♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ▼❛✈r♦t❛s✱ ✷✵✵✾✮✳

❍❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡

P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✳ ▼♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡✿ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥

❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ♠✉❧t✐♣❧❡ r✉♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❢r♦♥t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❣❡♥❡t✐❝✲❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭❈♦❡❧❧♦ ❈♦❡❧❧♦✱ ✶✾✾✾❀ ❋♦♥s❡❝❛ ❛♥❞ ❋❧❡♠✐♥❣✱

✶✾✾✺❀ ❋♦♥s❡❝❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❀ ❘❡② ❍♦r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀ ❩✐t③❧❡r✱ ✶✾✾✾❀ ❩✐t③❧❡r ❛♥❞ ❚❤✐❡❧❡✱

✶✾✾✽✱ ✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ◆❙●❆✲■■ ✭❉❡❜ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✵✮✳

✷✳✼ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡✲❝❡♥t❡r❡❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s

❲❡ st✉❞② t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡

t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤

♦t❤❡rs✳

✷✳✼✳✶ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭ts♣✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿

• ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s❡t✉♣ ❝♦sts ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ts♣

t♦✉r ✭❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✽

• ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ ❛

t♦✉r ✭❇ér✉❜é ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❋❡✐❧❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❏♦③❡❢♦✇✐❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

• ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❆♥❣✉s ✭✷✵✵✼✮❀ ❙❛♠❛♥❧✐♦❣❧✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳

• ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❝♦st ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts t♦ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞

✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t♦✉r ✭❊❧❛♦✉❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❏❛s③❦✐❡✇✐❝③ ❛♥❞

❩✐❡❧♥✐❡✇✐❝③✱ ✷✵✵✾❀ P❛q✉❡t❡ ❛♥❞ ❙tüt③❧❡✱ ✷✵✵✸✱ ✷✵✵✾❀ P❛q✉❡t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

• ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡

tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ✭❙✉t❝❧✐✛❡ ❛♥❞ ❇♦❛r❞✱ ✶✾✾✵✮✳

• ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❝♦st ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts t♦ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ✭▲✉st

❛♥❞ ❚❡❣❤❡♠✱ ✷✵✶✵❀ P❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

✷✳✼✳✷ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ m✲❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠

❙✐♠✐❧❛r❧② s❡✈❡r❛❧ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①✐st ❢♦r ♠✲ts♣✿

• ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❝♦sts ♦❢ ❛❧❧ s❛❧❡s♠❡♥ ❛♥❞

t❤❡ ❤✐❣❤❡st tr❛✈❡❧✐♥❣ ❝♦st ♦❢ ❛♥② s✐♥❣❧❡ s❛❧❡s♠❛♥ ✭❙❤✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛✱❜✮✳

• ❚♦ ✉♣❣r❛❞❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐r♦♥ ❛♥❞ st❡❡❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❜② ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡✐r

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❡s ❛s ♠✲ts♣ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡t✉♣ ❝♦sts s✐♠✉❧t❛♥❡✲

♦✉s❧② ✭❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳

✷✳✽ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❛t❡♥❝②✲❝❡♥t❡r❡❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤

♦t❤❡rs ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s✉❝❤ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✹✾

✷✳✽✳✶ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝② Pr♦❜❧❡♠

▼❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝② Pr♦❜❧❡♠ ♠❧♣ ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❤✉✲

♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s✿

• ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛✛❡❝t❡❞ ❛r❡❛s ✐♥ ❛ ❞✐s❛st❡r ✇❤✐❧❡

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❡❢ ❝❤❛✐♥ ❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❇♦③♦r❣✐✲❆♠✐r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳

• ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❞✐s❛st❡r ❛r❡❛s ✇❤✐❧❡ ♠❡❛✲

s✉r✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡✱ ❡q✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s❡❝✉r✐t② ♦❢

t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦✉rs ✭❱✐t♦r✐❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

• ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡❛rt❤q✉❛❦❡ ❞✐s❛st❡r ♣❧❛❝❡ ✇❤✐❧❡ ♦♣t✐✲

♠✐③✐♥❣ ❡♠❡r❣❡♥❝② r❡❧✐❡❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭◆❛❥❛✜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳

✷✳✽✳✷ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡❝② Pr♦❜❧❡♠

❘❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛t❡♥❝② ✐♥❝❧✉❞❡s

❡♠❡r❣❡♥❝② ❛r❡❛s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✿

• ▼✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ t♦✉rs ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝♦sts ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦✲

♠❡♥t❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❊❜r❛❤✐♠✐✱

✷✵✶✽✮✳

• ▼✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤✿ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

❝♦sts ❛♥❞ ♣❡♥❛❧t② ❝♦sts ♦❢ ♥♦t ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ✐♥❥✉r❡❞ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦

❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ s❡r✈❡❞ ✭❚❛✈❛❦❦♦❧✐✲▼♦❣❤❛❞❞❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✺✵

✷✳✾ ❚❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡

✐♥ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s

▼♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t

t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♠✐t❡rs ✐♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

t❛❦❡s s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡♠ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛❧❧ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ s❡t ♦❢

❝♦♥str❛✐♥ts t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧♦❣✐st✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✲❛♥❞✲s❡r✈✐❝❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐❛❧✐③❡

✐♥ ❝✉st♦♠❡r s❡r✈✐❝❡ ❜② ❛tt❡♥❞✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ❞❡❧✐✈❡r② ❛♥❞✴♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡

s❡r✈✐❝❡s✳ ❲❡ s❡❡❦ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❝❧✐❡♥t r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐t✱ ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❛ t♦✉r✱ ♦r

❛ s❡t ♦❢ t♦✉rs✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦✉r ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ t♦✉r ✇❤❡r❡❛s ❈❤❛♣✲

t❡r ✹ s❤♦✇s ♦✉r ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠

❚❤✐s ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ✐♥ ❧♦❣✐st✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛♥② ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢

♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s❡r✈✐❝❡ ♦r ❛ ❞❡❧✐✈❡r②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t✇♦

❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t♦ ✈✐s✐t ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❜② tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦

❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦st t❤✐s t♦✉r r❡♣r❡s❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②

♦❢ t❤❡ t♦✉r✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦s❛❧✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♠❛❦❡ t♦

❢♦r♠✉❧❛t❡ ✐t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♦❜t❛✐♥

P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ❢♦r ✐t✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛t❤❡✲

♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✶ ✕ ✸✳✹✳✹✳ P❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ▲❛st❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✺✷

✸✳✶ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠✿ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭ts♣✮ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t

❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢

❝❧✐❡♥ts ✭❆♣♣❧❡❣❛t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ●✉t✐♥ ❛♥❞ P✉♥♥❡♥✱ ✷✵✵✻❀ ▲❛♣♦rt❡✱ ✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s

❛❧s♦ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✭❧❛t❡♥❝②✮ ♦❢

❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts t♦ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ t♦✉r ✭❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀ ❈❤❛✉❞❤✉r✐ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✸❀ ●❛r❝í❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ▲✉❝❡♥❛✱ ✶✾✾✵✮✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛t❡♥❝② ❤❛s

❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ❤✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡

♦❢ ❞✐s❛st❡r ❛r❡❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ ♥❡❝❡ss✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡

✭❋❡rr❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❑♦✈á❝s ❛♥❞ ❙♣❡♥s✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾❀ ❙t❡♣❤❡♥s♦♥✱ ✷✵✶✼❀ ❚♦♠❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✾❀ ❱❛r❣❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛t❡♥❝②✶✱ t❤❡

st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s

▼❡❞✐❝✐♥❡ ✭❉❛r❝✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▲✐tt♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ P❛♥✐❛❣✉❛✲❙♦t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❙q✉✐r❡s

❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✺❀ ❙t❡r♥❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✽✮ ❛♥❞ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❈r♦✇❝r♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀

●r♦✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ●✉♠♠❛❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❏♦♦ ●❤❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❑❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀

▲✐❝❤tst❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❙❝❤✉r❣❡rs ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♣❛♥② t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s

❛ s❡r✈✐❝❡ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✈✐s✐t✳

❚❤✐s ❛❣❡♥t ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣♦t ❛♥❞ r❡t✉r♥s t♦ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛② ❛❢t❡r

✈✐s✐t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❣♦❛❧ ✐s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ r❡q✉❡sts

♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛s q✉✐❝❦❧② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝❧✐❡♥t s❡t✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❛❣❡♥t tr❛✈❡❧s ❛ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❞❡❧✐♠✐t❡rs✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠

✶❉❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛ r❡q✉❡st ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❛t ❛❝t✐♦♥ ✐s

❡①❡❝✉t❡❞✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝♦❧❧✐♥s❞✐❝t✐♦♥❛r②✳❝♦♠✴❞✐❝t✐♦♥❛r②✴❡♥❣❧✐s❤✴

❧❛t❡♥t✲t✐♠❡

https://www.collinsdictionary.com/dictionary/english/latent-time
https://www.collinsdictionary.com/dictionary/english/latent-time
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✭♠❧❞♣✮✱ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

♠❧❞♣ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧♦❣✐st✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐❡s t❤❛t ♦✛❡r ❞❡❧✐✈❡r②

♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❡r✈✐❝❡s✳ ■ts ❡ss❡♥❝❡ ✐s t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝ r♦✉t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✉❞✐❡❞ t♦❣❡t❤❡r

✐♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❇② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❜♦t❤✱ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✱ ♠❧❞♣ ❡♥s✉r❡s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦

t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ts♣ ❛♥❞ ♠❧♣✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♣✉rs✉❡❞ ❜② ♠❧❞♣ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❝♦♥t❡①ts ✇❤❡r❡

❜♦t❤ ❝❧✐❡♥t s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛♥② ♣r♦✜t ❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳ ■t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐st❛♥❝❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❢✉❡❧ ❝♦st s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ q✉❛❧✐t②✲♦❢✲s❡r✈✐❝❡ ❛s♣❡❝ts

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♠❧❞♣ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝✉st♦♠❡r✲

❝❡♥t❡r❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧

✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❤❛s ♥♦t

❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❤❛s ❜❡❡♥

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧ ✭❇❛✐r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❋✐s❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❀ ❙❛❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮

❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❇♦r❛❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❉❡♣✉② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❍❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ❑✐♠

❛♥❞ ◆❛✱ ✷✵✶✼❀ ▼❛❞❤②❛st❤❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ P❛tt❡rs♦♥✱ ✷✵✵✹❀ ❙❛r❞❞❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✶✮✱

❜♦t❤ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣r♦✇t❤ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞

❢r♦♠✳

❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✉♥❞❡r ❛ r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ❤❡❧♣s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ♠♦r❡

❝❧✐❡♥t✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t st❛❦❡❤♦❧❞❡rs

✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✿ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✳ ❚❤✐s ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ❛✐♠s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❞♦❡s
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♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛✲q✉❛❧✐t②✲♦❢✲t❤❡✲s❡r✈✐❝❡ ❢❛❝t♦r t❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❧✐❡♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥

✭❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❀ ❖❧✐✈❡r✱ ✶✾✽✼✮✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷

s❤♦✇s ❤♦✇ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡

t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳

✸✳✷ ♠❧❞♣✿ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❧❞♣✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♣❛♥② t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡r✈✐❝❡

t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s ❛❣❡♥t ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣♦t

❛♥❞ r❡t✉r♥s t♦ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✱ ✈✐s✐t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ t♦✉r ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts

✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ s❡r✈❡❞✳ ❆s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✹ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥

t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

❧❛t❡♥❝②✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❧❞♣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

s❡r✈✐❝❡✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ tr❛✈❡❧

t✐♠❡ t♦ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ❛tt❡♥❞ ❛❧❧

t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦✉r ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐st✐♥❝t❧②

✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♠❧❞♣ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✇❡❧❧✲

❦♥♦✇♥ r♦✉t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s t❤❛t ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♦❜✲
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❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡tr✐❝ ✭❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳ ■♥ ♠❧❞♣✱ t❤❡s❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶

s❤♦✇s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ t♦✉r ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ s❡t

♦❢ t❡♥ ✈❡rt✐❝❡s ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦✉r✳ ❊❛❝❤ ❣r❡②

❛rr♦✇ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②✱ ♥♦ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜②

♠❧♣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ t♦ s❤♦✇

t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ♠❧❞♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ts♣✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ s♠❛❧❧ ♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❡♥

✈❡rt✐❝❡s✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✹✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✭❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ●♦✉✈❡✐❛ ❛♥❞ ❱♦ÿ✱ ✶✾✾✺❀

▲❛♣♦rt❡✱ ✶✾✾✷❀ ▼é♥❞❡③✲❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▼✐❧❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✵❀ ❖r♠❛♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✱

✷✵✵✼❀ P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ◗✉❡②r❛♥♥❡✱ ✶✾✼✽❀ ❙❛r✉❜❜✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✱ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ st❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ t♦✉r t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧

❧❛t❡♥❝② ❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦✉r✳
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❚♦ ♠♦❞❡❧ ♠❧❞♣✱ ✇❡ ♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❧❛t❡♥❝②✱

✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❜❡st✲♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s r❡✲

♣♦rt❡❞ ❢♦r ❧❛t❡♥❝② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮❀ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r

♠❧❞♣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡✐r r❡♣♦rt❡❞ ✏▼♦❞❡❧ ❆✑✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ G = (V,A)✳ ▲❡t A ❜❡ t❤❡ ❛r❝

s❡t ❛♥❞ V ❛ ✈❡rt❡① s❡t V = {v0, v1, v2, . . . , vn}✱ ✇❤❡r❡ v0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t n ❝❧✐❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ❝❧✐❡♥t i ∈ I ❤❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ s❡r✈✐❝❡

t✐♠❡ si✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❛❣❡♥t t❛❦❡s t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✳

❊❛❝❤ ❛r❝ (vi, vj) ∈ A ❤❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i t♦ j✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s tij✱

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i t♦ ❝❧✐❡♥t j ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❛♥❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① T t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (vi, vj) ❛ ✇❡✐❣❤t ti,j ≥ 0

❛s t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❢r♦♠ ✈❡rt❡① vi t♦ ✈❡rt❡① vj✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ti,i

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ si ♦❢ ❝❧✐❡♥t i✱ ❛ ❝♦st ♠❛tr✐① C ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ci,j = ti,i + ti,j. ✭✸✳✶✮

❚♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♠❧❞♣✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❤♦✇ ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♠❧♣✱

♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ n+1 ❧❡✈❡❧s ✐♥s♣✐r❡❞

❜② ♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ◗✉❡②r❛♥♥❡ ✐♥ ✶✾✼✽✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞

❢♦r ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛✈❡❧❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉❝❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥

✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❛♥❞ ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ♠❧❞♣ t♦✉r ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ tr❛✈❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ts♣✱ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ t♦✉r✳

■♥ t❤✐s ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ℓi, i > 0✱ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s vi ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ ♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ n ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣♦t ✐♥ t❤❡

✜rst ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧✐❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ts♣ ❛♥❞ ♠❧♣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥
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1
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1
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Level 1 Level 3Level 2 Level n-1 Level n

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❧❞♣✳

❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt❡① ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱

✇✐t❤ ♥♦ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝ts ❡♥t❛✐❧ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

xi,k ❛♥❞ yi,j(k) ❛s

xi,k =











1, ✐❢ ✈❡rt❡① i ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❧❡✈❡❧ k ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✱

yi,j(k) =











1, ✐❢ ✈❡rt❡① j ♦♥ ❧❡✈❡❧ k + 1 ❢♦❧❧♦✇s ✈❡rt❡① i ♦♥ ❧❡✈❡❧ k✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

♠❧❞♣ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

min F1 = n

n
∑

i=1

c0ixi,1 +
n−1
∑

k=1

n
∑

i=1

n
∑

j=1

(n− k)cijyi,j(k) ✭✸✳✷✮

min F2 =
n

∑

i=1

c0ixi,1 +
n−1
∑

k=1

n
∑

i=1

n
∑

j=1

cijyi,j(k) +
n

∑

i=1

ci0xi,n ✭✸✳✸✮

s✉❜❥❡❝t t♦
n

∑

k=1

xi,k = 1, i = 1, 2, . . . , n ✭✸✳✹✮
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n
∑

i=1

xi,k = 1, k = 1, 2, . . . , n ✭✸✳✺✮

n
∑

j=1
j 6=i

yi,j(k) = xi,k, i = 1, 2, . . . , n✱ k = 1, 2, . . . , n− 1 ✭✸✳✻✮

n
∑

j=1
j 6=i

yj,i(k) = xi,k+1, i = 1, 2, . . . , n✱ k = 1, 2, . . . , n− 1 ✭✸✳✼✮

xi,k ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , n✱ k = 1, 2, . . . , n ✭✸✳✽✮

yi,j(k) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n✱ j = 1, 2, . . . , n, j 6= i✱ k = 1, 2, . . . , n. ✭✸✳✾✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✷✮✳ ■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❧❛②s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st t❤✐s t♦✉r r❡♣r❡s❡♥ts t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✳ ◆♦t❡

t❤❛t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ t❤❡ ❛r❝ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ✐s ♥♦t

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤✐s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ t❤❡

❞❡♣♦t ❛s ❝❧✐❡♥t✬s ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥②

❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ♥♦

♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐♥ ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡

❛r❝ ❧❡❛✈❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ k✱ ❡①❛❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt❡① t❛❦✐♥❣ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✼✮ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❛r❝ ❛t ❛ t✐♠❡ ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ k + 1✱ ❡①❛❝t❧② t♦

t❤❡ ✈❡rt❡① ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✮ t♦ ✭✸✳✼✮ ❧❛②s ✐♥

t❤❛t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❧❞♣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞

♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦✳

▲❛st❧②✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✾✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s yi,j(k) ❛r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜✐♥❛r② ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✼✮✱
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✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❛r❝ ❧❡❛✈❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ k ❛♥❞ ❛rr✐✈❡s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡

✈❡rt❡① ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ k + 1✳ ❚❤❡s❡ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛ss✉r❡s yi,j(k) t❛❦❡s

❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ n2 ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

n3 − 2n2 + n r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ 2n2 ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❜♦♦❧❡❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi,k✱

xi,k =











1, ✐❢ vi ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ℓk,

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ i ❛♥❞ k t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ 1, . . . , n✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣♦t v0 ❢♦r♠s

ℓ0✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ♥♦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ t❤❡r❡ ❛s ❡✈❡r② ❢❡❛s✐❜❧❡ ♠❧❞♣ t♦✉r ✐♥✐t✐❛t❡s ❛t t❤❡

❞❡♣♦t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♥♦t❛t✐♦♥

fi,j(k) = xi,kxj,k+1, ✭✸✳✶✶✮

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t fi,j(k) = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ vi ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ℓi ❛♥❞ vj ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ℓi+1✱

❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦t t♦

t❤❡ ✜rst ❝❧✐❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

T0 =
n

∑

i=1

c0,ixi,1, ✭✸✳✶✷✮

t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❝❧✐❡♥t t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Tn =
n

∑

i=1

ci,0xi,n. ✭✸✳✶✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛s ❡❛❝❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ n ❝❧✐❡♥ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ r❡❛❝❤

t❤❡ ✜rst ❝❧✐❡♥t✱ ✇❡ ✇r✐t❡

W0 = n

n
∑

i=1

c0,ixi,1. ✭✸✳✶✹✮
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❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❧❞♣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

min F1 = W = W0 +
n−1
∑

k=1

n
∑

i=1

n
∑

j=1

(n− k)ci,jfi,j(k) ✭✸✳✶✺✮

min F2 = T = T0 + Tn +
n−1
∑

k=1

n
∑

i=1

n
∑

j=1

ci,jfi,j(k) ✭✸✳✶✻✮

s✉❜❥❡❝t t♦

∀k :
n

∑

i=1

xi,k = 1, ✭✸✳✶✼✮

∀i :
n

∑

k=1

xi,k = 1, ✭✸✳✶✽✮

xi,k ∈ {0, 1}, ∀i, ∀k. ✭✸✳✶✾✮

■♥ t❤✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

t❡r♠s fi,j(k)✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣

t✐♠❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛s ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❤❛s t♦ ✇❛✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t✱ ❛❢t❡r

✈✐s✐t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♣❡r

❧❡✈❡❧ ✐♥ s✉❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ♠❛❦❡s s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐s s❡❧❡❝t❡❞

❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ▲❛st❧②✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣♦t ✐s ♥♦t ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛ s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦

r❡t✉r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❝❧✐❡♥t t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢

t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✳ ❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ n× n ♠❛tr✐① ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② X✱

❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ♠❧❞♣ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

t♦ X t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ❜♦t❤ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✺✮ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ❜♦t❤ ❊q✉❛t✐♦♥s
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✭✸✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✽✮✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ O(n2) ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛♥❞ O(n) ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱

❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✶ ✕ ✸✳✹✳✹ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ✐t✳

✸✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠❧❞♣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❧❞♣✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧

s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥ ✭✶✾✾✵✮✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ♣♦ss❡ss❡s

s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❜❡

❛♥s✇❡r❡❞✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱

✷✳ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛

♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ st❡♣✲❜②✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♠♦st

❞❡s✐r❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✭●❛r❡②

❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✐s ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ st✉❞② t❤❛t ❛✐♠s t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♣r♦❜❧❡♠s ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t ❞✐✣❝✉❧t②✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐✣❝✉❧t

✐❢ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐t❀ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ ♣r♦❜❧❡♠s s❡❡♠ ❞✐✣❝✉❧t ✐s

♥♦t ❡♥♦✉❣❤✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r♦♦❢ s❤♦✉❧❞ ❡①✐st✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✻✷

❢♦r✿ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t✲t♦✲s♦❧✈❡ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s s✉❝❤ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✐♠✲

♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✭●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱

✶✾✾✵❀ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✿ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞✐✣❝✉❧t ♠❡❛♥s ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡

s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ r❡str✐❝t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ Oσ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊❛❝❤

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ Dσ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ Oσ

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❜♦✉♥❞ B ❢♦r t❤❡

❝♦♥str❛✐♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ Oσ✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❡①✐sts t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞

t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞ B✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ Dσ ❤❛s ♦♥❧② t✇♦

♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✿ ②❡s ♦r ♥♦✳ ■❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ Dσ ✐s ♣r♦✈❡♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✱

t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ Oσ ✐s NP✲❤❛r❞ ✭●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱

✶✾✾✵❀ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❆ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠

❛♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭♥❛♠❡❧② t✐♠❡

❛♥❞ s♣❛❝❡✮ ✭P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✳ NP st❛♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ✉♥❞❡r

♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ❢♦r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ Dσ✱ ❛♥ ✏♦r❛❝❧❡✑ ❝❛♥

❣✉❡ss ❛ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠

Dσ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss NP ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Dσ ❝❛♥ ❜❡

✈❡r✐✜❡❞ ❛s ❛ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r Dσ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ♠❧❞♣ ❛r❡ NP✲❤❛r❞ ✭❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀

P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛❧s♦ ♠❧❞♣ ✐ts❡❧❢ ✐s NP✲
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❤❛r❞✳

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠❧❞♣✱ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡

s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡

s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ♥♦ ❝❛♣❛❝✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s t❤❛t ✈✐s✐ts ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦✉r✳

❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ Dσ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠

✭●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ D♠❧❞♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

t♦ ♠❧❞♣✱ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ♠❧❞♣ ❜❡❧♦♥❣s t♦ NP✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❧❞♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ t♦✉r ✇❤✐❝❤ ✈✐s✐ts ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts✱ ❧❡❛✈❡s

❢r♦♠ ❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞❡♣♦t ❛♥❞ r❡t✉r♥s t♦ ✐t✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢

❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠❧❞♣✱ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s ✇❡r❡ r❡✈✐s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❤♦❧❞s

✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✏❡❛s②✑ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❞❡♣✐❝ts s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ♠❧❞♣ ❤♦❧❞s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥st❛♥t tr❛✈❡❧ t✐♠❡s

❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❡①✐st ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ ♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

❛♥② ✈✐s✐t ♦r❞❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛r❜✐tr❛r② ♥♦♥✲③❡r♦ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✱ ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❛✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✸❜✱

✸✳✸❝✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐♥ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❤♦❧❞s✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❜✱ ✇❤❡♥ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t

❜✉t tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s NP✲❤❛r❞ ❛s ✐t ✐s ❛

ts♣ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❝✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t

❜✉t s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ ✐s NP✲❤❛r❞ ❛s ✐t ✐s ❛♥ ♠❧♣ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r

st✉❞② ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜♦t❤ tr❛✈❡❧

❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❛✮✳ ■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞②✱ ◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✻✮ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡♥❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✱ ✇❤❡r❡ tij r❡❢❡rs t♦
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0
0

a
sa

b

sb

c
sc

d
sd

t 0a

tab

tbc

tcd

t d0

✭❛✮ ❛r❜✐tr❛r② s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ tr❛✈❡❧

t✐♠❡s

0
u

a
u

b

u

c

u

d
u

t 0a

tab

tbc

tcd

t d0

✭❜✮ ❝♦♥st❛♥t s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✱ ❛r✲

❜✐tr❛r② tr❛✈❡❧ t✐♠❡s

0
0

a

sa

b

sb

c

sc

d
sd

u

u

u

u

u

✭❝✮ ❛r❜✐tr❛r② s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✱

❝♦♥st❛♥t tr❛✈❡❧ t✐♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❧❞♣✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞

✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r♦♦❢✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❛✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s❡r✈✐❝❡

❛♥❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s t❛❦❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❜✱ ❛ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ✐s

s❤♦✇♥✿ ❛❧❧ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s u✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r②✳

❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐s ❛ ts♣ ✐♥st❛♥❝❡✳ ▲❛st❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❝✱ ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡

✐s s❤♦✇♥✿ ❛❧❧ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞ ❛❧❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t

u✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐s ❛♥ ♠❧♣ ✐♥st❛♥❝❡✳

tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♠♦♥❣ ❝❧✐❡♥ts i ❛♥❞ j✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s si ❛♥❞ sj r❡❢❡rs t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✳
1

2

n−1
∑

k=1

(n− k)
n

∑

i=0

n
∑

j=0

tij + (si + sj). ✭✸✳✷✵✮

❇② ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✱ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦ tr❛✈❡❧ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣

t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ D♠❧❞♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠❧❞♣✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❧❞♣ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦sts

♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ T ≤ Θ t♦ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✸✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ W ≤ Ω t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✱ ✐s t❤❡r❡ ❛♥

❛ss✐❣♥♠❡♥t X t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s
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s❡t ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s❄

❆s st❛t❡❞ ❜② ●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥ ✭✶✾✾✵✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠❧❞♣ ❜❡❧♦♥❣s t♦

NP ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡

♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❧❞♣ t♦ ts♣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ts♣ r❡❞✉❝❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ ♠❧❞♣✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥X ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲

t✐♠❡✿ ❡❛❝❤ X ❝❛♣t✉r❡s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❤❛t st❛rts ❛t t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛✲

t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❛tr✐① X ❛s ❛ ✈✐s✐t s❡q✉❡♥❝❡

v(0), v(1), . . . , v(n) ✇❤❡r❡ v(0) ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s✐ts ❢r♦♠ v1 t♦ v(n) ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t❤r❡❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t✐♠❡

❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦✉r✱ ♦♥❡ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ t♦t❛❧

❧❛t❡♥❝②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ n ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥❡ ♣❡r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✱ t♦ ✈❡r✐❢②

t❤❛t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ✈✐s✐t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡

s♦✉r❝❡ ❜② i ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❜② j ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ti,j t♦ ❜♦t❤ t❤❡ t✐♠❡ ❛❝✲

❝✉♠✉❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✱ t❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ti,i t♦ t❤❡

t✐♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r t♦ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②

❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✱ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥t j ❛s ✈✐s✐t❡❞✳ ■❢ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧

n ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦♥❡✱ t❤❡ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r r❡s♣❡❝ts ✐ts ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ Θ✱

❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r r❡s♣❡❝ts ✐ts ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ Ω✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❆s

t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ D♠❧❞♣ ∈ NP✳

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠

✭ts♣✮ ✐♥ ✐ts ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ t♦ D♠❧❞♣✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❝✐✲

s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ts♣✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛ ❝♦st ♠❛tr✐① C ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧ ❝♦sts ❜❡t✇❡❡♥ n

❝❧✐❡♥ts ✭✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ③❡r♦✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦

t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ t♦✉r✱ C✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡

s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❡①✐sts t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ t♦✉r ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♥♦t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✻✻

Itsp Rtsp,mldp MmldpImldp

“NO”

“YES”

Mtsp

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❢r♦♠ ts♣ t♦ ♠❧❞♣ ✭❜♦t❤ ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✮✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ ❜♦① ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ts♣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❛❦❡s ❛s

✐♥♣✉t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ts♣ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ✏②❡s✑ ♦r ✏♥♦✑ t♦ t❤✐s

✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠❧❞♣✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st tr❛♥s❢♦r♠

❛ ts♣ ❡♥tr② ✐♥t♦ ❛ ♠❧❞♣ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♠❧❞♣ ✐♥♣✉t ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ✏②❡s✑ ♦r

✏♥♦✑ ❛♥s✇❡r✳ ❆s ❛ ✇❤♦❧❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ❛ ts♣ ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡❞✉❝❡s ✐t ✐♥t♦ ❛♥ ♠❧❞♣

✐♥st❛♥❝❡✱ s♦❧✈❡s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❧❞♣✱ ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞s

❝♦rr❡❝t❧② ✏②❡s✑ ♦r ✏♥♦✑ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥st❛♥❝❡✳

❡①❝❡❡❞✐♥❣ C✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ts♣ ✐♥t♦ ❛♥

✐♥♣✉t ❢♦r D♠❧❞♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ C ❛s T ✳ ❆s C ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛❧❧ tr❛✈❡❧

t✐♠❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❛s ③❡r♦ ✇❡ r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤

T = C✳ ❲❡ s❡t Θ = C✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r

t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❜♦✉♥❞ Ω✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦sts✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦st ♣❡r ❡❛❝❤ r♦✇ ✭t❤❛t ✐s✱ ❛s ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛t ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t

❝❤♦s❡ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ s❡❣♠❡♥t t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ t♦✉r✮ ✐♥ O(n2) t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦rt

t❤❡s❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❡❣♠❡♥ts ❢r♦♠ ❧❛r❣❡st t♦ s♠❛❧❧❡st ✐♥ O(n log n) t✐♠❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t

❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❧❛t❡♥❝② ✭t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ✐♥ ts♣ ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ ③❡r♦✮✿ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ✐s t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s✉♠s ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ❧✐st ♦❢ ❝♦sts ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ❛s Ω✳ ❍❡♥❝❡✱

D♠❧❞♣ r❡s♣♦♥❞s ✏②❡s✑ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥♣✉t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

ts♣ ✇♦✉❧❞ r❡s♣♦♥❞ ✏②❡s✑ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉t✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✻✼

❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡

❛❣❡♥t ✇✐t❤ ♥♦ ❝❛♣❛❝✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s t❤❛t ✈✐s✐ts ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦✉r✳

❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ Dσ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠

✭●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ D♠❧❞♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

t♦ ♠❧❞♣✱ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ♠❧❞♣ ❜❡❧♦♥❣s t♦ NP✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts✳ ❆❢t❡r ♣r♦✈✐♥❣

t❤❛t ♠❧❞♣ r❡❞✉❝❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ ts♣✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r♦♦❢ ♦❢

♠❧❞♣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ D♠❧❞♣ ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✳ ♠❧❞♣ ✐s NP✲❤❛r❞✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ♠❧❞♣ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❞✐✣❝✉❧t

❛s ts♣✳ ❚❤✉s✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✱ D♠❧❞♣ ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❧❞♣

✐s NP✲❤❛r❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✉r ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②

✇✐t❤ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❇② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❥✉st✐✜❡❞ t♦

♣r♦♣♦s❡ s♦❧✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤

❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r

♠❧❞♣✳

✸✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠❧❞♣

♠❧❞♣ ✐s ❛♥ NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦♥❧② ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ s♦❧✈❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ♠❛❦✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ♥❡❝❡ss✐t②✳ ■♥
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t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s

t♦ ♦❜t❛✐♥ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♠❧❞♣ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❞✐s❝✉ss❡s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❡①❛❝t ♠❧❞♣ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱

✇❤❡r❡❛s ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✷✱ ✸✳✹✳✸✱ ❛♥❞ ✸✳✹✳✹ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤r❡❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♦❜t❛✐♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts✳

✸✳✹✳✶ ❊①❛❝t ♠❡t❤♦❞

♠❧❞♣✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ t♦✉r✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✱ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❧❛ss✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡ ǫ✲❝♦♥str❛✐♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❊❤r❣♦tt✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ǫ✲❝♦♥str❛✐♥t ❤❛s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡✳ ▼❛✈r♦t❛s ✭✷✵✵✾✮ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ❆✉❣♠❡❝♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❛②✲♦✛

t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ǫ✲❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r✱ ▼❛✈r♦t❛s ❛♥❞ ❋❧♦r✐♦s ✭✷✵✶✸✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❆✉❣♠❡❝♦♥ ❝❛❧❧❡❞

❆✉❣♠❡❝♦♥✷✱ ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ✐t ❦❡❡♣s t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠

❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✐t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❧❛❝❦

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s

✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡

❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❆✉❣♠❡❝♦♥ tr❡❛ts ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡♠ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s✿
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❖♣t✐♠✐③❡ f1(x) + ǫ(S2/r2 + 10−1 × S3/r3 + . . .+ 10−(p−2) × Sw/rw)

s✉❜❥❡❝t t♦

f2(x)− S2 = e2

f3(x)− S3 = e3
✳✳✳

fw(x)− Sw = ew

x ∈ S, Si ∈ R+.

✭✸✳✷✶✮

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ e2, . . . , ew ❛r❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ w ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❤❛s ❛ r❛♥❣❡ t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐t s♦❧✈❡s✳ ■♥ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✷✶✮✱ r❛♥❣❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② r2, . . . , rw✱ s✉r♣❧✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S2, . . . , Sw✱

❛♥❞ ǫ ∈ [10−6, 10−3]✳

❋♦r ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s

❢♦r ♠❧❞♣✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ♦✉r ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✸✳✷✳ ❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮❀ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s

t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦✉r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ✐ts t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝②✳

❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞✱ ❜✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮❀ ❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✮✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳

❆s ǫ✲❝♦♥str❛✐♥t✱ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ✉s❡s ❛ st❡♣ s✐③❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣r✐❞ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ P❛r❡t♦

♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤✐s st❡♣ s✐③❡ ❛s δ = 1/2n✱ ✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡

s✐③❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱
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❜✉t ✐t ♠❛② ♥♦t ✜♥❞ ♥♦♥✲s✉♣♣♦rt❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s

t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛② ♥♦t ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr✉❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✳

❆s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ♠❧❞♣ ♠❛② r❡❞✉❝❡ t♦ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✲

♥❡r ❛r❡ ❛❧s♦ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ✇✐t❤ ❛♥ ǫ✲❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❛♥❞ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✷✱ ✸✳✹✳✸

❛♥❞ ✸✳✹✳✹ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤r❡❡ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✸✳✹✳✷ ❙tr❛t❡❣✐❝ ▼❡♠❡t✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❧❞♣

♠❧❞♣ ✐s ❛♥ NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❛♥❞

❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❜✉t ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞

❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿ ❛ ♠❡♠❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ❢♦r ❧❛r❣❡r

✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❧♦❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛s ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡❧✐t✐st ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ✉s✐♥❣

❝r♦✇❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞

✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ◆❙●❆✲■■ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❡❜ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣✐❝

♠❡♠❡t✐❝ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r ❝❛❧❧❡❞ ❛s ❙▼❙❆✱ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❙▼❙❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❙tr❛t❡❣✐❝ ▼❡♠❡t✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙▼❙❆✮✳

■♥♣✉t✿ ✐♥t❡❣❡rs γ > 0 ❛♥❞ χmax > 0✳

❖✉t♣✉t✿ ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s P ✳

✶✿ χ := 0

✷✿ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ P ♦❢ s✐③❡ γ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✶✮

✸✿ r❡♣❡❛t

✹✿ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦✛s♣r✐♥❣s Q ♦❢ s✐③❡ γ ❢r♦♠ P ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✷✮

✺✿ r❛♥❦ P ∪Q ✐♥t♦ ❢r♦♥ts F0, F1, . . . ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✸✮

✻✿ P ′ = ∅
✼✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r♦♥t Fi ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ i ❞♦

✽✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ s ∈ Fi ❞♦

✾✿ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② β✱ ♠✉t❛t❡ s ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✹✮

✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✶✿ P ′ := P ′ ∪ Fi

✶✷✿ ✐❢ |P ′| > γ t❤❡♥

✶✸✿ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❧♦♦♣

✶✹✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✺✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✻✿ P ∗ := t❤❡ ❜❡st γ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ P ′ ❜② ❝r♦✇❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡

✶✼✿ ✐❢ P = P ∗ t❤❡♥

✶✽✿ χ := χ+ 1 ✭♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮

✶✾✿ ❡❧s❡

✷✵✿ χ := 0

✷✶✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✷✿ P := P ∗

✷✸✿ ✉♥t✐❧ χ = χmax

✷✹✿ r❡t✉r♥ P
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✸✳✹✳✷✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

■♥ ♦✉r ❙▼❙❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ γ

✭st❡♣ t✇♦✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✻✵✪ ♦❢ r❛♥❞♦♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✹✵✪ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ✐♥s❡rt✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ✭❘♦s❡♥❦r❛♥t③ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✹✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❤❛❧❢ ♦❢

t❤❡♠ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❤❛❧❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛t❡♥❝② ♠❡tr✐❝✳

✸✳✹✳✷✳✷ ❖✛s♣r✐♥❣s

■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❡♥t ✐s ♠❛❞❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜✐♥❛r②

t♦✉r♥❛♠❡♥t✳ ❆❢t❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❛r❡♥ts✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❖❳ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❛✈✐s ✭✶✾✽✺✮✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② ❖❧✐✈❡r ❡t ❛❧✳

✭✶✾✽✼✮✳ Pr✐♥s ✭✷✵✵✹✮ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥ts

♣r♦❞✉❝❡s ✉♣ t♦ ❡✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s♣r✐♥❣s❀ ✇❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧② t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥

✉♥t✐❧ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✸✳✹✳✷✳✸ ❘❛♥❦✐♥❣

❚❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s❡❞ ✐♥ ❙▼❙❆ ✐s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❉❡❜ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✿

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r

s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡s ✐t ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ st♦r✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢

s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡ ✐t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✐t ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡s❡

t✇♦ s❡ts ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❢r♦♥ts Fh s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s

✐♥ ❢r♦♥t Fh ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤♦s❡ ✐♥ Fh+1✳ ❊❛❝❤ ❢r♦♥t ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧❧② s♦rt❡❞ ❜② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱

❢r♦♠ ❜❡st t♦ ✇♦rst✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ O(wγ3)✱ ✇❤❡r❡ w

r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ γ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✭❉❡❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳
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✸✳✹✳✷✳✹ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

❙▼❙❆ ✐s ❛ ♠❡♠❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥

❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ❊❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠✉t❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② β✱ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❲❡ ✉s❡ ❛ ✷✲♦♣t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭❈r♦❡s✱ ✶✾✺✽✮✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦✉r✱ s❡❧❡❝t

❛ r❛♥❞♦♠ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦✉r✱ r❡✈❡rs❡ ❛♥❞ r❡✐♥s❡rt ✐t ✐♥t♦ t❤❡ t♦✉r ✐♥

r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✳ ❍❛✈✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ✷✲♦♣t ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ t❤✉s ❝r❡❛t❡❞✳ ❲❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✜t♥❡ss fi(◦) ✇❤❡♥ i = 0 ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✱ ❛♥❞

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇❤❡♥ i = 1✳ ❊❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r I ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛❢t❡r

✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ❛s fi(◦) ✐s s✇✐t❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞

R t✐♠❡s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ♥♦ ❛tt❡♠♣t t♦ s❛✈❡ t✐♠❡ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ t❤❡ ✜t♥❡ss

♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ r❡✲❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥t✐r❡❧② ✇❤❡♥

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✼✹

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❙▼❙❆ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

■♥♣✉t✿ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❀ ✐♥t❡❣❡rs R > 0 ❛♥❞ I > 0✳

❖✉t♣✉t✿ ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ♠✉t❛t❡❞✮ s♦❧✉t✐♦♥ s✳

✶✿ s❡❧❡❝t i ∈ {0, 1} ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠

✷✿ ❢♦r R r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❞♦

✸✿ ❢♦r I ✐t❡r❛t✐♦♥s ❞♦

✹✿ s′ := ✷✲♦♣t(s)

✺✿ ✐❢ fi(s
′) ≤ fi(s) t❤❡♥

✻✿ s := s′ ✭❦❡❡♣ t❤❡ ❜❡tt❡r ♦♥❡✮

✼✿ ❡♥❞ ✐❢

✽✿ ❡♥❞ ❢♦r

✾✿ ✐❢ i = 0 t❤❡♥

✶✵✿ i := 1 ✭s✇✐t❝❤ t♦ f1✮

✶✶✿ ❡❧s❡

✶✷✿ i := 0 ✭s✇✐t❝❤ t♦ f0✮

✶✸✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✺✿ r❡t✉r♥ s

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✹ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✺ ❞✐s❝✉ss❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝✳

✸✳✹✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r ♠❧❞♣

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠❧❞♣✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡♠❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
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❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts✳

❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤

✭❊✐▲❙✮✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛r❡t♦ r❛♥❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❝r♦✇❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ❉❡❜ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ✐♥ t❤❡✐r ◆❙●❆✲■■ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜✉t ✉s❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❛♥❞♦♠✲

s❤❛❦❡ ❝r♦ss♦✈❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✛s♣r✐♥❣s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛s ❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❊✐▲❙ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭❊✐▲❙✮✳

■♥♣✉t✿ ✐♥t❡❣❡rs γ > 0✱ ε > 0 ❛♥❞ κ > 0✱ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ α > 0✳

❖✉t♣✉t✿ ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s P ✳

✶✿ ∀h ∈ [1, 12] : S(h) := 0, I(h) := 0, C(h) := 0 ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✻✮

✷✿ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ P ♦❢ s✐③❡ γ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✶✮

✸✿ r❡♣❡❛t

✹✿ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ P

✺✿ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ε ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥t♦ E



















✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✷✮

✻✿ ❝r❡❛t❡ K := κ ❝♦✉♣❧❡s ❢r♦♠ E
✼✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✛s♣r✐♥❣s F ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ K ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✸✮

✽✿ P := ♠✉t❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ♦♥ P ∪ F
✾✿ ✉♥t✐❧ maxh S(h) < α

✶✵✿ r❡t✉r♥ P

✸✳✹✳✸✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❧❞♣✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts

(π1, π2, . . . , πn)✱ ✇❤❡r❡ πi r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ it❤ ❝❧✐❡♥t ✈✐s✐t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦✉r✳ ❆❧❧ ✐♥✐t✐❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ n ❝❧✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦t

✐s ♥♦t ♣❡r♠✉t❡❞ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♣r❡♣❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♦♥❧②
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❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✸✳✹✳✸✳✷ ❊❧✐t❡ s❡t

❲❡ r❛♥❦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥t♦ ❢r♦♥ts F0, F1, . . . ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✸ ❛♥❞

❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡❧✐t❡ s❡t E ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ε s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ F0✱ t❤❡♥

❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ F1✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s❡❧❡❝t κ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❛r❡♥ts

❢r♦♠ E ✉s✐♥❣ ❜✐♥❛r② t♦✉r♥❛♠❡♥t ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❢♦r♠

♣❛rt ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✉♣❧❡s✮✳

✸✳✹✳✸✳✸ ❖✛s♣r✐♥❣s

❊❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧✐t❡ s❡t E ♣r♦❞✉❝❡s t✇♦ ♦✛s♣r✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ✭p1✮ ❛♥❞ ❝♦♣✐❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦✛s♣r✐♥❣

✭o1✮✳ ❖♥❝❡ ❝♦♣✐❡❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♥♦♥✲

♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t♦✉r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ s✐③❡ ϕ ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦✉r❀ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ϕ ∈
[2, ⌊0.3n⌋] ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥

r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❡♥t p2 t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦✛s♣r✐♥❣ o2✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❊✐▲❙ ♦✛s♣r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ ϕ = 3✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞

s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❣r❡②✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10

pi v2 v3 v4 v1 v5 v6 v8 v10 v9 v7

oi v8 v10 v9 v1 v5 v6 v2 v3 v4 v7
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✸✳✹✳✸✳✹ ▼✉t❛t✐♦♥

❊❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤

t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✇❡✐❣❤ts ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

▼♦❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳ ■ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✉s✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t♦

❞✐✈❡rs✐❢② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❊✐▲❙ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

■♥♣✉t✿ ♥♦♥❡✳

❖✉t♣✉t✿ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✿ s❡❧❡❝t t ∈ {❚r✉❡, ❋❛❧s❡} ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠

✷✿ ✐❢ t = ❚r✉❡ t❤❡♥

✸✿ s❡❧❡❝t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s s✉❝❤

✹✿ ❡❧s❡

✺✿ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✼✿ r❡t✉r♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝❤♦s❡♥ ♦r ❝♦♥str✉❝t❡❞✮

✸✳✹✳✸✳✺ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

❲❡ ❡♠♣❧♦② t✇❡❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞sNh ❢♦r t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❊✐▲❙✳

❖♥❝❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✐t ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s❡❝✲

✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■t ✐s ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r φ❀

✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ γ✳

❙❡✈❡r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧♦s❡♥❡ss ⌊ξ⌋ t❤❛t ❧✐♠✐ts

❤♦✇ ♠❛♥② st❡♣s ❛✇❛② ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦✉♥t✐♥❣

t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ Π t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦✈❡s
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❜♦t❤ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❝❧♦s❡♥❡ss s❤♦✇❡❞ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝

✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s✉♣❡r✐♦r ♦♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜①✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡

t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r ⌊ξ⌋✿ N3 ❛♥❞N4 ✉s❡ ξ = 0.5n

✇❤❡r❡❛s N6 ❛♥❞ N7 ✉s❡ ξ = 0.8n✳

• N1✿ ❚✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s a ❛♥❞ b✱ a 6= b✱ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡✐r

❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

• N2✿ ❚❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s a✱ b✱ ❛♥❞ c ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡✐r

❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ♦❢ a t♦ b✱ t❤❛t ♦❢ b t♦ c✱ ❛♥❞ t❤❛t

♦❢ c t♦ a ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N2 ✇✐t❤ n = 10 ✇✐t❤ a = 1✱ b = 3✱ ❛♥❞ c = 9✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10

Π v7 v8 v6 v5 v1 v2 v3 v4 v10 v9

N2(Π) v10 v8 v7 v5 v1 v2 v3 v4 v6 v9

• N3✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❝❧✐❡♥t ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞

✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥ b 6= a ✇✐t❤ ξ = 0.5n ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✮✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N3 ✇✐t❤ n = 10 ✇❤❡r❡ a = 3✱ ⌊ξ⌋ = 5✱ ❛♥❞ b = 4✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10

Π v2 v2✸ v4 v1 v5 v6 v8 v10 v9 v7

N3(Π) v2 v3 v1 v4 v5 v6 v8 v10 v9 v7

• N4✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t✇♦ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥s

b ❛♥❞ c ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✭❛❧❧ t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t✮ ❛r❡ ❛t ♠♦st ξ = 0.5n
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st❡♣s ❛✇❛② ❢r♦♠ a✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ a✱ b✱ ❛♥❞ c ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

s❝❤❡♠❡ ❛s ✐♥ N2 ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✮✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N4 ✇✐t❤ n = 10 ✇❤❡r❡ a = 8✱ ⌊ξ⌋ = 4✱ b = 5✱ ❛♥❞ c = 6✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10

Π v8 v7 v6 v5 v9 v1 v2 v3 v4 v10

N4(Π) v8 v7 v6 v5 v3 v1 v9 v2 v4 v10

• N5✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a > 1 ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t❡♥t ✐s

❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ Π✳

• N6✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛s ✐♥ N3✱ ❜✉t ✇✐t❤ ξ = 0.8n✳

• N7✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛s ✐♥ N4✱ ❜✉t ✇✐t❤ ξ = 0.8n✳

• N8✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇✐t❤ max ci,j

✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✮ ✇❤❡r❡ vi ✐s t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ vj ✐s t❤❡

❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥ b 6= a ✐s ❝❤♦s❡♥

✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ a ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✮✳

• N9✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞

✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ b 6= a ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ s✉❝❤ t❤❛t b > n
2
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡

✸✳✻✮✳

• N10✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ n
2
< a < n ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥

b > n−a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞

✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✼✮✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N8 ✇✐t❤ n = 10✱ a = 2✱ ❛♥❞ b = 7✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡rs ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10

ti,i ✶ ✹ ✸ ✷ ✶ ✺ ✷ ✹ ✸ ✷

ti,j ✷ ✺ ✸ ✹ ✻ ✷ ✻ ✶ ✸ ✺

ci,j ✸ ✾ ✻ ✻ ✼ ✼ ✽ ✺ ✻ ✼

Π v2 v3 v4 v1 v5 v6 v8 v10 v9 v7

N8(Π) v2 v8 v4 v1 v5 v6 v3 v10 v9 v7

❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N9 ✇✐t❤ n = 10✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10

Π v2 v3 v4 v1 v5 6 v8 v10 v9 v7

N9(Π) v2 v3 v4 v9 v5 v6 v8 v10 v1 v7

• N11✿ ❆♥ ✐♥t❡❣❡r λ ∈ [2, ⌊0.3n⌋] ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡♥✱ t✇♦

♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t♦✉r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠

❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✽✮✳

• N12✿ ❋✐rst✱ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ b

s✉❝❤ t❤❛t a < b ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ a ❛♥❞ b ❛r❡

❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

✸✳✹✳✸✳✻ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❆s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼♦❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ Nh ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✽✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❊✐▲❙✳

■♥♣✉t✿ ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s P ❀ ✐♥t❡❣❡rs φ > 0 ❛♥❞ τ > 0✳

❖✉t♣✉t✿ ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✮ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s P ✳

✶✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ s ∈ P ❞♦

✷✿ r❡♣❡❛t

✸✿ η := 0 ✭❛ st❛❧❧ ❝♦✉♥t❡r✮

✹✿ s❡❧❡❝t ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Nh ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② S(h)
✺✿ r❡♣❡❛t

✻✿ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r s′ := Nh(s)

✼✿ C(h) := C(h) + 1

✽✿ ❝♦♥str✉❝t f(◦) ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹

✾✿ ✐❢ f(s′) ≤ f(s) t❤❡♥

✶✵✿ I(h) := I(h) + 1

✶✶✿ s := s′ ✭r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦♥❡✮

✶✷✿ η := 0 ✭r❡s❡t t❤❡ st❛❧❧ ❝♦✉♥t❡r✮

✶✸✿ ❡❧s❡

✶✹✿ η := η + 1 ✭✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ st❛❧❧ ❝♦✉♥t❡r✮

✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✻✿ S(h) := I(h)/C(h)
✶✼✿ ✉♥t✐❧ η = φ|P |
✶✽✿ ✉♥t✐❧ τ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞

✶✾✿ ❡♥❞ ❢♦r

✷✵✿ r❡t✉r♥ P



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✽✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ N10 ✇✐t❤ n = 10✱ a = 7✱ ❛♥❞ b = 3✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10

Π v2 v3 v4 v1 v5 v6 v8 v10 v9 v7

N10Π v2 v3 v4 v1 v5 v6 v7 v10 v9 v8

❚❛❜❧❡ ✸✳✽✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ N11 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ λ = 3✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10

Π v7 v8 v6 v5 v1 v2 v3 v4 v10 v9

N11(Π) v3 v4 v10 v5 v1 v2 v7 v8 v6 v9

❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙✳ ❚❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ S(h) ♦❢ Nh ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦

t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢

❝❛❧❧s t❤❛t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ t❤❛t ♥❡✐❣❤❜♦r✲

❤♦♦❞✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✶ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ③❡r♦✳ ◆♦t❡ t❤❛t

t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st S(h)✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✺ s❡❧❡❝ts ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✐ts ❝✉rr❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✭✇❡ ✉s❡❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ r♦✉❧❡tt❡✲✇❤❡❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✇♦r❦✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② τ t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✹ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✺ ❞✐s❝✉ss❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦✉r ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝

♣r♦♣♦s❛❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✻ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✽✸

✸✳✹✳✹ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t

▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❧❞♣

❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✸✳✹✳✸ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠❡t❤♦❞s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❛

♠❛♥✉❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ ❛✉t♦✲❛❞❥✉st ✐ts

♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊✐▲❙ ✭✸✳✹✳✸✮

❜✉t ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛✉t♦✲❝❛❧✐❜r❛t❡ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②s ❛ ♥♦✈❡❧ r❛♥❦✐♥❣✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✸✳✹✳✹✳✹✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠

✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭❆❊✐▲❙✮✳

❆s ✐♥ ❊✐▲❙✱ ❆❊✐▲❙ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❖♥

♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❤❡❛✈② ❝r♦ss♦✈❡r ✭❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t♦✉rs ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✮ ✐s

s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ s❤❛❦❡ ❝r♦ss♦✈❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✛s♣r✐♥❣s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t

❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛s ❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤✐s s❡❧❢✲❛❞❥✉st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳

✸✳✹✳✹✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❊✐▲❙✱ ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❆❊✐▲❙ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ n ❝❧✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦t ✐s ♥♦t ♣❡r♠✉t❡❞ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♣r❡♣❡♥❞❡❞ t♦

❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✸✳✹✳✹✳✷ ❊❧✐t❡ s❡t

❲❡ r❛♥❦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥t♦ ❢r♦♥ts F0, F1, . . . ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✸

❜✉t ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦✇❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✹✮✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡❧✐t❡

s❡t E ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ε s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ F0✱ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✽✹

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧

❙❡❛r❝❤ ✭❆❊✐▲❙✮✳

■♥♣✉t✿ ✐♥t❡❣❡rs γ > 0✱ ε > 0 ❛♥❞ κ > 0✳

❖✉t♣✉t✿ ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s P ✳

✶✿ ∀h ∈ [1, 12] : S(h) := 0, I(h) := 0, C(h) := 0, α := 0 ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✼✮

✷✿ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ P ♦❢ s✐③❡ γ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✶✮

✸✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s✉❝❝❡ss ❝♦✉♥t❡rs ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✸✮

✹✿ r❡♣❡❛t

✺✿ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ P

✻✿ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ε ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥t♦ E



















✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✷✮

✼✿ ❝r❡❛t❡ K := κ ❝♦✉♣❧❡s ❢r♦♠ E
✽✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✛s♣r✐♥❣s F ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ K ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✸✮

✾✿ P := ♠✉t❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✻✮✱ ♦♥ P ∪ F
✶✵✿ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ α ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉❝❝❡ss r❛t✐♦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✽✮

✶✶✿ ✉♥t✐❧ maxh S(h) < α

✶✷✿ r❡t✉r♥ P



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✽✺

F1✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s❡❧❡❝t κ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❛r❡♥ts ❢r♦♠ E ✉s✐♥❣

❜✐♥❛r② t♦✉r♥❛♠❡♥t ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❢♦r♠ ♣❛rt ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡

❝♦✉♣❧❡s✮✳

✸✳✹✳✹✳✸ ❖✛s♣r✐♥❣s

❋♦r ❆❊✐▲❙✱ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛t♦r ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ♣r♦❝❡ss ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✸ ❢♦r ❊✐▲❙✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r s❡❧❡❝ts ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s

t❤❡ s❛♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r

♣r♦❝❡ss ♦❢ ❊✐▲❙ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ❆❊✐▲❙ ✐s t❤❛t ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❢♦r♠❡❞ ❤❛✈❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦✉♥t❡rs t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✮✳

❊❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ s ∈ E ❤❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ❝♦✉♥t❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss ❝ss✱ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ i

❝r❡❛t❡❞ ❤❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r ●❡♥i ❛s ✇❡❧❧✳ ❙✉❝❤ ❝♦✉♥t❡rs ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡

❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥ ♦✛s♣r✐♥❣ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ✐❢ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣r♦✈❡s

t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t✐♦

S(i) ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ♦✛s♣r✐♥❣ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞

❢r♦♠ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡rs ❝si ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❙✉❝❤ ❝♦✉♥t❡rs ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ t❤❡

s✉❝❝❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①♣❧♦r❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ h ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ●❡♥i ✐s ♦♥❧②

✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣❧♦❜❛❧✳

✸✳✹✳✹✳✹ ❘❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝r♦✇❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ✐s t❤❡ ❝r♦✇❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳

❊✐▲❙ ✉s❡s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❛♥❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜t♥❡ss ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜② ❝r♦✇❞✐♥❣

❞✐st❛♥❝❡ ❥✉st ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❡❜ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆✐❊▲❙✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♣r♦♣♦s❡s



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✽✻

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❆❊✐▲❙ s✉❝❝❡ss ❝♦✉♥t❡rs s❝❤❡♠❡✳

■♥♣✉t✿ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s P ✳

❖✉t♣✉t✿ P ✳

✶✿ ❝♦♥str✉❝t f(◦) ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹

✷✿ ❢♦r ❡❛❝❤ h ∈ [1, 12] ❞♦

✸✿ ●❡♥h := 0

✹✿ ●❡♥h := 0

✺✿ C(h) := 0

✻✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s ∈ E ❞♦

✼✿ ❝ss := 0✱ S(i) := 0

✽✿ r❡♣❡❛t

✾✿ ✐❢ f(s′) ≤ f(s) t❤❡♥

✶✵✿ ❝ss := ❝ss + 1

✶✶✿ ❡❧s❡ ✐❢ f(s′) ≤ f(s), s ∈ E t❤❡♥

✶✷✿ ❝ss := ❝ss + 1

✶✸✿ ●❡♥h := ●❡♥h + 1

✶✹✿ S(i) := S(i) + 1

✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✻✿ ✉♥t✐❧ τ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞

✶✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✽✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✾✿ r❡t✉r♥ P



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✽✼

❛ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❛♥❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛

❝r♦✇❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♥❡✇ ✜t♥❡ss ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✲

✐♠✉♠ r❛t✐♦ s✉❝❝❡ss ♣❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❖♥❝❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s r✉❧❡❞ ❜② t❤❡

♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♥ts ❛s ❞♦♥❡ ❜② ❉❡❜ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳

❖✉r ❝r♦✇❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥t❡rs ♦❢ s✉❝❝❡ss ❝si ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦

❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧✐t❡ s❡t E ❛♥❞ t♦ ●❡♥i ❛s ✇❡❧❧✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

s✉❝❝❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❝r❡❛t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥❀ s✉❝❤ ❝♦✉♥t❡rs ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✸✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝r♦✇❞✐♥❣ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

♦♥❧② t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t✐♦ ❝❛✉s❡❞ ♣❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♦r ✐ts ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❍❡r❡✱ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ t❡r♠s✳

❝r♦✇❞✐♥❣i =
❝si
●❡♥i

. ✭✸✳✷✷✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ❈r♦✇❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❊✐▲❙✳

■♥♣✉t✿ ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s P ✳

❖✉t♣✉t✿ ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s P r❛♥❦❡❞ ♣❡r ❝r♦✇❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳

✶✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ s ∈ P ❞♦

✷✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ i ❞♦

✸✿ ❝♦♥s✐❞❡r C(h)✱ S(i)✱ ❝ss ❛♥❞ ●❡♥i

✹✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝r♦✇❞✐♥❣s ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮

✺✿ ❡♥❞ ❢♦r

✻✿ ❡♥❞ ❢♦r

✼✿ r❡t✉r♥ P

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❝❤ ❝r♦✇✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s✿

• s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ❣♦♦❞ s♦❧✉✲



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✽✽

t✐♦♥s✱

• s✉❝❤ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡ ❣♦♦❞ ♦✛s♣r✐♥❣s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦✛✲

s♣r✐♥❣s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t✐♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝r♦✇❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛s

t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❡❜ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡t✉r♥ ♦♥❧②

❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✸✱ ♥♦t❡

t❤❛t t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❝♦✉♥t❡❞ ❛s s✉❝❤ ✐❢ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳

✸✳✹✳✹✳✺ ▼✉t❛t✐♦♥

❊❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤

t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✇❡✐❣❤ts ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

▼♦❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳ ■ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✉s✐♥❣

✇❡✐❣❤ts t♦ ❞✐✈❡rs✐❢② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✳

✸✳✹✳✹✳✻ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

❲❡ ❡♠♣❧♦② t✇❡❧✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s Nh ❢♦r t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❆❊✐▲❙✳ ❖♥❝❡

❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✐t ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡

✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■t ✐s ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r φ❀ ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ γ✳

❙❡✈❡r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧♦s❡♥❡ss ⌊ξ⌋ t❤❛t ❧✐♠✐ts

❤♦✇ ♠❛♥② st❡♣s ❛✇❛② ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦✉♥t✐♥❣

t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ Π t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦✈❡s

❜♦t❤ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❝❧♦s❡♥❡ss s❤♦✇❡❞ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝
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✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s✉♣❡r✐♦r ♦♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜①✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡

t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r ⌊ξ⌋✿ N3 ❛♥❞N4 ✉s❡ ξ = 0.5n

✇❤❡r❡❛s N6 ❛♥❞ N7 ✉s❡ ξ = 0.8n✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✜①✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥

s②st❡♠ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ♦♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

• N1✿ ❚✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s a ❛♥❞ b✱ a 6= b✱ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡✐r

❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

• N2✿ ❚❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s a✱ b✱ ❛♥❞ c ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡✐r

❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ♦❢ a t♦ b✱ b t♦ c✱ ❛♥❞ c t♦ a✳

• N3✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❝❧✐❡♥t ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞

✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥ b 6= a ✇✐t❤ ξ = 0.5n✳

• N4✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t✇♦ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥s

b ❛♥❞ c ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✭❛❧❧ t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t✮ ❛r❡ ❛t ♠♦st ξ = 0.5n

st❡♣s ❛✇❛② ❢r♦♠ a✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ a✱ b✱ ❛♥❞ c ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

s❝❤❡♠❡ ❛s ✐♥ N2✳

• N5✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a > 1 ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t❡♥t ✐s

❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✳

• N6✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛s ✐♥ N3✱ ❜✉t ✇✐t❤ ξ = 0.8n✳

• N7✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛s ✐♥ N4✱ ❜✉t ✇✐t❤ ξ = 0.8n✳

• N8✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇✐t❤ max ci,j

✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✮ ✇❤❡r❡ vi ✐s t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ vj ✐s t❤❡

❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥ b 6= a ✐s ❝❤♦s❡♥

✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ a✳

• N9✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞

✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ b 6= a ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ s✉❝❤ t❤❛t b > n
2
✳
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• N10✿ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ n
2
< a < n ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥

b > n−a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

• N11✿ ❆♥ ✐♥t❡❣❡r λ ∈ [2, ⌊0.3n⌋] ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡♥✱ t✇♦

♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t♦✉r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠

❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

• N12✿ ❋✐rst✱ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ b

s✉❝❤ t❤❛t a < b ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ a ❛♥❞ b ❛r❡

❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

✸✳✹✳✹✳✼ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❆s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼♦❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ Nh ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s

❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❊✐▲❙✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ S(h) ♦❢ Nh ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡✲

♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡

r❛t✐♦ ♦❢ ❝❛❧❧s t❤❛t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ t❤❛t

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ ❊✐▲❙ ✭❆❧✲

❣♦r✐t❤♠ ✺✮ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

S(h)✳

✸✳✹✳✹✳✽ ❆✉t♦❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❆❊✐▲❙✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss

r❛t✐♦ ♣❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧✐t❡ s❡t E ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❙✉❝❤ s✉❝❝❡ss

✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳ ❖♣♣♦s❡❞ t♦ ❊✐▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡❛❝❤

Nk ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✾✶

♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❆❊✐▲❙ ✐s t❤❛t α ❛✉t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡s ✐ts❡❧❢✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s✉❝❝❡ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✉❧❡ t♦ ✐t❡r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞

❛❢t❡r t❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s S(k) ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ❙✉❝❝❡ss ✐♥❞✐❝❛t♦r ♣❡r ❡①♣❧♦r❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

✶✿ I(k) := t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ Nk ✐♥ ❛♥②

❧♦❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

✷✿ C(k) := t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t Nk ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ s♦ ❢❛r

✸✿ S(k) := I(k)
C(k)

α =
♠❛①❴❡✈❛❧s(Nk)

S(k) ✭✸✳✷✸✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✻✮✱ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❤❛s ❛ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❆❢t❡r t❤✐s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s

r❡♣❡❛t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ r♦✉♥❞ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r♦✉♥❞✱ s❡✈❡♥ t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ S(k)−1 t♦ ❜❡ ♠✉t❛t❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❜② t❤❡ ✇❛② s✉❝❤

♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡♥ t♦ st♦♣✱

✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✐s

❤✐❣❤❡r✳ ❲❤❡♥ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ s♦ ❞♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞

❜② ❛♥♦t❤❡r✳
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✸✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤✉s ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ P❛r❡t♦ ♦❢ ♦✉r ▼✐♥✐♠✉♠

▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✿ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷✱ ❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙✱ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✳ ■♥ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✸✳✺✳✶ ❚r✐❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s

❚♦ t❡st ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇✐t❤ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ❝r❡❛t❡ ❝❧✐❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ♠♦r❡

s✐♠✐❧❛r t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞

❛♥❞ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ❝r❡❛t❡ ❝❧✐❡♥t

❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❡tt✐♥❣s ✭❆r❡❧❧❛♥♦✲❆rr✐❛❣❛

❛♥❞ ❙❝❤❛❡✛❡r✱ ✷✵✶✼✮✳ ❲❡ ✜rst ❝r❡❛t❡ c ❝✐t✐❡s ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥

(X, Y ) ∈ R✱ X, Y ∼ ❯♥✐❢(0, 1)✱ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ n ❝❧✐❡♥ts✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❛ ❝✐t②✱

r❛♥❞♦♠❧②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝✐t② ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡

❝✉rr❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥

s✐♠✐❧❛r t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝✐t✐❡s✳

❖♥❝❡ ❝✐t② ✐s r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❛s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

♦❢ ✐ts ❝✐t② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✛s❡ts ∆X,∆Y ∼ ◆♦r♠(µ, σ)✱

✇❤❡r❡ µ ❛♥❞ σ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡s ti,j ❢♦r i 6= j ❛s

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❧❛② δ ∼ ❊①♣(λd) ❛♥❞

t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ti,i ∼ ❊①♣(λt)✱ t❤✐s t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❛t t❤❡ ❞❡♣♦t t♦ ③❡r♦✱

✇❤✐❧❡ ❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✐❡♥t✳

❚♦ t❡st ❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ n ∈ {10, 16, 20, 32, 40, 64, 80, 128, 160,
256} ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ c = ⌊logs n⌋ ❝✐t✐❡s✱ µ = 1/c✱ σ = 1/

√
n✱ λd = 1/5

√
n✱ ❛♥❞

λs = 1/
√
n✱ ❝r❡❛t✐♥❣ 35 ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐③❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✾✸

s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s

❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

✸✳✺✳✷ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♥ts

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❛❣❛✐♥st t❤❡

❡①❛❝t P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜✈❡ ♠❡tr✐❝s

t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✾✿ ▼❡tr✐❝s ❧✐st ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ♦✉r

♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

▲❛❜❡❧ ▼❡tr✐❝ ❘❡❢❡r❡♥❝❡

★ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✕

❙❈❈ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❩✐t③❧❡r ❛♥❞ ❚❤✐❡❧❡ ✭✶✾✾✾✮

k✲❉ k✲❞✐st❛♥❝❡ ❩✐t③❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮

M∗
1 ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ❛♥❞

t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ❩✐t③❧❡r ✭✶✾✾✾✮

❝✭◦✱◦✮ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ❩✐t③❧❡r ❛♥❞ ❚❤✐❡❧❡ ✭✶✾✾✾✮

✸✳✺✳✸ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼■▲P s♦❧✈❡r ■▲❖●

❈P▲❊❳ ❈✰✰ ❈♦♥❝❡rt ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆❧❧ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❙▼❙❆ ✭❙❡❝t✐♦♥

✸✳✹✳✷✮✱ ❊✐▲❙ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮✱ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✮✱ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✳

❊✈❡r② ✐♥st❛♥❝❡ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❳❡♥♦♥ ❘© ■♥t❡❧ ❘© ❈P❯ ❊✸✲✶✷✹✺ ✈✸ ❅ ✸✳✹✵●❍③ ✇✐t❤

✶✻ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✳
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✸✳✺✳✹ P❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ tr❡❛t ❛❧❧

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

• ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮✿ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ✐s t❤❡ st❡♣ ✐t t❛❦❡s

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✳ ❋♦r ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤✐s st❡♣ ✐s

✜①❡❞ ❛s δ = 1/2n✱ ✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

• ❙▼❙❆ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✿ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭γ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♠✉t❛t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭β ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s ✭I ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ❆❧❧ t❤✐s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ R = 5✳

• ❊✐▲❙ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮✿ ✇❡ s❡t χmax = γ✱ ✇❡ ✜① τ = 7✱ ε = ⌈γ/2⌉✱ ❛♥❞ κ =

⌈ε/2⌉✱ ❛♥❞ ✈❛r② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭γ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞✉❧❡ ✭φ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉❝❝❡ss ✐♥

t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭α ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✳

• ❆❊✐▲❙ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✮✿ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✉t♦ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤✐s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s ❝❛❧✐❜r❛t❡s ✐ts❡❧❢✳ ❲❡ ✜① t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❊❧✐t❡ s❡t t♦ ε = ⌈γ/2⌉ ❛♥❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦✛s♣r✐♥❣s t♦ κ = ⌈ε/2⌉✳

❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts

✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝✳

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ❢♦r ♦✉r ❙▼❙❆ ❛♥❞ ❊✐▲❙ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❋♦r

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸✺ r❡♣❧✐❝❛s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸✺✵ r❡s✉❧t✐♥❣

❢r♦♥ts ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭★✮ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♥t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✭❙❈❈✮ ♦r ❤②♣❡r✈♦❧✉♠❡ ✭❩✐t③❧❡r ❛♥❞ ❚❤✐❡❧❡✱ ✶✾✾✾✮✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✾✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✵✿ ❋❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r ❙▼❙❆ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❊✐▲❙

✭r✐❣❤t✮❀ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✱ # t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❢r♦♥t✱ ❛♥❞ ❙❈❈ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r❡❞✳

❙▼❙❆ ❊✐▲❙

▲❛❜❡❧ P✶ P✷ P✸ ★ ❙❈❈ P✶ P✷ P✸ ★ ❙❈❈

✶ ✺n ✵✳✵✺ n✴✺ ✺✳✾✷ ✵✳✸✹✺ n ✶✵ ✵✳✸ ✺✻✳✷✹ ✵✳✺✻✽

✷ ✺n ✵✳✵✺ n✴✶✵ ✺✳✷✺ ✵✳✸✷✾ n ✶✵ ✵✳✺ ✻✵✳✵✾ ✵✳✺✽✶

✸ ✺n ✵✳✵✸ n✴✺ ✻✳✶✼ ✵✳✺✶✽ n ✶✵ ✵✳✼ ✶✵✶✳✶✹ ✵✳✺✽✸

✹ ✺n ✵✳✵✸ n✴✶✵ ✻✳✺✸ ✵✳✺✸✸ n ✶✸ ✵✳✸ ✶✵✸✳✺✵ ✵✳✺✽✺

✺ ✶✵n ✵✳✵✺ n✴✺ ✼✳✶✾ ✵✳✺✺✸ n ✶✸ ✵✳✺ ✶✵✻✳✾✵ ✵✳✻✷✷

✻ ✶✵n ✵✳✵✺ n✴✶✵ ✻✳✷✸ ✵✳✺✹✹ n ✶✸ ✵✳✼ ✶✹✺✳✺✾ ✵✳✻✹✵

✼ ✶✵n ✵✳✵✸ n✴✺ ✻✳✶✹ ✵✳✺✸✷ n ✶✺ ✵✳✸ ✶✹✻✳✹✶ ✵✳✻✹✾

✽ ✶✵n ✵✳✵✸ n✴✶✵ ✺✳✵✺ ✵✳✹✽✷ n ✶✺ ✵✳✺ ✶✹✼✳✼✺ ✵✳✻✺✷

✾ n ✶✺ ✵✳✼ ✶✺✷✳✵✹ ✵✳✻✻✵

✶✵ n2 ✶✵ ✵✳✸ ✶✺✼✳✺✻ ✵✳✻✻✸

✶✶ n2 ✶✵ ✵✳✺ ✶✻✹✳✹✽ ✵✳✻✼✷

✶✷ n2 ✶✵ ✵✳✼ ✶✺✷✳✺✷ ✵✳✻✼✶

✶✸ n2 ✶✸ ✵✳✸ ✶✹✾✳✽✸ ✵✳✻✼✵

✶✹ n2 ✶✸ ✵✳✺ ✶✸✹✳✼✾ ✵✳✻✻✷

✶✺ n2 ✶✸ ✵✳✼ ✶✶✽✳✷✺ ✵✳✻✻✶

✶✻ n2 ✶✺ ✵✳✸ ✶✶✼✳✺✽ ✵✳✻✹✾

✶✼ n2 ✶✺ ✵✳✺ ✶✵✾✳✺✼ ✵✳✻✹✺

✶✽ n2 ✶✺ ✵✳✼ ✶✵✻✳✽✽ ✵✳✻✹✶

✶✾ n3 ✶✵ ✵✳✸ ✶✵✹✳✷✶ ✵✳✻✹✵

✷✵ n3 ✶✵ ✵✳✺ ✾✽✳✸✸ ✵✳✻✸✸

✷✶ n3 ✶✵ ✵✳✼ ✾✽✳✷✵ ✵✳✻✷✷

✷✷ n3 ✶✸ ✵✳✸ ✾✽✳✶✸ ✵✳✻✶✶

✷✸ n3 ✶✸ ✵✳✺ ✾✺✳✸✽ ✵✳✻✵✵

✷✹ n3 ✶✸ ✵✳✼ ✾✵✳✷✼ ✵✳✻✵✵

✷✺ n3 ✶✺ ✵✳✸ ✽✷✳✹✺ ✵✳✺✽✽

✷✻ n3 ✶✺ ✵✳✺ ✼✽✳✾✹ ✵✳✺✽✸

✷✼ n3 ✶✺ ✵✳✼ ✼✽✳✽✷ ✵✳✺✼✷



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✾✻

❋♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡

❢♦r ❜♦t❤ ♠❡tr✐❝s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st

❤②♣❡r✈♦❧✉♠❡✮✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s n r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜❡st✲

♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥

❣r❛②✳

✸✳✺✳✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❙▼❙❆ ❛♥❞ ❊✐▲❙ ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥

♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡st q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧s♦ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

t✇♦ s❡ts✿ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✭s✐③❡❞ ✉♣ t♦ ✹✵ ✈❡rt✐❝❡s✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✭s✐③❡❞ ✉♣ t♦

✷✺✻ ✈❡rt✐❝❡s✮✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐③❡✱ ♦✈❡r s❡ts ♦❢ ✸✺

✐♥st❛♥❝❡s ❡❛❝❤✳ ❲❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ s❡ts ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛❧❧ ❢♦✉r s♦❧✉t✐♦♥

❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✸✳✺✳✺✳✶ ❙♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s t❤♦s❡ t❤❛t ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮ t❤❛t ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ s❡ts ♦❢ ✉♣ t♦ ✹✵ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆❧❧ t❤❡

r❡♣♦rt❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡ts ♦❢ ✸✺ ✐♥st❛♥❝❡s

♦❢ ❡❛❝❤ s✐③❡✱ t❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♣❡r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝s r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾

✭♣❛❣❡ ✾✸✮ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿

❈P❯ t✐♠❡s ❡❧❛♣s❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✶✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✾✼

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❈P❯ t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ❢♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡s❡ t✐♠❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s ♣❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s❀

n ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s❡ts s♦❧✈❡❞✳

■♥st❛♥❝❡ n ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ❙▼❙❆ ❊✐▲❙ ❆❊✐▲❙

▼▲❉P❴✶✵ ✶✵ ✷✵✳✷✷✽ ✷✳✽✼✺ ✵✳✷✷ ✵✳✷✵✺

▼▲❉P❴✶✻ ✶✻ ✶✼✾✳✼✷✷ ✻✳✹✹✸ ✷✳✺✾ ✸✳✷✼✺

▼▲❉P❴✷✵ ✷✵ ✽✵✵✳✺✸✶ ✷✾✳✾✺✸ ✶✸✳✷✾ ✶✼✳✶✶✺

▼▲❉P❴✸✷ ✸✷ ✷✻✾✹✻✳✶✼✾ ✷✵✶✳✸✹✺ ✾✾✳✹✹ ✶✵✷✳✽✽✺

▼▲❉P❴✹✵ ✹✵ ✹✺✷✶✵✵✳✼✵✷ ✺✷✼✳✻✺✺ ✷✵✸✳✼✸ ✷✵✻✳✸✾✺

❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r t✐♠❡✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❙▼❙❆ ❛♥❞ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷

❜② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ r♦✉❣❤❧② ❤❛❧❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛♥ ♦✉r ❙▼❙❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦♥❡t❤❡✲

❧❡ss✱ ❊✐▲❙ ❤❛❞ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥✉st✐♥❣ ❆❊✐▲❙✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✷✱ ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥t♦ s❡❝t✐♦♥s✿ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❡❛❝❤

♠❡t❤♦❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r ❝♦❧✉♠♥s✿ ★ ✭❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t✮✱

❙❈❈ ✭❤②♣❡r✈♦❧✉♠❡✮✱ k✲❉ ✭❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥ts✮✱ ❛♥❞

M∗
1 ✭❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❢r♦♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♦♥❡s✮✳ ❆❧❧ r❡♣♦rt❡❞

✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡ts ♦❢ ✸✺ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐③❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✷ st❛t❡s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤✿ ❊✐▲❙ ❛♥❞

❆❊✐▲❙✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t❡❞ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❤②♣❡r✈♦❧✉♠❡♥ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣

t❤❡♠ ❜♦t❤✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜t❧❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ❢♦r ❊✐▲❙ ♦✈❡r ❆❊✐▲❙ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts

❛♥❞ ❣❡tt✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥ts t❤❛♥ ♦✉r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

❛❞❥✉st❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♥ts ✐s s♦

s♠❛❧❧ t❤❛t ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❞❡♥s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉❝❤ ❢r♦♥ts ❤❛✈❡



❈
❤❛♣t❡r

✸✳
▼
✐♥✐♠

✉♠
▲
❛t❡♥❝②✲❉

✐st❛♥❝❡
P
r♦❜❧❡♠

✾✽

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ❙▼❙❆ ❊✐▲❙ ❆❊✐▲❙

n ★ ❙❈❈ k✲❉ M∗
1 ★ ❙❈❈ k✲❉ M∗

1 ★ ❙❈❈ k✲❉ M∗
1 ★ ❙❈❈ k✲❉ M∗

1

✶✵ ✹✳✻✷✷ ✵✳✾✶✷ ✶✳✹✶✹ ✵ ✽✳✹✹✻ ✵✳✽✾✽ ✵✳✷✶✸ ✵✳✷✾✺ ✸✺✳✷✶✽ ✵✳✾✹✾ <✵✳✵✵✶ ✵✳✵✶✻ ✸✷✳✷✼✹ ✵✳✾✷✶ <✵✳✵✵✶ ✵✳✵✶✸
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✷✵ ✼✳✷✹✾ ✵✳✾✵✹ ✵✳✵✺✼ ✵ ✾✳✽✾✸ ✵✳✽✾✶ ✵✳✶✻✻ ✵✳✷✾✷ ✶✸✽✳✷✻✶ ✵✳✾✸✺ <✵✳✵✵✶ ✵✳✵✶✸ ✶✸✼✳✷✻✶ ✵✳✾✶✷ <✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✾

✸✷ ✾✳✸✷✻ ✵✳✾✶✽ ✵✳✶✾✸ ✵ ✶✶✳✸✷✼ ✵✳✽✼✾ ✵✳✵✽✺ ✵✳✷✾✾ ✷✵✶✳✸✶✾ ✵✳✾✷✶ <✵✳✵✵✶ ✵✳✵✺✺ ✶✾✾✳✽✹✼ ✵✳✾✶✾ <✵✳✵✵✶ ✵✳✵✸✷
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t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❢r♦♥ts ✐s s♠❛❧❧ ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✸✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ♠❡❛s✉r❡

t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t✇♦ ❢r♦♥ts ✭A ❛♥❞ B✮ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❢r♦♥t A

t❤❛t ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❢r♦♥t B✿ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✐t❤❡r ♦❢ ❜♦t❤ ❢r♦♥ts t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡s

♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ ❜❡tt❡r ❢r♦♥t✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✸ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢

❜♦t❤✿ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦✈❡r t❤❡ ❙▼❙❆ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❜♦t❤ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❛

❜✐❣ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❢♦✉♥❞ ❜② ❙▼❙❆✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ✐s ❛❜❧❡ t♦

✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉t ✐t ♠❛② ♥♦t ✜♥❞ ♥♦♥✲s✉♣♣♦rt❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✱

t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❧❡ss ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧❡ss ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✇❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt ❙▼❙❆✱

❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❝♦✈❡r❛❣❡s✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙▼❙❆✱

❊✐▲❙✱ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

■♥st❛♥❝❡ n ❝✭
❙▼

❙❆
✱❊
✐▲
❙✮

❝✭
❙▼

❙❆
✱❆
❊
✐▲
❙✮

❝✭
❊
✐▲
❙✱
❙▼

❙❆
✮

❝✭
❊
✐▲
❙✱
❆
❊
✐▲
❙✮

❝✭
❆
❊
✐▲
❙✱
❙▼

❙❆
✮

❝✭
❆
❊
✐▲
❙✱
❊
✐▲
❙✮
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❲✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸✳✶✷ ❛♥❞ ✸✳✶✸✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✉♥❞❡r s♠❛❧❧

✐♥st❛♥❝❡s ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡

P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ❜✉t ✐♥ s❤♦rt❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ■♥ s♠❛❧❧

✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡♣♦rt ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ s✉♣❡r✐♦r✐t② ❛♠♦♥❣ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❜♦t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊✐▲❙ ✐♥ s♠❛❧❧❡r
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s✐③❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳

✸✳✺✳✺✳✷ ▲❛r❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❲❡ ♥♦✇

r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡✳ ❊❛❝❤

s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ✸✺ r❡♣❧✐❝❛s ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

n✮ ❛♥❞ ✇❡ r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ✇✐t❤ n ∈ {64, 80, 128, 160, 256}✱ t❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♣❡r ✐♥st❛♥❝❡

♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s✉❝❤ s✐③❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❥✉st ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r t❤r❡❡

♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙✱ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

❛✈❡r❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✹✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❈P❯ t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r t❤r❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥

❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s ♣❡r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳

■♥st❛♥❝❡ n ❙▼❙❆ ❊✐▲❙ ❆❊✐▲❙
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❈P❯ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡

❢r♦♥ts✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤✱ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r t✐♠❡✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

t❤❛♥ ❙▼❙❆ ✐♥ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❜② ♦♥❧② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ t❤❡ t✐♠❡ ❙▼❙❆

t❛❦❡s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛❧s♦ ❆❊✐▲❙ ❤❛✈❡ ❛ s❧✐❣❤t❧②

❜❡tt❡r ❈P❯ t✐♠❡ t❤❛♥ ❊✐▲❙✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s t❡st❡❞✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s

♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❙▼❙❆ ❊✐▲❙ ❆❊✐▲❙

■♥st❛♥❝❡ n ★ ❙❈❈ k✲❉ ★ ❙❈❈ k✲❉ ★ ❙❈❈ k✲❉

▼▲❉P❴✻✹ ✻✹ ✶✼✳✸✼✷ ✵✳✽✺✶✼ ✵✳✵✽✶ ✻✼✾✳✷✽✺ ✵✳✾✷✼✶ <✵✳✵✵✶ ✼✸✶✳✸✼✶ ✵✳✾✷✷✻ <✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✽✵ ✽✵ ✷✶✳✷✼✸ ✵✳✽✸✶✷ ✵✳✵✼✽ ✽✹✸✳✺✼✷ ✵✳✾✶✷✾ <✵✳✵✵✶ ✽✾✸✳✸✻✷ ✵✳✾✶✶✷ <✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✶✷✽ ✶✷✽ ✸✽✳✸✼✶ ✵✳✽✷✾✽ ✵✳✵✼✺ ✶✵✽✺✳✷✼✹ ✵✳✾✵✽✶ <✵✳✵✵✶ ✶✶✹✷✳✸✽✸ ✵✳✾✶✵✷ <✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✶✻✵ ✶✻✵ ✺✵✳✷✽✷ ✵✳✽✷✽✽ ✵✳✵✼✶ ✶✹✽✸✳✼✺✸ ✵✳✽✾✸✹ <✵✳✵✵✶ ✶✺✶✷✳✷✹✽ ✵✳✾✵✷✶ <✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✷✺✻ ✷✺✻ ✼✺✳✽✶✸ ✵✳✽✶✹✶ ✵✳✵✻✽ ✶✽✶✷✳✾✸✺ ✵✳✽✼✶✷ <✵✳✵✵✶ ✶✽✼✸✳✸✼✷ ✵✳✽✽✵✶ <✵✳✵✵✶
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❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✉r t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ✐♥ ❧❛r❣❡r

✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✺ ✐♥t♦ t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤

s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢♦✉r ❝♦❧✉♠♥s✿ ★✱ ❙❈❈✱ k✲❉✱ ❛♥❞ M∗
1 ✳ ❆❧❧ r❡♣♦rt❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡

✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡ts ♦❢ ✸✺ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐③❡✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✺ s❤♦✇s ❛ ❣r❡❛t

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❛❣❛✐♥st ❙▼❙❆✱ ❛♥❞

❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r t✇♦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❢r♦♥ts

t❤❛♥ ❙▼❙❆✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✺✳✶✮✱

✐♥ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ s✉♣❡r✐♦r✳ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ✉s❡ t❤❡✐r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts

✇❤✐❧❡ ♠❛♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❤②♣❡r✈♦❧✉♠❡♥✳ ❆s ❡①❛❝t ❢r♦♥ts ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❡

♦♠✐t t❤❡ M∗
1 ♠❡tr✐❝ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠❧❞♣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ❦ ✲♠❧❞♣ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❊✐▲❙ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❆❊✐▲❙ ✐♥ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❆❊✐▲❙ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s

s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❊✐▲❙✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✻✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts ✐♥ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆✈❡r✲

❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✳

■♥st❛♥❝❡ n ❝✭
❙▼

❙❆
✱❊
✐▲
❙✮

❝✭
❙▼

❙❆
✱❆
❊
✐▲
❙✮

❝✭
❊
✐▲
❙✱
❙▼

❙❆
✮

❝✭
❊
✐▲
❙✱
❆
❊
✐▲
❙✮

❝✭
❆
❊
✐▲
❙✱
❙▼

❙❆
✮

❝✭
❆
❊
✐▲
❙✱
❊
✐▲
❙✮

▼▲❉P❴✻✵ ✻✵ ✵✳✷✵✶ ✵✳✶✾✸ ✵✳✾✶✾ ✵✳✵✵✶ ✵✳✾✷✵ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✽✵ ✽✵ ✵✳✷✵✺ ✵✳✶✾✶ ✵✳✾✸✶ ✵✳✵✵✸ ✵✳✾✸✼ ✵✳✵✵✺

▼▲❉P❴✶✷✽ ✶✷✽ ✵✳✷✶✾ ✵✳✷✶✷ ✵✳✾✹✹ ✵✳✵✵✼ ✵✳✾✹✽ ✵✳✵✶✵

▼▲❉P❴✶✻✵ ✶✻✵ ✵✳✷✵✽ ✵✳✷✵✸ ✵✳✾✻✾ ✵✳✵✵✼ ✵✳✾✼✵ ✵✳✵✶✷

▼▲❉P❴✷✺✻ ✷✺✻ ✵✳✷✶✸ ✵✳✷✵✺ ✵✳✾✼✶ ✵✳✵✶✷ ✵✳✾✼✹ ✵✳✵✹✸
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❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✻✱ ❢♦r ❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙ ❛♥❞

❆❊✐▲❙✿ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❛r❡ s✉♣❡r✐♦r t♦ ❙▼❙❆✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ✐s

❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉t ✐t ♠❛② ♥♦t ✜♥❞ ♥♦♥✲s✉♣♣♦rt❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ P❛r❡t♦

❢r♦♥t✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❧❡ss ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧❡ss ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt ❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙

❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❝♦✈❡r❛❣❡s✳ ■♥ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❆❊✐▲❙ ❤❛s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

t❤❛♥ ❊✐▲❙✳

❋♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞✲q✉❛❧✐t②

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ✐♥ ❛ s❤♦rt ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞

❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t✳

✸✳✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s♠❛rt ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❢

♠❧❞♣ ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❊✐▲❙ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❆❊✐▲❙ ✐♥ s♠❛❧❧❡r ✐♥st❛♥❝❡s✿ ❊✐▲❙ st❛rts

✐t❡r❛t✐♥❣ ❛t ❛ ❣♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❆❊✐▲❙ ❤❛s t♦ ❛❞❥✉st ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣♦♦r s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r✱ ❆❊✐▲❙ ❤❛s

❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦ s❡❧❢✲❛❞❥✉st ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❊✐▲❙✳ ●✐✈❡♥ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦

✐t❡r❛t❡✱ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥✉st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡s ✐ts❡❧❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤

❖✉r s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜✲

❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✱ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❛♥

❛ss✉♠❡❞ ✐♥✜♥✐t❡✲❝❛♣❛❝✐t② t♦✉r✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s

t✇♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❛s ❛♥

❛❝t✐✈❡ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✵✹

♠❧❞♣ ✐s ❛♥ NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✮✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✇ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡✈❡r❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts

t♦ r❡❝r❡❛t❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❡tt✐♥❣s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✮✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t P❛r❡t♦

❢r♦♥t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❡♥ t♦ ❢♦rt② ❝❧✐❡♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✺✳✶✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤r❡❡

♠❡t❤♦❞s✿

• ❙tr❛t❡❣✐❝ ▼❡♠❡t✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙▼❙❆✮✱ ❛ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❝❧❛ss✐❝ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ◆❙●❆✲■■ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱

• ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭❊✐▲❙✮✱ ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞

• ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤

✭❆❊✐▲❙✮✱ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥✉st✐♥❣ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✱ ❣✉✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥❡✐❣❤✲

❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛r❡ s✉♣❡r✐♦r t♦ ❙▼❙❆✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♦❢

t❤❡ ❢♦♥ts✱ ❤②♣❡r✈♦❧✉♠❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r q✉❛❧✐t②

♠❡tr✐❝s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♠❧❞♣✱ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✹✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❊✐▲❙ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠

❆❊✐▲❙ ✐♥ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❛s ❆❊✐▲❙ ❤❛s t♦ ❛❞❥✉st ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❆❊✐▲❙ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦ s❡❧❢✲❛❞❥✉st ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧②

♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❊✐▲❙✳

❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧

t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✵✺

❝❛♣❛❝✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ t✐♠❡

❛♥❞ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❧❞♣ ✇✐t❤ ❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✳



❈❤❛♣t❡r ✹

k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡

Pr♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♣❡r✲

❢♦r♠ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠

✭❦ ✲♠❧❞♣✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤✐s ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✶ ✕ ✹✳✹✳✹✳ P❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳ ▲❛st❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳

✹✳✶ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠✿ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭♠✲ts♣✮ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧

♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡

♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

❢♦✉♥❞ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ✭❇❡❦t❛➩ ❛♥❞ ❊❧♠❛st❛➩✱ ✷✵✵✼❀ ❈❧❛r❦❡ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✶✾✻✹❀ ▲✐

❛♥❞ ❋✉✱ ✷✵✵✷❀ ▼✐♥✱ ✶✾✽✾❀ P❛r❦ ❛♥❞ ❑✐♠✱ ✷✵✶✵❀ ❙❝❤✐tt❡❦❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✶✸❀ ❚❛♥❣

✶✵✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✵✼

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮ ♦r ❞♦♦r t♦ ❞♦♦r ✈✐s✐t✐♥❣ ✭●✐❧❜❡rt ❛♥❞ ❍♦❢str❛✱ ✶✾✾✷❀ ❑❡r❣♦s✐❡♥ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✾❀ ❙✐♣❛❤✐♦❣❧✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

❚❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✢❡❡t ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡r✈✐❝❡

t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts

✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ k✲❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❘❡♣❛✐r♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲tr♣✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮ ❋❛❦❝❤❛r♦❡♥✲

♣❤♦❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮❀ ◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮❀ ❖♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ✐s ✐♥ ❤✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝ ✭❉✐❦❜②❦✱ ✷✵✶✼❀ ▼❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❛♥❞

r♦✉t✐♥❣ ✭❆✈❝✐ ❛♥❞ ❆✈❝✐✱ ✷✵✶✼❀ ●♦♥③á❧❡③ ❛♥❞ ❘✐✈❡r❛✱ ✷✵✶✺❀ ❍❛ ❇❛♥❣✱ ✷✵✶✽❀ ▼❛rt✐♥

❛♥❞ ❙❛❧❛✈❛t✐♣♦✉r✱ ✷✵✶✻✮✳

■♥ ❜♦t❤ ♠✲ts♣ ❛♥❞ ❦ ✲tr♣✱ ❡✈❡r② ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✢❡❡t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ❝❧✐❡♥t

❛ss✐❣♥❡❞✳ ❊❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠✉st ♥♦t ❝❛rr② ♦✉t s✉❜✲t♦✉rs ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡

✈✐s✐t❡❞ ♦♥❝❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♣❛♥② t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡r✈✐❝❡ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ✢❡❡t

♦❢ k ❛❣❡♥ts t❤❛t ❛❧❧ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣♦t ❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡

❞❛②✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐s ✈✐s✐t❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛♥② s❡❡❦s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡

r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡

❝❧✐❡♥t s❡t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts tr❛✈❡❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✳ ❲✐t❤

s✉❝❤ ❞❡❧✐♠✐t❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲

❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲♠❧❞♣✮ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❝♦♥t❡①ts ✭❋r②❡✱ ✶✾✾✺❀ ❑❛r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ▼❛❧❛r❦②✱ ✷✵✶✸❀ ▼❛♥❣❤❛r❛♠

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✵✽

✹✳✷ ❦ ✲♠❧❞♣✿ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♣❛♥② t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛

s❡r✈✐❝❡ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❙✉❝❤ ✢❡❡t ❤❛s ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

k ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣♦t ❛♥❞ r❡t✉r♥s t♦ ✐t ❛t t❤❡

❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳ ❆❧❧ k ✈❡❤✐❝❧❡s ♠✉st ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡

r❡❛ss✉r❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛♥ ❛❣❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ ✈✐s✐t t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧

✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ k ❛❝t✐✈❡ t♦✉rs t❤❛t ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ✇❤✐❧❡

❛✐♠✐♥❣ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡

t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡r✈✐❝❡✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❞❡♣♦t ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤

❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts t♦ ❛tt❡♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐t

❤❛s ❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥ ✐ts t♦✉r ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐st✐♥❝t❧②✳

❦ ✲♠❧❞♣ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r♦✉t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡tr✐❝ ✭❇❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ k t♦✉rs ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ t❡♥ ✈❡rt✐❝❡s ❜② ♠✐♥✲

✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✐t✳ ❊❛❝❤ ❣r❡② ❛rr♦✇ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❦♥♦✇♥

♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦t✳

◆♦t❡ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ k ❛❝t✐✈❡ ❛❣❡♥ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✱

❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ t♦✉rs ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❧❞♣ t♦✉r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝s t♦ t❤❡

❞❡♣♦t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ ✐s

❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ s♠❛❧❧ ❦ ✲♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❡♥

❝❧✐❡♥ts✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ✇❡ ♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❧❛t❡♥❝②✱

✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡❀ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

✇♦r❦ ♦❢ ◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡

❣r❛♣❤ G = (V,A)✳ ▲❡t A ❜❡ t❤❡ ❛r❝ s❡t ❛♥❞ V ❛ ✈❡rt❡① s❡t V = {v0, v1, v2, . . . , vn}✱
✇❤❡r❡ v0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ n ❝❧✐❡♥ts t♦

❜❡ ✈✐s✐t❡❞✳ ❆ s❡t I = {v1, v2, . . . , vn} ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ s❡t V ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ n ❝❧✐❡♥ts✳

❆ t♦t❛❧ ♦❢ k ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts❀ ❛❧❧ k ✈❡❤✐❝❧❡s

♠✉st ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t

❜❡✐♥❣ ✐♥✢❡①✐❜❧❡✱ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱

N = n− k + 1, ✭✹✳✶✮

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✿ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♦♥❡

s✐♥❣❧❡ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞✳

❊❛❝❤ ❝❧✐❡♥t i ∈ I ❤❛s ❛ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ si ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t✳ ❚❤✐s s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ r❡❢❡rs

t♦ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❛❣❡♥t t❛❦❡s t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✳ ❊❛❝❤ ❛r❝ (vi, vj) ∈ A

❤❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i t♦ j✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s tij✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
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❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i t♦ ❝❧✐❡♥t j✳

❆ ♠❛tr✐① T ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (vi, vj) ❛ ✇❡✐❣❤t ti,j ≥ 0 ✭t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❢r♦♠

✈❡rt❡① vi t♦ ✈❡rt❡① vj✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ti,i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡

si ♦❢ ❝❧✐❡♥t i✱ ❛ ❝♦st ♠❛tr✐① C ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts✿

ci,j = ti,i + ti,j. ✭✹✳✷✮

1 

0 

1 

2 

3 

n-1 

n 

2 

3 

n-1 

n 

0 

1 

2 

3 

n 

n-1 

0 

1 

2 

3 

n 

n-1 

0 

Level 1 Level 2 Level 3 Level N Level N+1 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❦ ✲♠❧❞♣✳

❚♦ r❡♣r❡s❡♥t ❦ ✲♠❧❞♣✱ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ N +1 ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦✱

s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❦ ✲tr♣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❙✉❝❤

♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❧❡✈❡❧ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♣② ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛ss♦❝✐✲

❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❧✐❡♥ts✱ v1, v2, . . . , vn✳ ▲❡✈❡❧s 2, 3, . . . , N ❛r❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ V ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ N + 1

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣♦t✳ ❚❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❦ ✲♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✐s

✐s t♦ s❛②✱ ❛ s❡t ♦❢ k ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t❡❞ t♦✉rs ✇❤✐❝❤ st❛rt ✐♥ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ✐♥ t♦t❛❧✱

✈✐s✐t ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts✳

❆ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣ ✐s ❛ s❡t ♦❢ k ♣❛t❤s st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞

✈✐s✐t✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ k ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t♦❣❡t❤❡r ✈✐s✐t❡❞ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts✳ ❆ ❝❧✐❡♥t i ❝❛♥

♦♥❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♣❛t❤✳ ❊❛❝❤ ♣❛t❤ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ✈✐s✐t ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❧♦✇❡r
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t❤❛♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❡rt❡① ❧❡✈❡❧❀ ✐❢ ❛ ♣❛t❤ st❛rts ✐♥ ✈❡rt❡① h✱ t❤❡♥ t❤✐s ♣❛t❤ ❤❛s h− 1

✈❡rt✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t✳

◆♦t❡ t❤❛♥ ❛ ❦ ✲♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

k t♦✉rs t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t♦✉r✳

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi,l ❛♥❞ yi,j(l) ❛s

xi,l =











1, ✐❢ ✈❡rt❡① i ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❧❡✈❡❧ l ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✱

yi,j(l) =











1, ✐❢ ✈❡rt❡① i ✐♥ ❧❡✈❡❧ l + 1 ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✈❡rt❡① j ✐♥ ❧❡✈❡❧ l✱

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❦ ✲♠❧❞♣ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

min F1 =
n

∑

j=1

c0j

N
∑

l=1

ly0,j(k) +
n

∑

i=1

n
∑

j=1
j 6=i

cij

N−1
∑

l=1

lyi,j(l) ✭✹✳✸✮

min F2 =
n

∑

j=1

c0j

N
∑

l=1

ly0,j(k) +
n

∑

i=1

n
∑

j=1
j 6=i

cij

N−1
∑

l=1

lyi,j(l) +
n

∑

i=0

ci0

N
∑

l=0

yi,0(l) ✭✹✳✹✮

s✉❜❥❡❝t t♦
N
∑

l=1

xi,l = 1, i = 1, 2, . . . , n ✭✹✳✺✮

n
∑

i=0

xi,1 = k ✭✹✳✻✮

N
∑

l=1

n
∑

j=1

y0,j(l) = k ✭✹✳✼✮
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n
∑

j=1
j 6=i

yi,j(l) = xi,l+1, i = 1, 2, . . . , n; l = 1, 2, . . . , N − 1 ✭✹✳✽✮

y0,j(l) +
n

∑

i=1
i 6=j

yi,j(l) = xj,l, j = 1, 2, . . . , n; l = 1, 2, . . . , N − 1 ✭✹✳✾✮

y0,j(N) = xj,N , j = 1, 2, . . . , n ✭✹✳✶✵✮

xi,l ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n; l = 1, . . . , N ✭✹✳✶✶✮

yi,j(l) ≥ 0, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n; l = 1, . . . , N − 1 ✭✹✳✶✷✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✈✐s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✢❡❡t

♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s st❛t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ st❛t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜② t❤❡ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✱ t❤❡ ❛r❝s ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡

r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❛❧❧ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❝s

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛s ❝❧✐❡♥t ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡rt❡① ♣❡r ❧❡✈❡❧ ✐♥

t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ r❡q✉✐r❡s t❤❛t

❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♠✉st ✈✐s✐t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❧❧ k ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❍❛♥❞

t♦ ❤❛♥❞✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ❡♥s✉r❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② k ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮ ❡♥s✉r❡s

t❤❛t ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ l + 1 ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ ❛r❝s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❛t ❧❡✈❡❧✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t ❛t ❧❡✈❡❧ l ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ ❛r❝s t♦ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❛t

❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ✈❡rt❡① ♦♥ ❧❡✈❡❧ N ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❧❡✈❡❧ N + 1

♠✉st ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❛t ✈❡rt❡①✳

▲❛st❧②✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✷✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦t❡

t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s yi,j(l) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜✐♥❛r② ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛s t❤❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s xi,l ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡

✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ k s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝✲
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t✐✈❡ ✈❡rt❡① ✐♥ ❧❡✈❡❧ l t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s t♦

s❛②✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✉♥✐✲♠♦❞✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ yi,j(l) ❛s

❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ n2N ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ (n3−2n2+n)N

r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ (2n2)N + 2n ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❆s ♠❧❞♣✱ ♦✉r ❦ ✲♠❧❞♣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠s ✉♥❞❡r

t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❜♦♦❧❡❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

xi,l✱

xi,l =











1, ✐❢ vi ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ℓl,

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ i t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ 1, . . . , n✱ ❛♥❞ l t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ 1, . . . , N ✳ ◆♦t❡

t❤❛t t❤❡ ❞❡♣♦t v0 ❢♦r♠s ℓN+1✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ♥♦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ t❤❡r❡ ❛s ❡✈❡r② ❦ ✲♠❧❞♣

❢❡❛s✐❜❧❡ t♦✉r ✐♥✐t✐❛t❡s ❛t t❤❡ ❞❡♣♦t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♥♦t❛t✐♦♥

yi,j(l) = xi,l+1xj,l, ✭✹✳✶✹✮

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t yi,j(l) = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ vi ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ℓi+1 ❛♥❞ vj ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ℓi✱

❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦t t♦

t❤❡ ✜rst ❝❧✐❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

T0 =
n

∑

j=1

c0j

N
∑

l=1

ly0,j(l), ✭✹✳✶✺✮

t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❝❧✐❡♥t t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Tn =
n

∑

i=0

ci0

N
∑

l=0

yi,0(l). ✭✹✳✶✻✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛s ❡❛❝❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ n ❝❧✐❡♥ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ r❡❛❝❤

t❤❡ ✜rst ❝❧✐❡♥t✱ ✇❡ ✇r✐t❡

W0 =
n

∑

j=1

c0j

N
∑

l=1

ly0,j(l). ✭✹✳✶✼✮
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❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦ ✲♠❧❞♣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

min F1 = W = W0 +
n

∑

i=1

n
∑

j=1
j 6=i

cij

N−1
∑

l=1

lyi,j(l) ✭✹✳✶✽✮

min F2 = T = T0 + Tn +
n

∑

i=1

n
∑

j=1
j 6=i

cij

N−1
∑

l=1

lyi,j(l) ✭✹✳✶✾✮

s✉❜❥❡❝t t♦

∀i :
N
∑

l=1

xi,l = 1 ✭✹✳✷✵✮

∀i :
n

∑

i=0

xi,1 = k ✭✹✳✷✶✮

N
∑

l=1

n
∑

j=1

y0,j(l) = k ✭✹✳✷✷✮

∀i, ∀l :
n

∑

j=1
j 6=i

yi,j(l) = xi,l+1 ✭✹✳✷✸✮

∀j, ∀l : y0,j(l) +
n

∑

i=1
i 6=j

yi,j(l) = xj,l ✭✹✳✷✹✮

∀j : y0,j(N) = xj,N ✭✹✳✷✺✮

∀i, ∀l : xi,l ∈ {0, 1}. ✭✹✳✷✻✮

■♥ t❤✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ♠✐♥✲

✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛s ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❤❛s t♦ ✇❛✐t t❤r♦✉❣❤

t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✹✳✶✾✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✱

❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦t✱ ❛❢t❡r ✈✐s✐t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✵✮

❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♣❡r ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮

❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❤❛s ❛t ❧❡❛st ❛ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮ ❡♥s✉r❡s
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t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② k ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✸✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ l+1 ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ ❛r❝s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t

❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t s✉❝❤ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛t ❧❡✈❡❧ l ❝❛♥ ❛rr✐✈❡

❛r❝s t♦ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❛t ❧❡✈❡❧✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ✈❡rt❡①

♦♥ ❧❡✈❡❧ N ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❧❡✈❡❧ N +1 ♠✉st ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❛t ✈❡rt❡①✳ ▲❛st❧②✱ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✹✳✷✻✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❦ ✲♠❧❞♣✳ ❆ s❤♦rt

r❡♠✐♥❞❡r ♦❢ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❡♦r② ✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❇♦t❤ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ❦ ✲

♠❧❞♣ ❛r❡ NP✲❤❛r❞ ✭❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ ❆✉s✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❋❛❦❝❤❛r♦❡♥♣❤♦❧ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✸❀ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛❧s♦ ❦ ✲♠❧❞♣ ✐ts❡❧❢

✐s NP✲❤❛r❞✳

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ✇❡ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡ ✢❡❡t ♦❢

✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ♥♦ ❝❛♣❛❝✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✈✐s✐ts ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ k ❞✐s❥♦✐♥t

t♦✉rs✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ Oσ t♦ ♦✉r

♣r♦❜❧❡♠ ✭●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ D❦✲♠❧❞♣

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❦ ✲♠❧❞♣✱ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❦ ✲♠❧❞♣ ❜❡❧♦♥❣s t♦ NP✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤

t❤❛t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❦ ✲♠❧❞♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ k ❞✐s❥♦✐♥t t♦✉rs ✇❤✐❝❤

✐♥ t♦t❛❧ ✈✐s✐t ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞❡♣♦t ❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ✐t ❛t t❤❡

❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r s❤✐❢t✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧

tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ k ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❞❡♣✐❝ts s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
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0

0

d

u

c
u

a
u b

u

e
u

f

u

g
u

j
u

i

u

h

u
t 0a

tab

t bc

t cd

td0

t
0e

t ef

t f
g

t g0
t
0j

tji
tih

th0

✭❜✮ ❝♦♥st❛♥t s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✱ ❛r❜✐tr❛r② tr❛✈❡❧

t✐♠❡s

0

0

d

sd

c

sc

a

sa b

sb

e

se

f

sf

g

sg

j

sj
i

si

h

sh
u

u

u
u

u

u

u

u

u

u

u
u

u

✭❝✮ ❛r❜✐tr❛r② s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✱ ❝♦♥st❛♥t tr❛✈❡❧

t✐♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❦ ✲♠❧❞♣✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛✱

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛❧❧ t❛❦❡ ❛r❜✐tr❛r②

✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❜✱ ❛ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥✿ ❛❧❧ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t

✈❛❧✉❡ u ❜✉t tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ✭❛ ❦ ✲ts♣ ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ▲❛st❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❝✿ ❛❧❧

s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞ ❛❧❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t u ✭❛ ❦ ✲♠❧♣

✐♥st❛♥❝❡✮✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✶✼

❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❛❣❡♥ts✱ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛r❜✐tr❛r② ♥♦♥✲③❡r♦ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✱ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛✮✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸❜✱ ✹✳✸❝✮✳

◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡

1

2

n−1
∑

k=1

(n− k)
n

∑

i=0

n
∑

j=0

tij + (si + sj), ✭✹✳✷✼✮

✇❤❡r❡ tij r❡❢❡rs t♦ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♠♦♥❣ ❝❧✐❡♥ts i ❛♥❞ j✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s si ❛♥❞ sj r❡❢❡rs t♦

t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✳

❇② ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✼✮✱ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦ tr❛✈❡❧ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ❢♦r

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ D❦✲♠❧❞♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦

❦ ✲♠❧❞♣✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦sts

♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ T ≤ Θ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✱ ❛♥❞ ❛♥

✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ W ≤ Ω t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✱ ✐s t❤❡r❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

X t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s s❡t ♦♥ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡s❄

❆s st❛t❡❞ ❜② ●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥ ✭✶✾✾✵✮ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❦ ✲♠❧❞♣ ❜❡❧♦♥❣s t♦ NP ✐t

✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠

t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣ t♦ ♠✲ts♣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❦✲ts♣ r❡❞✉❝❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ ❦✲♠❧❞♣✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥X ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲

t✐♠❡✿ ❡❛❝❤ X ❝❛♣t✉r❡s ❛ s❡t ♦❢ k ❞✐s❥♦✐♥t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s t❤❛t st❛rt ❛t t❤❡ ❞❡♣♦t ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❛tr✐① X ❛s ❛ s❡t ♦❢ k ❞✐s❥♦✐♥t❡❞

s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ v(0), v(1), . . . , v(N)✱ ✇❤❡r❡ v(0) ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❞❡♣♦t✱ N ✐s t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✶✽

❜♦✉♥❞ ♣❡r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s✐ts ❢r♦♠ v1 t♦ v(N) ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✈✐s✐t❡❞ ♣❡r ✈❡❤✐❝❧❡✳

❲❡ ♥❡❡❞ ❢♦✉r ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t✐♠❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦✉r✱ ♦♥❡

t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♣❡r ✈❡❤✐❝❧❡✱ k t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡t

♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✢❡❡t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ k

❛rr❛②s✱ ♦♥❡ ♣❡r ❛❣❡♥t✱ ♦❢ N ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡❛❝❤✱ t♦ ✈❡r✐❢② ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦

❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞✳

❲❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ n ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✱ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐s ♣r♦♣❡r❧② ✈✐s✐t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ♣❡r ✈❡❤✐❝❧❡✱ ❞❡♥♦t✐♥❣

t❤❡ s♦✉r❝❡ ❜② i ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❜② j ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ti,j t♦ ❜♦t❤ t❤❡ t✐♠❡

❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ❛♥❞ t♦ ❜♦t❤ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦rs✱ t❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ti,i

t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r t♦ t❤❡

❧❛t❡♥❝② ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥t j ❛s ✈✐s✐t❡❞✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐s ✈✐s✐t❡❞

❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k ❛❣❡♥ts✱ ✐t ✐s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❛rr❛② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts

❛r❡ ✈✐s✐t❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛❧❧ k

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ n ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦♥❡✱ t❤❡ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r r❡s♣❡❝ts

✐ts ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ Θ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r r❡s♣❡❝ts ✐ts ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ Ω✱ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❆s t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ D❦✲♠❧❞♣ ∈ NP✳

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜✲

❧❡♠ ✭❦ ✲ts♣✮ ✐♥ ✐ts ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ t♦ D❦✲♠❧❞♣✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ■♥ t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲ts♣✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t k ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✱ ❛ ❝♦st ♠❛tr✐① C ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧ ❝♦sts ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ n

❝❧✐❡♥ts ✭✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ③❡r♦✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡

t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ k t♦✉rs ♠✉st ❢✉❧✜❧✱ C✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ❛

s❡t ♦❢ k ❞✐s❥♦✐♥t❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛

s❡t ♦❢ t♦✉rs ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♥♦t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ C✳
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Im-tsp Rm-tsp,k-mldp Mk-mldpIk-mldp

“NO”

“YES”

Mm-tsp

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❢r♦♠ ❦ ✲ts♣ t♦ ❦ ✲♠❧❞♣ ✭❜♦t❤ ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦① ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❦ ✲ts♣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t

t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❦ ✲ts♣ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ✏②❡s✑ ♦r

✏♥♦✑ t♦ t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♠✉st tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ❦ ✲ts♣ ❡♥tr② ✐♥t♦ ❛ ❦ ✲♠❧❞♣ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❦ ✲♠❧❞♣ ✐♥♣✉t ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞

❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ✏②❡s✑ ♦r ✏♥♦✑✳ ❆s ❛ ✇❤♦❧❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ❛ ❦ ✲ts♣ ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡❞✉❝❡s

✐t ✐♥t♦ ❛ ❦ ✲♠❧❞♣ ✐♥st❛♥❝❡✱ s♦❧✈❡s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣✱

❛♥❞ r❡s♣♦♥❞s ❝♦rr❡❝t❧② ✏②❡s✑ ♦r ✏♥♦✑ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥st❛♥❝❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦ ✲ts♣ ✐♥t♦ ❛♥

✐♥♣✉t ❢♦r D❦✲♠❧❞♣✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s k1✱ ✇❡

✉s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ C ❛s T ✱ s❡t Θ = C✱ ❛♥❞ ❧❛st❧② ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②

❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ❜♦✉♥❞ Ω✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ k

t♦✉rs ❛♥ ❦ ✲♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉st ❤❛✈❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✱ t❤❡

✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs k − 1 ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✐♥

❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧✐❡♥t ❡❛❝❤✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ Ω✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ❜② ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦sts✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦st ♣❡r

❡❛❝❤ r♦✇ ✭t❤❛t ✐s✱ ❛s ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛t ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❝❤♦s❡ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ s❡❣♠❡♥t t♦

❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ t♦✉r ✇❤❡♥ ✈✐s✐t✐♥❣ ✐ts N ❛ss✐❣♥❡❞ ❝❧✐❡♥ts✮ ✐♥ O(N2) t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦rt

t❤❡s❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❡❣♠❡♥ts ❢r♦♠ ❧❛r❣❡st t♦ s♠❛❧❧❡st ✐♥ O(n logN) t✐♠❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t

❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❧❛t❡♥❝② ♣❡r t♦✉r✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢

t♦✉rs ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ O(k)(N2) t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦

s♦rt t❤❡s❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❡❣♠❡♥ts ❢r♦♠ ❧❛r❣❡st t♦ s♠❛❧❧❡st ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ O(kN logN)✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s ✐♥ ❦ ✲ts♣ ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐①
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t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝②✱ ♣❡r ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢

t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s✉♠s ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ❧✐st ♦❢ ❝♦sts✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ k ✇♦rst ❝❛s❡s

❧❛t❡♥❝✐❡s ❛s Ω✳ ❍❡♥❝❡✱ D❦✲♠❧❞♣ r❡s♣♦♥❞s ✏②❡s✑ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥♣✉t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲ts♣ ✇♦✉❧❞ r❡s♣♦♥❞ ✏②❡s✑ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉t✳

❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡❞

✢❡❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❝❛♣❛❝✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ ✈✐s✐t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ ❛ k ❞✐s❥♦✐♥t❡❞

s❡t ♦❢ t♦✉rs✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ Dσ t♦

♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✭●❛r❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠D❦✲♠❧❞♣

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❦ ✲♠❧❞♣✱ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❦ ✲♠❧❞♣ ❜❡❧♦♥❣s t♦ NP✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤

t❤❛t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts✳

❆❢t❡r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❦ ✲♠❧❞♣ r❡❞✉❝❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ ❦ ✲ts♣✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r♦♦❢ ♦❢ ♠❧❞♣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ D❦✲♠❧❞♣ ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✳ ❦✲♠❧❞♣ ✐s NP✲❤❛r❞✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❦ ✲♠❧❞♣ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s

❞✐✣❝✉❧t ❛s ❦ ✲ts♣✳ ❚❤✉s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✱ D❦✲♠❧❞♣ ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ❦ ✲♠❧❞♣ ✐s NP✲❤❛r❞✳

✹✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣

❦ ✲♠❧❞♣ ✐s ❛♥ NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦♥❧② ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ♥❡❝❡ss✐t②✳
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■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r

❦ ✲♠❧❞♣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r ♠❧❞♣ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ❞✐s❝✉ss❡s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❦ ✲♠❧❞♣ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✲

st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✷✱ ✹✳✹✳✸✱ ❛♥❞ ✹✳✹✳✹ ♣r❡s❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♦❜✲

t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts✳

✹✳✹✳✶ ❊①❛❝t ♠❡t❤♦❞

❦ ✲♠❧❞♣✱ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❧❞♣ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥

❛ s✐♥❣❧❡ t♦✉r✱ ❦ ✲♠❧❞♣ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡❞ ✢❡❡t ♦❢

✈❡❤✐❝❧❡s✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ ♦✉r ♠❧❞♣ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐✲

♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮❀ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s

♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦✉r ❝♦♥✲

str❛✐♥❡❞ t♦ ✐ts t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝②✳

❆s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❦ ✲♠❧❞♣ ♠❛② r❡❞✉❝❡ t♦ ✐♥ t❤✐s

♠❛♥♥❡r ❛r❡ ❛❧s♦ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ ❆✉s✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❋❛❦❝❤❛r♦❡♥✲

♣❤♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✹✮✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛

P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥ts✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ✐s

t❤❡ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧♦♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✱ ❛♥ NP✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✷✷

✇❡❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❛♥❞ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✷✱

✹✳✹✳✸✱ ❛♥❞ ✹✳✹✳✹ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤r❡❡ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

♣r♦❜❧❡♠✳

✹✳✹✳✷ ❙tr❛t❡❣✐❝ ▼❡♠❡t✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣

❲❡ ❡♠♣❧♦② ❙tr❛t❡❣✐❝ ▼❡♠❡t✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙▼❙❆✮ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮

❢♦r t❤❡ k✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❢♦r ✐t✳

✹✳✹✳✷✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣ ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ n ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✐❡♥t

s❡t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ k t✐♠❡s t❤❡ ❞❡♣♦t✱ ❛s k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣

♥♦✇✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✶✵ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ k = 3 ❛❣❡♥ts

t♦ ✈✐s✐t t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❦ ✲♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ✶✵ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞

k = 3 ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s v0✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10 π11 π12 π13

v0 v2 v3 v4 v0 v1 v5 v6 v0 v8 v10 v9 v7

✹✳✹✳✷✳✷ ❖✛s♣r✐♥❣s

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❡♥t ✐s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜✐♥❛r② t♦✉r♥❛♠❡♥t ❛♥❞ ❛❢t❡r

s❡❧❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❛r❡♥ts✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❖❳ ❝r♦ss♦✈❡r✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛② ❡❛❝❤ ❦ ✲♠❧❞♣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦❞❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞

❝r♦ss♦✈❡r ♦✈❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k s❡❣♠❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✷✸

✹✳✹✳✷✳✸ ❘❛♥❦✐♥❣

❚❤❡ r❛♥❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ r❡q✉✐r❡s ♥♦t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲

✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥✳

✹✳✹✳✷✳✹ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k s❡❣♠❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦❞❡❞

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k t♦✉rs ✐♥ t❤❡ ✢❡❡t

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳

✹✳✹✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♠❛❞❡ t♦ ❊✐▲❙ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮ ❢♦r

t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥✳

✹✳✹✳✸✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❊✐▲❙ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ❙▼❙❆ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡

✈❡rs✐♦♥✿ ✐♥s❡rt✐♥❣ k✲✶ ♥♦♥✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭❝❢✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳

✹✳✹✳✸✳✷ ❊❧✐t❡ s❡t

❚❤❡ r❛♥❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❊✐▲❙✳ ❖✉r

❡❧✐t❡ s❡t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✇❡❧❧✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✷✹

✹✳✹✳✸✳✸ ❖✛s♣r✐♥❣s

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❡❧❡❝ts t✇♦ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t♦✉r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ s✐③❡ ϕ ❛♥❞ ✇❤❡♥

❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡♠✱ ✐t ✈❡r✐✜❡s t❤❛t ♥♦ ❞❡♣♦t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡

❛❢t❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜♦t❤✱ ❛ss✉r✐♥❣ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❚❛❜❧❡

✹✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ♦✛s♣r✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✶✵✲❝❧✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ k = 3

❛❣❡♥ts t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❊✐▲❙ ♦✛s♣r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞

s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❣r❡②✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10 π11 π12 π13

pi v0 v2 v3 v4 v0 v1 v5 v6 v0 v8 v10 v9 v7

oi v0 v8 v10 v9 v0 v1 v5 v6 v0 v2 v3 v4 v7

❆❢t❡r ✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜♦t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛❧❧ k

✈❡❤✐❝❧❡s ❛❝t✐✈❡✱ t❤✐s ✐s t♦ s❛② ♥♦ ❞❡♣♦t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❞❡♣♦t ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸✳✹ ▼✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❊✐▲❙ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥✳

✹✳✹✳✸✳✺ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧

t✇❡❧✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✺✮✱ ❜✉t ♠♦❞✐✜❡❞

❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ♥♦ t✇♦ ❞❡♣♦t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦✉r ♥❡✇ ♥❡✐❣❜♦r❤♦♦❞s✱ ♠❛❞❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ❛r❡

❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙✳
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• N13✿ ❋✐rst✱ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ a ∈ n
2
✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ b

s✉❝❤ t❤❛t b ∈ n
2
✳ ❈♦♥t❡♥ts ♦❢ a ❛♥❞ b ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✮✳

❋❡❛s✐❜❧❡ ❝❤❡❝❦✲✉♣ ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ♥♦ ❞❡♣♦ts ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ N13 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✱ ✇❤❡r❡ a = 11 ❛♥❞ b = 3✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10 π11 π12 π13

Π v0 v7 v8 v6 v0 v5 v1 v2 v0 v3 v4 v10 v9

N13(Π) v0 v7 v4 v6 v0 v5 v1 v2 v0 v3 v8 v10 v9

• N14✿ ❚❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s a✱ b✱ ❛♥❞ c ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡✐r

❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ♦❢ a t♦ c✱ t❤❛t ♦❢ c t♦ b✱ ❛♥❞ t❤❛t

♦❢ b t♦ a ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✮✳ ❋❡❛s✐❜❧❡ ❝❤❡❝❦✲✉♣ ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ♥♦ ❞❡♣♦ts ❛r❡

❝♦♥s❡q✉❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N14 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✱ ✇❤❡r❡ a = 1✱ b = 3✱ ❛♥❞ c = 9✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10 π11 π12 π13

Π v0 v7 v8 v6 v0 v5 v1 v2 v0 v3 v4 v10 v9

N14(Π) v0 v6 v8 v10 v0 v5 v1 v2 v0 v3 v4 v7 v9

• N15✿ ▼♦✈❡♠❡♥t ✐♥tr❛✲t♦✉rs✳ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a > n
2
✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠

❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ b ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t♦✉r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t♦✉r

✐ts ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✮✳ ❋❡❛s✐❜❧❡ ❝❤❡❝❦✲✉♣ ✐s ♠❛❞❡ t♦

❡♥s✉r❡ ♥♦ ❞❡♣♦ts ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✳

• N16✿ ▼♦✈❡♠❡♥t ✐♥tr❛✲t♦✉rs✳ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ a < n
3
✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠

❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ b ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t♦✉r ❛❢t❡r t❤❡ t♦✉r
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❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N15 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✱ ✇❤❡r❡ a = 12✱ b = 4✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10 π11 π12 π13

Π v0 v7 v8 v6 v0 v5 v1 v2 v0 v3 v4 v10 v9

N15(Π) v0 v7 v8 v10 v6 v0 v5 v1 v2 v0 v3 v4 v9

✐ts ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✮✳ ❋❡❛s✐❜❧❡ ❝❤❡❝❦✲✉♣ ✐s ♠❛❞❡ t♦

❡♥s✉r❡ ♥♦ ❞❡♣♦ts ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ N16 ✇✐t❤ n = 10 ❛♥❞ k = 3✱ ✇❤❡r❡ a = 4✱ b = 12✳

π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9 π10 π11 π12 π13

Π v0 v7 v8 v6 v0 v5 v1 v2 v0 v3 v4 v10 v9

N16(Π) v0 v7 v8 v0 v5 v1 v2 v0 v3 v4 v6 v10 v9

✹✳✹✳✸✳✻ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t♦ t❤❡

s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙✳

✹✳✹✳✹ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t

▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❧❢✲❛❞❥✉st✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✮✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

❛ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥✳
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✹✳✹✳✹✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s

❙▼❙❆ ❛♥❞ ❊✐▲❙ ✭❝❢✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡

str✉❝t✉r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✮✳

✹✳✹✳✹✳✷ ❊❧✐t❡ s❡t

❚❤❡ r❛♥❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧✐t❡ s❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡

s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❊✐▲❙✳

✹✳✹✳✹✳✸ ❖✛s♣r✐♥❣s

❚❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛t♦r ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛s t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲

✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳✸✮❀ ❜✉t t♦ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤

❝r♦ss♦✈❡r✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦✉♥t❡rs ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❊✐▲❙

✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✸✮ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✹✳✹✳✹✳✹ ❘❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝r♦✇❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡

❚❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝r♦✇❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❊✐▲❙ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✹✮✳

✹✳✹✳✹✳✺ ▼✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❊✐▲❙ r❡♠❛✐♥s ✉♥✲

❝❤❛♥❣❡❞✳
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✹✳✹✳✹✳✻ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

❆❧❧ s✐①t❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙ ✭❝❢✳

✹✳✹✳✸✳✺✮ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆❊✐▲❙✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❛t ♥♦ t✇♦ ❞❡♣♦t ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥s❡q✉❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦❢ t❤❡

s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊✐▲❙✳

✹✳✹✳✹✳✼ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t♦ t❤❡

s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❊✐▲❙ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✼✮✳

✹✳✹✳✹✳✽ ❆✉t♦❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❆❊✐▲❙ ✐♥ ✐ts s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡

✈❡rs✐♦♥ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✽✮✱ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rs✐♦♥✳

✹✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❢♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧s✿ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷✱

❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙✱ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✱ ❛❧❧ ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ❝❛s❡✳

✹✳✺✳✶ ❚r✐❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❦ ✲♠❧❞♣✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k ✈❡❤✐❝❧❡s ♣❡r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡✿ k ∈ {⌊n/10⌋, ⌊n/8⌋, ⌊n/5⌋, ⌊n/4⌋, ⌊n/3⌋, ⌊n/2⌋}✱ ❛♥❞
n ∈ {10, 16, 20, 32, 40, 64, 80, 128, 160, 256} ❝❧✐❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✸✺ ✐♥st❛♥❝❡s✳
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✹✳✺✳✷ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♥ts

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❛❣❛✐♥st t❤❡

❡①❛❝t P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜✈❡ ♠❡tr✐❝s

t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

• t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭★✮✱

• t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✭❙❈❈✮✱

• k✲❞✐st❛♥❝❡ ✭k✲❉✮✱

• t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t

✭M∗
1 ✮✱

• t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ✭❝✭◦✱◦✮✮✳

❚❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✸✳

✹✳✺✳✸ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼■▲P s♦❧✈❡r ■▲❖●

❈P▲❊❳ ❈✰✰ ❈♦♥❝❡rt ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆❧❧ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❡✈❡r② ✐♥st❛♥❝❡ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❳❡♥♦♥ ❘© ■♥t❡❧ ❘© ❈P❯ ❊✸✲✶✷✹✺ ✈✸ ❅

✸✳✹✵●❍③✱ ✇✐t❤ ✶✻ ●❇ ♦❢ ❘❆▼ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳

✹✳✺✳✹ P❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
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• ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✮✿ st❡♣ s✐③❡ ✐s ✜①❡❞ ❛s δ = 1/2n✱ ✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

• ❙▼❙❆ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✮✿ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭γ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♠✉t❛t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭β ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s ✭I ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ❆❧❧ t❤✐s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ R = 5✳

• ❊✐▲❙ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✮✿ ✇❡ ✜① χmax = γ✱ τ = 7✱ ε = ⌈γ/2⌉ ❛♥❞ κ = ⌈ε/2⌉✳
❲❡ ✈❛r② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭γ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉✲

❛t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞✉❧❡ ✭φ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉❝❝❡ss ✐♥ t❤❡

❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭α ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✳

• ❆❊✐▲❙ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✮✿ ✇❡ ✜①❡❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧✐t❡ s❡t t♦ ε = ⌈γ/2⌉ ❛♥❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦✛s♣r✐♥❣s t♦ κ = ⌈ε/2⌉✳

❚❤❡ ✈❛r✐❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♥ts

✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ ✸✺ r❡♣❧✐❝❛s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸✺✵ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♥ts

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭★✮ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♥t✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r❡❞

✭❙❈❈✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡

❢♦r ❜♦t❤ ♠❡tr✐❝s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st

❤②♣❡r✈♦❧✉♠❡✮✳ ❚❛❜❧❡s ✹✳✼ ❛♥❞ ✹✳✽ s❤♦✇ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ❋❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❙▼❙❆❀ n ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❙▼❙❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭γ✮✱

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♠✉t❛t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭β✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t

s✉❝❝❡ss ✭I✮✳

❙▼❙❆

k ⌊n/10⌋ ⌊n/8⌋ ⌊n/5⌋ ⌊n/4⌋ ⌊n/3⌋ ⌊n/2⌋

▲❛❜❡❧ γ β I ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈

✶ ✺n ✵✳✵✺ n✴✺ ✺✳✻✵ ✵✳✹✺✷ ✻✳✵✾ ✵✳✻✾✸ ✺✳✻✼ ✵✳✹✻✷ ✺✳✾✾ ✵✳✻✵✼ ✻✳✹✾ ✵✳✻✶✸ ✺✳✻✷ ✵✳✼✺✶

✷ ✺n ✵✳✵✺ n✴✶✵ ✺✳✽✻ ✵✳✹✻✷ ✻✳✶✷ ✵✳✻✾✼ ✺✳✼✹ ✵✳✻✹✷ ✻✳✶✸ ✵✳✻✶✵ ✻✳✺✷ ✵✳✻✽✺ ✻✳✶✾ ✵✳✻✽✽

✸ ✺n ✵✳✵✸ n✴✺ ✻✳✷✽ ✵✳✻✹✷ ✻✳✾✹ ✵✳✼✷✻ ✺✳✽✶ ✵✳✻✼✻ ✼✳✵✹ ✵✳✼✹✸ ✻✳✾✹ ✵✳✼✵✼ ✻✳✺✹ ✵✳✼✶✸

✹ ✺n ✵✳✵✸ n✴✶✵ ✻✳✺✷ ✵✳✼✸✹ ✼✳✷✸ ✵✳✼✽✷ ✻✳✹✷ ✵✳✼✷✹ ✼✳✶✸ ✵✳✽✷✺ ✼✳✶✽ ✵✳✼✹✽ ✼✳✵✺ ✵✳✼✸✹

✺ ✶✵n ✵✳✵✺ n✴✺ ✼✳✾✹ ✵✳✽✻✾ ✼✳✼✸ ✵✳✽✸✺ ✼✳✷✾ ✵✳✼✾✺ ✼✳✸✸ ✵✳✽✾✹ ✼✳✷✻ ✵✳✼✹✾ ✼✳✶✸ ✵✳✼✽✹

✻ ✶✵n ✵✳✵✺ n✴✶✵ ✻✳✾✺ ✵✳✽✶✷ ✺✳✽✶ ✵✳✼✼✻ ✻✳✻✷ ✵✳✼✻✻ ✻✳✺✶ ✵✳✽✵✼ ✻✳✹✶ ✵✳✻✾✹ ✻✳✽✶ ✵✳✼✹✼

✼ ✶✵n ✵✳✵✸ n✴✺ ✺✳✼✶ ✵✳✼✾✸ ✺✳✼✹ ✵✳✼✹✷ ✻✳✶✹ ✵✳✻✽✻ ✻✳✶✹ ✵✳✼✺✵ ✺✳✺✹ ✵✳✻✽✺ ✻✳✹✸ ✵✳✼✶✷

✽ ✶✵n ✵✳✵✸ n✴✶✵ ✺✳✻✻ ✵✳✼✸✶ ✺✳✻✼ ✵✳✼✹✷ ✺✳✹✼ ✵✳✻✸✺ ✺✳✺✼ ✵✳✻✽✽ ✺✳✶✼ ✵✳✻✹✺ ✻✳✶✼ ✵✳✻✼✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✸✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❋❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❊✐▲❙❀ n ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❊✐▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭γ✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞✉❧❡ ✭φ✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉❝❝❡ss ✭α✮✳

❊✐▲❙

k ⌊n/10⌋ ⌊n/8⌋ ⌊n/5⌋ ⌊n/4⌋ ⌊n/3⌋ ⌊n/2⌋

▲❛❜❡❧ γ φ α ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈ ★ ❙❈❈

✶ n ✶✵ ✵✳✸ ✻✶✳✻✵ ✵✳✺✶✽ ✻✾✳✷✾ ✵✳✺✶✵ ✽✺✳✻✵ ✵✳✹✾✹ ✼✸✳✵✻ ✵✳✹✾✾ ✻✾✳✽✼ ✵✳✺✵✽ ✻✶✳✼✺ ✵✳✼✵✵

✷ n ✶✵ ✵✳✺ ✻✻✳✽✶ ✵✳✺✸✶ ✼✸✳✻✽ ✵✳✺✸✶ ✽✻✳✾✻ ✵✳✺✶✹ ✼✽✳✹✹ ✵✳✺✵✵ ✾✷✳✻✹ ✵✳✺✶✶ ✻✷✳✽✶ ✵✳✼✵✶

✸ n ✶✵ ✵✳✼ ✼✶✳✹✶ ✵✳✺✻✷ ✽✸✳✷✵ ✵✳✺✸✻ ✾✷✳✶✺ ✵✳✺✷✽ ✾✹✳✹✽ ✵✳✺✵✶ ✶✷✵✳✸✵ ✵✳✺✷✷ ✽✺✳✺✸ ✵✳✼✵✶

✹ n ✶✸ ✵✳✸ ✼✸✳✸✵ ✵✳✺✻✽ ✾✷✳✶✺ ✵✳✺✸✼ ✾✼✳✵✶ ✵✳✺✸✵ ✶✵✶✳✾✾ ✵✳✺✶✾ ✶✷✸✳✺✾ ✵✳✺✷✸ ✶✵✶✳✼✸ ✵✳✼✵✼

✺ n ✶✸ ✵✳✺ ✼✻✳✻✽ ✵✳✺✻✾ ✾✼✳✵✶ ✵✳✺✸✾ ✾✽✳✷✺ ✵✳✺✸✾ ✶✷✵✳✻✽ ✵✳✺✶✾ ✶✷✼✳✾✺ ✵✳✺✷✾ ✶✵✻✳✵✺ ✵✳✼✵✾

✻ n ✶✸ ✵✳✼ ✽✶✳✺✽ ✵✳✺✼✷ ✾✽✳✷✺ ✵✳✺✹✷ ✾✾✳✺✼ ✵✳✺✸✾ ✶✸✶✳✸✽ ✵✳✺✷✾ ✶✷✽✳✺✺ ✵✳✺✸✷ ✶✶✾✳✸✸ ✵✳✼✶✵

✼ n ✶✺ ✵✳✸ ✽✸✳✽✺ ✵✳✺✼✽ ✾✾✳✺✼ ✵✳✺✹✻ ✶✵✷✳✼✶ ✵✳✺✹✵ ✶✸✸✳✺✶ ✵✳✺✸✷ ✶✸✻✳✵✶ ✵✳✺✸✼ ✶✷✾✳✼✷ ✵✳✼✶✸

✽ n ✶✺ ✵✳✺ ✾✵✳✾✵ ✵✳✺✽✸ ✶✵✷✳✼✶ ✵✳✺✻✻ ✶✵✺✳✻✸ ✵✳✺✹✻ ✶✸✹✳✼✻ ✵✳✺✸✾ ✶✹✺✳✺✶ ✵✳✺✸✽ ✶✸✶✳✸✷ ✵✳✼✶✽

✾ n ✶✺ ✵✳✼ ✾✻✳✸✷ ✵✳✺✽✽ ✶✵✺✳✻✸ ✵✳✺✼✵ ✶✶✹✳✷✾ ✵✳✺✹✾ ✶✹✺✳✼✸ ✵✳✺✹✵ ✶✺✹✳✵✽ ✵✳✺✸✽ ✶✸✽✳✾✼ ✵✳✼✶✾

✶✵ n2 ✶✵ ✵✳✸ ✶✶✺✳✷✼ ✵✳✺✽✽ ✶✶✶✳✸✺ ✵✳✺✽✾ ✶✶✺✳✾✶ ✵✳✺✻✸ ✶✹✼✳✾✾ ✵✳✺✺✸ ✶✺✾✳✺✺ ✵✳✺✹✸ ✶✺✻✳✶✻ ✵✳✼✹✽

✶✶ n2 ✶✵ ✵✳✺ ✶✺✾✳✾✽ ✵✳✻✺✽ ✶✺✵✳✽✵ ✵✳✺✾✼ ✶✻✶✳✹✼ ✵✳✺✼✸ ✶✻✶✳✹✶ ✵✳✺✻✵ ✶✻✵✳✵✸ ✵✳✺✹✾ ✶✺✽✳✸✻ ✵✳✼✺✹

✶✷ n2 ✶✵ ✵✳✼ ✶✺✷✳✶✶ ✵✳✻✹✼ ✶✹✷✳✵✼ ✵✳✺✽✽ ✶✺✺✳✻✸ ✵✳✺✼✵ ✶✹✻✳✺✵ ✵✳✺✹✾ ✶✺✶✳✼✺ ✵✳✺✸✼ ✶✹✻✳✵✸ ✵✳✻✾✾

✶✸ n2 ✶✸ ✵✳✸ ✶✹✻✳✵✸ ✵✳✻✹✶ ✶✸✺✳✷✽ ✵✳✺✽✸ ✶✺✷✳✶✶ ✵✳✺✻✼ ✶✸✽✳✵✼ ✵✳✺✹✾ ✶✺✶✳✹✻ ✵✳✺✸✶ ✶✹✹✳✸✺ ✵✳✻✾✼

✶✹ n2 ✶✸ ✵✳✺ ✶✹✹✳✸✺ ✵✳✻✸✹ ✶✸✸✳✻✾ ✵✳✺✼✽ ✶✹✻✳✵✸ ✵✳✺✻✷ ✶✸✺✳✸✼ ✵✳✺✹✸ ✶✺✵✳✸✾ ✵✳✺✸✵ ✶✹✵✳✺✸ ✵✳✻✽✾

✶✺ n2 ✶✸ ✵✳✼ ✶✹✵✳✺✸ ✵✳✻✷✽ ✶✸✶✳✼✶ ✵✳✺✼✷ ✶✹✵✳✺✸ ✵✳✺✺✽ ✶✸✵✳✸✷ ✵✳✺✹✸ ✶✹✼✳✷✾ ✵✳✺✷✾ ✶✸✸✳✷✺ ✵✳✻✽✽

✶✻ n2 ✶✺ ✵✳✸ ✶✸✸✳✷✺ ✵✳✻✶✽ ✶✷✾✳✷✷ ✵✳✺✻✾ ✶✸✸✳✷✺ ✵✳✺✺✶ ✶✷✼✳✺✹ ✵✳✺✹✷ ✶✹✸✳✾✶ ✵✳✺✷✽ ✶✷✽✳✽✼ ✵✳✻✽✽

✶✼ n2 ✶✺ ✵✳✺ ✶✷✽✳✽✼ ✵✳✻✶✽ ✶✷✽✳✹✾ ✵✳✺✻✽ ✶✷✺✳✸✷ ✵✳✺✵✷ ✶✷✶✳✺✸ ✵✳✺✸✹ ✶✹✸✳✵✻ ✵✳✺✸✽ ✶✷✺✳✸✷ ✵✳✻✽✸

✶✽ n2 ✶✺ ✵✳✼ ✶✷✺✳✸✷ ✵✳✻✵✵ ✶✷✸✳✶✾ ✵✳✺✻✷ ✶✷✶✳✽✵ ✵✳✺✵✵ ✶✵✽✳✷✹ ✵✳✺✷✸ ✶✹✷✳✵✼ ✵✳✺✸✵ ✶✷✶✳✽✵ ✵✳✻✽✷

✶✾ n3 ✶✵ ✵✳✸ ✶✷✶✳✽✵ ✵✳✻✵✵ ✶✷✸✳✶✽ ✵✳✺✸✶ ✶✶✾✳✸✸ ✵✳✹✾✷ ✶✵✻✳✼✼ ✵✳✺✷✶ ✶✸✺✳✷✽ ✵✳✺✷✾ ✶✶✾✳✸✸ ✵✳✻✻✶

✷✵ n3 ✶✵ ✵✳✺ ✾✵✳✾✵ ✵✳✺✽✽ ✶✶✵✳✵✸ ✵✳✺✶✽ ✶✶✹✳✷✶ ✵✳✹✾✵ ✶✵✸✳✸✹ ✵✳✺✶✾ ✶✸✸✳✻✾ ✵✳✺✷✾ ✶✶✹✳✷✶ ✵✳✻✺✽

✷✶ n3 ✶✵ ✵✳✼ ✽✸✳✽✺ ✵✳✺✽✽ ✶✵✽✳✽✼ ✵✳✺✵✸ ✶✵✾✳✺✾ ✵✳✹✽✸ ✶✵✷✳✻✾ ✵✳✺✵✸ ✶✸✶✳✼✶ ✵✳✺✷✶ ✶✶✸✳✶✹ ✵✳✻✺✽

✷✷ n3 ✶✸ ✵✳✸ ✽✶✳✺✽ ✵✳✺✶✽ ✶✵✷✳✼✺ ✵✳✺✵✵ ✾✵✳✾✵ ✵✳✹✽✵ ✾✼✳✼✼ ✵✳✹✽✸ ✶✷✾✳✷✷ ✵✳✺✶✽ ✶✵✾✳✺✾ ✵✳✻✺✷

✷✸ n3 ✶✸ ✵✳✺ ✼✻✳✻✽ ✵✳✺✶✸ ✾✼✳✾✽ ✵✳✹✾✾ ✽✸✳✽✺ ✵✳✹✼✼ ✾✷✳✻✷ ✵✳✹✼✺ ✶✷✽✳✹✾ ✵✳✺✶✶ ✾✵✳✾✵ ✵✳✻✹✶

✷✹ n3 ✶✸ ✵✳✼ ✼✸✳✸✵ ✵✳✺✵✷ ✾✹✳✶✷ ✵✳✹✾✽ ✽✶✳✺✽ ✵✳✹✼✼ ✾✷✳✸✼ ✵✳✹✼✵ ✶✷✸✳✶✾ ✵✳✺✶✶ ✽✸✳✽✺ ✵✳✻✸✾

✷✺ n3 ✶✺ ✵✳✸ ✼✶✳✹✶ ✵✳✹✾✾ ✽✹✳✾✻ ✵✳✹✽✷ ✼✻✳✻✽ ✵✳✹✼✸ ✽✻✳✾✷ ✵✳✹✼✵ ✶✷✸✳✶✽ ✵✳✹✾✾ ✽✶✳✺✽ ✵✳✻✸✽

✷✻ n3 ✶✺ ✵✳✺ ✻✻✳✽✶ ✵✳✹✼✽ ✽✸✳✻✾ ✵✳✹✽✶ ✼✸✳✸✵ ✵✳✹✻✸ ✽✶✳✺✸ ✵✳✹✻✹ ✶✶✵✳✵✸ ✵✳✹✾✾ ✼✻✳✻✽ ✵✳✻✸✶

✷✼ n3 ✶✺ ✵✳✼ ✻✶✳✻✵ ✵✳✹✼✸ ✼✼✳✹✼ ✵✳✹✽✶ ✼✶✳✹✶ ✵✳✹✻✵ ✼✷✳✷✼ ✵✳✹✻✵ ✶✵✽✳✽✼ ✵✳✹✾✽ ✼✸✳✸✵ ✵✳✻✷✽
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❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ s♣r❡❛❞ ✭k✲❉✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r✱

❆❊✐▲❙ ❢♦✉♥❞ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥ts ✭★✮✱ ❛ ❧❛r❣❡r ❙❈❈ ❛♠♦✉♥t✱ ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r

s♣r❡❛❞ ✭k✲❉✮✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐♥ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢❡✇❡r ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❊✐▲❙ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡

♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆❊✐▲❙ ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ ❙❈❈ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ✐♥st❛♥❝❡s

❛r❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦r❡ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❲✐t❤ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s ❆❊✐▲❙ ❤❛s t✐♠❡ t♦ ✜♥❞

❛ ❜❡tt❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✳ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ♦✈❡r✲

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❙▼❙❆✳ ❆s ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉t ✐t ♠❛②

♥♦t ✜♥❞ ♥♦♥✲s✉♣♣♦rt❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✱✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❧❡ss ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧❡ss

✈❛r✐❛❜✐❧✐t②❀ ❤❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt ❝♦✈❡r❛❣❡s ❢♦r ❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✳ ❋♦r s♠❛❧❧

✐♥st❛♥❝❡s✱ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞✲q✉❛❧✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡

P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ❛ s❤♦rt ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳

■♥st❛♥❝❡ n k ❝✭
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▼▲❉P❴✶✵ ✶✵

⌊n/10⌋

✵✳✶✾✼ ✵✳✶✼✻ ✵✳✽✾✶ ✵✳✵✸✼ ✵✳✾✶✷ ✵✳✵✶✽

▼▲❉P❴✶✻ ✶✻ ✵✳✶✽✸ ✵✳✶✶✶ ✵✳✽✷✻ ✵✳✵✸✶ ✵✳✽✶✾ ✵✳✵✶✸

▼▲❉P❴✷✵ ✷✵ ✵✳✶✹✺ ✵✳✶✺✸ ✵✳✽✶✼ ✵✳✵✸✻ ✵✳✽✶✸ ✵✳✵✵✷

▼▲❉P❴✸✷ ✸✷ ✵✳✵✻✷ ✵✳✵✹✶ ✵✳✼✼✾ ✵✳✵✷✸ ✵✳✼✽✹ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✹✵ ✹✵ <✵✳✵✵✶ <✵✳✵✵✶ ✵✳✼✹✸ ✵✳✵✵✹ ✵✳✼✸✷ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✶✵ ✶✵

⌊n/8⌋

✵✳✶✽✼ ✵✳✶✸✾ ✵✳✼✶✼ ✵✳✵✸✻ ✵✳✼✶✹ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✶✻ ✶✻ ✵✳✶✺✷ ✵✳✶✹✻ ✵✳✼✽✾ ✵✳✵✸✸ ✵✳✼✹✽ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✷✵ ✷✵ ✵✳✶✼✹ ✵✳✶✺✼ ✵✳✻✾✽ ✵✳✵✷✽ ✵✳✼✾✾ ✵✳✵✶✹

▼▲❉P❴✸✷ ✸✷ ✵✳✵✺✹ ✵✳✵✻✽ ✵✳✼✾✷ ✵✳✵✶✾ ✵✳✽✵✾ ✵✳✵✵✾

▼▲❉P❴✹✵ ✹✵ <✵✳✵✵✶ <✵✳✵✵✶ ✵✳✽✹✷ ✵✳✵✵✸ ✵✳✾✵✶ ✵✳✵✶✻

▼▲❉P❴✶✵ ✶✵

⌊n/5⌋

✵✳✶✼✸ ✵✳✵✾✶ ✵✳✻✾✾ ✵✳✵✵✸ ✵✳✼✻✺ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✶✻ ✶✻ ✵✳✶✼✻ ✵✳✵✾✷ ✵✳✼✷✸ ✵✳✵✶✸ ✵✳✼✼✹ ✵✳✵✵✷

▼▲❉P❴✷✵ ✷✵ ✵✳✶✺✾ ✵✳✶✷✹ ✵✳✼✼✽ ✵✳✵✸✶ ✵✳✽✹✶ ✵✳✵✵✻

▼▲❉P❴✸✷ ✸✷ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✺✶ ✵✳✽✶✼ ✵✳✵✸✹ ✵✳✽✸✹ ✵✳✵✶✷

▼▲❉P❴✹✵ ✹✵ <✵✳✵✵✶ <✵✳✵✵✶ ✵✳✽✸✶ ✵✳✵✸✽ ✵✳✾✵✾ ✵✳✵✶✺

▼▲❉P❴✶✵ ✶✵

⌊n/4⌋

✵✳✶✹✼ ✵✳✵✾✶ ✵✳✼✶✾ ✵✳✵✵✹ ✵✳✼✻✽ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✶✻ ✶✻ ✵✳✶✵✻ ✵✳✶✷✹ ✵✳✼✹✽ ✵✳✵✶✶ ✵✳✼✽✸ ✵✳✵✵✺

▼▲❉P❴✷✵ ✷✵ ✵✳✶✺✹ ✵✳✵✾✷ ✵✳✼✺✷ ✵✳✵✸✸ ✵✳✽✸✹ ✵✳✵✶✷

▼▲❉P❴✸✷ ✸✷ ✵✳✵✺✷ ✵✳✵✹✾ ✵✳✽✷✾ ✵✳✵✸✷ ✵✳✽✸✾ ✵✳✵✶✸

▼▲❉P❴✹✵ ✹✵ <✵✳✵✵✶ <✵✳✵✵✶ ✵✳✽✸✺ ✵✳✵✸✺ ✵✳✾✵✶ ✵✳✵✶✻

▼▲❉P❴✶✵ ✶✵

⌊n/3⌋

✵✳✶✹✽ ✵✳✵✾✻ ✵✳✼✵✷ ✵✳✵✵✶ ✵✳✼✺✸ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✶✻ ✶✻ ✵✳✶✹✻ ✵✳✵✾✾ ✵✳✼✸✼ ✵✳✵✶✷ ✵✳✼✺✽ ✵✳✵✵✹

▼▲❉P❴✷✵ ✷✵ ✵✳✶✵✶ ✵✳✶✵✷ ✵✳✼✺✼ ✵✳✵✶✽ ✵✳✽✷✶ ✵✳✵✶✶

▼▲❉P❴✸✷ ✸✷ ✵✳✵✻✽ ✵✳✵✻✶ ✵✳✽✶✼ ✵✳✵✷✽ ✵✳✽✹✼ ✵✳✵✶✸

▼▲❉P❴✹✵ ✹✵ <✵✳✵✵✶ <✵✳✵✵✶ ✵✳✽✸✶ ✵✳✵✸✶ ✵✳✾✶✶ ✵✳✵✶✻

▼▲❉P❴✶✵ ✶✵

⌊n/2⌋

✵✳✶✹✼ ✵✳✵✾✸ ✵✳✻✾✹ ✵✳✵✵✶ ✵✳✼✾✽ ✵✳✵✵✶

▼▲❉P❴✶✻ ✶✻ ✵✳✶✹✺ ✵✳✵✾✼ ✵✳✼✵✶ ✵✳✵✵✾ ✵✳✽✵✸ ✵✳✵✵✻

▼▲❉P❴✷✵ ✷✵ ✵✳✵✺✾ ✵✳✵✹✻ ✵✳✼✸✹ ✵✳✵✶✸ ✵✳✽✶✻ ✵✳✵✶✶

▼▲❉P❴✸✷ ✸✷ ✵✳✵✺✹ ✵✳✶✵✻ ✵✳✼✾✸ ✵✳✵✷✺ ✵✳✽✸✹ ✵✳✵✶✺

▼▲❉P❴✹✵ ✹✵ <✵✳✵✵✶ <✵✳✵✵✶ ✵✳✼✾✹ ✵✳✵✷✽ ✵✳✽✾✶ ✵✳✵✶✺
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✹✳✺✳✺✳✷ ▲❛r❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✻✹✱ ✽✵✱

✶✷✽✱ ✶✻✵✱ ❛♥❞ ✷✺✻ ❝❧✐❡♥ts✳ ❆s ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ♥♦t ❛❜❧❡

t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s s✐③❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r t❤r❡❡ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❙▼❙❆✱ ❊✐▲❙✱ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡

s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐③❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❈P❯ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡

❢r♦♥ts✳ ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❙▼❙❆✱ ♦♥❧② ❝♦♥s✉♠✐♥❣

❛❜♦✉t ❤❛❧❢ t❤❡ t✐♠❡ ❙▼❙❆ t❛❦❡s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts✳ ❆❊✐▲❙ ❤❛s ❛

❜❡tt❡r ❈P❯ t✐♠❡ t❤❛♥ ❊✐▲❙✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❧❡ss t✐♠❡ ❆❊✐▲❙ t❛❦❡s✿ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❧❡ss r❡str✐❝t❡❞ ❛♥❞ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡❛✈② ✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

♠❧♣ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❢♦r t❤❡
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✹✳✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❙♠❛rt ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣ ❧❡❛❞s

t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❊❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✲♠❧❞♣ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② k ❞✐s❥♦✐♥t t♦✉rs✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s

❊✐▲❙ ❡①❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❙❈❈✱ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✹✺

❢♦✉♥❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢❡✇❡r ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❊✐▲❙ ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆❊✐▲❙ ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s

❧❛r❣❡r✳ ❲✐t❤ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❆❊✐▲❙ ❤❛s t✐♠❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡

❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤

❚❤❡ ❦ ✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲♠❧❞♣✮ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ k ❞✐s❥♦✐♥t t♦✉rs✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳

❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k ❛❣❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ❝❧✐❡♥t ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❲❡

❛✐♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣❛♥② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✬s ❝❧✐❡♥ts s❡r✈✐❝❡✱ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳

❦ ✲♠❧❞♣ ✐s ❛ NP ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s

♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❧✐♥❡❛r

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t P❛r❡t♦ ❢r♦♥ts✳

❲✐t❤ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s ❙tr❛t❡❣✐❝ ▼❡♠❡t✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙▼❙❆✮✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤

■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭❊✐▲❙✮✱ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠

✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭❆❊✐▲❙✮✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❊✐▲❙ ❛♥❞ ❆❊✐▲❙✱ ❣✉✐❞❡❞

❜② ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤

♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛r❡ s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ ❙▼❙❆✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t✱ ❤②♣❡r✈♦❧✉♠❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r q✉❛❧✐t② ♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✈❡❤✐❝❧❡s ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ✐♥ s♠❛❧❧❡r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❛

♠❛♥✉❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉✣❝❡s t♦ ✜♥❞ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❧❛r❣❡r



❈❤❛♣t❡r ✹✳ k✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✶✹✻

✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❣✐✈❡s ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ s❡❧❢✲t✉♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡

❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆❣❛✐♥✱ ❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♦♥

❦ ✲♠❧❞♣✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s t♦ ♣✉rs✉❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛

❝♦♠♣❛♥② ❜❡♥❡✜t ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❜❡♥❡✜t t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛ s❡r✈✐❝❡✳ ■♥ ❝❧❛ss✐❝

r♦✉t✐♥❣✱ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞✿ ♠✐♥✐♠✐③❡ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠

t❤❡ ✈✐s✐ts✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲

♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❲❡ ♣❛rt ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠✉st ❞❡♣❛rt ❢r♦♠

❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣♦t✱ ❛❧❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡s✳

❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ✜rst✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞

✈❡❤✐❝❧❡ t❤❛t ✈✐s✐ts ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦✉r✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤

❛ ✢❡❡t ♦❢ k ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❡❛❝❤ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡

s✐♥❣❧❡✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❚❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭♠❧❞♣✮✱ ❛♥❞ t❤❡

✢❡❡t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❚❤❡ ❦ ✲▼✐♥✐♠✉♠ ▲❛t❡♥❝②✲❉✐st❛♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭❦ ✲♠❧❞♣✮✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛✲

t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ s♦❧✈❡ ♦✉r ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

✇✐t❤ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉❣♠❡❝♦♥✷ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①❛❝t ❢r♦♥ts ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❲❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❛r❡

NP✲❤❛r❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡❡ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢r♦♥ts ✐♥

✶✹✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✹✽

❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ ▼❡♠❡t✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙▼❙❆✮✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆❙●❆✲■■✱

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭❊✐▲❙✮✱ t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❛♥ ✐♥t❡❧✲

❧✐❣❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❆❞❥✉st❡❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆❧❣♦r✐t❤♠

✇✐t❤ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭❆❊✐▲❙✮ ✇✐t❤ ❛ ♥♦✈❡❧ r❛♥❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✷✺✻ ✈❡rt✐❝❡s

❡❛❝❤✳ ■♥ s♠❛❧❧❡r ✐♥st❛♥❝❡s ❊✐▲❙ ✐s ❛❜❧❡ t♦ q✉✐❝❦❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❢r♦♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t

♦♥❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❆❊✐▲❙ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❛s ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❢✲

❝❛❧✐❜r❛t❡✳

✺✳✶ ❋✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤

❋♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
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✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲tr❛✣❝ ❝✐t✐❡s ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ❜② ❛✐r♣❧❛♥❡s✳
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❆✳ ❊✳ ❈❛rt❡r ❛♥❞ ❈✳ ❚✳ ❘❛❣s❞❛❧❡✳ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣

s❛❧❡s♣❡rs♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧

r❡s❡❛r❝❤✱ ✶✼✺✭✶✮✿✷✹✻✕✷✺✼✱ ✷✵✵✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦r✳✷✵✵✺✳✵✹✳✵✷✼✳

❆✳ ▼✳ ❈❛✉♥❤②❡✱ ❳✳ ◆✐❡✱ ❛♥❞ ❙✳ P♦❦❤❛r❡❧✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❧♦❣✐st✐❝s✿

❆ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇✳ ❙♦❝✐♦✲❊❝♦♥♦♠✐❝ P❧❛♥♥✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✻✭✶✮✿✹✕✶✸✱ ✷✵✶✷✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳s❡♣s✳✷✵✶✶✳✵✹✳✵✵✹✳

❑✳ ❈❤❛✉❞❤✉r✐✱ ❇✳ ●♦❞❢r❡②✱ ❙✳ ❘❛♦✱ ❛♥❞ ❑✳ ❚❛❧✇❛r✳ P❛t❤s✱ tr❡❡s✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛✲

t❡♥❝② t♦✉rs✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt②✲❢♦✉rt❤ ❛♥♥✉❛❧ ■❊❊❊ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋♦✉♥✲

❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✻✕✹✺✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✸✳ ■❊❊❊✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❙❋❈❙✳✷✵✵✸✳✶✷✸✽✶✼✾✳

▲✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❑✳ ❆✐❤❛r❛✳ ❈❤❛♦t✐❝ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❜② ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

tr❛♥s✐❡♥t ❝❤❛♦s✳ ◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✽✭✻✮✿✾✶✺✕✾✸✵✱ ✶✾✾✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴✵✽✾✸✲✻✵✽✵✭✾✺✮

✵✵✵✸✸✲❱✳

❙✳✲▼✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❈✳✲❨✳ ❈❤✐❡♥✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❣❡♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛♥t ❝♦❧♦♥② s②st❡♠ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❊①♣❡rt ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✽✭✶✷✮✿✶✹✹✸✾✕✶✹✹✺✵✱ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡s✇❛✳✷✵✶✶✳✵✹✳✶✻✸✳

■✳✲❈✳ ❈❤♦✐✱ ❙✳✲■✳ ❑✐♠✱ ❛♥❞ ❍✳✲❙✳ ❑✐♠✳ ❆ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ♠✐①❡❞ r❡❣✐♦♥

s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✵✭✺✮✿✼✼✸✕✼✽✻✱ ✷✵✵✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✸✵✺✲✵✺✹✽✭✵✷✮✵✵✵✺✵✲✸✳

●✳ ▲✳ ❈❧❛r❦✱ P✳ ❋✳ ❑❛♠✐♥s❦✐✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘✳ ❘✐♥❦✳ ❈♦♥s✉♠❡r ❝♦♠♣❧❛✐♥ts✿ ❆❞✈✐❝❡ ♦♥

❤♦✇ ❝♦♠♣❛♥✐❡s s❤♦✉❧❞ r❡s♣♦♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r

▼❛r❦❡t✐♥❣✱ ✾✭✸✮✿✺✕✶✹✱ ✶✾✾✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✽✴✵✼✸✻✸✼✻✾✷✶✵✵✸✺✶✽✾✳

●✳ ❈❧❛r❦❡ ❛♥❞ ❏✳ ❲✳ ❲r✐❣❤t✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡♣♦t t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✺✻

♦❢ ❞❡❧✐✈❡r② ♣♦✐♥ts✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✷✭✹✮✿✺✻✽✕✺✽✶✱ ✶✾✻✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♦♣r❡✳

✶✷✳✹✳✺✻✽✳

▼✳ ❈❧❡r❝✳ ❉✐s❝r❡t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ◆❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✶✾✕✷✸✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱

❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✺✹✵✲✸✾✾✸✵✲✽❴✽✳

❈✳ ❈♦❡❧❧♦ ❈♦❡❧❧♦✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ✶✭✸✮✿✷✻✾✕✸✵✽✱ ✶✾✾✾✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✸✸✷✺✶✵✶✳

❲✳ ❈♦♦❦✳ ■♥ ♣✉rs✉✐t ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥✿ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛t t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ✷✵✶✷✳ ■❙❇◆

✾✼✽✶✹✵✵✽✸✾✺✾✾✳

❏✳✲❋✳ ❈♦r❞❡❛✉✱ ●✳ ▲❛♣♦rt❡✱ ▼✳ ❲✳ ❙❛✈❡❧s❜❡r❣❤✱ ❛♥❞ ❉✳ ❱✐❣♦✳ ❱❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣✳ ■♥

❈✳ ❇❛r♥❤❛rt ❛♥❞ ●✳ ▲❛♣♦rt❡✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✹ ♦❢ ❍❛♥❞❜♦♦❦s ✐♥

❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✻✼✕✹✷✽✳ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ❆♠st❡r✲

❞❛♠✱ ✷✵✵✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✾✷✼✲✵✺✵✼✭✵✻✮✶✹✵✵✻✲✷✳

●✳ ❆✳ ❈r♦❡s✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ tr❛✈❡❧✐♥❣✲s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡✲

s❡❛r❝❤✱ ✻✭✻✮✿✼✾✶✕✽✶✷✱ ✶✾✺✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♦♣r❡✳✻✳✻✳✼✾✶✳

❏✳ ❈r♦✇❝r♦❢t✱ ▼✳ ❙❡❣❛❧✱ ❛♥❞ ▲✳ ▲❡✈✐♥✳ ■♠♣r♦✈❡❞ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥

st❛t✐❝ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧❡ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍❡✉r✐st✐❝s✱ ✷✶✭✷✮✿✷✸✸✕✷✺✻✱

✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✼✸✷✲✵✶✹✲✾✷✺✵✲✺✳

❑✳ ▼✳ ❈✉rt✐♥✱ ●✳ ❱♦✐❝✉✱ ▼✳ ❚✳ ❘✐❝❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙t❡❢❛♥✐❞✐s✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

✐♥ ●■❙✱ ✶✽✭✷✮✿✷✽✻✕✸✵✶✱ ✷✵✶✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✶✶✴t❣✐s✳✶✷✵✹✺✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✺✼

❘✳ ❋✳ ❉❛ ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❙✳ ❯rr✉t✐❛✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ✈♥s ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥

♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✼✭✹✮✿✷✵✸✕✷✶✶✱ ✷✵✶✵✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❞✐s♦♣t✳✷✵✶✵✳✵✹✳✵✵✷✳

●✳ ❉❛♥t③✐❣✳ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐♦♥s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✐♥ ♠❛t❤✲

❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ❯❙❆✱ ✶✾✻✸✳ ■❙❇◆

✾✼✽✵✻✾✶✵✺✾✶✸✻✳

●✳ ❉❛♥t③✐❣✱ ❘✳ ❋✉❧❦❡rs♦♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❏♦❤♥s♦♥✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣✲

s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤ s♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✷✭✹✮✿

✸✾✸✕✹✶✵✱ ✶✾✺✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♦♣r❡✳✷✳✹✳✸✾✸✳

●✳ ❇✳ ❉❛♥t③✐❣ ❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ❘❛♠s❡r✳ ❚❤❡ tr✉❝❦ ❞✐s♣❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✭✶✮✿✽✵✕✾✶✱ ✶✾✺✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♠♥s❝✳✻✳✶✳✽✵✳

●✳ ❉❛r❝✐s✱ ❙✳ ❇♦✉❝❤❛t✱ ❆✳ ❑✉❧❛✱ ❇✳ ❱❛♥ ❉r✐❡ss❝❤❡✱ ◆✳ ❉❡❧❛❝♦✉rt✱ ❈✳ ❱❛♥❤✉❧❧❡✱

❱✳ ❆✈❡tt❛♥❞✲❋❡♥♦❡❧✱ ❙✳ ❉❡ ❲✐t✱ ❖✳ ❘♦❤r✱ ❈✳ ❘♦✉③✐♦✉①✱ ❡t ❛❧✳ ❘❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❛✲

♣❛❝✐t② ❜② ❧❛t❡♥❝②✲r❡✈❡rs✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❡① ✈✐✈♦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❍■❱✲✶

r❡s❡r✈♦✐r✳ ❆■❉❙✱ ✸✶✭✷✮✿✶✽✶✕✶✽✾✱ ✷✵✶✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✾✼✴◗❆❉✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✶✷✾✵✳

P✳ ❉❛r❡ ❛♥❞ ❍✳ ❙❛❧❡❤✳ ●♣s ♥❡t✇♦r❦ ❞❡s✐❣♥✿ ❧♦❣✐st✐❝s s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞

♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦❞❡s②✱ ✼✹✭✻✮✿✹✻✼✕✹✼✽✱ ✷✵✵✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴

s✵✵✶✾✵✵✵✵✵✶✵✹✳

❆✳ ❉❛s✱ ❙✳ ●♦❧❧❛♣✉❞✐✱ ❆✳ ❑✐♠✱ ❉✳ P❛♥✐❣r❛❤✐✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙✇❛♠②✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②

✐♥ ♦♥❧✐♥❡ r✐❞❡ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡r② s❡r✈✐❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✽ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱ ♣❛❣❡s ✸✼✾✕✸✽✽✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡s ❙t❡❡r✐♥❣ ❈♦♠♠✐tt❡❡✱ ✷✵✶✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴✐❥♦❝✳✶✵✸✵✳✵✵✺✷✳

▲✳ ❉❛✈✐s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❡♣✐st❛t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢

t❤❡ ♥✐♥t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✐♥t ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡s



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✺✽

✶✻✷✕✶✻✹✱ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✽✺✳ ▼♦r❣❛♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ■♥❝✳ ■❙❇◆

✵✲✾✸✹✻✶✸✲✵✷✲✽✳

❑✳ ❉❡❜ ❛♥❞ ❑✳ ▼✐❡tt✐♥❡♥✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♥❛❞✐r ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s✐♥❣

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❆ t❛❧❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥❞✐❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢

❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✭✵✵✽✮✿✵✵✹✱ ✷✵✵✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✳✶✳✼✶✻✳✽✶✸✸✳

❑✳ ❉❡❜ ❛♥❞ ❑✳ ▼✐❡tt✐♥❡♥✳ ◆❛❞✐r ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❢♦❝✉s❡❞ s❡❛r❝❤✳ ■♥ ▼✉❧t✐♣❧❡

❝r✐t❡r✐❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❢♦r s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s

✸✸✾✕✸✺✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✵✹✵✹✺✲✵❴✷✾✳

❑✳ ❉❡❜✱ ❆✳ Pr❛t❛♣✱ ❙✳ ❆❣❛r✇❛❧✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼❡②❛r✐✈❛♥✳ ❆ ❢❛st ❡❧✐t✐st ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ◆❙●❆✲■■✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱

✻✭✷✮✿✶✽✷✕✶✾✼✱ ✷✵✵✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴✹✷✸✺✳✾✾✻✵✶✼✳

❑✳ ❉❡❜✱ ❙✳ ❈❤❛✉❞❤✉r✐✱ ❛♥❞ ❑✳ ▼✐❡tt✐♥❡♥✳ ❚♦✇❛r❞s ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♥❛❞✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦r

✉s✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✽t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

●❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✻✹✸✕✻✺✵✳ ❆❈▼✱ ✷✵✵✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✹✺✴

✶✶✹✸✾✾✼✳✶✶✹✹✶✶✸✳

❑✳ ❉❡❜✱ ❑✳ ❙✐♥❞❤②❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍❛❦❛♥❡♥✳ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❘✳ ◆✳ ❙❡♥✲

❣✉♣t❛✱ ❆✳ ●✉♣t❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❉✉tt❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝✲

t✐❝❡✱ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ♣❛❣❡s ✶✹✺✕✶✽✹✳ ❈❘❈ Pr❡ss✱ ❇♦❝❛ ❘❛t♦♥✱ ❋▲✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✻✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✵✼✴✵✲✸✽✼✲✷✽✸✺✻✲✵❴✶✵✳

●✳ ❲✳ ❉❡♣✉②✱ ▼✳ ❲✳ ❙❛✈❡❧s❜❡r❣❤✱ ❏✳ ❈✳ ❆♠♠♦♥s✱ ❛♥❞ ▲✳ ❋✳ ▼❝●✐♥♥✐s✳ ❆♥ ✐♥t❡✲

❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r✐♥t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❝❛r❞ ❛s✲

s❡♠❜❧② s②st❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍❡✉r✐st✐❝s✱ ✼✭✹✮✿✸✺✶✕✸✻✾✱ ✷✵✵✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✷✸✴❆✿

✶✵✶✶✸✽✽✷✷✼✼✷✸✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✺✾

❚✳ ❉❡✇✐❧❞❡✱ ❉✳ ❈❛ttr②ss❡✱ ❙✳ ❈♦❡♥❡✱ ❋✳ ❈✳ ❙♣✐❡❦s♠❛✱ ❛♥❞ P✳ ❱❛♥st❡❡♥✇❡❣❡♥✳ ❍❡✉r✐s✲

t✐❝s ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ r❡♣❛✐r♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♣r♦✜ts✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✵✭✼✮✿✶✼✵✵✕✶✼✵✼✱ ✷✵✶✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♦r✳✷✵✶✸✳✵✶✳✵✵✸✳

❋✳ ❉✐❦❜②❦✳ ▼✉❧t✐✲r❡♣❛✐r♠❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞✐s❛st❡r r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳

❙❛❦❛r②❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✶✭✶✮✿✹✼✕✺✸✱ ✷✵✶✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✻✾✽✹✴

s❛✉❢❡♥❜✐❧❞❡r✳✷✽✸✽✹✺✳

▼✳ ❉♦r✐❣♦ ❛♥❞ ▲✳ ●❛♠❜❛r❞❡❧❧❛✳ ❆♥t✲q✿ ❆ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ▼▲✲✾✺✱ ❚✇❡❧❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✺✷✕✷✻✵✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✻✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✳✶✳✺✷✳✼✶✾✹✳

▼✳ ❉♦r✐❣♦ ❛♥❞ ▲✳ ▼✳ ●❛♠❜❛r❞❡❧❧❛✳ ❆♥t ❝♦❧♦♥② s②st❡♠✿ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
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❢♦r t✐r❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❞✐s❝♦✉♥ts✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❧❡❛♥❡r Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✶✾✽✿✼✵✹✕✼✷✵✱ ✷✵✶✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❥❝❧❡♣r♦✳✷✵✶✽✳✵✼✳

✵✺✾✳
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❈✳ ◆✳ ❋✐❡❝❤t❡r✳ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❛❜✉ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧❛r❣❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥
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r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦❧✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥ ❛tr♦♣❤② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♠♣❛✐r♠❡♥t ✐♥ ❛❣❡❞ r❛ts
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❡✛❡❝ts ✐♥ ❛♥ ❛♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♣✐❧❡♣s②✳ ❇r❛✐♥ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✻✾✻✭✶✮✿✶✶✸✕✶✷✵✱ ✶✾✾✺✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✵✻✲✽✾✾✸✭✾✺✮✵✵✼✾✸✲P✳

▼✳ ●❛♥st❡r❡r ❛♥❞ ❘✳ ❋✳ ❍❛rt❧✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣✿ ❛ s✉r✈❡②✳ ❊✉r♦♣❡❛♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✻✽✭✶✮✿✶✕✶✷✱ ✷✵✶✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦r✳✷✵✶✼✳✶✵✳

✵✷✸✳

❆✳ ●❛r❝í❛✱ P✳ ❏♦❞rá✱ ❛♥❞ ❏✳ ❚❡❥❡❧✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ r❡♣❛✐r♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

◆❡t✇♦r❦s✱ ✹✵✭✶✮✿✷✼✕✸✶✱ ✷✵✵✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✷✴♥❡t✳✶✵✵✸✶✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✻✷

▼✳ ❘✳ ●❛r❡② ❛♥❞ ❉✳ ❙✳ ❏♦❤♥s♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ■♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t②❀ ❆ ●✉✐❞❡ t♦ t❤❡

❚❤❡♦r② ♦❢ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❲✳ ❍✳ ❋r❡❡♠❛♥ ✫ ❈♦✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✵✳ ■❙❇◆

✵✼✶✻✼✶✵✹✺✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✸✼✴✶✵✷✹✵✷✷✳

◆✳ ●❛r❣✳ ❆ ✸✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ tr❡❡ s♣❛♥♥✐♥❣ k ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥ ✸✼t❤

❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✵✷✕✸✵✾✱ ◆❡✇

❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✻✳ ■❊❊❊✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❙❋❈❙✳✶✾✾✻✳✺✹✽✹✽✾✳

❇✳ ●❛✈✐s❤✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡m✲s❛❧❡s♠❛♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✷✭✻✮✿✼✵✹✕✼✵✺✱ ✶✾✼✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♠♥s❝✳✷✷✳✻✳✼✵✹✳

❇✳ ●❛✈✐s❤ ❛♥❞ ❑✳ ❙r✐❦❛♥t❤✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✹✭✺✮✿✻✾✽✕✼✶✼✱ ✶✾✽✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳

✶✷✽✼✴♦♣r❡✳✸✹✳✺✳✻✾✽✳

▼✳ ●❡♥❞r❡❛✉ ❛♥❞ ❏✳✲❨✳ P♦t✈✐♥✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱

✷✵✶✵✳ ■❙❇◆ ✾✼✽✸✸✶✾✾✶✵✽✺✼✳

▼✳ ●❡♥❞r❡❛✉✱ ❆✳ ❍❡rt③✱ ❛♥❞ ●✳ ▲❛♣♦rt❡✳ ◆❡✇ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦st♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✵✭✻✮✿✶✵✽✻✕✶✵✾✹✱

✶✾✾✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♦♣r❡✳✹✵✳✻✳✶✵✽✻✳

▼✳ ●❡♥❞r❡❛✉✱ ●✳ ▲❛♣♦rt❡✱ ❛♥❞ ❋✳ ❙❡♠❡t✳ ❆ t❛❜✉ s❡❛r❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞

s❡❧❡❝t✐✈❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱

✶✵✻✭✷✸✮✿✺✸✾✕✺✹✺✱ ✶✾✾✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✸✼✼✲✷✷✶✼✭✾✼✮✵✵✷✽✾✲✵✳

❳✳ ●❡♥❣✱ ❩✳ ❈❤❡♥✱ ❲✳ ❨❛♥❣✱ ❉✳ ❙❤✐✱ ❛♥❞ ❑✳ ❩❤❛♦✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥

♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❣r❡❡❞② s❡❛r❝❤✳

❆♣♣❧✐❡❞ ❙♦❢t ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✶✭✹✮✿✸✻✽✵✕✸✻✽✾✱ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛s♦❝✳✷✵✶✶✳✵✶✳✵✸✾✳

❙✳ ●❤❛❢✉r✐❛♥ ❛♥❞ ◆✳ ❏❛✈❛❞✐❛♥✳ ❆♥ ❛♥t ❝♦❧♦♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✜①❡❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✻✸

♠✉❧t✐✲❞❡♣♦t ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙♦❢t ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✶✭✶✮✿

✶✷✺✻✕✶✷✻✷✱ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛s♦❝✳✷✵✶✵✳✵✸✳✵✵✷✳

❑✳ ●✐❧❜❡rt ❛♥❞ ❘✳ ❇✳ ❍♦❢str❛✳ ❆ ♥❡✇ ♠✉❧t✐♣❡r✐♦❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✸✭✶✮✿

✷✺✵✕✷✺✾✱ ✶✾✾✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✶✶✴❥✳✶✺✹✵✲✺✾✶✺✳✶✾✾✷✳t❜✵✵✸✽✼✳

❋✳ ❲✳ ●❧♦✈❡r ❛♥❞ ●✳ ❆✳ ❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✼✳

❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛✱ ✷✵✵✻✳ ■❙❇◆ ✾✼✽✵✸✵✻✹✽✵✺✻✵✳

▼✳ ●♦❡♠❛♥s ❛♥❞ ❏✳ ❑❧❡✐♥❜❡r❣✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❧❛t❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✽✷✭✶✮✿✶✶✶✕✶✷✹✱ ✶✾✾✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✸✼✴

✶✳✾✼✽✶✻✶✶✾✼✸✵✼✺✳✸✻✳

▼✳ ●♦❧❞❢❛r❜✱ ❆✳ ❙✳ ❘♦s❡♥❜❡r❣✱ ◗✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ❚✳ ❍✳ ❑❡❡❣❛♥✳ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❧❛t❡♥❝② t✐♠❡

♦♥ s✉r✈✐✈❛❧ ❢♦r ❛❞♦❧❡s❝❡♥ts ❛♥❞ ②♦✉♥❣ ❛❞✉❧ts ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♠❛r② ♠❛❧✐❣♥❛♥❝②✳

❈❛♥❝❡r✱ ✶✷✹✭✻✮✿✶✷✻✵✕✶✷✻✽✱ ✷✵✶✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✷✴❝♥❝r✳✸✶✶✼✵✳

❋✳ ●♦♥③á❧❡③ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ❘✐✈❡r❛✳ ❆ ♠✉❧t✐✲st❛rt ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ k✲tr❛✈❡❧✐♥❣

r❡♣❛✐r♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❛❢✐t✳❡❞✉✳❝♦✴♣r♦❣r❛♠❛s✲❛❝❛❞❡♠✐❝♦s✴

♣r❡❣r❛❞♦s✴✐♥❣❡♥✐❡r✐❛✲♠❛t❡♠❛t✐❝❛✴♣r❛❝t✐❝❛s✲✐♥✈❡st✐❣❛t✐✈❛s✴❉♦❝✉♠❡♥ts✴

♠✉❧t✐✲st❛rt✲✐t❡r❛t✐✈❡✲❧♦❝❛❧✲s❡❛r❝❤✲❦✲tr❛✈❡❧✐♥❣✲r❡♣❛✐r♠❛♥✳♣❞❢✱ ✷✵✶✺✳

❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ♦♥❧✐♥❡✳

❈✳ ●♦♦❞✇✐❧❧✳ ❚❤❡ ❝❛r♣❛❧ t✉♥♥❡❧ s②♥❞r♦♠❡✿ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ s❤♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢

❧❛t❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❘❤❡✉♠❛t♦❧♦❣②✱ ✽✭✶✮✿✶✷✕✷✶✱ ✶✾✻✺✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✾✸✴r❤❡✉♠❛t♦❧♦❣②✴✽✳✶✳✶✷✳

▲✳ ●♦✉✈❡✐❛ ❛♥❞ ❙✳ ❱♦ÿ✳ ❆ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
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s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤✱ ✷✭✸✮✿✷✵✾✕✷✷✹✱

✶✾✼✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♠♦♦r✳✷✳✸✳✷✵✾✳

▼✳ ❑❛r♣✐♥s❦✐✱ ▼✳ ▲❛♠♣✐s✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❝❤♠✐❡❞✳ ◆❡✇ ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❚❙P✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✽✶✭✽✮✿✶✻✻✺✕✶✻✼✼✱ ✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴

❥✳❥❝ss✳✷✵✶✺✳✵✻✳✵✵✸✳

❨✳ ❑❡r❣♦s✐❡♥✱ ❈✳ ▲❡♥té✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ❇✐❧❧❛✉t✳ ❍♦♠❡ ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❆♥ ❡①✲

t❡♥❞❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ▼✉❧t✐❞✐s✲

❝✐♣❧✐♥❛r② ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s

✽✺✕✾✷✱ ❉✉❜❧✐♥✱ ■r❡❧❛♥❞✱ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✳✶✳✹✸✶✳✼✾✸✺✳

❊✳ ❑❤♦❞❛❜❛♥❞❡❤✱ ▲✳ ❇❛✐✱ ❙✳ ❙✳ ❍❡r❛❣✉✱ ●✳ ❲✳ ❊✈❛♥s✱ ❚✳ ❊❧r♦❞✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤✐r❦♥❡ss✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ●❊ ❛♣♣❧✐❛♥❝❡s

✫ ❧✐❣❤t✐♥❣✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✺✭✹✮✿✶✶✵✵✕✶✶✶✻✱ ✷✵✶✼✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✵✴✵✵✷✵✼✺✹✸✳✷✵✶✻✳✶✷✷✵✻✽✺✳

P✳ ❑✐❧❜②✱ P✳ Pr♦ss❡r✱ ❛♥❞ P✳ ❙❤❛✇✳ ●✉✐❞❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s✳ ■♥ ▼❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✹✼✸✕✹✽✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱

✶✾✾✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✶✲✹✻✶✺✲✺✼✼✺✲✸❴✸✷✳

❉✳ ❑✐♠✱ ❇✳ ❍✳ ❆❜❛②✱ ❘✳ ❯♠❛✱ ❲✳ ❲✉✱ ❲✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❆✳ ❖✳ ❚♦❦✉t❛✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣

❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❧❛t❡♥❝② ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s

✺✵✹✕✺✶✷✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✷✳ ■❊❊❊✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴■◆❋❈❖▼✳✷✵✶✷✳✻✶✾✺✼✾✶✳

■✳ ❨✳ ❑✐♠ ❛♥❞ ❖✳ ▲✳ ❞❡ ❲❡❝❦✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞✲s✉♠ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐✲



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✻✾

♠✐③❛t✐♦♥✿ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱

✷✾✭✷✮✿✶✹✾✕✶✺✽✱ ✷✵✵✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✵✵✶✺✽✲✵✵✹✲✵✹✻✺✲✶✳

❙✳ ❑✐♠ ❛♥❞ ❏✳✲❍✳ ◆❛✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ✉s✐♥❣ ❝♦❞❡s ✐♥ ♠✐ss✐♦♥✲❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ■❊❊❊ ✶✾t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❛❣❡s ✼✸✵✕✼✸✹✱ P✐s❝❛t❛✇❛②✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✼✳ ■❊❊❊✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✷✸✾✶✾✴■❈❆❈❚✳✷✵✶✼✳✼✽✾✵✶✽✾✳

❆✳ ❑✐rá❧② ❛♥❞ ❏✳ ❆❜♦♥②✐✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❡♥ Pr♦❜❧❡♠ ❜② ❛

◆♦✈❡❧ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ●❡♥❡t✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣❛❣❡s ✷✹✶✕✷✻✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱

❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✷✶✼✵✺✲✵❴✾✳

❏✳ ❑♥♦①✳ ❚❛❜✉ s❡❛r❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✶✭✽✮✿✽✻✼✕✽✼✻✱ ✶✾✾✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴

✵✸✵✺✲✵✺✹✽✭✾✹✮✾✵✵✶✻✲✼✳

◆✳ ❑♦❤❛r❛✱ ❏✳ ❑✐♠✉r❛✱ ❘✳ ❑❛❥✐✱ ❨✳ ●♦t♦✱ ❏✳ ■s❤✐✐✱ ▼✳ ❚❛❦✐❣✉❝❤✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ◆❛❦❛✐✳ ❋✲

✇❛✈❡ ❧❛t❡♥❝② s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ♠♦st r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ♥❡r✈❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s

♦❢ ❞✐❛❜❡t✐❝ ♣♦❧②♥❡✉r♦♣❛t❤②✿ ♠✉❧t✐❝❡♥tr❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥ts

✇✐t❤ ❞✐❛❜❡t✐❝ ♣♦❧②♥❡✉r♦♣❛t❤②✳ ❉✐❛❜❡t♦❧♦❣✐❛✱ ✹✸✭✼✮✿✾✶✺✕✾✷✶✱ ✷✵✵✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴

s✵✵✶✷✺✵✵✺✶✹✻✾✳

P✳ ❑♦r❤♦♥❡♥✱ ❙✳ ❙❛❧♦✱ ❛♥❞ ❘✳ ❊✳ ❙t❡✉❡r✳ ❆ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♥❛❞✐r ❝r✐t❡r✐♦♥

✈❛❧✉❡s ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✺✭✺✮✿✼✺✶✕

✼✺✼✱ ✶✾✾✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♦♣r❡✳✹✺✳✺✳✼✺✶✳

●✳ ❑♦✈á❝s ❛♥❞ ❑✳ ❙♣❡♥s✳ ❍✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s ✐♥ ❞✐s❛st❡r r❡❧✐❡❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥✲

t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦❣✐st✐❝s ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✸✼✭✷✮✿

✾✾✕✶✶✹✱ ✷✵✵✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✽✴✵✾✻✵✵✵✸✵✼✶✵✼✸✹✽✷✵✳

●✳ ❑♦✈á❝s ❛♥❞ ❑✳ ❙♣❡♥s✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❤✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s✳ ■♥t❡r♥❛✲



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✼✵

t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦❣✐st✐❝s ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✸✾✭✻✮✿✺✵✻✕✺✷✽✱

✷✵✵✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✽✴✵✾✻✵✵✵✸✵✾✶✵✾✽✺✽✹✽✳

◆✳ ❑r❛s♥♦❣♦r ❛♥❞ ❏✳ ❙♠✐t❤✳ ❆ ♠❡♠❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✿

❚❙P ❛s ❛ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷♥❞ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ●❡♥❡t✐❝ ❛♥❞

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✾✽✼✕✾✾✹✱ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ✷✵✵✵✳

▼♦r❣❛♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ■♥❝✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳s✇❡✈♦✳✷✵✶✶✳✶✶✳✵✵✸✳

❏✳ ❇✳ ❑r✉s❦❛❧✳ ❖♥ t❤❡ s❤♦rt❡st s♣❛♥♥✐♥❣ s✉❜tr❡❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❝✐❡t②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✱ ♣❛❣❡s

✹✽✕✺✵✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✶✾✺✻✳ ❏❙❚❖❘✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✷✸✵✼✴✷✵✸✸✷✹✶✳

●✳ ▲❛♣♦rt❡✳ ❚❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✾✭✷✮✿✷✸✶✕✷✹✼✱ ✶✾✾✷✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✶✻✴✵✸✼✼✲✷✷✶✼✭✾✷✮✾✵✶✸✽✲❨✳

●✳ ▲❛♣♦rt❡✳ ❆ s❤♦rt ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ♥❡✉♠❛♥♥✳❤❡❝✳❝❛✴

❝❤❛✐r❡❞✐str✐❜✉t✐q✉❡✴❝♦♠♠♦♥✴❧❛♣♦rt❡✲s❤♦rt✳♣❞❢✱ ✷✵✵✻✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳

●✳ ▲❛♣♦rt❡✱ ❈✳ ❙r✐s❦❛♥❞❛r❛❥❛❤✱ ❛♥❞ ❆✳ ❆s❡❢✲❱❛③✐r✐✳ ❙♦♠❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❡♥❡r✲

❛❧✐③❡❞ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ❈❡♥tr❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s tr❛♥s♣♦rts✱ ✭▼♦♥✲

tré❛❧✱ ◗✉é❜❡❝✮✱ ✶✾✾✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✺✼✴❥♦rs✳✶✾✾✻✳✶✾✵✳

P✳ ▲❛rr❛♥❛❣❛✱ ❈✳ ▼✳ ❑✉✐❥♣❡rs✱ ❘✳ ❍✳ ▼✉r❣❛✱ ■✳ ■♥③❛✱ ❛♥❞ ❙✳ ❉✐③❞❛r❡✈✐❝✳ ●❡♥❡t✐❝

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞

♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✸✭✷✮✿✶✷✾✕✶✼✵✱ ✶✾✾✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✷✸✴❆✿

✶✵✵✻✺✷✾✵✶✷✾✼✷✳

▼✳ ▲❛✉♠❛♥♥s✱ ▲✳ ❚❤✐❡❧❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ❩✐t③❧❡r✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♣s✐❧♦♥✲❝♦♥str❛✐♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❊✉r♦♣❡❛♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✻✾✭✸✮✿✾✸✷✕✾✹✷✱ ✷✵✵✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦r✳✷✵✵✹✳

✵✽✳✵✷✾✳

neumann.hec.ca/chairedistributique/common/laporte-short.pdf
neumann.hec.ca/chairedistributique/common/laporte-short.pdf


❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✼✶

❏✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼✳ ❈❤♦✐✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ♠✉❧t✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣

s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✺✵✭✷✮✿❘✻✺✶✱ ✶✾✾✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✸✴P❤②s❘❡✈❊✳

✺✵✳

❆✳ ▲❡✐r❛s✱ ■✳ ❞❡ ❇r✐t♦ ❏r✱ ❊✳ ◗✉❡✐r♦③ P❡r❡s✱ ❚✳ ❘❡❥❛♥❡ ❇❡rt❛③③♦✱ ❛♥❞ ❍✳ ❚s✉❣✉♥♦❜✉

❨♦s❤✐❞❛ ❨♦s❤✐③❛❦✐✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❤✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s r❡s❡❛r❝❤✿ tr❡♥❞s

❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ▲♦❣✐st✐❝s ❛♥❞ ❙✉♣♣❧② ❈❤❛✐♥ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱

✹✭✶✮✿✾✺✕✶✸✵✱ ✷✵✶✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✽✴❏❍▲❙❈▼✲✵✹✲✷✵✶✷✲✵✵✵✽✳

❏✳ ❑✳ ▲❡♥str❛ ❛♥❞ ❆✳ ❍✳ ●✳ ❘✳ ❑❛♥✳ ❙♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣

s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ◗✉❛rt❡r❧②✱ ✷✻✭✹✮✿✼✶✼✕✼✸✸✱ ✶✾✼✺✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✺✼✴❥♦rs✳✶✾✼✺✳✶✺✶✳

▲✳ ▲✐ ❛♥❞ ❩✳ ❋✉✳ ❚❤❡ s❝❤♦♦❧ ❜✉s r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❛ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t②✱ ✺✸✭✺✮✿✺✺✷✕✺✺✽✱ ✷✵✵✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✺✼✴♣❛❧❣r❛✈❡✴❥♦rs✴

✷✻✵✶✸✹✶✳

P✳ ▲✐❝❤tst❡✐♥❡r✱ ❈✳ P♦s❝❤✱ ❛♥❞ ❚✳ ❉❡❧❜r✉❝❦✳ ❆ ✶✷✽×✶✷✽ ✶✷✵❞❜ ✶✺µs ❧❛t❡♥❝② ❛s②♥✲

❝❤r♦♥♦✉s t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥tr❛st ✈✐s✐♦♥ s❡♥s♦r✳ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞✲❙t❛t❡ ❈✐r❝✉✐ts✱

✹✸✭✷✮✿✺✻✻✕✺✼✻✱ ✷✵✵✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❏❙❙❈✳✷✵✵✼✳✾✶✹✸✸✼✳

❙✳ ▲✐♥ ❛♥❞ ❇✳ ❲✳ ❑❡r♥✐❣❤❛♥✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣✲

s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✶✭✷✮✿✹✾✽✕✺✶✻✱ ✶✾✼✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♦♣r❡✳

✷✶✳✷✳✹✾✽✳

▼✳ ▲✐tt♥❡r✱ ❈✳ ❑✉s❤✐❞❛✱ ▼✳ ❲✐s❡✱ ❉✳ ❉❛✈✐❧❛✱ ❚✳ ▼♦r❣❡♥t❤❛❧❡r✱ ❚✳ ▲❡❡✲❈❤✐♦♥❣✱

▼✳ ❍✐rs❤❦♦✇✐t③✱ ▲✳ ❉❛♥✐❡❧✱ ❉✳ ❇❛✐❧❡②✱ ❘✳ ❇❡rr②✱ ❙✳ ❑❛♣❡♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❑r❛♠❡r✳ Pr❛❝t✐❝❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❧❡❡♣ ❧❛t❡♥❝② t❡st ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡

♦❢ ✇❛❦❡❢✉❧♥❡ss t❡st✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❙❧❡❡♣ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✷✽✭✶✮✿✶✶✸✕✶✷✶✱ ✷✵✵✺✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✸✼✽✴❝❤❡st✳✵✽✲✵✽✷✷✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✼✷

❍✳ ❙✳ ▲♦♣❡ ❛♥❞ ▲✳ ❙✳ ❈♦❡❧❤♦✳ P❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❛st ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤

❢♦r t❤❡ ❜❧✐♥❞ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❋✐❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

❍②❜r✐❞ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✷✹✺✕✷✺✵✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✺✳ ■❊❊❊✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✶✵✾✴■❈❍■❙✳✷✵✵✺✳✽✻✳

●✳ ▲✉✱ ❇✳ ❑r✐s❤♥❛♠❛❝❤❛r✐✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙✳ ❘❛❣❤❛✈❡♥❞r❛✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t

❛♥❞ ❧♦✇✲❧❛t❡♥❝② ▼❆❈ ❢♦r tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲✐r❡❧❡ss

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✼✭✼✮✿✽✻✸✕✽✼✺✱ ✷✵✵✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✷✴✇❝♠✳

✺✵✸✳

❆✳ ▲✉❝❡♥❛✳ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✕t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r②♠❛♥ ❝❛s❡✳ ◆❡t✲

✇♦r❦s✱ ✷✵✭✻✮✿✼✺✸✕✼✻✸✱ ✶✾✾✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✷✴♥❡t✳✸✷✸✵✷✵✵✻✵✺✳

❩✳ ▲✉♦✱ ❍✳ ◗✐♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ▲✐♠✳ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲♣r✐❝❡✲❛♥❞✲❝✉t ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣

r❡♣❛✐r♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✸✹✭✶✮✿✹✾✕✻✵✱ ✷✵✶✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦r✳✷✵✶✸✳✵✾✳✵✶✹✳

❚✳ ▲✉st ❛♥❞ ❏✳ ❚❡❣❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❛ s✉r✈❡②

❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❈✳ ❈♦❡❧❧♦ ❈♦❡❧❧♦✱ ❈✳ ❉❤❛❡♥❡♥s✱ ❛♥❞ ▲✳ ❏♦✉r❞❛♥✱ ❡❞✐t♦rs✱

❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ◆❛t✉r❡ ■♥s♣✐r❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✼✷ ♦❢ ❙t✉❞✐❡s

✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✶✾✕✶✹✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✵✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✶✶✷✶✽✲✽❴✻✳

❈✳ ▼❛✱ ❏✳ ❩❤❛♥❣✱ ❨✳ ❩❤❛♦✱ ▼✳ ❍❛❜✐❜✱ ❙✳ ❙❛✈❛s✱ ❛♥❞ ❇✳ ▼✉❦❤❡r❥❡❡✳ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ r❡✲

♣❛✐r♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ r❡❝♦✈❡r② t♦ r❡st♦r❡ ✈✐rt✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛❢t❡r ❛

❞✐s❛st❡r✳ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t✐❝❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣✱ ✼✭✶✶✮✿❇✽✶✕

❇✾✷✱ ✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✸✻✹✴❏❖❈◆✳✼✳✵✵✵❇✽✶✳

❍✳ ❱✳ ▼❛❞❤②❛st❤❛✱ ❚✳ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❆✳ ❑r✐s❤♥❛♠✉rt❤②✱ ◆✳ ❙♣r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱❡♥❦❛t❛r❛✲

♠❛♥✐✳ ❆ str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧❛t❡♥❝② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s✐①t❤
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❆❈▼ ❙■●❈❖▼▼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡r♥❡t ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♣❛❣❡s ✾✾✕✶✵✹✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱

❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳ ❆❈▼✳ ■❙❇◆ ✶✺✾✺✾✸✺✻✶✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✹✺✴✶✶✼✼✵✽✵✳✶✶✼✼✵✾✷✳

❙✳ ▼❛❞s❡♥✱ ❏✳ ❍❛rt❡✱ ❈✳ ❊❧❜❡r❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❚✳ ❉❛✉✳ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛✉❞✐t♦r②

❜r❛✐♥st❡♠ r❡s♣♦♥s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② ❡st✐♠❛t❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❆✉❞✐♦❧♦❣②✱ ✺✼✭✺✮✿✸✹✺✕✸✺✸✱ ✷✵✶✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✵✴✶✹✾✾✷✵✷✼✳✷✵✶✼✳✶✸✽✶✼✼✵✳

❆✳ ▼❛❧❛r❦②✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡♥❝②✱ ❋❡❜✳ ✷✻ ✷✵✶✸✳ ❯❙ P❛t❡♥t ✽✱✸✽✹✱✺✻✵✳

▼✳ ▼❛❧❡❦✱ ▼✳ ●✉r✉s✇❛♠②✱ ▼✳ P❛♥❞②❛✱ ❛♥❞ ❍✳ ❖✇❡♥s✳ ❙❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✐♠✉❧❛t❡❞

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ t❛❜✉ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥♥❛❧s

♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✶✭✶✮✿✺✾✕✽✹✱ ✶✾✽✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✷✵✷✷✵✾✸✳

❘✳ ▼❛♥❣❤❛r❛♠✱ ❘✳ ❘❛❥❦✉♠❛r✱ ▼✳ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ P✳ ▼✉❞❛❧✐❣❡t✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇❛✐t✳ ❇♦✉♥❞❡❞✲

❧❛t❡♥❝② ❛❧❡rts ✐♥ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ✷✵✵✼ ▼♦❜✐❧❡ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r ❱❡❤✐❝✉❧❛r

❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ♣❛❣❡s ✺✺✕✻✵✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳ ■❊❊❊✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴▼❖❱❊✳

✷✵✵✼✳✹✸✵✵✽✵✹✳

❨✳ ▼❛r✐♥❛❦✐s ❛♥❞ ▼✳ ▼❛r✐♥❛❦✐✳ ❆ ❤②❜r✐❞ ♠✉❧t✐✲s✇❛r♠ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫

❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✼✭✸✮✿✹✸✷✕✹✹✷✱ ✷✵✶✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♦r✳✷✵✵✾✳✵✸✳✵✵✹✳

❨✳ ▼❛r✐♥❛❦✐s✱ ❆✳ ▼✐❣❞❛❧❛s✱ ❛♥❞ P✳ ▼✳ P❛r❞❛❧♦s✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❣r❛s♣ ❢♦r

t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

✸✷✭✸✮✿✷✸✶✕✷✺✼✱ ✷✵✵✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✺✽✾✲✵✵✺✲✹✼✾✽✲✺✳

❨✳ ▼❛r✐♥❛❦✐s✱ ▼✳ ▼❛r✐♥❛❦✐✱ ❛♥❞ ●✳ ❉♦✉♥✐❛s✳ ❍♦♥❡② ❜❡❡s ♠❛t✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✽✶

✭✷✵✮✿✹✻✽✹✕✹✻✾✽✱ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳✐♥s✳✷✵✶✵✳✵✻✳✵✸✷✳
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❘✳ ❚✳ ▼❛r❧❡r ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❆r♦r❛✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✹✶✭✻✮✿

✽✺✸✕✽✻✷✱ ✷✵✶✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✵✵✶✺✽✲✵✵✾✲✵✹✻✵✲✼✳

❈✳ ❙✳ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ▼✳ ❘✳ ❙❛❧❛✈❛t✐♣♦✉r✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞

❦✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ r❡♣❛✐r♠❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ▲■P■❝s✲▲❡✐❜♥✐③ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✐♥

■♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✹✳ ❙❝❤❧♦ss ❉❛❣st✉❤❧✲▲❡✐❜♥✐③✲❩❡♥tr✉♠ ❢ür ■♥❢♦r♠❛t✐❦✱ ✷✵✶✻✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✹✷✸✵✴▲■P■❝s✳

❖✳ ▼❛rt✐♥✱ ❙✳ ❲✳ ❖tt♦✱ ❛♥❞ ❊✳ ❲✳ ❋❡❧t❡♥✳ ▲❛r❣❡✲st❡♣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣

❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✱ ✶✶✭✹✮✿✷✶✾✕✷✷✹✱ ✶✾✾✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳

✶✵✶✻✴✵✶✻✼✲✻✸✼✼✭✾✷✮✾✵✵✷✽✲✷✳

●✳ ▼❛✈r♦t❛s✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ε✲❝♦♥str❛✐♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱

✷✶✸✭✷✮✿✹✺✺✕✹✻✺✱ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛♠❝✳✷✵✵✾✳✵✸✳✵✸✼✳

●✳ ▼❛✈r♦t❛s ❛♥❞ ❑✳ ❋❧♦r✐♦s✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ε✲❝♦♥str❛✐♥t

♠❡t❤♦❞ ❆❯●▼❊❈❖◆✷ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛r❡t♦ s❡t ✐♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✷✶✾✭✶✽✮✿✾✻✺✷✕
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♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s❤r✐♥❦

✇r❛♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝✐❡♥❝❡✱

✾✿✶✼✹✾✕✸✽✽✾✱ ✷✵✶✵✳ ❞♦✐✿ ■❏◆❙✳✷✵✵✾✳✶✷✳✸✵✴✸✵✻✳

❘✳ ▼✳ ◆❡✇t♦♥ ❛♥❞ ❲✳ ❍✳ ❚❤♦♠❛s✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ s❝❤♦♦❧ ❜✉s r♦✉t❡s ❜② ❝♦♠♣✉t❡r✳

❙♦❝✐♦✲❊❝♦♥♦♠✐❝ P❧❛♥♥✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✭✶✮✿✼✺✕✽✺✱ ✶✾✻✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✸✽✲✵✶✷✶✭✻✾✮

✾✵✵✺✶✲✷✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✼✼

❙✳ ◆✉❝❛♠❡♥❞✐✲●✉✐❧❧é♥✱ ■✳ ❆✳ ▼❛rtí♥❡③✲❙❛❧❛③❛r✱ ❋✳ ❆♥❣❡❧✲❇❡❧❧♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ▼♦r❡♥♦✲

❱❡❣❛✳ ❆ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r

t❤❡ k✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ r❡♣❛✐r♠❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t②✱

✻✼✭✽✮✿✶✶✷✶✕✶✶✸✹✱ ✷✵✶✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✺✼✴❥♦rs✳✷✵✶✺✳✶✶✸✳

■✳ ▼✳ ❖❧✐✈❡r✱ ❉✳ ❏✳ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❈✳ ❍♦❧❧❛♥❞✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝r♦ss♦✈❡r

♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ●❡♥❡t✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✷✹✕✷✸✵✱

❍✐❧❧s❞❛❧❡✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ❯❙❆✱ ✶✾✽✼✳ ▲✳ ❊r❧❜❛✉♠ ❆ss♦❝✐❛t❡s ■♥❝✳ ■❙❇◆ ✵✽✵✺✽✵✶✺✽✽✳

❘✳ ▲✳ ❖❧✐✈❡r✳ ❆♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠❡r

✭❞✐s✮s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❛✐♥t r❡♣♦rts✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈♦♥s✉♠❡r ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✹✭✶✮✿

✷✶✽✕✷✷✷✱ ✶✾✽✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✽✴✵✸✵✾✵✺✻✾✶✶✵✶✹✵✹✽✾✳

●✳ ❖♥❞❡r✱ ■✳ ❑❛r❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❉❡r②❛✳ ◆❡✇ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡

tr❛✈❡❧✐♥❣ r❡♣❛✐r♠❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ Pr♦❝❡❞✐❛✱ ✷✷✿✸✺✺✕✸✻✶✱ ✷✵✶✼✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳tr♣r♦✳✷✵✶✼✳✵✸✳✵✹✷✳

●✳ ❈✳ ❖♥✇✉❜♦❧✉✳ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❈◆❈ ❉r✐❧❧✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s✲

♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✲❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤✱ ♣❛❣❡s ✺✸✼✕✺✻✺✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ❋✉③③✐✲

♥❡ss ❛♥❞ ❙♦❢t ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴

✾✼✽✲✸✲✺✹✵✲✸✾✾✸✵✲✽❴✷✷✳

❆✳ ❖r♠❛♥ ❛♥❞ ❍✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❊✳ ❏✳ ❑♦♥t♦❣❤✐♦r❣❤❡s ❛♥❞ ❈✳ ●❛t✉✱ ❡❞✐✲

t♦rs✱ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ♣❛❣❡s ✾✶✕✶✵✹✳

❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✼✳ ■❙❇◆ ✾✼✽✲✸✲✺✹✵✲✸✻✻✷✻✲✸✳

▼✳ ❖rt✉ñ♦✱ P✳ ❈r✐stó❜❛❧✱ ❏✳ ❋❡rr❡r✱ ❋✳ ▼❛rtí♥✲❈❛♠♣♦✱ ❙✳ ▼✉ñ♦③✱ ●✳ ❚✐r❛❞♦✱ ❛♥❞

❇✳ ❱✐t♦r✐❛♥♦✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛✐❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s②st❡♠s ❢♦r ❤✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s✳ ❛ s✉r✈❡②✳

■♥ ❇✳ ❱✐t♦r✐❛♥♦✱ ❏✳ ▼♦♥t❡r♦✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘✉❛♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛✐❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐s❛st❡r
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♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡♠❡r❣❡♥❝✐❡s✱ ❆t❧❛♥t✐s ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s

✶✼✕✹✹✳ ❆t❧❛♥t✐s Pr❡ss✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✷✾✾✶✴✾✼✽✲✾✹✲✾✶✷✶✻✲✼✹✲✾❴✷✳

❘✳ ❊✳ ❖✈❡rstr❡❡t✱ ❉✳ ❍❛❧❧✱ ❏✳ ❇✳ ❍❛♥♥❛✱ ❛♥❞ ❘✳ ❑❡❧❧② ❘❛✐♥❡r ❏r✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❤✉✲

♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ❧♦❣✐st✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ ▲♦❣✐st✐❝s ❛♥❞ ❙✉♣♣❧② ❈❤❛✐♥ ▼❛♥✲

❛❣❡♠❡♥t✱ ✶✭✷✮✿✶✶✹✕✶✸✶✱ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✽✴✷✵✹✷✻✼✹✶✶✶✶✶✺✽✹✷✶✳

❏✳ P❛♥✐❛❣✉❛✲❙♦t♦✱ ❏✳ ❘✉✐③✲●❛r❝í❛✱ ▼✳ ■③♥❛♦❧❛✲▼✉ñ♦③✱ ❛♥❞ ▲✳ ❘✉✐③✲❙❡rr❛♥♦✳ ▼✉❧t✐♣❧❡

s❧❡❡♣ ❧❛t❡♥❝② t❡st ✐♥ ♣❛t✐❡♥ts ✇✐t❤ s✉s♣❡❝t❡❞ ♥❛r❝♦❧❡♣s②✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ✹✺ ❝❛s❡s✳ ❏♦✉r✲

♥❛❧ ♦❢ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❙❧❡❡♣ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✶✹✭✶✮✿✷✼✷✕✷✼✸✱ ✷✵✶✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳s❧❡❡♣✳✷✵✶✸✳✶✶✳

✻✻✺✳

❈✳ ▼✳ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❛s✲

s❛❝❤✉s❡tts✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✹✳ ■❙❇◆ ✵✷✵✶✺✸✵✽✷✶✳

▲✳ P❛q✉❡t❡ ❛♥❞ ❚✳ ❙tüt③❧❡✳ ❆ t✇♦✲♣❤❛s❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❜✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ tr❛✈❡❧✲

✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❈✳ ❋♦♥s❡❝❛✱ P✳ ❋❧❡♠✐♥❣✱ ❊✳ ❩✐t③❧❡r✱ ▲✳ ❚❤✐❡❧❡✱ ❛♥❞

❑✳ ❉❡❜✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼✉❧t✐✲❈r✐t❡r✐♦♥ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✻✸✷ ♦❢ ▲❡❝✲

t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✻✾✕✽✾✳ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✸✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✼✸✷✲✵✵✾✲✾✶✵✸✲✾✳

▲✳ P❛q✉❡t❡ ❛♥❞ ❚✳ ❙tüt③❧❡✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡

♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✻

✭✾✮✿✷✻✶✾✕✷✻✸✶✱ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♦r✳✷✵✵✽✳✶✶✳✵✶✸✳

▲✳ P❛q✉❡t❡✱ ▼✳ ❈❤✐❛r❛♥❞✐♥✐✱ ❛♥❞ ❚✳ ❙tüt③❧❡✳ P❛r❡t♦ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ s❡ts ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✳ ■♥ ❳✳ ●❛♥❞✐❜❧❡✉①✱

▼✳ ❙❡✈❛✉①✱ ❑✳ ❙♦r❡♥s❡♥✱ ❛♥❞ ❱✳ ❚❦✐♥❞t✱ ❡❞✐t♦rs✱ ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ▼✉❧t✐♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✺ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✲

✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✼✼✕✶✾✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴

✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✶✼✶✹✹✲✹❴✼✳
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❏✳ P❛r❦ ❛♥❞ ❇✳✲■✳ ❑✐♠✳ ❚❤❡ s❝❤♦♦❧ ❜✉s r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❆ r❡✈✐❡✇✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✷✭✷✮✿✸✶✶✕✸✶✾✱ ✷✵✶✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦r✳✷✵✵✾✳✵✺✳✵✶✼✳

❉✳ ❆✳ P❛tt❡rs♦♥✳ ▲❛t❡♥❝② ❧❛❣s ❜❛♥❞✇✐t❤✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✹✼✭✶✵✮✿

✼✶✕✼✺✱ ✷✵✵✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✹✺✴✶✵✷✷✺✾✹✳✶✵✷✷✻✵✸✳

❲✳ P❡♥❣✱ ◗✳ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❍✳ ▲✐✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❖❊❆✴❉ ❛♥❞ ◆❙●❆✲■■

♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❈✳ ●♦❤✱ ❨✳ ❖♥❣✱ ❛♥❞

❑✳ ❚❛♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡♠❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✼✶ ♦❢ ❙t✉❞✐❡s ✐♥

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✵✾✕✸✷✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✾✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✺✹✵✲✽✽✵✺✶✲✻❴✶✹✳

❏✳ ❈✳ P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ▼✳ ◗✉❡②r❛♥♥❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❛r❞✐♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✻✭✶✮✿✽✻✕✶✶✵✱ ✶✾✼✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♦♣r❡✳✷✻✳✶✳✽✻✳

❏✳ P♦t✈✐♥✳ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❖♣❡r✲

❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✻✸✭✸✮✿✸✸✼✕✸✼✵✱ ✶✾✾✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✷✶✷✺✹✵✸✳

❊✳ ❏✳ P♦✇❧❡②✱ ❉✳ ❲❤✐t❡❤♦✉s❡✱ ❛♥❞ P✳ ■✳ ❈♦✇❧✐♥❣✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ tr❡❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤

♠❛❝r♦✲❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝ r♦✉t❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ●❛♠❡s✱ ♣❛❣❡s

✷✸✹✕✷✹✶✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✷✳ ■❊❊❊✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✷✾✶✼✽✲✹❴✷✻✳

❈✳ Pr✐♥s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜✲

❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✶✭✶✷✮✿✶✾✽✺✕✷✵✵✷✱ ✷✵✵✹✳ ■❙❙◆ ✵✸✵✺✵✺✹✽✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴s✵✸✵✺✲✵✺✹✽✭✵✸✮✵✵✶✺✽✲✽✳

❆✳ Pr③②❜②➟✳ ❍❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝ s②st❡♠s✳

❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ✹✾✿✸✵✾✕✸✶✻✱ ✷✵✶✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴

❥✳r❝✐♠✳✷✵✶✼✳✵✽✳✵✵✶✳
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❙✳ ❘❛✛✳ ❘♦✉t✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ❝r❡✇s✿ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✳ ❈♦♠✲

♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✵✭✷✮✿✻✸✕✷✶✶✱ ✶✾✽✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴✵✸✵✺✲✵✺✹✽✭✽✸✮

✾✵✵✸✵✲✽✳

❘✳ ❘❛♥❞❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ●✳ ❙✳ ●r❡st✳ n✲❝✐t② tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❜② s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✹✺✭✺✮✿✽✽✺✕✽✾✵✱ ✶✾✽✻✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✵✼✴❇❋✵✶✵✷✵✺✼✾✳

▼✳ ❘✳ ❘❛♦✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ♥♦t❡✳ ❛ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✽✭✸✮✿✻✷✽✕✻✸✷✱ ✶✾✽✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✽✼✴♦♣r❡✳✷✽✳✸✳✻✷✽✳

❏✳ ❘❡② ❍♦r♥✱ ◆✳ ◆❛❢♣❧✐♦t✐s✱ ❛♥❞ ❉✳ ❊✳ ●♦❧❞❜❡r❣✳ ❆ ♥✐❝❤❡❞ ♣❛r❡t♦ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❢♦r ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✜rst ■❊❊❊ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ■❊❊❊ ✇♦r❧❞ ❝♦♥❣r❡ss ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱

✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡s ✽✷✕✽✼✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴■❈❊❈✳✶✾✾✹✳✸✺✵✵✸✼✳

❈✳ ❘♦♠❡r♦✳ ❚❡♦rí❛ ❞❡ ❧❛ ❞❡❝✐s✐ó♥ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐♦✿ ❝♦♥❝❡♣t♦s✱ té❝♥✐❝❛s ② ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s✳

❆❧✐❛♥③❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ t❡①t♦s✳ ❆❧✐❛♥③❛ ❊❞✐t♦r✐❛❧✱ ✶✾✾✸✳ ■❙❇◆ ✾✼✽✽✹✷✵✻✽✶✹✹✸✳

❉✳ ❏✳ ❘♦s❡♥❦r❛♥t③✱ ❘✳ ❊✳ ❙t❡❛r♥s✱ ❛♥❞ P✳ ▼✳ ▲❡✇✐s✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡

tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♣❡rs♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✜❢t❡❡♥t❤ ❛♥♥✉❛❧ s②♠♣♦s✐✉♠

♦♥ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t❛ ❚❤❡♦r②✱ ♣❛❣❡s ✸✸✕✹✷✱ ❙❝❤❡♥❡❝t❛❞②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱

✶✾✼✹✳ ●❡♥❡r❛❧ ❊❧❡❝tr✐❝ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❙❲❆❚✳

✶✾✼✹✳✹✳

❉✳ ❏✳ ❘♦s❡♥❦r❛♥t③✱ ❘✳ ❊✳ ❙t❡❛r♥s✱ ❛♥❞ P✳ ▼✳ ▲❡✇✐s✱ ■■✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡✈❡r❛❧

❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✻✭✸✮✿

✺✻✸✕✺✽✶✱ ✶✾✼✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✸✼✴✵✷✵✻✵✹✶✳

▼✳ ❙❛✐t♦✱ ◆✳ ❙❛♥♦✱ ❑✳ ❯❡❞❛✱ ❨✳ ❙❤✐❜❛t❛✱ ❑✳ ❑✉r✐②❛♠❛✱ ❚✳ ❑♦♠✐②❛♠❛✱ ❑✳ ▼❛r✐♥♦✱

❙✳ ❆♦❦✐✱ ❛♥❞ ❍✳ ❖♥✐s❤✐✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
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♦❢ ❛ r❡s♣✐r❛t♦r② ❣❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❦t❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛ r❡s♣✐r❛t♦r②

✐♥❞✐❝❛t♦r ❞❡✈✐❝❡✱ ❛❜❝❤❡s✳ ▼❡❞✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✹✺✭✶✮✿✼✹✕✽✵✱ ✷✵✶✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✷✴♠♣✳

✶✷✻✻✹✳

▼✳ ❙❛❧❛♠✐✱ ❈✳ ■t❛♠✐✱ ❚✳ ❚s✉♠♦t♦✱ ❛♥❞ ❋✳ ❑✐♠✉r❛✳ ❈❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②

❜② r❡❣✐♦♥❛❧ ♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❝♦♥st❛♥t ❧❛t❡♥❝② ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❛❧❛♠✉s ❛♥❞ ❝♦rt❡①✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✵✵✭✶✵✮✿

✻✶✼✹✕✻✶✼✾✱ ✷✵✵✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✼✸✴♣♥❛s✳✵✾✸✼✸✽✵✶✵✵✳

❍✳ ❆✳ ❙❛❧❡❤ ❛♥❞ ❘✳ ❈❤❡❧♦✉❛❤✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ s②st❡♠

s✉r✈❡②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧

■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✼✭✶✮✿✶✶✶✕✶✷✷✱ ✷✵✵✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡♥❣❛♣♣❛✐✳✷✵✵✸✳✶✶✳✵✵✶✳

❆✳ ❙❛❧❡❤✐♣♦✉r✱ ❑✳ ❙ör❡♥s❡♥✱ P✳ ●♦♦s✱ ❛♥❞ ❖✳ ❇rä②s②✳ ❊✣❝✐❡♥t ●❘❆❙P✰ ❱◆❉

❛♥❞ ●❘❆❙P ✰ ❱◆❙ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ r❡♣❛✐r♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✹❖❘✿

❆ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✾✭✷✮✿✶✽✾✕✷✵✾✱ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴

s✶✵✷✽✽✲✵✶✶✲✵✶✺✸✲✵✳

❋✳ ❙❛♠❛♥❧✐♦❣❧✉✱ ❲✳ ●✳ ❋❡rr❡❧❧ ❏r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❊✳ ❑✉r③✳ ❆ ♠❡♠❡t✐❝ r❛♥❞♦♠✲❦❡② ❣❡♥❡t✐❝

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t❡rs

✫ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✺✺✭✷✮✿✹✸✾✕✹✹✾✱ ✷✵✵✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝✐❡✳✷✵✵✽✳✵✶✳✵✵✺✳

❉✳ ❙❛r❞❞❛r✱ ❏✳ ❇❛♥❡r❥❡❡✱ ❚✳ ❏❛♥❛✱ ❙✳ ❑✳ ❙❛❤❛✱ ❯✳ ❇✐s✇❛s✱ ❛♥❞ ▼✳ ◆❛s❦❛r✳ ▼✐♥✲

✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛♥❞♦✛ ❧❛t❡♥❝② ❜② ❛♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ●P❙ ❜❛s❡❞

♠❛♣✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✼✭✸✮✿✷✾✕✸✼✱ ✷✵✶✵✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✺✶✷✵✴✸✵✸✾✲✹✶✷✷✳

❉✳ ❙❛r❞❞❛r✱ ❙✳ ❈❤❛tt❡r❥❡❡✱ ❘✳ ❏❛♥❛✱ ❙✳ ❙✳ ❇❛❜✉✱ ❍✳ ◆✳ ❑❤❛♥✱ ❯✳ ❇✐s✇❛s✱ ❛♥❞

▼✳ ◆❛s❦❛r✳ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛♥❞♦✛ ❧❛t❡♥❝② ❜② ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥✲

t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✽✭✷✮✿✷✽✸✕✷✽✾✱ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴

s✶✶✷✷✼✲✵✵✽✲✵✶✼✺✲✸✳
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❏✳ ❙❛r✉❜❜✐✱ ❍✳ ▲✉♥❛✱ ❛♥❞ ●✳ ▼✐r❛♥❞❛✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤

♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❇♦♦❦ ♦❢ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❳■❱ ▲❛t✐♥

■❜❡r♦✲❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❈❛rt❛❣❡♥❛✱ ❈♦❧♦♠❜✐❛✱ ✷✵✵✽✳

P✳ ❙❝❤✐tt❡❦❛t✱ ▼✳ ❙❡✈❛✉①✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙♦r❡♥s❡♥✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❝❤♦♦❧

❜✉s r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙❡r✈✐❝❡ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙❡r✈✐❝❡

▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✺✺✷✕✶✺✺✼✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳ ■❊❊❊✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✶✵✾✴■❈❙❙❙▼✳✷✵✵✻✳✸✷✵✼✻✼✳

P✳ ❙❝❤✐tt❡❦❛t✱ ❏✳ ❑✐♥❛❜❧❡✱ ❑✳ ❙ör❡♥s❡♥✱ ▼✳ ❙❡✈❛✉①✱ ❋✳ ❙♣✐❡❦s♠❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙♣r✐♥❣❛❡❧✳ ❆

♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ s❝❤♦♦❧ ❜✉s r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❜✉s st♦♣ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❊✉r♦♣❡❛♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✷✾✭✷✮✿✺✶✽✕✺✷✽✱ ✷✵✶✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦r✳✷✵✶✸✳

✵✷✳✵✷✺✳

❈✳ ❙❝❤✉r❣❡rs✱ ❱✳ ❚s✐❛ts✐s✱ ❙✳ ●❛♥❡r✐✇❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙r✐✈❛st❛✈❛✳ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ s❡♥s♦r ♥❡t✲

✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❛t❡♥❝②✲❞❡♥s✐t② ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼♦❜✐❧❡

❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✭✶✮✿✼✵✕✽✵✱ ✷✵✵✷✳ ■❙❙◆ ✶✺✸✻✲✶✷✸✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴t♠❝✳✷✵✵✷✳✶✵✶✶✵✻✵✳

❘✳ ❙❡♥❣✉♣t❛✳ ❖t❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❘✳ ❙❡♥❣✉♣t❛✱ ❆✳ ●✉♣t❛✱ ❛♥❞

❏✳ ❉✉tt❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡✱ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ♣❛❣❡s ✷✷✵✕

✷✺✼✳ ❈❘❈ Pr❡ss✱ ❇♦❝❛ ❘❛t♦♥✱ ❋▲✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✻✳ ■❙❇◆ ✶✹✻✻✺✻✹✸✵❳✳

❱✳ ❆✳ ❙❤✐♠✱ ❑✳ ❈✳ ❚❛♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ❨✳ ❈❤❡♦♥❣✳ ❆ ❤②❜r✐❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣

s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥✱ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s✱ ✹✷✭✺✮✿

✻✽✷✕✻✾✶✱ ✷✵✶✷❛✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❚❙▼❈❈✳✷✵✶✷✳✷✶✽✽✷✽✺✳

❱✳ ❆✳ ❙❤✐♠✱ ❑✳ ❈✳ ❚❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❑✳ ❚❛♥✳ ❆ ❤②❜r✐❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ■❊❊❊

❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✕✽✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✷❜✳ ■❊❊❊✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❈❊❈✳✷✵✶✷✳✻✷✺✻✹✸✽✳
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❆✳ ❙❤♦❦♦✉❤✐ r♦st❛♠✐✱ ❋✳ ▼♦❤❛♥♥❛✱ ❍✳ ❑❡s❤❛✈❛r③✱ ❛♥❞ ❆✳ ❆✳ ❘❛❤♠❛♥✐ ❍♦ss❡✐♥❛❜❛❞✐✳

❙♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡♠✉❧❛t✐♦♥

❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✫ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✾✭✷✮✿✻✼✾✕

✼✵✾✱ ✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✼✽✺✴❛♠✐s✴✵✾✵✷✶✽✳

❙✳ ❏✳ ❙❤②✉✱ ❇✳ ▼✳ ▲✐♥✱ ❛♥❞ P✳✲❨✳ ❨✐♥✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ♥♦✲✇❛✐t ✢♦✇s❤♦♣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡✲

t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✹✼✭✷✲✸✮✿✶✽✶✕✶✾✸✱ ✷✵✵✹✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝✐❡✳✷✵✵✹✳✵✻✳✵✵✻✳

▼✳ ▼✳ ❙✐❧✈❛✱ ❆✳ ❙✉❜r❛♠❛♥✐❛♥✱ ❚✳ ❱✐❞❛❧✱ ❛♥❞ ▲✳ ❙✳ ❖❝❤✐✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✷✶✭✸✮✿✺✶✸✕✺✷✵✱ ✷✵✶✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦r✳✷✵✶✷✳✵✸✳✵✹✹✳

❊✳ ❆✳ ❙✐❧✈❡r✱ ❘✳ ❱✐❝t♦r✱ ❱✳ ❱✐❞❛❧✱ ❛♥❞ ❉✳ ❞❡ ❲❡rr❛✳ ❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳

❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✭✸✮✿✶✺✸✕✶✻✷✱ ✶✾✽✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴

✵✸✼✼✲✷✷✶✼✭✽✵✮✾✵✵✽✹✲✸✳

❆✳ ❙✐♣❛❤✐♦❣❧✉✱ ❆✳ ❨❛③✐❝✐✱ ❖✳ P❛r❧❛❦t✉♥❛✱ ❛♥❞ ❯✳ ●✉r❡❧✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ t♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❢♦r ❛ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙②st❡♠s✱

✺✻✭✹✮✿✷✽✾✕✷✾✺✱ ✷✵✵✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳r♦❜♦t✳✷✵✵✼✳✵✾✳✵✶✶✳

❘✳ ❙✐tt❡rs✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ r❡♣❛✐r♠❛♥ ❛♥❞

♦t❤❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t②✲✜❢t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼✲

❙■❆▼ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛❣❡s ✻✵✹✕✻✶✻✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✹✳

❙■❆▼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♦r✳✷✵✶✸✳✵✶✳✵✵✸✳

❚✳ ❙♠✐t❤✱ ❩✳ ❙❤❡♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞

s✉♠ ♦❢ ❣r❛② ❣❛s❡s ♠♦❞❡❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✱ ✶✵✹✭✹✮✿✻✵✷✕✻✵✽✱ ✶✾✽✷✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✶✶✺✴✶✳✸✷✹✺✶✼✹✳
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❉✳ ❙♦❢❣❡✱ ❆✳ ❙❝❤✉❧t③✱ ❛♥❞ ❑✳ ❉❡ ❏♦♥❣✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦

s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛ttr❛❝t♦r

s❝❤❡♠❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✺✸✕✶✻✷✱ ✷✵✵✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳

✶✵✵✼✴✸✲✺✹✵✲✹✻✵✵✹✲✼❴✶✻✳

◆✳ ❑✳ ❙q✉✐r❡s✱ ❑✳ ❈✳ ❙q✉✐r❡s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳ ❍✐❧❧②❛r❞✳ ❚✇♦ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ❧♦♥❣✲❧❛t❡♥❝② ♣♦s✐t✐✈❡

✇❛✈❡s ❡✈♦❦❡❞ ❜② ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛✉❞✐t♦r② st✐♠✉❧✐ ✐♥ ♠❛♥✳ ❊❧❡❝tr♦❡♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♣❤②

❛♥❞ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ◆❡✉r♦♣❤②s✐♦❧♦❣②✱ ✸✽✭✹✮✿✸✽✼✕✹✵✶✱ ✶✾✼✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✶✸✲✹✻✾✹✭✼✺✮

✾✵✷✻✸✲✶✳

▼✳ ❖✳ ❙t❡♣❤❡♥s♦♥✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❤✉♠❛♥✐t❛r✐❛♥ r❡❧✐❡❢ ❝♦✲

♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ❏✳ ❆✳ ❑♦♦♣s ❛♥❞ ❘✳ ❇✐❡r♠❛♥♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ P❛❧❣r❛✈❡ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥t❡r✲

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ❘❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❲♦r❧❞ P♦❧✐t✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✹✽✺✕✺✵✷✳ P❛❧❣r❛✈❡ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥

❯❑✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✷✵✶✼✳ ■❙❇◆ ✾✼✽✶✶✸✼✸✻✵✸✾✼✳

❙✳ ❙t❡r♥❜❡r❣✱ ❙✳ ▼♦♥s❡❧❧✱ ❘✳ ▲✳ ❑♥♦❧❧✱ ❛♥❞ ❈✳ ❊✳ ❲r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✉r❛✲

t✐♦♥ ♦❢ r❛♣✐❞ ♠♦✈❡♠❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ s♣❡❡❝❤ ❛♥❞ t②♣❡✇r✐t✐♥❣✳ ■♥

●✳ ❊✳ ❙t❡❧♠❛❝❤✱ ❡❞✐t♦r✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ▼♦t♦r ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ▲❡❛r♥✐♥❣✱

❝❤❛♣t❡r ✻✱ ♣❛❣❡s ✶✶✼✕✶✺✷✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦❦✱ ❯❙❆✱ ✶✾✼✽✳ ■❙❇◆

✾✼✽✵✶✷✻✻✺✾✻✵✸✳

❈✳ ❙✉t❝❧✐✛❡ ❛♥❞ ❏✳ ❇♦❛r❞✳ ❖♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡✲r♦✉t❡✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❚r❛♥s✲

♣♦rt✐♥❣ ♠❡♥t❛❧❧② ❤❛♥❞✐❝❛♣♣❡❞ ❛❞✉❧ts t♦ ❛♥ ❛❞✉❧t tr❛✐♥✐♥❣ ❝❡♥tr❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡

❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t②✱ ✹✶✭✶✮✿✻✶✕✻✼✱ ✶✾✾✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✸✽✴s❥✴❥♦rs✴✵✹✶✵✶✵✼✳

❏✳ ❆✳ ❙✈❡st❦❛ ❛♥❞ ❱✳ ❊✳ ❍✉❝❦❢❡❧❞t✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ m✲s❛❧❡s♠❛♥

tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✭✼✮✿✼✾✵✕✼✾✾✱ ✶✾✼✸✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✷✽✼✴♠♥s❝✳✶✾✳✼✳✼✾✵✳

❍✳ ❆✳ ❚❛❤❛✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✿ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ■♥❝✳✱ ❯♣♣❡r ❙❛❞❞❧❡

❘✐✈❡r✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✷✳ ■❙❇◆ ✵✶✸✶✽✽✾✷✸✵✳
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▲✳ ❚❛♥❣✱ ❏✳ ▲✐✉✱ ❆✳ ❘♦♥❣✱ ❛♥❞ ❩✳ ❨❛♥❣✳ ❆ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ s❤❛♥❣❤❛✐ ❜❛♦s❤❛♥ ✐r♦♥ ✫ st❡❡❧ ❝♦♠✲

♣❧❡①✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✷✹✭✷✮✿✷✻✼✕✷✽✷✱ ✷✵✵✵✳ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✸✼✼✲✷✷✶✼✭✾✾✮✵✵✸✽✵✲❳✳

▼✳ ❋✳ ❚❛s❣❡t✐r❡♥✱ P✳ ◆✳ ❙✉❣❛♥t❤❛♥✱ ❛♥❞ ◗✳✲◗✳ P❛♥✳ ❆ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐✲
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