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El método cientifico de previsién

toma la forma de un modelo fisico o

fenomenolégico, el cual es una des-
~ cripcién matematica en la que se
- hacen algunas simplificaciones de la

realidad. Estas ecuaciones presen-

tan operadores diferenciales e infe-

grales de orden entero (cdlculo tra-
dicional), y no describen de manera precisa ciertos
fenémenos fisicos con propiedades de escalamien-
to,'2 por ejemplo, las relajaciones no exponenciales
de los polimeros, que son consecuencia del com-
portamiento viscoeldstico de su estructura semicris-
talina (ver figura 1).314 Es evidente, entonces, la pro-
blematica de predecir la viscoelasticidad de los po-
limeros en una gran gama de temperaturas o de
frecuencias (tiempo).

[] El presente articulo estd basado en la investigacién «Aplicacién
del método de derivacién e integracién de orden arbitrario al
modelado del comportamiento mecdénico y dieléctrico de mate-
riales poliméricos», galardonada con el Premio de Investigacion
UANL 2004 en la categorfa de Ciencias Exactas, otorgado en
sesion solemne del Consejo Universitario de la UANL, en sep-

tiembre de 2005.

502

La estructura semicristalina de los polimeros pre-
senta un sinnimero de irregularidades a diferentes
escalas.'? La dindmica de esta morfologia es dificil
de describir con operadores diferenciales e integra-
les de orden entero (cdlculo tradicional), y en este
sentido los operadores diferenciales o integrales de
orden arbitrario (célculo fraccional) son una alter-
nativa. Un fenémeno de relajacién es un proceso
de ajuste de una propiedad macroscédpica a nue-
vas condiciones de equilibrio cuando una variable
exterior ha sido modificada. A nivel molecular, un
fenémeno de relajacién estd asociado a movimien-
tos moleculares de las cadenas poliméricas. Dichos
movimientos son funciones de la morfologia vy tie-
nen lugar con una rapidez que se incrementa con
la temperatura. En los polimeros, la movilidad mo-
lecular se lleva a cabo buscando maximizar la
entropia del sistema, lo que corresponde en la ma-
yorfa de los casos a una estructura conformacional
de las cadenas de un nivel energético menor. En-
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Fig. 1. Estructura semiscristalina de los polimeros. Se obser-
va el crecimiento radial de las estructuras laminares que
conforman a las esferulitas.

tonces, los fenémenos de relajacion son manifesta-
ciones de la disipacién parcial de energia cuando a
dichos materiales se les aplica un esfuerzo, y para
su estudio se realizan mediciones experimentales en
forma dindmica de alguna propiedad macroscédpi-
ca. En las pruebas dindmicas se aplica un estimulo
periédico de fipo sinusoidal que puede ser mecani-
co o eléctrico. Para el caso de un estimulo mecéni-
co (andlisis mecdnico dindmico), la propiedad ma-
croscépica a analizar es el médulo eldstico comple-
jo, E*=E'+iE",y cuando el estimulo es de tipo
eléctrico (andlisis dieléctrico dindmico) es la permi-
tividad relativa compleja, £ *=¢'-ir.". Las partes
reales de E* y de £* se relacionan con el almace-
namiento parcial de energia y las partes imaginarias
E "y g* estén asociadas a la energia que se disipa.
Un andlisis cuantitativo de E'y €* requiere de mode-
los capaces de describir las curvas experimentales
de Ey g* Bajo este contexto, el objetivo de este
trabajo es el desarrollo de modelos para la descrip-
cionde Ey g*.

Los modelos cldsicos del comportamiento
viscoeldstico

Los modelos cldsicos para el andlisis de E* y £* son
ecuaciones con operadores diferenciales e integra-
les de orden entero.®'® La figura 2 es un esquema
del modelo de Zener, con el cual se obtiene una
descripcion aproximada del médulo eléstico. Este
modelo es un arreglo en paralelo del modelo de
Maxwell con un resorte.

CIENCIA UANL / VOL. VIII, No. 4, OCTUBRE-DICIEMBRE 2005

En la figura 2 se muestran los espectros E'(T) y
E"(T) calculados a partir de dicho modelo. Estos
espectros son tipicos de un fenémeno de relajacién
y no corresponden a la forma de las curvas experi-
mentales que presentan los polimeros semicristalinos,
caracterizados por al menos tres fenémenos de re-
lajacién. Para la descripcién de la manifestacién
dieléctrica de la viscoelasticidad, el modelo cldsico
para el andlisis de £*, es el modelo de Debye (ver
figura 3). En la misma figura se muestran los espec-
tros £¥'(T) y *'(T) que describe el modelo de Debye
y que corresponden también a un solo fenémeno
de relajacién.

El hecho de que los modelos cldsicos de Zenery
de Debye no puedan describir de manera precisa
los espectros de E* y de & * de los sistemas poliméri-
cos, se debe en parte a que los operadores diferen-
ciales en ambos modelos cldsicos son de orden en-
tero. En la siguiente seccién se presentan los con-
ceptos de base utilizados en este trabajo, asi como
los modelos fraccionarios desarrollados.

Modelado del comportamiento meca-
nico y dieléctrico de los materiales po-
liméricos

En este trabajo se utilizé6 como herramienta de base
el operador de Riemann-Liouville, una generaliza-
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Fig. 3. El modelo de Debye para la descripcion de la €*.
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cién de la férmula de Cauchy para las integrales
multiples.'6-

o= [L 0

En la ecuacién anterior, G es la funcién Gamma,
la cual se define de la siguiente manera:

Tlwm )= Ie'“u”'ldu, endonde m>0 (2)
'}

A partir de la integral de Riemann-Liouville se
obtiene la derivada de orden fraccionario entre O y

1.

b xf)= o~ i) =D L2y ne0) 9

En este trabajo también se aplicard la transfor-
mada de Fourier para un operador fracciona-
rio.Dfxlif.], la cual se define como el producto de
(i) por la transformada de Fourier de la funcién
x[ﬁjl. Aplicando la ecuacién tres, se pueden esta-
blecer ecuaciones constitutivas que describan el com-
portamiento mecdnico intermediario entre un séli-
do eldstico ideal y un liquido viscoso puro, asi como
el comportamiento eléctrico intermediario entre un
capacitor y una resistencia eléctrica (ver figura 4).
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Fig. 4. Elementos fraccionarios obtenidos con el célculo
fraccional.
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En el “spring-pot” y en el “cap-resistor”, T es un
tiempo caracteristico que puede asociarse al tiem-
po requerido por los segmentos de cadena en mo-
vimiento en algun fenémeno de relajacién. En un
“spring-pot”, cuando b=0 se obtiene la ley de Hooke
y cuando b=1 se obtiene la ley de Newton. En un
“cap-resistor”, cuando a=1 se obtiene el compor-
tamiento eléctrico de una resistencia, y cuando a=0
se obtiene el de un capacitor. Utilizando los ele-
mentos de la figura 4 se desarrollaron: un modelo
fraccional mecdnico (MFM) y un modelo fraccional
dieléctrico (MFD) para la descripciéon de tres fené-
menos de relajaciéon. En este caso se seleccioné
como polimero modelo al Poli (naftalato de etilen
glicol) o PEN. El PEN es un polimero que se carac-
teriza por presentar al menos tres fenémenos de re-
lajacion." La figura 5 es el MFM y la figura 6 es el
MFD.

Fig. 5. Modelo fraccional mecénico (MFM).
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Fig. 6. Modelo fraccional dieléctrico (MFD).
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Los elementos 1 del MFM y del MFD estén aso-
ciados principalmente con la relajacién o del PEN.
Los elementos 2 se relacionan con B*, y, finalmen-
te, los elementos 3 se asocian con B.

En un andlisis dindmico, el polimero es someti-
do a un esfuerzo de tipo sinusoidal (mecdnico o eléc-
trico), y la respuesta se expresa como un nUmero
complejo. La parte real corresponde a la respuesta
“inmediata” al estimulo aplicado; la imaginaria se
encuentra en desfase y representa la disipaciéon par-
cial de energia. Cuando el estimulo aplicado es
mecdnico, se calcula el modulo complejo (E*), y
para el caso de un estimulo eléctrico es la permitivi-
dad relativa compleja (€*), ambas propiedades fue-
ron calculadas a partir de las ecuaciones diferen-
ciales de cada modelo fraccionario. En la tabla | se
presentan las ecuaciones diferenciales del MFM; en
la tabla I, las ecuaciones del MFD. En ambos casos
los pardmetros T estdn relacionados con los tiem-
pos de relajacion de los movimientos moleculares
de cada fenémeno de relajacion.

Tabla |. Ecuaciones diferenciales de los tres
elementos del MFM.

Ecuaciones diferenciales
1| (B, -E1 $6)=[o10)- E1, 516 #2010 £1, 510 2, D) o 16 )- E1, 51 )]
2 62()+1°Dic2(t)= E2,s2(t)+ E2,t D s2(r)
3 63()+19D’c3(t)= E3,53()+ E3,7 D! s3(r)

Tabla Il. Ecuaciones diferenciales de los tres elementos

del MFD.
Ecuaciones diferenciales
1 Ql:(?l,VH(ClS—c1,,{r;“p;"[l/l—@’m‘VIJH;'D;'[M—QI’CI*V]H
Cl,-Cl, Cl,-Cl,
2-C2,V2 Ty
2 ya-92-C2 L Dr(02-C2,12)
C2,-C2, C2,-C2,
_ Vv h
3 p3= BT U pioz—c3r3)
C3,-C3, (3,-C3,

Aplicando la transformacién de Fourier a las
ecuaciones de las tablas | y Il, se obtuvieron expre-
siones para E* y g *:

Ft o Fl* 4 FatiEa+
_E. +El.[|:!'r.=:|:_:| '+|:!'r.=:|:_ :| ]+E2. +F2 [ir.::l:_} +E3. +F3 ﬁr.::l:_:l' (4)

& 1+|:ir.=:|:_:|'+|:i:.=:|:_:|' 1+$:.=:|:_:|‘ 1+$r.=:|:_:|'
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A partir de las ecuaciones (4) y (5), se calculé la
dependencia de la temperatura de las partes real e
imaginaria de E* y €*. Sin embargo, primero fue
necesario definir la dependencia de la temperatura
de los tiempos de relajacién para el MFM y el MFD,
la cual depende de la naturaleza cooperativa o no
cooperativa de los movimientos moleculares corres-
pondientes en cada fenémeno de relajacién. La
cooperatividad implica movimientos simultdneos y
coordinados de segmentos de cadena, mientras que
los no cooperativos se llevan a cabo de una mane-
ra muy localizada. Para el PEN, los movimientos
moleculares de o son cooperativos, la movilidad de
B* es parcialmente cooperativa y la movilidad en B
es no cooperativa. Los tiempos de relajacién para
la movilidad no cooperativa (relajacion B) siguen
un comportamiento de tipo Arrhenius:

flr)= v, exe| 2o 6

en donde Ea es la energia de activacién aparen-
te; kB es la constante de Boltzman; T es la tempera-
tura absoluta y T_ es un factor pre-exponencial que
se encuentra en el intervalo 1075 2¢, 21075,
cuyos valores mdés pequefos corresponden a la vi-
bracién atémica, y los valores de mayor magnitud
estén relacionados con una contribucién adicional
de la entropia. Para los movimientos cooperativos
o y los parcialmente cooperativos B*, la expresién
analitica sigue una ley de la potencia (ecuacién sie-
te), donde la energia de activacién depende del
nimero de entidades elementales (Z*) que se mue-
ven de una manera cooperativa.?'?

7% v
T= 1, exp # =, [exp % (7)

En esta ecuacién £ii es la energia de activa-
cién individual de los movimientos de base que cons-
tituyen la movilidad cooperativa y Z *¥{s) repre-
senta la energia de activacién del conjunto de mo-
vimientos cooperativos; Z* depende de la estructu-
ra del polimero y para su célculo se utilizé la si-

guiente relacién:?'3
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Fem——_ 0
T*T-T, (8)

La temperatura T*, para el caso de polimeros
con un estado semicristalino saturado (mdximo gra-
do de cristalinidad), es equivalente a la temperatu-
ra de fusién;? T  es la temperatura por debajo de la
cual el tiempo de relajacién tiende a infinito, para
el caso de o muchos polimeros”'® presentan un va-
lor de T, =Tg-350°C.

Para corroborar el comportamiento en tempera-
tura o isécrono de MFM y MFD, se procedié a va-
riar sistemdticamente el orden de los “spring pots” y
también el de los “cap-resitors”, recordemos que
dichos pardmetros solamente pueden tomar valo-
res entre cero y uno. En la figura 7 se presenta un
ejemplo de espectros isécronos obtenidos a partir
de MFM (ecuacién 4) en el que se le asignaron va-
lores diferentes a b, mientras que a, c y d permane-
cieron constantes. En la figura 8 se muestran los
espectros isécronos de €, obtenidos a partir del
MFD, en este caso se le asignaron valores diferen-
tes a f, mientras que e, g y h permanecieron cons-
tantes. Tanto en la figura 7 como en la 8 se consi-
deré que la movilidad en o es cooperativa, mien-
tras que en B* es parcialmente cooperativa, y, final-
mente, en b es no cooperativa. Cada fenémeno de
relajacion se manifiesta por un incremento de €'y
una disminucién de E' cuando la temperatura au-
menta; dichos fenédmenos estdn asociados a tres
méximos en los diagramas de E” y de €. El pico
que se presenta a bajas temperaturas corresponde
a B, el segundo pico es el de B* y el méximo que se
presenta a altas temperaturas corresponde a o. En
cuanto a la figura 7, se observa que b y a definen la
forma de las curvas en el intervalo de temperaturas
donde se manifiesta o, ¢ define la forma de las cur-
vas en la region de B* y d se relaciona con la forma
de las curvas en la regién de temperaturas donde
se manifiesta mecdnicamente B. Por ofra parte, un
comportamiento similar se observa en la figura 8,
en este caso, e y f afectan a la manifestacién
dieléctrica de o, g define la forma de las curvas en
la region de B*, y, finalmente, h afecta la forma de
las curvas en la regién de B.

En la siguiente seccién se comparan los espec-
tros teéricos con resultados experimentales para el
PEN. En el andlisis mecdnico dindmico se utilizaron
peliculas de 70um de espesor, las mediciones de
E* fueron hechas utilizando un equipo DMAA2980-
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Fig. 7. Comportamiento en temperatura de E’ y de E’
obtenidos para el MFM.
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Fig. 8. Comportamiento en temperatura de E’ y de E’ obte-
nidos para el MFM.

TA. Para las mediciones dieléctricas se utilizaron
muestras con un espesor de 45um, en este caso fue
necesario un proceso de metalizacién al oro en
ambas caras de la pelicula, con la finalidad de
mejorar el contacto con los electrodos del analiza-
dor dieléctrico utilizado: DEAA2970-TA.

Comparacién entre los resultados tedricos y los
resultados experimentales

La figura 9 muestra cémo el MFM describe los
resultados experimentales para una muestra de PEN
con un estado semicristalino saturado. La figura 10
muestra cémo el MFD describe los resultados expe-
rimentales del PEN estudiado, a excepcién de la
contribucién de la conductividad''?82? que se pre-
senta a temperaturas superiores a 160°C y que se
manifiesta por un incremento de € cuando T au-
menta.

Los pardmetros de MFM y MFD utilizados para
reproducir los espectros experimentales mostrados
en las figuras 9 y 10 se muestran en la tabla ll.

Para el MFM se obtiene que b>a>c>d. El va-
lor més pequerio d corresponde a B, que se presen-
ta a temperaturas por debajo de —50°C, mientras
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Fig. 9. Comparacién de las predicciones teéricas y resulta-
dos experimentales de E'(T) y de E"(T) a una frecuencia de
10Hz. Para una muestra de PEN con un estado semicristalino
saturado.
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Figura 10. Comparacién de las predicciones tedricas y re-
sultados experimentales de €/(T) y de £”(T) a una frecuen-
cia de 10 Hz. Para una muestra de PEN con un estado

semicristalino saturado.

Tabla I11. Parametros del MFM y del MFD.

Relajacién MFM DFM
a=0.17 e=0.24
b=0.27 /=0.41
o E1y-E1~=1.96x10°Pa £l,-€1,,=0.58
Movimientos T=1x10"%s T=1x10"%s
cooperativos Ea single-movemen=0.66€V Easingle-movemen=0.47€V
T*=267°C T*=267°C
T=77°C T,=76°C
c=0.142 2=0.19
% E2u-E24=1.64x10°Pa £2,-€2,,.=0.25
Movimientos T=1x10s 1,=1x10"%s
parcialmente E, single-movemen=2.04eV E4 single- movemen=0.56eV.
cooperativos T*=267°C T*=267°C
Ty=-238°C T,=-83°C
d=0.13 h=0.17
o E3y-E3¢=1.35x10Pa €3,-€3,,=0.24
Movimientos no 18 3
cooperativos To=1x10"s T=1x10""s
E4 appareni=0.715e¢V E appareni=0.5ev
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que el valor més alto b estd asociado a los movi-
mienfos cooperativos de o, a temperaturas ligera-
mente superiores a 150°C. El pardmetro ¢ corres-
ponde a B*. En la curva E”(T), el minimo entre B* y
o estd asociado a los pardmetros cy a, y el minimo
entre B* y B estd asociado a c y d. Se ha demostra-
do, para polimeros amorfos, que el minimo entre a
y una relajaciéon secundaria es sensible al proceso
de envejecimiento fisico que sufren dichos materia-
les.?® Para el MFD se obtiene que f>e>g>h. El va-
lor més pequefo h corresponde a B que se presenta
a —60°C, mientras que el valor mas alto f estd aso-
ciado a la movilidad de o, a temperaturas ligera-
mente superiores a 120°C. Finalmente g correspon-

de a B*.
Conclusiones

Los operadores diferenciales e integrales de orden
arbitrario nos han permitido desarrollar modelos que
describen el comportamiento mecdnico y dieléctrico
de materiales poliméricos como el PEN, caracteri-
zados por al menos tres fenémenos de relajacion.
La forma de las curvas teéricas de los espectros
mecdnicos y dieléctricos puede modificarse hacien-
do variar los érdenes fraccionarios de los “spring-
pots” y de los “cap-resitors”, que constituyen al MFM
y al MFD. La comparacién entre los resultados ex-
perimentales y las predicciones teéricas muestran
que los resultados experimentales de los espectros
mecdnicos y dieléctricos son reproducidos, respec-
tivamente, por el MFM y por el MFD. Lo anterior ha
permitido relacionar cuantitativamente los espectros
mecdnicos y dieléctricos con la movilidad molecu-
lar del PEN, ya que los érdenes fraccionarios pue-
den considerarse como una medida relativa de la
movilidad molecular asociada a cada fenémeno de
relajacién.

Resumen

En este trabajo se desarrollé un modelo fraccional
mecdnico y un modelo fraccional dieléctrico, con la
finalidad de describir las manifestaciones mecani-
cas y dieléctricas de la viscolesticidad de un polime-
ro semicristalino (PEN) que presenta tres fenémenos
de relajacién. La comparacién entre los resultados
tedricos y los experimentales nos muestran que los
6rdenes fraccionarios de los modelos desarrollados
estdn relacionados con la movilidad molecular.
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Palabras clave: Célculo fraccional, Viscoelasticidad,
PEN.

Abstract

We developed a Mechanical Fractional Model and
a Dielectric Fractional Model with the purpose of
describing the mechanical and dielectric
manifestations of the viscolesticity behavior of a semi-
crystalline polymer (PEN) that displays 3 phenomena
of relaxation. The comparison between the theoretical
and experimental results demonstrates that the
fractional orders of these Fractional Models are
related to molecular mobility of PEN.

Keywords: Fractional calculus, Viscoelasticity,
PEN.
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