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RESUMEN

Juan Gerardo Rodriguez Macias.

Candidato para obtener el grado de Maestria en ingenieria aerondutica con orienta-

cién en Dindamica de vuelo.
Universidad Auténoma de Nuevo Leén.
Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica.

Titulo del estudio: DISENO DE UN ALGORITMO DE NAVEGACION PARA UN VEHICU-

LO AEREO CONVERTIBLE.

Numero de paginas: 55.

OBJETIVOS Y METODO DE ESTUDIO: Desarrollar un algoritmo para la maniobra
de transicion de régimen de vuelo estacionario a vuelo recto y nivelado y viceversa,
lo cual implica que el vehiculo aéreo hibrido tendra las condiciones de helicptero en
vuelo vertical y avion en vuelo horizontal. Obtener un modelo aerodinamico para-
metrizado del vehiculo. Obtener la navegacion del vehiculo para el rango completo

de operacién de —7/2 a 7/2.
CONTRIBUCIONES Y CONLUSIONES: En esta tesis se utilizé un disefio propio del

grupo de investigacion (C-plane v3.0), se obtuvo el modelo matematico del disefio,

asi como los algoritmos para orientacion y posicion.
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CapriTULO 1

INTRODUCCION

Una definiciéon de aeronave no tripulada, es una aeronave en la cual su tripulaciéon
aérea ha sido reemplazada por un sistema compuesto por una computadora de vuelo
y un radio control, aunque en realidad este tipo de sistemas es mucho mas complejo.
La aeronave es solamente una parte, aunque importante, del sistema total. Dicho

esto, SANT esta compuesto a su vez por subsistemas que incluyen:

Aeronave (usualmente UAV).

Estacion de control.

Sistemas de comunicacion.

Sistemas de lanzamiento y recuperacién del vehiculo.

Autopiloto.

Carga 1util.

Los llamados drones poseen cero inteligenciaza que son lanzados en misiones
pre-programadas con rutas pre-programadas y de retorno a base. no tienen comuni-
cacién en tiempo real y los resultados de las misiones, por ejemplo fotografias, solo

pueden recopilarse una vez que este llego a la base.
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Los SANT por su parte, tienen un grado mayor de inteligencia automatica.
Son capaces de comunicarse con una estacion tierra y enviar datos de sensores desde
imégenes térmicas (si es que esta equipado el sensor) hasta los datos de vuelo que
proporcionan los sensores inerciales y de posicion; velocidad, posicion y los respecti-
vos angulos de orientacion. Ademas, si una falla en algin componente o subsistema
llegase a ocurrir en el SANT, este tomara una accion correctiva y/o alertara al opera-
dor del evento.Este tipo de sistemas pueden llevar a cabo misiones las cuales pueden
ser civiles como: fotografia aérea, agricultura, vigilancia, monitoreo de contamina-
cion, deteccién de incendios, etcétera o también tienen aplicaciones militares como:
eliminacién de bombas, vigilancia de actividad enemiga, monitoreo de contaminacion

nuclear, destruccion de sistemas de radar, etcétera.

1.1 CONFIGURACIONES DE VANT's

El rango de configuracion disponibles para los VANTs es tan amplio como los que
existen para las aeronaves tripuladas. Las configuraciones de los VANTs usualmente
se agrupan en tres principales tipos que se diferencias por su metodo de aterrizaje y

despegue:

» HTOL (Horizontal Take-Off and Landing), en espanol, despegue y aterrizaje
horizontal fig. 1.1.

» VTOL (Verticall Take-Off and Landing), en espatiol despegue y aterrizaje ver-
tical fig 1.2.

» Hibridos combinan las cualidades de ambos tipos HTOL y VTOL fig 1.3.
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DOBLE COLA
CAMNARD

COLA-POPA

ALA VOLADORA DELTA

Figura 1.1: Distintos tipos de aeronaves HTOL.

1.1.1 CONFIGURACION HTOL

Esta configuracion de aeronaves son las que, al acelerarse verticalmente, necesitan de
una pista de despegue/aterrizaje para poder realizar dichas maniobras. Los HTOL
se subdividen en 3 tipos fundamentales, determinados principalmente por el balance
de levantamiento-peso y por su estabilidad y control. Empenaje en popa, empenaje

en proa o sin empenaje son las categorias.

= Ala principal en proa y superficies de control en popa. Esta es la configuracion
convencional aceptada por la industria aerondutica en el sector comercial y/o
de transporte. El centro de masas en esta configuracién se encuentra adelante
del centro de sustentacion del ala el cual es balanceado por el estabilizador
horizontal que se encuentra en la popa. A su vez, el estabilizador horizontal
provee estabilidad en guifiada y el angulo diedro del ala principal proporciona
estabilidad en alabeo.
Existen también algunas ventajas aerodinamicas que poseen este tipo de aero-

naves en comparacion con otras, ya que al poseer el sistema de propulsion muy
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cerca del centro de masas reduce la inercia total de la aeronave en cabeceo y

guinada.

= Configuracién Canard. Esta configuracién tiene el estabilizador horizontal mon-
tado por delante del ala. El centro de masa esta también delante del ala lo que
asegura la estabilidad en el plano horizontal. Una ventaja de los Canard es
que las dos superficies de sustentacion estan generando sustentacién positiva,
lo que lo hace aerodindmicamente mas eficiente que las aeronaves que tienen
el estabilizador en popa. También posee la ventaja que al tener el estabilizador
horizontal delante del ala principal, este siempre se va a encontrar a un angulo
de incidencia mayor que el del ala principal. Esto resulta en que a angulos
de incidencia altos (a los cuales tipicamente cualquier superficie alar entra en
perdida) solo el estabilizador horizontal entrara en perdida y por consecuencia
solo se perdera una pequena parte de la sustentacion y en un movimiento sua-
ve de cabeceo nariz abajo de recuperaciéon con una perdida minima de altura
comparado con la configuraciéon de aeronaves convencional. Una desventaja es
la estabilidad direccional es menos alcanzable ya que el centro de masa esta

mas atrasado.

= Ala Voladora . Esta seccién incluye a las aeronaves de ala delta. Las alas tie-
nen un «barrido hacia atras» esto hace que en los perfiles aerodinamicos en
la punta tengan considerablemente una menor incidencia comparado con los
perfiles que se encuentran en la raiz del ala. Esto asegura que, cuando el aero-
nave este nariz arriba, el centro de levantamiento del ala se mueve hacia atras
retornando a la aeronave a su orientaciéon original.
Estas aeronaves, de manera similar a las del tipo Canard, sufren de un efecto
reducido en los movimientos de cabeceo y guinada debido a que las alas volado-
ras no poseen empenaje y por no tener un brazo de palanca con las superficies
de control se genera cierto grado de inestabilidad en guinada y cabeceo. Sin

embargo posee la ventaja de menor arrastre generado.
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ROTOR SIMPLE ROTOR COAXIAL
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Figura 1.2: Distintos tipos de aeronave VTOL.

1.1.2 CONFIGURACION VTOL

Este tipo de configuracion se refiere a los helicopteros que a su vez tienen diferentes
tipos de configuraciéon mayormente determinados por sus sistemas de contra-accién

del par torsor reactivo del rotor principal.

= Rotor simple. Aqui el par del rotor principal, el cual tiende a girar la aeronave
en direccion contraria al movimiento de la hélice, es contra arrestado por un
pequeno rotor de cola. Como se ha discutido, una desventaja es que la for-
ma del helicoptero de rotor simple es extremadamente asimétrico en todos los
planos, lo que implica dificultad para mantener el control y complejidad de
los algoritmos del sistema de control. Los rangos en peso de estas aeronaves

tripuladas estan entre 600 - 15000 kg.

» Rotor Tandem Hay un efecto de gran escala sobre el tamano de los rotores de
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helicopteros, de modo que la relaciéon entre la masa del rotor y la sustentacion
aumenta de manera considerable con el tamaifio de rotor méas grande requerido

por un aviéon mas pesado. Sin embargo es mas eficiente tener dos rotores.

s Rotor coaxial

Configuracion de la empresa rusa manufacturera Mil Helicopters es de uso li-
mitado para aplicaciones con tripulacion. No se considera una configuracién
popular debido a su mayor peso comparado con las demés. Sin embargo para
aplicaciones en VANTs con una aeronave mas ligera y pequena, ya no se se

tendrian estas desventajas de con la relacion peso sustentacion.

Las ventajas de esta configuracion incluyen a una casi perfecta aerodindmica
simétrica, mas compacto al no tener un rotor de cola, eficientemente potente
y versatilidad de tener diferentes disenos estructurales para diversos usos y
también que sus algoritmos de control no son mas complicados que los usados

en aeronaves del tipo HTOL.

» Cuadrirrotor

El tnico desarrollo de esta configuracion e implementado que se conoce es en
el ramo de los VANTs. Algunas de las aplicaciones son: monitoreo de contami-

nacion, agricultura, a manera de hobby, etc.

El principal objetivo de los disenadores de cuadrirrotores o multi-rotores es de
remover los sistemas de control de cabeza de rotor que aplican cambios de en
el angulo de cabeceo tanto coiclicos como colectivos a las palas de rotor como
medio de control de aeronaves. La idea es tener las palas de los rotores a un
angulo de cabeceo fijo y alcanzar cambios de empuje en cada rotor cambiando
su velocidad de rotacién. Cada rotor esta individualmente acoplado a un motor
eléctrico y para, por ejemplo, ir hacia adelante basta con aumentar la velocidad

rotacional de los motores traseros para asi aumentar el cabeceo de la aeronave
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TILT-WING

TILT-ROTOR
e . —'pl— =
Vuelo estacionario Vuelo estacionario

5%
Vuelo horizontal

Vuelo horizontal

DUCTED FAN

TILT-BODY

1 I[ Vuelo estacionario
I
(S —

|
| # Il
Vuelo horizontal

Vuelo estacionario

Vuelo honzontal

Veletas

Figura 1.3: Distintos ejemplos de aeronaves hibridas.

nariz abajo y resultando en un vector de empuje dirigido hacia adelante

1.1.3 HIBRIDOS
Para vuelo estacionario el helicoptero muestra ser mas eficiente de las aeronaves mas

pesadas que el viento. Para vuelos y misiones de largo alcance presenta mayor efi-
ciencia una aeronave en vuelo nivelado.

Las aeronaves de esta rama combinan las ventajas del despegue vertical y vuelo

recto y nivelado. Se han desarrollado diversos disenos para aeronaves tripuladas,

principalmente a partir de la segunda guerra mundial.

= Tiltrotor.
Es una de las configuraciones mas exitosas de los hibridos hasta la fecha ha

sido montar un rotor en cada punta del ala principal de una aeronave HTOL.
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Los rotores estan horizontales en vuelo vertical pero realizan un giro de 90

grados, para que se conviertan en hélices para el vuelo horizontal.

El giro de los motores ya sea en tilt rotor o tilt wing, requiere que los motores
sean operables en un rango angular de al menos 90 grados. Esto lleva a una

complicacion en los sistemas de combustible y aceite.

= Tiltbody

En las aeronaves de rotor convertible, la parte critica de vuelo y que determi-
na predominantemente el diseno aerodinamico de la aeronave, es la transicion
entre el vuelo estacionario y vuelo recto y nivelado. Los problemas recaen en
mantener el flujo de aire sobre el ala y lograr un control adecuado de la orien-

tacion de la aeronave, particularmente en el angulo longitudinal de cabeceo.

Mantener el flujo de aire adjunto es un problema complicado, especialmente
durante la conversion de vuelo recto a vuelo estacionario y aterrizaje. Durante
la transicion de estacionario a vuelo recto la aeronave comenzara a acelerarse
y probablemente alcanzara la maxima cantidad de empuje que puede generar
el rotor. En esta condicién el aire de alta velocidad en la estela de la aeronave
reducira el angulo de ataque del ala y con esto, la probabilidad de que el ala

entre en perdida.

s Ducted Fan

La aeronave Ducted Fan, como su nombre lo menciona, tiene en un conducto
su fuente de empuje. Esta fuente de empuje es llamado 'fan’ por su forma y
normalmente esta compuesto por dos elementos contra rotativos para poder
minimizar la rotaciéon del cuerpo por el par torsor reactivo. Los cambios de
empuje se obtienen por cambios en la velocidad de rotacion del fan, y el control

de orientacion del cuerpo al mover las veletas.
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1.2  JUSTIFICACION

Uno de los principales retos a vencer en la industria aerondutica es la autonomia de
vuelo, que se refiere al tiempo maximo que la aeronave puede permanecer en vue-
lo. Este concepto esta ligado directamente con el ahorro de combustible o energia

eléctrica en caso de los VANTSs en general.

El despegue y aterrizaje sin la necesidad de tener una pista proporciona la
habilidad de posicionarlo en lugares a los que una aeronave de ala fija no puede

acceder, y por supuesto la simplicidad para lanzarlo a una mision especifica.

La transicién de vuelo estacionario a vuelo recto y nivelado es una de las
grandes ventajas que posee este vehiculo. El vuelo estacionario (por ejemplo de los
helicopteros) es un tipo de vuelo muy ineficiente ya que el sistema de sustentacion
se encarga directamente de cargar con el peso total de la aeronave, lo que hace que
necesite mayor potencia en menor cantidad de tiempo. El vuelo recto y nivelado por
su parte, se lleva acabo con un ala que al ser desplazada a través de un flujo de
aire funciona como superficie de sustentacién, generando una fuerza de sustentacién

que se iguala al peso de la aeronave ayudando directamente en el consumo de energia.

1.3 ANTECEDENTES

El concepto de una aeronave tailsitter (avién que aterriza sobre el empenaje o cola)
fue incluido en una de las patentes de Nikola Tesla en el afio de 1928 [1]. No fue sino
hasta a mediados de la segunda guerra mundial cuando se empezaron a construir
aeronaves del tipo VIT'OL. Las primeras aeronaves desarrolladas fueron por parte de

las companias Lockheed Fig. 1.4 y XFY-1 1.5 respectivamente [2]
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Figura 1.4: Lockheed XFV-1.

A finales de la era de la segunda guerra mundial, la empresa alemana Focke-
Waulf dio a conocer el Triebfliigeljéger (caza propulsado por las alas). Esta aeronave
fue un concepto desarrollado a finales del afio 1944. Este VTOL era un interceptor
pensado para ser usado como defensa local en las areas sin pistas de aterrizaje,
sin embargo nunca alcanzo a construirse un prototipo y todo quedo en pruebas de
tunel de viento. El origen del concepto de esta aeronave data del afio de 1938 por la

solicitud de patente del ingeniero Siemens Otto Muck [3].

Uno de los disenos en los afios mas recientes, que supero sus fases de diseno y
prueba datan del ano 1994 cuando la empresa AeroVironment recibié un contrato
del Laboratorio de investigacién de la fuerza aérea (Air Force Reseach Lab, por sus
siglas en ingles AFRL) para desarrollar el tail-sitting VTOL UAV llamado «Skytote»
[4]. El desarrollo del programa se llevo a cabo con simulaciones y pruebas de ttnel

de viento, asi como también la depuracién necesaria del sistema de control de vuelo



CAPITULO 1. INTRODUCCION 11

Figura 1.5: Convair XFY-1 «Pogo».

complejo que poseia el vehiculo. Uno de los usos principales de esta aeronave es
entregar suministros a tropas aliadas con una precision de entrega milimétrica. Hasta

2004 fue su implementacion.
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CALcULOS 2-D

2.1 ESTABILIDAD

La estabilidad en una aeronave es la habilidad que posee de retornar a una condiciéon
particular de vuelo, después de ser perturbado, sin la intervencién del piloto. Los
3 estados de estabilidad son: neutro, estable e inestable como se aprecia en la Fig
2.1. Sin embargo, puede ser que la aeronave sea estable durante algunas condiciones
de vuelo e inestable en otras. Por ejemplo, puede ser estable en vuelo nivelado pero
ser inestable en vuelo invertido y viceversa. Los tipos de estabilidad existentes son:

Longitudinal y lateral-direccional.

2.1.1 ESTABILIDAD LONGITUDINAL

La estabilidad longitudinal, se refiere al movimiento de la aeronave sobre su eje
transversal (nariz arriba/abajo) y es la mas importante porque determina en gran

medida las caracteristicas de cabeceo, particularmente las relativas a la pérdida [11].

Si se quiere asegurar la estabilidad en el movimiento de cabeceo, se debe de

asegurar que, si el angulo de ataque es temporalmente incrementado, los fuerzas

12
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¢} Inestable

Figura 2.1: Efecto del CG con respecto al CA.

actten de tal manera que ejerzan un momento «nariz abajo» ( negativo considerando

el sistema de referencia «NED») para decrementar el angulo de ataque.

Para entender mejor el concepto, es necesario obtener e interpretar las curvas
polares del aeronave. En el caso de la estabilidad longitudinal, la grafica de coefi-
ciente de momento de cabeceo C,, vs (' es donde se aprecia si el aeronave tiende
a ser estable, inestable, o neutro Fig 2.2. Esta curva debe su comportamiento a la

configuracion aerodinamica del vehiculo.
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Figura 2.2: C,,, vs Cp, [6].

2.2  APROXIMACION DE COEFICIENTES

AERODINAMICOS

Los avances modernos en los disefios de aeronaves altamente maniobrables y con
empuje vectorial, dieron como resultado la necesidad de modelos matematicos alta-
mente sofisticados de la dindmica de aeronaves. Estos modelos son precisos y apli-
cables dentro del amplio rango de angulos de ataque en los cuales la acronave entra
en perdida [13]. Dicho modelo no puede ser desarrollado sin la representacién de las
fuerzas de sustentacion y arrastre por lo que se proponen aproximaciones armoénicas

precisas y relativamente simples.

El angulo « angulo entre el vector de velocidad resultante V' y el eje x del
cuerpo Fig 2.3. El vector de sustentacién L es ortogonal al vector de velocidad y
el arrastre esta orientado en sentido opuesto al movimiento, de ahi su nombre de
resistencia al avance. Para velocidades esencialmente subsonicas, la sustentaciéon y

la resistencia al avance se calculan de la siguiente manera
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Figura 2.3: Diagrama de cuerpo libre.

1
L= ipVQSC’L (o)

D= ;pVQSCD (a)

donde Cra es el coeficiente de sustentacion, Cpa es el coeficiente de resistencia al
avance, p es la densidad que esta dada por la altitud a la que vuele el aeronave, S

es el drea del ala.

Usando la aproximacion lineal y asumiendo angulos de ataque pequenos, el

coeficiente de sustentacién se aproxima como

Cp(a) =CF (ap + )

donde ag es el angulo en el cual se presenta una fuerza de sustentacién nula, y C¢

es la pendiente del coeficiente de sustentacién.

Para el mismo rango pequeno de angulos de ataque, el coeficiente aerodindmico

de la sustentaciéon se representa de la siguiente manera:

CD (Oé) = CDO -+ Och% (C()
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donde Cpg es el coeficiente de arrastre y el C'p; es el arrastre inducido.

Ya que las aproximaciones anteriores fueron derivadas para angulos de ataque
pequenos, no son rentables para el rango completo, por lo que las aproximaciones
del C, v C'p se obtuvieron mediante una aproximacion a los datos experimentales

similar a [?].

sin (2a) + Claae™ % o > &
C = sin (2a) + Cipae™ "% o < —a

sin (2a) + Claae™*@~%) En cualquier otro caso

Las Fig 2.4 y 2.5 muestran las aproximaciones usando las formulas

08 \ / —

\\
0.4 \ / i

\ / |

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Figura 2.4: Aproximacién del coeficiente de resistencia al avance para un rango de

-Ta .
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Figura 2.5: Aproximaciéon del coeficiente de sustentacion para

100

un rango de -m a 7.



CAPITULO 3

ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Una ecuacion de movimiento es una formulacién matematica para definir los cambios
con respecto al tiempo de un sistema fisico en el espacio. Principalmente esta rela-
cionada a la derivada temporal de una o varias variables que caracterizan el estado
fisico en el que se encuentra el sistema, con otras magnitudes fisicas que provocan

cambios en el mismo sistema.

Para poder desarrollar y probar el adecuado funcionamiento de algoritmos de
control y seguimiento de trayectoria, es necesario obtener las ecuaciones de movi-

miento que describen al VANT. Para ello es necesario tomar algunas consideraciones.

= Se considera la tierra plana
= Atmosfera estatica.
s El vehiculo es considerado como un cuerpo rigido, simétrico y con los motores

fijos.

Las ecuaciones de movimiento para el VANT poseen términos que dependen de
las fuerzas aerodinamicas y los momentos que actian sobre el cg del cuerpo rigido.
Estas fuerzas y momentos estan el sistema de referencia aerodinamico, por lo que

hay que tomar en cuenta en que sistema de referencia se encuentran.

18
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3.1 SISTEMAS DE DE REFERENCIA

Un sistema de referencia funciona para poder medir la posiciéon y otras magnitudes
fisicas adecuadamente de un cuerpo o sistema fisico con un conjunto de convenciones
como la orientacién de sus ejes. En la Fig 3.1 se aprecian los sistemas de referencia

descritos abajo.

Ejes Tierra: (inerciales): Es un sistema de ejes fijo ala tierra con la convencion

NED (North-East-Down).

Ejes cuerpo: Como su nombre lo indica se encuentra fijo en el centro de gra-
vedad del vehiculo aéreo, por lo que se traslada en el espacio con el. Su orientacién
es Xp, apuntando hacia la nariz de la aeronave, Y, hacia el costado derecho de la

aeronave y Z;, hacia abajo.

Ejes viento: Este sistema de ejes esta definido con la orientacién del viento, el
cual esta rotado por los angulos o y 8 con respecto al eje cuerpo, conocidos como

angulo de ataque y angulo de derrape.

He

Ze

Figura 3.1: Sistemas de referencia.
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Figura 3.2: Angulos de Euler.

3.2 ORIENTACION

3.2.1 ANcuLOS DE EULER

La manera mas comin de representar la orientaciéon de un cuerpo rigido es un con-
junto de tres dngulos de Euler. Roll (¢), pitch (), yaw (1)) son populares por su

facil entendimiento y uso.

Cualquier rotacién de un sélido puede expresarse como la composicién de tres
rotaciones elementales alrededor de ejes ortogonales Fig. 3.2 [6]. Estos dngulos son
basicamente tres coordenadas que sirven para especificar la orientacién de un sistema
de referencia de ejes ortogonales, normalmente mévil, respecto a otro sistema de
referencia de ejes ortogonales normalmente fijos. Es por esto que son ampliamente
utilizados para representar la orientacion del algiin vehiculo. Uno de los principales
inconvenientes que presentan es en la condiciéon de § = 7 /2 la cual es una condicién

inicial del modelo matematico del VANT, al ser este del tipo Tail-sitter.
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3.2.2 (CUATERNIONES

Existen diversas maneras de representar la orientacion de un marco coordinado ro-
tado ademas de los angulos de Euler. Estos métodos son considerados por evadir
las singularidades matematicas que presentan los angulos de Euler, y maximizan la

velocidad de procesamiento por computadora en célculos de navegacion [8].

Los cuaterniones, ¢ € H, son una extensiéon de los niimeros complejos (Hamil-

ton) y estdn compuestos de la siguiente forma:

q=q +q

donde ¢ es la parte escalar y ¢ = q11 + q2J + g3k es la parte vectorial.

Los cuaterniones unitarios son reconocidos ya que proporcionan una notaciéon
matematica para representar la orientaciéon y rotacion de un objeto en tres dimen-

siones.

Todo esto plantea una prengunta, ;Cémo puede un ¢ € R* operar a un vector
v € R?*?. Como se puede observar en la Fig 3.3, un vector v es un cuaternion puro
pero con parte escalar cero. Por lo que al aplicar el operador L, (??) notaremos
que la magnitud del vector no cambia, solo su orientacion, tal y como se esperaria
al aplicar una transformacion con la matriz de rotacién compuesta por angulos de

Euler

3.2.3 TRANSFORMACIONES

En el modelo matemético del VANT aparecen términos como fuerzas, momentos,
posiciones, velocidades, etcétera, que pertenecen a uno u otro sistema de referencia.

Retomando el concepto de que cualquier operacion entre vectores debe ser realizado
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Figura 3.3: Cuaterniones puros [9].

en el mismo sistema de referencia (de no ser asi el resultado no seria el correcto)
es necesario definir una transformacion la cual pueda representar los vectores de un

sistema de ejes en otro.

3.2.3.1 TRANSFORMACIONES CON ANGULOS DE EULER

De la Fig 3.2 se puede observar que para llevar a un vector del sistema de ejes
cuerpo al sistema de ejes tierra se tienen que realizar 3 rotaciones en el siguiente

orden: —¢, —0, —1 cada rotacién esta descrita particularmente por su matriz en
T

cada eje. Dado un vector v = , el sub indice B indica que se encuentra
B

x? y? z

en el sistema de ejes del cuerpo. Este vector se puede transformar a ejes tierra (vg)

mediante la siguiente operacion:

i T
y | =H-yloBg|y (3.1)
z z

E B

donde Ry es la matriz de rotacion sobre el eje X, Ry sobre el eje Y y R, sobre el eje

Z.

Al producto de estas 3 matrices de rotaciéon la llamaremos matriz de transfor-
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maciéon RE

cosfcosty —sinycoso+ sinfcosysing  sinsin ¢ + sin b cos 1 cos ¢
Ry, = cosfsiny  cosicosp+sinfsinysing  — cossin ¢ 4 sin 0 sin i cos ¢

—sin 6 cos 6sin ¢ cos 6 cos ¢

(3.2)

La matriz RE € SO (3) es definida como un operador que transforma cualquier
vector expresado en el sistema de ejes del cuerpo, a su equivalente en el sistema de

ejes tierra. Al pertenecer SO (3) esta matriz tiene propiedades como

(3.3)

3.2.3.2 TRANSFORMACIONES CON CUATERNIONES

Un cuaternio unitario puede ser usado para representar la orientacién de un cuerpo
rigido. Con este cuaternio unitario, al igual que con los angulos de Euler, se puede
construir una matriz de rotacion para poder transformar los vectores de un sistema
de ejes a otro A.2. Considere el vector vp € R3, si vg es el mismo vector pero en

coordenadas de ejes tierra entonces

1-2(@+4d) 2(qee — 09) 2(90q + a1gs)
Rg = 2 (Q1Q2 + C]oQ3) 1-2 (Q% + CI:’?) 2 (Q2Q3 - QOQI> (3-4)
2(q1g3 — q0q2) 2 (qoq1 + ¢2q3) 1 —2(q7 + ¢3)
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3.3 ANALISIS CINEMATICO

La cinematica del VANT convertible son las descripciones de la posicion y la orien-
tacion del aeronave, las cuales dependen de las componentes de velocidad lineal y

velocidad angular.

3.3.1 CUERPO RIGIDO EN EL ESPACIO

Un cuerpo rigido moviéndose libremente a través del espacio sin fuerzas aplicadas en
éste, tiene como propiedades el movimiento en linea recta y ademas desplazamiento
a velocidad constante de centro de masa. El cuerpo también puede rotar entorno a
su centro de masa durante el movimiento recto, la cual, puede ser descrita a través
de dos propiedades: velocidad angular €2 que es la taza de rotacién en unidades de
radianes por segundo y el momento angular L. En caso que los vectores de velocidad
angular y momento angular no estén en el mismo eje (|2 x L| # 0), el vector de
velocidad angular se movera al rededor provocando que el cuerpo, adicionalmente,

se tambalee mientras gira, este efecto es conocido como precision.

3.3.1.1 ORIENTACION

Las ecuaciones que relacionan los cambios angulares o de orientacion entre el sistema
de ejes cuerpo y los angulos de Euler. Las velocidades angulares en el sistema de

referencia del vehiculo pueden representarse mediante la siguiente ecuacion.
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donde K es la matriz de Euler y €2 las velocidades angulares en el cuerpo.

1 0 — sin ()
K=1{0 -cos(y) cos(f)sin ()
0 —sin(¢) cos(6)cos ()

3.3.1.2 PosICION

La descripcion de la posicién es mucho mas simple que la descripcion de la orienta-
cién. El cambio de posiciéon del CUAVC respecto a los ejes inerciales, es igual a la

velocidad expresada en el sistema de referencia inercial

pe=ve (3.6)

donde P es el vector de posicion y V' el vector de velocidad ambos expresados en

ejes inerciales.

La velocidad en ejes cuerpo U’ es obtenida mediante la medicién de sensores
u observadores de estado, por lo que es necesario transformar estas cantidades para
después utilizarlas en las ecuaciones de movimiento. La posiciéon actual se define
como la integral con respecto al tiempo de la velocidad después de un apropiado
cambio de sistemas de referencia, por lo que la posicién en un sistema de ejes NED

se establecen como:

P* = RpU”
E B
o “ (3.7)
yE — Rg B
E B
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= (1) = ()

RE(RE) = RERE =1

3.4 ANALISIS DINAMICO DEL VEHICULO

3.4.1 DINAMICA TRASLACIONAL

El total de las fuerzas que acttian en la aeronave pueden ser encontradas realizando

la sumatoria de fuerzas en cada eje del cuerpo.

d (VE)
dtE

FE 4+ mge, =m (3.9)
E E vE »E|T -

donde F'* = [X Y&, Z es el vector resultado de la sumatoria de fuerzas que

actuan sobre el cuerpo del vehiculo expresadas en ejes inerciales. m es la masa, g la

gravedad, e, es el vector candnico en el eje Z. para fines practicos se expresan estas

ecuaciones en ejes cuerpo.

Teniendo en cuenta que VE = REVP y desarrollando la derivada con respecto

al tiempo en el marco inercial, la ecuacion (3.9) resulta en:

d (REV®)
dtF (3.10)
FE +mgPe, =m (REVB + Rng)

FE +mgPe, =m

Recordando la relacion que hay entre la velocidad angular y la matriz de rota-

cién

RE =S (Q") R (3.11)
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FE 4+ mgPe, =m (REVE + 5 (QF) REVE
FE +mgPe, =m (REVB +QF x VE)
Pre-multiplicando la ecuacién (3.12) por la matriz de rotacion que lleva del

marco inercial al marco del cuerpo, RE, obtenemos la ecuaciéon de movimiento linear

REFF + mREg%e. = m (REREVY + R (QF x VF)) 513
3.13
FP +mREg"e, =m (VB +0OF x VB)

3.4.2 DINAMICA ROTACIONAL

Las aceleraciones angulares en el vehiculo pueden determinarse aplicando la segunda
ley de Newton a la taza de cambio del momento angular del aeronave. Entonces, Hg
es el vector de momentos angulares y Tg es el esfuerzo de torsion que actua sobre el

centro de gravedad expresado en el marco inercial.

d (;E)

M¥ = (3.14)

Siguiendo el mismo procedimiento que con la dindmica traslacional y tomando
en cuenta que HY = REH?P, se toma la derivada con respecto del tiempo de la

ecuacion (3.14)

d (REH?)
dt (3.15)
MP = RFH + REHP

MP =

substituyendo (3.11) en (3.15)

ME = S (Q) REH? + REHP (3.16)
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Pre-multiplicando por la matriz de rotacién RE para expresar los términos de

la ecuacién de momentos en el marco del cuerpo

REMP = RES (Q) REHP + REREHP (3.17)

MP =Q xHP + HE (3.18)

susbtituyendo H? = JOF y HE = JQF en

JOP = (—QF x JOP) + MP (3.19)

despejando para las aceleraciones angulares

OF = 771 (=P x JQP) + ST MP (3.20)

3.5 KECUACIONES

Se agrupan las variables en un vector,el cual esta relacionado por 12 ODEs, F (t) =

[z, y,2,0,0,0,u,v,w,p,q, T‘]T y serd llamado vector de estado.

Las entradas de control, como las fuerzas ejercidas por las superficies de control,

momentos, y/o empuje del motor, estaran agrupadas en el vector de control = =

[T, ba, bc, 0]

Las ecuaciones de las variables del vector de estado se definen como
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Figura 3.4: Variables en el CUAV.

T cosfcosty —sinycoso+ sinfcosysing  sinsin ¢ + sin 6 cos P cos ¢
y | = | cosfsiny cosycoso+sinfsinysing — cossin @ + sin fsin v cos ¢
Z —sinf cos @ sin ¢ cos # cos ¢
(3.21)
p p p L &
g =" q|xJ|qgl|+]| M |+]| & (3.22)
7 r r N &

sinfsin¢g  sinfcos ¢

cos 0 cos 0 p
0 =] 0 cos¢p —sing q (3.23)
¥ 0 6 r
] —sinf X TV — qu
v | =9g| singcosf |+ - Y [+]| pw—ru (3.24)
w cos ¢ cos Z qu — pv

Las ecuaciones en su forma equivalente libre de singularidades
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T 1-2(G+a) 2(@e — q09) 2(q0q2 + ¢1g3)
| = 2(ae+ae) 1-20+4d6) 2(qes— qon) (3.25)
z 2(q1q3 — q0q2) 2 (qoq1 + ¢2q3) 1 —2(q? + q3)
1 —q"w 1 —q"
q (qol +q°) Q2 (el +q%)



CApPiTULO 4

ALGORITMO DE GENERACION DE

TRAYECTORIAS

este capitulo, se presenta un método para la generaciéon de trayectorias bi-dimensionales

para la transicién de la aeronave [17]

El objetivo del algoritmo es disenar trayectorias que sean suaves y faciles de
seguir para el CUAV, es decir continuas y sin cambios bruscos. Estas trayectorias
estan basadas en tiempo, donde ¢y = 0 marca el de inicio de transicion y t = ¢,, el
final de la misma. Ademas del tiempo, las entradas del algoritmo de generacién sera la
velocidad crucero V., los puntos iniciales (pqo, hao), los puntos finales (pgr, hqr) como
se muestra en la figura. Para la transicion de vuelo estacionario a vuelo nivelado, el
CUAV estard en la posicion inicial (pgo, hao) en vuelo estacionario y al llegar al punto
final (pgr, har) entrara en el régimen de vuelo recto y nivelado con velocidad constante
como se muestra en la Fig 4.1. Para la transicién de vuelo recto y nivelado, el
CUAV vendra con velocidad constante en el punto (pgo, hao) vy terminara en posicién
(pdg, har) en régimen de vuelo estacionario como se aprecia en la Fig 4.2. La magnitud
de la velocidad estara definida por la funcién V(t), la direccién de la velocidad por
0(t) hasta lograr la maniobra de transicién de un régimen a otro. El tiempo de
maniobra t,, se calcula basandose en los datos de entrada. Se proponen las siguientes

ecuaciones de velocidad para ambas transiciones como:

31



CAPITULO 4. ALGORITMO DE GENERACION DE TRAYECTORIAS 32

g =V (t)cos (0 (1)) (4.1)

fa=V (t)sin (0 (1)) (4.2)

donde los valores para V(t) y 6(t) correspondientes a la transicién de vuelo

estacionario a nivelado son:

= 0 >t
> lm
2
T(_t t <t
0(t) = AT)
3 t>1t,

El algoritmo de generacién de trayectoria genera las cantidades correspondien-
tes para p, p, p, h, h, h integrando y derivando las ecuaciones de velocidad para

lograr la transicion deseada. A continuacion se muestran los resultados obtenidos en

la Fig 4.3 y 4.4.

Dando como resultado a su vez la trayectoria en el plano X7 como se muestra

en la Fig. 4.5
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Figura 4.1: Transicién de vuelo estacionario a vuelo nivelado.

r
P

-~
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Figura 4.2: Transicién de vuelo nivelado a vuelo

estacionario.
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Figura 4.5: Trayectoria XZ deseada.
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CAPITULO 5

ALGORITMO DE NAVEGACION

En la actualidad, existen varios algoritmos o estrategias de navegacion aplicadas a
VANTs hibdridos, desde control lineal, backsteppin, modos deslizantes, las cuales se
agrupan en dos categorias: algoritmos para dindmica rotacional y algoritmos para

dindmica traslacional.

El algoritmo forzard al sistema a que siga la trayectoria deseada (attitude
tracking) para asi poder realizar las maniobras de transicion. A continuacién, en la

Fig. 5.1 se presenta el diagrama a bloques del algoritmo.

\i

Algoritmo de Algoritmo de
posicion | Angulos deseados Velocidad angular g . - VANT
virtual orientacion

1 Y TGB —’ 4
(o)

Cuaterniones - 0.04
Posicion deseada \#/

Figura 5.1: Diagrama a bloques del algoritmo de navegacion.

36
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5.1 EcCUAcCION DE ERROR EN LAZO ABIERTO

Considere el vector Y, en términos de la referencia nominal €2,, y su derivada €2,

Y, = JQ, + QX JQ, + QX JQ - QXJQ, (5.1)

substituyendo 5.1 en 3.19 obtenemos la ecuacion de error en lazo abierto

JS, +SXJS, =71 4+d(t) - Y, (5.2)

donde S, = Q2 — Q.. es el error extendido. Para obtener una parametrizacion de lazo
abierto en términos del error extendido, S,, queda disenar adecuadamente el término

Q,

5.1.1 PARAMETRIZACION DE LA REFERENCIA NOMINAL

El cuaternio unitario definido como ¢ = (qo, Q)T, donde ¢y € Ry q € R? represen-
tard la orientacion del sistema. Recordando que la ecuacién 3.26 es la ecuaciéon que

relaciona la derivada del cuaternio unitario con la velocidad angular §2.

Ahora considere el cuaternio de error como

de = (Qe(b (je>T

donde el cuaternio de error es el resultado de la multiplicaciéon de cuaternios entre

la orientaciéon actual y la deseada de la siguiente manera

Qe:q®qz
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El simbolo ® es usado para denotar el operador de multiplicaciéon de cuater-

niones [12].

Gqqa = (qu,cjd)T es la orientacién deseada obtenida de los angulos de Euler

deseados utilizando la conversion entre cuaterniones y angulos de Euler.

Proponiendo la referencia nominal dindmica como

Q, = Q4 —aRlg. + Sq— o (5.3)

o = sign (S,) (5.4)

donde « es una constante positiva, 7 es una matriz diagonal de ganancias de reali-

mentacién y la funcién sign (S,) estd en funcién de la superficie deslizante

og} sign (Sq1)
gy | = | sign(Ss) (5.5)
03 sign (Sy3)
y
Sq = Qe + aRYq. — Sy (5.6)

e = Q — Qg representa el error de velocidad angular, S, representa la superficie
deslizante, Sy es el término de desvanecimiento que esta en funciéon del tiempo en el

instante t = t;.
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5.2 DISENO Y ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL

CONTROL

El problema de la subactuacién es resuelto tipicamente con el enfoque de control

virtual o con metodologias de backstepping [15]

5.2.1 DISENO DEL CONTROL

5.2.1.1 DISENO DE CONTROL DE ORIENTACION

Considere la siguiente ley de control diferenciable

T = _der (57)

donde K es una matriz diagonal positiva, en lazo cerrado con la ecuacion 5.2 resulta

la siguiente ecuacion:

JS, 4+ SXJS, = —K4S, +d(t)—Y, (5.8)

5.2.1.2 DISENO DEL CONTROL DE POSICION

Considerando la dindmica traslacional como 5.9 y expresando esta ecuacion en térmi-

nos del error, de manera similar que con la dindmica rotacional, obtenemos 5.10

mé = mge, — TRe, (5.9)
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mSTp =mge, —u — Y,p (5.10)

donde v = T'Re, es la entrada de control virtual para la posicién, S,, = § — ST es

el error extendido de posicién y Y,, = m&,. Considerando la referencia dindmica

nominal &. como

ST’ = fd - O[pge — Tp0p (511)

= £ — es el error de posicién € C? es la posicién deseada, « son
e d p y Sd p y Op Y Vp

matrices diagonales de ganancias de retroalimentaciéon y la funcién ¢, esta dada por

&, = tanh (S,) (5.12)

La superficie deslizante S, del control virtual es

Sp = e + apte (5.13)

Substituyendo 5.11 y 5.13 en la ecuacion del error de posicién extendido, puede

ser reescrita como

Sup = Sy + 10 (5.14)

Considere finalmente la siguiente ley de control de posicién

u= K,S,, + mge, —Y,, (5.15)

donde K, es una matriz diagonal positiva. En lazo cerrado con la ecuaciéon 5.10

resulta
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mS,p = —K,S,, (5.16)

Las ecuaciones de los algoritmos de navegacion 5.7 y 5.16 se pueden reescribir

CO1mo:

T = —KlQe - K2qe + Kg (t) — K4O'. (517)
o = sign (Qe + age — Sq) (5.18)
u = K&, + K¢&o + K70, + Kgo, + mge, — méy (5.19)

&, = tanh &, + a6, (5.20)



CAPITULO 6

VALIDACION EN SIMULACION

A continuacién se muestran los resultados obtenidos de la simulacion realizada en
el software Matlab particularmente en su extensiéon Simulink. Como ya se sabe,
esta simulaciéon tiene como objetivo validar los algoritmos de control previamente
propuestos para el seguimiento de trayectoria de transiciéon. La condicién inicial de
orientacién del vehiculo es [¢, 0,1 = {0, 5 } 0q= [%, 0, %,0 . Las condiciones

iniciales de aceleraciones, velocidades y posiciones lineales iguales a cero.

6.1 SIMULACION DE ALGORITMO DE POSICION

Los resultados de la simulacion del algoritmo de posicién son presentados en esta
seccion. En la Fig 6.1 se muestra el resultado de la trayectoria que realiza el vehiculo

en X-Z versus la trayectoria deseada.

En la Fig 6.2 se observan los errores en posicién y velocidad respectivamente.
Cabe mencionar que estos errores son pequenos, lo cual indica un buen desempefo

del control virtual empleado.
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Figura 6.1: Trayectoria real vs deseada.
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Figura 6.2: Error de posicion y velocidad en x y z.
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6.1.1 COEFICIENTE DE SUSTENTACION Y RESISTENCIA AL

AVANCE PARA LA TRAYECTORIA COMPLETA

Las aproximaciones de los coeficientes aerodindmicos tanto para sustentacion como
para resistencia al avance, mediante el uso de funciones armoénicas se muestran en

la Fig 6.3 y 6.4 respectivamente

Figura 6.3: Aproximacion del coeficiente de sustentacién experimentado durante la

trayectoria completa.

08 /
\

0.4 \ /
\
\

, \ /

I I I [ I I I I
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Figura 6.4: Aproximacion del coeficiente de resistencia al avance experimentado du-

rante la trayectoria completa.
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6.1.2 RESULTADOS DE EXTRACCION PARA ORIENTACION Y

EMPUJE

El método de extraccién presentado en [16] muestra los resultados en la Fig 6.5 y 6.6,
donde se observa el empuje requerido a ejercer por el motor coaxial y la orientacion

deseada, la cual sera usada como entrada para el algoritmo de orientacién como se

observa en la Fig 5.1.

Time Series Plot:

data
©

| L
a 5 10 15 20
Time {seconds)

Figura 6.5: Empuje requerido.

6.2 SIMULACION DE ALGORITMO DE ORIENTACION

Se presentan a continuacion los resultados de la simulacién del algoritmo de orien-
tacion. En la Fig 6.7 se puede observar la comparacion entre el cuaternio obtenido

mediante la extraccion de orientacion deseada versus el cuaternio que define la orien-

tacion del vehiculo.

La velocidad angular deseada, que esta relacionada con el cuaternio deseado,

se calcula como aparece en el apéndice A.1 y se muestra en la Fig 6.8 en comparativa
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Figura 6.6: Orientacion deseada.
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con la velocidad angular del vehiculo.

0.5 T T

— — velocidad angular deseada
velocidad angular real

0.4

03

02

0.1 1

(rad/s)

05 I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 6.8: Velocidad angular deseada vs velocidad angular real.

El resultado de la senal de control 7, la cual es la encargada de ejercer el
momento sobre el vehiculo para asi llevarlo a la orientacion deseada, es transformada
en la deflexién necesaria de los elevadores para llevar a cabo la maniobra de transicion

de regimenes, se puede observar en la Fig 6.9 .

0.2

015 — -

-0.05 L -
-0.1 - -

-0.15 |- -

02 ! ! ! ! ! !

Figura 6.9: Deflexion del elevador.
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CONCLUSIONES

A lo largo de esta tesis se presentaron los algoritmos necesarios para llevar a cabo la
maniobra de transicién para un vehiculo aéreo convertible (C-Plane v3.0) incluyen-
do las aproximaciones paramétricas a los coeficientes aerodinamicos para el rango
completo de operacién de —7/2 a 7/2 en el dngulo de cabeceo, las cuales, junto con
otros parametros son considerados como perturbaciones externas para el sistema
subactuado del VANT. Los parametros de los actuadores se utilizaron del anélisis

sobre esta plataforma previamente realizado en [17].

Para la obtencion de estos algoritmos fue necesario utilizar la conversion directa
T T . . .
de [¢,0,v]" — [q0,q]" ya que los cuaterniones pueden representar cualquier rotacién

en el espacio sin presentar singularidades.

En el planteamiento de cualquier problema de control, siempre existiran discre-
pancias entre el sistema real y el modelo matematico usado para el diseno del algorit-
mo. Estas discrepancias pueden ser perturbaciones externas desconocidas, defectos
de construccion de la planta, condiciones del medio ambiente, dindmicas parasitas,
etc. A pesar de estas posibles discrepancias, los algoritmos para la orientacién y
posicion muestran un correcto desempeno y se asegura la estabilidad en el sentido

de Lyapunov del sistema en lazo cerrado.
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APENDICE A

ALGEBRA DE CUATERNIOS

A.1 OPERACIONES BASICAS

Conocer el algebra de cuaternios es parte fundamental para su implementacion, ya
que al ser una extension de los nimeros complejos, las operaciones aritméticas entre
estos vectores cambia radicalmente. Ademas de las operaciones basicas, también se
exploran las transformaciones entre representaciones de orientacion (Euler - Cuater-
nios) utilizadas a lo largo de la presente tesis.

Dado un cuaternio p y un cuaternio ¢
]T

T . .
p = [po.p]" = [Pos D1, P2, 03] = po + P17 + p2j + psk

q= [Qan]T = [q0, ¢1, G, Q3]T =qo+ qii + q2J + g3k

» Suma de cuaternios

p+a=[po+a), B+ =@o+a)+ @i +a)i+p2+a)j+ (ps+a)k

s Resta de cuaternios

p—a=1[po—a), =] = Po—a0)+ (1 —q)i+(p2—a)j+ (ps —as)k
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s Matriz antisimetrica

0 —ps P2
S@=1] ps 0 -—p
-p2 p1 0
Sw)a=pxq

» Producto de cuaternios

P®q=(pogo —p-q) + (Poq + qop + (P X 7))

Podo —P - q
p®q= ~ B N
pod + qop + 5 () q
De manera general

PRQ®Tr=pR(q®T)
PRGFqRp
= Complejo conjugado
Dado ¢ = [qo, q] entonces su conjugado es ¢* = [go, —¢]

De manera general

P®q) #p ®q
(P®q)" =pogo—P-q—poqd — qop — (P X q)
q" ®@p* =pogo — (—q) - (=p) + () (=p) + (po) (—=¢) + (= X —p)
=Ppodo — q P — qop — Pod — (P X q)
S ep=p®q)

s Norma 2

lall = Vao? + @2 + @2 + 452 = \Jao? + (@) - (@)
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F®q=q"—(—q) - q+qq+ q(—7) + (—q) X §

FRq=qRq¢ =q +q-q
s Cuaternio unitario

Un cuaternio unitario, como su nombre lo indica, es aquel que cumple la si-
guiente propiedad:

g =cosa+ Asina

lgll =1

A.2 CUATERNIO COMO OPERADOR LINEAL

Usando el cuaternio unitario ¢ se define un operador de vectores v € R3:

Lq(v)éQ®U®q*

(A1)
= (@ = 1a1*)v+2(g-v) 7+ 240 (7 x v)

Se hacen dos observaciones. La primera es que el operador lineal A.1 no cambia
la longitud del vector v esto es debido a que esta compuesto por el cuaternio unitario

q

1Lq ()| = llg@v @ g
= llall vl fla" (A.2)

= [lvll

La segunda observacion es que el operador A.1 no cambia la direccién de v, si

este se encuentra a lo largo de ¢
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v=kq

qug* = q(kq) ¢

= (@ — 119ll*) (kq) + 2 (3 - kq) G + 20 (@ x kq) (A.3)
=k (¢ —al*) (@

— kq

Esencialmente, cualquier vector a lo largo de ¢ no cambia cuando se le aplica
este operador. Esto nos hace suponer que L, actiia como una rotacién sobre ¢ [10].
Otra de las propiedades de este operador, es su linealidad con R®. Para cualquier

vector vy, v € R? v a1,as € R se muestra que
Lq (CL1U1 + GQUQ) = aqu (Ul) + CLQLq (Ug) (A4)

De este modo, se puede concluir que al aplicar L, sobre un cualquier vector v € R® es
equivalente a aplicar la matriz de rotacién construida a base del cuaternio unitario

similar a la ecuacién (3.4).



APENDICE B

ANALISIS DE ESTABILIDAD

La estabilidad de los sistemas dindmicos no lineales se garantiza (ya sea local o

global) utilizando el andlisis de estabilidad de la teoria basada en Lyapunov.

Si se tiene una funcién de Lyapunov V' (z) donde en este caso z representa el
vector de variables de estados, se dice que es estable si cumple con los siguientes

criterios para cualquier x # 0.
= V(0) =0.
» V(x) >0, es decir definida positiva.

V(z) < 0, definida negativa.

» V(x) tiene que ser diferenciable y continua

Al cumplirse estos criterios, se concluye que el origen es un punto de equilibrio

y por consecuencia x — 0.

Para propositos de esta tesis, se propusieron dos funciones candidatas de Lya-
punov, tanto para el algoritmo de orientacién como para el algoritmo de posicion.

Particularmente para este trabajo se utilizé un andlisis similar a [15] y [18].
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Consideremos la siguiente funcion candidata de Lyapunov para la estabilidad

en orientaciéon:

V =1/2S"JS, (B.1)

Tomando la derivada temporal de esta ecuacién y utilizando la ecuacion (5.8)

se obtiene la siguiente inecuacion:

V= =S5 KaSr + 87 (d(t) = ¥2) < =[Sl Auuin (Ka) 18, ]| = 1 (1)) (B-2)

donde 7 (t) representa todos los torques externos. Notese que si ||.S,|| > (¢/Amm (K4))

para ¢ = sup,s,7 (t), entonces se asegura que V <0.

Ahora consideremos la siguiente funciéon candidata de Lyapunov para la esta-
bilidad en posicion:

V, = (m/2) S5, (B.3)

Siguiendo el mismo procedimiento, se toma la derivada temporal de la funcion

candidata y utilizando la ecuacién (5.16) resulta:

V, = =S K, < = (2 (K3)/m) Vp (B4)

Lo que significa que S,, — 0 exponencialmente rapido. Si tomamos la derivada
temporal de la ecuacién (5.14), obtenemos S, + 7, tanh (S,) — 0 lo cual implica la

solucion exponencial de € (t) hacia la trayectoria deseada &g (%)
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