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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente, en México, como en todo el mundo, la mayoria de los mercados
existentes son oligopolios. Se han hecho numerosos modelos para estudiar tales mer-
cados. En los ultimos anos se ha vuelto mas y mas popular la investigacion de
patrones de comportamiento de los agentes en los mercados mixtos, los cuales cuen-
tan con una compania o firma (agente) publica, la cual, en contraste con los agentes
privados, no maximiza la funcién de su ganancia neta sino una funcién de beneficio

de otra naturaleza.

Los ejemplos de oligopolios mixtos son muy comunes en los Estados Unidos, tan-
to en las industrias de paqueteria como en las de entrega nocturna. Los oligopolios
mixtos son también comunes en el este de Europa y la antigua Union Soviética,
donde la competencia entre las empresas ptublicas y privadas ha existido o aun exis-
te en muchas industrias como la banca, préstamos hipotecarios, seguros de vida,
lineas aéreas, telecomunicaciones, gas natural, energia eléctrica, ferrocarril, automé-
viles, siderurgia, educacion, hospitales, atencién sanitaria, radiodifusiéon, y servicios

de entrega.



1.1. Revision de literatura

En los trabajos [1], [2] v [3] se considera la firma que maximiza la funcién llamada
beneficio social. En los trabajos [4], [5], [6] v [7] se maximiza la funcién de ingresos
por trabajador llamada la funcién laboral. En los trabajos [8] y [9] examinan el tercer
tipo de oligopolio mixto donde uno de los agentes busca maximizar la combinacién
convexa de las funciones de beneficio social y utilidad neta. En el trabajo [10] se
analiza un oligopolio mixto, y supone que la empresa ptblica maximiza una funcién
de demanda creciente, sujeta a una restriccion de equilibrio y concluye que cuando
un oligopolio mixto es viable, la produccién, los costos y el bienestar social son lo
mismo con y sin la firma publica. En el trabajo [11] se examina el conjunto de fusio-
nes en un modelo de oligopolio mixto. La presencia de una empresa publica reduce
el conjunto de las fusiones en las que dos empresas privadas pueden beneficiarse ha-
bilmente si se fusionan. El trabajo muestra que siempre existe margen para que las
fusiones aumenten sus ganancias y también el aumento del bienestar. Curiosamente,

estas fusiones a menudo incluyen la privatizacion.

Los primeros ejemplos de los modelos de oligopolio mixto se pueden encontrar en
[12], [13] y [14]. En [12] y [13] los autores analizan industrias con productos homo-
géneos y estructuras de costos idénticas para cada compafia en las que la capacidad
productiva estd concentrada en pocas firmas privadas. Suponen que las compaiias
privadas establecen su producciéon actuando como un monopolio conjunto y com-
paran el equilibrio obtenido con el resultado de suponer que una de las compainias
privadas es comprada por el gobierno. Concluyen que el equilibrio en esta tltima
situacién seria mas benéfico para los consumidores, con un menor precio y una ma-
yor cantidad de produccién. En [14] los autores analizan la existencia de una firma
publica que maximiza el bienestar piblico y que compite con firmas privadas en
un mercado de un bien homogéneo. La firma piblica es dominante en el mercado

y el gobierno la utiliza como herramienta de regulacion del mercado. Sugieren que
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el equilibrio alcanzado con la participacion de una compania publica en esas cir-
cunstancias seria similar al que existiria si se regularan los precios en esa industria.
Con esto se aseguran mayores beneficios para los consumidores que si s6lo existieran

firmas privadas en el mercado.

En los trabajos previamente citados los autores investigan el equilibrio en sentido
de Cournot o Stackelberg. En el equilibrio de Cournot, su nombre dado por los
trabajos de Antoine Augustin Cournot, en [15] y [16], las firmas buscan maximizar
sus propios beneficios y en base a ello toman su decisiéon, sin saber la decisién que
tomaron las otras firmas. Entre las caracteristicas mas comunes del equilibrio de

Cournot son:

1. Existen méas de una firma de un bien homogéneo.
2. El nimero de firmas es fijo.

3. Ninguna firma estd aliada con otra, es decir cada firma supone que sélo los

cambios de su volumen de produccién afectaran el volumen total del mercado.

4. Las firmas son racionales, es decir, buscaran maximizar sus beneficios indivi-

dualmente y no tomaran decisiones que podrian llevarlos a la bancarrota.

El equilibrio de Stackelberg, obtiene su nombre por los trabajos de Heinrich
Freiherr von Stackelberg, en [15] y [16] se menciona que no necesariamente las fir-
mas eligen al mismo tiempo los voliimenes de produccion, sino que la firma que méas
impacto tiene en el mercado elige su volumen de produccién. A ésta firma que tiene
mayor impacto en el mercado se le llama firma “lider”. Luego de que el lider escoge
su volumen, las demas firmas que tienen un peso menor en el mercado escogen su
volumen de producciéon tomando como base la decisién de la firma “lider”, a éstas

firmas se les llama firmas “seguidoras”. El primer modelo de Stackelberg fue visto



en un duopolio. El lider siempre juega primero; por lo tanto, los seguidores siempre
saben cual es la primera jugada. El lider sabe que los seguidores observan su accién
para determinar la suya y también sabe que los seguidores no tienen la opcién de
cambiar las reglas del juego (es decir, no pueden transformar el equilibrio de Stac-

kelberg en otro tipo).

Los equilibrios de variacién conjeturada (CVE por sus siglas en inglés) fueron
definidos en [17] y [18] en donde definen otro concepto para entender y dar una
solucion posible a los juegos estaticos. En este concepto los jugadores eligen su es-
trategia optima tomando en cuenta que la estrategia de cada rival es una funciéon

conjeturada de su propia estrategia.

En los trabajos [19], [20] y [21] se investigaron nuevas formas de definir los equi-
librios de variaciones conjeturadas para los modelos de oligopolio clasico. Cuando
se estudia el mercado de oligopolios en el enfoque de los modelos clasicos, en adi-
cion a las preguntas de la existencia de un equilibrio y su busqueda, se pone mucha
atencion usualmente al compararlo con el equilibrio de Cournot y de competencia
perfecta. En los trabajos [19], [20] y [21] ambos modelos fueron incluidos en una
clase uniforme de modelos de oligopolios en los cuales el grado de influencia de cada
agente se modela por un parametro especial (coeficiente de influencia). En lugar de
la hipétesis clasica de Cournot, se asumié que cada productor uso las variaciones
conjeturales del volumen total de mercado en funciéon de variacién de su propia pro-

ducciéon como se muestra abajo:

Gi(n) =G+ (n — ¢)wi(G, ¢;)

en donde



G es el volumen total de produccion del mercado;

- ¢; es la cantidad producida actualmente por el productor i;
- n es la cantidad esperada para producir por el productor ¢;

- Gi(n) es el volumen total conjeturado por el productor i por el cambio de su

volumen de produccién g; a 7.

La funcién de la conjetura w;(G,¢;) en la férmula anterior representa el coefi-
ciente de influencia del productor . En el modelo clasico de Cournot este coeficiente
es igual a 1 y en el modelo de competencia perfecta es igual a cero. Bajo las supo-
siciones generales en [19], [20] y [21] han sido demostrados la existencia y unicidad

de dichos equilibrios.

Un enfoque completamente nuevo fue propuesto en [22]. Se supone que cada
firma no hace conjeturas acerca de la variacion del volumen total en funcién de
variaciones de su propio volumen de produccion, pero hace conjeturas acerca de las
variaciones del precio de mercado en funcién de sus variaciones infinitesimales de la
produccién. Con este cambio la conjetura fue denotada por v; y una relacién simple

con la notacién anterior w;:

Una vez que ya se conocen las conjeturas de todas las firmas (las cuales se les lla-
man coeficientes de influencia), cada firma realiza un procedimiento de verificacién
y comprueba si su coeficiente de influencia es coherente con los demaés. La situa-
cién cuando los coeficientes de influencia de todas firmas son coherentes entre si se

considera naturalmente como un equilibrio, estos coeficientes de influencia se llaman
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consistentes y el equilibrio con conjeturas consistentes se llama equilibrio consistente

con variaciones conjeturadas (CCVE por sus siglas en inglés).

Cuando cada agente supone que sélo él puede cambiar su volumen de produccién

9G — 1 ge habla de un modelo

¢ y los demas no, es decir, su conjetura es w; = 5° =

clasico de Cournot. En contraste con el modelo de Cournot, en el caso de CCVE,
los coeficientes de influencia v; se encuentran como una soluciéon de un sistema
de ecuaciones. Por ejemplo, en el caso cuando la funcién de la demanda G(p) es
continuamente diferenciable con la derivada negativa G'(p) < 0 y las funciones de

costos son cuadraticas de la forma:

1
fila) = 5%%2 + b;q;

donde

a; >0,0,>0,:0=0,1,---,n

se genera el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

1

?#i,j=1 l/iiaj - G,<p)

V; =

Los resultados en [22] fueron extendidos en los trabajos [1], [23], [24], [25], [26],
[27] v [28], en donde consideran un oligopolio o duopolio mixto que fabrican un

producto homogéneo con funciones de costo cuadraticas

1
filai) = iaiqg + biq;
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donde a; > 0,b; > 0,2 =0,1,--- ,n y ¢ es el volumen de produccion de la firma
i. La firma ¢ = 0 es considerada como la firma ptblica y las otras firmasi =1,...,n

como privadas. La firma publica maximiza el excedente social doméstico:

n

i=0 & " 1
S, 0,1, n) :/0 " pla)dr —p (Z Qi) — bogo — §a0q§

=1

o la funcién que es la combinacién convexa del excedente social doméstico y la

utilidad neta

n

S, q0.q1, qn) =B (/OZ” Qip(fv)dl’ —p <§n; Qi> — bogo — ;aoq(?)
+ (1 - 5) [P *qdo — fo(CIo)]

en donde 0 < 8 < 1y las firmas privadas buscan maximizar sus ganancias netas

Ure

(P, @) = pqi — fi(qi)

En [1], [23]-[28] bajo las suposiciones generales se demuestra la existencia y
unicidad del equilibrio exterior para cualquier coeficiente de influencia v; > 0,

1 =0,1,--- ,n y la existencia del equilibrio interior o consistente.



1.2. Motivacion

En los articulos [1], [23]-[28] la funcién de la demanda se supone continuamen-
te diferenciable. Seguramente, esta suposicion reduce las areas de aplicacion de los
modelos propuestos en [1], [23]-[28]. Por ejemplo, en ocasiones en el mercado pasan
situaciones en las cuales el volumen del mercado crece pero el precio del mercado se

mantiene igual. (Fig. 1)

p(G)

Fig. 1

En esta situacién la funcién de la demanda G(p) es discontinua y tiene un salto

en el punto p*. ( Fig. 2)
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G(p)
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Fig. 2

A causa de ésto, en esta tesis, relajamos la suposicién anterior y permitimos que
la funcién de la demanda tenga un nimero finito de puntos, en los cuales la derivada

y la funcién misma pueden sufrir una ruptura.

Vale la pena comentar que la mayoria de las publicaciones proponen modelos
en los cuales suponen que la funcion de la demanda es continuamente diferenciable
y que no hay muchas publicaciones con la funcién de la demanda discontinua, ya
que la discontinuidad siempre implicA un aumento significativo de la complejidad
de los pasos de la demostracion de la existencia del equilibrio. Por ejemplo, en [29]
se estudia un modelo de oligopolio mixto con la demanda discontinua y cuenta con
una firma ptblica, la cual maximiza la funcién de ingresos por trabajador, llamada
la funcién laboral. Para la demostracion de la existencia de equilibrio en la tesis [29]
se construye una funciéon convexa y concava, de tal manera que las condiciones ne-
cesarias y suficientes para la existencia del punto silla coinciden con las condiciones
necesarias y suficientes para la existencia del equilibrio en el modelo propuesto en

129].

En esta tesis la firma publica maximiza la funcién de beneficio social y para

la demostracion de la existencia del equilibrio se usa una herramienta matemaética
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diferente de la que se hace us6 en [29] : la funcién de la demanda discontinua se
aproxima de un modo especial por funciones continuamente diferenciables y utili-
zando los resultados demostrados en la publicacion [1] se construye la sucesién de
los equilibrios que convergen y se demuestra que el limite coincide con el equilibrio

para el modelo propuesto en esta tesis.

1.3. Objetivo

Bajo las condiciones generales en esta tesis se busca:

1. Formalmente demostrar la existencia y unicidad del equilibrio con variaciones
conjeturadas, para cualquier conjunto dado de conjeturas factibles, el cual

llamamos un equilibrio exterior;

2. Basandonos sobre la demostracion de la existencia y unicidad del equilibrio
exterior y la aplicacion del procedimiento de verificacion de los coeficientes de
influencia propuesto en [22], justificar el criterio de consistencia formulado en

[30];

3. Formalmente demostrar la existencia del equilibrio interior, el cual es un equi-
librio exterior con coeficientes de influencia, los cuales satisfacen al criterio de

consistencia.

1.4. Estructura de la tesis

En esta seccién se describe en forma detallada la estructura de la tesis.

En el capitulo 1 se hace una breve introducciéon de los oligopolios mixtos, ade-
mas de realizar la revision de literatura sobre este tema. Se explica la motivacion y

objetivo de este trabajo de tesis. En el capituo 2 de forma més detallada se habla
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sobre la especificacion de nuestro modelo. En el capitulo 3 se define el equilibrio
exterior y se demuestra su existencia y unicidad. En el capitulo 4 de igual manera se
define y demuestra la existencia del equilibrio interior. En el capitulo 5 se muestran

las concluciones sobre la tesis y se decribe el trabajo futuro.

Por ultimo se agregd un anexo en donde se consideran algunos resultados teéricos

que son necesarios para la demostracion del equilibrio interior.
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Capitulo 2

Especificaciéon del modelo

Consideraremos al menos tres productores en un mercado de oligopolio mixto de
un producto homogéneo con funciones de costo f;(¢;),donde i = 0,1,...,n, n <2

v q; es la produccion del productor i.

Consideramos la demanda de dos tipos: pasiva y activa. La demanda pasiva es-
ta descrita por la funcion G(p), donde el argumento p es el precio propuesto por
los productores. La demanda activa D es no negativa y no depende del precio. La
funcién de demanda se asume no negativa y no creciente, y también continuamente
diferenciable excepto por un niimero finito de puntos en los que la funcién G(p) y
su derivada G’ (p) pueden ser discontinuas. Por ello, denotamos como G(p) la parte

izquierda del limite de la funcién en el punto p, mientras el lado derecho se denota

como g(p).

Es 16gico que G(p) = g(p) en los puntos de continuidad mientras G(p) > g(p)
en los puntos de discontinuidad. En el tltimo caso, G(p) puede considerarse como
la cantidad potencial de mercado, y g(p) como el limite inferior de la fuente de la

prevencion de la subida de precios.
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En este caso la condicién del balance del mercado es:
gip)+D <> ¢ <Gp)+D (2.1)
i=0

Para este modelo asumiremos los siguientes supuestos.

A1l La funciéon de demanda G(p) esta definida para los precios p € (0, +00), es no
creciente y continuamente diferenciable por partes. En cada ntimero finito de
los puntos de discontinuidad existen limites por la derecha y por la izquierda

tanto para la funcién como para su derivada.

A2 Para cada i =0,1,--- ,n la funcién de costos f;(¢;) es cuadrética, es decir,
L,
fila:) = 5 %idi + big; (2.2)
donde
Los productores i ;o = 0,1, --- ,n son privados y eligen su volumen de produccion

¢; maximizando su funcién de utilidad neta

Wi(% Qz') = P4 — fz(%) (2-4)
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El productor ¢+ = 0 , llamado publico, selecciona su volumen de producciéon qq
maximizando la funciéon que es la combinaciéon convexa de la funcién de beneficio

social y utilidad neta

D ico i
S, 0, q1, s qn) = /0 ’ p(z)dx — p(z ¢) — bogo — §QOQ(Q) (2.5)

Ahora diremos que cada agente (ptiblico y privado) asume que la decisiéon de sus
volimenes de produccién afectara el precio p. En este caso la condicién necesaria de

optimalidad de primer orden para el agente piblico (i = 0) toma la forma siguiente:

oS " dp
22— Y| 22— by — 2.6
o p L:1q 1 940 0 — Aoqo (2.6)
y para los agentes privados (i = 1,--- ,n)
om; dp ,
g ~ P T, f(a) (2.7)

Para describir el comportamiento de los agentes necesitamos evaluar el compor-

tamiento de la derivada

685 = —v; antes de la dependencia de p sobre g;. Introducire-

7

mos el signo negativo con el objetivo de poder trabajar con los valores no negativos
de v;. La dependencia p respecto a ¢; debe probar (al menos localmente) concavidad

del beneficio del ¢ — ésimo agente en funcién de su propia produccién ¢; . De otra
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manera no podemos garantizar que el beneficio se maximice (pero no minimice).
Como hemos supuesto que las funciones de costo f;(g;) son cuadraticas y estricta-
mente convexas, entonces, para la concavidad de la funcién m;(¢;),i = 1,--- ,n es
suficiente obtener la concavidad del producto p - ¢;. Si asumimos que el coeficiente
v; (al que llamamos coeficiente de influencia del agente i — ésimo) es no negativo
y constante, entonces, la dependencia local de la utilidad neta m;(g;) respecto al
volumen de produccién 7; tiene la forma siguiente [p — v;(n; — @) — fi(ms) v la

condicién (2.7) para n; = ¢; se reescribe de la siguiente manera

p=vq; +b; +a;q, si ¢ >0
(2.8)

p < b;, si ¢ =0

y se usa como la condicion suficiente.

Similarmente, las conjeturas de la dependencia local de la funciéon de beneficio
de la compania publica (i = 0) respecto a su volumen de produccién 6y estan dadas

de la forma siguiente:

/WZH% ple)dz — [p — vl — @) (3 ) — F(m) (2.9)

0

=1

Lo que permite escribir la condicion de optimalidad de primer orden cuando

0y = qo en la forma como sigue:
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D= —VoyioG +bo+aoq, si ¢ >0
(2.10)

P < —vy i ¢ + bo, si q=0

y usar (2.10) como la condicién suficiente. Si las conjeturas de los agentes son
dadas exégenamente tal como se encuentra en los trabajos [20] y [21], los valores,
en general, dependen del volumen de produccién del agente ¢ y del precio del mer-
cado, es decir, son funciones de ¢; y p, pero, puede ser, que v; depende también
del volumen total del mercado. Sin embargo, en este trabajo usaremos el enfoque
propuesto en [22], donde las conjeturas v; estdn incluidas en el equilibrio y son
determinadas simultaneamente con el precio p y los volimenes de producciéon ¢; .
En el dltimo caso, los coeficientes de influencia son pardmetros escalares determi-
nados sélo por el equilibrio. Mas adelante tal equilibrio es descrito por el vector

(PyQos Q1s "+ s Gns Vo, V1, -+ + , Vn) Y se llama equilibrio interior.
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Capitulo 3

Equilibrio Exterior

Es necesario definir el siguiente concepto: equilibrio exterior con coeficientes de

influencia v; > 0,72 =10,1,--- ,n dados de forma exdgena.
Definicién 3.1. El conjunto (p,qo,q1, - ,qn) es llamado equilibrio exterior para
los coeficientes de influencia (vo, v, -+ ,v,) dados si el mercado es balanceado, es

decir, la condicion (2.1) se satisface, y para cada agente las condiciones (2.8) y (2.10)

son wvalidas.

A continuacién vamos a considerar sélo el caso en el que el conjunto de produc-
tores esta fijo, es decir, no depende de los valores de los coeficientes de influencia v;.

Para eso suponemos lo siguiente:

A3 Para el precio py = maw(1<j<n)bj, la siguiente desigualdad se cumple:

Po =B ipy) (3.1)

n
=0 v

La suposicion anterior junto con las suposiciones A1 y A2 garantiza que para to-

dos los valores no negativos de v; , i = 1, -+ ,ny para cualquier valor de vy € [0, 7p)
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donde se cumple

b,
Z?:l poa‘ ‘

7

—b
9(po)— P20 . "y
0 [ st B > 0

400 de otro modo

Existe una solucién 6ptima para las condiciones (2.8) y (2.10) que satisfacen la
ecuacién de balance (2.1), es decir, un equilibrio exterior. Ademés, las condiciones
(2.1), (2.8) y (2.10) se cumplen simultdneamente si y sélo si p > py, esto es, siy sdlo si
todos los volimenes de produccién g; son estrictamente positivos parat=1,--- ,n.
En efecto, si p > pg, entonces las desigualdades p < b;, i = 1,--- ,n dadas por (2.8)
yp < —vo > q+by dadas por (2.10) no son posibles, lo que significa que todos los
¢i, 1 =1,--- ,n son positivos. Si todos volimenes de producciéon ¢; > 0,i=1,--- | n,

entonces para las condiciones dadas por (2.8) tenemos que

pZVZqz+bZ+azqz>bz, ’L.:]_,...,TL

entonces

p > mal'lgjgnbj = Do

Teorema 3.2. (Formulacion del Teorema sin demostracion esta en [30] ) Bajo las
suposiciones anteriores A1, A2y A3, para D >0,v;, >0,i=1,--- ,nyvy € [0,7%)

existe un inico equilibrio exterior (p,qo, q1, - ,qn), €l cual depende continuamente
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de los pardmetros (D, vy, vy, -+ ,vy,). El precio del equilibrio p(D, vy, vy, , 1) es

la funcion continua respecto a los pardmetros y tiene las derivadas por la derecha y

por la izquierda respecto a D, ademds se cumple p(D,vo,v1, -+ ,Vy) > Do, ¥

PO+ = g 51 L a— g0+ D (33)

an . Zi:ﬂ vi+a; o G <p + 0) i=0

1 n
/ .

(D —0)= - , St ¢=Gp +D 3.4
p'(D+0)=0, si > q;>g(p)+ D (3.5)

i=0
p'(D—0)=0, si » <G +D (3.6)

=0

Comentario: conectamos los puntos de discontinuidad (p, G(p)) y (p,g(p)) con
un pedazo de recta vertical y sobre el plano (p, G) obtenemos la curva L llamada la
curva de demanda que contiene a los puntos (p, G) que satisfacen a las desigualdades
g(p) < G < G(p). Suponemos que en el pedazo de recta vertical de la curva L,
G'(p+0)=—00,8G>g(p),y G(p—0)=—0c0, si G < G(p). Equilibrio exterior
(p,q1, - -, qn) define el punto (p,G) € L, donde G = >, ¢; — D. Basdndonos en las
suposiciones mencionadas arriba, las formulas (3.3),(43.4),(3.5) y(3.6) del Teorema

3.2 pueden ser reescritas de modo uniforme:

1

et o vy — G0 £0)

(3.7)

p(D+0) =
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Entonces, p/(D + 0) # p/(D — 0) sélo para los puntos de equilibrio que coinciden

con los puntos de inflexién del grafico de la curva L. Ademads si p/(D+0) < p/(D—0),

el punto de inflexién es céncavo pero si p/(D + 0) > p/(D — 0) entonces el punto es

convexo.

Demostracion:

Dadas las suposiciones A1, A2 y A3, y para cada vector v de la forma siguiente;

v = (VOth"'

respuestas Optimas de los productores, asi como funciones ¢; = ¢;(p; vo, v1, - - -

,Vn)T > 0, las condiciones de optimalidad (2.8) y (2.10) definen las

) Vn)

continuamente diferenciables (con respecto a p) definidas sobre el intervalo [p, +00)

por las siguientes formulas explicitas:

_p—by o b;
o= ao ao ;=3 Vi +a;
y
— b
qi:p 1=1,---,n
v, + a;

Las derivadas parciales de la funcién de respuesta éptima son positivas:

dp ay Qo i Vit a
y
0q; 1
7 _ >0,
dp v;+a;

(3.10)

(3.11)



La funcién de volumen de produccion total Q(p; vo, v1, -+« ,vn) = X050 q;(p5v1, -+, Vn)

es continua y estrictamente creciente respecto a p. Acorde con la suposicion A3,

Qp;vo,v1, -+ V) < 9(po) (3.12)

De hecho, de (3.8) y (3.9) tenemos que:

Si i, P po=bi - 0, entonces

Q(pu Vo, V1, 7Vn) = ZQ’L(p7 Vo, V1, 7Vn)
1=0

:po—bo+@§:po—bi+§:po—bi
i=1

o o ;5 Vit a4 Vit a

po—bo+Vo+&ozn:po—bi
ag ay S Vita;

<p0_b0+70+a02p0_bi (3.13)
Qo Qo 1 [0

i= i

b:

zn:p0_ i

=1 i

Po — bo n g(po)—%
o ao nfl pOsz

Po — bo po — bo
= + g(po) —

= g(po) < G(po)

Siyr —~i = (), entonces

Q(p;I/07V17"' 71/11) = Zqi(p;yml/l)“' 7Vn)
=0
—b n n

Qg aollVri‘az 1Vz+az

— b
=0 4(po) < Glpo)
Qg

1=
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Ademaés la funcién de volumen de produccion total Q(p;vo, v1, -+, v,) tiende a

400 cuando p — +o00. Definimos

ps = sup{p/Q(p; vo, 11, -+ ,vn) < G(p) + D} (3.15)

Ya que las funciones ¢;(p) son continuas y G(p) es continta de lado izquierdo
entonces, Q(p.) # G(p«) + D. Como la funcién g(p), la cual es el limite derecho
de la funcién de la demanda, es la funciéon continua de lado derecho. Entonces, se
tiene que cumplir la desigualdad Q(p.) < g(p«) + D para algunos p > p, entonces,
tenfa que ser cumplida la desigualdad siguiente Q(p.) < g(ps) + D < G(p.) + D,
lo que contradice la definicién (3.15) para la magnitud p,. Por eso, p,. v ¢F = ¢;(ps«)
forman el equilibrio exterior. Para demostrar unicidad del equilibrio exterior, debe-
mos mencionar, que los puntos de discontinuidad son aislados y su niimero es finito,
entonces existe una vecindad del punto p, tal que dentro de esta vecindad se cumple
la igualdad G(p) = g(p) para p # p.. Ya que Q(p) es mondtona creciente y G(p) es
la funcién no creciente, entonces dentro de esta vecindad Q(p) < g(p)+ D, si p < p,
y Q(p) > G(p) + D, si p > p,.. Es evidente, que estas desigualdades se cumplen y
para los valores de p mas lejanos del punto p,. De tal modo el precio del equilibrio
exterior es tinico y junto con el precio son unicos y los volimenes de produccién g

para cada agente calculados por las férmulas (3.8) y (3.9).

Para demostrar que el precio p del equilibrio exterior es continuamente dife-
renciable respecto a los pardmetros (D, v, vy, ,1,) dividimos en dos partes la
demostracion, la primera es cuando el punto p, es un punto donde la funcién es

continua; la segunda es cuando el punto p, es un punto en donde la funcién es dis-
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continua.

La primera parte estd demostrado en [1]. En el caso de tener la discontinuidad de

la funciéon G(p) en el punto p, aproximamos G(p) por la funcién G.(p) no creciente

continuamente diferenciable del modo siguiente:

G(p) siop>pate

s+ Bip+Cr st po—e<p<np.

sdop® + Pop+Cy si p.<p<p.+e

(3.16)

y ademds G.(p. £¢) = G(p. £ ¢), GL(p. £ ) = G'(p« £ €). Los coeficientes

dy,081,C,da,B2,C5 los encontramos del sistema siguiente:

(b, — 2+ ulp. —2) + G = Clp. — <)
;dg(p* + €)%+ Ba(ps +€) + Co = G(ps +¢)
di(p. —¢) + b1 = G'(p. —¢)
do(p. +€) + B2 = G'(p. +¢)

1 1
§d1pi + Bips +Ch = §d2p3 + Baps + O
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(3.20)
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De (3.19) despejamos [y

pi =G (ps—e) —di(ps —€) (3.23)

De (3.20) despejamos [q

By = G'(ps + ) — daps +¢) (3.24)

Sustituimos (3.23) y (3.24) en (3.22) y despejamos d;

dips + B1 = daops + B2

dips + G'(ps —€) — di(px — €) = daps + G'(ps + €) — da(ps + €)

edy + G'(p. —€) = —edy + G’ (p« +€)

edy = —G'(p. —¢) —edy + G'(ps + €)

g - —G'(py —¢) —edy+ G (p. + ¢)
L=

3
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dlz_d2+—G(p*—£)—|—G(p*+6)

G'(ps +¢) — G'(ps —€)

d1 - —dQ + - (325)
Sustituyendo (3.25) en (3.23) para despejar
) G'(pe +¢) — G'(ps —
51=G(p*—€)—<—d2+ (p 8) - (p 5)) (p*—e)
G'(ps+¢)—G(p—¢
B =G (p. —e) +do(ps — ) — (v >€ (v )(p*—s)
s G'(p« +
By = do(ps — &) + %G (pe —€) — “’5 ) (g, — ) (3.26)

G’ (px—¢)e
€

Sumamos y restamos el término en ambos lados de (3.26) respectiva-

mente

By = dafp, —2) + L0, — ) = T, gy Gl m)E G Z 0
i =do(p. — )+ G'(p — &) + " [C(p — ) — G'(ps + ) (3.27)
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Sustituyendo (3.25) y (3.27) en (3.17) para despejar C

;%@«—@”+&@v—@+CH=G@w—@

1<ﬂb+cum+fygeuu—@

) e+

(0= ) = G'(p. +2))) (. — <)

2

/ * — €
(e ) + G =) +*

5
+C1 =G(ps —¢)

despejamos ('

P« — €

(20— )+ G =) + G (p. =) = G'(p. +)]) (52 — )

NSNS R e

ym—&+azam—@

d2(p* - 5)2 + G/(p* - 5)(17* - 5) + (p* — 8)2

G'(ps +¢) = G'(p. — €)
£

[G,(p* - 5) - G/(p* + 5)]

+;<—@+- )@*—@2+CV=G@*—@

(ps —€)?

da(ps —€)* + G'(px — ) (pe — &) +

_;<@+ﬁﬂm—f);G@u+@

[G/(p* - 5) - G,(p* + 5)]

ym—&+azem—a

<@+ﬁwm-fg;G“”+@>@u—@2+ehu—@@w—@

_; <d2+G(P*—5);G(p*+6)

)uh—@2+cf:G@v—@
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DO | —

3

<d2 N G'(ps —e) — G'(pe + s)) (ps — )

+G'(ps — €)(pe — ) + C1 = G(p. — ¢)

c—_ 1L <d2 L G- -G+ a)) "

2 € (3.28)
—G'(p. —&)(p. — &) + G(p. — ¢)
Ahora, sustituyendo (3.24) en (3.18) para despejar Cy
;dz(p* +e)° 4 Bope +€) + Co = G(p. +¢)
;dz(p* LR 4 (G (pete) — do(py + )] (b + ) + Co = Glps +2)
;dz(p* +)2 4+ G (pe + ) (P +€) — da(ps +2)> + Cy = G(ps + €)
—;dz(p* + &)+ G (ps+6)(pe +2)+Co=G(p. +¢)
Co = G +6) + —dy(p + ) — G (po + ) (ps + &) (3.29)

2

Luego, sustituyendo (3.24), (3.25), (3.27), (3.28) y (3.29) en (3.21) para obtener

el valor de dy
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1 1
§d1pz + Oip. + C1 = §d2pi + Bapi + Co

} [_dz + G/(p* + 5) ; G’(p* — 5)] z

Px — €

+ o =)+ G =) + 2 (G = 2) - G o +2)]
1 <d2 + Gl(p* - 5) _ G/(p* + 5)) (p* o 5)2

€

9
! 1 !
—G'(pe—e)ps—e) +G(ps—¢) = §d2p3 + [G'(ps + €) — da(p. + ©)] s

1
+G(p. +2) + 5da(p- + e)> — G'(pe+)(ps +e)

Hacemos las operaciones correspondientes

B[00~ ) - G +2)) b

(G’(p* —e) = G'(p + 6)) (9. — )’

3

! 1 I
—G'(pe—e)(pe —€) +G(ps —€) = §d2p3 + G'(ps + €)ps — da(ps + €)p

1
+Gp. +2) + 5da(p + e)> — G'(pe+€)(ps +¢)

Ahora agrupamos terminos semejantes,
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1 1 1
— —dop? + da(ps — €)ps — 5%2(ps — ) + §d2pi + dy(ps + €)pa

2
1 ! !
— §d2(p* +e)? =G (pe + &) + G(ps +€) — G'(ps + ) (ps +¢)
1 [G'(p* +¢) = G'(ps — 5)] 2
g

-6k~ + =100~ - 0. + 2]
G/(p* - 5) _ G/(p* + 5)) (p* . 8)2

€

1
2
+G'(p. —€)(ps — ) — G(ps — €)

Luego, simplificamos

(p* - 8)2
2

—€2d2 =

G'(pe+e)=Gp.—e)| | p?
c ] [_2 + (p* - 5)p* -
+ G (py +€)ps + G(py +) — G'(ps +€)(ps + €)

- G/<p* - g)p* + G/(p* - 5)(19* - 5) - G(p* - 5)

—e¥dy = — g (G (P +2) = G'(pe =) =[G (ps +€) + G'(px — ©)]

+[G(ps +¢) = Glps —€)]

_ 5GP te) —Gpe =) +e[G'(ps + ) + G (ps — )| = [G(ps +£) — Gps —€)]

dy = >
(3.30)

Ya que todos los coeficientes dy, 51, C1, B2, Cy estan en términos del coeficiente

dy y (3.30) nos da el valor de ds, a continuacién hacemos las sustituciones necesarias
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para encontrar el valor de los coeficientes dy, 51, C, B2, Cs.

Ahora, sustituyendo (3.30) en (3.25) calculamos el valor de d;

dlz—d2+G(p*+8)_G(p*_8)

c2

- [G(p* + g) — G(p* - 6)]) 4 G/(p* + 5) — G/(p* - 6)

i — <2 [G'(p. +) = G'(p. — )] + & [G'(p. +£) + G'(p. — 2)]

g2 €

—5[G'(ps +€) —G'(p. —€)] —e[G'(pe +€) + G'(pe — )]
52
[G(p« +¢) — G(ps — €)] N G'(pe +¢) = G'(p. — ¢)
g2 €

dy =

+

g, 216 Pt 8) =G — )] — 2 [G(p. +6) + G — €]
e (3.31)

[G(pe +2) = Gp. —€)]

+ =2

Después, sustituyendo (3.30) en (3.27) encontramos el valor de (3,

B = do(p. — &)+ G (pe — ) + E—Z (G (p. — €) — G'(pu + 2)]
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P = (5 [G'(p + ) = G'(pe — )] +e[G'(ps + ) + G'(ps — )]
62
_[Gpe+e) -~ Gl = 5”) (pe —€) +G'(p. —¢)

e2

« — €
P
g

[G'(ps — &) — G'(ps + )]

B = <§ [G'(ps +) = G'(pe — )] +£[G'(ps + ) + G'(ps —2)]
52
_W%+@‘mm‘ﬂ>m—@+dm—@

g2

P« — €
52

[G'(pe —€) = G'(p +2)]e

m:«EW%ﬁ@—G%—ﬂ+QG@+@+G%—ﬂ
R Bl [ ABE RN

e2

R R
= (3.32)

+ G,(p* - 5)

Luego, sustituimos (3.30) en (3.28) para calcular el valor de C}
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1 G'(p.—¢e)—
01:—2<d2+ (p €>

: G (p« + 5)>

(p* - 5)

- G/<p* - 5)(29* - 5) + G(p* - 5)

Hacemos las sustituciones necesarias

1 (5[G'(pe+e) =G (ps — &) + |G (ps + ) + G (ps — )]
Ci=—=
2 g2
G(ps+¢)—G(pe—¢
AR FUCURECH P
5
_1 G(p*—g)—G(p*—{—g)>( *—8)2
2 €
—G'(pe —e)(px — ) + G(p. —¢)
Multiplicamos y dividimos por ¢ el termino (Gl(p *+E);G/(p *_E)>
)]

1
2
[G(p*+€) G(p —6)]>

e2

(p* - 5)2

_|_

e (G (p«+¢) Py — €
5 p ( ))(p*_€>2

C}

(P« —&)(pe — &) + G(p. —€)

34
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qz1(ﬁ@@+@—a@—ﬂ—qwm+@+a@—ﬂ

DO |

%J@m+d;ﬂm—ﬂ>%_@2
N g (G/(p* +¢) 5_2 G (p. — s)) (. — o)

—G'(p.—e)(ps —€) + G(ps — )

Realizamos las operaciones necesarias

1 (5[G(ps+e) =G —¢)] —e[G'(ps +£) + G'(pe — €)]
= 2 £2

+[G(p* + 5) — G(p* — 5)]) (p* _ 8)2

e2

- G/<p* - 5)(29* - 5) + G (ps — 5)

Finalmente, tenemos lo siguiente

2

c, _} <_§ [G'(p« +€) + 3G (p. — )] + [G(ps + ) — G(ps — 5)]) (ps — 5)2
g2 (3.33)
—G'(p—e)(ps —€) + G(ps —¢)
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Sustituyendo (3.30) en (3.29) para calcular el valor de Cy

1 ’
Cy = G(pe+¢)+ idg(p* +e)? = G'(ps +)(ps +¢)

Cy =G(p, +¢) — G'(p. +¢)(ps + )

1 (; [G'(ps +€) = G'(px — )] +[G'(ps +€) + G'(ps — €)]
2

+ (3.34)

e2

. [G(p* + 5) B G(p* — 5)]) <p* + 6)2

2

Sustituyendo(3.30) en (3.24) para calcular el valor de [,

By = G'(ps +€) — da(ps + €)

By =G'(ps +¢)
B (; [G'(px +€) = G'(p — €)] + e [G'(ps + ) + G'(ps — €)]
52

(3.35)

— [G(p* + 5) - G(p* — 5)]) (p* + 5)

g2

Para continuar con la demostracién del Teorema, sustituimos (3.8) y (3.9) en la

funcién de volumen total de produccion Q(p; vo, 1, -+, Vn) = Yoo Gi(P; Vo, V1, * V)
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Qpivo,vis- -y vn) = G(pivo,vi, - V)
=0
Sl s ph s

Qg Qo ;5 Vit a; i vita;

:p—bo+V0+aozn:p—bz'
Qo Qo izlyi—i_ai

b n nop
_P 0+VO+GO[Z p _Z i ]

Qo o o vita Vit a

_p—b0+uo+a02”: D _Vo—i‘aozn: b;

Qo ap 5 Vit a ap S Vit a
P bg+ l/o—i‘aoi 1 Vg—i‘aozn: bz
= — — — p —
ag Qo ay S Vita ay S Vita

|
s

(3.36)
Sean
Vo + Gy & 1 Vo+ag <~ b
Qo ; V; + CL;| y [ ao ; V; —+ a; <3 37)
Entonces
Q(p;VO,Vla"' 7Vn):Mp_N (338)
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Supongamos que () intersecta a la parabola %d2p2 + Bop + Cs + D, entonces:

1
MP—N=§d2p2+52p+C'2+D
1 2
5d2p +Bop+Co+D—Mp+N=0

1
§d2p2+p(ﬁ2—M)+(C2+D+N):O

=M E (B - -1 (3d) (G D+ N)

p*_

2 (3d)
. M =Byt /(B — M)? —2dy(C1+ D+ N)
Pi = d (3.39)
2
Primero, vamos a considerar el caso cuando
lig Gp. +2) = Glp. — ) = glp) — Glp) <0 (3.40)
Analizaremos el término Md;;b en (3.39) sustituyendo (3.24) en el nos queda
M— By  M—G'(p.+e)+daps +¢)
dQ N d2
A1
— y + (p« +¢)
2
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Al sustituir (3.24) en el primer miembro en (3.41) vemos que para valores su-
ficientemente pequenos de e el primer miembro de la suma en (3.41) es positivo y

tiende a cero cuando € — 0.

M — G/(p* + E)
dy
. M — G,<p* + E)
o %[G'(P*+8)—G’(p*—5)]+5[G’(P*+€2)+G’(p*—3)]—[G(P*+6)—G(P*—5)}
€

Pero el segundo miembro de la suma (3.41) para valores suficientemente pequetios
de € es positivo y tiende a p, > 0 cuando € — 0, entonces para valores suficientemente

pequenos de € tenemos

M — G/<p* + 5) + dQ(p* + 5)

0< 3.42
= (342
y
. M—0y
ll_r% o Dx (3.43)
Tomemos de (3.39) el término siguiente
\/(Bz — M)*> —2d,(Cy+ D+ N)
do
para su andlisis, tomando su forma equivalente:
-M)? 2 D+ N
\l[ﬁQ ] B (C2+ + ) (3.44)
dsy dy

mostraremos que la expresion que estd bajo de la raiz cuadrada en (3.44) toma

valores positivos para valores suficientemente pequenos de €. Tomemos el término:
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2

B — M

(02+D+N)

e

2(Cy+ D+ N)

p*+£

(ps +€) dg(p*+5) Mr

da

5
l

G(ps +¢)+ d2(p* +¢)?

- ar

—G'(pt+e)pste)+ D+ N)

do
G'(ps+e)— M 2
_2(G(ps+¢) = G'(ps +e)(ps+e) + D+ N) (ps +2)?
dy
Gp.+e)—M)*  _[Gp.+e)—M
— (p +5) ) (p +5) (p*+€>+<p*+€)2
dg d2
2 * - ! * * D N
_2(Glpste) —G'(pite)(ps+e)+ D+ )_(p*+€)2
dy
/ _ 2 ! —
_|Gpte)—M Ly G'(ps+e)— M (0. + )
d2 d2
_ 2(Gpst+e) —G'(p+e)(ps+¢) + D+ N)
dy
G'(p.+2)—M]* 2G'(p.+e)(p.+2)  2M(p. +2)
= - +
da ds da
_ 2G(ps +¢) N 2G'(p« +e)(p« +€) 2D 2N
d2 dg d2 d2
_[Gwte) - M]* 2Mp.+e) 26(p.+e) 2D 2N
N i dg | d2 dz d2 d2
_-G/(p*+€)_M-2+2 M(p*_FE)_E _ G(p*+€)+2
N i dg | dg d2 d2 d2
(G'(p,+e)—M]° M(ps+¢)—N G(ps+¢)+ D
— 19 _
d2 d2 d2
(3.45)
Ya que Q(p) = Mp — N intersecta a la parabola %dgpz + Bap 4+ Cs en el punto
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S < p« + ¢, entonces, Q(p. +¢) = M(p. +¢) — N > G(p« +¢) + D y de tal modo

demostramos que

>0 (3.46)

Bo—=M)* 2(Co+D+N)
d ds

Cuando € — 0 observamos que é — 0, por lo que cada uno de los términos de

(3.46) tienden a cero y ademés se cumple (3.40), entonces podemos asegurar que:

[B2—M]2_2(CQ+D+N)

0 3.47
d2 d2 - ( )

Por lo anterior

—0 (3.48)

De (3.39) tenemos que

H_I}é(pi(Vanla Tt 7Vn7D)) :p*(VOth T 7Vn7D) (349)

Como (p.(vo,v1,+* , Vn, D)) continuamente depende de los parametros (vg, vy, -+ , v, D),
entonces el limite li_lz%(pi(yo, Vi, U, D)) en (3.49) también depende de los para-
15

metros continuamente (ya que la convergencia en (3.49) puede ser considerada sobre
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algin compacto y entonces es uniforme).

Supongamos que () intersecta a %dpo + Bip + C1 + D, entonces, utilizando las

notaciones (3.37) y que se cumpla (3.40) tenemos

1
MP—N:§d1p2+51P+C1+D

1
§d1p2+ﬁ1p+Cl+D—Mp+N:0

1
5cllp"’er(Bl—M)+(O1+D+N)=0

= (B= M £ (5 — M= 4 () (G D+ N)

£

Py = 2(%6[1)
. M =B £4/(B - M)* =24, (C, + D+ N)
p*_ dl
2
pi:Hi\J(ﬁl—M) —Qd;(Cl+D+N) (3.50)
dy &3

Igual que el caso anterior analizaremos primero el término Md;fl, sustituyendo

(3.23) en él nos queda

M — . M—G/(p* —€)+d1(p* _5)
dl a dl
(3.51)
M—-G'(p,—«
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Después de aplicar la féormula (3.31) para el primer miembro en (3.51) vemos
que para valores suficientemente pequenos de &, el primer miembro de la suma en

(3.51) es negativo y tiende a cero cuando € — 0

M= G(p. — <)
d;
M= G(ps —2) (3.52)
- 5[G' (px+e) =G’ (px—e)]—¢[G’ (px+€)+G' (p« =) +[G (px+¢) —G(p« —¢)]
52

Pero el segundo miembro de la suma en (3.51) es positivo y tiende a p, > 0

cuando € — 0, entonces, para valores suficientemente pequefios de

M —G'(ps —e) +di(ps —€)

0< 3.53
- (3.53)
y
o M—0
}:IL% o Ds (3.54)
La magnitud dentro de la raiz en (3.50) es:
— M)*—2d,(C; + D+ N
(6 = M) G DTN (3.55)

di
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ya que d; < 0,01 > 0,D >0y N > 0. Entonces, la férmula (3.50) se tiene de tal

forma como sigue:

g_M—ﬁl+¢(61—M)2—2d1(01+D+N)

3.56

Cuando £ — 0 notamos que d—ll — 0, por lo que (3.55) tienden a cero y ademas
se cumple (3.40).

Por lo tanto

2
0< \l = M) 201 (o + D+ N) —0 cuando £—0 (3.57)

di

Por lo anterior

l%%(pi(VOa iy 0y Un, D)) = p*(VOa Vi, Un, D) (358)
y ademds sabemos que pZ(vg, V1, -+ , vy, D) depende continuamente de los para-
metros v, vy, -+, Uy, D, entonces el limite p,(vo, v1, -+ , vy, D) también depende de

los parametros continuamente por convergencia uniforme.

Por lo tanto p.(vo,v1,- - , v, D) es un equilibrio exterior, es tnico y depende

continuamente de los paramentos.

Ahora consideremos el caso cuando
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liny G(p. +2) = G(p. — 2) = 9(p.) — G(p.) = 0 (359)

Supongamos que () intersecta a la pardabola %d2p2 + Pop + Cy + D, tomando el

termino Md;fQ de (3.39) para su andlisis, sustituyendo (3.24) en él, nos queda:

M—pBy,  M—G'(p.+e)+da(ps +¢)
dg N d2
M —G'(pi+e)

da

(3.60)

+ (P« +5)

Al sustituir (3.30) en el primer miembro en (3.60) vemos que para valores su-
ficientemente pequenos de ¢ el primer miembro de la suma en (3.60) es positivo y

tiende a cero cuando € — 0

M —G'(p. +¢)
da

B M -G (ps+¢)
= OGO et T Co ) —a—a] T P+ T ¢)
2

e2[M — G'(ps + )]
SIG'(pe+€) =G (pe — &) +e[G'(pe + &) + G'(pe — €)] = [G(ps +€) — G(ps — )]
(3.61)

Cuando ¢ tiende a cero mas rapido que [G(p. +¢) — G(p« — €)] nos queda que

£’ [M—G/(p*—}—g)] —
5IG'(ps +€) = G'(px — )] +e[G'(ps +€) + G'(pe — €)] = [G(ps + ) — G(p- —(;)éQ)
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Pero el segundo miembro de la suma (3.61) es positivo para valores suficien-

temente pequenos de € y tiende a p, > 0 cuando € — 0, entonces para valores

suficientemente pequenos de ¢ (3.60) queda de la siguiente forma:

_ M —G'(pi+¢) +da(pe + )

0
da

e—0 d2

Tomemos el término siguiente de (3.39):

V(Bs — M)? = 2d, (Cy + D + N)

da

tomando su forma equivalente:

d3

(3.63)

(3.64)

Tomando en cuenta el resultado de los pasos anteriores, sabemos que (3.64) toma

valores positivos cuando ¢ es suficientemente pequefio.

Sustituyendo el valor de dy, que estd dado por (3.30) en (3.64) tenemos
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£2

(B2 — M)? = 2dy (Co+ D+ N)
[%[G'(pws)—Gf(p*—e>1+a[cf<p*+e>+cf<p*—a)}—[G(pﬁe)—G(p*—en}2

et (B2 — M) = 2d5 (Cy+ D + N)]

[£16/ (. +2) = C(p. = )] +2[C(p. + )+ C(p. — )] = [Glp. +) = Clp. — ]|
(3.65)

Cuando ¢ tiende a cero mas rapido que [G(ps +¢) — G(p. — €)], entonces

et [(B2 = M) = 2d5 (Co+ D + N)]
{% [G'(ps +€) = G'(ps — €)] +e[G'(ps +) + G'(pe — )] = [G(ps +€) — G(ps — 5)]}

5 — 0

Quedando (3.64) de la siguiente forma:

— M)? —2dy(Co+ D+ N
lim\l(ﬁz (G DA N) (3.66)
e—0 d2
Entonces de (3.39) tenemos que
H_E%(pi(y()a iy 0y Un, D)) = p*(VOa Vi, ot Un, D) (367)
De la misma forma, como (pZ(vg,v1,- -+ , Vs, D)) depende continuamente de los
pardmetros (v, V1, -+ , Vn, D), entonces el limite siguiente: (p.(vo, V1, -+, Vn, D)) en
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(3.67) también depende de los pardmetros continuamente(ya que la convergencia en

(3.67) puede ser considerada sobre algin compacto y entonces es uniforme).

Supongamos que () intersecta a la parabola %dpo + pip + Cy1 + D, tomando el

término Md;fl de (3.50) para su andlisis, sustituyendo (3.23) en él, nos queda:

M—p _ M—Gp.—e)+di(p. —¢)
dl dl
(3.68)
M -G (p,—e¢
= d? )+%—@

Después sustituyendo (3.31) que corresponde al valor de d; en (3.68)

M — G'(p. —¢)
dy

+ (p* - 5)

M —G'(p. —¢)

S[G' (ps+e) =G’ (ps—e)] =[G’ (px+e)+G' (p+ —€)|+[G(p«+€) —G(ps—¢)
2

]+<p*_5)

3

— g [M_G/<p*_6)] +(p —€>
5IG(p+e) =G —o)] —e[G(p+e) +G'(ps — )| +[Glp +2) = Glp. —e)]
(3.69)
Cuando € — 0 més répido que [G(ps + €) — G(p« — €)]; tenemos que
e [M = G'(p —€)] 0

5GP +e) =GP — o) —e[G(pe +8) + G'(pe — )] + [Glps + ) — Glps — €)]

Y p. —e — p. y se cumple (3.59). Quedando (3.69) de la siguiente forma:

. M—=p
ll_r% P D (3.70)
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Tomemos el término

\/(61 — M)*—2d, (Cy + D+ N)
dy

para su analisis, tomando su forma equivalente:

$ (81 — M)? = 2d, (Cy + D+ N) (3.71)

di

La magnitud dentro de la raiz toma valores positivos cuando se toman valores

muy pequenos de ¢, ya que d; < 0,C7 > 0,D >0y N > 0 resultando que

Sustituyendo el valor de d;, que esta dado por (3.31) en (3.71)

(81 — M)? = 2d, (Cy + D+ N)
di
(81 — M)? = 2d, (Cy + D+ N)

[ 5[G' (pe+e) =G (p«—e)] =[G’ (px+&)+G' (p+ —&)|+[G (P« +¢) —G(p+ —2)] } 2
£2

et (81 — M)* = 2d; (C1 + D + N)]

[5G (. +2) — C(pu — )] = [C(pe +€) + C'(p. — )] + [Clpu +€) — Clpn — )]
(3.72)
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Cuando € — 0 mas rapido que [G(p. +¢) — G(p. — €)] y se cumple (3.59) queda

(3.71) de la siguiente forma:

) —~ M)* —2d, (C; + D+ N
hm\l (6 = M) é( - ) 0 (3.73)
e—0 dl
De manera similar concluimos que:
Hm(pi(VOa Viy ", Vn, D)) = p*(y()a Viy ", Vn, D)
e—0
y ademads sabemos que (pS (v, v1, - , Vs, D)) depende continuamente de los para-
metros (vg, V1, -, Vn, D), entonces el limite (p.(vo, v1,- -+ , vy, D)) también depende

de los parametros continuamente por convergencia uniforme.

Por lo tanto p.(vg, v, -+ , vy, D) es un equilibrio exterior, es tnico y continua-

mente depende de los paramentos.

Ahora, investigamos la dependencia del precio del equilibrio exterior respecto a

la demanda activa D. Fijamos algtin valor D = D y consideramos primero D > D.

Ya que p.(D) > p.(D), consideramos dos casos: p.(D) = p.(D) en alguna vecindad
a lado derecho de D, o p.(D) > p.(D) cuando D > D. En el primer caso Q(p.(D)) >
g(p«(D)) + D cuando D > D, y entonces,

Q(p.(D)) > g(p.(D)) + D (3.74)
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De lo contrario, si se cumple (3.74), entonces para 0 < D — D < Q(p.(D) —

g(p«(D)), se cumple, p.(D) = p.(D). De tal manera, p.(D) es constante dentro del
intervalo [D, D) donde D, > D siy s6lo si se cumple la desigualdad estricta (3.74).

Si en lugar de (3.74), se cumple la igualdad Q(p.(D)) = g(p.(D))+ D. Entonces,
esta igualdad se guarda en alguna vecindad en el lado derecho de D. Es correcto ya
que en caso contrario es posible encontrar la sucesién monoétonamente decreciente

de los puntos Dj, > D convergente a D para la cual se cumplen las desigualdades:

9(p«(D) + Dy < Q(p.(D)) < G(p.(D) + Dy, (3.75)

Por continuidad, p.(D) respecto a D, obtenemos que p,(D},) converge a p.(D).
En el otro lado, en el caso considerado p,(D) # p.(Dy) para Dy > D. De este

modo, la desigualdad (3.75) muestra que p,(D) es el punto limite de los puntos de

discontinuidad de la demanda, lo que contradice la suposicion A1, entonces,

Q(p+(D)) = g(p«(D)) + D (3.76)

Para D > D dentro alguna vecindad del punto D. Por diferenciabilidad continua
y monotonia de las funciones Q(p) y g(p) = G(p) en el lado derecho del punto p.(D)
obtenemos que la funcién p,(D) es continua y diferenciable derecho del punto D,

ademas
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p!(D +0)

(3.77)

.
.

Q' (p+(D)) = G'(p«(D) +0)

El caso cuando D < D, es simétrico. De la misma manera se establece que p, (D)

es diferenciable izquierda del punto D . Ademds, p.(D — 0) = 0, si Q(p.(D)) <
D D () — ot - Y — D D
G(p*(D)) + D7 yp (D 0) Q’(p*(D))—G’(p*(D)—O)’ S1 Q(p*(D)) G<p*(D)) + D

Para terminar la demostracion se quedo escribir Q' (p.(D)) utilizando las formulas

siguientes

0y 1 1. 1 1 .
- = —+ — >7>O7 221727'”772‘ u 3.78
8p Qo V();I/i—i‘(li Qo ( )
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Capitulo 4

Equilibrio Interior

Para definir equilibrio interior, primero vamos a realizar un procedimiento de
verificacién de los coeficientes de influencia v; como ya fue propuesto en el trabajo
[22]. Asumimos que tenemos un equilibrio exterior (p,qo,q1, - ,¢s) y €sto ocurre
para algin vy, 1vq,--- ,v, y D. Uno de los productores, digamos k, temporalmente
cambia su comportamiento por la abstencion de maximizar su utilidad conjeturada
(o beneficio social, como en el caso k = 0 ) y haciendo pequenias variaciones alre-
dedor de su volumen de producciéon de equilibrio ¢. En términos matematicos, esto
es equivalente a la restricciéén de los agentes del modelo al subconjunto ¢ # k con

la produccién g sustraida de la demanda activa.

Las variaciones del volumen de produccion por el agente k son entonces equivalen-
tes a las variaciones de la demanda activa en la forma D, = D — ;. Si consideramos
estas variaciones que sean infinitesimales, asumimos que mediante la observacién del
correspondiente cambio del precio de equilibrio, el agente k£ obtiene la derivada del
precio de equilibrio con respecto a la demanda activa, esto es, sus coeficientes de
influencia. Para calcular éstas derivadas aplicamos las férmulas del Teorema 3.2,
recordando que el agente k esta temporalmente ausente del modelo de equilibrio, de

modo que en la suma debe ser excluido el término ¢ = k. Teniendo esto en cuenta
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se obtiene el siguiente criterio.

Criterio de consistencia 4.1. En un equilibrio exterior (p,qo,q1," -+ ,qn) para los
coeficientes de influencia vy, > 0, k =0,1,--- ,n, n > 2 serdan consistentes si existen
rx € [G'(p—0),G'(p+0)] cuando G'(p—0) < G'(p+0) 611, € [G'(p+0),G (p—0)]

cuando G'(p+0) < G'(p — 0) tales que se cumplen las siguientes condiciones:

1
=1 vi+ta; 0
1 . .
Vi:uo+aozn - _T‘1:1,2,---,n sin <2 (4.2)
ao j=0j#1 vj+a; J

en donde G’'(p—o0) y G'(p+ o) se calculan en el punto (p,G = > ;¢ — D) de la

grafica L de la funcién de la demanda. Si r; = —oo, entonces los v, son iguales a cero.

Comentario: Si, todos los agentes son empresas privadas que buscan maximizar
su utilidad, entonces las formulas en el caso de n > 2 (4.1)- (4.2) se reducen a la

forma obtenida en [22]:

1
v; = T i=0,1,2,---,n (4.3)

noo o1 g
J=071 vj+a, J

Ahora estamos en condiciones de definir el equilibrio interior.
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Definicién 4.2. El vector (p,qo,q1,"** ,GnsVos V1, 1 Vn), Vg > 0, k = 0,1,--- |'n
se llama equilibrio interior si, para los coeficientes de influencia considerados el
vector (p,qo, q1, -+ ,qn) €S un equilibrio exterior, y el criterio de consistencia se sa-
tisface para todo k. Si todos i, en (4.1)- (4.2) respectivamente son iguales entre s,

el equilibrio interior se llama fuerte.

Teorema 4.3. (Formulacion del Teorema sin demostracion esta en [30] )

Bajo las suposiciones A1, A2 y A3, existe un equilibrio interior fuerte.

Demostracion

Vamos a demostrar que existen r € [—o0, 0], v; € [0, +00), p € [po, +0) y ¢; > 0,
tales que el vector (p,qo,q1, - ,qn) es el equilibrio exterior y para todos los k se
cumple el criterio de consistencia (4.1)- (4.2). Para no tener valores infinitos defini-

mos r = a € [—1,0] y reescribimos la parte derecha del criterio de consistencia

o
1+a?

(4.1)- (4.2) del modo siguiente:

1+«

FO(CK,I/Q,Vlj..- ,V0> = (1 —|-a) - T . (44)
=1 y;+a,
14+«
FZ-(CY,V(),Vl,-“ 7V0>: vot+a n 1 (45)
(1 @) 20 im0t vray —
Comov; >0,a; >0,i=0,1,--- ,ny«a € [—1,0] las funciones F;, i = 0,1,--- ,n

estan bien definidas y ademas son funciones continuas con respecto a sus argumentos
vj, j = 0,1,--- ,n sobre los dominios correspondientes. La dependencia del para-
metro D no la consideramos ya que dentro de la demostracién este parametro no

cambia su valor.
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Introducimos un mapeo auxiliar ¢ : [—1,0] x R — 2710 de la siguiente ma-
nera. Para a € [—~1,0] y (vp,v1, -+ ,v,) € R encontramos el equilibrio exterior
(P, G0, q1, "+ * ,qn) correspondiente a vy, vy, -+ , vy, ¥ en el punto (p,G = 3 ¢;) de la
curva L de la demanda obtenemos G'(p 4+ 0) y G'(p — 0). Utilizando estos valores

G (p+0) G'(p=0) ;. Ya que G'(p+0) y G'(p—0) pertenecen

+ _ —_ —
calculamos o™ = o0 Y ¥ T TG0

al intervalo [—o0, 0], entonces, a™ y a~ pertenecen al intervalo [—1,0].

Definimos el valor del mapeo ¢(«; vy, vy, ,1,) en el punto (o; vy, vy, -+, vy)

como el intervalo cerrado [a, a7, si at < a7, o el intervalo [a™,a™], si at > a™.

Vamos a mostrar que el mapeo ¢ es cerrado. Si el punto p es el punto de con-
tinuidad de la curva de la demanda, entonces, en una vecindad de este punto p se
cumple G'(p +0) = G'(p — 0) = G'(p) y la funcién G’(p) es continua respecto a
p y como p continuamente depende de vy, vy, ,1,, entonces at = a~ y conti-
nuamente dependen de vy, vy, - -, v, (como una funciéon compuesta de las funciones
continuas). La dependencia ¢ del primer argumento « es ficticia. Suponemos ahora
que el equilibrio ocurrié en el punto de discontinuidad de la curva L de la demanda,

en este caso pueden pasar los cuatro casos siguientes:

1) G(p) =X ¢ > g(p), es decir, es el punto de discontinuidad de la funcién de la
demanda L y el punto (p, G) estd en el punto superior del segmento vertical

de la grafica de la curva L;

2) G(p) > > q; = g(p), en este caso el punto (p, G) de discontinuidad estd en el

punto inferior del segmento vertical de la grafica de la curva L;

3) G(p) > > q¢; > g(p), en este caso el punto (p,G) de discontinuidad esté en el

punto intermedio del segmento vertical de la grafica de la curva L;

4) G(p) => ¢ = g(p), pero G'(p 4+ 0) # G'(p — 0); en este caso p es el punto de

continuidad de la funcién de la demanda pero su derivada no es continua.
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Consideramos detalladamente el primer caso. En este caso G'(p + 0) = —o0 y,
entonces a™ = —1, pero G'(p — 0) tiene valor finito, que significa que o~ € (—1,0].
Ademas, existe una vecindad al lado izquierdo del punto p (incluyendo el punto p)

tal que la funcién G’'(p) es continua dentro de esta vecindad.

Por eso, para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que para los precios u € (p—4, p| se

cumple |%(/7(::)()])| < €. Ademas, podemos suponer que dentro del intervalo (p—d, p)

no hay puntos de discontinuidad ni de la funcién G(p) ni de sus derivadas.

Consideramos el vector v = (1,1, -+ ,1,) y una vecindad V C R del punto
v. Para w € V notamos por p(w) y ¢;(w) el precio y los volimenes de produccion
correspondientes al equilibrio exterior encontrado para w (que existe y es unico). De
tal modo, u(v) = py ¢:(v) = ¢; y son funciones continuas, entonces, podemos elegir

la vecindad V suficientemente pequena, que si w € V' se cumplen las desigualdades

siguientes |pu(w) —p| <0y > qi(w) > g(p).

Por a™(w) y o~ (w) notamos los extremos del intervalo ¢(a,w) tal como fue
definido arriba. Si ocurre p(w) > p para algin w € V| entonces, ya que los puntos

de discontinuidad son aislados y la funciéon de la demanda es no creciente, nosotros

obtenemos que G(u(w)) < g(p) < ¥ gi(w) > G(u(w)).

La contradiccion obtenida demuestra que pu(w) < p para cualquier w € V. Si
p(w) =py > agw) < Glu(w)) = G(p), entonces a™ (w) = at(w) = —1, es decir,
o(a, w) consiste de s6lo un tinico punto, el cual pertenece a ¢(a, v). Si para p(w) = p
se cumple Y ¢;(w) = G(u(w)) = G(p), entonces a™ (w) = a~ y a®(w) = a™ = —1,

es decir, ¢(a, w) coincide con ¢(a,v).

Sea ahora u = pu(w) € (p— d,p). En este caso o (w) = a™(w) = I_GIG(,’&), y por
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eleccion de § el punto ¢(a, w) esté en la distancia del &~ menos que €, es decir,

|p(a, w) —a~| < e. De tal modo (ya que € > 0 es cualquier) demostramos que ¢ es

mapeo semicontinuo superiormente en el punto («, v).

Los demés casos se consideran de la misma manera como consideramos el primer

caso, utilizando las modificaciones evidentes de los pasos anteriores.

Para finalizar la demostracién del Teorema 4.3, consideramos el mapeo

H = (6, Fo, Fy, o Fo) s [21,0] X R [=1,0] x Ry

(4.6)

y elegimos un compacto tal que el mapeo H mapea este compacto en si mismo.

Definimos s = max{%, ag, a1, -+ ,a,}. Si a = —1, entonces

Fo(—L o, Vi, ,Vo) =0

E:(_]-,V(],]/l,-.-’yo)zo /[::172’...771/

si a« € (—1,0], entonces

1+« 14+«
OSFO(a7V07V17"'7V0): 1 < 1
I+a) Xt e —a ™ (I+a) X,
1 1
= n 1 — n 1
=1 v;4a; =1 p;+s
y
1+«
0<F1(a7V07V17"' 7V0):
= + n 1
(1 + Oz) uoaoao Zj:O,jﬁ e e
< 1
— vota n 1
S 2j=0,3#i viva;
1 1 )
< i=1,2,--.n

7=0,3#1 vj+a, J=0,371 vj+s
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y de las desigualdades obtenidas arriba sigue que si @ € [-1,0] y 0 < r; < -2

= n—1°
j =0,1,---,n, entonces Fj(a,vp,v1, -+ ,v,) € [0,-*5],7 = 0,1,---,n. Entonces,
el mapeo semicontinuo superiormente H = (¢, Fy, Fy, -+ , F,,) mapea el compacto
[—1,0] % [0, =%5]"*" en si mismo y, por el teorema de Kakutani, el mapeo H tiene el
punto fijo (a, vo, V1, -+ , V), es decir,

Qb(Oé,l/(),Vl,"' 7Vn) =

Folo,vo, i, s vm) = 10

Fl(a7V07V17”'a]/n):V1 (49)

Fn(Oé,l/07l/1,"' 7Vn) =Uln

Utilizando los valores encontrados de los coeficientes de influencia de los produc-
tore (v, V1, -+ , V) € [0,19) X R} calculamos el equilibrio exterior (p, qo, g1, , gn),
el cual existe y es tnico (por el Teorema 4.2). Las condiciones de consistencia son
cumplidas para los coeficientes de influencia, lo cual se ve inmediatamente del sis-
tema anterior. Entonces, el vector (p,qo,q1, " , qn, Vo, V1, ,Vn) €8 un equilibrio

interior fuerte.l
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

En el trabajo presentado se considerd un oligopolio mixto con equilibrio de varia-
ciones conjeturadas (CVE) con més de 2 productores en un mercado de un producto
homogéneo, con la funcién de la demanda G(p) discontinua. Las conjeturas de los
agentes se refieren a la variacion de los precios en funcién de incrementar o disminuir
su producciéon. El oligopolio mixto con el que trabajamos cuenta con un productor
publico, el cual, en contraste a los agentes privados, no maximiza la funciéon de su

ganancia neta sino la funcion de beneficio doméstico social.

Bajo suposiciones generales, demostramos la existencia y la unicidad del equili-
brio exterior, definido por las conjeturas fijas de los agentes dadas en forma exdgena,
asi como la existencia del equilibrio interior o equilibrio interior fuerte, en los
cuales las conjeturas (coeficientes de influencia) de los agentes se encuentran en el

proceso de la busqueda del equilibrio mismo.
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5.2. Trabajo futuro

Para nuestro trabajo futuro tenemos contemplado extender los resultados teori-
cos obtenidos en este trabajo de tesis para el caso de un duopolio mixto, ademas de
realizar los experimentos numéricos para cada uno de los casos (oligopolio mixto y

duopolio mixto), usando el modelo propuesto en ésta tesis.
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Capitulo 6

Anexo

En este Anexo se hace una recopilacién de resultados existentes necesarios sobre
el Teorema de Kakutani para la demostraciéon del Teorema 4.3 en el Capitulo 4.
Por esta razoén a continuacién haremos una breve introduccion de este teorema, asi

como un repaso para el Teorema de Brouwer.

El Teorema de Brouwer establece que, para ciertas condiciones sobre el dominio,
una funcién continua de un conjunto en si mismo tiene al menos un punto fijo, es
decir, que la ecuaciéon f(zr) = x tiene al menos una solucién. Introducimos unas

definiciones.

Definicién 6.1. Sea f un mapeo de un conjunto A en si mismo. Decimos que x € A

es punto fijo de f si f(x) = .

Tratando de dar una idea mas intuitiva de este concepto, al aplicar una funciéon
a un conjunto podemos imaginar que la funciéon “mueve” a los puntos del conjunto.
Con esta idea de movimiento, un punto fijo es un punto que no se mueve, simple-
mente se queda fijo donde estd. Asi, un punto fijo es invariante bajo la funcion,

nunca cambia sin importar cuantas veces se la apliquemos.
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Definicién 6.2. Un espacio métrico es una pareja (M, d), donde M es un conjunto,
M # 0 yd: MxM — R es una funcion de la distancia con las siguientes

propiedades:
1) d(b,a) >0
2) d(b,a) =0 siy solo sia=1»b
3) d(a,b) = d(b,a)

4) d(a,b) < d(a,c)+d(e,b) (Desigualdad del triangulo)

Ademas si {z,} es una sucesién de Cauchy en M, entonces existe un punto z
en M tal que d(x,,x) — 0 (completez de M) . Si se cumple lo anterior se dice que

(M, d) un espacio métrico completo.

Es bien sabido que R™ con la distancia usual euclidiana es un espacio métrico
completo. Debido a que trabajaremos principalmente en R™ o subconjuntos de éste,

podremos aplicar los resultados que obtengamos para espacios métricos completos.

En un espacio métrico completo, una clase importante de funciones es la clase
de funciones que encogen o contraen el espacio. Bajo la idea de movimiento expli-
cada anteriormente, una funciéon de contracciéon es aquella que acerca los puntos del

conjunto. La definiciéon formal es la siguiente.

Definicién 6.3. Un mapeo f : M — M, donde M es un espacio métrico, se dice
que es mapeo de contraccion si existe un numero real 0 < 8 < 1 tal que para toda x,

y en M se cumple:

d(f(x), f(y)) < 0d(z,y)
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Los teoremas de punto fijo pueden clasificarse en dos grandes grupos: teoremas
de existencia o teoremas de construccién. Un teorema de existencia inicamente nos
asegura que, bajo ciertas condiciones, la funcién tiene un punto fijo, mientras que

uno de construccién nos presenta un proceso o algoritmo para encontrar el punto fijo.

El Teorema de Punto Fijo de Banach nos asegura que con suficientes iteraciones,
podemos conseguir o aproximarnos a un punto fijo de la funcién. Este es un claro
ejemplo de un teorema de construccién, donde el proceso para conseguir el punto
fijo es iterar la funcién. Por esta razoén presentamos el Teorema de Punto Fijo de

Banach, como fue enunciado en [31].

Teorema 6.4 (Teorema de Punto Fijo de Banach). Sea (M,d) un espacio métrico

completo y f : M — M un mapeo de contraccion, entonces f tiene un unico punto

fijo en M.

El Teorema de Brouwer es un teorema de existencia, no nos proporciona la
solucién explicita a f(z) = z, sélo nos asegura la existencia de una solucién. En

seguida se cita este teorema como en el trabajo [31].

Teorema 6.5 (Teorema de Brouwer). Sea f un mapeo continuo de la bola unitaria

B™ en si misma, entonces existe un punto ¢ en B" tal que f(c) = c.

Es importante notar que las hipétesis del Teorema de Brouwer son imprescindi-
bles, si el mapeo no es continuo o si no esta definido en la bola unitaria, la funcién

podria no tener un punto fijo. Consideramos dos ejemplos:

1. Considere la funcién f definida en la bola unitaria B! de la siguiente forma;
f(z) =0 paraxz # 0y f(0) = 1. Esta funcién es discontinua sélo en el cero

pero eso es suficiente para que no tenga puntos fijos;
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2. Considere la funcién f(r) = —x definida en B' — {0} . La funcién es continua
en todo el dominio, el cual es la bola unitaria sin un punto, pero no tiene

puntos fijos.

El Teorema de Brouwer es muy limitado debido a la restriccién sobre el domi-
nio del mapeo, pero se puede extender el resultado a conjuntos mas generales. Es
decir, aplicar el Teorema de Brouwer para conjuntos compactos y convexos. Estos

conjuntos son topolégicamente equivalentes a la bola unitaria.

Definicién 6.6. Sean A,D subconjuntos de R™. Decimos que A y D son topoldgi-
camente equivalentes, si existe un homeomorfismo h entre ellos, es decir, si existe

una biyeccion continua de A sobre D con inversa continua.

Con la definicién anterior el Teorema de Brouwer se extiende a conjuntos topo-

logicamente equivalentes a la bola unitaria B™. Se enuncia el siguiente colorario.

Colorario 6.7. Sea D topologicamente equivalente a la bola unitaria B™ y sea f un

mapeo continuo de D en si mismo, entonces [ tiene al menos un punto fijo.

A continuacién observamos algunos de los conjuntos topoldgicamente equivalen-
tes a la bola unitaria B™, para los cuales cualquier funciéon continua definida de ellos

en si mismos tendra al menos un punto fijo:

1. toda bola B,(c) en R"™ es topoldgicamente equivalente a la bola unitaria B™;

2. todo subconjunto compacto y convexo de R"™ es topoldgicamente equivalente

a la bola unitaria B".

Ahora, citamos el Teorema que es extension del Teorema de Brouwer.

Teorema 6.8. Sea K un subconjunto compacto y convexo de R" y sea f un mapeo

continuo de K en si mismo. Entonces f tiene al menos un punto fijo en K.
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El Teorema de Kakutani es un teorema de punto fijo para correspondencias por
lo cual empezaremos entonces por definir lo que son las correspondencias, también
conocidas como multifunciones. Adicionalmente definiremos vecindad de un conjun-

to, el concepto de semicontinuidad superior de una correspondencia.

Denotamos por P(A) el conjunto de todos los subconjuntos del conjunto A, es

decir, P(A) = B\ B C A.

Definicién 6.9. Sean X, Y dos conjuntos no vacios. Una correspondencia de X
en'Y es un mapeo ¢ : X — P(Y), esto es que a cada punto x en X le asigna un

subconjunto no vacio ¢p(x) de Y.

Definicién 6.10. Una vecindad de un conjunto A es cualquier conjunto V' tal que

existe un abierto B que satisface AC BCV .

Definicién 6.11. Sean XY espacios métricos. Una correspondencia ¢ : X — P(Y)
es semicontinua superiormente en x € X si para cada vecindad U de ¢(x), existe

una vecindad V' de x tal que si z € V entonces ¢(z) C U .

La correspondencia ¢ se dice ser semicontinua superiormente en X si es semi-

continua superiormente en todo punto x € X.

Consideramos dos ejemplos de correspondencias, de los cuales uno es correspon-

dencia semicontinua superiormente y el otro no lo es:

1. Los ejemplos mas sencillos de correspondencias semicontinuas superiormente
son las correspondencias constantes. Es decir, correspondencias ¢ : X — P(Y),
tales que ¢(z) = A Vo € X, donde A es un subconjunto de Y .Demostrarlo
no es dificil. Sea x € X arbitrario, entonces para cualquier vecindad U de A,
existe la vecindad V' = X de x tal que si z € X entonces ¢(z) = A C U,
debido a que U es vecindad de A.
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2. Considere la correspondencia ¢ : [0, 2] — P([0,4]) definida por

¢(r) = (6.1)
0,4 si x#1

Esta correspondencia no es semicontinua superiormente en el 1. Para la ve-
cindad [1,3] de ¢(1) = {2}, cualquier vecindad del 1 contiene un punto cuya
imagen bajo¢ es el [0, 4], el cual no estd contenido en [1, 3]. Aunque es constante

en su dominio excepto solo por el 1, no es semicontinua superiormente.

Por otro lado la correspondencia ¢ : [0,2] — P([0,4]) definida por:

P(z) = (6.2)
0,4 si xz=1

es continua superiormente, también lo es la correspondencia ¢ : [0, 1] — [0, 1]

definida por
¢(z) : [0, ] (6.3)

Las anteriores son ejemplos de correspondencias no constantes y semicontinuas

superiormente.

Ahora podemos formular el Teorema de Kakutani de tal manera como esté for-

mulado en [31].

Teorema 6.12 (Teorema de Kakutani ). Sea C' un subconjunto no vacio, compacto
y convezo de R™. Si F': C'— P(C) es una correspondencia semicontinua superior-
mente cuyos valores son cerrados y convexos, entonces I tiene al menos un punto

fijo, es decir, existe un punto x* € C' tal que x* € F(x*).
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