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RESUMEN

Pasividad de Sistemas Lineales modelados por Grificas de
Ligadura.

Publicacién No.

Ricardo Javier Puente Aranda
Universidad Autébnoma de Nuevo Le6n
Facultad de Ingenieria Mecdanica y Eléctrica
Asesor: Dr. René Galindo Orozco

Septiembre del 2018

La pasividad de sistemas de control en lazo cerrado es una propiedad ttil relacionada con la esta-
bilidad y la seguridad del sistema, en el sentido de que la cantidad médxima neta de energia que se
puede extraer del sistema esta limitada por la condicién inicial del estado. En esta tesis se propone
determinar las condiciones sobre los pardmetros de control que aseguren la pasividad de los siste-
mas planteados. Se consideran sistemas lineales modelados por graficas de ligadura (Bond Graph)
y controladores dentro de la familia de todos los controladores estabilizantes. Ademés, se propone
un disefio de control mediante la técnica de asignacion de polos para una estructura de dos gra-
dos de libertad. Se muestra que el modelado mediante graficas de ligadura provee un enfoque en

el dominio fisico de los controladores que facilita su disefio e interpretacion.
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Capitulo 1

Introduccion

El interés en pasividad es que asegura estabilidad robusta [1] y seguridad para sistemas que
interactiian con operadores humanos, dado que la cantidad de energia con que puede interac-
tuar con el ambiente esté limitada comparada con sistemas no pasivos [2]. En el trabajo de [3] se
desarroll6 un sistema de control para un robot manipulador por comparaciéon de enfoques cldsi-
cos y control basado en modelos fisicos. Ellos mostraron que el modelo fisico provee guia para la
seleccion y localizacion de actuadores conduciendo a sistemas completos estables. [4] us6 bond
graphs para proponer un marco genérico para el control en el dominio fisico. Este control basado
en modelos fisicos ha tenido recientemente aplicaciones como las de [5], [6], [7] y [8]. Hay pocos
trabajos de control basado en pasividad en bond graphs o bien control basado en pasividad y en
modelos fisicos, uno de esos trabajos es el de [9] en el cual amortiguamiento es agregado a un con-
vertidor de potencia de DC/DC tal que el sistema en lazo cerrado es pasivo. En el trabajo de [10]
se analiz6 la pasividad por medio de una pseudoestructura de union, para sistemas modelados en
bond graph. Estos resultados fueron aplicados al control basado en pasividad en el trabajo de [8]
utilizando controladores estabilizantes (ver [11]) sintetizados para una planta ideal y una pseu-
doinversa de la matriz de entrada. En el trabajo de [12] se obtuvieron formulas analiticas de los
controladores de la parametrizacion de todos los controloradores estabilizantes. En esta tesis se
aplica el resultado de la pseudoestructura de union a los controladres estabilizantes en un sistema
de control en configuracion de dos grados de libertad. Asi, los objetivos generales de este trabajo

se muestran a continuacion.
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1.1. Objetivos
Los objetivos generales de este trabajo son:

= Considerando sistemas lineales modelados por gréficas de ligadura y controladores dentro
de la familia de todos los controladores estabilizantes dados en [12], obtener una realizaciéon
en espacio de estados y posteriormente una pseudoestructura de unién para cada controla-

dor, con el fin de poder analizar las condiciones de pasividad del sistema.

= Disefar los controladores para un sistema retroalimentado en una configuracién de dos gra-
dos de libertad por medio de la técnica de asignacién de polos y guiado por el enfoque fisico
que provee el modelo en gréficas de ligadura. Asi como, encontrar las condiciones de pasi-

vidad para este sistema.

1.2. Organizacion de la tesis

Esta tesis estd estructurada de la siguiente manera.

En el Capitulo 2 se describen los antecedentes requeridos para la obtencién de los resultados
propuestos. Se explica la pseudoestructura de unién y se muestra su uso mediante un ejemplo
ilustrativo. Posteriormente, se muestran las expresiones analiticas de la parametrizacién de todos
los controladores estabilizantes.

En el Capitulo 3 se presenta el primer resultado de esta tesis. Se describe una realizacién en
espacio de estados para cada uno de los controladores de la parametrizacion, asi como una pseu-
doestructura de unién de los mismos. Ademads se analilza la pasividad del lazo retroalimentado.

En el Capitulo 4 se muestra el disefio de un sistema de control en un esquema de dos grados de
libertad por medio de asignacion de polos. Mediante la pseudoestructura de unién es analizada la
pasividad del sistema.

Por ultimo, se muestran conclusiones y trabajos futuros.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Pasividad y gréficas de ligadura

La pasividad es una propiedad importante en el disefio de sistemas integrados, tales como sis-
temas de control o sistemas mecatronicos. Se dice que un sistema es pasivo si inicamente puede
almacenar, liberar o disipar energia sin posibilidad de generarla. Un claro ejemplo de un sistema
pasivo es en el que en ausencia de una fuente externa de energia, la maxima cantidad de energia
que puede ser extraida del sistema pasivo estd limitada por la energia inicial almacenada, mien-
tras que un sistema no pasivo puede generar mas energia que pudiera ser insegura para el sistema
y la interaccién con éste. Para sistemas fisicos, la pasividad aparece como una reinterpretacion
del principio de conservacion de energia [13]. Estando el concepto de pasividad relacionado con
energia, no es de sorprender que las técnicas de graficas de ligadura han sido utilizadas para el
disefio de control basado en pasividad (ver [2], [14], [15]).

Existen muchas definiciones de pasividad en la literatura. Para sistemas de puerto-n, que son

los sistemas mds relevantes para este enfoque, las siguientes definiciones seran utilizadas.

DEFINICION 2.1. (ver [16]) Un puerto-n se dice que es pasivo si la energia disponible E 4(x,), que es

la mdxima energia que puede ser extraida del sistema para cada estado inicial x,, es finita.

DEFINICION 2.2. (ver [2]) Un puerto-n es pasivo si para todo par conjugado admisible (e;,f;), i =

1,...,n en las ligaduras de entrada, y para cada estado inicial x,, existe una constante c € R tal que
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para todo tiempo T = 0,

—fOT(elfl+---+emfm)dt§c2 2.1)

La Ec.(2.1) expresa el hecho que, sin importar el intercambio de energia en los puertos ni el
tiempo T que tome, la méxima cantidad de energia que puede ser extraida del sistema es limita-
da por una constante positiva ¢ que se puede considerar como la energia inicial almacenada en
el sistema, que depende tinicamente del estado inicial. De la definicién anterior, es claro que un
modelo en gréficas de ligadura que consiste solamente de elementos pasivos R, I y C sin fuentes
internas es pasivo. Cuando el modelo incluye fuentes internas que son moduladas por otras varia-
bles (sefiales) del sistema, no es posible tratar estas fuentes como entradas externas, sin embago,
el hecho de que un sistema contenga elementos activos no significa necesariamente que el mode-
lo no pueda ser pasivo. Mds adelante en este capitulo se da un método que consiste en un modelo
equivalente donde las entradas externas y los elementos I y C son idénticos al modelo original,
pero las ganancias de las fuentes internas son acopladas al campo disipativo original, resultando

en un nuevo campo disipativo el cual puede ser o no pasivo.

2.2. Estructura de union derivada de una grafica de ligadura

Un modelo en graficas de ligadura de un sistema o subsistema puede ser representado por una
estructura de unién S, la cual es un multipuerto que ordena las uniones 1 y 0, transformadores
TFygiradores GY [17] . Las estructuras de union establecen el intercambio de energia que asegu-
ran las restricciones entre las partes dindmicas del sistema. La figura 2.1 muestra una estructura
de unién asociada a una gréfica de ligadura en causalidad integral. Los elementos conectados al
multipuerto S por medio de ligaduras son: los elementos almacenadores I y C (campo de almace-
namiento), conectados en causalidad integral, los elementos disipativos R (campo disipativo), las
fuentes de esfuerzo S, y flujo S¢, y los elementos detectores de esfuerzo D, y flujo Dy,

De acuerdo con la figura, x() € R"*! es el vector de estado asociado con los elementos I y
C en causalidad integral, compuesto de variables de energia, momento generalizado p(f) en los
elementos I y carga generalizada q(t) en los elementos C, z(f) € R"*! es el vector de coenergia

compuesto de variables de esfuerzo e(t) y de flujo f(1), D;(t) € R y D,(t) € R"*! son vectores
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L&
M.

: 7]
%] 50,1, TF, GY)] 2| D,, D;

D,| | D;
R

B S¢

1

Figura 2.1: Estructura de unién asociada a una grafica de ligadura en causalidad integral

que asocian esfuerzos y flujos entre el campo disipativo y la estructura de unidn, por ultimo, la
entrada y salida de la planta se denotan por u(f) € R"*! e y() € RP*!, respectivamente, siendo n
el namero de estados, m el nimero de entradas y p el nimero de salidas. La entrada u(f) contiene
los esfuerzos y los flujos impuestos por las fuentes externas. Las relaciones constitutivas son z(f) =
@1(x(1)) y Do(t) = p2(D;(1)). Para el caso lineal se simplifica a z(¢) = Fx(t) y D,(t) = LD;(t), donde
F es una matriz diagonal compuesta de elementos 1/1y 1/C, y L es una matriz diagonal compuesta
por elementos 1/R y/o R. Las relaciones entre la estructura de unién y los campos multipuerto

estan dadas por

x(1) z(t)
D;i(t) | =S| Dy(t) (2.2)
y(8) u(r)

Sii Sz Si3
donde S=| Sy; Sy So3

S31 S32 Ss3
Regularmente se consideran las fuentes como entradas externas, para este caso, la estructura

de unién cumple con el principio de conservacién de energia, es decir, en ausencia de entradas
externas, la energia total que puede disipar el sistema debe ser igual a la energia almacenada, por

lo tanto se cumple %7 (#)z(f) + DiT(t)Do(t) = 0. Teniendo en cuenta las siguientes propiedades de
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la estructura de unién S :

P1 S;;y S22 son antisimétricas,
P2 S, =-S1

se asegura que se cumpla la propiedad de conservacion de energia, y por ende, la propiedad de
pasividad, ya que la energia que puede ser sustraida del sistema no excede en ninglin momento la
energia inicial. Sin embargo, existen muchos casos, tales como algunos sistemas mecatronicos o
sistemas de control retroalimentados o interconectados en cascada, que contienen ligaduras ac-
tivas que no cumplen con el principio de conservacion de energia. En estos casos se representan
dichas ligaduras activas con fuentes moduladas, MS, y M Sy, las cuales quedan dentro de la es-
tructura de unioén S . Debido a esto, las propiedades P1 y P2 no se cumplen para todos los casos,
por lo tanto, la propiedad de conservacion de energia no se satisface. Esto se puede apreciar en el

siguiente ejemplo (ver [10]).

EJEMPLO 2.1. Sea el sistema de control dado por la interconexion en cascada de dos sistemas R-C
como el de la figura 2.2.

La relacion constitutiva del campo disipativo D,(t) = LD;(t) es,

SFAL 0 — K —»MSF—— 0 ——y

Figura 2.2: Interconexion en casacada de dos sistemas R-C

1/R 0 e
I _ 1 2 ’ 2.3)

/5 0 1/Ry es
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la relacion constitutiva del campo de almacenamiento z(t) = Fx(t) es,

e3 1/C; 0 qs
= , (2.4)
és 0 1/Cy qs

¥ la fuente modulada tal que f;, = Kes, donde K es la ganancia de la fuente modulada. El modelo

puede ser representado por la siguiente estructura de union,

[ f3 ] Too -1 0 1]] es
f6 KO0 0 -10 es
Tg =1 0 0 0 O I (2.5)
es 01 0 0 O f5
heigd | 01 0 0 O |1 f ]
Se puede observar que la submatriz Sy; = I(i' z no es antisimétrica, por lo que no cumple con

la propiedad de conservacion de energia.

No obstante, que un sistema no cumpla con la propiedad de conservacién de energia no im-
plica que éste sea no pasivo. Un sistema con elementos activos serd pasivo si para cada instante,
la energia disipada es mayor que la energia generada internamente. Esto implica que para el caso
donde el sistema cuenta con fuentes moduladas, una condicién suficiente para asegurar pasivi-
dad es que, para cada instante, la energia disipada por los elementos resistivos sea mayor que la
energia generada por las fuentes internas. El problema estd en encontrar las condiciones para que
esta clase de sistemas cumpla con la propiedad de pasividad. Una solucién es un modelo derivado
de la estructura de unién que permite separar la parte no conservativa de la parte conservativa, de
modo que, las ganancias de las fuentes moduladas quedan acopladas al campo disipativo, cuyas
propiedades permiten determinar la pasividad del sistema. Este modelo es llamado pseudoestruc-

tura de union [10], y se presenta con detalle en la siguiente seccion.
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2.3. Pseudoestructura de union

Por razones de compatibilidad de dimensiones e inversién de matrices, realizar una pseudoes-
tructura de unién propuesta en el siguiente Lema requiere que haya una relacién uno a uno entre
cada elemento almacenador y cada elemento disipativo en el modelo. Esto tiene una justificaciéon
fisica derivada del hecho que los modelos son siempre aproximaciones de sistemas fisicos. La rela-
cién uno a uno entre los elementos almacenadores y los elementos disipativos se puede asegurar
si:

= Se conectan resistencias de valor alto en paralelo con cada elemento C o conectando capa-

citores de valor bajo por cada elemento R, y

= Conectando resistencias de valor pequeiio en serie con cada elemento I o conectando in-

ductores de valor pequefio por cada elemento R.

D<= — —

C
[
- 0 — A
L
R

Figura 2.3: Elementos parasitos.

Ademas se requiere cumplir las siguienes suposiciones:

Suposicién 1. Después de la interconexion de subsistemas, inicamente se aplican al sistema
de puerto-m sefiales entrada/salida cuyo producto es potencia.

Suposicién 2. Cuando se agregan elementos C o I “pequenas”, la dindmica rapida del sistema

singularmente perturbado resultante debe ser estable [18].
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Suposicién 3. Cada subsistema a ser interconectado satisface Sy; = I;, S22 =0y Sz3 = 0.. Esto
se asegura mendiante la conexién de los elementos parasitos.
El siguiente Lema [10], describe cobmo obtener una pseudoestructura de unién que permite

analizar las condiciones de pasividad de un sistema.

LEMA 2.1. Dada una estructura de union S de una grdfica de ligadura modelando a un sistema

lineal conservativo o no conservativo,

x(t) St Sz Si3 z(1)
D;(n) | = I, 0 0 D, (1) (2.6)
y(1) S31 S32 S33 u(t)

que satisface las suposiciones 1 a 3, x(t) € R"™ 1, z(t) e R, D;(t) e R, Do () e R, z(t) = Fx(1)

y Do (t) = LD;(t). Una pseudoestructura de union interna equivalente S' conservtiva es,

x(1) 0 —I, Si3 z(1t)
Di(t) | = I, 0 0 Dy (1) 2.7)
y(1) S31+S832L 0 Sz u(t)

la relacion constitutiva del campo disipativo multipuerto es, Do(t) = iDi(t) e R L= —(S11 +

S12L). Mds atin, el sistema es pasivo si la matriz L es semidefinida positiva.

La prueba puede ser vista en [10]. El Lema anterior puede ser aplicado al ejemplo (R-C) afin de

encontrar las condiciones que aseguren la pasividad del sistema. Esto se muestra a continuacion.

EJEMPLO 2.2. Partiendo de la estructura de unién del ejemplo anterior dada por la Ec.(2.5), se aplica

el Lema 2.1 y se obtiene la siguiente pseudoestructura de unioén equivalente,

(5] [oo -1 0o 1][e]
f6 00 0 -10 e
72: 10 0 0 0 A |- (2.8)
es 01 0 0 0 f5
ej (01 0 0 0| fi]
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La nueva relacién constitutiva del campo disipativo D, (t) = LD; (1),

fz 1/R1 0 (%)
N (2.9)
f5 -K 1/R2 es5

nos permite determinar bajo qué condiciones el sistema es pasivo. Para este caso, verificando la parte
simétrica de la matriz L se concluye que el sistema es pasivo si K < 2/v/R1 R, y activo para el caso

contrario.

La pseudoestructura de unién puede ser aplicada a algunas configuraciones comunes en sis-
temas de control, tales como las interconexiones en cascaday en retroalimentacion, para analizar
su pasividad. El siguiente Teorema dado en [10] muestra como obtener una pseudoestructura de
unién equivalente para sistemas de control representados en graficas de ligadura que consisten en
estructuras de unién S, y S interconectados en cascada como se muestra en la Fig. 2.4 . Se asume

que Sy no presenta efecto de carga sobre S,. Ambos subsistemas estdn conectados por sefiales

b

I3 Debido a esto, la estructura de unién del

que modulan las fuentes de esfuerzo MS? o flujo MS

sistema completo es no conservativa.

I“a. Cg[ I{I'I Cb

Za o Zh i)

Ha = MS ,b M, . i

5.:“ 3 S[” l(:.'ur .h. qu.h f‘!.b Dch'1 D!""'
bt y

Dl | D2 L e

R" Rh

1

Figura 2.4: Modelo en graficas de ligadura de un sistema interconectado en cascada

TEOREMA 2.3. Sean S, y Sy dos estructuras de union de sistemas lineales modelados en grdficas de
ligadura, dados por,

Xq (1) St ST, St Zq(1)

D)y | =| In, O O D4(1) (2.10)

a

Va() S31 Sz, S33 Uq (1)
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y
Xp(0) sbsh, sh, 2 (1)
D’ |=| 1, 0O O Db(1) (2.11)
Yu(1) Sh Sy S up(1)

que satisfacen las suposiciones 1 a 3, donde x,(1) € R"e*1, z,(1) = Faxa(t) € R"*!, D%(r) € R"a*1,
D4(1) = LaD%(1) € R"*Y, xp(1) € R™*Y, 23,(1) = Fpyxp(2) € R™*Y, DV (1) e R™>1, DY (1) = L,D?(1) €
R*1, Suponiendo que S, y Sy, estdn interconectados sin efecto de carga tal que u,(t) = Ky,(1),
donde K es una matriz no singular compuesta de las ganancias de MS? y M S]bc. Entonces, una pseu-
doestructura de unién S;b para la interconexion en cascada, que satisface las propiedades de con-

servacion de energia es,

Dy | =] Ingsn, 0 0 Dy (1) (2.12)
yu(1) 831+ S32L 0 S33 Ug(2)

T
donde x(t):=| xl(¢) xg(t)] ,

Dioy:=[ g™ o’ |
w0:=] I 2o |

Do(t):= | (D&)™ (Dhe)” ]T
813

S13:= b e
S13K S35

,3312=[ Sb.KSY,  Sh ]

— b b .—¢b a
832 = [ 533KS:?2 532 ] »833 = 833K533
La relacion constitutiva del campo disipativo es

Do(t) = LapDi (1) (2.13)
S +S4 L 0
Lapi=— 12 (2.14)
SPK(SY, +S%LLay SP +SP,L,

El sistema es pasivo si Ly}, es una matriz semidefinida positiva.
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La prueba puede ser vista en [10].
Ademas, un pseudoestructura de uniéon puede ser obtenida a partir de un modelo en espacio

de estados (A4, B, C, D) [8], como se muestra a continuacion,

x(1) o0 -I, B z(1)
D;(t) | = I, 0 0 D, (1) (2.15)
y(1) CF' 0 D u(t)

donde, z(1) = Fx(1), Do(t) = LD;(1) y L := —AF~! con F = diag{{, ...+, g2} y ¥ un

numero arbitrario de elementos L. Ademds, el sistema es pasivo si L semidefinida positiva.
En la siguiente seccion se muestran las soluciones analiticas de los controladores estabilizan-
tes y posteriormente se obtienen pseudoestructuras de los controladores y del sistema en lazo

cerrado.

2.4. Parametrizacion de todos los controladores estabilizantes

Yd | - W) L
- T = K.(s) P> (s, — Ay) lBr, Cp, B

L K (s) 4 Ty

Figura 2.5: Configuracion de dos grados de libertad.

Una version de configuraciéon de control de dos pardmetros se muestra en la Fig. 2.5 donde
u(s) es generada por dos sefiales independientes diferentes, esto es, u(s) = Kr(s)yq(s) — K(s)y(s)
donde y,(s) es la entrada de referenciay | K,(s) K(s) | es el controlador de dos parametros.
La parametrizacion de todos los controladores estabilizantes para esta configuracion (ver [11]) se

muestra a continuacion,
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TEOREMA 2.4. Suponga que P(s) € RP*"(s), K. (s) € R"*P(s) y K(s) € R""*P(s) estdn en la configu-

racion retroalimentada de la Fig. 2.5. Sean

P(s) = N(s)D"L(s) (2.16)

P(s) =D ' (s)N(s) (2.17)

cualquier factorizacién coprima derecha e izquierda de P(s) con N(s), D(s), N(s) y D(s) pertene-
cientes al conjunto de funciones racionales propias y estables R ,. Entonces, el conjunto de todos

los controladores que estabilizan P(s) estd dado por,
K. (s) K(s) ] =D;'(s) [ Q(s) Ni(s) (2.18)

donde Dy(s) := Y (s) — R()N(s), Ni(s) := X(s) + R(s)D(s), R(s) € R#n ¥ Q(5) € RHs, SON pardme-
tros libres satisfaciendo det(Dy(s)) # 0, ademds, X (s) € RHx y Y(s) € RA son la solucion de la

ecuacion Diofantina derecha.

El controlador K;(s) es usado para mejorar el seguimiento o regulacion de la sefial de salida
y(s) ala referencia y,;(s), y el controlador K(s) garantiza estabilidad interna [11]. En esta secci6n
se muestran soluciones analiticas de la parametrizacion de todos los controladores estabilizantes
para un caso particular de sistemas descrito a continuacion. Se considera una realizacién mini-
ma de una planta linealmente invariante en el tiempo, estabilizable y detectable (A, By, Cp). Se
asume que el estado es medible o se puede estimar, que la dimension del estado 7 es par, la di-
mension de la entrada es m = n/2, la dimension de salida es p = m, y que A, € """ se particiona

de acuerdo a la particiéon a bloques de B € R""*" tal que,

p P P
_ All A12 _ Bl _ p p
Ap - p p )Bp - p )Cp - Cl C2 (219)
AZI A22 BZ

Dado que en general todas las entradas de u(t) y salidas y(t) son linealmente independientes, sin

pérdida de generalidad, se asegura que Bf y Czp son matrices no singulares, ademds se supone
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que Afz y Agl son matrices no singulares. Un cambio de coordenadas definido por x(¢) := Ty x(?),
donde,
I, -BY(B)™
V10, I
1 1pP pPy-1 (2.20)
Ay Ay By (By)
~V101A7! I, - Vi@ AT BY (B))

donde
_ -1
Vi (A0, - B(BD) 142

@;:= AY, —BY(B)) 1 A}, (2.21)
Ay = I, + B (B))"'vi09,

mostrado en [12] lleva a una realizacion de la planta en nuevas coordenadas dada por,
0 Ap 0

A= ,B= ,C=C,T! (2.22)
A1 Az B,

Las soluciones analiticas de las factorizaciones coprimas derecha e izquierda para la planta des-

crita por la Ec.(2.19), asi como soluciones para la ecuacion Diofantina derecha
X(S)N(S)+Y(s)D(s) =1, (2.23)

se muestran a continuacion en el siguiente Lema [12],

LEMA 2.2. Considere la realizacion en espacio de estados dada por la Ec.(2.19) bajo el cambio de base
Ty de la Ec.(2.20). Entonces factorizaciones coprimas derecha e izquierda de la planta (sI,,— A)"'B

sobre RA,, donde A y B estan dados por la Ec.(2.22) son,

_ [(s)A7L 0 _ B
D)= 12 N@=ts| " (2.24)
0 I'(s) By,
1 A1z )
N(s) = Gia? , D(s)=B,,' T(s) (2.25)
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donde0 < ae®R, BeR"™™ y Ay, son matrices no singulares y,
T(s):= —2 (s2L,n — Agzs — A1 A1) (2.26)

Ademds, una solucion analitica para la ecuacion Diofantina derecha descrita en la Ec.(2.23) para

la factorizacion coprima derecha de la Ec.(2.25) sobre R# , es,
X()=| a*Aj;+An M |, Y(9=Bn (2.27)

donde M :=2al,, + Ay.

En el siguiente capitulo se presentan los primeros resultados de esta tesis que consisten en
realizaciones en espacio de estados de los controladores estabilizantes, las pseudoestructuras de
estos controladores y el andlisis de pasividad del sistema en lazo cerrado basado en pseudoestruc-

turas propuestas.



Capitulo 3

Pasividad de un sistema de control de dos

grados de libertad

Como se mencioné anteriormente, en un sistema que contiene fuentes internas moduladas
por ligaduras activas (sefiales), las propiedades de conservacion de energia se pueden perder.
Un método para el andlisis de pasividad de dichos sistemas es modelar el sistema mediante una
pseudoestructura de union (ver el capitulo anterior de antecedentes), lo cual permite obtener un
modelo equivalente del sistema en el cual las ganancias de las fuentes internas moduladas que-
dan alojadas en el campo disipativo. Un caso particular es el de obtener una pseudoestructura de
union a partir de una realizacion en espacio de estados, como se muestra en la Ec. (2.15), esto nos
permite obtener un enfoque en el dominio fisico de un sistema, asi como el andlisis de pasividad.

El propésito es aplicar estos resultados en los controladores estabilizantes K(s) y K, (s) de la
configuracién retroalimentada de dos grados de libertad mostrada en la Fig. 2.5, con el fin de tener
una enfoque en el dominio fisico mediante la pseudoestructura de unién, para ello es necesario
primero encontrar una realizacién en espacio de estados de cada uno de los controladores. Cabe
sefalar que el sistema de control se disefia para seguir una referencia de posicién por medio de la
eleccion del pardmetro libre Q(s). Por otra parte, se analiza la pasividad del lazo retroalimentado

formado por P(s) y K(s), para ello se obtendrd una pseudoestructura de unién de la funcion de

16
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transferencia de r(s) a y(s) (ver [11]),

Ti(s) = CN(s) D (s) @.1

En el sistema mostrado en la Fig. 2.5 y,;(s) tiene el mismo significado fisico que x(s), por lo que
su producto no es potencia y no se puede analizar la pasividad del sistema completo utilizando el
resultado propuesto por [19], sin embargo, r(s) y u(s) tienen el mismo significado fisico y la salida
y(s) se puede seleccionar para que el producto de r(s) y y(s) sea potencia, y de esta forma se pueda
analizar la pasividad del lazo formado por P(s) y K(s). Asi, los problemas abordados son,

Problema 1. Para la realizacién en espacio de estados (A, B, I;;) de la planta, determinar pseu-
doestructuras de unioén para cada uno de los controladores estabilizantes K(s) y K (s) en la con-
figuracion de dos grados de libertad de la Fig. 2.5 asegurando el seguimiento del estado por me-
dio de la eleccién del pardmetro libre Q(s). Estas pseudoestructuras se utilizan para el anélisis de
energia por medio de simulacién computacional y se emplea el campo disipativo de K(s) para el
andlisis de pasividad.

Problema 2. Encontrar las condiciones de pasividad obtenidas a partir del campo disipativo
de una pseudoestructura de unién que represente a la funcion de transferencia de r a y, Ti(s).

En la siguiente seccién se proponen realizaciones en espacio de estados de cada uno de los
controladores estabilizantes, posteriormente se obtienen sus respectivas pseudoestructuras de

union.

3.1. Pseudoestructuras de union delos controladores estabilizan-

tes

Para la implementacién en simulacion y andlisis de pasividad, se proponen pseudoestructuras
de unién para cada uno de los controladores estabilizantes K(s) y K, (s). Una solucion al Problema

1y al problema de seguimiento a la referencia se presenta en el siguiente lema:
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LEMA 3.1. Considere un sistema de control en la configuracion de dos grados de libertad de la
Fig. 2.5, donde la realizacién en espacio de estados de la planta P(s) estd dada por la Ec. (2.22),
y K(s) y K;(s) son los controladores estabilizantes del lazo de retroalimentacion y de la referen-
cia, respectivamente, dados por la Ec. (2.18). Suponga que la referencia de posicion es constan-
qd dd
da 0
(Ak, B, Ci, Di), de K (s) es,

, donde q, = cte. Entonces, una realizacion en espacio de estados,

le, esto es, yr =

0 I, 0
Ay = ;B = ;
(r—a®I, -2al, I, (3.2)

Ci=|NE— (@~ P)NF NF-2aNE|; D= Nf

donde:

NFk:=B;! [(az +1) AL + Az M];
Nf:=B;} [(2a3 - 1A}, +2aly, 2aM]
N;f = B,;l [a4A1_21 +(a®-r1)Ay azM]
M :=2al, + Ag.

con sus dimensiones de entrada, estado y salida my, ny y px, respectivamente. Y una realizacion
en espacio de estados, (A, Br,Cr,D;), de K, (s), asegurando que la salida siga a la referencia es,
0 I 0
A = " ;Br = )
(r—a®I, -2al, I, (3.3)
Cr = [Ng —(a@*-r)N] Nj—2aN!|;Dr=N|

donde:
Ny = [aZB,;}Al—Zl 0];N5 1= [2a3B_1A1_21 0

m

Ny = a*Byl Ay ol

con my, iy, py las dimensiones de entrada, estado y salida.

Mas atin, una pseudoestructura de union interna
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sk (0,1, TF,GY) para K(s) descrito por (A, Bi, Cx, Dy) es:

X (1) 0 —In, Bi| | zk(1)
Dty =| I, 0O 0| |Drkw (3.4)
Yi(®) CkFg' 0 Dy [wm®

donde 5i(s) € R"1, z.(1) = Fexpe(1) € R™*1, D¥(1) e R™1, DX (1) = LiD¥ (1) e R™L, ye(1) e RPEH!
y con el multipuerto disipativo dado por Ly = —AkF,;I.
Ademds, una pseudo-estructura de union interna

S§"(0,1, TE,GY) para K, (s) descrito por (A, B;,Cy, D;) es,

Xy (1) 0 —I,, By zy (1)

r

DI =| In 0 o |[Dyw (3.5)

r

yr(1) CF;' 0 D] |u(®

donde x.(s) e R" "1, 2, (1) = Frx, (1) e ", DI(1) e R"L, D} (1) = L, DI (1) e R™Y, y, () e RPr¥ y

con el multipuerto disipativo dado por L, = — A, F; .

Demostraciéon. Haciendo uso de las soluciones de la Ecuacién Diofantina derecha, descritas
enla Ec.(2.27), asi como de las factorizaciones coprimas descritas en las ecuaciones (2.24) y (2.25),
y seleccionando el pardmetro libre R(s) = |R;(s) R, (s)| € RA*" como: R (s) =11y Ra(s) =0,

se obtienen:

~ di(s)
Dy(s) = Gral m (3.6)
Ny(s) = [Y(s)A;zl + B Ay M (3.7)
2 rs
donde: Y(s):= | a® + Gt a)? I, - WAZZ ydi(s):=(s+ a)?-r. Sustituyendo lo anterior en la

Ec. (2.18) se llega a la funcién de tansferencia del controlador:

K(s) = (NFs? + N¥s+ NF) 1 d.(s) (3.8)



CAPITULO 3. PASIVIDAD DE UN SISTEMA DE CONTROL DE DOS GRADOS DE LIBERTAD 20

Se obtiene la realizacion en espacio de estados dado por la Ec. (3.2) empleando una forma

directa mostrada en [20], pp. 347-348, donde la variable de estado es x. Se realiz6 el cambio de

0o I,
zZ= [ ] X (3.9)

coordenadas,

I, O

a fin de simplificar los menores principales de la parte simétrica de la matriz L, y darle una estruc-
tura semejante a la de la planta.
Para K;(s), se selecciona Q(s) partiendo de la funcién de transferencia de de y; a y, To(s) =
N(s)Q(s) (ver [11]), donde:
Q(s) = [Ql Qz] (3.10)

Sustituyendo N(s), la funcién queda como sigue:

1 A12Q1 A2Q2 . . » . .
To(8) = — . Haciendo una aproximacién para bajas frecuencias tenemos:
C+a” | 5@ sQ
1 [A12Q1 AQ d d
T,(0) = — 125l 1252 , Yy asumiendo que y, = a9 = 9 ; seleccionamos Q(s) que garan-
a 0 0 qa 0

tice que la salida del sistema siga al valor de referencia deseado:
Q) =[a2a7} o] eREm " (3.11)
Sustituyendo Q(s) y D;! (s) dado en la Ec. (3.6), la funcién de transferencia para K, (s) queda:
K (9)= [a?(s + a)?Byl AT} 0] /dits) (3.12)

De igual manera que con K(s), se obtiene una representacion en espacio de estados para K;(s).
Utilizando la Ec. (2.15) se obtienen directamente los resultados de las pseudo estructuras de

unién internas dadas por las ecuaciones (3.4) y (3.5), para las realizaciones en espacio de estados

de ambos controladores. O
En la siguiente seccion se analiza la pasividad del lazo retroalimentado formado por P(s) y

K(s).
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3.2. Condiciones de pasividad del lazo retroailmentado

Analizando el lazo cerrado formado por la planta P(s) y el controlador K(s) observamos que
representa una interconexion en retroalimentacion, la cual sabemos que es pasiva si ambos sub-
sistemas son pasivos (ver [1]). Como la planta representa un sistema fisico con elementos pasivos,
basta con encontrar las condiciones para las cuales, el controlador K(s) es pasivo. Para ello se ana-
liza el multipuerto disipativo L, el cual debe ser una matriz semidefinida positiva. Utilizado el
criterio de Sylvester se comprueba lo anterior revisando si los menores principales de la parte si-
métrica dada por %(Iik + I:,Z) son mayor o igual que cero. Sea Fy := diag{F k,FZk} y utilizando Ay

dada por la Ec. (3.2) del Lema 1, la parte simétrica de ik es,

a’-r
2

(FoH=1 - %(Ff)-l 2a(FH™

0

1
(Fk)—l _ _(Fk)—l
JEI. Vo2 (3.13)

2

Usando detA = detAj1det(Arx — AglAl‘llAlz) (ver [21] , p. 23), y simplificando, se obtiene el

determinante de la parte simétrica de Lj:

ng

. . -1
det(Li+L})/2= Tf_l(az—r—l) (3.14)

donde se seleccionan Flk = sz = fI,, siendo f € R.

Ya que la planta tiene dimensiones n pary m = n/2, y debido a la realizaciéon obtenida, ny =2n
y my = 2m, el determinante de la parte simétrica de L es mayor o igual que cero paratoda ay r,
sin embargo, silos controladores son inestables su salida creceria sin limite, por lo que se requiere
que a > +/r. El lazo retroalimentado es pasivo cumpliendo estas condiciones en el controlador
K(s). Por otro lado, se analiza la pasividad del mismo lazo empleando una pseudo estructura de
union aplicada a su funcién de transferencia Ty (s) mostrada en la Ec.(3.1), para ello es necesario

encontrar una realizacién en espacio de estados. Esto se muestra en el siguiente Lema,

LEMA 3.2. Suponga un sistema de control en la configuracion retroalimentada de la Fig. 2.5, donde

laplanta P(s) estd dada por la Ec. (2.22). Entonces una realizacion en espacio de estados (A,, By, Cy,0)
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de la funcion de transferencia del lazo retroalimentado formado por P(s) y K(s), Ti(s) es:

0 I, 0 0 0
0 0 I, 0 0
AO = ’BO =
0 0 0 I, 0 (3.15)
—a*l, -4a’l, -6a°l, -4al, I,
Co=|N) N{ Nj Nf]
[ A,,B
donde: Ny := NG = "
B | | 2aBm
2aA12B, (a@®>-r)A12Bp,
Ns? = ;Nf = , con dimensiones de entrada, estado y salida m,, n, y
(@ ~1)Bp, | _ 0

Do, respectivamente.
Una pseudo-estructura de union interna S°(0,1, TF,GY) para Ty(s) descrita por (Ao, By, Cy,0)

es la siguiente:

o (1) 0 —In, Bo||z(®
Dty =| I, O 0]]|D3w (3.16)
y(1) CoF;b 0 0] |ya(®

donde x,(s) € R™*1, z,(1) = Foxo(t) € R™1,D0(r) e R"1, DI(1) = LoD?(1) € R"*, y, (1) € RPo*!
y con el multipuerto disipativo dado por L, = — A, F, . El sistema retroalimentado formado por P(s)

y K(s) es pasivo si L,=0, que se satisface Va > 0.

Demostracién. Utilizando N(s) dada enla Ec. (2.25) y Dy (s) propuesta en la Ec. (3.6), la funcién

de transferencia del lazo cerrado de r a y dada por la Ec. (3.1) resulta:

1 di(s)A12Bp,

3.17)
(s+a)* | 5d,(5)B,,

Mediante una forma directa mostrada en [20], p.347-348 y el cambio de coordenadas dado por la
Ec. (3.9), se obtiene la realizacion en espacio de estados de la Ec. (3.15). Utilizando la Ec. (2.15) se

obtiene directamente la pseudo-estructura de union interna dada por la Ec. (3.16).
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Para el sistema en lazo retroalimentado sea pasivo, se requiere que el campo disipativo L, >
0. Para ello se seleccionan F, := diag{F},F;,F},F}, FY = filn, F) = foly, F§ = f31y, F] = fuly,

siendo f1, f2, f3, fa € R, y se emplea el criterio de Sylvester sobre %(io +LT), dada por:

1. . Lin L
E(LO +L,)= (3.18)
Ly Ly
1 a* 1
0 ———1In 0 — I 0 -—1I,
2
donde, L = 1 2f2 ;Lo = 1 i(]}, Loy = 4 4a]303
- I, 0 -—1I, —1I, n I,
2f2 21" 2f 2" 2f
6a> 1
TR -1
_ 3 4 . N .
Ly = 642 1 ia , El determinante del bloque L;; es: 27 ] y debido a que

sy —
2f3 2fy fa

la planta tiene dimension 7 par, L;; = 0. Usando detA = detAxpdet(Arg — AlgAgzl As1), se obtiene

In

1
0 -——1 0
1 2p '
el determinante del bloque _ﬁl n 0 _ﬁl n|, el cual es 0. Finalmente, encontramos
2 3
1
0 ——1 0
.. | 2f; "
el det(%(Lo + Lg)), dado por:
( [ L deragy (&L, 1 )M])n 3.19)
26 A o fdet(LS,) '

Donde M :=

4 6 2 1 A
166} 7 (i - _). Dado que la dimension n del estado de la planta es par, de t(% (Lo+
1J3

fz fa

LT)) =0 Va, porlo tanto L, = 0, sin embargo, para la estabilidad de los controladores se requiere
que a > 0. (]

A continuacion se ilustran los resultados en un ejemplo, se elige un sistema mecénico de dos
carros, el cual cumple con las condiciones que la dimension del estado 7 es par, la dimensién de

P AP

120 Ao Bf y Cf son matrices no

la entrada es m = n/2, la dimensi6n de salida es p = m, y que A

singulares.
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EJEMPLO 3.1. Un sistema mecdnico de dos carros como el mostrado en la Fig. 3.1, siendo x(t) =
T T
x1(0) x2(8) x1(0) X2(0) ] , u(t) = [ w () ux(t) | »yy@ = I,x(1), tiene los siguientes pard-
metros

Tabla 3.1: Parametros del sistema

masa m; | masam; | rigidez k | amortiguador. b
my=2kg | my=3kg | k=10N/s b=0.7Ns/m

uy(t)—+

Figura 3.1: Sistema mecdnico de dos carros

Una realizacion en espacio de estados de la planta es la siguiente,

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
A= ,B =
-5 5 -035 035 05 0 (3.20)
33 -33 023 -0.23 0 033

C=1

Dado que la realizacion estd en la forma de la Ec. (2.22), no es necesario aplicar la transformacién
Ty. Se eligen los pardmetros libres tal que los controladores sean estables, esto es, que a > \/T. Se
escoge a = 4 y para la estabilidad de los controladores se elige r = 9. Empleando el Lema 3.1 se

obtiene una realizacion en espacio de estados del controlador K(s),

0, In 0, 162 0 1377 63 -66 -80 0 0
A = Bl = » Cre= (3.1
| -71, -8I, In 0 270 69 2331 -88 -1533 0 0

40 10 153 0.7

| 11 723 0.76 25.9
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y su pseudo estructura de unién dada por la Ec. (3.4), donde Fy es una matriz diagonal formada
por elementos L o C, y se eligen de manera arbitraria, en este caso se escogio Fy. = Iy, , por lo tanto la

matriz Ly = — Ay.. Del mismo modo se obtiene una realizacion para K, (s),

0, I, 0, 268 0 0000 0 0
A, = B, = Cr_ 322
—71, —8I, I, 0 480 0 0 0 0 0 0
(32 0 0 0
D, =
| 0 533 0 0

¥ su pseudo estructura de union dado por la Ec. (3.5), de igual forma se elige F, = I,.. Para su simu-
lacion se obtiene un modelo en grdficas de ligadura de la planta el cual es mostrado en la Fig. 3.2.

Las Fig. 3.3 y Fig. 3.4 muestra un modelo en grdficas de ligadura derivado de la pseudo estructura

de union de los controladores.

mi m2

I R-—1+—C I

[
MSe =11 0 11 MSe
ut u2

Figura 3.2: Gréfica de ligadura de la planta
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I
Bk ———»MSe -11 » Ck
Er MEe or
R

Figura 3.3: Gréfica de ligadura del controlador K(s)

I
Br ——»MSe -1 1 » Cr
Er MEe or
R

Figura 3.4: Gréfica de ligadura del controlador K, (s)

Se comprueban las condiciones de pasividad por medio de la matriz L. analizando los menores

principales de la parte simétrica, la cual es dada por

0 31,
31, 81,

Se comprueba que todos los menores principales son mayor o igual que cero. Se prueba el sistema

1. N
E(Lk+L,€)=

con las referencias deseadas x4, =5, Xg2 = 3, Xq1 =0, Xg2 = 0. En la Fig. 3.5 se muestra que los estados

convergen a los valores deseados.
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Se comprueba la pasividad del lazo retroalimentado por medio de un analisis de energia. En la
Fig. 3.6 se observa que la salida de velocidad converge a cero. En la Fig. 3.7 se puede apreciar que
la energia almacenada decrece con el tiempo y no sobrepasa en ningtin momento el valor inicial de
energia. Ademds la energia disipada es mayor a la energia generada internamente en todo momen-
to. Las condiciones de pasividad planteadas aseguran que la energia que puede ser suministrada del

sistema no es mayor que la energia inicia para todo valor del tiempo.

’ —x1
! —x2
. ~ dx1/dt
- dx2/dt
) Timé (s.) ’
Figura 3.5: Estados del sistema
model
3 —dx1/dt
— dx2/dt
— —
-1
0 1 2 3 4 5
time {s}

Figura 3.6: Estados del sistema con referencia al origen
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maodel
0 L
5 - Energia generada
-10
-15
0 1 2 3 4 5
Time (s.)
maodel
0.06
0I04 " . -
= Energia disipada
0.02
0
-0.02
0 5 10 15 20 25 30
Time (s.)
maodel
15 .
- Energia almacenada
10
5
0
0 1 2 3 4 5
Time (s.)

Figura 3.7: Energias del sistema sin referencias

3.3. Conclusiones

Se encontraron realizaciones en espacio de estados para las expresiones analiticas de los con-
troladores estabilizantes, lo cual puede ser utilizado para trabajos posteriores. Las pseudo estruc-
turas de unién obtenidas nos permiten tener un enfoque en el dominio fisico de los controladores,

ademads permitio su simulacion mediante modelado en graficas de ligadura. Se concluye que el la-
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zo cerrado formado por P(s) y K(s) es pasivo, siempre y cuando los controladores sean estables.
Sin embargo, no se puede asegurar la pasividad del sistema completo debido a la naturaleza de
sus entradas y salidas.

En el siguiente capitulo se presentan los resultados obtenidos para un disefio similar al pro-
puesto en este capitulo, en lugar de estar basado en la parametrizacién de controladores estabili-
zantes de [12], se basa en la asignacion de polos utilizando controladores disefidos con la guia de

pseudo estructuras de unién propuestas.



Capitulo 4

Diseno de un sistema de control de dos

grados de libertad

La pseudoestructura de unién nos permite obtener un modelo de un sistema basado en el do-
minio fisico, aprovechando esta ventaja se propone un disefio para un sistema de control similar a
la configuracién de dos grados de libertad de la parametrizacién de todos los controladores esta-
bilizantes. En este caso los controladores son disefiados por medio de la técnica de asignacion de
polos, en conjunto con algunas suposiciones derivadas de la guia que provee el modelo en pseu-
doestructura de unién. La configuracion del sistema tratado se observa en la Fig. 4.1, y consiste en
tres subsistemas X, 2}, y £, que cumplen con las suposiciones 1, 2 y 3 mostradas en el capitulo de
antecedentes, y K, € R"**Pa, K}, € R*Pa son matrices no singulares compuestas por las ganan-
cias de las fuentes moduladas. En el siguiente Lema se muestra una pseudoestructura de unién

que modela el sistema propuesto.

LEMA 4.1. Sean X, X}, y 2. subsistemas LTI representados en estructuras de union dadas por:

B | |8l Sl S| =0
Dl =1, o o]||Djw @4.1)
vir | |Sh sk Sk |wo

donde x; (1) € R"*), z;(1) = Fjx;j(r) € R™*Y, D/ (1) e R}, DJ(1) = L; D) (1) e R™*Y, y;(1) € RPI*!

30
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Hd b

— Y (P Ky — X

Yo [y |Ma[x
a [ ]

Figura 4.1: Sistema de control de dos grados de libertad

ynj, mj, pj son las dimensiones de estado, entrada y salida respectivamente, para j € {a, b, c}. Con-
sidere un sistema como el mostrado en la Fig.4.1, donde Kj, € R""*Pb y K, € R™a*Pa_ Entonces, una

pseudoestructura de unioén que representa la interconexion entre Ky, Zp,, K, y X4 es la siguiente:

Xap(t) 0 —In,+n, Silgf) Zap(1)
D) | = |Ing+n, 0 0 | | D% 4.2)
30 sgb 0 SE|| v

T T
D¢(1) Dﬁ?(t) » Zap(t) := [za(t) Zb(t)] ,

T
donde, x4 (1) := [jca(t) xb(t)] ,be(t%:

SN AN

b._ b._ b._gb
813 1= Sy =Y [—S§3Kb8§‘1 - SglengLa S?lfl + ngLb] Y S35 = S33Kp ¥

b (g1 b -1
S13 (K" + 855 KaS35)
¥ = (I, + S5, K S% Kol L. Con el multipuerto disipativo DE (1) := L., D" (t) donde,
- S, + 8% Lo~ S K,V S5 KO S4.K, PO,

Lap:=- b -1 ca b -1 b . cb b a (43)
—SP (K + S4K,SL) 10, Sby + b, L, — 8P, K, S K, VO,

siendo ©g:= 8§, + 85,Lq y Op := Sé’l + Sé’sz. El subsistema formado por la interconexion entre Ky,

2y, Kq y Z,4 es pasivo si L,p es una matriz semidefinida positiva.

Ademds, una pseudoestructura de union del sistema completo es:

(1) 0 ~Inginysn, S13| | 20
D) | = | Ingtnytne 0 0 | [Do(®) (4.4)
a0 Ss1 0 Ssa| | ya(®
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T
za(t) zp(t) zc(D] >

T T
donde, x(t) := [;‘ca(t) xp(1) J'cc(t)] ,Di(1):= [Df(t) Dg’(t) D;?(t)] ,2(1) =
S¢ .
Bl 8=
81555
LD;(t) donde,

513 =

Sgg’sgl Sglb], Sag 1= Sg?f’sgs]. Con el multipuerto disipativo D, (t) :=

S{,+S7,L¢ 0

S?sl?(s?c,l +83,Lc) Sillb + S?zbiab

L=- (4.5)

El sistema completo es pasivo si la matriz L es semidefinida positiva.

Demostracion. De la Fig. 4.1 tenemos u, () = Kayp(1) y up(t) = Kp [ye(t) — ya(8)], substituyendo
uq4(t) en la salida del subsistema X, y u,(f) en la salida del subsistema X; dados en la Ec.(4.1)

obtenemos,
Ya(t) = Sg‘lza(t) + ngij(t) + SggKayb(t)

yp(8) = S8 2 (8) + SZ, DL (1) + SL Ky [ye(8) = ya(D)]

(4.6)
DelaEc.(4.1) DZ(t) = Lyzq(t) ¥ Dg(t) = Lpzp(t) por lo tanto:

Va(t) = (S + 8% La) za() + SLKayp(0)
V() = (S5, + S5, L) z5(1) + S5 Kp [ ye (1) = ya(D)]

4.7)

Sustituyendo y,(f) en y;,(t) de la expresion anterior obtenemos,
yp() =" [—Sé’gKb(sgl + 8% La)za(0) + (S2, + SE, L) 2, (1) + S5, K, yc(t)] (4.8)

Usando u,(t) = K,yp(t) y Da(t) = Laza(t) en k,4(t) de la Ec. (4.1) y sustituyendo la Ec. (4.8)

obtenemos,
Xa(1) = (S, + S8 Lo — S Ko W SL KO o) 24(1) + SHK ¥ Oz (1) + SLK,YSLKpye(r)  (4.9)

De manera similar, usando u(t) = Kj (yc(t) - ya(t)) en X (f) dela Ec. (4.1), sustituyendo y,(?)
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dela Ec. (4.7) y empleando la Ec. (4.8), obtenemos

%p(8) = =SSP Ky (I, + S K S Kp) " 0,424(1) + (S, + S8, Ly — SP, K, S&L K WOp) 21, (1) w10)
+81193Kb(1nb + SgsKaS;lg]gKb)_lJ’c(t)
Usando el Lema 2.1 se obtiene la pseudoestructura de unién de la Ec. (4.2). Por ultimo para la

interconexion en cascada entre X, y el subsistema obtenido de la unién en retroalimentacion se

aplica el Teorema 2.3 y se obtiene la pseudoestructura de union de la Ec. (4.4) O

4.1. Anadlisis de pasividad de la configuracion en dos grados de

libertad

La configuracion planteada puede emplearse en el disefio de sistemas de control, de forma
que, los subsistemas sean la planta a controlar y los controladores. A continuacién se muestra una
simplificacién que facilita el anélisis de la pasividad de un sistema como el descrito. Suponiendo
el subsistema Xj; como la planta a controlar y los subsistemas X, y Z. los controladores a disefar,
ademads, suponiendo que la planta cumple con las propiedades de conservacion de energia y es

estrictamente propia:

y eligiendo:
?1:0, SilZ:_Ina’ 8512:0 (4.12)
entonces la Ec.(4.3) se reduce a:
. L -S4 K,SP
Lap= ‘ 137 (4.13)

SfSKbS??l Lp+ S?3KbsgstS§1 - S?l

Si tenemos una planta que cumpla con 8?3 = (Sé’l)T, ademas se eligen S{’s = (S;’l)T y K, = KbT, y

para sistemas conservativos el bloque S1; es una matriz antisimétrica, entonces podemos separar
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la matriz de la Ec.(4.13) en:

R L 0 0 -S4 K,SP
Lap=1" , HE 1 : 3 (4.14)
0 Lp+S73KpS5;KaS3, S73sKpSS, =57
Siendo el segundo término de la suma una matriz antisimétricay L, y L;, matrices diagonales
positivas, entonces el subsistema formado por la interconexion entre K, X5, K, y Z, es pasivo si
el término SfBKb S§’3Ka8§’1 es una matriz semidefinida positiva.
Ademds, considerando S{, = —1I,,, y S5, =0, la Ec. (4.5) se reduce a:
C

- ) (4.15)
~S{5851 Lav

donde Sf?f’ se redujo a y Lap estd dado por la Ec. (4.13). El sistema completo es pasivo si
S{)g Kp
la matriz de la Ec. (4.15) es semidefinida positiva.

En la siguiente seccion se presenta un caso particular de disefio de los controladores, los cuales
se disefian por medio de la técnica de asignacién de polos y la guia proporcionada por la estructura

y la pseudoestructura de union.

4.2, Diseiio de los controladores por asignacion de polos

El primer paso es disenar el controlador X, para ello se tendra que obtener la funcién de trans-

ferencia de lazo cerrado de y () a yp(1).

TEOREMA 4.1. Considerando el lazo cerrado de y.(t) a yp(t) en la Fig. 4.1 formado por K, € R™"0*Pb,
K, € R"a*Pa y lq planta X}, y el controlador X, representados por estructuras de unién como la
Ec. (4.1). Tomando en cuenta las suposiciones de las Ec. (4.11 ) y Ec. (4.12) y sean L, := diag{L{, L5},
Fu:=diag{F4, F$}, Ly:=diag{L?, LY} yF),:= diag(F?, F}}, donde L% € R"™Ma*™Ma, L4 ¢ R~ Ma)*(ta=ma),

Fla € RMa*Ma an € m(na—ma)X(na—ma)’ L? € RMp*mp Lé’ € m(l’lb—mb)x(”lb_mb)’ Flb € RMp*Mp y sz €
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RUw=mp)xy=mp) - Ademds, eligiendo,

a Imﬂ a a
13 = ;831: [Ipa 0];L1 =0 (4.16)
0

, entonces, la funcion de transferencia de y.(t) a y,(t) estd dada por,
Tap(s) = S5 ATISP K, (4.17)
donde A = sFl;l +Lp— S{’l + ngKb(Sgg + 8.+ %Fl")S{gKaSé’l. Auin mds, suponiendo que,
rank(8%) = my, rank(S) = py (4.18)

ysean U € R"™*™ y V e R™ ™™ matrices no singulares tales que,

I
USts = [ L shv= [Ipb 0] (4.19)
0
entonces, la Ec.(4.17) queda como sigue,
b1 -
Tap(s) = [Qu + Kp(S35 + ;Fla)Ka - Q129521921] Kp (4.20)

O Q
donde | | = UGsF, + Ly— StV

Qo1 Qoo

Demostracion. Del Lema 4.1 , una pseudoestructura de unién que representa la interconexion el
lazo cerrado de y. a yj, estd dada por la Ec. (4.2) y bajo las suposiciones de las Ec. (4.11) y Ec. (4.12)
tenemos el multipuerto disipativo dado por la Ec. (4.15). De [17], una representacion en espacio
de estados estd dada por:

Aap = (S{P + SEYMSYN Fapy  Bap = SP2 + STPMSLY

(4.21)
Cap = (857 + S5 MSF{)Fapy  Dap = S35 + Siy MSgy
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donde M := (I, , — Labsgzb)_lLab, entonces la funcion de transferencia de lazo cerrado de y () a

V(1) es:
-1
$Iya+ LoF ~-S%K,SY. F 0
Top(s) = [0 551] bna aFa b13 a931Fp o b 4.22)
813KbS§ZlFa shyp+ (Lb + SISKbS??SKaSBI - Sll) Fy Sl3Kb
-1
A A * *
Usando H 12 = , (ver [21]), donde A := Asy — As; AfllAlz y * son valores finitos
A1 Az x AT

que no importan en este contexto, entonces, obtenemos la Ec. (4.17).
Dado que rank(ng) =mpy rank(Sé’l) = pp, entonces, se cumple la Ec.(4.19) para las matrices no

singulares U € R™*"" y V € R™*"™ por lo tanto,
-1 b b 0 Lo o] Kb
[y Of [UGF, 4 Ly = SP)V + USlKy(Sg + < FOIKaSV (4.23)
y sustituyendo U(sF, LR S{’l) V obtenemos,

1 -1
] Q11+Kb(8§’3+;Fl“)Ka QL Ky

[Ipm 0 (4.24)
Qx Q2 0
_1 _
. An A ATl o« _
por ultimo, usando = , (ver [21]), donde A := A1 — A12A£21A21 y * son
A A * ok
valores finitos que no importan en este contexto, obtenemos el resultado de la Ec. (4.20). O

Parala asignacion de polos, se simplifica la funcién de transferencia de la Ec.(4.20), el siguiente
corolario muestra una simplificaciéon que permite asignar un polinomio caracteristico deseado a

la funcion de transferencia de lazo cerrado de y.(¢) a y,(1).

COROLARIO 4.1. Sea la funcion de transferencia dada por la Ec. (4.17) la funcion de transferencia
de lazo cerrado de y.(t) a y,(t) para el sistema de la Fig. 4.1, donde K;, € R"*Pb, K, € R"a*Pa y g
planta Xy, y el controlador X, representados por estructuras de union como la Ec. (4.1). Suponiendo

que la planta es tal que,
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Im
sb=|"", sk = [ I, o] (4.25)
0
ademds, dado que la planta cumple con las propiedades de conservacion de energia, entonces S {’1 es

una matriz antisimétrica, la cual, se puede definir como:
©11 Op

P = (4.26)
T
-0, O

donde ©1; y ©,, son antisimétricas , de esta forma la Ec. (4.17) se simplifica a
by=1 b a  1l,a by=1 b -1 ]!
Tap($) = | SUFY) ™+ LY = O + Kp(Sg3 + < Ff )Ka+®12(s(F2) + L +®22) @)12] K, (4.27)

atin mds, suponiendo que ©2 =0 y Lé’ = 0, entonces la funcion de transferencia de lazo cerrado de
yc(t) a yp(t) queda como,
Tap(s) = SFP (82 I, + A1s+Ay) "' Kp (4.28)

donde A := (L{’ - 011 + KpSLKa) Flb ¥ Az = (KpF{'Kq + @p_FZbGITZ) Flb. Suponiendo que la planta
tiene el mismo niuimero de salidas que de entradas, es decir, que my, = py, y eligiendo el controlador
tal que m, = pg, suponiendo también que las matrices K, y Kj, son invertibles y seadet (s* Iy, + A1s + Az)
el polinomio caracteristico de lazo cerrado deseado, donde Ay e R N, € R™>T entonces,

S& =K, [A(F) ™+ 01 - L] K!

] (4.29)
= K [ (7)™ - 012Fy 01, | K

Se puede apreciar que la funcion de transferencia de la Ec.(4.28) tiende a cero en estado esta-
cionario, esto es,

lim (sFY (s I, + Ars+A2) " Kp) =0 (4.30)
o

esto permite regular el estado al origen. Para el problema del seguimiento a una referencia se hace

uso del controlador X, que es disefiado como sigue.
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1
Multiplicando la Ec. (4.28) por una aproximacion de un integrador, P donde0<eeResun

pardmetro suficientemente pequefio, y en estado estacionario tendriamos,

. p 1 b(.2 -1 _pba-1
lim [yg%(ﬁesl:l (8°Im, + A15+ A2) Kb)] =F/A; Kp (4.31)

Dado que la funcién de transferencia de y;(¢) a y,(t) estd dada por:
Tapc(s) = Tap(s) Tc(s) (4.32)

donde T,(s) es la funcién de transferencia del controlador de la referencia representado por Z.,

entonces se elige T,(s) tal que la salida y; () tienda a la referencia y;(f) como sigue,
I S by-1
T:(s) = K, " A (Fy) (4.33)
s+e
Una representacion en espacio de estados (A¢.B., C.) de la ecuacion anterior es,
Ac=€ln; Be=K; "N (FD) ™Y Ce = Iy, (4.34)
Y una representacion en pseudoestructura de union es,

Xe(1) 0 —In B||z(®
D¢y =| In 0 0] |Dsw (4.35)

Cc

(1) CF1 0o of |y

donde z. = Fex(t), DS = —AcF; ' DS(1).

4.3. Pasividad del sistema diseiniado

Debido a que el controlador X, es una aproximacion de un integrador, la energia generada por
este controlador tiende a crecer con el tiempo, por lo tanto el sistema disefiado completo no es

pasivo, sin embargo, se puede asegurar la pasividad para el lazo de retroalimentacién dado por la
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funcion de transferencia T, (s) si se cumple la condicién de pasividad de la Ec. (4.14). A continua-
cién se muestra un ejemplo empleando el sistema de control disefiado. Se muestra el caso en que
se utiliza el controlador de la referencia X, para el seguimiento del estado. Posteriormente, para
el lazo cerrado que asegura regulacion del estado, se muestra el caso en que las condiciones de

pasividad se cumplen y se compara con el caso en que no.

EJEMPLO 4.2. Considerando el sistema mecdnico como el mostrado en la Fig. 4.2, donde m; y my son
masas, by y bo son coeficientes de friccion, k es un coeficiente de elasticidad, e (t) y eq9(t) son fuerzas

aplicadas a la masas my y my, respectivamente, y f>(t) y f7(t) son las velocidades de las masas m, y

my, respectivamente.

—+falt)

bl Tk]

—=—

Y "I:lu:-l

Figura 4.2: Sistema mecdnico de dos carros

Los datos de los pardmetros de la planta estdn ilustrados en la siguiente tabla:

Tabla 4.1: Pardmetros del sistema y condiciones iniciales

masa m; masa m; rigidez k | amortiguamiento b
my =2kg my =3 kg k=10N/s b=0.7 Ns/m
pPo1 =5kgm/s | ppo =4kgm/s | xp=6m -

El Bond Graph de la planta estd dado en la Fig. 4.3, para aplicar el Lema 4.1 se requiere colocar una
resistencia pardsita ‘alta” en la union paralelo con el elemento C

Asi, la estructura de unién de la planta aumentada es:

(D) SP =, SZ| |z
Dty =|I,, O 0 ||Dbn (4.36)

¥p(1) &0 0| |u®
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m1 k m2 m1 k m2
| c | | c |
2.’§ 5[ ?.F 2.[ 5[ T.F
Se ! -1 ‘ 0 ° A1} ° Se Se ! =11 ‘ 0 ° 1 ° Se
i ] L
R R R R R
b1 b2 b1 R1 b2
(a) Bond Graph de la planta (b) Bond Graph aumentado de la planta

Figura 4.3: Representacion de la planta en Bond Graph

10
02 O -1 . T
dondest, = | con®p=| |, Sh=lo0 1],8% =6 i0=e, e f| 2=
—el, 0 1 o

T T

[fz fe 85]T’D?(t):[f3 fe elo]T’Dg(t):[es eg flO] 'ub(t):[el 69]T’yb(t):[f2 f7]

Y las relaciones constitutivas z,(t) = Fyxp(t) y Db(1) = LpD?(0), Ly, := diag{L?,Lb} y F :=
1/m; O b,

,FP =k 1P =
0 1/my 0 b

valor muy grande, Lé’ tiende a cero.

diag{Fb,FZb}, donde Flb = , Lé’ = 1/R;. Dado que R; es un

Se eligen los pardmetros del controlador Z,, Fy = 0.7, L§ = 10, L{ = 0. Se escoge el polinomio

caracteristico deseado, det (s* I, + A1s+ Ap), tal que Ay =2, y Ay = I

Una condicién suficiente para asegurar la pasividad es que K, = K}, se elige Ky = K, = I, y se

comprueba que Si’gKngngaSé’l = 0. De la Ec.(4.29) del Corolario 4.1 obtenemos los pardametros del
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controlador,
2 my — b1 0

33
0 2m2 - b2

ml—k k
k mg—k

(4.37)

1

El controlador de la referencia Z . se obtiene sustituyendo lo anterior en la Ec.(4.35). Debido a que el
controlador es un aproximacion de integrador, no es posible asegurar la pasividad para el sistema
completo, por lo que se simula el sistema para el lazo de retroalimentacion. En la Fig. 4.4 se muestra
que las salidas tienden a cero debido a la accion del controlador del lazo retroalimentado. En la Fig.
4.5 observamos la energias que interactiian en el sistema, dado que el sistema es pasivo, la energia
disipada es mayor que la energia generada internamente, ademds cabe mencionar que las energias

tienden a un valor estacionario.

= Velocidad masa 1
= Velocidad masa 2

-10
0 2 4 6 8 10 12 14
time {s}

Figura 4.4: Salidas del sistema caso pasivo

Por otro lado, eligiendo K, # K, se pierde la propiedad de pasividad, en este caso las salidas per-
manecen igual que para el caso no pasivo, pero las energias que interactiian en el sistema presentan
el comportamiento mostrado en la Fig. 4.6. Se puede observar que el sistema genera mds energia
internamente que la que puede disipar. Utilizando el controlador de la referencia Z. se simula el

sistema obteniendo la salidas mostradas en la Fig. 4.7.
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= Energia disipada
Energia generada
= Energia almacenada
500
0
-500
-1000
0 2 4 6 8 10 12 14
time {s}
. 1 e . .
Figura 4.5: Andlisis de energias caso pasivo
3000
= Energia disipada
Energia generada
= Energia almacenada
2000
1000
0
-1000
0 50 100 150 200 250 300
time {s}

Figura 4.6: Andlisis de energias caso no pasivo
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= Velocidad masa 1

= Velocidad masa 2
Ref1

= Ref2

0 2 4 8 8 10 12 14
time {s}

Figura 4.7: Salidas del sistema con el controlador X,

4.4. Conclusiones

Para la configuracion planteada se obtuvo una pseudoestructura de unién para el andlisis de
pasividad y puede ser utilizado para el disefio de un sistema de control. Ademads se simplifico
el andlisis de las condiciones de pasividad. Las estructuras y pseudoestructuras de unién de los
subsistemas sirvieron de guia para el disefio de los controladores por medio de la asignacion de
polos. Se obtuvo la funcién de transferencia del lazo de retroalimentacion y se logré expresar de
forma analitica los pardmetros del controlador Z,, S5, y F{' que logran asignar los polos deseados
al polinomio caracteristico. Para lograr el seguimiento de la salida deseada, el controlador de la
referencia es disefiado a partir de una aproximacién de un polo en el origen, aunque esto impi-

de que el sistema completo sea pasivo, el lazo de retroalimentacién, que permite regulacion del

estado, puede ser pasivo si se cumplen las condiciones de pasividad descritas.



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

5.1. Conclusiones generales

Para cada uno de los controladores estabilizantes obtenidos de la parametrizacion se obtuvo
una representacion en espacio de estados, las cuales pueden ser empleadas en trabajos futuros. A
partir de las representaciones en espacio de estados de los controladores se obtuvieron las pseu-
doestructuras de unién que permiten analizar la pasividad, ya sea de cada subsistema, asi como
del sistema completo. Se analiz6 la pasividad del lazo conformado por la planta P(s) y el controla-
dor de la retroalimentacién K(s) de dos maneras: comprobando la pasividad del controlador visto
como un subsistema interconectado con el subsistema que representa a la planta, cuya intercone-
Xién es pasiva si ambos subsistemas lo son. La otra forma fue obteniendo una pseudoestructura

de unién de la funciéon de transferencia de esta interconexion.

Para un sistema lineal conformado por tres subsistemas interconectados en una configuraciéon
de dos grados de libertad se obtuvo una pseudoestructura de unién del sistema completo que
permite analizar su pasividad. Ademas se disefio un algoritmo de control por medio de asignacién

de polos, utilizando las propiedades de las estructuras de unién de los subsistemas.

44



CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS 45

5.2. Trabajos futuros

A continuacién se presentan algunos trabajos futuros que pueden desarrollarse como resul-
tado directo de esta investigacion o que, por exceder el alcance de esta tesis, no han podido ser

tratados con la suficiente profundidad. Entre los posibles trabajos futuros se destacan:

Analizar los efectos de la pasividad en el lazo de retroalimentacién dentro de las configura-
ciones de control descritas. Esto conlleva realizar un anélisis de la robustez de los algoritmos de
control antes perturbaciones e incertidumbres, asi como, la relacién de la pasividad con otros pro-

blemas de control, como, la sensibilidad mezclada.

Realizar una implementacion de los algoritmos de control y observar las implicaciones de la
pasividad mediante mediciones reales del sistema fisico, las cuales pueden ser, mediciones de las

energias que interactuan en el sistema.

Desarrollar la teoria de andlisis por medio de la pseudoestructura de unién para sistemas no

lineales.

Para el andlisis de las energias, se simul6 la pseudoestructura de uniéon en forma de Bond
Graph, la cual constaba de elementos R, I y C multipuertos. La pseudoestructura de uniéon po-
dria transformarse a una estructura de union, la cual contendria elementos de un solo puerto, o
bien desacoplar los elementos multipuertos de la pseudoestructura de uniéon. Esto tendria como
resultado una forma de visualizar los modelos de los controladores, o del sistema de control com-
pleto, de una forma mds apegada al dominio fisico, y podria emplearse este modelo en andlisis de

controlabilidad u observabilidad mediante las técnicas de Bond Graph.

Por ultimo, la estructura de unién y la pseudoestructura de union, pueden ser aplicadas e otros
algoritmos o configuraciones de control, ya que, se pueden obtener a partir de espacio de estados

o de un model en Bond Graph.
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Abstract: Se disena un control basado en pasividad para sistemas lineales, cuadrados,
controlables y observables, modelados en graficas de ligadura (bond graph, por su término
en inglés). Pseudo-estructuras de unién propuestas para el sistema en lazo cerrado permiten
obtener las condiciones de pasividad, mediante las propiedades de su multipuerto-disipativo.
Ademas, se resuelve el problema de seguimiento a la referencia y se dan pseudo-estructuras
de unién para una realizacién del controlador. Las expresiones analiticas del controlador estan
descritas en términos de la realizacién en espacio de estados de la planta, y el controlador
pertenece a la parametrizacion de todos los controladores estabilizantes.

Keywords: Control Basado en Pasividad, Controladores Estabilizantes, Pseudo-Estructura de

Unién, Bond Graph, Realizacién

1. INTRODUCCION

Un sistema es pasivo si su funcién de transferencia es
real positiva (grado relativo cero o uno), lo cual garantiza
margenes de ganancia y fase adecuados, asegurando esta-
bilidad robusta (ver Brogliato et al. (2007)). Ademds un
sistema pasivo brinda cierta seguridad para sistemas que
interactiian con operadores humanos, dado que la canti-
dad de energia con que puede interactuar con el ambiente
estd limitada comparada con sistemas no pasivos (ver Li
and Ngwompo (2005)).

Cuando el sistema en lazo cerrado tiene entradas y sal-
idas cuyo producto es potencia, y si el sistema contiene
solamente componentes pasivos, entonces el sistema com-
pleto es pasivo (ver Beaman and Rosenberg (1988) y Li
and Ngwompo (2005)). Cuando el de sistema contiene
fuentes internas moduladas por bonds activos (sefiales),
las propiedades de conservacion de energia se pueden
perder. Un método para el andlisis de pasividad de dichos
sistemas es propuesto en el trabajo de Ngwompo and
Galindo (2017), el cual consiste en obtener un modelo
equivalente donde las ganancias de las fuentes internas
moduladas estén acopladas al campo disipativo del sis-
tema. El campo resultante es utilizado para determinar
las condiciones en que el sistema es pasivo.

En el trabajo de Galindo and Ngwompo (2017) se em-
plea la parametrizacién de todos los controladores esta-
bilizantes, en una configuracién retroalimentada de un
grado de libertad, para la cual la funcién de transferencia
de lazo cerrado es T, = N(s)Ny(s) (ver Vidyasagar
(1985)), donde N(s) y Ni(s) son los numeradores de

* Beca del CONACyT

las factorizaciones coprimas de la planta y controlador
respectivamente. Aplicando los resultados de Ngwompo
and Galindo (2017) se obtiene una pseudo-estructura para
la interconexién en cascada de N(s) y Ni(s), y se determi-
nan las condiciones de los pardametros del controlador para
que el sistema en lazo cerrado sea pasivo. Ademads, una
extensiéon preliminar de estos resultados para sistemas no
lineales es el de Galindo and Ngwompo (2016).

El presente trabajo se enfoca en sistemas lineales, cuadra-
dos e invariantes en el tiempo retroalimentados en una
configuraciéon de dos grados de libertad, y controladores
estabilizantes dados en Galindo and Conejo (2012) y
Galindo (2016) que no requieren pseudo-inversas de las
matrices de entrada o de salida, tal como se requiere en los
trabajos de Galindo et al. (2002) y Galindo et al. (2004).
Al no utilizar pseudo-inversas se garantiza la estabilidad
del sistema en lazo cerrado. En la seccién 2 se da el
planteamiento del problema, y en la seccién 3 se propo-
nen pseudo-estructuras de unién para cada controlador
estabilizante, obtenidas a partir de sus realizaciones en
espacio de estados (ver Gonzalez and Galindo (2009)).
En la seccion 4 se obtienen las condiciones de pasividad
por medio del multipuert disipativo de la funcién de
transferencia del lazo retroalimentado. En la seccién 5
se aplican los resultados a un ejemplo y se ilustra el
analisis de pasividad por medio de graficas que muestran
el comportamiento de la energia.

Notacioén.- I, es la matriz identidad de dimensién p x p;
diag{ai,as,...,a,} es una matriz diagonal de dimensién
n X n cuyos elementos son ai,as,...,a,, RHe es el
conjunto de funciones racionales, propias y estables en
la variable compleja s, y una matriz real M es semi-



definida positiva, denotada por M > 0, si y solo si la parte
simétrica % (M + M T) es semi-definida positiva, donde
MT es la transpuesta de M.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se considera un sistema de control de dos grados de
libertad como el mostrado en la Fig. 1, donde P(s) =
H (sI,, — F)"" G € RP*™(s) representa la planta; K (s) el
controlador del lazo de retroalimentacién y K,.(s) el con-
trolador de la referencia; u(s) y y(s) la entrada y la salida
de la planta respectivamente, y,4(s) la entrada de referen-
cia, y T1 es una transformacién lineal de similaridad. El
controlador K (s) es empleado para garantizar estabilidad
interna y mejorar el desempeno; el controlador K,.(s) es
utilizado para resolver el problema de seguimiento, asi
como mejorar el desempeno.

X
Eor K (s) el (sI, - F)'G e B 1S

K(S) e T1

Fig. 1. Configuracién de dos grados de libertad.

Sean P(s) = N(s)D~1(s) y P(s) = D~'(s)N(s) factor-
izaciones coprimas derecha e izquierda de P(s), donde
N(s), N(s), D(s) y D(s) pertenecen a RH... Entonces
el conjunto de todos los controladores estabilizantes para
P(s) estd dado por (ver Youla et al. (1976), Kucera (1979)
y Vidyasagar (1985)):

K(s) = D;le(S)Nk(S) = Ni(s)D;;" (s)

Donde R(s), R(s) y Q(s), que pertenecen a RH o, son los
pardmetros libres; X (s), Y (s), X(s) y Y(s) pertenecen a
RH o y son las soluciones de las ecuaciones Diofantinas:

X(s)N(s) + Y (s)D(s) = I,, N(s)X (s) + D(s)Y (s) :é,,)

Se considera una realizacién minima de P(s), en la cual la
dimensién del estado n es par, la dimensién de la entrada
es m =n/2, y la dimensién de salida p = m. Empleando
el cambio de base £(t) = Tyx(t) propuesto por Galindo
and Conejo (2012) el cual estd dado por:
_ | I -GiG5?
h= [vlel I, o
1 ATt AT'G1Gy?
T -vie AT I, - VIO AT GG

donde se asume que G es una matriz no singular, y

_ -1
Vi = (Fia — G1G5 ' Fa)
@1 = F11 — G1G51F21 (4)
Ay =1, + G1G51V1@1.
siendo Fq, Fia, Fo1, Fos, G1 y Go € R™*™ elementos de
las particiones a bloques de F'y G, respectivamente.

Da como resultado una realizacién de la planta en nuevas
coordenadas dada por:

| 0 A 10
A= [Am Azz}’B_ [Bm

Se asume que se tiene informaciéon completa del estado
o0 que se tiene un observador del estado y se utiliza el
principio de separacién. Asi, este trabajo se enfoca en el
disefio del controlador para la planta (sI,, — A) ™! B.

] ,C=HT " (5)

Los controladores estabilizantes se obtienen empleando
las factorizaciones coprimas derecha e izquierda para la
planta descrita por (sI,, — A)~! B, propuestas por Galindo
and Conejo (2012),

D)= [T 0] N6 =gk [ 2] ©

A _
N =k | 2] D@ =B @
donde 0 < a € R, B,, € R™*™ y A5 son matrices no
singulares y,

I(s):= (s-‘,—la)Q

(5°Im — Agps — Ay1 Apy) (8)

En el trabajo de Ngwompo and Galindo (2017) se analiza
el problema que resulta en sistemas con fuentes modu-
ladas por senales, en los cuales se pierden las propiedades
de conservacién de la energia y se dice que existe energia
generada internamente. Una estructura de uniéon que rep-
resenta los Bond Graph asociados a este tipo de sistemas

es:
z(t)

Di(t)} =5(0,1,TF,GY,MS., MSy) | Do(t)

y(t) u(t)
donde S es la estructura de unidn, z(t) = Fx(t), F es una
matriz formada por los elementos que almacenan energia,
D,(t) = LD;(t), L es una matriz formada por elementos
disipativos, 0 y 1 representan los tipos de uniones entre
elementos, TF y GY son los transformadores y giradores
respectivamente, MS. y M Sy son fuentes moduladas de
esfuerzo y flujo respectivamente. En el mismo trabajo,
se propone una pseudo-estructura de unién en la cual
las ganancias de las fuentes moduladas quedan dentro
del multipuerto disipativo, por lo que, asumiendo que los
elementos restantes son pasivos y los productos entrada-
salida son de potencia, el sistema completo es pasivo si
el campo disipativo lo es (ver Beaman and Rosenberg
(1988)). Para sistemas lineales, esto tltimo se comprueba
si la matriz asociada al campo disipativo L>0. Ademis,
en el trabajo de Galindo and Ngwompo (2017) se presenta
una pseudo-estructura de unién obtenida a partir de una
realizacién en espacio de estados, la cual estd expresada

(1)
| 0

| i(t) 0 —I, B] [ 2
lDi(t)] =| In 0 0] D, (10)
y(t) CEF™" 0 D| | u()

donde x(t) € R™*1, 2(t) = Fa(t) € R™*1, D;(t) € R,
Do(t) = LD;(t) € R, y(t) € RP*1 y con el multipuerto
disipativo dado por L = —AF ™1,

Se aplicard este ultimo resultado a las expresiones

analiticas de los controladores estabilizantes propuestas
por Galindo and Conejo (2012) para la configuracién



retroalimentada de dos grados de libertad de la Fig. 1. El
sistema se disena para seguir una referencia de posicién
por medio de la eleccién del parametro libre Q(s). Por
otra parte, se analiza la pasividad del lazo retroalimen-
tado formado por P(s) y K(s), para ello se obtendrd una
pseudo-estructura de unién de la funcién de transferencia
de r a y (ver Vidyasagar (1985)),

Tr(s) = HN(s)Dy(s) (11)
En la Fig. 1, x4 tiene el mismo significado fisico que x,
por lo que su producto no es potencia y no se puede
analizar la pasividad del sistema completo utilizando el
resultado propuesto por Beaman and Rosenberg (1988),
sin embargo, r y u tienen el mismo significado fisico y la
salida y se puede seleccionar para que el producto de r y y
sea potencia, y asi, se pueda analizar la pasividad del lazo
formado por P(s) y K(s). Asi, los problemas abordados
son,

Problema 1. Para la realizacién en espacio de estados
(A, B, I,,) de la planta, determinar pseudo-estructuras de
unién para cada uno de los controladores estabilizantes
K(s)y K,(s) en la configuracién de dos grados de libertad
de la Fig. 1 asegurando el seguimiento del estado por
medio de la eleccién del pardmetro libre Q(s). Estas
pseudo-estructuras se utilizan para el andlisis de energia
por medio de simulacién computacional y se emplea el
campo disipativo de K (s) para el anélisis de pasividad.

Problema 2. Encontrar las condiciones de pasividad
obtenidas a partir del campo disipativo de una pseudo-
estructura de unién que represente a la funcién de trans-
ferencia de r a y, T(s).

En la siguiente seccién se proponen realizaciones en es-
pacio de estados de cada uno los controladores, para
posteriormente obtener sus pseudo-estructuras de unién.

3. PSEUDO-ESTRUCTURA DE UNION DE LOS
CONTROLADORES ESTABILIZANTES

Para la implementacién en simulacién y analisis de pasivi-
dad, se proponen pseudo-estructuras de unién para cada
uno de los controladores estabilizantes K (s) y K,(s). Una
solucion al Problema 1 y al problema de seguimiento a la
referencia se presenta en,

Lemma 1. Considere un sistema de control en la con-
figuracion de dos grados de libertad de la Fig. 1, donde
la realizacidn en espacio de estados de la planta P(s)
estd dada por la Ec. (5), y K(s) y K.(s) son los con-
troladores estabilizantes del lazo de retroalimentacion y
de la referencia, respectivamente, dados por la Ec. (1).
Suponga que la referencia de posicion es constante, esto
€S, Yr = a
realizacion en espacio de estados, (Ay, Bk, Ck, Dy), de
K(s) es,
0 I, 0

A = {(r —a?)I, —2aIn] B = [In} ’

Cy = [N¥ — (a®> —r)Nf N¥ —2aN}|; Dy, = N}
donde:
Nf = B! [(@® + 1) Ay + Ao M
N¥ .= B! [(2@3 — r)Ale + 2al,, QaM]

{qd] = [%d}, donde qq = cte. Entonces, una

(12)

N} = B [a* A + (a® — 1) Ay a*M]

siendo M := 2al,,+ Ass, con sus dimensiones de entrada,
estado y salida my, ng Yy pr, respectivamente. Ademds,
una realizacion en espacio de estados, (A, B,,Cy,D,),
de K,(s), que asegqura el sequimiento del estado, es,

0 L 1., _[o].
Ar = (T - GQ)I” _2aIn:| $Br = [In ’ (13)
C, = [Nj — (a® = r)N{ Nj —2aN{];D, = Ny
donde:

N7 = [a®B;;' AL, 0]; N§ = [24°B,,' AL 0]

N3 = [a"B,} AL, 0]

con My, N, pPr las dimensiones de entrada, estado y
salida.

Mds aiun, una pseudo-estructura de union interna
Sk (0,1, TF,GY) para K(s) descrito por (Ay, By, Ck, D)
es:

iy (1) 0 —In, Bi]| [2(?)
DFt)| = | In. 0 0| |Dk@) (14)
yk(t) CkFlgl 0 Dk uk(t)

donde 71(s) € R™ X1, 2p(t) = Frap(t) € R, DE(t) €
Rrexlt DRt = L,DE(t) € §R”’°X1,A yr(t) € RP>L y con
el multipuerto disipativo dado por Ly = —AkFlgl.

Ademds, una pseudo-estructura de union interna
S™ (0,1, TF,GY) para K, (s) descrito por (A, By, C,., D)

es,
i (t) 0 —I B [2()
Di@)| =] In. 0 0 |Dy(t) (15)
yr(t) C,F-' 0 Do| |u(t)

donde #,.(s) € RV >, 2.(t) = Foa.(t) € R>LDI(t) €
Rrex1 Dr(t) = L,.DI(t) € %"Txi, yr(t) € RPX1 y con el
multipuerto disipativo dado por L, = —A, F .

Prueba. Haciendo uso de las soluciones de la Ecuacién

Diofantina derecha propuestas por Galindo and Conejo
(2012),

X (s)=[a’A5 + Ay M], Y(s)=Bn  (16)
Asi como de las factorizaciones coprimas descritas en las
ecuaciones (6) y (7), y seleccionando el pardmetro libre
R(s) = [Ri(s) Ra(s)] € RHZ*™ como: Ri(s) = rly, y
Rs(s) = 0, se obtienen:

Du(s) = 405, (a7
donde: T(s) := [aQ—&—W} I, — WAQQ y

di(s) := (s+a)?—r. Sustituyendo lo anterior en el primer
renglén de la Ec. (1) se llega a la funcién de tansferencia
del controlador:

K(s) = (Nfs* + Nfs+ N§)/dy(s) (19)
Se obtiene la realizacién en espacio de estados dado por
la Ec. (12) empleando una forma directa mostrada en
Kailath (1980), pp. 347-348, donde la variable de estado
es x. Se realiz6 el cambio de coordenadas,

2= [ﬁ Ig] v (20)



a fin de simplificar los menores principales de la parte

simétrica de la matriz Ly, y darle una estructura semejante
a la de la planta.

Para K, (s), se selecciona Q(s) partiendo de la funcién
de transferencia de de yq a y, To(s) = N(s)Q(s) (ver
Vidyasagar (1985)), donde:

Q(s) = [Q1 Q2]
Sustituyendo N(s), la funcién queda como sigue:

_ 1 A12Q1 A12Q2 - :
T,(s) = Gra? { 5Oy 5Oy | Haciendo una aproxi-

macién para bajas frecuencias tenemos:

_ 1 [ARQr AQ:
TO(O) - az{ 0 0

(21)

], y asumiendo que ¥y, =

BZ = [qod}; seleccionamos Q(s) que garantice que la
salida del sistema siga al valor deseado de referencia:

Q(s) = [a*AT) 0] € RHZ*" (22)

Sustituyendo Q(s) y Dy'(s) dado en la Ec. (17), la
funcién de transferencia para K, (s) queda:

Ko(s) = [a%(s +a)* B Ay 0] [dils) (23
De igual manera que con K(s), se obtiene una repre-
sentacién en espacio de estados para K,.(s).

Utilizando la Ec. (10) se obtiene directamente los resul-
tados de las pseudo-estructuras de unién internas dadas
por las ecuaciones (14) y (15), para las realizaciones en
espacio de estados de ambos controladores. |

En la siguiente seccién se analiza la pasividad del lazo
retroalimentado.

4. PSEUDO-ESTRUCTURA DE UNION Y
CONDICIONES DE PASIVIDAD DEL SISTEMA EN
LAZO CERRADO

Primero se considera el lazo cerrado formado por la planta
y el controlador K(s), que representa una interconexién
en retroalimentaciéon como la monstrada en (Brogliato
et al., 2007) pag. 14, la cual es pasiva si sus subsistemas
son pasivos. Como la planta representa a un sistema fisico
con elementos pasivos, basta con probar las condicones
de pasividad dadas por medio del multipuerto disipativo
del controlador. Para ello, es necesario demostrar que la
matriz L, = fAka_l > 0. Usando el criterio de Sylvester
se comprueba lo anterior si los menores principales de la

1 - A
parte simétrica §(Lk + LZ) son mayor o igual que cero.
Sea Fy, := diag{Ff, F§} y utilizando A, dada por la Ec.
(12) del Lema 1, la parte simétrica de Ly, es,

a®>—r 1
Fky-1_Z
LT - 5

2a(Fy) "

0 (F5)~

a’—r

2

-1 1 -
(B - S
(24)

Usando detA = detAndet(Agg - A21A1_11A12) (VeI‘ Zhou

et al. (1996), p. 23), y simplificando, se obtiene el deter-

minante de la parte simétrica de Ly:
ng

det(Ly, + 17)/2 = _71f—1(a2 o) (25)

donde se seleccionan Ff = F¥ = fI,,, siendo f € R.

Ya que la planta tiene dimensiones n par y m = n/2, y
debido a la realizacién obtenida, ny = 2n y my = 2m,
el determinante de la parte simétrica de Lj es mayor
o igual que cero para toda a y r. A continuacién se
analizaran las condiciones de pasividad por medio de su
campo disipativo.

Lemma 2. Suponga un sistema de control en la con-
figuracion retroalimentada de la Fig.1, donde la planta
P(s) estd dada por la Ec. (5). Entonces una realizacion
en espacio de estados (A,, B,, Cy,0) de la funcion de
transferencia del lazo retroalimentado formado por P(s)
y K(s), Ti(s) es:

o I 0 0 0
0 0 I o | . o

Ao=1 0 0 1, [Bo=1p
—a*l, —4a®I, —6a?I, —4al, I,

Co = [Nf N3 Ny Ny]

(26)

o[ 07 vo_ [42Bu

donde: NY := |:Bm:| NG = 2;2Bm
o . | 20A102Bn | o [(a® —7)A12B,, ;
N = [(aQ—r)Bm} s N = [ 0 , con di-

mensiones de entrada, estado y salida m,, n, y po, re-
spectivamente.

Una pseudo-estructura de unidn interna S°(0,1, TF,GY)
para Ty (s) descrita por (A,, B, C,,0) es la siguiente:

o (t) 0 —I., B,] [2(t)
[DE’ M= In, 0 0] |D2t) (27)
y(t) CoF, 1 00 0 | walt)

donde 3,(s) € R*L, 2,(t) = Foao(t) € R™*L Do(t) €
Rrox Do) = LoD2(t) € R™X1, y,(t) € Rex1 y
con el multipuerto disipativo dado por L, = —A F;L.
El sistema retroalimentado formado por P(s) y K(s) es
Pasivo si L, > 0, que se satisface Va > 0.

Prueba. Utilizando N(s) dada en la Ec. (7) y Di(s)
propuesta en la Ec.(17), la funcién de transferencia del
lazo cerrado de r a y dada por la Ec.(11) resulta:

Tk(s) =

1 [dk(s)AlgBm} (28)

(s+a)* | sdx(s)Bm

Mediante una forma directa mostrada en Kailath (1980),
p-347-348 y el cambio de coordenadas dado por la Ec.
(20), se obtiene la realizacién en espacio de estados de la
Ec. (26). Utilizando la Ec.(10) se obtiene directamente la
pseudo-estructura de unién interna dada por la Ec. (27).

Para el sistema en lazo retroalimentado sea pasivo, se
requiere que el campo disipativo L, > 0. Para ello
se seleccionan F, := diag{Fy,F3,F3,F?}, FY = fil,,
Fy = folyn, F§ = f3ln, F{ = faln, siendo fi, fo, f3, fa
€ R, y se emplea el criterio de Sylvester sobre 4 (Lo+L2),
dada por:

—_

L1y ng] (29)

— T 7T —
2(LO +1Ls) {Lm Loy



1 at Para la implementacién en simulacién ,usando el Lema 1,

0 _2702[ n 0 TI n | se obtienen las pseudo-estructuras de unién de los contro-
donde, L1 = 1 s Lio = 1 403 iladores estabilizantes, y utilizando el trabajo propuesto
*EIn 0 *an FIn por Gonzalez-A and Galindo (2009) se encuentran los
_ 1 3 2 modelos en Bond Graph correspondientes a las pseudo-
0 ——I, estructuras de union, esto permite, ademas, realizar el
Loy = | 4 4i£3 analisis de la energfa.
_2701 n E n Se prueba el sistema con las referencias deseadas 41 = 5,
r 6a2 1 Tgo = 3, 31 =0, £40 = 0. En la Fig. 3 se muestra que los
0 (ﬁ - f)l—n estados convergen a los valores deseados.
Log = 9 3 4 El determinante
6a 1 4a ’ model
) — 7T : -
_(Qfs 2f4) " i , -
17" . ~dx1/dt
del bloque Lq; es: ﬁ y debido a que la planta dx2/dt
2 s

tiene dimensién n par, Ly; > 0. Usando detA =
det Agodet(Aq1 — A12A§21A21), se obtiene el determinante

1
0 ——1I, 0
b 1
del bl ——1 0 ——1, 1 1l es 0. Fi-
e oque 2f2 n X 2f3 n|, €l cual es 1 )
0 ——1I, 0 2 L
2f3 0 1 2 3 4 Tlme. )

nalmente, encontramos el det(%(ﬁo + LT)), dado por:

1 at 1 1 "

— | —(—=)2det(LE = M !

( [ (sz) et(LS,) + (f1 7 + fgdet(LEQ)) }) Fig. 3. Estados del sistema

) (30)  Se comprueba la pasividad del lazo retroalimentado por

_a 6a 1 . ., medio de un analisis de energia. En la Fig.5 se puede

Donde M = 16 f1/3 (fa ; f4>' Dado a la dimension apreciar que la energia generada internamente es menor

de la planta, det(L(L, + LT)) > 0 Va, lo due la energfa disipada para toda ¢ (ver Ngwompo and

n par de la planta, dei(3(Lo + Ly )) = @ POT O Galindo (2017)). En la Fig.4 se observa que la salida de
velocidad converge a cero.

4

tanto L, > 0, sin embargo, para la estabilidad de los
controladores se requiere que a > 0.

model
5. EJEMPLO 3 —dx1/dt
— dx2/dt
Ejemplo. Un sistema mecénico de dos carros como
el mostrado en la Fig. 2 con k = 10N/s, b =
0.7Ns/m, my = 2kg y mgo = 3kg, siendo z(t) =
[21(8) @a(t) d1(6) 2(0)]", u(t) = [wi(t) ua(t)]", y
y(t) = IL,x(t) se puede expresar en la realizacién en —
espacio de estados siguiente:
0O 0 1 0 0 0 B
A= 0 O 0 1 B— 0 0 0 1 2 3 4 5
-5 5 =035 035 |7 |05 0 (31) time {s}
3.3 -3.3 0.23 —0.23 0 0.33
C=1
Fig. 4. Estados del sistema con referencia al origen
?—)l'l(t) — LEQ(t)
ur(t)—~ mg  fe—u2(t)
O O O O

Fig. 2. Sistema mecédnico de dos carros

Dado que la realizacion en espacio de estados estd en la
forma deseada no se requiere utilizar las transformaciones
Ty y Tfl. Se obtiene la pseudo-estructura de unién de
la funcién de transferencia de lazo cerrado utilizando la
Ec.(27). Se selecciona a = 3, y para asegurar estabilidad
en los controladores, se elige r = 9.



model
0 L
5 - Energia generada
-10
-15
0 1 2 3 4 5
Time (s.)
model
0.06
0.04 T
- Energia disipada
0.02
0 ; . .
-0.02
0 5 10 15 20 25 30
Time (s.)
model
15 i
- Energia almacenada
10
5
0 T T
0 1 2 3 4 5
Time (s.)

Fig. 5. Energias del sistema sin referencias

6. CONCLUSIONES

Se propone el pardmetro Q(s) del controlador de la ref-
erencia para que la salida siga a referencias de posicién
en bajas frecuencias. Se aplican los resultados propuestos
por Galindo and Ngwompo (2017) a los controladores
derivados de la parametrizacién de todos los contro-
ladores estabilizantes para un sistema en lazo cerrado
en la configuraciéon de dos grados de libertad, a fin de
obtener una pseudo-estructura de unién de cada con-
trolador, esto permite tener un significado fisico de los
controladores lo cual ayuda al diseno. Ademas, se obtuvo
la funcién de transferencia del lazo retroalimentado T},
as{ como, una representaciéon en espacio de estados y
una pseudo-estructura de unién de la misma. Utilizando
las propiedades del multipuerto disipativo de la pseudo-
estructura de unién de la funcién Ty (s), se obtuvieron las
condiciones de pasividad para el lazo retroalimentado. El
analisis de energia realizado y los resultados comprueban
la pasividad acorde a las condiciones obtenidas. Ademas,
se asegura el seguimiento a la referencia, aunque en este
caso, el sistema no es pasivo. Sin embargo, el sistema
en lazo cerrado es estable y tiene buen desempeno. Es-

tos resultados pueden extenderse a sistemas no lineales
de manera similar al trabajo de Galindo and Ngwompo
(2016).
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