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Resumen

El presente trabajo consiste en el control de seguimiento de trayectorias que poseen compor-
tamientos dindmicas complejos que permiten mejorar las tareas de exploracion y vigilancia de
areas.

Para lograrlo, se propone el seguimiento de patrones de trayectorias con dindmica cadtica
y de movimiento Browniano determinista. Ademés, se realiza el analisis de la dinamica de las
trayectorias resultantes en el seguimiento de las diferentes variables que pueden ser controladas
en este sistema robdtico.

Se hace la seleccion, desarrollo e implementacion de estrategias de control para el sequimiento
de trayectorias, en posicion cartesiana, desplazamiento y orientacion, se realiza el anélisis de las
trayectorias resultantes del control de seguimiento para identificar la dindmica producida en
cada uno de los casos. Los sistemas dinamicos caoticos aseguran exploraciones densas en las
trayectorias por la propiedad de transitividad topolégica, y el movimiento Browniano, gracias
al comportamiento perpetuo e irregular de las trayectorias que genera, garantizan que estos
sistemas dinamicos son los mejores esquemas generadores de trayectorias de referencia.

Para ilustrar los resultados de la metodologia, se lleva a cabo la simuaciéon por medio del
modelo dinamico de un robot movil de configuracion diferencial, y ademas, se realiza la imple-

mentacion experimental usando un robot movil comercial e-puck.
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Capitulo 1

Introduccion

La robotica es una de las adreas de investigacion mas prominentes y que se ha venido explotando

desde hace varios anos.

1.1 Motivacidon

Dentro de la robotica movil existe una tendencia y necesidad de contar con sistemas que tengan
mayor autonomia y que dependan en menor medida de la informaciéon del ambiente que los

rodea, sin que se vea limitado para la realizacion de sus tareas.

También es necesario que los robots, al estar en conjuntos homogéneos o heterogéneos se
puedan mover coordinadamente sin dificultar su objetivo o funcionalidad. Para enfrentar algunos
de estos retos es necesario describir mateméticamente un modelo que asemeje su comportamiento
y dindmica, para emplear herramientas de la teoria de control y ejecutar tareas de forma maés
precisa. En los ultimos afnos, se ha explorado en el campo de la robo6tica movil el uso de dindmicas
complejas que permiten optimizar tareas en el campo de la inteligencia artificial, especificamente
en enjambres de robots y en la sistemas con alta capacidad de adaptabilidad, en la exploracion

y vigilancia de entornos dindmicos conocidos o desconocidos.



En este trabajo de tesis el interés principal es la aplicacion de técnicas que permitan optimizar
las tareas de exploracion y vigilancia para obtener resultados cuantitativos del area explorada,

evaluando impredictibilidad y eficiencia para cada una de las técnicas propuestas.

1.2 Antecedentes

El caos es un fenomeno interesante que muestran los sistemas dindmicos no lineales y que se
ha usado en robdtica, contrario al comportamiento aleatorio, tiene propiedades interesantes que
pueden ser explotadas para las diferentes aplicaciones. Este tipo de dinamica tiene la propiedad
de los sistemas caodticas definida como transitividad topologica, lo que asegura nos asegura que
las trayectorias seran densas. En aplicaciones de vigilancia, estos sistemas dindmicos hacen més
eficiente esta tarea, ya que brindan un mayor grado de impredictibilidad en las trayectorias y

asi aumentar el rango de posibilidades de atrapar a algtn intruso.

d) Militares e) Limpieza

Figura 1.1: Aplicaciones de Robots Moviles.



Por otro lado, el movimiento Browniano, descubierto por el bitlogo Robert Brown en 1827
[7], 1o denfini6é como un fenomeno natural de aparente naturaleza impredictible y perpetuo. Pos-
teriormente, Thiele describi6 matemaéaticamente este fendémeno en su trabajo sobre el método
de minimos cuadrados en 1880 [65], unos anos después Bachelier [2] propuso otra alternativa
para definir este fenomeno. Albert Einstein [17] di6 la primera descripcion matemética de una
particula libre con movimiento Browniano , ademés, Smoluchowski [62] realiz6 su propia de-
scripcion en 1906, y en 1908, Langevin obtuvo un modelo dindmico que consta de una ecuacion
diferencial de segundo orden con un término estocastico, y fue el modelo méas aceptado en la
teoria moderna de movimiento Browniano de una particula libre [40]. Esta dindmica se ha im-
plementado principalmente en enjambres de robots moviles [69, 47, 19, 31, 38] para aplicaciones
de btsquedas y exploraciodn, en la cual cada robot se modela como una paricula Browniana cuyo
movimiento es influenciado para generar las trayectorias y realizar busquedas completas. Sin
embargo, en este trabajo se propone el uso de una aproximacion determinista [11], que posee las
principales propiedades del movimiento Browniano y nos da informacion precisa y no aleatoria
sobre la trayectoria generada. Ademas, la implementacion es sencilla y el movimiento puede ser
acotado en una region por medio del modelo dinamico. Esta dindmica posee ciertas propiedades
que comprenden irregularidad en su comportamiento. Mandelbrot, quién estudié el movimiento

Browniano desde el campo de los fractales, menciona lo siguiente:

“la traza del movimiento Browniano, que es una cuerva de dimensién con intervalos crecientes
indefinidos, que a la larga cubrird por completo el plano, lo cual sugiere que eventualmente la

traza del movimiento Browniano toma la dimension del plano".

Por lo tanto, estos sistemas dinamicos con comportamientos altamente irregulares resultan

ser una buena alternativa para hacer exploraciones eficaces en el entorno de los robots méviles.



a) Movimiento Browniano

Figura 1.2: Comportamientos irregulares y complejos.

Dado que no es sencillo identificar una trayectoria, es decir, su comportamiento, podria
omitirse algin patréonde de comportamiento cadtico, Browniano, o simplemente ruido, por esta
razon es necesario introducir los anélisis de series temporales para lograr identificar cada una de
las dinamicas que se desean en los robots moviles. Los métodos de andlisis de series temporales
permitiran encontrar indices que describen cuantitavamente la impredictibilidad, la complejidad

e incluso la identificacion precisa del tipo de dindmica que serd analizada.

A continuacion se hace un breve recuento de las principales aportes en las distintas tematicas
que seran manejadas en esta tesis, donde se tiene por objetivo ilustrar como se ha abordado el

problema de exploraciones y vigilancias por medio de robots méviles.

La roboética movil es una de las areas de la robotica en las cudles se ha consolidado en los
ultimos anos como un problema recurrente e ideal para la investigacion [30, 50, 14, 45|. Los robots
moviles pueden ser clasificados de acuerdo con el area o entorno en el cual estaran desplazandose,
por lo que puede haber robots terrestres, marinos y aéreos. Se tienen los robots méviles terrestres
los cuales poseen principalmente mecanismos de locomocién basados en ruedas 6 patas; y sus
aplicaciones mas comunes son de rastreo y traslado de objetos, vigilancia, exploracion, evasion de
obstéaculos, traslado de instrumental, limpieza del hogar, enjambres de robots, y a nivel industrial

se usan en aplicaciones de inspeccion y anélisis.



a) Robots Aéreos c) Robots Acuaticos C) Robots Terrestres

Figura 1.3: Tipos de robots.

En el estado del arte de robots moviles, existen diversos trabajos dedicados al modelado
cinematico de estos sistemas |30, 45, 14, 35, 28|; también se realiza el modelado cinemético de
sistemas acoplados con distintas arquitecturas de robots moviles [37]; es posible modelar los
robots méviles siguiendo una metodologia muy parecida a la que normalmente se utiliza en
el modelado de robots manipuladores utilizando matrices de transformacion homogéneas para

determinar las relaciones cinematicas entre las variables cinematicas del robot [48, 4].

En los trabajos [37, 58, 3, 70, 42, 56, 57| se aborda el modelado dindmico de robots moviles;
en [4] se deduce el modelado dinamico de un robot moévil de configuracion diferencial y de
tipo uniciclo basandose en la metodologia de Newton-Fuler, haciendo uso del formalismo de
Lagrange para considerar la dindmica de los actuadores y asi obtiene un modelo dindmico del

sistema completo.

Una parte fundamental de este trabajo se basa en las estrategias de control que permiten al
robot mévil alcanzar una posiciéon deseada, en la literatura abunda la aplicacion de la teoria de
control en estos sistemas. Se describen los métodos geométricos [53, 74[; técnicas de control de
aproximacion lineal [4]; linealizacion exacta [12], [43]; anélisis de controlabilidad [60]; estabilidad
en el sentido de Lyapunov [56, 45, 14]; control predictivo |28, 72]; control de regulacion [9]; control

de seguimiento [63, 54|, [75]; control difuso [35], entre otros.

Pueden utilizarse estas herramientas de modelado y control para mejorar las aplicaciones exis-

tentes que hacen uso de los robots moviles, en el caso de este trabajo, robots méviles terrestres;



en [13] se conceptualiza realizar el control de un robot moévil para generar comportamiento
caotico por medio de una red neuronal artificial, logrando aprovechar las caracteristicas de este
tipo de sistemas dindmicos. Las principales aplicaciones en las cuéles se ha estado trabajando
es el mejoramiento de la autonomia [73]; exploracion por medio de robots moviles utilizando
sistemas caoticos [49, 76|; realizacion de un andlisis comparativo entre los sistemas dindmicos
cadticos y aleatorias para determinar que método resulta ser mejor para tarea de cobertura de
areas |25], cabe destacar que se utiliza un método de asignacion de posiciones consecutivas, es
decir, la exploracion no se realiza por medio de trayectorias continuas; se proponen controladores
basados en el comportamiento de organismos biolégicos que se comportan cadticamente para la
generacion de trayectorias y evasion de obstaculos en un éarea [25]; en el campo de la inteligencia
artificial, también se investiga como los sistemas de percepcion del robot al desplazarse en un
entorno dindmico presenta un comportamiento cadtico, lo que le permite lograr una mejor adapt-
abilidad [59] y robustez [51] en la navegacion de su entorno; la inteligencia emergente por medio
de caos [27]; se indaga la idea de utilizar comportamientos cadticos combinados pertenecientes a
diferentes sistemas dinamicos para la cobertura de areas [10[; cooperacion aleatoria entre robots

moviles basado en sincronizacion cadtica para exploracion de areas |76].

Current
position

500008000,
> 205,

02 o 02 o4 06 08 ' 12 4 1% 8

a) Control de Trayectoria b) Control de Posicién

Figura 1.4: Estrategias de control en la robotica.

En aplicaciones para la generacion de trayectorias en robots moviles se ha usado como otra



alternativa, los generadores aleatorios de trayectorias como el planeador de trayectorias aleatorio
(RPP, por sus siglas en inglés), método de mapeo de caminos probabilistico (PRM , por sus siglas
en inglés) y el algoritmo de arbol de exploracion aleatoria rapida (RRT, por sus siglas en inglés)

19].

También se emplea otro tipo de dindmica en los robots moéviles que posee caracteristicas
interesantes como es el movimiento Browniano, cuya principal rama de aplicacion se centra en
exploracion por medio de enjambres de robots moviles [19, 47]. Cada robot es modelado como
una particula Browniana, la cual es manipulada por estimulos eléctricos [69], marcadores [47],
métodos de campos de potencial artificial [19], en el trabajo [32] menciona la principal carac-
teristica de los métodos anteriores, la manipulaciéon por medio de campos de fuerzas atractivas
para lograr cambios en la trayectoria de una particula con movimiento Browniano; este tipo
de dinamicas también se ha empleado en situaciones donde el ambiente es desconocido y con

obstaculos dindmicos [47].

En algunos de los trabajos se estudia el comportamiento emergente de los robots moviles, es
decir, al realizar la caracterizacion de las series de tiempo irregulares de los mecanismos de per-
cepcion que se generan debido a la interaccion de los robots méviles con su entorno dinamico per-
mite identificar un comportamiento cadtico, que inicialmente podria tomarse como movimiento
aleatorio, sin embargo, se descubre que esta dinamica compleja le aporta adaptabilidad [59] y
robustez [51] a este tipo de sistemas. Por lo tanto, hay una necesidad de conocer y analizar la
dindmica que se dese imprimir en estos sistemas, al igual que estudiar los comportamientos que
puede generar a través de sus variables cinematicas, por lo que se hace uso del andlisis de series
temporales tales como series de Fourier [21]; funciéon de autocorrelacion [6]; analisis de densidad
espectral [22[; rango reescalado de Hurst [46]; anélisis de fluctuacion sin tendencia [55]; uso del
método de informacion promedio mutua [20] que complementa el método de los falsos vecinos

cercanos [36] permitiendo calcular la dimension de autocorrelacion [23| de la serie temporal y



aportando informacion ttil en el andlisis geométrico de la serie temporal, es decir, la reconstruc-
cion del atractor [64]; medicion de la impredictibilidad por medio de los exponentes de Lyapunov

[71], etc.

Actualmente, se realiza investigacion exhaustiva en el area de la robdtica, la mayoria de los
avances tecnologicos hasta hace unos anos estaban orientados en el sector industrial, sin embargo,
otros sectores como en el drea de seguridad, donde se necesita una constante supervision de las
complejos o areas de interés; en el hogar, donde se tengan robots que puedan desempenar tareas
de limpieza; navegacion en zonas de riesgo, donde no sea posible la intervencion 6 que este
presente un riesgo para los seres humanos, como en casos de derrumbes, zonas radioactivas,

campos de minas, entre otros.

El desarrollo de la robética y la necesidad de sastifacer algunas de las necesidades planteadas
ha traido nuevos paradigmas para la investigacion. Las necesidades que se desean cubrir me-
diante este tipo de robots es la capacidad de tener una mayor autonomia e inteligencia para
satisfacer tareas especificas. El término de autonomia hace referencia a la capacidad del robot
para responder ante situaciones cambiantes ambigilias o impredecibles sin necesidad de la super-
vision humana. Estos robots han significado un importante avance en el campo de la roboética
de enjambres en donde se propone el uso de miltiples robots para la realizacién coordinada de
tareas de exploracion, coordinaciéon de robots, trasporte de objetos, etc. Surge la necesidad de
encontrar estrategias que permitan realizar estas tareas de forma mas eficiente. De acuerdo a los
datos estadisticos de la International Federation of Robotics (IFR). En las figuras 2.4 y 2.5 se
muestra que el desarrollo de la robdtica mévil representa de las areas de mayor creciemiento, lo
que se correlaciona con el desarrollo de aplicaciones més eficientes en robots moéviles y la demanda

en el sector doméstico que es una tendencia que proyecta crecimiento para anos posteriores.
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Figura 1.5: Robots de servicio para uso profesional. Unidades Vendidas en 2014-2015.
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Figura 1.6: Robots de servicio para uso personal/doméstico. Unidades Vendidas en 2014-2015

y predicciones para 2016-2019.

La exploracion de entornos desconocidos es una de las aplicaciones con mayor desarrollo y
avances en la robdtica movil. La mision emprendida por la NASA para la exploracion de marte
[68, 67] sigue vigente desde el 2004 y se utilizaron robots moviles altamente especializados con

manipuladores, el Spirit y el Opportunity. La tarea principal de estos robots fue la exploracion



de la superficie de marte, asi como también, la transmisiéon de datos que son estudiados por
un equipo de gedlogos. Lo que sugiere que este tipo de robots explorar y supervisar hasta los

ambientes méas remotos e inaccesibles para el ser humano.

Figura 1.7: Robots moéviles en aplicaciones de exploracion.

Para hacer estas tareas con un alto grado de precision se recurren al modelado de sistemas,
de tal modo que sea posible describir mateméticamente el sistema, implementar la teoria de

control e inteligencia al robot maovil.

En anos recientes se ha descubierto que al imprimir un comportamiendo dindmico complejo
en estos sistemas robdticos se aumenta de manera significativa la eficiencia de éstos, principal-
mente en las aplicaciones de evasion de obstaculos, coordinacion de miltiples robots méviles,
inteligencia emergente debido a este comportamiento erratico que da paso a la adaptabilidad,
coberturas y vigilancia de areas. Tales dindmicas complejas comprenden los comportamientos
cadticos, movimientos de carédcter aleatorio como el movimiento Browniano, entre otros. Sin
embargo, en la exploracion se encontr6é que los métodos aleatorios resultan ser menos eficientes
que los comportamientos cao6ticos, lo que dejé abierto el problema a la busqueda de mejores
alternativas para mejorar esta aplicacion y por esta razon, en este trabajo se propone el uso de
un nuevo esquema que permite generar trayectorias de movimiento Browniano con una aproxi-

macién determinista.

De este modo, las dos dindmicas que se estudiardn en este trabajo nos aseguran trayecto-

rias densas, impredictibilidad en los movimientos del robot moévil y en una menor cantidad de
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tiempo, haciendo més eficientes las aplicaciones de exploracion y vigilancia. Cabe mencionar que
también es necesario seleccionar las mejores estrategias de control para el seguimiento de estas
trayectorias, por lo que es necesario buscar el control de seguimiento preciso. Sin embargo, las
dindmicas parecen ser parecidas, tienen un comportamienot erratico, a simple vista aleatorio, lo
que lleva a plantear el uso de métodos de anéalisis de series de tiempo que permita caracterizar la
dindmica de las trayectorias que son generadas por el robot movil, de este modo se comprueba
con una base mas solida que comportamiento se encuentra presente en el comportamiento del

robot movil al realizar tareas de exploracion.

1.3 Hipotesis

El uso de los diferentes modelos dindmicos para la generacion de trayectorias con dindmica
cadtica, movimiento Browniano determinista y dindmicas combinadas, junto con estrategias de
control en las variables de posicion cartesiana del robot moévil, permite encontrar mejores alter-
nativas para realizar aplicaciones de exploracion y vigilancia de areas que mediante trayectorias

periodicas o aleatorias.

1.4 Objetivos de la Tesis

e Desarrollar una herramienta para la caracterizacion de series de tiempo.

e Seleccion de las mejores trayectorias de referencias y estrategias de seguimiento para la
cobertura del area, que permita realizar exploraciones méas eficientes por medio de un

robot movil de configuracion diferencial.

e Realizar el seguimiento de trayectorias en variables de orientacion y desplazamiento y en

variables de posicion cartesiana.
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e Generacién de trayectorias con comportamiento cadtico y de movimiento Browniano de-

terminista.

e Implementacion experimental en un robot movil.

1.5 Organizacion de la Tesis

El resto del documento esta organizado de la siguiente forma:

Capitulo 2. Se estudian sistemas dindmicos que generan trayectorias cadticas y de movimiento
Browniano, donde se explican sus definiciones y propiedades que las hacen atractivas para las
aplicaciones que se plantean en los objetivos de la tesis. También se incluye una secciéon donde se
realiza el escalamiento en amplitud y frecuencia para facilidar la implementacion experimental,

que se aborda en el capitulo 6.

Capitulo 3. Se describe las componentes bésicos de los robots moviles como sus arqui-
tecturas y sistemas de traccién. También se estudia brevemente las relaciones no holonémicas
que se encuentran presentes en estos sistemas y que determinan o restringen su movimiento.
Posteriormente se realiza el modelado cineméatico y dindmico de un robot mévil de configuracion

diferencial, de tipo uniciclo.

Capitulo 4. Se estudian las metodologias para el control de robots moviles, donde se
utiliza control de seguimiento (trayectorias continuas), al igual que se analiza la estabilidad y

controlabilidad del sistema con las estrategias de control implementadas.

Capitulo 5. Se muestran resultados del control de seguimiento, anélisis y caracterizacion
de la dindmica de las trayectorias y el porcentaje de cobertura de areas para obtener los mejores
esquemas o metodologias en aplicaciones de exploracion a partir de las simulaciones computa-

cionales.
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Finalmente, se muestran las conclusiones y el trabajo a futuro del tema de investigacion de

esta tesis.
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Capitulo 2

Sistemas (Generadores de Trayectorias

2.1 Introduccion

En este capitulo se definen los sistemas dinamicos que sirven para generar las trayectorias que
seran seguidas por los robots moviles. Se definen los sistemas dindmicos que exhiben caos,
patrones periédicos, aleatorios, entre los que se encuentra el movimiento Browniano y la aprox-

imacién que se implementa para la generacion de trayectorias Brownianas deterministas.

2.2 Sistemas Dinamicos

La dindmica se relaciona con los fenémenos que producen patrones de cambio en el tiempo. Gran
parte de éstos fenébmenos ocurren en la naturaleza y los procesos. Algunos ejemplos de éstos
fendmenos dindmicos se presentan en los sistemas sociales, los ecosistemas, procesos industriales,

etc.

Muchos de estos fenémenos pueden entenderse y ser tratados facil e intuitivamente sin el
conocimiento de la teoria de sistemas dindmicos. Sin embargo, hay situaciones donde es necesario

analizar el problema mediante herramientas matematicas més sofisticadas. Los modelos basados
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en ecuaciones diferenciales ordinarias proveen una abstraccién y descripcion més exacta de la

dindmica de los fenémenos naturales y artificiales.

Los modelos dinamicos son estudiados como objetos mateméaticos que describen un sistema
real, los cuales son abstraidos de algtin procesos fisico, biologico, econdémico, etc. Particu-
larmente, en el estudio de los sistemas dindmicos se considera que un modelo matemético es
determinista si exhibe una evolucion tnica [5]. Una especificacion completa del estado inicial de

éstas ecuaciones estd dada por las condiciones iniciales.

Se consideran que un sistema dindmico representador por un modelo en espacio de estados
esta conformador por un ntmero finito de n-ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

acopladas entre si, que se representan con la ecuacion:

iy = f1(t 21, T, U U
i'z:fl(t,x1,~--7:cn7u17"'7um> (221)
Ztn:fl (taxla"'vxTL?ul’""um)

donde z; denota la derivada de x; con respecto a la variable de tiempo ¢, z; es un vector

cuyas n componentes son las variables de estado, y u; es un vector de entrada m-dimensional.

Se escriben como una ecuacién vectorial n-dimensional de primer orden,

= f(t,z,u) (2.2.2)

donde se define a z como el estado y u es la entrada.

Cuando no aparece explicitamente una entrada v en el modelo en espacio de estado, se le

llama ecuacién de estado no forzada
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i = f(t,x) (2.2.3)

Un caso especial de (2.2.3) surge cuando la funcion f no depende explicitamente del tiempo

t, esto es,

i = f(x) (2.2.4)

en tal caso se dice que el sistema es autéonomo o invariante en el tiempo [26]. Si el sistema

no es autoénomo, entonces es llamado no auténomo o variante en el tiempo.

En el caso autéonomo, la solucion del problema del valor inicial de la ecuacion (2.2.3), se sabe
que existe y que es tnica si el vector de campo f es continuamente Lipschitz 5.5.3. Al resolver
la ecuacion anterior se tiene una secuencia de puntos x (¢) que se define como la trayectoria del

sistema dinamico, donde z (0) es la condicion inicial.

Definicion 2.2.1 (Constante Lipschitz). [18] Una funcion f de S C R™ en R" se le llama
funcién Lipschitz si hay una constante Ly tal que

If (&)= F @I <Ly lo—yll paratodo z,yeS (2.2.5)
La constante de Lipschitz de f es la mas pequena eleccion de Ly para la cual la condicién
previa se mantiene.

Definicién 2.2.2 (Funcion Lipschitz [18]). Sea una funcién general f: S — Q, donde S es
un conjunto de nimero racionales, en un intervalo de {z € Q: a < x < b} con los nimeros
racionales a y b. Si x y y son dos nimeros en S, entonces |z3 — x| es el cambio en la entrada
v | f(z2) — f(x1)| es el correspondiente cambio en la salida. Se dice que f es Lipschitz continua
con una constante Lipschitz Ly en S si hay una constante (necesariamente positiva) Ly tal que

1 (&) = F W)l < Ly ||z = yll para todoz, y € 5 (2.2.6)

como se indica por la notacion, la constante Lipschitz Ly depende de la funcién f.
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Las trayectorias tipicas tienden a infinito mientras evolucionan en el tiempo o se quedan
acotadas en un area para siempre. El comportamiento observado depende tanto de la forma de
f como de la condicién inicial zy; muchos sistemas permiten ambos tipos de solucién. El conjunto
de condiciones iniciales que nos lleva al mismo comportamiento asintotico de la trayectoria se le

conoce como region de atraccion.

Los sistemas dinamicos que se analizan en este trabajo no sé6lo tienen soluciones acotadas, si
no que usualmente también son disipativos, lo cuél significa, que el promedio de un volumén del

espacio de fase que contiene sus condiciones iniciales esté contraido bajo la dindmica del sistema.

Una de las caracteristicas mas importantes de los sistemas dindmicos utilizados en este
trabajo es la continuidad, por lo tanto, las ecuaciones diferenciales que componen el sistema

dindmico son funciones continuas y su definiciéon es la siguiente.

Definicién 2.2.3. [44] Una funciéon f que mapea un conjunto S; en un conjunto Sy se denota
como f : S — Sy. Una funcién f : R* — R™ se dice que es continua en un punto x si
f(xzx) — f(z) siempre y cuando x; — x. Equivalentemente, f es continua en z si, dado un
€ > 0, hay un 6 > 0 tal que

le—yll <6 =|[f (=) = fWIl <e (2.2.7)

2.2.1 Estados de equilibrio

Otro de los conceptos de amplia importancia a considerar en el analisis de los sistemas dindmicos

es el punto de equilibrio.

Definicion 2.2.4 (Punto de Equilibrio). [44] Un punto x = z* en el espacio de estados es un
punto de equilibrio (PE) de (2.2.3) si tiene la propiedad de que siempre y cuando el estado del
sistema empiece en x* y permanezca en x* para todo tiempo futuro.

Para el sistema auténomo (2.2.4) los PE son las raices reales de la ecuacion

flz)=0 (2.2.8)
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Un PE puede estar aislado; es decir, no siempre hay otros PE en su vecindad o podria haber
un continuo de ellos.

2.3 Sistemas Dinamicos No Lineales

Los sistemas no lineales son un caso mas complejo en donde no se mantiene el principio de
superposicion y es necesario emplear herramientas matematicas de anélisis de mayor complejidad.
Los sistemas no lineales pueden ser analizador aplicando una linealizacién, siempre y cuando sea
posible utilizarla, sin embargo, existes algunas limitaciones entre las cuales se pueden destacar

las siguientes:

e Al aplicar la linealizacion, solo se puede analizar el comportamiento del sistema alrededor
de una vecindad del punto de equilibrio, por lo tanto, s6lo se predice el comportamiento

local del sistema.

e La dinAdmica de un sistema no lineal es mucho més rica que la dindmica de un sistema

lineal.

Es por esta razéon que los sistemas no lineales son los més interesantes, desde el punto de

vista de este trabajo, para que sean utilizados como sistemas generadores de trayectorias.

Existen fenémenos no lineales que sb6lo pueden presentarse en este tipo de sistemas, lo que
sugiere que los sistemas lineales no son capaces de predecir su comportamiento y por eso debe
recurrirse a los sistemas no linales. Algunos ejemplos de comportamientos de los sistemas no

linales son:

e Escape en tiempo finito.

e Miiltiples puntos de equilibrio aislados.
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Ciclos limite.

Oscilaciones subarmoénicas, armonicas y cuasiperiodicas.

o (Caos.

Miltiples modos de comportamiento.

Los sistemas dindmicos no lineales descritos por (2.2.4) presentan estados de equilibrio con
caracteristicas diferentes que el estado de equilibrio en un sistema lineal dado por z = Az, los

estados de equilibrio son llamados atractores de un sistema, definidos como:

Definicion 2.3.1 (Atractor). [41] El conjunto cerrado 2 C R™ es llamado el atractor del sistema
(2.2.4) si (a) existe un conjunto abierto 2y D 2 tal que todas las trayectorias x () del sistema
(2.2.4) originadas en ) estan definidas para todo ¢ > 0 y tienden a € cuando ¢t — oo, esto es,
dist(z(t),2) — 0 cuando t — o0, si z(0) € Qo, donde dist(z,Q) = inf eq ||z — y|| es la distanciat
del punto x al conjunto €2, y (b) subconjuntos de 2 no tienen esta propiedad.

En otras palabras, es llamado atractor porque si estd presente alguna forma de amor-
tiguamiento en el sistema no lineal, conforme el estado transitorio decae, el sistema es "atraido"

al conjunto €2. Los atractores en los sistemas no lineales se pueden clasificar como:

1. Punto de equilibrio.
2. Orbita periddica o ciclo limite.
3. Orbita cuasiperiédica.

4. Atractor cadtico.

Y|l indica la norma Euclideana, y || - ||oo, la norma infinita en los espacios de vectores y funciones. El espacio
Euclideano de los vectores n-dimensionales se denota por R,
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2.4 Sistema Dinamico Peri6dico

La periodicidad se caracteriza por poseer una repetitividad continua, en las trayectorias se aprecia
la misma forma de la curva, cuando se relacionan intervalos especificos de tiempo. Los patrones

periodicos también son conocidos como ciclos limite.

Definicion 2.4.1 (Ciclos limite). [26] Un sistema oscila cuando tiene una solucion periddica no
trivial,

x(t+T)=x(t), t>0 (2.4.1)

para algin 7" > 0. La imagen de una solucién periddica en el retrato de fase es la de una
orbita periédica o una oOrbita cerrada.

Un sistema lineal como oscilador armoénico tiene trayectorias que son o6rbitas cerradas, cuya
amplitud depende de la condicion inicial. Sin embargo, un oscilador lineal no es robusto (estruc-
turalmente estable) ya que cualquier perturbacion destruye la oscilacion. Por medio de sistemas

no lineales es posible construir osciladores tales que,

e Sean estructuralmente estables.

e La amplitud de la oscilacion (en régimen permanente) no dependa de la condicién inicial.
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Figura 2.1: Ciclo limite del oscilador de Van Figura 2.2: Ciclo limite del modelo de Maginu.
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Este tipo de sistemas dinamicos son ampliamente generados por series de funciones senoidales.
En la Figuras 2.1 y 2.2 se muestran algunos ejemplos de los ciclos limite de los modelos con

comportamientos dindmicos perioédicos.

2.5 Sistemas Dinamicos Cadticos

La idea de como pequenas desviaciones pueden crecer explosivamente hasta producir efectos
substanciales en el comportamiento de sistemas fisicos fue un fenémeno en la investigacion de
Edward Lorenz (1963). El noté que un modelo climatologico puede exhibir una dependencia
a la sensibilidad de algiin cambio en las condiciones iniciales y no es producto de una errénea

descripciéon matemaética.

El caos es impredecible, pero determinable. O dicho de otro modo, el caos no es aleatorio,
tiene un orden subyacente. La incognita de la definicion de caos es la pregunta de qué es lo que

hace que un sistema dindmico sea cadtico o no cadbtico.

Definicion 2.5.1 (Definicion de Caos de Devaney). [16] Sea f : X — X. Decimos que f es
cadtica en X si se cumplen las siguientes tres condiciones:

e El conjunto de puntos periodicos de f forma un conjunto denso en X.
e f es topologicamente transitiva en X

e f es sensible a las condiciones iniciales en X.

Una de las propiedades mas ampliamente aceptadas en la definicion del caos es la transitividad
topoldgica [1]|. Esta propiedad describe matematicamente que un sistema dindmico de naturaleza
cadtica genera trayectorias densas en su espacio de fase. Algunas definiciones ttiles para expresar

formalmente lo anterior son:

Definicién 2.5.2. (X, f) denota un sistema dinamico topolédgico, donde X es un espacio métrico
(compacto) con una métrica dy f: X — X es un mapeo continuo.
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Definicién 2.5.3. Un punto z € X mueve su trayectoria siendo la secuencia z, f(x), f2(z), f3(z), ...

donde fn(x) es la n-ésima iteracion de f. El punto f"(x) es la posicion de x después de n unidades
de tiempo. El conjunto de puntos de la trayectoria de x en f es llamada la 6rbita de x denotada
por orbg(x)

Una vez que se han definido algunos conceptos ttiles sobre los sistemas dindmicos y sus
propiedades topologicas, los cuales son importantes para describir de forma mas precisa el con-
cepto de transitividad topolégica que esta dado por la siguiente definicion.

Definicién 2.5.4. Sea X un espacio métricoy f : X — X continua. Se consideran las siguientes
condiciones:

e Para cada par de conjuntos abiertos no vacios U,V € X hay un entero positivo n tal que
frU)nv #0,

e hay un punto zy € X tal que la 6rbita de zy es densa en X.

Usualmente la primera condicion de 2.5.4 se adopta como la definicion de transitividad
topologica, aunque otros autores toman la segunda condiciéon. La transitividad topologica es una
caracteristica global del sistema dinamico. Intuitivamente, un mapeo topologicamente transitivo
f tiene puntos con vecindades arbitrariamente cercanas, tales que al transcurrir las iteraciones,

eventualmente su trayectoria los mueve a cualquier otra vecindad.

Otras caracteristicas muy significativas que poseen los sistemas caoticos son las siguientes:

e Sensibilidad a los cambios en las condiciones iniciales. En la Figura 2.3 se observa este
fendmeno de divergecia exponencial entre dos trayectorias que empiezan muy cercanas entre

si en una vecindad y conforme evolucionan temporalmente divergen significativamente.

e Incremento de la complejidad de oscilaciones al cambiar algtin parametro de las ecuaciones

dindmicas.

e Presenta atractores “extranos”" que se muestran en el espacio de fase o con los mapas de

Pincaré, y presentan una estructura fractal.
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e Espectro amplio de sus frecuencias, se obtiene al aplicar la transformada rapida de Fourier

(FFT) en la serie temporal cadtica.

Figura 2.3: Exponentes de Lyapunov
Algunos sistemas bien conocidos que nos permiten generar trayectorias cadticas son, por

ejemplo, el sistema de ecuaciones del modelo de Lorenz para la conveccién en fluidos:

Atractor Cadtico de Lorenz

dx

% = —or+oy

W—ry—y+az (2.5.1)

ds Figura 2.4: Atractor caético de Lorenz.
o =ry—bz
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Algunos otros ejemplos de sistemas cadticos son:

Atractor Cadtico de Rossler

G=—W—2

% =z +ay (2.5.2)

% bt ar— s Figura 2.5: Atractor cadtico de Rossler.

Atractor Cadtico de Chen

G=aly—x)
W—(c—a)r—z2+cy (2.5.3)
dz Figura 2.6: Atractor cadtico de Chen.
T =xy —bz
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Atractor Caotico de Chua

© —a(y—z-h)
Z—?:x—y—i-z

dz __

3——531

Y X
h=miz+1/2(mg—my) (Jz+ 1] — |z — 1))

(2.5.4) Figura 2.7: Atractor cadtico de Chua.

Atractor Cadtico del Oscilador Duffing

a Y

Y g — B
vy — oz — Pz + Feos(z)  (2:5.5) Figura 2.8: Atractor caotico del oscilador Duff-

dz _ —w mng.

2.6 Movimiento Browniano

En 1827, Robert Brown demostré que cualquier suspension de particulas finas de vidrio y min-

erales presentaban un movimiento irregular conocido como movimiento Browniano.

El movimiento Browniano se genera debido a ciertas suposiciones estocésticas que provienen
de los eventos de las colisiones entre las particulas y las moléculas del liquido que las rodean. El
movimiento Browniano posee las siguientes propiedades, mismas que presentan los procesos de

Wiener:
Propiedades:
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e Trayectorias continuas.
e [istacionariedad e incrementos independientes.

o W (t)~ N (0,t) para cada t > 0.

2.6.1 Ecuaciéon de Langevin para el Movimiento Browniano

El movimiento Browniano revela claramente las fluctuaciones estadisticas que ocurren en un
sistema en equilibrio térmico [39]. Langevin propuso una soluciéon mas simple para describir el

movimiento Browniano, describiéndolo con una ecuacion diferencial estocéstica.

Se considera el caso mas simple, unidimensional, para una particula de masa m cuyo centro
de masa en un tiempo t esta designada por z (t) y cuya velocidad es v = dx/dt. Esta particula
estd inmersa en un liquido a temperatura absoluta 7. Tratar de describir la interaccion de la
particula con los grados de libertad del liquido que la rodea es una tarea muy complicada, pero
el efecto de todos estos grados de libertad se simplifica como una fuerza neta efectiva F' (t) sobre
la particula. Ademés, la particula interactia con otras fuerza externas, tales como la gravedad
0 campos electromagnéticos, a través de una fuerza denotada por F' (t) y usando la segunda ley

de Newton se describe como:

m— = F(t)+ F (1), (2.6.1)

la fuerza F'(t) describe la interaccion de z (t) con los demés grados de libertad del sistema.
La fuerza F'(t) depende de las posiciones de las particulas en constante movimiento. Por lo
tanto, F' (t) es una funciéon que fluctia rapidamente en el tiempo y varia de una forma irregular.
Estadisticamente, esta fuerza se considera como un ensamble de muchos sistemas similares, cada
uno consta de una particula y el medio que la rodea. Para cada uno de estos sistemas la fuerza

F (t) es una funcién aleatoria de t, lo cual implica que solo se pueden hacer consideraciones
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estadisticas del ensamble. Entonces, la razon a la cual varia F'(t) se caracteriza por un “tiempo
de correlacion"’ 7* el cual mide el tiempo promedio entre dos maximos (o minimos) sucesivos de
la funcion fluctuante F (), el cual es muy pequeno, generalmente es del orden de la separacion
intermolecular media dividida por la velocidad molecular media). La fuerza F' (t) puede ser tanto

positiva como negativa de tal forma que su promedio de ensamble es cero.

F (t) es una funcion que flucttia rapidamente, por (2.6.1) se deduce que v también es una
funcion fluctuante en el tiempo. La funcion v tiene una parte que varia lentamente (su promedio)

y otra que fluctia rapidamente (v/), cuyo promedio es cero,

v="0+0 (2.6.2)

La parte que varia lentamente v es crucial para determinar el comportamiento de la particula
en grandes periodos de tiempo. Para conocer su dependencia se integra la ecuacion (2.6.1) sobre

el intervalo de tiempo 7 y se obtiene

mo(t+7)—v ()] = F @)+ /t R ar, (2.6.3)

donde se supone que F es una funcion que varia lentamente, de tal forma que su cambio es
despreciable durante el tiempo 7 . La integral en (2.6.3) resulta muy pequena, por lo que queda

comao:

m— = F. (2.6.4)

La interacciéon con el ambiente expresada por F', debe ser tal que tienda a conducir la particula

al estado de equilibrio. Este estado de equilibrio se define como v = 0. Se supone que la fuerza
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externa F = 0, por lo tanto, la interaccion expresada por F es tal que, si al tiempo inicial o # 0,
provoca que v se aproxime gradualmente a su posicion de equilibrio v = 0. F' es afectada por
el movimiento de la particula ya que contiene una parte que varia lentamente £ que tiende a

llevar la particula al equilibrio. Por lo que analogamente, (2.6.2) se escribe como

F=F+F, (2.6.5)

donde F7 es la parte de F' que fluctiia rapidamente cuyo promedio es cero v F es la parte
que varia lentamente, que debe ser alguna funcién de v tal que F (v) = 0, cuando v = 0. Si ©
no es muy grande, F (0) = 0 se desarrolla como una serie de potencias de . Entonces F' tiene

la forma general de

F = —av, (2.6.6)

donde « es una constante positiva (llamada “coeficiente de friccion") estd acompanada por
el signo negativo que expresa que la fuerza F' tiende a reducir v a cero mientras el tiempo
transcurre. La fuerza de friccion es causada por la interaccion descrita por F' (t) y la contibrucion

de «, entonces (2.6.3) se escribe como

dv
moy = F—av+ F'(t), (2.6.7)
donde la aproximacion av & av tiene un error despreciable (ya que av’ puede ser despreciado

si se compara con I’ (t)). Introduciendo v = a/m y la fuerza fluctuante por unidad de masa

As (t) = F'(t) /m (llamada también fuerza de Langevin) en (2.6.7) se obtiene
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dv F

— +yv=—+ As(t), 2.6.8

T b= 4 A (1) (26.5)
esta ecuacion difiere de (2.6.3) por la descomposicion explicita de F'(t) /m, en su parte que

varia lentamente —yv y la parte fluctuante Ay (¢), la cual es una funcion aleatoria con promedio

igual a cero. Si se considera que la fuerza externa F = 0 en (2.6.8) se obtiene finalmente la

“ecuacion de Langevin'.

dv
o =t Af (), (2.6.9)

2.6.2 Aproximacién para generar Movimiento Browniano Determin-
ista

La idea de movimiento Browniano determinista ha sido discutida en hidrodindmica y en reac-
ciones quimicas oscilatorias, donde a pesar de que s6lo se observaba un comportamiento erratico
o aleatorio en su evoluciéon temporal, el movimiento es completamente determinista y que fue
definido como caos microscopico. A partir del descrubrimiento de indicios de caminata aleatoria
[22] en los osciladores cadticos, se propusieron aproximaciones [66] basadas en generadores no

lineales de niimeros pseudo-aleatorios.

En este trabajo se usa una aproximaciéon determinista de movimiento Browniano propuesta
por [11], donde su modelo se deriva a partir de la ecuacion de Langevin (2.6.9), que describe la

dindmica de una particula libre con movimiento Browniano.

Dicha aproximacion considera que la variacion de la aceleracion de la fluctuacion (Ay) es
extremadamente rapida en comparacion con la variacion de la velocidad de la particula (&),

por lo tanto, existe un intervalo At durante el cual podria decirse que la variacion de & (t) con
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respecto a la de & (¢t + At) es insignificante y se sigue que la ecuacidn de Langevin se puede

reescribir como un sistema de dos ecuaciones diferenciales:

T = (0
(2.6.10)
y = —y+As(t),

agregando una grado de libertad adicional al sistema fenomenologico descrito en la ecuacion
(2.6.10), se asigna a la aceleracion de la fluctuacion (Ay) la variable z y se obtiene un sistema de
tres ecuaciones diferenciales, para finalmente obtener la aproximaciéon determinista, representada

por un modelo disipativo inestable que genera movimiento Browniano [11]:

T=1y
y=—yy+=z (2.6.11)

Z =017+ oy + a3z + a4

El modelo (2.6.11) no depende de un término estocastico, sino de la posicion, velocidad,
y la aceleraciéon, por lo tanto, es determinista. Los términos ;23 de la ecuaciéon son valores

constantes y ay es calculado por medio de la ecuacién:

ay = Cy - round (x/Cy) (2.6.12)
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Posicion (x)
[

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tiempo

Figura 2.9: Posicion de una particula libre con movimiento Browniano en una dimension.

Haciendo una revision de los diferentes sistemas dindmicos, se considera de mayor interés
los sistemas no lineales, por la riqueza de su comportamiento como generadores de trayectorias
de referencias, ademas, se mencionan los sistemas que describen trayectorias periodicas, a fin

de comparar las diferencias, ventajas y desventajas en la tareas de exploracion y vigilancia del

RMR.

En la literatura abundan diversos trabajos que sugieren manejar comportamientos de caos y
movimiento Browniano, que pertenecen a los sistemas no lineales, con el propésito de aumentar la
autonorhia, inteligencia, adaptabilidad y eficiencia en las distintas aplicaciones que desempenan

los robots moviles.

Cabe destacar que se utilizan sistemas dinamicos con ecuaciones puramente deterministas,
no hay espacio a la aleatoriedad, cominmente presente en los modelos que generan movimiento
Browniano, lo que permite facilitar la implementacion de las tareas de control orientadas a las
aplicaciones de interés en este trabajo. Sin embargo, las comportamientos generados pueden
ser confundidos como ruido debido su comportamiento erratico e irregular, por tal motivo, en
el siguiente capitulo se describen y se exploran diversos analisis para una caracterizacion méas

precisa de la dindmica presente en las trayectorias resultantes de la implementacion en el RMR.
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Capitulo 3

Caracterizacion de Series de Tiempo

3.1 Introduccion

En este capitulo se abordan métodos para la caracterizacion de series temporales, que son de
ayuda para identificar correctamente la dindmica presente en las trayectorias, por ejemplo la

periodicidad, caos, caminata aleatoria y movimiento Browniano.

3.2 Diseno de Herramienta para la Caracterizacion de Trayec-
torias

Para realizar una caracterizacion de los diferentes comportamientos que estan presentes en la
dindmica subyacente de un proceso o un sistema dindmico se recurren a tanto a los métodos
lineales y no lineales, que proporcionan informacién necesaria que puede ser comparada con el
resto de los analisis y asi tener informacion mas confiable y precisa sobre el comportamiento de

algiin sistema dindamico de interés en este trabajo.
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3.3 Meétodos Lineales

Los métodos lineales interpretan las estructuras regulares en un conjunto de datos, tales como la
frecuencia dominante, a través de correlaciones lineales. Esto significa que la dindmica intrinseca
del sistema es gobernada por medio de un paradigma lineal que determina que las pequenas
causas conducen a pequenos efectos y que pueden ser predecidos de una manera mas sencilla

que aquellos no lineales.

Ahora bien, algo que se conoce de las ecuaciones lineales es que solo presentan decaimientos
exponenciales (o incrementos) 6 soluciones oscilatorias periodicas, lo que permite asumir que las
irregularidades se atribuyen a alguna entrada externa aleatoria del sistema. Sin embargo, se ha
visto que cierto tipo de comportamientos como el de los sistemas cadticos, muestran respuestas
irregulares en su salida, las cuales no se atribuyen a las entradas aleatorias externas, debido a

que su respuesta es generada por ecuaciones completamente deterministas.

Por este motivo, se introducen los métodos lineales y no lineales para la caracterizacion de
una serie temporal. Para empezar, se describe tedricamente la secciéon de la herramienta de
caracterizacion de series temporale que puede identificar el rasgo més facil de identificar, los

comportamientos lineales.

En la mayoria de los analisis de series temporales una de las propiedades débiles més evidentes
es la estacionariedad, la cual es una condicién que nos garantiza que las propiedades estadisticas
permanecen fijas y constantes, lo que nos permite obtener informacién méas confiable de un
fendémeno o proceso. Dado que la dindmica de las series temporales que se tratan en este trabajo
conocemos que son gobernadas por reglas deterministas constantes, podemos garantizar que los
resultades que obtendremos son facilmente reproducibles bajo las mismas condiciones y por lo

tanto, confiables.
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3.3.1 Funciéon de Autocorrelaciéon

La funcién de autocorrelacion de una senal nos puede dar informacién sobre la presencia de
correlaciones en los diferentes intervalos de tiempo de la evolucion de una serie temporal [34], lo
que implica que no es aleatoria, asi como también permite encontrar un modelo apropiado que
describe su comportamiento, suponiendo que la serie temporal no es aleatoria. La autocorrelacion
es un coeficiente de correlacién que se calcula a partir de las muestras de la serie temporal para

diferentes intervalos de tiempo o retardos 7 y se calcula como,

L (5 = () (50 — (s))) = L2n8nr =)

o2 o

Cr = (3.3.1)
La estimacion de la autocorrelacion de una serie de tiempo es sencilla, siempre y cuando el
retardo 7 sea pequeno comparado con el total de muestras de la serie temporal. Por lo tanto, la

estimacion de ¢, sblo es razonable para 7 < N.

Si se grafican los valores de s, contra los correspondientes valores de un retardo 7 fijo anterior,
Sn_r, la autocorrelacion ¢, cuantifica como estan distribuidos esos puntos. Si estan igualmente
esparcidos en todo el plano, entonces ¢, = 0, y si estos estan cercanos a la linea s, = —s,,_,
se tendra que ¢, < 0. Los ultimos dos casos reflejan una tendencia de s, y s,_, proporcional
a cada una, lo que lo hace plausible que la funciéon de autocorrelacion refleje solo correlaciones

lineales.

Si la senal es observada en tiempo continuo, se puede intriducir la funcién de autocorrelacién

c(7), y las correlaciones de (3.3.1) son estimadas de ¢ (7 = 7At). Obviament, ¢, = c_, y ¢g = 1.

Por lo tanto, si una senal es periddica en el tiempo, la funcion de autocorrelacion también es

periodica en el retardo 7.

34



Las autocorrelaciones en las senales cadticas deterministas y de movimiento Browniano de-
terminista tipicamente también decaen exponencialmente en cada incremento de los retardos
7. Aunque las autocorrelaciones no son suficientes para dinstinguir entre este tipo de senales,

ademés de entre la aleatoriedad.

3.3.2 Analisis de Fourier

En lugar de describir las propiedades estadisticas de una senal en su dominio temporal, resulta
interesante conocer sus propiedades en su espacio de Fourier (dominio de la frecuencia). La
transformada de Fourier ayuda a identificar facilmente periodicidad o la existencia de una fre-
cuencia fundamental [24]. Al igual que también permite establecer una relacion reciproca entre
las propiedades de la senial en el dominio temporal y las propiedades de la senal resultantes en
el dominio frecuencial (propiedades de su espectro). La transformada de Fourier de una funcion

s(t) es

s5(f) = \/% /Z s (t) exp®™ 't dt (3.3.2)

y para una serie de tiempo finita discreta es

N
X 1 2mikn/N
S = —= ) Spexp dt. (3.3.3)
PR
Aqui, las frecuencias son fp, = k/NAt, donde k = —N/2,...,N/2 y At es el intervalo de
muestreo. La normalizacion de ambas transformaciones es tal que la trasnformacion inversa soélo
equivale a un cambio de signo en la exponencial y un intercambio de f (6 k, respectivamente)

y t (n, respectivamente). Entonces, ambas operaciones son invertibles y son transformaciones

lineales.
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3.3.3 Espectro de Potencia

El espectro de potencia de una sefial nos permite obtener una grafica en la que se puede observar
como esta distribuida la potencia de las diferentes componentes de frecuencias que contiene [34].

Se calcula mediante el cuadrado de la transformada de Fourier continua, S (f) = |5 (f)|*.

Para aplicar este andlisis a una serie de tiempo discreta y finita, es necesario obtener inicial-
mente el espectro por medio de la transformada de fourier discreta y posterioremente calcular
su magnitud para obtener la representacion grafica de la distribucion de energia del espectro que

. 2
se conoce como periodograma, Sy = |sg|”.

Cabe destacar que existen algunas desventajas en esta estimacion entre las cuales estan las

siguientes:

e la resolucion frecuencial finita de una serie de la transformada discreta de Fourier lleva a

fugas en contenido de frecuencias adyacentes.

e las fluctuaciones estadisticas son del mismo orden que S (f) misma.

La soluciéon para estos problemas es promediar los contenidos frecuenciales adyacentes , o de
modo mas eficiente, calcular el promedio de méas ventanas que se van corriendo sobre el dominio
del tiempo, sin embargo, dado que se analizan series temporales finitas, es decir, durante una

misma ventana de tiempo, no son significativa la pérdida de informacion.

Otro aspecto interesante del espectro de potencia es una relaciéon bien conocida y muy impor-
tante entre el espectro de potencia y la funcion de autocorrelacion conocida como el tedrema de
Wiener-Khinchin. En terminos sencillos, establece que la transformada de Fourier de la funcion

de autocorrelacion de una senal es equivalente a su espectro de potencia.

La espectro de potencia es particularmente 1til para estudiar las oscilaciones de un sistema,

ya que es posible identificar por medio de picos agudos o mas amplios las frecuencias dominantes,
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o los armoénicos de la senal.

A partir del espectro de potencial podremos identificar principalmente lo siguiente:

e [n senales puramente periddicas o cuasi-periddicas habra lineas espectrales agudas.
e Las mediciones de ruido agregan frecuencias continuas mas pequenas al espectro.

e Las senales cadticas pueden mostrar lineas espectrales agudas aunque en la ausencia de
ruido habra una parte continua del espectro. Esto es una consecuencia del decaimiento

exponencial de las correlaciones.

e A partir de la literatura, en los experimentos realizados en particulas coloidales que pre-
sentan movimiento Browniano, se sabe que existe un relacon lineal bien definida en forma

de ley de potencia en su potencia espectal dada como S}’ donde w = —2.

De lo anterior se deduce que en el espectro de potencia, la senal y el ruido pueden distinguirse
facilmente, y que en algunos de los casos, el especto de potencia de una senal , sin tener ninguna
informacion adicional, es imposible inferir del espectro si la parte continua esta relacionada con

el ruido de una senal (cuasi-) periddica o es debido al caos.

3.4 Meétodos No Lineales

3.4.1 Rango Reescalado de Hurst

Esta técnica de anélisis fue propuesta por Harold Edwin Hurst a principios del siglo XX. La
relevancia de su andlisis recae principalmente en que su método estadistico permitié descubrir
informacion subyacente de un proceso, que relaciona la dependencia a largo plazo, aunque par-
ticulamente lo aplicé para su caso de estudio que trataba sobre el analisis de un fendémenos

geofisico.
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Este anéalisis también esta estrechamente relacionado a la geometria fractal. La geometria
fractal es un paradigma que ofrece una alternativa al problema de no poder representar ele-
mentos de algunas superficies de forma mas precisa, lo cual normalmente implica hacer uso
de geometrias regulares y bien definidas como las que conocemos, ademas, brinda una forma
de evaluar caracteristicas de gran relevancia en el estudio de la geometria fractal, como son el

exponente de Hurst y la dimension fractal.

El exponente de Hurst [29] es una medida de independencia de las series de tiempo que
permite distinguir series fractales, i.e., tiene un comportamiento que puede ser caracterizado por
un proceso aleatorio sesgado, en el cual existe “memoria de largo plazo" entre las observaciones,

es decir, que los eventos de un periodo influyen en todos los siguientes.

Benoit B. Mandelbrot retomé los resultados obtenidos por Hurst y desarrolldé un nuevo
método estadistico, andalisis de rangoreescalado de Hurst, el cual resulta ser una generalizacion
del trabajo de Hurst. Este es un método permite encontrar el exponente de Hurst [29], el cual
es un valor numérico que hace posible determinar la correlaciones de largo plazo en una serie
de datos. Dicho método es ampliamente utilizado para evaluar la ocurrencia de eventos poco
comunes, es decir, la existencia de procesos que persisten en una serie temporal, por lo tanto,
es una herramienta idonea para analizar procesos fisicos y financieros, donde es muy improtante
encontrar este tipo de fenémenos persistentes, sin embargo, no se limita solamente a este tipo
de eventos, por lo que puede ser usado en cualquier serie de tiempo [24]. La metodologia para

el desarrollo del analisis del rango reescalado de Hurst [15] es la siguiente:

1. Se toma una serie de tiempo de longitud M, pero como sélo se analizaran los rendimientos
logaritmicos, la serie original se reduce a una nueva serie de tiempo de longitud N = M

donde cada rendimiento esta definido por:

N; = log (M”l), i=1,2,...,N (3.4.1)



. Posteriormente, el periodo de tiempo N debe subdividirse una vez mas en A-subperiodos
contiguos que tendran una longitud n, de tal modo que A -n = N. Posteriormente se
definen cada uno de los subperiodos como [, para a = 1,2,...,A. Cada elemento del
subconjunto I, esta dado como N, para k = 1,2,...,n. Para cada subperiodo I, de

longitud n, el valor promedio esta definido por la siguiente ecuacion:

1 n
a==Y Nia (3.4.2)
n
k=1

. Las desviacién de cada elemento Nj, respecto a la media e, para cada subperiodo I, se

van sumando para obtener la serie de tiempo acumulada (X} ,), esta dado como:

Xpa=> (Nia—ed), k=12....n (3.4.3)

. El rango RI, se define como la diferencia entre el valor maximo y el valor minimo de Xy,

para cada subperiodo I,:

RI, = max (Xj,) —min (X;,), donde 1<k<n (3.4.4)

. Se calcula la desviacion estandar muestral S, de la forma tradicional para cada periodo

1,:

SI, = (Niw — €4)” (3.4.5)

1

n
1
N
k=
. Para cada periodo I,, su rango RI, se normaliza dividiendo por su desviaciéon estondar

muestral S, correspondiente. Por lo tanto el rango reescalado para cada subperiodo I,
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es igual a R1,/S1,. Como tenemos periodos continuos de longitud , entonces tomamos el

valor promedio R/S para periodos de longitud y que esta definido como:

(RS ( i RI,/SI, ) (3.4.6)

7. Finalmente, la longitud n o el tamano del subperiodo se incrementa al siguiente valor
posible de tal forma que M — 1/n sea un valor entero. Iniciamos con el valor mas pequeno
de acuerdo a la condicion anterior y se repiten los pasos del 1 al 6 hasta n = (M1)/2
utilizando siempre la serie completa (ver Figura). Posteriormente aplicamos una regresion
de minimos cuadrados de log (R/S), contra log (RS), . La ordenada al origen es el log (c)

y la pendiente de la ecuacién es la estimacion del exponente de Hurst H.

[ 1 ] n2
L 1 1 ] n3
| | 1 1 J i
l | ] | | ] wis

Datos R/S Logaritmos
n R/5n fogin) IUE(RfS'n;)
w2 | FiSmn | iogin2) | 108(R/Sns2))
a3 | RiSmim lagin/3) [08{ R J"gr,n_.‘i J:]
n'q m lagin/4) !Uﬂm
/S | R/ Stmis login/3) log(R/Snss))

n's K 55;,“-3] |';}€|’r; ‘8 Eagq K FS(,_ 8} :I

Figura 1. Construccion de grupos en la metodologia

del (R/S).

Figura 3.1: Construccion de los grupos considerados para el analisis de Rango Reescalado de
Hurst. Imagen extraida de [15].
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En la Figura 3.1 se ilustra graficamente como se construyen los nuevos rangos para el anélisis

de rango reescalado de Hurst.

El valor del coeficiente de Hurst puede tomar los siguientes valores:

e Si H = 0.5 (ruido blanco) implica un proceso completamente aleatorio e independiente,

con ausencia de correlacion entre los incrementos de la senal. Correlacion = 0.

e Si 0.5 < H < 1 implica series de tiempo que muestran procesos persistentes o correla-
cionados (un periodo de crecimiento es seguido de otro analogo) y presentan un aspecto

suave.

e Si0 < H < 0.5 corresponde a un comportamiento de anti-persistencia o anti-correlacional
en la serie de tiempo (un periodo de crecimiento es seguido de otro de decrecimiento) que

se caracteriza por un mayor contenido de alta frecuencia.

En la Figura 3.2 se ilustra como un exponente de Hurst elevado implica un tipo de complejidad
baja-correlacion positiva, i.e., un periodo de crecimiento es seguido por otro analogo (procesos
persistentes) y un exponente de Hurst bajo indica una complejidad alta-correlacion negativa, i.e.,
un periodo de crecimiento es seguido por uno decreciente (procesos anti-persistentes).
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Figura 3.2: Exponente de Hurst como cuantificador de complejidad. Imagen extraida de [15].
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El anélisis desarrollado por Mandelbrot obtiene el valor del exponente de Hurst (H), que
se encuentra acotado entre 0 y 1, y menciona que este fendémeno ocurria debido a un efecto
relacionado a la invariancia al cambio de escala, lo cual es una caracteristica intrinseca de las

series de tiempo fractales [46].

3.4.2 Analisis de Fluctuacién Sin Tendencia (DFA)

C. K. Peng y otros invetigadores desarrollaron este analisis en 1994 [55| y ha sido aplicado en
diversos campos de estudio como en el estudio de la dinamica del corazon, el analisis de senales
cerebrales, la caminata humana, registros metereologicos, datos financieros, etc. El anlisis de
fluctuacion sin tendencia (DFA, por sus siglas en inglés) es un método estadistico similar al
rango reescalado de Hurst. Son métodos basados en la teoria de la caminata aleatoria, ya que
los elementos de la serie temporal son considerados como sumandos para estos analisis, lo que
ayuda a reducir notablemente el nivel de ruido que pueda estar presente en la serie temporal.
Cabe destacar que el método del DFA puede analizar series de tiempo que no sean estacionarias,

sin ver afectados sus resultados, lo que no sucede con el rango reescalado de Hurst.

Este analisis permite encontrar tendencias a partir de las fluctuaciones intrinsecas de la serie
temporal, lo cual requiere detectar confiablemente las correlaciones. Las tendencias pueden ser
causadas por factores externos, por ejemplo, el efecto invernadero y los registros de variaciones
estacionales de la temperatura, esta usualmente suponen tener un comportamiento suave y
mondétono o un comportamiento lentamente oscilatorio. Sin embargo, aunque haya tendencias
fuertes en los datos, asociada con la falsa deteccion de correlaciones de largo alcance, este anélisis
elimina sistematicamente las tendencias de distintons ordenes. La metodologia para realizar el

analisis DFA [33] es la siguiente:

Considérese un registro x; de ¢« = 1,2,..., N mediciones equiespaciadas. En la mayoria de

las aplicaciones, el indice ¢ corresponde al tiempo de las mediciones. Solo estamos interesados
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en las correlaciones de los valores x; v x;,s para diferentes retardos, esto es, las correlaciones a
diferentes escalas de tiempo determinadas por s. Con el fin de deshacerse de un desplazamiento

constante en los datos, se promedian los datos de la coleccién de observaciones

(x) = %Zl‘ (3.4.7)

la cuél es usualmente restada, z; = x; — (z). Cuantitativamente, las correlaciones entre los
., . N . <z
valores de la coleccion de observaciones {z},_, separadas por s pasos son definidas por la funcion

de (auto-)correlacion:

C (S) = <i’z - ji+s> = : j:i:fi—&—s' (348)

Si x; esta incorrelacionada, C' (s) = 0 para s > 0. Las correlaciones de corto alcance ente los
valores z; son resultado de decaimiento exponencial de C (s), C (t) ~ e~*/* con un tiempo de
decaimiento s,. Para las llamadas correlaciones de largo alcance C'(s) decae como una ley de

potencia

C(s) xs 7, (3.4.9)

con un exponente 0 < v < 1. El célculo directo de C'(s) no es apropiado debido al ruido
superpuesto de los datos recogidos x; y debido a las tendencias subyacentes de origen desconocido.
Por ejemplo, el promedio (z) puede ser diferente para la primera y la segunda mitad del registro,
si los datos tienen fuertes correlaciones de largo alcance. Por lo que es deseable estimar el

exponente de correlacion de un modo diferente.
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Usualmente los datos son afectados por las no estacionariedades. Tales tendencias tienen que
ser bien discernidas de las fluctuaciones intrinsecas del sistema para poder encontrar el correcto
comportamiento de escala de las fluctuaciones. Esto no es algo sencillo, debido a que restando
algin tipo de media moévil con un cierto ancho de contenido « introduciria artificialmente la
escala de tiempo « en los datos, destruyendo una escala posible de un amplio rango de escalas de
tiempo. El andlisis de rango reescalado de Hurst [15] y otros métodos que no eliminan tendencia
funcionan bien si los registros son largos y no involucran tendencias. Pero si hay tendencias en
los datos, estos podrian dar resultados equivocados. El DFA es un método bien definido para
determinar el comportamiento de escala de los datos ruidosos en presencia de tendencias, atin

sin conocer su origen y forma. El procedimiento del DFA consiste en cuatro pasos:

Determinar el perfil

Y (i) => x— (2), (3.4.10)

del registro de los datos x; de longitud N. La resta del promedio no es obligatoria, dado que

podria ser eliminada después al eliminar la tendencia en el tercer paso.

En el segundo paso se divide el perfil Y (i) en Ny = N/s segmentos no solapados de longitud
igual a s. Puesto que la longitud de registro N no necesita ser un miiltiplo de la escala de tiempo
considerada s, una corta parte al final del perfil se quedara en la mayoria de los casos. Con el
fin de no ignorar esta parte del registro de datos, se repite el mismo procedimiento a partir del
otro extremo del registro. Por lo tanto, se obtienen en conjunto 2N, segmentos. En el tercer
paso calculamos la tendencia local para cada segmento v por medio de un ajuste de minimos
cuadrados de los datos. Entonces, definimos la serie temporal sin tendencia con duracién de

s—segmento, denotada por Y; (s), como la diferencia entre la serie temporal original y los ajustes
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Y (s) =Y (i) — py (i), (3.4.11)

donde p, (7) son los polinomios de ajuste en el v—ésimo segmento. Pueden usarse polinomios
lineales, ctbicos o de orden superior en el procedimiento de ajuste. Dado que la eliminaciéon de
la tendencia de la serie temporal es realizada mediante la resta de los ajustes del perfil, estos
métodos difieren en su capacidad de eliminar las tendencias en los datos. En el DFA de orden

n, se eliminan las tendencias de orden n en el perfil y de orden n — 1 en el registro original.

En el cuarto paso se calcula la varianza para cada uno de los 2N, segmentos

F2 () = (V2 (0)) = £ SV = 1)s +], (3.4.12)

de la serie temporal sin tendencia Y; () promediando todos los i datos en el v—ésimo seg-
mento. Por iltimo, se promedian todos los segmentos y se toma la raiz cuadrada para obtener

la funcion de fluctuacion del DEA

2N, 1/2

Fs)= |3 F2 (1)
2N,

(3.4.13)

Para diferentes eliminaciones de tendencia de orden n se obtienen diferentes funciones de
fluctuacion F (s), las cudles estdn denotadas por F™ (s). Por construccion, F(™ (s) estd solo
definida por s > n + 2. Estamos interesado en la s—dependencia de F™ (s). Es obvio, que la
varianza incrementard con el crecimiento de duracion s de los segmentos. Si el registro de datos
x; estan correlacionados con una ley de potencia de largo alcance, como se nota en la ecuacién

(3.4.9), las funciones de fluctuacion F'™ (s) incrementan por una ley de potencia
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F™ (s) o 5%, (3.4.14)

para valores grandes de s, donde el exponente de fluctuacion esta relacionado al exponente
de correlacion . Una derivacion directa de la ecuacion utiliza (3.4.14) para valores grandes de s.
Para datos sin tendencia y desplazamiento nulo, 7; = z; v Y5 (i) = Y (i) para ¢ < s. Entonces, el
desplazamiento cuadratico medio en cada segmento n puede ser calculado, usando las ecuaciones

(3.4.8) y (3.4.10),

i jok<i Gk<i i—1
(Y?(i)) = <Z:pi> + <Zx]xk> =i(z?) + Z C(lk—j|) :i<w2>+22(i—k3)0(k).
. " - . (3.4.15)

Para un valores grandes de ¢, el segundo término puede ser aproximado, usando la ecuacién

(3.4.9 y resulta,

i— i i i—1
Clky~ Y k7~ /1 k7 Vdk ~ ity Z kC (k) = i*77. (3.4.16)
k=1

k=1 k=1
Si los datos estan correlacionados con una ley de potencia de largo alcance con 0 < v < 1,

este término dominaré para toda ¢ grande, dando

(Y2 (1)) =477. (3.4.17)

Entonces, el desplazamiento cuadrético medio (Y2 (7)) del perfil aumenta méas rapido que
linealmente en i, lo cual corresponde a un superdifusién. Una aproximacion similar para F™ (s),

usando la ecuacion (3.4.17) nos lleva a:

F™ () 2 s177/2, (3.4.18)
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para grandes escalas de tiempo s. Comparando las ecuaciones (3.4.14) y (3.4.18) se encuentra

azl—% para 0 <~ <1, (3.4.19)

Si los datos estan incorrelacionados o tienen correlaciones de corto alcance [C' (s) decae ex-
ponencialmente or v > 1 en la ecuaciéon (3.4.9) |, el primer término en la ecuaciéon (3.4.15)
dominar4 para valores grandes de 4, y encontraremos que Y2 (i) ~ i (corresponde a una difusion
reqular) y por lo tanto F™ (s) a s'/2. Por lo tanto, el coeficiente de fluctuacion o = 1/2 indica

la ausencia de correlaciones de largo alcance.

Al graficar F™ (s) como una funcion de s en dobles escalas logaritmicas para obtener a por
medio de una regresion lineal (ajuste lineal). En resumen, los resultados importante que son

obtenidos en este andlisis son los siguientes:

a = 0.5 corresponde a datos incorrelaciones, o a una caminata aleatoria. Si existen cor-
relaciones de corto alcance en los datos, el ajuste lineal puede dar un resultado diferente

de 0.5, sin embargo, para grandes ventanas de tiempo « se aproximara a 0.5.

0.5 < a < 1 indica que existen correlaciones persinstentes de largo alcance que obedecen
a una ley de potencia, tal que para grandes intervalos de crecimiento es mas probable que

sean seguidos por otros grandes intervalos de crecimiento y viceversa.

0 < a < 0.5 indica un diferente tipo correlaciones de ley de potencia tal que para grandes

y pequenos valores de la serie de tiempo serda més problable su alternancia.
e Un caso especial de a« = 1 corresponde al ruido 1/f.
e « > indica que existen correlaciones, pero ya no tienen una forma de ley de potencia.

e o = 1.5 es otro caso especial, indica que se tiene movimiento Browniano, la integracion

del ruido blanco.
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El exponente a puede ser visto como un indicador que describe la “rugosidad" de las series
temporales: el valor mas grande de «, indica “suavidad" en la serie temporal, este hecho esta

estrechamente relacionado con la geomtria fractal.

Para comprender como funciona el anéalisis del DFA; en el trabajo [55] se aplico este anélisis
a secuencias de DNA que se conoce por medio de la literatura que presentan ciertas correlaciones

de largo alcance en forma de ley de potencia.
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Figura 3.3: Caminatas de DNA con distintas secuencias de control. Imagen extraida de [55].

Para ilustrar los resultados obtenidos a través de este analisis, se hace enfasis en la Figura
3.3(a) donde se muestra una caminata de DNA representativa para un clase de secuencias de con-
trol artificiales generadas por subsecuencias unificadas que corresponden a caminatas aleatorias
con diferente composicion de nucleotidos. En la Figura 3.3(b) se ilustra una caminata de DNA
representativa para una clase diferente de secuencias generadas por un modelo con correlacion

de ley de potencia de largo alcance bien definida.
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Figura 3.4: Resultados de la aplicacion del DFA a las caminatas de DNA mostradas en la Figura
3.3. Imagen extraida de [55].

En la Figura (3.4) se muestran los resultados de aplicar el DFA a caminatas de DNA con
diferentes secuencias de control. Para la secuencia de control que no posee correlaciones de
la Figura 3.3(a), resulté tener un exponente de escalamiento o = 0.51, en cambio, para la
secuencia de DNA con un modelo de correlaciones bien definida de la Figura 3.3(b) resulto
tener un exponente de escalamiento o = 0.61. Los resultados entre estas caminatas de DNA es
evidente, el mayor exponente de escalamiento posee correlaciones de largo alcance bien definidas,
mientras que la caminata de DNA que tiene un exponente de escalamiento cercano 0.5, implica

que no posee correlaciones de largo alcance, caracteristico de las caminatas aleatorias.
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3.4.3 Reconstruccion del Atractor

Como se menciona anteriormente, los sistemas cadticos se caracterizan por tener atractores
“extranos”, los cuales son complicados objetos geométricos que usualmente exhiben una estrctura
fractal, es decir, presentan invarianza en su escala. Un sistema dindmico determinista puede es
usualmente descrito como un objeto en el espacio de fase, dado que esta es la manera 6ptima
de estudiar sus propiedades dindmicas y geométricas. Es muy importante tener al alcance el
espacio de fase de los sistemas dindmicos con propiedades deterministas, aunque en algunos de
los casos solo se tiene una serie temporal, no un objeto en el espacio de fase. Lo cuaél no significa
un problema para nuestro caso pero dado que se desean estudiar las propiedades dindmicas de
una serie temporal, se considera necesario convertir las observaciones de la serie temporal en
cuestién, en sus vectores de estado. Aqui radica la importancia de la reconstruccion del espacio
de fase, una técnica que permite formar estos vectores de estado a traves del método de retardos

(o construcciones relacionadas) [64].

Las series de tiempo son esencialmente una secuencia de mediciones escalares de algin feno-
meno o proceso, que dependen del estado actual del sistema. Entonces, tomando miltiplos de

un tiempo de muestreo fijo:

$p = 8 (z (nAL)) + 1, (3.4.20)

esto es, se busca en el sistema a través de una funcién de medicién s, observaciones por
encima de las fluctuaciones aleatorias 7,,, que es el ruido de medicion. Dado que en este trabajo
se tratan series temporales provenientes de un sistema dindmico determinista y conocemos el
modelo que lo describe, el efecto del ruido no es relevante. Una reconstrucciéon retardada en m

dimensiones esta formada entonces por los vectores s,, como,
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Sn = (S”—(m—1)77 Sn—(m—2)7y -+ Sn—7; Sn) . (3.4.21)

La diferencia de tiempo en el nimero de muestras 7 (o en unidades de tiempo, TAt) entre
componentes adyacentes de los vectores retardados se conoce como tiempo de retardo. Cuando
7 =1, solo la ventana de tiempo cubierta por cada uno de los vectores aumenta, mientras que el
ntimero de de vectores construidos de la serie temporal escalar permanece practicamente igual.
Esto es debido a que se crea un vector para cada observacion escalar, s,, con n > (m — 1) 7.
Hay teoremas de inmersién que tratan sobre la cuestién de bajo que circunstancias y en qué
medida el objeto geométrico formado por los vectores de reconstruccion s, es equivalente a la
trayectoria arrojada por el sistema dindmico original z,. De hecho, bajo circunstancias muy
generales el atractor fomrado por s, es equivalente al atractor en el espacio de fase desconocido,
en en el cudl vive el sistema original. Por lo tanto, es posible reconstruir el movimiento de los

atractores.

3.4.4 Método de los Falsos Vecinos Cercanos

Al analizar una serie temporal escalar, no se conoce la dimensioén de inmersion, ni del valor de
retardo 7. Los teoremas de inmersiéon garantizan que para los datos libres de ruido, existe una
dimensién tal que los vectores s,, son equivalentes a los vectores del espacio de fase. Por lo cuél
se usa el método de los falsos vecinos cercanos (FNN, por sus siglas en inglés) para encontrar la

dimension de inmernsion m ideal del atractor.

Si se supone que la dinamica en el espacio de fase es representada por un vector de campo
suave, entonces los estados cercanos deberan estar sujetos a casi la misma evolucion temporal.
Por lo tanto, después de un corto periodo de tiempo, las trayectorias emergentes de éstos deberan

seguir siendo vecinos cercanos, incluso si el caos introduce una divergencia exponencial.

El concepto de FNN fue introducido por Kennel, Brown y Arbanel en 1992 [36]. La idea
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béasica es la bisqueda de puntos en un conjunto de datos los cuales son vecinos en un espacio
de inmersion, pero que no deberdn serlo conforme evolucionan temporalmente ya que en un
futuro sus trayectorias son muy diferentes. Supongase que la dimension de inmersion para un
conjunto de datos es mgy. Después, se estudian estos datos en una menor dimensiéon de inmersion
m < myg. La transicion de mgy a m es una proyeccion, es decir, se eliminan ciertos ejes del sistema
coordenado. Por lo tanto, puntos de ese sistema coordenado los ctales fueron eliminados por
la proyecciéon difieren fuertemente, y pueden convertirse en “falsos vecinos" en el espacio m
dimensional. Las estadisticas ayuda a estudiar lo que ahora resulta obvio: para cada punto
de la serie de tiempo, se toma su vecino més cercano en m dimensiones, se calcula el radio de
distancias entre esos dos puntos en (m + 1) dimensiones y en la dimension m. Si este radio
es més grande que el umbral r, el vecino fue falso. Este umbral tiene que ser suficientemente
grande para permitir una divergencia exponencial debida al caos y otras dinamicas irregulares
complejas. Al denotar la desviacion estandard de los datos por o y usando la norma mdzima,

se calcula

N—m—1 ‘Sgbm“)*s;;(ntl) (m) (m)
Yot © (—’5;m>_5—<m) - 7") © (7 |5 T Sk(n) )
X (1) = P h) T E—— (3.4.22)
POMEC) (% TS T Sk )

donde 31(;(72) es el vecino mas cercano a s, en m dimensiones, esto es, k (n) es el indice de los k

elementos de la serie de tiempo diferentes de n para la cual |s,, — sx| = min. La primera funcion
escalon en el numerador es la unidad, si el vecino mas cercano es falso, esto es, si la distancia
incrementa por un factor mayor que r cuando incrementa la dimension de inmersion por la
unidad, mientras que la segunda funciéon escalon suprime todos esos pares, cuya distancia inicial
fue mas grande que o/r. Pares cuya dinstancia inicial es mas grande que o/r por definicién no
pueden ser vecinos falsos, debido a que, en promedio, no hay suficiente espacio para salir més
alla de 0. Por lo tanto, esos son candidatos invalidos el método y no deben ser contados, lo cual

también es reflejado en la normalizacion. Pueden haber algunos vecinos falsos cercanos incluso
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cuando se estéd utilizando la dimension de inmersiéon correcta.

3.4.5 Informacién Mutua Promediada

Una buena estimacion del tiempo de retardo 7 = 7At es dificil de obtener. El retardo 7 no estéa

sujeto a los teoremas de inmersion, dado que estos consideran datos precisos.

Los métodos estadisticos son una buena herramienta, el método estadistic 6ptimo desde el
punto de vista practico es la funcion de autocorrelaciéon, ya que en primer lugar se calcula para
familiarizarse con los datos y da pistas sobre la estacionariedad y las tipicas escalas de tiempo.
Una muy razonable objecion de este método es que esta basado en estadistica lineal y no toma
en cuenta las correlaciones dindmicas no lineales. Por lo tanto, se debe optar por utilizar el
primer minimo de la informacién mutua promediada retardada en el tiempo [20]. El uso de este
método es el mas comunmente usado durante los tltimos anos para elegir un valor de retardo
adecuado. Tal prodecimiento se encarga de calcular la informacion (bits) que se puede predecir
de un dato tomando informacion de datos previos y este método esta estrechamente relacionado

con la entropia de Shannon [61].

En el intervalo explorado por los datos, se crea un histograma de resoluciéon e para la dis-
tribucién de probabilidad de los datos. Denotando p; como la probabilidad de que la senal tome
un valor dentro de la i—ésima particion del histograma, y sea p; ; (7) la probabilidad de que s (t)
esté en la particion ¢ y s (f + 7) en la particion j. Entonces la informacion mutua para el tiempo

de retardo 7 se lee como

2,7 [
I (1) =) pij (1)lnp;; () =2) pilnp:. (3.4.23)

El primer minimo de I (7) marca el tiempo de retardo donde s (¢ 4+ 7) agrega méaxima infor-

macién al conocimiento que tenemos de s (t), en otras palabras, la redundancia es menor.
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3.4.6 Exponentes de Lyapunov

Las trayectorias que divergen sobre el transcurso del tiempo podria no parecer algo muy in-
dicativo, pero si s6lo ocurre muy lentamente, ya que esto es predominantemente caracteristico
de los sistemas periddicos, aunque se conoce que en los sistemas cadticos esto sucede con una
rapidez exponencial. Conocer el exponente propiamente promediado (ezponente de Lyapunov)
de este incremento caracteristico de la informaciéon subyacente del sistema permite cuantificar la
intensidad del caos. Se pueden definir tantos exponentes de Lyapunov para un sistema dinamico
como tantas dimensiones se tenga en el espacio de fase. Sin embargo es posible restringir el

calculo a s6lo uno, que es el mas importante, el mdximo exponente de Lyapunov .

Sea Sp1 ¥ Sn2 dos puntos en el espacio de estados con una distancia ||s,; — sp2|| = do < 1.
Denotando da, como la distancia en un tiempo An posterior entre dos trayectorias emergiendo

de esos puntos, 0a, = ||Sp14an — Sn2+an||- Entonces A es determinado por

Oan = 00", San < 1, A, > 1. (3.4.24)

Si A es positivo, esto significa que hay un divergencia exponencial entre las trayectorias
cercanas, esto es, caos. Naturalemente dos trayectorias no pueden separarse mas alla del tamano
del atractor, tal que la ley de la ecuacion (3.4.24) sea tinicamente vélida durante tiempos An para
el cual da, permanece pequena. De otro modo se observa una violacion de la ley de la ecuacion
(3.4.24) en la forma de una saturacion de la distancia. Debido a esto, mateméaticamente una
definicién més rigurosa tendra que involucrar un primer limite 6o — 0 tal que el segundo limite
An — oo pueda ser realizado sin involucrar efectos de saturacion. Solo en el segundo limite el

exponente A\ se convierte en una cantidad invariante bien definida.

En los sistemas disipativos se pueden encontrar maximos exponentes de Lyapunov negativos

los cuéles reflejan la existencia de un punto fijo estable. Dos trayectorias que se aproximan
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a un punto fijo también pueden aproximarse una con la otra exponenciamente rapido. Si el
movimiento se ajusta a un ciclo limite, las dos trayectorias pueden sélo separarse o aproximarse la
una con la otra mas lento que exponencialmente. En este caso el méaximo exponente de Lyapunov
es cero y el movimiento es llamado marginalmente estable. Si un sistema predominantemente
determinista es perturbado por ruido, en pequenas escalas de tiempo puede ser caracterizado
por un proceso de difusion, con da, creciendo como vAn, entonces el maximo exponente de
Lyapunov es infinito. Concordando con la definiciéon matematica, esto es verdad sin importar
que tan pequena sea la componente de ruido. En la tabla 3.4.1 se resumen los resultados que
pueden obtenerse del maximo exponente de Lyapunov. Se utiliz6 el algoritmo de Wolf [71] para

realizar el calculo de los exponentes de Lyapunov de las series temporales.

Tipo de Maximo Exponente
Movimiento de Lyapunov

Punto Fijo
Estable A<
Ciclo Limite
Estable A=0
Caos 0< A< oo
Ruido A =00

Tabla 3.4.1: Posibles tipos de movimientos y sus correspondientes maximos exponentes de Lya-
punov

3.4.7 Dimension de Correlacion

Existen varias formas de cuantificar la auto-similaridad de un objeto geométrico como un atractor
por medio de su dimension. Realizando una estimacion de la integral de correlacion se calcula la
dimension de correlacion. Grassberger y Procaccia [23| desarrollaron un algoritmo que permite
obtenerla a partir de las observaciones realizadas de una serie temporal. Este algoritmo en
particular, es uno de varios otros existentes, sin embargo, es el que se usa mas comunmente

debido a su eficiencia con respecto a los otros.

Primero, se define la suma de correlacion para una colecciéon de puntos z, de algin vector
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del espacio que sea la fraccion de todos los posibles pares de puntos los cudles estan cercanos a
una distancia €, para alguna norma. La formula bésica (puede ser modificada por practicidad

en alguna aplicaciéon en particular) es

C (e) = mz S 6 (e - [ln — ), (3.4.25)

N N

donde © es la funcion funcion escaléon de Heaviside, © (z) =0siz <0y O (z) = 1si x> 0.
La suma sélo cuenta los pares (z;, ;) cuya distancia es mas pequefia que €. En el limite de una
cantidad infinita de datos (N — o0) y para un € mas pequeno, se espera que C' se comporte

como una ley de potencia, C (¢) «x €, y se puede definir la dimension de correlacion D por

_ 0InC(e,N)
D= lin(l) ]&im d(N,e). (3.4.27)

Algunos autores sugieren que de debe intentar usar diferentes valores de la dimension de
inmersion, por que que realizar el analisis usando una solo valor de dimensién no arrojara
informacion concluyente, y al estar variando el valor de la dimensién se debe observar como
la dimension se correlacion tiene a un valor finito, el cuél puede ser un niimero no entero. Por
lo tanto, se concluye para el calculo de la dimensiéon de correlaciéon los siguientes aspectos de

mayor relevancia:

e Para sistemas caoticos, mientras se vaya aumentando el valor de la dimension de inmersion
m, el exponente « alcanza un limite en un valor finito, es decir, se alcanza la saturacion

de la dimensién de inmersion.

e Para series temporales aleatorias, al aumentar el valor de la dimensién de inmersién m, se

alcanza una dimension alta (por lo general mayor a 5), o bien, nunca se estabiliza alrededor
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de un valor, es decir, no ocurre la saturaciéon de la dimensién de correlacion, entonces el

exponente « sigue aumentando y se considera que serd infinito.

Esta dimensién representa una medida de la correlacion espacial de los datos a partir del
atractor generado por el sistema dindmico, lo que permite distinguir las series de tiempo que
presentan auto-similaridad (dimensidn fractal) y aquellas que son completamente aleatorias. La
dimension de correlacion revela que la complejidad subyacente de una serie temporal, ya que
permite establecer el nimero minimo de dimensiones (variables) que caracterizan la dinamica

real del sistema que genera tal serie temporal.
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3.9

Resumen de las Metodologias para la Caracterizacion

de las Series Temporales

[ Analisis de Fourier

Funcion de
Autocorrelacion

Rango Reescalado de
Hurst

Analisis de Fluctuacion
sin Tendencia

Informacion Mutua
Promediada

Método de los Vecinos
Falsos Cercanos

Reconstruccion del

Atractor

Exponentes de
Lyapunov

Dimension de
Correlacion

Figura 3.5: Resumen de los métodos para la caracterizacion de series temporales.

¢ Frecuencias que contribuyen en la seiial
* Relaciones lineales en la densidad espectral

* Relaciones directas entre las muestras en

diferentes intervalos de tiempo

¢ Analisis que caracteriza la complejidad de la

dinamica de la serie temporal

* Deteccion de correlaciones de largo plazo

inmersas en una serie de temporal.

* Mide la dependencia general de las
variables

¢ Determina la dimension de inmersién para

la correcta reconstruccion del Atractor

Ie Permite estudiar las propiedades dinamicas

geométricas a partir de la serie temporal

¢ Mide la impredictibilidad de la serie
temporal

¢ Cuantifica la complejidad del sistema en
base a su dimension.

NN NN NN NN
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3.5.1 Indices de los Analisis de las Series de Tiempo

Analisis de Series de Tiempo

Tipo de Analisis Indices
Decaimiento

Exponencial

en frecuencia.

Ley de Escalamiento
de la Densidad Espectral:
B ~ —2. Movimiento Browniano
Funcién de Hay correlaciones.
Autocorrelacién No hay correlaciones.
0.5 < H < 1. Complejidad Baja-Correlacién Positiva.
H = 0.5. Serie Temporal Aleatoria.
0 < H < 0.5. Complejidad Alta-Correlacion Negativa.
0 < a < 0.5. Existen correlaciones de corto plazo.
a = 0.5. Serie Temporal Aleatoria.
0.5 < a < 1. Existen correlaciones de largo plazo.
a = 1. Ruido 1/f.

a = 1.5. Movimiento Browniano.

Analisis de Fourier

Rango Reescalado
de Hurst

Analisis de Fluctuacion
Sin Tendencia (DFA)

Tabla 3.5.2: Tabla con los indices resultantes de la herramienta para la caracterizaciéon de trayec-
torias.
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Analisis de Series de Tiempo

Tipo de AnAlisis | Indices
A = +. Impredictibilidad.

Exponentes de X = 0. Ciclo limite.

Lyapunov —
yap A = —. Punto limite.
Dimensién de Saturacion de la dimension. Serie de tiempo cadtica
Correlaciéon No se satura la dimension. Serie de tiempo aleatoria.

La serie de tiempo puede

Reconstruccion del )
tener un atractor definido o no

Atractor (mostrar graficamente).
Cantidad de informacion
Informaciéon (bits) que se puede predecir
Mutua a un cierto retardo 7. Se
Promediada elige el que arroja el primer
minimo encontrado.
Método de los Dimensién de inmersion existente

Vecinos Cercanos Falsos Dimensién de inmersion no existente

Tabla 3.5.3: Tabla con los indices resultantes de la herramienta para la caracterizaciéon de trayec-
torias.

Se hizo mencion de las diferentes metodologias necesarias para el andlisis y caracterizacion
de la dindmica subyacente de las series de tiempo que son obtenidas por los sistemas dinamicos
y que seran usadas para analizar la dindmica que generan las trayectorias del robot mévil, de
este modo se tiene una manera de caracterizar con un mayor rigo matematico un amplio tipo
de comportamientos dinamicos. Los analisis considerados por la herramienta de caracterizacion
de series de tiempo contemplan métodos lineales y no lineales. Estos analisis no solo se enfocan
en la dindmica generada por las trayectorias de robots moviles, si no que pueden encontrar
dindmicas presentes o escondidas en series de tiempo de algin otro proceso fisico. Con estas
herramientas se analizan caracteristicas dindmicas como la geometria del atractor fractal, la
impredictibilidad, rugosidad 6 complejidad y la existencia de relaciones lineales que den indicios
para realizar una correcta caracterizacion de las series temporales . Estos andlisis también se
aplicaran para comprobar el tipo de dinamica subyacente en cada una de las variables del modelo
dindmico del robot moévil de configuracion diferencial que se describe en el siguiente cappitulo

de este trabajo.
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Capitulo 4

Modelado de Robot Moébvil

4.1 Introducciéon

En este capitulo se explica el modelado del robot movil de tipo uniciclo con configuracién difer-
encial que proporciona las herramientas para realizar la caracterizacion del sistema fisico en
ecuaciones dinamicas y poder lograr posteriormente el seguimiento de trayectorias mediante la

teorfa de control. Se desarrolla el modelo de un RMR de configuracion diferencial.

4.2 Consideraciones para el Modelado de Robots Modviles

Como se ha mencionado previamente, los diferentes mecanismos de locomocién de los robots
moviles pueden clasificarse en aquellos que poseen ruedas, patas u orugas, algunos ejemplos de
robots con distintos tipos de mecanismos de locomocion se ilustran en la Figura 4.1. Este trabajo
esta enfocado en los robots moviles con ruedas, los cuéles han sido ampliamente estudiados en
la literatura, en [8] se describen varios modelos cineméaticos que poseen variantes estructurales

comunmente consideras en el disenio de este tipo de robots moviles.
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a) Traccion por medio de orugas ~ b) Traccién por medio de ruedas

C) Traccion por medio de patas

Figura 4.1: Mecanismos de locomocion en los robots moviles.

Los RMR son objeto de mayor esfuerzo de investigacién debido su simplicidad y versatilidad
para su uso en diversas aplicaciones, ya que estos vehiculos tienen la capacidad de moverse libre
y autonomamente sobre una superficie. En el modelado de estos sistemas, se considera que el

contacto entre las ruedas y la superficie solo se produce en un punto de la superficie.

Este tipo de sistemas roboticos poseen restricciones cineméaticas no holonémicas, lo que re-
sulta en la inexistencia de una relacién biyectiva entre las variables cartesianas y articulares.
Es importantes conocer acerca de las restricciones debido a que determinan el movimiento del
RMR sobre la superfice de su entorno de trabajo, por este motivo, las restricciones también se

convierten en un objeto de estudio de la robo6tica movil.

Algunas consideraciones que deben realizarse al abordar el diseno de este tipo de sistemas

son los siguientes:
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El robot mo6vil se mueve sobre una superficie plana horizontal (plano), es decir, la energia

potencial es constante.

Los ejes de guiado son perpendiculares a la superficie de desplazamiento del RMR.

No hay elementos flexibles en la estructura del robot, incluyendo su ruedas.

El contacto entre las ruedas y la superficie es un solo punto de contacto.

No existe deslizamiento.

Debe destacarse que el modelado convencional de un RMR considera que la superficie donde
realiza su desplazamiento es plana, es decir, no se consideran irregularidades. De los diferentes
tipos de ruedas existentes se considera que el RMR a modelar utiliza ruedas fijas, ya que no

poseen una articulacion de direccion y su posicion con respecto a la estructura del RMR es fija.

4.2.1 Configuracion Diferencial

Existen diversas configuraciones que caracterizan la locomocion de un RMR, entre los cuéles se

enuentran la del triciclo, diferencial y la sincrona.

Particularmente nos enfocaremos en la configuracion diferencial, ya que el robot que sera
usado para la implementacién y al que se le apalicaran los analisis anteriores y posteriores
pertenece a este tipo de configuracion. Este direccionamiento resulta es de los mas sencillos, sin
embargo, le permite realizar movimiento en linea recta, girar sobre si mismo y dar vuelta hacia
el sentido que se desee, permite practicamente cualquier movimiento. Cada una de las ruedas
laterales cuenta con su propio actuador independiente que esta fijo a la estructura y las ruedas
estan alineadas de acuerdo a un eje de direccionamiento que es perpendicular a la direccion
del RMR, yva que cada rueda tiene su propio actuador, permite que tanto las ruedas derecha e

izquierda puedan moverse a diferente velocidad (w, y wj, respectivamente) y por medio de esta
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diferencia de velocidades poder realizar giros o bien, y cuando las velocidades sean iguales pueda

moverse en linea recta.

El direccionamiento diferencial o configuracion diferencal, tiene un punto llamado centro
instantanéo de rotacion (ICR por sus siglas en inglés) sobre el cudl el robot movil pivotea,
se encuentra localizado sobre la linea perpendicular que atraviesa el centro de las ruedas. El
radio de la circunferencia alrededor de este pivote punto llega a ser minimo este se encuentra
en el punto medio entre las ruedas. Por lo tanto, el espacio minimo para que el robot gire es
determinado por la dinstancia méxima de ese punto a cualquier otro punto en el robot movil,
normalmente la esquina delantera. En la Figura 4.2 se ilustra la configuracion diferencial para

un robot moévil con ruedas fijas, que serd analizado detalladamente en este capitulo.

ICR

Figura 4.2: Configuraciéon diferencial como sistema de direccién de un robot moévil con ruedas.

El equilibrio del robot se obtiene mediante una o dos ruedas adicionales de apoyo formando
un diseno tridngular o romboidal. El diseno triangular puede no ser suficiente dependiendo de

la distribuciéon del peso, y el romboidal puede provocar poca adaptacion al terreno si éste es
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irregular, lo que puede requerir algun tipo de suspension.

4.3 Desarrollo del Modelado Cinematico del RMR de Con-
figuracion diferencial

En esta seccion esta dedicada al desarrollo del modelo cineméatico de un RMR de configuracion

diferencial.

Primero se hara el desarrollo de la cinematica del RMR. La deducciéon de la cinématica del
RMR pemite analizar como es que se genera el movimiento del RMR y c6mo su movimiento se ve
limitado en virtud a la configuracion seleccionada, i.e., el direccionamiento diferencial determina
el movimiento del RMR junto con las relaciones matematicas de las restricciones no holonimicas

que se deducird a partir del siguiente analisis.
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xrmr

O

Figura 4.3: Ilustracion de la configuracion en el espacio del RMR.

A partir de la Figura 4.3, se tiene que la distancia recorrida x,,,, por la plataforma moévil a

lo largo de una trayectoria se expresa por:

= (4.3.1)

donde z, es el desplazamiento de la rueda derecha del robot mévil y z; es el desplazamiento
de la rueda izquierda del robot movil. De la misma manera, se considera que la velocidad de la

plataforma movil v,.,,, esta dada como:

= (4.3.2)



donde v, es la velocidad de la rueda derecha del robot mévil y v; es la velocidad de la rueda

izquierda del robot movil. Ya que la velocidad tangencial v,.,,, desarrollada por una rueda es,

Ty = TW, (4.3.3)

donde ¥, es la velocidad tangencial, r es el radio de giro y w es la velocidad angular. Si
se sustituye la expresion de la velocidad tangencial (4.3.3) se puede reexpresar la velocidad del

desplazamiento (4.3.2) de las dos ruedas del robot moévil de la siguiente manera:

Urmr = WTTW (434)

El arco () representa una porciéon de la circunferencia de radio L + 2R que se ilustra en
la Figura 4.1. La expresion para C; estd dada por la ecuacion de la longitud del arco de la

circunferencia que se genera por la rotacion del robot movil a través de la rotacion sobre el ICR
que esta representado por:
C = 27T<L + 2R), (435)

donde (] es la circunferencia del circulo trazado por la rueda izquierda del robot moévil, R es

la distancia entre las ruedas y L es el radio de giro interno. A partir de la siguiente relacion:

Iy . w
Cl n 21
2
o ="M (4.3.6)
w
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se toma la expresion (4.3.5) y se sustituye en la relacion (4.3.6), entonces se despeja la

velocidad angular (w) obteniendo:

w= 4 (4.3.7)

2R+L

Del mismo modo, el arco menor x, representa una porcion de la circunferencia de un circulo

de radio L, como se describe en la ecuacion:

C, = 2rL, (4.3.8)

donde C es el arco de la circunferencia trazado por la rueda derecha del robot moévil y L es

el radio de giro interno. Considerando la relacion:

T, w
C. 2m
oz,
c, =7 (4.3.9)
w

se retoma la ecuacion (4.3.8) y se sustituye en la relacion (4.3.9), despues se despeja de la

ecuacion resultante el radio de giro interno obteniendo:

L=2 (4.3.10)
Al sustituir (4.3.10) en (4.3.7) se obtiene:
T
= 4.3.11
YT ARy 31y
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y despejando para la velocidad angular w:

w(2R+%) =T

2R+ &) =2 (4.3.12)
w = =

A partir de la ecuacion (4.3.10) se puede decir que el cambio de la orientacion () es una fun-
cion del desplazamiento de las ruedas izquierda y derecha, que es independiente de la trayectoria

y se obtiene:

Ly — X1

2R

W= (4.3.13)
Como se desea estimar la velocidad que relaciona las velocidades angulares con el radio, i.e.,
la velocidad tangencial ¥y.,,. Se toma la ecuacion (4.3.3) y se sustituye en la ecuacion (4.3.13)

obteniendo:

rw, — rw

4.3.14
L (13.14)

de ésta manera se obtienen la relaciones (4.3.13),(4.3.2) que satisfacen la relacion basica de

no deslizamiento de las ruedas. Estas relaciones se representan en forma matricial como,

(4.3.15)

| e
IS
| I
Il
| — |
%lﬁ N3
%’L‘zwm
_
| —
gL
| I

En la Figura 4.3 se ilustra la estructura del RMR en el marco inercial XOY. De este modo

se comienza realizando el modelado cinemético y posteriormente el modelado dindmico. Se
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muestra la estructura de la plataforma moévil, con sus dos ruedas laterales alineadas sobre un
eje de direccion. El movimiento y orientacion es realizado por medio de las ruedas laterales
y sus actuadores (motores de corriente directa) independientes que tienen incorporados. Para
determinar la posicion de la plataforma movil es necesario conocer la posicion del punto G

(Centro de gravedad) que se ilustra en la Figura 4.3 y que se describe en forma vectorial como:

OG=0C+CG=0C+d-e? (4.3.16)

La derivada de los vectores que describen la posicién constituyen la relacion de las velocidades

para los puntos G y C, y estan dados por la ecuacion:

Vg = v + % [d- €] (4.3.17)

Considerando que # = w y derivando el segundo término se obtiene la siguiente ecuacion

completa de las velocidades:
Vg =ve+d-el? g w, (4.3.18)
dado que la velocidad del punto C es v, = v - e/?, se tiene que la velocidad del centro de
gravedad G estd dada por la ecuacion:

vy=(v+d-j-w)-e? (4.3.19)

de acuerdo al marco de referencia inercial XOY, la velocidad de centro de masa G puede ser

expresado en forma cartesiana cémo:

70



Vg = Ty + J - Uy- (4.3.20)

Usando las ecuaciones (4.3.20) y (4.3.19) es posible expresar la parte real e imaginaria de la

ecuacion vectorial de la velocidad del centro de masa G como:

vy=(w+d-j-w)-(cos(d)+j-sin(0)),e’? = (cos () +j-sin (), (4.3.21)
al desarrollando la ecuacion (4.3.21) se obtiene:

v, = v-cos(@)+j-v-sin(f)+j-w-d-cos(f)+j* w-d-sin(6)
= (v-cos(f) —w-d-sin(0))+j-(v-sin(f) +w-d-cos ().

Vv v
Tg Yg

Del procedimiento anterior se obtienen las siguientes relaciones para las velocidades de z y

y que estan descritas en la ecuacion (4.3.22).

T = v-cos(f) —w-d-sin(h)

gy = v-sin(f)+w-d-cos(f) (4.3.22)

Es necesario eliminar el término de la velocidad v de las relaciones (4.3.22) para obtener la

resticcion no holondmica:
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[i = v - cos(f) —w - d-sin(0)] - [sin(0)]

[y =v-sin(f) +w-d-cos(0)] - [—cos(0)]
4

sin(f) - 2, = v - sin() - cos(d) — d - w - sin*(0)
+

—cos(0) -y, = —v - sin(f) - cos(d) — d - w - cos*(6)

Z, - sin(f) — 4, - cos(f) = —d - w - [cos? () + sin®(9)], (4.3.23)

finalmente se obtiene la restriccion no holonémica para el RMR:

Zy-sin (0) — g, - cos (8) +d-0 =0 (4.3.24)

La restriccion (4.3.24) expresa en términos fisicos que el robot s6lo puede moverse en direccion
perpendicular respecto al eje de giro de las ruedas, siempre y cuando se cumpla la condicién de
no deslizamiento de las ruedas. Cuando el centro de masa de la plataforma movil G coincide
con su centro de rotacion C, entonces, d = 0 y la relacion (4.3.25) describe la restriccion no

holonoémica del centro de giro como:

Ty -sin (0) — y, - cos (0) = 0. (4.3.25)

A partir del conocimiento de las relaciones 4.3.22 es posible definir la matriz jacobiana S (q)g
que transforma las velocidades de las variables internas v = [v w]? a las velocidades en variables

cartesianas g, = [ 3 6]7:
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cos (0) —d-sin(0)

Sla), = sin (6) d-cos(0) (4.3.26)

entonces, la ecuacion vectorial que describe del modelo cinemético del RMR se escribe como:

Gy =5(q),- v, (4.3.27)

retomando las ecuaciones (4.3.15) y (4.3.27), se define el modelo cinemético del robot movil

en su forma explicita como:

Zg g -cos (0) — % -sin(0) %-cos () + é% - sin ()
wi

Yg| = |5 -sin(0) + 2‘% cos () 5 -sin(0) — g_;}g cos (0) (4.3.28)
w?’

Se puede notar que la ecuaciéon cinemética del robot moévil establece que el movimiento del
robot tiene 3 grados de libertad, mientras que el nimero de grados de libertad actuados son sélo

2, debido a la existencia de la restriccion no holonémica caracteristica de este sistema robotico.

4.4 Desarrollo del Modelo Dindmico del RMR de Configu-
racion Diferencial

En esta seccion se plantea el modelado dinamico de un RMR de configuraciéon diferencial y su
representacion del modelo en su ecuaciéon vectorial de movimiento. Se describe la relaciones
dindmicas del centro de masa G y de las ruedas con sus respectivos actuadores. Se emplea
la metodologia de Newton-Euler para el desarrollo de las ecuaciones de movimiento contem-

plando las fuerzas y pares dindmicos generados por el robot movil. Primero, debe obtenerse
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la aceleracion del centro de masa a, derivando la ecuacion de la velocidad del centro de masa

(4.3.19):

ag = Llv+j-d-w)- e
= (b—d-92>-£+j.<v.9+d.é>.£ (4.4.1)
—————— 9 —_—
ag1 ag2

0. » X

Figura 4.4: Componentes de aceleracion radial (a,) y tangencial (a,) que provocan el
movimiento del Robot Movil

Al obtener la ecuacion de la aceleracion del centro de masa a, se obtienen dos términos,
mismos que se encuentran ilustrados en la figura 4.4. El primer término corresponde a la com-
ponente de aceleracion radial ag; que tiene la misma direccion que el desplazamiento y el segundo
término es la componente de aceleracion tangencial ag, denotados en la ecuacién (4.4.1). La

aceleracion radial estd expresada en su forma polar, con su correspondiente magnitud y angulo:
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,éagl =40 (442)

CLgl =

@—d-é?‘

La fuerza que produce el desplazamiento radial es:

Foo= m-lag]|
‘ (4.4.3)
= m-0—m-d-6?
La aceleracion tangencial azo también estd expresada en su forma polar como:
Ago = “v-9+d-é",la92:9 (4.4.4)
El momento de torsion que genera el RMR al girar estd dado como:
Ta = Fr-d=m=|ag| -m-d
) _ (4.4.5)
7 = d*-0-m+d-v-0-m

agregando el término I, que corresponde al momento de inercia de las rotaciones alrededor

del centro de masa I, se tiene la ecuaciéon completa del momento de torsion:

Td:(1p+d2-m)-é+m~d-v-9. (4.4.6)

Acomodando matricialmente las ecuaciones de la fuerza que produce el desplazamiento (4.4.3)

y el momento de torsion (4.4.6) que permite el movimiento completo del RMR se obtiene:
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4= [iﬂ - [7(7)1 (Ip+?n~d2)} [0 6]+ [T;T-nd'-dv.-é;} (4.47)

Adicionalmente, es de nuestro conocimiento que estas fuerzas son generadas por los momentos
de torsion de las ruedas izquierda y derecha (74 y 74, respectivamente). La relacion de los
momentos de torsién producidos por las ruedas con respecto a la fuerza radial producida por el

RMR es:

Fo=2(ta+7a), (4.4.8)

adicionalmente, existe otra relacion de los momentos de torsion de las ruedas con respecto al

momento de torsion del robot moévil generado por RMR, que es:

Ta=2 (14 — Tar).- (4.4.9)

Tomando en cuenta la expresion (4.4.7) y utilizando las ecuaciones (4.4.8), (4.4.9) se obtiene
finalmente el modelo dindmico del robot mévil que no contempla fricciones ni la dindmica de los

actuadores incorporados a las ruedas:

Mo+ C (v)v=DB-1, (4.4.10)

donde:

[m 0

0 (I, +m- dz)} es la matriz de inercias (simétrica y positiva definida)  (4.4.11)
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C ) = {m (zi y —m(—)d ' 9] es la matriz de coriolis y fuerzas centripetas (4.4.12)

11
B = {}_% TR} es la matriz de transformacion de entradas (4.4.13)

T

El modelo dindmico completo se obtiene al considerar la dinamica de los actuadores (motores
de corriente directa) de las ruedas del robot moévil, lo que da como resultado la ecuacion vectorial

de movimiento del RMR:

I, - W, + Tap = Tie, para k=r,l (4.4.14)

donde 7, son los momentos de torsion de las ruedas laterales que controlan el movimiento
de las ruedas, I,, es el momento de inercia de cada rueda acoplada al eje del rotor en cada
motor. Para definir el modelo dindmico completo se requiere considerar la matriz constante

de la condicion de rodamiento sin deslizamiento (4.3.15),

K= {2 %} : (4.4.15)
3% 3R

Su matriz inversa es:

i} . (4.4.16)

T

S =S =

1 —r —r
Det (k) |3 35
Se obtienen las velocidades angulares a partir de la ecuaciéon matricial de la relacion de no

deslizamiento de las ruedas (4.3.15) y de 4.4.16,
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w=K" v (4.4.17)

en donde v es el vector de velocidades del robot movil y w es el vector de velocidades angulares

de cada una de las llantas, posteriormente se deriva ésta expresion obteniendo:

w=r""0. (4.4.18)

Sustituyendo las velocidad angular en la ecuacion vectorial del modelo que no contempla las

dindmicas de los actuadores (4.4.10) y despespejando el momento de torsion 7, se obtiene:

ra=B"' [Mo+C ()], (4.4.19)

Entonces, al sustituir ésta expresion del momento de torsion 7; (4.4.19) en la ecuacion de

movimiento dindmica completa del RMR (4.4.14) se obtiene:

Ip-k 9+ B [M0+C ()] = Toromt- (4.4.20)

Simplificando el modelo se obtiene:

B-(Iy k™ -0+ B [Mi+C()]) = B (Torm)
B - v

Im -k 94+ B-B 1 [Mi+C®W)] = B- T (4.4.21)

Tomando la ecuacion (4.4.18) y sustituyendola en la ecuacion desarrollada anteriormente se

obtiene:
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I Bk 04+ Mo+ C () =B - Ty,

(4.4.22)
en donde el producto B - k7! - ¥ esta dado como:
11 1 R O
poto =[5l [f al ]
(4.4.23)

| — |
O Y

U =

—_

entonces el modelo dindmico completo del robot mévil de configuracion diferencial esta dado
como:

1 % . Tml
’ 0 0 é er T
MT' v C(U) B Tmr,ml
7 % - . N Ve m— S—
m + 2 0 ol L 0 —m-d-b e -
0 L+m-d*+ 58| | m-d-0 0 B % B 7]
(4.4.24)

finalmente, la ecuacion dinadmica vectorial del RMR de configuracion diferencial y sus actu-
adores se define como:

M, o+ C(v)v =B " Timrm (4.4.25)

En este capitulo se obtuvo el modelado dindmico y cineméatico de un robot moévil de con-
figuracion diferencial. El modelo del RMR SE desarrollé usando la metodologia Newton-Fuler

para determinar las ecuaciones dindmicas que modelan su movimiento. El modelado contempla
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la dindmica completa del robot moévil de tal modo que sea posible obtener resultados mas aprox-
imados al comportamiento real de este sistema roboético. Este modelo resultante es necesario
para implementar la teoria de control enfocada en el control de seguimiento de trayectorias que

se lleva a cabo en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Control del Robot Moévil de Configuracion
Diferencial

5.1 Introduccion

Las teoria de control permite aplicar diversas estrategias para el control de un RMR. En la
robotica hay dos paradigmas de control que son de interés, el control de regulacion (posicion)
y el control de trayectorias. Particularmente en este trabajo se enfoca en la implementacion de
estrategias de control para seguimiento de trayectorias. Dichas trayectorias de referencia son
aquellas generadas por sistemas dindmicos deterministas con comportamientos complejos. La
razon de utilizar trayectorias con estas caracteristicas radica en las ventajas que se obtienen al
implementarse en RMR dedicados a la realizacion de tareas de exploracion y vigilancia, princi-

palmente.

5.2 Tipos de Control

La robotica movil es un area en constante desarrollo y que esta siendo ampliamente investigada

por su autonomia y versatilidad de uso en diversas aplicaciones. Unos de los mayores desafios
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es lograr un control preciso y robusto de este tipo de sistemas roboticos. Entre estos desafios
destacan el control de posicion, seguimiento de trayectorias, estacionamiento auténomo de ve-
hiculos, evasion dinamica de obstéculos y colisiones, coordinaciéon de varios robots, entre otros.

Por lo tanto, resulta imprescindible conocer los tipos de control adecuados para robots méviles.

El control cinemético considera dos lazos de control: el principal dominador cinemdtico y
otro dindmico de bajo nivel para los actuadores en las ruedas; es decir, existe un desacoplo entre
la parte cinematica y la parte dindmica. El control cinematico es sencillo y su validez esta dada

siempre y cuando el lazo de control dindmico sea més rapido que el lazo de control cinemético.

En el control dindAmico no existen dos lazos, si no que la ley de control es tinica y considera
todos los elementos del robot mévil: relaciones no-holonémicas, actuadores, masas, momentos de
inercia, etc. El control dindmico tiene el inconveniente de que el anélisis presenta un mayor grado
de complejidad y también es sensible a los errores inyectados por la incertidumbre paramétrica
de modelo, y en algunos casos, requiere de sensores inerciales, los cuales presentan poca robustez

y poca precision.

5.3 Control de Seguimiento de Trayectorias

El problema mas recurrente en la robotica es sobre el control de seguimiento de trayectorias y
en la literatura abundan muchos trabajos que se dedican a resolver este problema. Para realizar
esta tarea existen algunos controladores que son ampliamente usados como el control de par

calculado, el control PD+ y el control PD con compensacion.

Realizar el control de seguimiento en un robot implica que se mueve a lo largo de posiciones
sucesivas que forman parte de una trayectoria deseada o de referencia con una velocidad dada
por la derivada de la trayectoria. La exactitud, desempeno y robustez de los controladores que se
describen anteriormente dependeran de que tan preciso es el conocimiento de los parametros del

modelo, en el caso de este trabajo, el modelo del RMR. Por lo tanto, los algoritmos de control
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de movimiento o seguimiento que se trataran a continuacién contemplan en su estructura de

control la dindmica completa y precisa del modelo del RMR.

5.4 Seguimiento en Variables de Desplazamiento D y Ori-
entacion 6

El problema de control de seguimiento de trayectorias planteado para esta secciéon consiste en
determinar la funcion vectorial 7 de tal modo que las variables de desplazamiento D y orientacion

f sigan con exactitud la trayectoria de referencia.

Para el desarrollo del control se considera el modelo dindmico del RMR (4.4.25) en funcion de
las variables de orientacion y desplazamiento. Por lo tanto, estas variables conforman el vector

de estados de la ecuacion dinamica [DT vT]T reescribiéndose como,

% m = {M;l[Br(tl; — C(v)] (54.1)

donde M, € R™ " es la matriz de inercias, C'(v)v € R" es el vector de fuerzas de Coriolis y

fuerzas centrifugas y 7 € R” es el vector de par de entrada que se aplican a las ruedas.

El objetivo de control que se plantea en esta seccion es controlar el seguimiento de trayectorias
para el RMR y se plantea de la siguiente manera. Se considera el modelo dinamico (4.4.25) y dado
un conjunto de funciones vectoriales acotadas D¢, Ures ¥ Ures que corresponden a la posicion, la
velocidad y aceleracion, respectivamente. Lo que se desea lograr con el controlador es encontrar
una funciéon vectorial 7 tal que el desplazamiento y la orientaciéon asociada al RMR puedan
seguir de manera precisa los desplazamientos y orientaciones de referencia, que corresponden a

las trayectorias generadas por los sistemas dinamicos de referencia.

La descripcion matematica del objetivo de control de seguimiento, la cual se basa en encontrar
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una funcién de pares de entrada 7 tal que,

lim e(t) =0 (5.4.2)

t——+o0

en donde e esta definido como el error de posicion de orientacion y desplazamiento o simple-
mente se le dice error de posicion local del RMR, que lleva a reexpresar la ecuacion de forma

mas explicita como,

lim D,(t) — D(t) = 0. (5.4.3)

t——+o0

Del mismo mismo que se define el objetivo de control para la posicion, también se conserva

la misma definicion para el error de velocidad é del control de seguimiento,

lim é= lm v,f(t) —v(t) =0 (5.4.4)

t——+o0 t—+4o00

La funcién de pares 7 mencionada previamente, es una funciéon vectorial en funcién de las
variables de posicion, velocidad y aceleraciéon del RMR y a esta funcion también se le conoce
como la “ley de control”. Al hablar del control de un sistema, es necesario entender que la
informacion de posicion D, velocidad v y aceleraciéon © debe conocerse, ya sea por medio de
los sensores que miden estas variables o por estimaciéon de sus valores ya que es informacion
necesario para el controlador. La ley de control expresada en términos del modelo del RMR se

define como,

T:T(D7U7?.jaDrefuvrefyijrefaMraC(U))- (545)

La ecuaciéon de movimiento en lazo cerrado con la ley de control de seguimiento, por lo general

se ilustra como en la Figura 5.1
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Figura 5.1: Sistema en lazo cerrado para el control de seguimiento.

En la siguiente seccion se lleva a cabo la metodologia necesaria para implementar el control
de seguimiento para las variables de posicion local del RMR (D y ) para cada “ley de control”,

entre las cuales se consideran las siguientes:

e Control de Par Calculado

e Contro PD con comprensacién

5.4.1 Controlador de Par Calculado

En el desarrollo del modelado del sistema de un RMR, se obtuvo la ecuaciéon dindmica 4.4.25,
se puede observar de este modelo que sus variables de estado estan estan dadas por expresiones
altamente no lineales. Mediante el controlador de par calculado o también conocido como de
linealizacion exacta por retroalimentacion de estados, el cual también es un control no lineal en
las variables de estado, sin embargo, al representar el sistema del RMR con este controlador
en lazo cerrado, se obtiene un modelo descrito por ecuaciones diferenciales lineales, i.e., es un
control que linealiza al modelo dindmico del RMR. Este controlador es suficiente para alcanzar
el objetivo de control de seguimiento globalmente, y se explica con méas detalle en las secciones

posteriores.

La ley de control de par calculado esta dada por,
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7 = BN (M, [0y + Kaoé + Kie] + C(v)v), (5.4.6)

donde K7 y K5 son matrices constantes positivas definidas que son denominadas ganancias de
retroalimentacion y en donde e se define como el error de posicion que esta dado como D,y — D
y € es el error de velocidad dado como v,.y — v. La ley de control contiene las ganancias de
retroalimentaciéon multiplicadas por la matriz de inercias que dependen de la exactitud de los

valores de los parametros del modelo del RMR.

La ley de control de par calculado es una de las aproximaciones mas sencillas y que ha sido
ampliamente investigada, y se cataloga como nla primera ley de control de seguimiento basada
en el modelo dindmico y que que también es ampliamente usada en los robots manipuladores.
La simpleza de esta ley de control trae consigo la desventaja de la dependencia explicita del
conocimiento preciso de los valores de la matriz de inercias M,, la matriz de coriolis y fuerzas
centrifugas C'(v), y dado que el robot movil se desplaza en contacto directo con la superficie
no es afectado significativamente por las fuerzas gravitacionales. Adicionalmente, el controlador
depende de la trayectoria de referencia D,.;(t), y sus derivadas v,.f(t) v Oref, ademas, del

conocimiento de los valores de posicion D(t) y velocidad v(t) del RMR.

El primer paso que se debe seguir en la metodologia de la implementacion de cualquier
controlador es obtener la ecuacion en lazo cerrado por medio de la sustitucion de la ley de control

en el modelo dindmico del sistema que se va a controlar, en este caso, el modelo dinamico del

RMR (4.4.25).

Al sustitur la ley de control (5.4.6) se obtiene:

M5 4 C(v)v = B(B™ (M [res + Kot + Kyie] + C(v)v))

M,i = M, [iyef + K + Kqel, (5.4.7)
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donde (5.4.7) es la ecuacion en lazo cerrado. Ya que se conoce que la matriz M, es constante y

positiva definida, por lo tanto, tiene inversa, la ecuacion (5.4.8) se reduce a la siguiente expresion:

breg — 0 = —Kyé — Kye
(5.4.8)
€= —K2€ - Kle,

al reexpresar esta ecuacion en en espacio de estados, donde el vector de estados se define

como los errore de posicion y velocidad [e? é7]7" quedando como,

d lel _ é
dt |e o —Kje — Kyé

_ {_([)(1 _%21 {Z} (5.4.9)

—————
A

donde I € R™ ™ es la matriz identidad. La ecuacion en lazo cerrado resultante (5.4.9) esta

representada por una ecuaciéon diferencial lineal y auténoma.

En la Figura 5.2 se ilustra el diagrama de bloques del sistema del RMR en lazo cerrado con

la adicién del control de par calculado.

—»@—é‘—» M, —»?Lﬁ

C(v)

D, —»’:‘ — P %
vy .“ — I\

Figura 5.2: Diagrama de bloques del controlador de par calculado para el modelo dindmico del
RMR.
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Punto de Equilibrio

A continuacion es necesario realizar el anélisis existencia y posible unicidad del punto de equibrio

del sistema.

Partiendo de la ecuacion en lazo cerrado (5.4.9), con el vector de estados dado por los errorres

de posicion y velocidad:

[8] - [—Kleé— Kgé} (5.4.10)

Por lo tanto se deduce que su tinico punto de equilibrio es [e? ¢7]T = 0 € R*", es decir, el
origen. Ademas, la unicidad del punto de equilibrio viene establecida por los requerimientos de
que las matrices de ganancias de retroalimentacion sean constantes y positivas definidas, i.e., no

singulares.
Analisis de Estabilidad en el Punto de Equlibrio

Por simple inspeccién se puede notar que la ecuaciéon dindmica con el controlador de seguimiento
de par calculado en lazo cerrado es una ecuaciéon vectorial lineal y autéonoma, lo que garantiza
que cualquier solucién tiene a cero ante cualquier condicion inicial, siempre y cuando los valores

propios de la matriz A € R?"*?" de la ecuacion en lazo cerrado (5.4.9) tengan parte real negativa.

Las matrices de ganancias de retroalimentacién permiten reubicar los polos de la matriz A

por medio de ajustes en sus valores. El polinomio caracteristico de la matriz A esta dado por,

88



sl 0 o I [sI -1 1
sI—A—lO S[}—[Kl _KJ—[Kl S[+K2:|—SI+K23+K1, (5.4.11)

dado que Ky, K5 pueden tener n polinomios caracteristicos por cada variable de estado,

$*I + Kaps + Ky, = 0, (5.4.12)

ademas, tomando que estos polinomios estan formados por autovalores Ay, , Ag,. Al definir
una ecuacion cuadratica de modo que las raices sean negativas, de tal modo que estas raices se

definan como los autovalores del polinomio caracteristico (5.4.12),

(S + Aln)(S + /\Qn) = 82 + ()\ln + )\Qn)S + /\ln)\Qn)- (5413)

De este modo, se puede construir la matriz de ganancias de retroalimentaciéon como,

Kln = )\ln/\2n
(5.4.14)
KZn = >\1n + >\2n
Con este método de seleccion para los valores de las ganancias de retroalimentacion se asegura

que los autovalores de la ecuacion en lazo cerrado (5.4.9) tienen parte real negativa, es decir, la

matriz A es Hurwitz, lo que garantiza la estabilidad asintdtica global del sistema.

5.4.2 Controlador PD-+

El controlador PD+ es una variante de la estrategia de control de posicidbn mas ampliamente
usada, el controlador PD convencional, sin embargo, se modifican términos y anélisis posteriores
para ser utilizado en el control de seguimiento. Esta “ley de control” permitira alcanzar el

objetivo de control deseado (5.4.4), en forma global. La ley de control PD+ esta expresada por
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7= B Kpe + Kué + M,bper + C(0)vpef), (5.4.15)

donde las matrices de ganancias proporcional y derivativas, K,, K, € R"*" son matrices
simétricas y positivas definidas definidas por el usuario. Para este controlador también se utilizan
los errores de posiciéon e = D,.; — D y velocidad é = v,.; — v. La matriz de fuerzas de Coriolis
y de fuerzas centrifugas C(v) debe ser escogida usando los simbolos de Christoffel. De este
modo se asegura que la matriz compuesta por la matriz de inercias y la matriz de fuerzas de
Coriolis y fuerzas centrifugas %MT—C’ (v) es una matriz antisimétrica, lo cual es una caracteristica

importante de esta matriz al realizar el analisis de estabilidad.

Al igual que el controlador de par calculado, la implementacion de la ley de control PD+
esta basada en el conocimiento preciso de los parametros del modelo del RMR, i.e., conocer
con precision las matrices M, y C'(v). Ademaés, también es necesario conocer las trayectorias de
referencia deseadas D,.¢(t), sus velocidades v,.¢(t), aceleraciones ¥,.f(t) y los valores medidos o

estimados de la posicion local D(t) y velocidad local v(t) del RMR.

Se procede a realizar la misma metodologia que se llevo a cabo en la secciéon del controlador de
par calculado. Primero es necesario determinar la ecuacion en lazo cerrado del modelo dindmico
con el control de seguimiento, la cual se obtiene al sustituir la expresion de la “ley de control

PD+7(5.4.15) en la ecuacién en lazo abierto del modelo dindmico del RMR (4.4.25),

M, + C(v)v = BB~ (Kye + Kyé + My0yep + C(0)0per)]
M, (Opep — V) + C(0)(Vyer —v) = —Kpe — K,é

M, () + C(é)(é) = —Ke — K¢, (5.4.16)

donde (5.4.16) es la ecuacion en lazo cerrado. La ecuacion de lazo cerrado queda expresada

en términos del vector de estados [e? ¢T]T y resulta en la siguiente expresion,
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é

% [Z] Bl [M,Tl[—er — K¢ — C(é)é]. (5.4.17)

Se puede notar que la ecuacion en lazo cerrado resultante es una ecuacion diferencial vectorial

no lineal y no autdnoma, i.e., depende explicitamente de las variables temporales D,.¢(t) y vyef(t).

En la Figura 5.3 se ilustra el diagrama de bloques del sistema en lazo cerrado con esta ley

de control que se desea implementar.

1'7,« — M)"‘

D, _.Q:Q —

Uy

(
C(v)
|
[

r_
%

Figura 5.3: Diagrama de bloques del controlador PD+ para el modelo dindmico del RMR.

Punto de Equilibrio

Para este controlador también se realiza el andlisis para determinar la existencia y posible uni-
cidad del punto de equibrio del sistema del RMR con el controlador PD+, tal y como se llevo a

cabo para el control de par calculado.

Partiendo de la ecuacion en lazo cerrado (5.4.17), con el vector de estados dado por los

errorres de posicion y velocidad [eT ¢T]7:
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] - {M;l[—er —eKve = C(é)éd (5.4.18)

Por lo tanto se deduce que el tinico punto de equilibrio es [e? ¢T]T = 0 € R*", i.e., el origen.
Ademés, la unicidad del punto de equilibrio viene establecida por los requerimientos de que las
matrices de ganancias proporcional y derivativa sean constantes y positivas definidas, por lo
tanto, son no singulares. En base a lo anterior aplicando el anéalisis para hallar el equilibrio de
del sistema en lazo cerrado (5.4.17), se deduce que el inico modo de que el sistema se encuentre
en su posicién de equilibrio es que el error de posicion y velocidad sea igual a cero. Es decir,
los valores de posicion y velocidad deben ser tales que, D(0) = D,.£(0), v(0) = v,.£(0), entonces
D(t) = D,cs(t) y v(t) = v.ef(t) para todo t > 0. Sin embargo, para establecer formalmente el
equilibrio para todos los casos, por ejemplo, el caso donde D(0) # D,r(0) 0 v(0) # v(0) se

necesita realizar el analisis de estabilidad en el punto de equilibrio.
Analisis de Estabilidad en el Punto de Equlibrio

La estabilidad del unico punto de equilibrio del sistema (el origen) se puede comprobar haciendo

uso de una funciéon candidata de Lyapunov definida como:

) 1[el” K, 0]|e
vieo-2 [ =% 211 5419
1 1
V(t,e é) = 5éTMé + §eTer, (5.4.20)

donde esta funcién candidata de Lyapunov es definida positiva debido a que la matriz de
inercias M, y la matriz de ganancia proporcional K, también son positivas definidas. Al derivar

la expresion de la funcion candidadata de Lyapunov (5.4.20) se obtiene,
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: 1 : 1 :
V(t,eé) = 5[éTer +e"Kye + " K,é] + 5[éTMé + "M, é + ¢ M, é] (5.4.21)

Dado que la matriz de ganancias proporcional es un matriz constante, el término que implica

la derivada de esta matriz es igual a cero y queda la expresion,

. 1 1 .
V(t,eé) = §[eTer +eTKyé] + E[éTMré + T M,é + " M,é]. (5.4.22)

A modo de simplificar més la ecuacion de la derivada de la funcion candidata de Lyapunov,
es obvia la deduccion que implica que los términos ¢ Kye y e’ K,é resultan ser el mismo valor
escalar, y pueden sumarse de forma directa, lo mismo sucede con los términos X M,é y éT' M, ¢,

reduciendo la expresion de la derivada,

. 1 .
V(t,eé) =el Kyé+ 5eTM,e + T M,é. (5.4.23)

Al realizar la sustitucion del término M,.é que se obtiene de la ecuacién de lazo cerrado

(5.4.17), asi como también, por medio de las propiedad del modelo dindmico del RMR,

1.
éT[iMT —C(&)e=0, (5.4.24)
se simplifica la ecuacion de la derivada de la funcion candida de Lyapunov a la siguiente

expresion,

Vt,e é) = —e'Kué (5.4.25)
_ [ir [8 [gp] m <0 (5.4.26)
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A partir del Teorema de LaSalle se concluye inmediatamente la estabilidad del origen [e? ¢
0, v con apoyo del mismo teorema, se concluye que el estado permanece acotado. Dado que la

ecuacion de lazo cerrado del sistema con el controlador PD+ (5.4.17) es no auténoma qq = qq(t)

, por lo tanto, no es posible establecer la estabilidad global asintética usando este teorema.

Como se menciona previamente, en algunos casos no es posible asegurar la estabilidad as-
intotica global del punto de equilibrio, sin embargo, el siguiente lema es muy 1til cuando se
hace uso de las funciones candidatas de Lyapunov, permite demostrar que las soluciones estan
acotadas y que las variables de estados son convergentes. A pesar de que esta propiedad nos
permite evaluar y concluir sobre el comportamiento convergente y acotado del sistema, no es
una propiedad muy fuerte que permita asegurar la estabilidad global asintética, ain asi es una
herramienta muy 1til para establecer mas rigurosamente la estabilidad del lazo de control.

Lema 5.4.1. Considere las siguientes funciones continuamente diferenciables x : R, — R,
z:Ry = R™ h:Ry — Ry, P: R, — ROFIX0Hm) - Asumiendo que P(t) es una matriz
definida positiva simétrica para cada t € Ry y también es continua. Se define la funcion V :
Ry xR" x R"™ xRy = Ry como:

V(t,z,2,h) = m P(t) m +h(t) > 0. (5.4.27)

Si la derivada total de V (t,x, z, h), i.e.

. oV (t,x,z,h) N oV(t,x,z,h)Tde OV (t,x,z,h)Tdz dz

= — — 4+ — 4.2
itz 2 h) ol e @ e ata O
satisface, para todot € Ry, x € Rn, z€ Rm y h € Ry,
2" Q) 0] [z
Vit h) = — <0 5.4.29
wazm=- 7] |47 ] ) < (5.429)

cuando Q(t) = QT (t) > OVt > 0 entonces,

1. z(t), z(t) y h(t) estdn acotadas para todo t >0 y
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2. x(t) es integrable al cuadradado, i.e.

oo
/ |z(T)||?dt < oo. (5.4.30)
0
St ademdas, * también esta acotado entonces se tiene que

tllglo z(t) = 0. (5.4.31)
Por lo tanto, haciendo uso del Lema 5.4.1 se puede concluir que los errores de posicion y
velocidad permanecen acotados y que el error de la velocidad es integrable al cuadrado, es decir,

satisface lo siguiente:

/OOO||é(t)||2 < 0. (5.4.32)

En relacion con lo anterior, se demuestra que el error de velocidad é tiene asintoticamente a

cero. Por lo tanto, tomando € de la ecuacion de lazo cerrado (5.4.17),

¢ =M [-Kye — K,é — C(é)é] (5.4.33)

se puede notar que los términos del lado derecho se encuentran acotados debido a que, se
conoce que e(t) y é(t), estan acotados y que M, y C(q) son matrices acotadas que debido a que
sus argumentos también lo estdn. Debido a la caracteristica de acotamiento de e y ¢, se tiene
que D(t) = —e(t) + Dyes(t) v v(t) = —é(t) + vper(t) también se encuentran acotados dado que
la posicién de referencia D,.; y la velocidad de referencia v,.; también son funciones vectoriales
acotadas. Tomando en cuenta estas consideraciones, el error de aceleracion é(t) de la expresion
(5.4.33) es un una funcion vectorial con respecto al tiempo que también esta acotada. A trav’es
de lo establecido anteriormente y haciendo uso del Lema 5.4.1 se puede concluir que la velocidad

gradualmente tiende al equilibrio,
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lim é(t) = tlirilo(vref(t) —o(t)) =0¢eR"™ (5.4.34)

t—o00

Aunque se realizé un anélisis riguroso para determinar estabilidad, tal y como se menciona
previamente, sélo se comprueba una propiedad débil de estabilidad, i.e., no es posible concluir
el comportamiento asintotico del error de posicion e. Para lograr esto, es necesario probar la
estabilidad asintotica del sistema. Una de las formas posibles de realizar esta comprobacion
es mediante el uso del Teorema de Matrosov, el cual es utilizado para analizar las ecuaciones
diferenciales no autéonomas. Este teorema en particular es muy 1til para este caso donde se
obtiene que la derivada de la funcion candidata de Lyapunov es semidefinida negativa. En
la seccion de anexos se realizara el analisis de estabilidad completo, ya que la demostracion
completa de la estabilidad global asintotica de este controlador es muy extensa y podria desviar

el enfoque sobre el objetivo principal de este trabajo de tesis.

5.5 Seguimiento en Variables Cartesianas (x,, y,)

En esta seccion se implementa un control de seguimiento para el sistema (4.4.25). Se discute la
implementaciéon de un controlador linealizante, similar al controlador de par calculado, donde se
obtiene que lazo de cerrado de control por medio de un retroalimentaciéon de estados dinamica

linealiza la dindmica no lineal del sistema.

Sin embargo, no es posible controlar la posicion cartesiana del RMR a través del modelo
(4.4.25), el cual estd en funcion de las coordenadas de posicion local, lo cual también esta
relacionado a la controlabilidad limitada que caracteriza a este sistema rootico con restricciones
no holonémicas, ademaés, su cinematica y dindmica se encuentran desacopladas. Por lo tanto,
para lograr el objetivo de control de seguimiento (5.4.4) es necesario aplicar un difeomorfismo a
la ecuacion dinamica del RMR para obtener un modelo en funcién de las variables de posicion

cartesiana.
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El modelos cinemético del RMR tiene la forma ¢ = S,v donde g es el vector de las variables de
estado cuyas n componentes ¢ € R” depende de la configuracion y v es el vector de velocidades de
control. Las configuraciones son caracterizadas por par (d,,, 04) donde d,, es el grado de movilidad
y 4 es el grado de direccionamiento [52]. El grado de movilidad esta dado por la relacion §,, —nr,
donde nr es el ntumero de restricciones de movilidad. El grado de direccionamiento 6,4 esta
definido por el numero de ruedas direccionales. Para el caso del robot moévil con ruedas fijas y
configuracon diferencial se tiene que 0, = 0 y §,, = 2, ya que posee un restricciéon no holonémica
(4.3.24). Por lo tanto, el robot de configuracion diferencial que analizamos esta determinado por

el par (2, 0).

La estructura del RMR no tiene ruedas orientables, por lo tanto el vector de velocidades de
control coincide con el grado de movilidad d,, = 2. En [8] ya se ha demostrado que la matriz
de controlabilidad tiene un rango d,, + 4. Dado que un RMR de configuracion diferencial tiene

rango, descarta un grado de movilidad y por lo tanto no es completamente controlable.

La controlabilidad en los sistemas no lineales esta establecida por el un concepto conocido
como el grado relativo del sistema. El modelo dindmico del RMR (4.4.25) se reexpresa para los

analisis posteriores en la forma no lineal afin al control,

y = h(x) (5.5.1)

Se define el vector de estados del sistema; El vector de estados de posicion cartesiana del
RMR es 21 = [z yo 67]", el vector de estados que describe la posicion local del RMR es
2y = [DT 0T]T, el vector de velocidades locales del RMR es 25 = [v7 67]7 y donde u es la

funcion vectorial de pares 7 que se busca para controlar al RMR, entonces
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.I"l == q == Sq<l’2)I3
[jZ’Q = T3

donde,

Sq(w2)ws
flz) = T3
_M;lc(ﬂfg)
[0
gle)=1 0
M 'B
h(z) =z, € R? (5.5.3)

La ecuaciéon dindmica del RMR ahora queda expresado en la ecuaciones (5.5.1) y (5.5.3) en
su forma no lineal afin al control. La controlabilidad del sistema (5.5.1) se describen en base a
lo anteriormente descrito, donde se relacionan los grados de movilidad y de direccionamiento.
Las siguientes definiciones son titiles para asegurar rigurosamente que el sistema es controlable

por estos métodos de control.

El modelo dinamico es un sistema no lineal, el cual esta expresado en variables de posicion
local del RMR, dado que se desea controlar la posicion absoluta o cartesiana, por este motivo,
es necesario aplicar transformaciones a los estados no lineales del modelo dindmico, asi como
también, la aplicacién de transformaciones de retroalimentaciéon para linealizal el sistema del
RMR. Se define brevemente la definicion de difeomorfismo, esta transformacion que se usa en el

modelo se le conocen como derivadas de Lie.

Definicién 5.5.1 (Difeomorfismos). [41] Sea p un punto en E", el espacio Euclidiano n-dimensional,
v U una vecindad de p. Sea ¢ : U — V C R™ un mapeo uno a uno y biyectivo. Si ¢(z) y ¢~ ()
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son mapeos continuamente diferenciables C*° (mapeos suaves), ¢ es llamado un difeomor-
fismo. Si p(z) y ¢ () estan definidos en R" y son mapeos suaves, entonces o es ademds un
difeomorfismo global.

Definicion 5.5.2 (Derivadas Lie). [41] Si f es un campo vectorial suave en U y h una funcion
suave en U entonces f(h) es la funcion suave en U definida por

Fw) =Y 50 () o)

Un campo vectorial puede ser interpretado como un operador que mapea la funcién h en la
funcién f(h). La funcion f(h) es llamada la derivada Lie de la funcion h a lo largo del campo

vectorial f; es usualmente denotado como L¢h. La derivada Lie Lyh de una funcién suave h a
lo largo de un campo vectorial f es también denotado por (dh, f). Las derivadas Lie repetitivas
a lo largo del mismo campo vectorial f son denotadas como L’]}h = Lf(Ljflh), L}h = L¢h,
L%h = h.

f

El conjunto de todos los campos vectoriales C*> en U es un espacio vectorial sobre R y sobre
C>®(p), i.e.
Logivspht = aLlph+ BLgh

donde «, 5 € C*(p).

La ecuacion del sistema dindmico satisface las condiciones necesarias requeridas para la apli-
cacion del difeomorfismo de las derivadas de Lie, i.e., las soluciones de su ecuacién diferencial
estan definidas para todo t € R.

El difeomorfismo (5.5.2) aplicado al sistema (5.5.1),

e ;=10
LyL%h = Lgh = (dh, g)
0
=[1 00| 0 |=0 (5.5.4)
MB
e =1
L¢h = (dh, f)
Sq(@)xs
=[1 0 0] 3 = Sy(@2)zs, (5.5.5)
—MT,ilC(ZL'g)
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entonces,

LgLPh = (d(S,(x2)73), 9)

0
- [0 ) 0 | = Sa2)asM; B #0 (5.5.6)
M B
p—1=1
p—1=1
p=2 (5.5.7)

donde rho = 2 es la controlabilidad del sistema y coincide con la relacion 6,, + dg = 2, por lo

tanto

k lefh kll ’ / ] 2 (5.5.8)
ran sh| =ran 9S4y (22,)r3 = 2. 5.
dL}h 0 O Sq(xQ)
2
— L;L;h
= Ly(S,(z2))
= (d(Sq(x2)xs, f))
Sq(xo)3
= [0 Ll Sq(a;Q)] s (5.5.9)
— M C(x3)

A continuacién se definen algunas propiedades que son particularmente ttiles para describir

al sistema que se desea transformar de coordenadas locales a las coordenadas deseadas de control.
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Definicion 5.5.3 (Grado Relativo). [41] El grado relativo p del sistema (5.5.1) se define como
el entero tal que,

LgL;h(:U) =0, VeelU, 0<i<p—2
LyLih(z) #0, Yz e U (5.5.10)

en donde Uy es una vecindad del origen, si:

LyLih(z) =0, Veely, Vi>0 (5.5.11)

se dice que p = oo.

En la definicion anterior se define el grado relativo alrededor del origen, sin embargo, esta
definicion puede generalizarse para cualquier otro punto del espacio R™ a través de la siguiente
definicion.

Definicién 5.5.4 (Grado Relativo Global). [41] El grado relativo global p del sistema (5.5.1) se
define como el entero tal que,

LyLih(z) =0, VzeR", 0<i<p—2
LyLih(z) #0, VYV eR", (5.5.12)
si:
LyLih(z) =0, Vo eR", Vi>0 (5.5.13)

se dice que p = 00

Nota 5.5.1. [41] El grado relativo p es invariante bajo la acciéon de transformaciones de retroal-
imentacion de estados no lineales. La condicion (5.5.13) es independiente de cualquier cambio
de coordenadas locales. La retroalimentacion de estado v = k(x) + f(z)v transforma f en
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f=f+kgygenj=pBg. SuL,h =0, entonces también L; = 3(L,h) = 0. Procediendo por
induccion: supo6niendo que

LyLish =0, 0<i<j (5.5.14)

lo que implica que L}h = Lifh, 1 <1i<j+1;se afirma que si

LyL3 " h =0 (5.5.15)

entonces

LgL;L“h =0 (5.5.16)

entonces, las suposiciones (5.5.15) y (5.5.16) implican

Lyl h = BLy(L}™ h) = 0 (5.5.17)

De forma similar, si LgLfflh # 0, entonces LgL’])flh # 0.

Nota 5.5.2. [41] El grado relativo p es igual al orden menor de la derivada de salda respecto

al tiempo en la que aparece la entrada u con un coeficiente no nulo. Entonces para el sistema
(5.5.1),

®) _ dPh(x)

ar Lih 4 uLg Ly~ h (5.5.18)

Y

donde el coeficiente de u es LgLfflh # 0 en Uy. Si p = oo, las derivadas en el tiempo de y
de cualquier orden no son afectadas por la entrada u para cualquier x € Uj,.

Los siguiente lemas sirven para definir el modelo dindmico en términos de las coordenadas

de posicion cartesianas que seran utiles para el control linealizante con grado relativo p < oo.
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Lema 5.5.1. [41] Supdngase que p < oo para el sistema (5.5.1). Entonces p <n y

rank{dh(z),... ,d(Léflh(x))} =i Vrel

para cada 1t =1,...,p.

Lema 5.5.2. [/1] Supdngase que p < p para el sistema. Entonces existen n— p funciones &(x),
1 <i<n—p, tal que:

1 Las funciones

&(x), .. &ap(@), h(x), ..., L) h(x)
forman un difeomorfismo local cerca del origen;

it (d&;,g9) =0,0<1i<n—p. En coordenadas locales

(& 2) = (£(2), 2(2)) = (&(@), . .., &ap(@), 21(T), .., 2p(T)
= (&i(x), ..., &np(x), h(2), . .. ,L?_l(x))

el sistema (5.5.1) se expresa en la forma de seguimiento (también llamada forma normal)

3 = $(&, 2)
2 = Zit+1, 1<i<p-—1

5.5.19
4 = Lih+uLgLy'h (5:5.19)
) =z

Si, adicionalmente, el grado relativo global p esta bien definido con p < n y
11 los campos vectoriales

L'k 1

f:f_—_lgv g=—">7-9
LI h L, L7 h

son completos, encontes existe un difeomorfismo global que transforma (5.5.1) en la forma
de sequimiento (5.5.19).

Nota 5.5.3. [41] Las funciones & (z),&,—,(x) son elegidas explicitamente tales que (d¢;,g) =
0, 1 < i < n—p Por otro lado, si las coordenadas locales (h, ... ,L?ilh,fl,...,fn,p) son

determinadas simplemente por las funciones escogidas &1, ..., &,—, tales que
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rank{dh, ... ,d(Lfc_lh), A&, ..., d&—p} =,

en tales coordenadas locales el sistema se expresa como

£=d1(6,2) + d(€, 2)u

Zi =21, 1<i<p—1

4 = Lih +uL, Ly

Y=z (5.5.20)

Lema 5.5.3. [/1] Si el sistema (5.5.1) tiene grado relativo p < n, entonces es localmente
parcialmente linealizable por retroalimentacion de estado con indice p.

Si p < n, por la aplicacion del Lema 5.5.2; el sistema (5.5.1) se expresa en las nuevas

coordenadas (&, z) y quedar expresado en la forma de seguimiento (5.5.19).

5.5.1 Controlador Linealizante por Geometria Diferencial

El control de seguimiento de esta seccién tiene como objetivos principales el sequimiento y la
estabilizacion del RMR alrededor de una trayectoria, de tal modo que sea posible dotarle un com-
portamiento ca6tico, como una particula con movimiento Browniano, o bien, una conmbinacion

de ambos tipos de comportamiento.

El sistema transformado con el difeomorfismo de derivadas de Lie (5.5.2) expresa el sistema

en su forma de seguimiento normal,

§ =iy =3 = 5(1_1(51>Z2

?;’1 = Sq(ﬂfg)fﬂg = 29
. 3Sq(x2)x3
N 0x,,

y =2 (5.5.21)

— SQ(IQ)Mflc’(ﬂ?g) + Sq(CEQ)M;IBU

2
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el modelo en la forma de sequimiento queda definido como,

& =5, (&)z
21 = 29
2 = S4(60)5; 1 (&1) 7 — Sy(€0) M C (&) + Sy(&1) M, Bu

y =2 (5.5.22)

Al desarrollar el procedimiento se transforma el modelo del RMR (4.4.25) a un sistema con
los estados (£, z) (5.5.22), de este modo, el control por retroalimentacion de estados u permite

linealizar el modelo dindmico del RMR, con indice p < n, definido por

- _Lgh(yrvgl) 1 y
LoeL5 Wy &) LeLi 'h(y,, &)

(5.5.23)

donde v es conocido como el control auxiliar para el sistema linealizado:

Para la implementacion de este tipo de controladores estabilizantes y de seguimiento para
sistemas no lineales como el del RMR, al aplicar la ley de control linealizante, la estabilizacion
se realiza alrededor del punto de equilibrio. Esto incluye al problema de seguimiento cuando
y-(t) = 0. Los siguientes definiciones y teoremas garantizan que el control de seguimiento por
medio de retroalimentaciéon de estados que se disefié en esta seccién para el sistema (5.5.1)

permite realizar el seguimiento de las trayectorias de referencia.

Definicion 5.5.5 (Seguimiento por Retroalimentacion de Estados Estética). [41] Dada una
sennal de referencia acotada suave y,.(t) con derivadas en el tiempo acotadas y oy (t), el
problema de seguimiento se dice que es globalmente resoluble por retroalimentacion de estados
estatica para el sistema (5.5.1) si existe un control.

w=k(x) 4+ B@)v,(ye(t), ...,y (t) (5.5.24)
tal que,
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i ||z(t)||esacotada, ¥t > 0,
i limyeo(y(t) — yr(t)) =0,
iii f(z) #0, Vo € R,

iv k y B son funciones suaves en R"

donde v es la funcién continua conocida como control auxiliar, tal que, dada cualquier condi-
cion inicial £(0) € R™ para el sistema en lazo cerrado,

&= f(z) + g(@)k(z) + g(x)B(x)v
y = h(z) (5.5.25)

Teorema 5.5.1 (Seguimiento por Retroalimentacion de Estados Estatica). [{1] Considérese el
sistema (5.5.1) y supdngase que: el grado relativo global esta bien definido con p < n, la dindmica
de sequimiento tiene estados acotados para entradas acotadas, y los campos vectoriales,

Lih i 1 (5.5.26)
T s

f=f =9
LyLi'h

son completos. Entonces el problema de sequimiento es globalmente resoluble por retroali-
mentacion de estado estdtica.

La ley de control que permite realizar el seguimiento de la salida a una senal de referencia
y-(t) mediante retroalimentacion de estados estatica para el sistema estd dada por el control

linealizante,

u=[5 (&) Mle]_l [—Sq (&) Sq (&) 2o+ Sy (&) MTIC (&) + v, (5.5.27)

y con la funcién de control auxiliar v definida como,

= Ky V() — V(1) + R () (5.5.28)



donde los valores de las constantes K; (i = {1,2,...,p}) deben ser tales que la matriz

resultante sea un polinomio Hurwitz.

v=—Ki(yr —y) — Ko — ) + %r

— —Kje — Kyé + 4, (5.5.29)

Estos resultados permiten que la dinrhica del sistema (5.5.1) se estabilize en el origen, i.e., se

lograr el seguimiento de la trayectoria de referencia y,.(t) con la eleccion del control auxiliar v.

El diagrama de bloques del control por retroalimentacion de estados para el modelo del RMR
por medio de difeomorfismos o geometria diferencial esté ilustrado en la Figura 5.4.

CONTROLADOR
LINEALIZANTE POR
RETROALIMENTACION
DE ESTADOS ESTATICA

ROBOT MOVIL

..;ﬁ;:z)m & 4

Figura 5.4: Diagrama de bloques del controlador linealizante por retroalimentacion de estados
usando geometria diferencial para el modelo dindmico del RMR.

La ecuacion en lazo cerrado del modelo expresado en la forma de sequimiento resulta en un
sistema linealizado con la misma con la misma estructura que la ecuacion en lazo cerrado del
controlador de par calculado. El andlisis del punto de equilibrio determina al origen como el
tnico equilbrio del sistema. Ademaés, se garantiza la estabilidad del sistema del mismo modo
que en el controlador de par calculado, donde se expone un método para la construccion de la
matriz de ganancias de retroalimentacion de tal modo que la ecuaciéon matricial resultante sea

un polinomio Hurwitz.
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Para lograr el control de RMR de configuracion diferencial se implementaron varias metodologias

con el objetivo de lograr el seguimiento preciso de trayectorias de referencia. Ademés, en las
distintas leyes de control se llevo a cabo el control de los conjuntos de variables de posiciéon lo-
cal y cartesiana del RMR. Las variables de control estan desacopladas y por medio del control
dindmico so6lo es posible controlar la posicion local del RMR y las variables desacopladas del
control se le conoce como variables de dinamica interna. Las variables de posici’on cartesiana se
controlan por medio de difeomorfismos que transforman las ecuaciones del modelo dindmico del
RMR y nos permite seleccionar acceder a estas variables para controlar la posicién en el marco
inercial o global (cartesiano) del RMR. Por tal motivo se revisaron las distintas metodologias,
para implementar el control en los diferentes conjuntos de variables de posicion. En conclusion,
se investigd este diverso repertorio de estrategias de control para cubrir las distintas posibili-
dades y posteriomente llegar a encontrar en que variables se refleja el mejor aprovechamiento
del seguimiento de trayectorias cadticas y brownianas deterministas que permiten aumentar la

eficiencia en aplicaciones de exploracion y vigilancia.
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Capitulo 6

Resultados Experimentales

6.1 Introduccion

En este capitulo se realiza la implementacion por medio de una simulacion computacional. Ha-
ciendo uso de la funcion ODE de MATLAB se generan trayectorias de referencia que el RMR
debe seguir. Este seguimiento se hace por medio de estrategias de control de movimiento, las

cuales fueron estudiadas en el capitulo anterior.

El seguimiento de las trayectorias se realiza a través de las variables de posicion local (ori-

entacion 0 y desplazamiento D) y en las variables de posicion cartesiana ([z], yl]").

Al ejecutar el control de seguimiento en las variables mencionadas previamente, se lleva a
cabo la caracterizacion de la dindmica subyacente en la trayectoria generada por las variables
que fueron controladas y las variables denominadas como de dindmica interna, con la finalidad
de identificar el comportamiento dindmico del RMR que resulta de introducir trayectorias de

referencia irregulares y que se mapean a través del modelo dinamico del RMR.

Al realizar esta metodologia es posible indagar sobre las el tipo de mapeos que se generan
a través del modelo dinamico del RMR en los diferentes conjuntos de variables de posiciéon por

medio de la herramienta de caracterizacion de series temporales.
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Para determinar el patron de referencia, estrategia de control y a través que variables de
control que refleja una mayor eficiciencia (optimizacion) en la exploracion y vigilancia de areas,
se hard un anélisis cuantitativo de la cobertura de un area de 1m X 1m ponderando con valor
de porcentaje para cada patron de referencia, estrategia de control y sobre cuales variables de
posicion se aplico la ley de control. Dado que también se plantea la optimizacion de tareas
de vigilancia, se toma en cuenta el resultado del grado de impredictibilidad para determinar el

mejor esquema de optimizacion de éstas aplicaciones.

6.2 Implementacién de la Herramienta para la Caracteri-
zacion de Trayectorias

En esta seccion se realiza el anélisis de las series temporales utilizadas como referencias, las
cuales poseen distintos comportamientos dinamicos que pueden ser determinados por medio de
los indices resultantes. Estos indices son caracteristicos para cada comportamiento y pueden

compararse con los que se encuentran disponibles en la literatura.

Los resultados que se obtentan también seran utiles para verificar que la herramienta de car-
acterizacion de trayectorias disenada es puede realizar una caracterizaén acertada de la dindmica
subyacente de cada trayectoria generada por los sistemas dinamicos. Se van a analizar series de
tiempo caoticas, de movimiento Browniano (aproximacion determinista), combinadas y periodi-

cas.

Los resultados de esta seccion se describiran en las tablas que ilustran los indices obtenidos al
aplicar cada uno de los anéalisis que comprende la herramienta de caracterizacion de trayectorias

para los diferentes casos que se describen en esta seccion.

6.2.1 Casos de Analisis de Series Temporales de Referencia

110



Caracterizacion de Series de Tiempo

Serie Temporal Analisis Resultados ol |
Frecuencia fundamental

lefinida (f = 10H; o8 1

Analisis definida (/ 2) o4 ; |

No hay ley de potencia

de Fourier en la energia del espectro.

Amplitud(m)
o
i

Funcién de Autocorrelaciones
Autocorrelacion definidas 02
Rango Reescalado H~0 04
de Hurst 08
Anailisis de Fluctuaciéon A8 ; 1
Senoidal Sin Tendencia (DFA) @ = 0.005795 ~ E 5 1 75 2 25 3 35 4
Informacién Mutua - Tiempo(s)
x (1) = sin (27 ft) Promediada N
Método FNN D, =30 Figura 6.1: Serie de tiempo periédica senoidal.
f =10Hz Recontrucciéon No tiene un
del Atractor atractor definido
Maximo Exponente A0

de Lyapunov

Dimension de

Correlacién De=002425~0

Comportamiento Periédico

Tabla 6.2.1: Caracterizacion de la serie tempo-
ral de la Figura 6.1.

Caracterizacion de Series de Tiempo

Serie Temporal Analisis ‘ Resultados
Frecuencia fundamental
no definida.

Anéhsfs No hay ley de potencia 2l .
de Fourier definida en la energia del espectro. T ‘
Funcién de Autocorrelaciones 'E/ "I
Autocorrelacion no definidas. T \‘ ‘ | ! ‘
Rango Reescalado H = 0.580 ~ 0.5 2 ‘ ‘ |
de Hurst o ’ Ar 1

Analisis de Fluctuacién

= 0.4474: 2F 4
3 Sin Tendencia (DFA) o= 044743
Seiial Informacion Mutua - ' ‘ r v
3 — 0 05 1 15 2 25 3 35 4
Aleatoria Promediada T=2 Tiempo(s)
Método FNN D, ~ oo
@ (t) = randn (t) Recontruccién Atractor Fi 92: Serie d . 1 .
del Atractor 10 definido. igura 6.2: Serie de tiempo aleatoria.
Maxi
aximo Exponente N — 86754
de Lyapunov
Dunensmr.l' de D, = 41924
Correlacion
Comportamiento ‘ Aleatorio

Tabla 6.2.2: Caracterizaciéon de la serie tempo-
ral de la Figura 6.2.
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Caracterizaci6 Series de Tiempo

Resultados
Amplio espectro de
frecuencias

Serie Temporal

Analisis Ley de potencia
Modelo Huerta-Cuéllar de Fourier d(.ﬁzida —_
) en la densidad espectral (8 = —2) £
T =1 Funcién de Decaimiento exponencial g
y=—-yy+z Autocorrelacion en las autocorrelaciones ;&
z 1T — oy — a3z +Qy Rango Reescalado H — 0.990348 < )
de Hurst

Pardmetros del modelo ["Anjlisis de Fluctuacion

a=14429~=1.5

y=7x107" Sin Tendencia (DFA)
ay =15 i6 =
1— 1.2 Informamon- Mubua T=13 %0 00 500 300 7600 1200
Q=L Promediada Ti
a3 =01 Método FNN D.=6 iempo(s)
C1 =09 Recontruccién Atractor
Cy =06 del Atracto: Definido . . . .
e Figura 6.3: Desplazamiento de una particula
aximo Exponente \ = 4.8039
ay = Cy -round (x/Cy) de Lyapuno o . . sz
Di Yyapuaov BrOWnlana €1l una dlmenSIOIl.
imension de D. — 3.4253

Correlacion

Movimiento Browniano

Comportamiento

Tabla 6.2.3: Caracterizacion de la serie tempo-
ral de la Figura 6.3.

Caracterizacion de Series de Tiempo

Serie Temporal Analisis Resultados ! ! !
Amplio espectro de 15 : i
Analisi frecuencias
na 151.s Ley de potencia no definida 10
Modelo Dinamico de Fourier en la densidad espectral T s
Funcioén de Decaimiento exponencial 'E/
Caético de Lorenz Autocorrelacion en las autocorrelaciones '%m L
S 5
Rang(;) II{;:esc:lado H — 0.84464 25
P ki de Fluciuacts
§=—zz4+re—y n isis de .uctuac1 n o = 1.3602
L=y — bz Sin Tendencia (DFA) 15
Informacién Mutua . i ;
P diad T=10 o 10 20 30 40 50 60
Parametros del Modelo romediada Tiempo(s)
> 10 Método FNN D.=3
=98 Recontruccion Atractor
b=8/3 del Atractor definido Figura 6.4: Serie temporal del sistema caotico
Maéaximo Exponente N~ 2.03
de Lyapunov s de LOI‘enZ.
Dimension de
D, = 2.06
Correlacién

Cadtico

Comportamiento

Tabla 6.2.4: Caracterizacion de la serie tempo-
ral de la Figura 6.4.

Como se muestra en el apartado de resultados para cada tabla, se encontraron indices que
son caracteristicos para cada una de las diferentes series temporales, logrando identificar el com-
portamiento dinamico presente en cada una de ellas, por lo tanto, se espera que la herramienta
de caracterizaciéon de trayectorias logre identificar estos comportamientos para las diferentes

trayectorias que se extraen del RMR.
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6.3 Escalamiento en Amplitud y Frecuencia de Sistemas

Dinamicos

Uno de los problemas que se prevé en la aplicacion del seguimiento de trayectorias con estas
caracteristicas es la capacidad limitada de velocidad que cuenta el RMR. Las trayectorias tienen
fluctuaciones muy pronunciadas y muy rapidas, lo que también dificulta al control del RMR
poder alcanzar y estabilizarse alrededor de la trayectoria. Por este motivo, se opta por introducir
factores de escalamiento en amplitud y en frecuencia de tal modo que se puede ajustar las
amplitudes y rapidez de las trayectorias generadas por los sistemas dinédmicos a las capacidades

del modelo del RMR.

Primero se definen las valores de escalamiento como:

i n = Factor de escalamiento en amplitud.

ii o = Factor de escalamiento en frecuencia.

Considerando elE modelo dindmico de Lorenz con sus estados definidos como 1 = x, x5 =y

y T3 = 2,

St'l = —O’(.’L’l + .TQ)
jfg =TT — T2+ T1T3 (631)
3'33 = 1792 — b.flfg.

El escalamiento n es un operador que modifica el tamano de la amplitud de las trayectorias

en cada uno de los estados del espacio de fase del sistema dinamico,

T1 = N1y
T3 = nT3.
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El escalamiento o es un valor que permite modificar la variable temporal de la ecuacion

dindmica estirdndo o comprimiendo el tiempo, lo que resulta en un tiempo relativo para el

sistema dinamico.

Utilizando los escalamientos tanto en

sistema cadtico de Lorenz,

(6.3.3)

>

(6.3.4)

>
I
R+

amplitud como frecuencia en la primer ecuacion del

14 14
7 = 0'(—[L'2 — —.CUl)
et (6.3.5)
o = 00(%2 — 1),

realizando los escalamientos en todas las ecuaciones de los sistema din&micos, se obtienen los

siguientes modelos con escalamientos en frecuencia y amplitud ilustrados en la Tabla 6.3.5,

114



Sistemas Dinamicos Generadores de Trayectorias con Escalamientos

E miento Escalamiento

Sistema Dinamico Ecuacion Parametros R . .
en amplitud en frecuencia

o =10.0
Lorenz r =28 n =0.0196 0 =0.013
b=8/3
a=02
Rassler b=02 n =0.048 0=0.09
c=057
a =40
Chen b=3 1 = 0.0262 0=0.01
c=28
a =156
=28 - . B
Chua mo = —1.143 n=0.13 o0 = 0.028
my = —0.714
a=-1
y=1
Oscilador Duffing ol—viE2 —aiy — B+ n%ff +n- Fcos(%/.%_g)] B=1 n=0.33 0=0.1
F=03
w=1
y=T7Tx107°
T ; a =15
Modelo Huerta-Cuéllar Ty = o(—7d2 + 3) ay =12 n =025 — 01
con movimiento Browniano | &3 = o[~ &y — ands — sy + 1 - ay as =0.1 = e=0
: C1 =09
Cy=0.6
. 7 =7x107
* o =16
Modelo Huerta-Cuéllar @ ay =13 o -
con régimen caGtico : az =0.94 =12 =007
1
by = C1 - round(L-) G =09
- Cy=10.6
Sistema con dindmica Sistema Cadtico de Chen Parametros
: . ¢ Modelo Huerta-Cuéllar Chen y Modelo | nyu—c = 0.27,  ehen = 0.025 | opr—c = 0.08,  0cpen = 0.008
cambinada . . .
con Movimiento Browniano Huerta-Cuéllar
Periodico oy = cos(et) N/A 0= 045 0=01
Zo = sin(ot)

Tabla 6.3.5: Sistemas dinamicos con escalamientos en frecuencia y amplitud utilizados como
generadores de trayectorias.

6.4 Implementacion de Esquemas de Control

Los resultados se ilustran en las gaficas el resultado del seguimiento de las trayectorias generadas
por medio de los sistemas dinamicos, ademaés, se ilustran las tablas de analisis con los indices
resultantes al aplicar la herramienta de caracterizacion de trayectorias para cada uno de los
diferentes casos planteados en este trabajo, que corresponden al seguimiento de trayectorias de

bajo dos esquemas principales:

e Control de seguimiento en variables locales del RMR.

e Control de seguimiento en variables cartesianas del RMR.
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Las referencias que se introducen a los controladores corresponden a las trayectorias generadas

por los siguientes sistemas dinamicos:

Sistema cadtico de Lorenz.

e Sistema cadtico de Rdéssler.

e Sistema caético de Chen.

e Sistema cadtico de Chua.

e Sistema caédtico del oscilador de Duffing.

e Modelo Huerta-Cuéllar con régimen cadtico.

e Modelo Huerta-Cuéllar con régimen de movimiento Browniano.
e Sistema dinadmico con trayectorias periddicas.

e Comportamientos dinamicos combinados.

Los parametros de las ecuaciones de los sistemas dindmicos también son especificados en
cada una de las tablas que contienen los resultados de la caracterizacion de la dindmicas de cada
sistema. Como se menciona al principio del capitulo, se utiliza la funcion ODE para la solucion
de las ecuaciones diferenciales de los sistemas dindmicos con sus respectivos controladores, para
los casos de control de posicion en variables locales y cartesianas, se utiliza un intervalo de
tiempo At = 0.1. Para ambos esquemas de control se utilizaron las trayectorias de referencia

siguientes.
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1. : T T T T
—Lorenz [Y] —Lorenz [Z]

08 —Lorenz [V] il — Lorenz [Z]
04 —Lorenz [Y] —Lorenz |Z]
03 | T I 0.8

E 0.2 ! g = s |

2 01 i ] =

E Y/ et e Fo

0.1
0.2

i I I r | | | I I
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 0. 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
ts]

tfs]

(b) Referencia para las coordenas de posicion (6, y,).

(a) Referencia para las coordenas de posicion (D, ).

Figura 6.5: Referencias para el control de seguimiento generadas por el sistema cadtico de Lorenz.

—Rassler [X]
04f- X 03
[

X

(]
] 0.2

— Rsler [X - | i — Risler h‘q
L e e A A e

AT

i i i | L L r i I | L I L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 D'60 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
ts]

t[s]

Amplitud

(a) Referencia para las coordenas de posiciéon (D, z,). (b) Referencia para las coordenas de posicion (6, y,).

Figura 6.6: Referencias para el control de seguimiento generadas por el sistema cao6tico de
Rossler.

‘ ‘ —Chen (X] ‘ ‘ ‘ " [—Chen 7]
04 —Chen [X] osr : —Chen [Z]
—Chen [X] 0.7] —Chen [7]
DAL AL A | "
E 4o L l\ 4 l{\ y :é 05 ]
AR AR Lo
<02 i g 03 { \ V
0.4 0.2f .
01k 4
08 7 i ['Lr A A A Aok A \ A ﬂ. & A a A
Lamt v A W=t
-0'30 2[‘)0 4(‘)0 600 8(‘)0 10‘00 1200 1400 15‘00 1800 -0'10 2(‘)0 4(‘)0 5(‘)0 800 1000 12‘00 14‘00 1600 1800
t[s]

t[s]

(a) Referencia para las coordenas de posiciéon (D, z,). (b) Referencia para las coordenas de posicion (6, y,).

Figura 6.7: Referencias para el control de seguimiento generadas por el sistema cadtico de Chen.

117



0.2

01

SR
i

Amplitud

Ml,lj\
|

|

T

0.2

I

-0.3

i
200 400 600

i
800

I I
1000 1200 1400 1600 1800

tfs]

(a) Referencia para las coordenas de posicion (D, ).

: ‘ : —Chua [Z]
~—Chua [Z]
0.3 —Chua [Z]
0.2F
:.é 04 | Z(
E- T 'Kv - o 4 1 ™ o
< .01 .
0.2
03
0.4
05 20 200 500

800 1000
ths]

I
1200

I
1400 1600 1800

(b) Referencia para las coordenas de posicion (6, y,).

Figura 6.8: Referencias para el control de seguimiento generadas por el sistema cadtico de Chua.

‘ ‘ —Duffing [X]

04 ‘ — Duffing [X]
03 —Duffing [X]
0.2

Mo

e y 4 At ~f SV

s T ]
-0.2|
0.3 —
oak i
-0'50 2[‘)0 460 660 800 1 0‘00 1200 15‘00

1400 1800

t[s]

(a) Referencia para las coordenas de posicion (D, z,).

o ‘ — Duffing [Y]
oaf —Dulfing [Y]
A ) —Duffing [V]

0.2 V !

E 01

£ RIS
0 | AV | |
03 20 400 500 800 1000 1200 1400 800 1800

t[s]

(b) Referencia para las coordenas de posicion (6, y,).

Figura 6.9: Referencias para el control de seguimiento generadas por el sistema cadtico del

oscilador Duffing.

o n —Modelo H-C [5_’]
et
ERN VA/\M\[U Ll ALy M\Mu I
o
g | A .

600

t[s]

(a) Referencia para las coordenas de posicion (D, z,).

L L
1000 1200 1400 1600 1800

A

—Modelo H-C [Z]

—Modelo H-C [Z]

—NModelo H-C [Z]

i | | L
200 400 600 800 1000 1200

t[s]
(b) Referencia para las coordenas de

I
1400 1600 1800

posicion (6, y,).

Figura 6.10: Referencias para el control de seguimiento generadas por el Modelo Huerta-Cuéllar

con régimen cadtico.
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0.8

06

0.4

Amplitud

—M. Browniano 1 [X]

—M. Browniano 1 [X]
—M. Browniano 1 [X]
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(a) Referencia para las coordenas de posicion (D, ).
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(b) Referencia para las coordenas de posicion (6, y,).

Figura 6.11: Referencias para el control de seguimiento generadas por el Modelo Huerta-Cuéllar
con movimiento Browniano.
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(a) Referencia para las coordenas de posicion (D, ).
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(b) Referencia para las coordenas de posicion (6, y,).

Figura 6.12: Referencias para el control de seguimiento generadas por el sistema con dindmica
combinada (movimiento Browniano y caos de Chen).
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(a) Referencia para las coordenas de posicion (D, ).
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(b) Referencia para las coordenas de posicion (6, y,).

Figura 6.13: Referencias para el control de seguimiento generadas por un sistema dindmico
periodico.
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6.5

Implementacion de Estrategia de Control de Seguimiento

en Variables de Desplazamiento y Orientacion

En esta seccion se lleva a cabo el control en las variables de desplazamiento y orientacion del

RMR ([D7, 67]7).

Aquellas variables que no forman parte del control, i.e., las variables de

dindmica libre, que representan las variables cartesianas ([z], yJ|") del RMR.

En la parte de los resultados de cada una de las tablas se indica a que comportamiento

dindmico se aproxima cada una de las variables del RMR.

n 10 £ 0 W0

50
tls]

(a) Seguimiento en la coordenada de (b) Seguimiento en la coordenada de (c) Trayectoria en el espacio de tra-
bajo X,Y.

posicién local D.

Figura 6.14: Control de seguimiento en coordenadas de posicion local del RMR con la ley de

—Referencia (Lorenz )

&

---Rabot Mévil (D)

—Referencia (Lorenz 2)
| ---Robot Mévil [6]

10 E] Eg W E] E) 7
tls]

posicién local 6.

E3 % 100

control de par calculado con referencias del sistema cadtico de Lorenz.

Anailisis de Series
Temporales

Analisis de Fourier

Analisis de las Trayectorias del Robot Movil

Amplio espectro
de frecuencias

Trayectorias

Amplio espectro
de frecuencias

Amplio espectro
de frecuencias

7 o
X [m]

Amplio espectro
de frecuencias

Ley de potencia en densidad
no espectral definida

Ley de potencia en densidad
no espectral definida

Ley de potencia en densidad
no espectral definida

Ley de potencia en densidad
no espectral definida

Funcién de

Decaimiento exponencial

Correlaciones no

Decaimiento en

Decaimiento exponencial

Autocorrelacion en las correlaciones completamente definidas las correlaciones en las correlaciones
Rango Reescalado H =0.78514 H = 0.52002 H = 0.87876 H = 0.87477
de Hurst
Analisi de
Fluctuacién sin a = 0.83818 alpha = 0.46013 o =1.3097 a=1.1515
Tendencia (DFA)
Informacién Mutua
= = = 2C =26
Promediada T=38 T=38 T=29 T=26
Método FNN D.=4 D, no definida D.=5 D.=9

Reconstrucciéon del
Atractor

Atractor definido

Atractor no definido

Atractor definido

Atractor definido

Maximo Exponente
de Lyapunov

A = 0.087091

A =0.061231

A =0.10897

A = 0.10292

Dimension de
Correlaciéon

Comportamiento

. = 2.05

Cadtico

D, no definida

Indefinido

D, = 2.954

Cadtico

D, =2.9903

Caoético

Tabla 6.5.6: Caracterizacion de las trayectorias del control de seguimiento en coordenadas de

posicion local con referencias del sistema caético de Lorenz.
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(M. Browniano 2 [Y])
vil (0]

3

g 01

02 03 o4 o5 o8
X [m]

(a) Seguimiento en la coordenada de (b) Seguimiento en la coordenada de (c) Trayectoria en el espacio de tra-

posicién local D.

posicién local 6.

bajo X, Y.

Figura 6.15: Control de seguimiento en coordenadas de posicion local del RMR con la ley de
control de par calculado con referencias del Modelo Huerta-Cuéllar con movimiento Browniano.

Analisis de Series

Temporales

Analisis de las Trayectorias del Robot Moévil

Presencia en

Trayectorias

Presencia en

Presencia en

Presencia en

Analisis de Fourier

bajas frecuencias

bajas frecuencias

bajas frecuencias

bajas frecuencias

Ley de potencia en densidad
espectral definida (8 = —2)

Ley de potencia en densidad
espectral definida (8 = —2)

Ley de potencia en densidad
espectral definida (8 = —2)

Ley de potencia en densidad
espectral definida (8 = —1.86)

Funcién de

Decaimiento

Decaimiento

Decaimiento
en las correlaciones

Decaimiento
en las correlaciones

Autocorrelacién en las correlaciones en las correlaciones
Rango Reescalado H=10 H=10 H=10 H=1.0
de Hurst

Analisi de
Fluctuacion sin
Tendencia (DFA)

a= 15303~ 1.5

a = 1.4666 ~ 1.5

a=1.5685~1.5

a=15274~ 1.5

Informacion Mutua
Promediada

7 =20

7=20

T=19

T =22

Método FNN

D.=6

D.=5

D.=5

D.=5

Reconstruccion del
Atractor

Atractor definido

Atractor definido

Atractor definido

Atractor definido

Maximo Exponente
de Lyapunov

A = 0.050294

A =0.032133

A =0.021849

A = 0.0015902

Dimensién de

Correlacion

Comportamiento

D.=3.328

Mov. Browniano

D, = 3.0292

Mov. Browniano

D. =3.0673

Mov. Browniano

D, =3.1189

Mov. Browniano

Tabla 6.5.7: Caracterizacion de las trayectorias del control de seguimiento en coordenadas de
posicion local con referencias del modelo Huerta-Cuéllar con movimiento Browniano.

6.6

en Variables Cartesianas

Implementacion de Estrategia de Control de Seguimiento

A continuacion, se realiza el control en las variables posicion cartesiana del RMR ([z], y7]").

Las variables de dindmica libre son las variables de posicion local ([DT, 67]T) del RMR.
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Cabe destacar que implementar esta esquema de control en variables de posicién cartesiana,
se toma la trayectoria generada por un sistema dindmico y se utiliza como referencia para el
control de seguimiento, de este modo, se logra el seguimiento y estabilizacion alrededor de una
trayectoria que resulta de una proyeccion (dos estados del sistema dinamico) del atractor del
sistema dinamico generador de trayectorias, en el espacio de trabajo del RMR. Generalmente,
este atractor se define como un objeto tridimensional generado por el espacio de fase del sistema,

sin embargo, el atractor pose una dimension fraccionaria, no entera.

También se implementa el seguimiento de trayectorias que que describen movimiento Brow-
niano para el plano de trabajo del RMR (proyeccién realizada a partir de dos Modelos Huerta-
Cuéllar con régimen de movimiento Browniano) y comportamientos dindmicos combinados (com-

portamiento cadtico con movimiento Browniano).

Una vez que se realiza el control del RMR sobre la trayectoria, se hace uso de la herramienta
para la caracterizacion de trayectorias aplicada a las variables del RMR, se ilustran las graficas
resultantes del control y los indices de los andlisis que comprende la herramienta de caracteri-

zacién en una tabla.
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Amplitud [m]

o o1
X [m]

(a) Seguimiento en la coordenada de (b) Seguimiento en la coordenada de (c) Seguimiento en el espacio de tra-

posicion cartesiana . posicién cartesiana . bajo x4, yg4-

Figura 6.16: Control de seguimiento en coordenadas de posicion cartesiana del RMR con la ley

de control linealizante por geometria diferencial con referencias del sistema caoético de Lorenz.

Analisis de Series
Temporales

Anilisis de Fourier

Analisis de las Trayectorias del Robot Moévil

No hay frecuencias
definidas

Trayectorias

No hay frecuencias
definidas

Amplio espectro
de frecuencias

Amplio espectro
de frecuencias

No hay ley de potencia
en densidad espectral definida

No hay ley de potencia
en densidad espectral definida

No hay ley de potencia
en densidad espectral definida

No hay ley de potencia
en densidad espectral definida

Funcién de

Decaimiento

Decaimiento

Decaimiento exponencial

Decaimiento exponencial

Autocorrelacién en las correlaciones en las correlaciones en las correlaciones en las correlaciones
Rango Reescalado H=10 H=10 H = 0.36651 H = 0.20975
de Hurst
Analisi de
Fluctuacién sin o = 1.7564 a = 1.647 a = 0.33881 a = 0.18091
Tendencia (DFA)
Informaciéon Mutua
=1 =1 = =
Promediada T 00 T T=8 T=8
Método FNN D,=2 D.=4 D.=4 D.=4

Reconstruccion del

Atractor no definido

Atractor no definido

Atractor definido

Atractor definido

Correlacion

Atractor
Maximo Exponente \ = 0.24612 A = 0.0243 — 0.09384 A = 0.96903
de Lyapunov
Dimensién de D, = 2.989 D, = 1.6863 D, = 1.9787 D, = 1.9939

Comportamiento Indefinido Indefinido Caotico Caotico

Tabla 6.6.8: Caracterizacién de las trayectorias del control de seguimiento en coordenadas de

posicion cartesiana con referencias del sistema cadtico de Lorenz.
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Figura 6.17: Control de seguimiento en coordenadas de posicion cartesiana del RMR con la ley
de control linealizante por geometria diferencial con referencias del modelo Huerta-Cuéllar con
movimiento Browniano.

Analisis de las Trayectorias del Robot Mévil

Analisis de Series

Tr. torias
Temporales e
No hay frecuencias Presencia en Presencia en Presencia en
definidas bajas frecuencias bajas frecuencias bajas frecuencias
Anéalisis de Fourier No hay ley de potencia Ley de potencia en densidad | Ley de potencia en densidad | Ley de potencia en densidad
en densidad espectral definida |  espectral (8 = —1.8116) espectral (f = —2) espectral (8 = —2)
Funcion de Decaimiento de Decaimiento de Decaimiento de Decaimiento de
Autocorrelacion las correlaciones las correlaciones las correlaciones las correlaciones
Rango Reescalado o1 H — 0.9786 o1 o1
de Hurst
Analisi de
Fluctuacion sin a=1.7341 a=1558~ 1.5 a=15375~1.5 a=1.4946 ~ 1.5
Tendencia (DFA)
Inf ion Mut
plormacion yitua =13 =78 =20 =20
Promediada
Método FNN D, =2 D.=5 D.=6 D.=5
> 1
Reconstruccién de Atractor no definido Atractor definido Atractor definido Atractor definido
Atractor
Maxi E
aximo Exponente A = 0.013269 A = 0.031566 A = 0.03008 A =0.032133
de Lyapunov
Di ”
imension de D, = 15385 D, = 2.7219 D, =3.328 D, = 3.0202
Correlacion

Comportamiento Indefinido Mov. Browniano Mov. Browniano Mov. Browniano

Tabla 6.6.9: Caracterizacion de las trayectorias del control de seguimiento en coordenadas de
posicion cartesiana con referencias del modelo Huerta-Cuéllar con movimiento Browniano.

6.7 Cuantificacién del Area Recorrida

En esta seccion se realiza un analisis para cuantitatificar el total del area recorrida por el RMR
a partir de las trayectorias en el espacio de trabajo (marco inercial X, Y'). La ponderacon de

cada uno de los casos se asigna por medio de un porcentaje del area explorada para cada uno
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de los diferentes casos que se plantearon en esta tesis.

Se obtuvieron resultados donde se ilustra cuantitativamente cudl de las estrategias propuestas
para realizar coberturas de areas resulta ser mas eficiente. En los primeros resultados se ilustran
los porcentajes obtenidos para cada uno de los sistemas generadores de trayectorias con aplicacion
de control de seguimiento en las variables de posicion local del RMR. La segunda parte de éstos
resultados comprende los distintos sistemas generadores de trayectorias y con aplicacion de la

ley de control de seguimiento sobre las variables de posicion cartesiana del RMR.

125



6.7.1 Resultados de la Exploraciéon con Control de Variables de Ori-
entacion y Desplazamiento

Esquema de Control en Variables Locales
Porcentaje de area

Generador de trayectorias
explorada

Sistema cadtico de Chen
Sistema cadtico de Lorenz 41.24%
217,

Sistema caodtico del
oscilador Duffing 30.17%
Sistema caotico de Rossler 26.26%
Modelo Huerta-Cuéllar

.. . 25.05%
con movimiento Browniano
Modelo Huerta-Cuélla
0 eo’ luerta C’u.e ar 20.63%
con régimen caotico
Modelo dinami
odelo dindmico con 20.02%
comportamiento combinado
Sistema dindmico periédico 19.21%

Tabla 6.7.10: Resultados de la cobertura del area de trabajo de 1m x 1m para el seguimiento en
coordenadas de posiciéon local.
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6.7.2 Resultados de la Exploracién con Control de Variables Carte-
sianas

Esquema de Control en Variables Cartesianas

) Porcentaje de area
Generador de trayectorias !

explorada
Modelo} P.Iuerta—C,uoellar 74,739
con regimen caotico

Sistema caotico de Rossler 73.66%

Sistema caotico de Chen 61.54%

Modelo dindmico con

comportamiento combinado OT.347

‘ : -. ) 55.95%
oscilador D o

Modelo Huerta-Cuéllar =3 099

con movimiento Browniano

Sistema, cadtico de Lorenz 47.73%

Sistema dinamico periodico 24.45%

Sistema cadtico de Chua 22.14%

Tabla 6.7.11: Resultados de la cobertura del area de trabajo de 1m x 1m para el seguimiento en

coordenadas de posicion cartesiana.

En las Tablas 6.7.10 y 6.7.11, se ilustra la cuantificacion de la cobertura para cada esquema
de control con diferentes patrones de referencia y se listan del que mejores resultados da hasta el
maés ineficiente, que corresponden a los que se encuentran en la parte inferior de las tablas. Los
resultados obtenidos en el control de seguimiento en variables de posicién resultan ser muy poco

eficientes, sin embargo, influye el hecho de que se tuvo que recortar del area total recorrida, un
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cuadro de 1m x 1m a modo de comparaciéon para la tabla de coberturas, por lo tanto, tienen
una mayor distribucién en el drea de trabajo, no es posible controlar su desplazamiento en un
area delimitada y serfan una buena alternativa cuando se desee realizar una cobertura de una
extension de espacio muy amplia. La cobertura de areas por el esquema de control de variables
de posiciéon cartesiana resulta ser mucho més eficiente y con oportunidad de mejorarse atin més,
aumentando el tiempo de exploracion, ya que en este trabajo se utilizé un tiempo de simulacion
de 30 minutos. Se puede notar que para este caso se generan trayectorias densas que pueden
delimitarse a la cobertura de un area de tamano especifico. Para cuestiones de optimizacion
de aplicaciones de seguiridad, los patrones mas idéneos son los de movimiento Browniano y
comportamientos combinados, ya que pueden delimitarse, tienen una cobertura de exploracion
aceptable y sus trayectorias en el espacio de trabajo son altamente impredictibles, a diferencia
de las proyecciones de los atractores cadticos, los cuales siempre tienen una forma definida y que

dificilemente varfan significativamente.

6.7.3 Conclusiones

En el presente trabajo se propuso realizar un anéalisis exhaustivo de metodologias ttiles para la
exploracion y vigilancia de areas de trabajo. En la literatura se han propuesto diversas solu-
ciones para estos problemas, sin embargo, los resultados que se muestran carecen de informacion
cuantitativa sobre los métodos que permiten realizar exploraciones eficientes, por esta razon,
este trabajo proporciona resultados més completos que los que se encuentran en la literatura

relacionada en esta area de interés.

Por medio de las estrategias de control proporcional derivativo con variantes (PD+), lineal-
izacion exacta por retroalimentacion de estados 6 par calculado y de geometria diferencial, se
logr6é hacer un control preciso para el seguimiento de trayectorias que son altamente complejas,
es decir, poseen un comportamiento muy irregular. Fue posible realizar esta tarea de una man-

era mas simple por medio del uso de sistemas dinamicos modelados con ecuaciones diferenciales
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puramente deterministas, los cuales generaron las trayectrorias de referencia. Cabe destacar que
este trabajo es el primero en utilizar un modelo que genera movimiento Browniano determinista
por medio de la aproximacion presentada en [11], lo cuél simplifica y brinda mejores resultados
que los esquemas que se abordan en la literatura relacionada al movimiento Browniano en la
robotica movil, ya que en su mayoria estan ligados a una variable aleatoria, lo cuél dificulta
su implementacion por la carencia de diferencibilidad. Esto supone una mejora en cuestion
de precision y conocimiento preciso de las trayectorias que seran generadas por este modelo

dindmico.

Para facilitar el control de seguimiento de estas trayectorias con comportamientos muy ir-
regulares, se anadié un factor adicional que modifica las ecuaciones dinamicas de los diferentes
modelos utilizados, donde se ajusta por medio de la definiciéon de factores de escalamiento para
las variables del sistema de referencia que modifican la amplitud (tamano del area) y frecuencia
(rapidez) de las trayectorias. Esto brind6 una mayor adaptabilidad a las trayectorias seguidas

por medio del RMR y se lograron mejores resultados.

Otro aspecto importante a resaltar de los resultados obtenidos a partir de este trabajo fue la
posibilidad de determinar sobre que conjunto de variables se llega a obtener mejores resultados
para la cobertura de areas. Ademaés, fue posible identificar que al aplicar el control en las
variables de posicion cartesiana, se lograron mejores resultados para las exploraciones de trabajo

mas eficientes.

Debido a la controlabilidad limitada, que es intrinseca del modelo del RMR, existen variables
de dindmica interna, es decir, variables que no son posibles de controlar. Al presentarse este feno-
meno, se incluyo cémo otro motivo de estudio analizar el comportamiento dindmico resultante
de la aplicacion de estrategiad de control en los diferentes conjuntos de variables, las de posicion
cartesiana y las de posicion local (orientacion y desplazamiento) del RMR. Se lograron obtener
resultados interesantes donde se demuestra por medio de los indices resultantes de los anéalisis

incluidos en la herramienta de caracterizaciéon de trayectorias, de tal modo que, al introducir
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referencias con comportamientos dindmicos irregulares a través del modelo del RMR, se mapeo
a la salida de sus variables de dindAmica libre comportamientos que no son aleatorios. Esto nos
brindé informacion que establece que existe algtin tipo de relacione entrelas variables del modelo,
ya que ciertos comportamientos entrada modifican su dindmica a la salida generando otro tipo
de comportamiento distinto o incluso, manteniendo el mismo tipo de comportamiento, a pesar de
que se trata de un modelo no lineal. Adicionalmente, usando la herramienta de caracterizacion
de trayectorias, con las consideraciones pertinentes, es posible obtener una caracterizacion de

diferentes comportamientos en series temporales de cualquier otro fenémeno.

Otro resultado obtenido en este trabajo fue el uso de comportamientos dindmicos combinados
por medio de un patron caético combinados con movimiento Browniano, para imprimir carac-
teristicas de transitividad topoldgica relacionada al comportamiento cadtico con el movimiento
perpetuo y los incrementos independientes aleatorios caracteristicos del movimiento Browniano,
por medio de modelos dindmicos con ecuaciones deterministas que facilitan manejar su ampli-
tud y rapidez, tal y como se menciona anteriormente, por medio de ajustes de escalamiento
en frecuencia y amplitud, facilitando su implementacién. Haciendo una comparacién con los
demas patrones de referencia se determind que los esquemas combinados proporcionan mejores

resultados en cuanto a cobertura e impredictibilidad para las tareas de exploracion y vigilancia.

Finalmente, se hizé la implementaciéon fisica en la plataforma roboética e-puck, donde se
llevaron a cabo los mismos anélisis de las simulaciones computacionales. Se selecciond el mejor
caso de la simulacion y se llevo a la implementacién. De este modo se comprobé que los resultados

obtenidos de la implementacion es aproximadamente el mismo que resulto de las simulaciones.

Se concluye que fue posible mejorar la impredictibilidad y cobertura por medio de RMR
que siguen trayectorias de referencia Brownianas y caodticas al menos dos veces diferenciables,
dando paso a sistemas roboéticos autéonomos con mayor eficiencia en aplicaciones de exploracion

y vigilancia.
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