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Los miembros del Comité de Tesis recomendamos que la tesis “Identificación y control 
de actuadores de una plataforma experimental de exoesqueleto de extremidades 
inferiores” relizada por la alumna Melissa Elizabeth Pérez Morales, con numero de 

matricula 1646466, sea aceptada para su defensa como opción al grado de Maestría en 

Ciencias de la Ingeniería Eléctrica 
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❈❛♣ít✉❧♦ ✶

■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❯♥ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❡❧ ❡sq✉❡❧❡t♦ ❡①t❡r♥♦ q✉❡ r❡❝✉❜r❡ ❧❛ s✉♣❡r✜❝✐❡ ❞❡ ❧♦s ❛♥✐♠❛❧❡s

❞❡❧ ✜❧♦ ❛rtró♣♦❞♦s✱ ② q✉❡ ❧❡s s✐r✈❡ ❞❡ ♣r♦t❡❝❝✐ó♥ ② s♦sté♥ ♣❛r❛ s✉ ❝✉❡r♣♦✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧♦s

❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s ❛rt✐✜❝✐❛❧❡s ♣❛r❛ ❤✉♠❛♥♦s ❬✶❪✱ q✉❡ s❡ ❜❛s❛♥ ❡♥ ❧♦s q✉❡ ♣♦s❡❡♥ ❞✐❝❤♦s ❛♥✐♠❛❧❡s✱

s♦♥ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s ♠❡❝á♥✐❝♦s q✉❡ s❡ ❛❞❛♣t❛♥ ❛❧ ❝✉❡r♣♦ ❞❡❧ ♦♣❡r❛❞♦r ② ❢✉♥❝✐♦♥❛♥ ❡♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❝♦♥

s✉s ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s✳ ❊❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✐r✈❡ ❝♦♠♦ ❛♣♦②♦ ② ♣✉❡❞❡ s❡r ✉t✐❧✐③❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥

❞✐s♣♦s✐t✐✈♦ ❞❡ ❛s✐st❡♥❝✐❛ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ♦ ♣❛r❛ ❛✉♠❡♥t❛r ❡❧ r❡♥❞✐♠✐❡♥t♦ ❞❡

✉♥❛ ♣❡rs♦♥❛ ❝♦♥ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞✳

▲❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ✉♥ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ② ✉♥❛ ♣rót❡s✐s ❡s q✉❡ ❧❛ ♣rót❡s✐s r♦❜ót✐❝❛ r❡♠♣❧❛③❛ ♣♦r

❝♦♠♣❧❡t♦ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ② ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ♠❡❝á♥✐❝♦ ♣♦t❡♥❝✐❛ ♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛ ❧❛s ❝❛♣❛❝✐❞❛❞❡s ❞❡

❧❛ ♠✐s♠❛✳ P♦r ♦tr♦ ❧❛❞♦✱ ❧❛s órt❡s✐s s♦♥ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ♠é❞✐❝❛ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❛

❡str✉❝t✉r❛ ♠❡❝á♥✐❝❛ q✉❡ s❡ r❡❧❛❝✐♦♥❛ ❝♦♥ ❧❛ ❛♥❛t♦♠í❛ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ❤✉♠❛♥❛ ❝♦♥ ❡❧ ♣r♦♣ós✐t♦

❞❡ r❡st❛✉r❛r ❢✉♥❝✐♦♥❡s ♣❡r❞✐❞❛s ♦ ❞é❜✐❧❡s✳

❉❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ▼❛❦❤t❛r ② ❝♦❧❛❜♦r❛❞♦r❡s ❬✷❪✱ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s ♣✉❡❞❡

❝❧❛s✐✜❝❛rs❡ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ s✉s ❝❛♣❛❝✐❞❛❞❡s ♦ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛❞♦r❡s ❞❡ ❢✉❡r③❛✱ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥

❤á♣t✐❝❛ ② r❡❤❛❜✐❧✐t❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✶✳✶ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❡❥❡♠♣❧♦s ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥

❛ ❡st❛ ❝❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥✳
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❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✿ ❊❥❡♠♣❧♦s ❞❡ ❝❧❛s❡s ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s✿ ❛✮ ❆♠♣❧✐✜❝❛❞♦r ❞❡ ❢✉❡r③❛ ✭❇▲❊❊❳✮✱ ❜✮ ❞❡

✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❤á♣t✐❝❛ ✭❊①♦st❛t✐♦♥✮✱ ❝✮ ♣❛r❛ r❡❤❛❜✐❧✐t❛❝✐ó♥ ✭❍❆▲✮✳

❊st❛s t❡❝♥♦❧♦❣í❛s r❡q✉✐❡r❡♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❝♦♠♦ s❡♥s♦r❡s ② ❛❝t✉❛❞♦r❡s q✉❡ ❧❡s ♣❡r♠✐t❛♥

r❡❛❧✐③❛r s✉ ❢✉♥❝✐ó♥✳ P♦r ❡❧❧♦✱ t❛♠❜✐é♥ ❡s út✐❧ ❝♦♥♦❝❡r✱ ❛♥❛❧✐③❛r ② ❛♣r♦✈❡❝❤❛r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❧❛

❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ ❛❝t✉❛❞♦r ❡♥ ❧❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ② ❡♥ ❝❛s♦ ❞❡ s❡r ❞❡s❝♦♥♦❝✐❞♦s ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s

✐♥✈♦❧✉❝r❛❞♦s ❡♥ é❧✱ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛r ❝✉❛♥t✐t❛t✐✈❛♠❡♥t❡ s✉s ♣❛rá♠❡tr♦s✱ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ t♦♠❛r❧♦s

❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦s ② ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r❡s q✉❡ s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛♥ ♣❛r❛ r❡❞✉❝✐r ❧♦s ❡rr♦r❡s q✉❡ s✉r❣❡♥

❡♥ ❧❛s ❞✐✈❡rs❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s✳

❊♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❛❝t✉❛❞♦r q✉❡ s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ② ❛❧ q✉❡ s❡ ❧❡ r❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛❝✐ó♥

❡s ✉♥ s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈✱ q✉❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞❡ r❡❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ✭♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦✮ ♣❛r❛ ❝♦♥♦❝❡r

❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡ s✉ ❡❥❡✳

✶✳✶ ❆♥t❡❝❡❞❡♥t❡s

❙❡❣ú♥ ❡❧ ■♥st✐t✉t♦ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❊st❛❞íst✐❝❛✱ ●❡♦❣r❛❢í❛ ❡ ■♥❢♦r♠át✐❝❛ ✭■◆❊●■✮✱ ✉♥❛ ♣❡rs♦♥❛ ❞✐s✲

❝❛♣❛❝✐t❛❞❛ ❡s ❛q✉❡❧❧❛ q✉❡ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ♦ ♠ás ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❛s ❢ís✐❝❛s✱ ♠❡♥t❛❧❡s✱ ✐♥t❡❧❡❝t✉❛❧❡s ♦ s❡♥s♦r✐❛❧❡s

② q✉❡ ❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✉❛r ❝♦♥ ❞✐st✐♥t♦s ❛♠❜✐❡♥t❡s ❞❡❧ ❡♥t♦r♥♦ s♦❝✐❛❧ ♣✉❡❞❡♥ ✐♠♣❡❞✐r s✉ ♣❛rt✐❝✐♣❛❝✐ó♥

♣❧❡♥❛ ② ❡❢❡❝t✐✈❛ ❡♥ ✐❣✉❛❧❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s✳ ❈♦♥ ❜❛s❡ ❡♥ ❡❧ ✐♥❢♦r♠❡ ♠✉♥❞✐❛❧ s♦❜r❡ ❧❛ ❞✐s❝❛♣❛❝✐✲

❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❖▼❙ ❬✸❪✱ s❡ ❡st✐♠❛ q✉❡ ❡❧ ✶✺ ✪ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ♠✉♥❞✐❛❧ ✈✐✈❡ ❝♦♥ ✉♥❛ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞✱ ❡s

✷



❞❡❝✐r✱ ♠ás ❞❡ ♠✐❧ ♠✐❧❧♦♥❡s ❞❡ ♣❡rs♦♥❛s✳ ❊♥ ✉♥ ❢✉t✉r♦✱ ❧❛ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ s❡rá ✉♥ ♠♦t✐✈♦ ❞❡ ♣r❡♦❝✉✲

♣❛❝✐ó♥ ❛ú♥ ♠❛②♦r ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣❡rs♦♥❛s ❝♦♥ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❡stá ❝r❡❝✐❡♥❞♦✳ ❚❛♥ s♦❧♦

❡♥ ❧❛ ❘❡❣✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❆♠ér✐❝❛s✱ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ✶✹✵ ♠✐❧❧♦♥❡s ❞❡ ♣❡rs♦♥❛s ✈✐✈❡♥ ❝♦♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r t✐♣♦ ❞❡

❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞✳ ▲❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ✉♥ ♣❛ís ❡stá♥ ✐♥✢✉✐❞❛s ♣♦r t❡♥❞❡♥❝✐❛s ❡♥

♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ s❛❧✉❞ ② ❡♥ ❧♦s ❢❛❝t♦r❡s ❛♠❜✐❡♥t❛❧❡s✳ ❊♥ ❡❧ ✷✵✶✹✱ ❡♥ ▼é①✐❝♦ ❡❧ ✻✳✹ ✪ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥

r❡♣♦rtó t❡♥❡r ❛❧ ♠❡♥♦s ✉♥❛ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ✭✼✳✻✺ ♠✐❧❧♦♥❡s ❞❡ ♣❡rs♦♥❛s✮✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✶✳✷ s❡ ♠✉❡str❛

❧♦s t✐♣♦s ❞❡ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ② ❡❧ ♣♦r❝❡♥t❛❥❡ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ q✉❡ ❧♦s ♣❛❞❡❝❡♥ ❡♥ ▼é①✐❝♦✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✷✿ P♦r❝❡♥t❛❥❡ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ♣♦r t✐♣♦ ❞❡ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❡♥ ▼é①✐❝♦✳

❊st❛s ❝✐❢r❛s ❢✉❡r♦♥ ♦❜t❡♥✐❞❛s ❞❡❧ ■◆❊●■ ② ❡❧ ♣♦r❝❡♥t❛❥❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧ó ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♥ ❡❧ t♦t❛❧ ❞❡

❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞✱ ② s❡ ❝♦♥s✐❞❡ró q✉❡ ✉♥❛ ♣❡rs♦♥❛ ♣✉❡❞❡ t❡♥❡r ♠ás ❞❡ ✉♥ t✐♣♦ ❞❡

❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞✳

❊❧ t✐♣♦ ❞❡ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ q✉❡ ♠ás s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡s ❧❛ ❞✐✜❝✉❧t❛❞ ♣❛r❛ ❝❛♠✐♥❛r✳ ❯♥ tr❛t❛♠✐❡♥t♦

♣❛r❛ ❧♦s ♣❛❝✐❡♥t❡s q✉❡ t✐❡♥❡♥ ❡st❛ ❞✐✜❝✉❧t❛❞ ❞❡ ❧♦❝♦♠♦❝✐ó♥ ❡s ❧❛ r❡❤❛❜✐❧✐t❛❝✐ó♥ ♣♦r t❡r❛♣✐❛s ❛s✐s✲

t✐❞❛s ♣♦r ✜s✐♦t❡r❛♣❡✉t❛s✱ r❡❛❧✐③❛♥❞♦ ❡❥❡r❝✐❝✐♦s ❡s♣❡❝í✜❝♦s✳ ❖tr❛ ♠❛♥❡r❛ tr❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❡s ✉t✐❧✐③❛♥❞♦

✉♥❛ ❝❛♠✐♥❛❞♦r❛ ❡❧é❝tr✐❝❛✳

✸



❚♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠✉♥❞✐❛❧ ② ❡❧ ✐♠♣❛❝t♦ q✉❡ t✐❡♥❡ ❡♥ ❧❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ✈✐❞❛ ❞❡ ❧❛s

♣❡rs♦♥❛s✱ ❤❛ s✉r❣✐❞♦ ❧❛ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ ❞❡ ❝r❡❛r ♥✉❡✈❛s t❡❝♥♦❧♦❣í❛s q✉❡ ♣❡r♠✐t❛♥ ♠❡❥♦r❛r ❡❧ ❡st✐❧♦ ❞❡

✈✐❞❛ ❞❡ ❧❛s ♣❡rs♦♥❛s ❝♦♥ ❡st❛ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞✳ ❯♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡s ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s ❛✉①✐❧✐❛r❡s

q✉❡ ❛②✉❞❡♥ ❡♥ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ r❡❤❛❜✐❧✐t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥❛✳ ❊❧ ✉s♦ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s ❞❡ ❛s✐st❡♥❝✐❛

❤❛ ♠♦str❛❞♦ s❡r ✉♥❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ r❡❛❧ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❝✉♣❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝❛♣❛❝✐❞❛❞❡s ♠♦tr✐❝❡s ❞❡ ❧♦s

♣❛❝✐❡♥t❡s ❬✹❪ ❬✺❪✳

▲❛s ♣❡rs♦♥❛s ❝♦♥ ❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ q✉❡ t❡♥❣❛♥ ❛❝❝❡s♦ ❛ ❡st❛s t❡❝♥♦❧♦❣í❛s ♣♦❞rí❛♥ ♠❡❥♦r❛r s✉

❛✉t♦♥♦♠í❛✱ ② r❡❞✉❝✐r ❧♦s ❝♦st♦s ❞❡ ❛s✐st❡♥❝✐❛ ② ❛♣♦②♦✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❡①✐st❡ ❧❛ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ ❞❡

❡st✉❞✐❛r ② ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡ t❡❝♥♦❧♦❣í❛s q✉❡ ❛②✉❞❡ ❛ ❧❛s ♣❡rs♦♥❛s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡♥ ❛❧❣✉♥❛

❞✐s❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❝❛♠✐♥❛r✳

❉❡s❞❡ ❤❛❝❡ ❛ñ♦s s❡ ❤❛♥ ✐❞♦ ❞❡s❛rr♦❧❧❛♥❞♦ ♠❡❝❛♥✐s♠♦s q✉❡ ❛s✐st❛♥ ❡♥ ❛❝t✐✈✐❞❛❞❡s q✉❡ ✐♥✈♦❧✉✲

❝r❛♥ ❧❛ ❧♦❝♦♠♦❝✐ó♥ ❤✉♠❛♥❛✳ ❊❧ r❡❣✐str♦ ♠ás ❛♥t✐❣✉♦ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡ ❞❡ ❡st♦s ♠❡❝❛♥✐s♠♦s ❡s ❡❧

❞✐s❡ñ❛❞♦ ♣♦r ◆✳ ❨❛♥❣ ❡♥ ✶✽✾✵ ❬✻❪✱ q✉❡ ❝♦♥s✐stí❛ ❡♥ ✉♥ ❛♣❛r❛t♦ q✉❡ ❢❛❝✐❧✐t❛❜❛ ❡❧ ❝❛♠✐♥❛r✱ ❝♦rr❡r

② s❛❧t❛r✱ ② ❡✈✐t❛❜❛ ❧❛ ❢❛t✐❣❛✳ ❊♥ ❧❛ ❞é❝❛❞❛ ❞❡ ✶✾✺✵✱ ●❡♥❡r❛❧ ❊❧❡❝tr✐❝ ❈♦✳ t❡♥í❛ ❧❛ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ ❞❡

✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r q✉❡ ❢✉❡r❛ ❝❛♣❛③ ❞❡ r❡❛❧✐③❛r t❛r❡❛s ❞❡❧✐❝❛❞❛s✳ ❊♥tr❡ ✶✾✺✽ ② ✶✾✺✾ s❡ ❝♦♥str✉②ó ❡❧

❍❛♥❞②♠❛♥ ❬✼❪✱ q✉❡ ❝♦♥s✐stí❛ ❡♥ ✉♥ ♣❛r ❞❡ ❜r❛③♦s ❝♦♥ ♠❛♥♦s ❞❡ ♣✐♥③❛ q✉❡ ❞❡♠♦stró s❡r ❡❧ ❡♥❧❛❝❡

♠ás ❡✜❝❛③ ❡♥tr❡ ❡❧ ❤♦♠❜r❡ ② ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡♥ ❡s❡ ❡♥t♦♥❝❡s✱ s✐♥ ❡♠❜❛r❣♦ ♣♦r s✉ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ②

❝♦st♦ ❡❧❡✈❛❞♦ ♥♦ s❡ ❝♦♥t✐♥✉ó ❞❡s❛rr♦❧❧❛♥❞♦✳ ❊♥ ✶✾✻✺ s❡ ❡♠♣❡③ó ❝♦♥ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡❧ ❍❛r❞✐♠❛♥

❬✽❪✱ ❜❛❥♦ ❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛r ❧❛s ❝❛♣❛❝✐❞❛❞❡s ❤✉♠❛♥❛s✳ ❆ ✜♥❛❧❡s ❞❡ ✶✾✻✼ s❡ ❝♦♥str✉②ó ❡❧

♣r♦t♦t✐♣♦ ❞❡s♣✉és ❞❡ r❡❛❧✐③❛r ♣r✉❡❜❛s ❞❡ ❝❛r❣❛ ❝♦♥❥✉♥t❛✱ ♣❡r♦ t♦❞❛✈í❛ ❛ ✜♥❡s ❞❡ ✶✾✼✵ s✉r❣✐❡r♦♥

♣r♦❜❧❡♠❛s ❝✐♥❡♠át✐❝♦s ❡♥ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❞❡ ❧❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❤✉♠❛♥❛s✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ s❡

❝❛♠❜✐ó ❡❧ ♠♦❞♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥❛ ❝✉❡r❞❛ ❞❡ ❛♣♦②♦✳ ❊♥ ✶✾✼✹ ❱✉❦♦❜r❛t♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪

❞❡s❛rr♦❧❧❛r♦♥ órt❡s✐s ♣❛r❛ ♣❡rs♦♥❛s ♣❛r❛♣❧é❥✐❝❛s✳ ▲♦s s✐st❡♠❛s ✐♥❝❧✉í❛♥ ❛❝t✉❛❞♦r❡s ❤✐❞rá✉❧✐❝♦s ♦

♥❡✉♠át✐❝♦s ♣❛r❛ ❝♦♥❞✉❝✐r ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝❛❞❡r❛ ② r♦❞✐❧❧❛ ❡♥ ❡❧ ♣❧❛♥♦ s❛❣✐t❛❧✱ ♣❡r♦ ❡st❛✲

❜❛♥ ❧✐♠✐t❛❞♦s ❛ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ♣r❡❞❡✜♥✐❞♦s✳ ❊♥ ✶✾✼✻ ❘❛❜✐s❝❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r♦♥ ✉♥ s✐st❡♠❛

✹



q✉❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ ♠❛❡str♦✲❡s❝❧❛✈♦✱ q✉❡ ❧❡ ♣❡r♠✐t❡ ❛❧ ♣❛❝✐❡♥t❡ ❡♥ r❡❤❛❜✐❧✲

✐t❛❝✐ó♥ ♠❛♥t❡♥❡r ❡❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ♠✐❡♥tr❛s ✐♥❝✐t❛ ❛ s✉s ♠ús❝✉❧♦s ❛ ♠♦✈❡rs❡✳ ▲❛ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐stí❛ ❡♥

q✉❡ ❡❧ ✜s✐♦t❡r❛♣❡✉t❛ r❡❛❧✐③❛r❛ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❡♥ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ♠❛❡str♦✱ q✉❡ s❡rí❛♥ s❡❣✉✐❞♦s ♣♦r

❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❞❡❧ ♣❛❝✐❡♥t❡✳ ❊♥ ✶✾✼✽ s❡ ❢❛❜r✐❝ó ❡❧ ❆❝t✐✈❡ ❙✉✐t ❬✶✵❪✱ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦ ♦rt♦♣é❞✐❝♦

♠♦❞✉❧❛r ❛❝❝✐♦♥❛❞♦ ♣♦r ♠❡❞✐♦s ❡❧❡❝tr♦♠❡❝á♥✐❝♦s ② ♠✐❝r♦❝♦♠♣✉t❛❞♦r❛ ♣r♦❣r❛♠❛❞❛ ♣❛r❛ ❛②✉❞❛r

❛ ♣❡rs♦♥❛s ❝♦♥ ❞✐str♦✜❛ ♠✉s❝✉❧❛r✳ ❙❡ ✉t✐❧✐③ó ❝♦♥ é①✐t♦ ♣❛r❛ ✜♥❡s ❞❡ ♣r✉❡❜❛s ❞❡ r❡❤❛❜✐❧✐t❛❝✐ó♥ ②

❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥✱ ② ❢✉❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦ ❝♦♠♦ ❡❧ ♣r✐♠❡r ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❛❝t✐✈♦ ❡♥ ❡❧ ♠✉♥❞♦✳ ❊♥ ❧♦s ❛ñ♦s

✽✵✱ ❙❡✐r❡❣ ❬✶✶❪ ② ❝♦❧❛❜♦r❛❞♦r❡s ❝r❡❛r♦♥ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ♣❛r❛ ♣❡rs♦♥❛s ❝♦♥ ♣❛r❛♣❧❡❥✐❛

❞♦♥❞❡ s❡ ♠♦✈í❛ ❧❛ ❝❛❞❡r❛ ② r♦❞✐❧❧❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❛❝t✉❛❞♦r❡s ❤✐❞rá✉❧✐❝♦s✳ ❆ ♣r✐♥❝✐♣✐♦s ❞❡ ❧♦s ✾✵s✱

❑❛③❡r♦♦♥✐ ❬✶✷❪❬✶✸❪ ♣r♦♣✉s♦ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❝♦♥ ❡❧ ♣❛❝✐❡♥t❡

② ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞❡ ❡str❛t❡❣✐❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ q✉❡ r❡❛❧✐③❛r❛♥ ❧❛s t❛r❡❛s ❞❡ ✐♥t❡rés ❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛❝✐ó♥✳

❯♥♦ ❞❡ ❧♦s ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s q✉❡ s✉r❣✐❡r♦♥ ❡♥ ❧♦s ❛ñ♦s ✷✵✵✵ ❡s ❡❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦ ❇❡r❦❡❧❡② ▲♦✇❡r ❊①✲

tr❡♠✐t② ❊①♦s❦❡❧❡t♦♥ ✭❇▲❊❊❳✮ ❬✶✹❪✱ q✉❡ ❡♥tr❛ ❡♥ ❧❛ ❝❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛❞♦r❡s ❞❡ ❢✉❡r③❛ ② ❡s

❞❡ ✉s♦ ♠✐❧✐t❛r✳ ❊stá ❞✐s❡ñ❛❞♦ ♣❛r❛ s♦♣♦rt❛r ✉♥❛ ❝❛r❣❛ ♣❡s❛❞❛ ❛❧ tr❛♥s❢❡r✐r s✉ ♣❡s♦ ❛❧ s✉❡❧♦✳ P♦r

♦tr♦ ❧❛❞♦✱ ❡♥ ❡❧ ✷✵✵✾ s✉r❣✐ó ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❍②❜r✐❞ ❆ss✐st✐✈❡ ▲✐♠❜ ✭❍❆▲✮ ❬✶✺❪✱ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛

❧❛ r❡❤❛❜✐❧✐t❛❝✐ó♥✳ ❈✉❡♥t❛ ❝♦♥ ❞♦s s✐st❡♠❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❡ ✐♥t❡r❛❝tú❛♥ ♣❛r❛ ❛②✉❞❛r ❛❧ ✉s✉❛r✐♦

❛ ♣❛r❛rs❡✱ ❝❛♠✐♥❛r✱ s✉❜✐r ❡s❝❛❧❡r❛s✱ s♦st❡♥❡r ❝❛r❣❛s ♣❡s❛❞❛s ② ♠❡❥♦r❛r ❧❛s ❝❛♣❛❝✐❞❛❞❡s ❞❡ ❧♦s

❤✉♠❛♥♦s✳ ❊❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❘❊❳ ❢✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ♣♦r ❘❊❳ ❇✐♦♥✐❝s ❡♥ ❡❧ ✷✵✶✶ ❬✶✻❪ ② ❛②✉❞❛ ❛

❧❛s ♣❡rs♦♥❛s ❝♦♥ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ♠♦✈✐❧✐❞❛❞ ❛ ♣❛r❛rs❡ ② ❝❛♠✐♥❛r✳ ❆ ✜♥❛❧❡s ❞❡❧ ✷✵✶✷ s❡ ❡♠♣❡③ó ❛

❝♦♠❡r❝✐❛❧✐③❛r ❘❡❲❛❧❦ P❡rs♦♥❛❧ ❡♥ ❊✉r♦♣❛ ② ❡♥ ❊st❛❞♦s ❯♥✐❞♦s ❤❛st❛ ❡❧ ✷✵✶✹✳ ❘❡❲❛❧❦ ❡s ✉♥

❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ r♦❜ót✐❝♦ ♣♦rtát✐❧ q✉❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛ ✉♥ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ♠♦t♦r✐③❛❞♦ ❞❡ ❝❛❞❡r❛ ② r♦❞✐❧❧❛

♣❛r❛ ♣❡r♠✐t✐r ❛ ❧❛s ♣❡rs♦♥❛s ❝♦♥ ❧❡s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✉❧❛ ❡s♣✐♥❛❧ ♣❛r❛rs❡✱ ❝❛♠✐♥❛r ② ❣✐r❛r ❬✶✼❪✳ ❊❦s♦

❇✐♦♥✐❝s ❡s ✉♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦r ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s ♣❛r❛ ♠❡❥♦r❛r ❧❛ ♠♦✈✐❧✐❞❛❞✱ ❢✉❡r③❛ ② r❡s✐st❡♥❝✐❛✳

❊❦s♦ ●❚ ❡s ✉♥♦ ❞❡ s✉s ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s ❬✶✽❪✱ q✉❡ ❢✉❡ ❞✐s❡ñ❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ✷✵✶✺ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❤❛❜✐❧✐t❛❝✐ó♥ ❞❡

❛❝❝✐❞❡♥t❡s ❝❡r❡❜r♦✈❛s❝✉❧❛r❡s ② ❧❡s✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❞✉❧❛ ❡s♣✐♥❛❧✳ ❊❧ P❤♦❡♥✐① ❬✶✾❪ ❡s ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦

♠ás ❧✐❣❡r♦ ② ❛✈❛♥③❛❞♦ ❞❡❧ ♠✉♥❞♦✱ ❢✉❡ ❞✐s❡ñ❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ✷✵✶✻ ♣♦r s✉✐t❳ ♣❛r❛ ❛②✉❞❛r ❛ ♣❡rs♦♥❛s ❝♦♥

♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ♠♦✈✐❧✐❞❛❞ ❛ ♠❛♥t❡♥❡rs❡ ❡r❣✉✐❞♦s ② ❝❛♠✐♥❛r✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✶✳✸ s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❧í♥❡❛

✺



❞❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❧♦s ❛✈❛♥❝❡s t❡❝♥♦❧ó❣✐❝♦s ❡♥ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✸✿ ▲í♥❡❛ ❞❡ t✐❡♠♣♦ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦s✳

❊♥ ❬✷✵❪✱ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❛ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❤✉♠❛♥❛ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ s✐❡t❡ ❣r❛❞♦s

❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ ❝♦♥ tr❡s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ r♦t❛❝✐♦♥❛❧❡s ❡♥ ❧❛ ❝❛❞❡r❛✱ ✉♥♦ ❡♥ ❧❛ r♦❞✐❧❧❛ ② tr❡s ❡♥ ❡❧

t♦❜✐❧❧♦✳ ❊♥ ❬✷✶❪ s❡ ♣r♦♣♦♥❡ ✉♥ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ q✉❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ❧♦s s✐❡t❡ ❣r❛❞♦s

❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ♣♦r ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ② s❡ ♣r❡s❡♥t❛ s✉ ♠♦❞❡❧♦✳ ❉❡s♣✉és✱ ❡♥ ❬✷✷❪✱ s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛ ❡s❡

♣r♦t♦t✐♣♦✱ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ❘❈ ❝♦♠♦ ❛❝t✉❛❞♦r❡s ♣❛r❛ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱

só❧♦ s❡ ❧♦❣ró r❡❛❧✐③❛r ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛③♦ ❛❜✐❡rt♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ❢❛❧t❛ ❞❡ ✐♥❝❧✉s✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦

❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈ ♣❛r❛ ❝♦♥❡❝t❛r ❧❛ ❡♥tr❛❞❛ ❞❡❧ ❛❝t✉❛❞♦r ❝♦♥ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r✳

❆❧❣✉♥♦s tr❛❜❛❥♦s q✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ s❡r✈♦♠♦t♦r❡s s♦♥ ❬✷✸❪ ② ❬✷✹❪✱ ❞♦♥❞❡ s❡ ♣r♦✲

♣♦♥❡♥ ♠♦❞❡❧♦s ♣❛r❝✐❛❧❡s ❞❡ s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ② s❡ ❛♣❧✐❝❛♥ ❝✐❡rt❛s té❝♥✐❝❛s ❞❡ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ② ❞❡ ❝♦♥tr♦❧

♣❛r❛ ❝♦♠♣❡♥s❛r ❧❛s ❞✐♥á♠✐❝❛s ♥♦ ♠♦❞❡❧❛❞❛s ❞❡❧ ♠♦t♦r ❞❡ ❈❉ ② ❝♦♥ ❡❧❧♦ ❧♦❣r❛r ❧❛ r❡❣✉❧❛❝✐ó♥

❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ✈❡❧♦❝✐❞❛❞✳ P♦r ♦tr♦ ❧❛❞♦✱ ❡♥ ❬✷✺❪ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛❞♦r ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛

❡st✐♠❛r ② ❝♦♠♣❡♥s❛r ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s q✉❡ ❛❢❡❝t❛♥ ❧❛ ♣r❡❝✐s✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ♠♦t♦r ❞❡ ❈❉✱ t❛❧❡s ❝♦♠♦

❡rr♦r❡s ❞❡ ♠♦❞❡❧❛❞♦✱ ❡rr♦r❡s ❞❡ ♠❡❞✐❝✐ó♥ ② ✈❛r✐❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s✳

❊♥ tr❛❜❛❥♦s ❝♦♠♦ ❬✷✻❪ ② ❬✷✼❪✱ ♣r♦♣♦♥❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❞❡ s❡r✈♦♠♦t♦r ❝♦♥ s✉s r❡s♣❡❝t✐✈♦s

✻



♣❛rá♠❡tr♦s✳ ❊♥ ❬✷✻❪ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ✉♥❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛❝✐ó♥ ❜❛s❛❞❛ ❡♥ ♠í♥✐♠♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s ♣❛r❛

❡st✐♠❛r ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ② ❡♥ ❬✷✼❪✱ ❛ ♣❡s❛r ❞❡ q✉❡ r❡❛❧✐③❛♥ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ♥♦

♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛♥ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣❛r❛ ❡st✐♠❛r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♥✉♠ér✐❝♦s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

❊♥ ❜❛s❡ ❛ ❡st❛ r❡✈✐s✐ó♥✱ ❡♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ♣r♦♣♦♥❡ r❡s♦❧✈❡r ♣❛rt❡ ❞❡ ❡st❛s ❧✐♠✐t❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛

❝♦♥tr♦❧❛r ✉♥❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✱ ❧♦ ❝✉❛❧ s❡ ❡①♣❧✐❝❛ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳

✶✳✷ P❧❛♥t❡❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛

P❛r❛ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❡♥ ✉♥ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ t♦♠❛r ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❡❧

♠♦❞❡❧♦ ❞❡ s✉s ❛❝t✉❛❞♦r❡s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡♥ ❛❧❣✉♥♦s tr❛❜❛❥♦s s♦❧♦ s❡ ♣r♦♣♦♥❡♥ ♠♦❞❡❧♦s ♣❛r❝✐❛❧❡s

❞❡❧ ❛❝t✉❛❞♦r q✉❡ ♣♦s❡❡ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❞❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✱ q✉❡ ❡s ✉♥ s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈✱ ② ❧♦s q✉❡

♣r♦♣♦♥❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ s♦❧♦ ❧♦ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛✱ ❧♦ q✉❡ ❞✐✜❝✉❧t❛

s✉ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❡♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦s ♠✉❧t✐❛rt✐❝✉❧❛❞♦s✱ ②❛ q✉❡ ❡stá♥ ❧✐♠✐t❛❞♦s ❛ s✐st❡♠❛s ❝♦♥ ✉♥❛ s♦❧❛

❡♥tr❛❞❛ ② ✉♥❛ s♦❧❛ s❛❧✐❞❛✳ ❆❞❡♠ás✱ ♥♦ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♥✉♠ér✐❝♦s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♥✐

❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣❛r❛ s✉ ❡st✐♠❛❝✐ó♥✳

✶✳✸ ❖❜❥❡t✐✈♦ ❣❡♥❡r❛❧

■❞❡♥t✐✜❝❛r ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♣r❡s❡♥t❡s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❛❝t✉❛❞♦r❡s ♣❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛r ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦

✉♥❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❞❡ ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s q✉❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✼ ❣r❛❞♦s

❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ♣♦r ♣✐❡r♥❛✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ✶✹ ❡♥ t♦t❛❧✱ ② ❧♦❣r❛r ✉♥ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❝♦♥ ✉♥ ❡rr♦r

♠❡♥♦r ❛ 10◦✳

✼



✶✳✹ ❖❜❥❡t✐✈♦s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❡s

▲♦s ♦❜❥❡t✐✈♦s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❡s ❡♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ s♦♥✿

• Pr♦♣♦♥❡r ✉♥ ♠ét♦❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛❝✐ó♥ ② ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s✳

• ❊st✐♠❛r ❡♥ t✐❡♠♣♦ r❡❛❧ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ② ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s r❡q✉❡r✐❞❛s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r✳

• ❉❡s❛rr♦❧❧❛r ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦✳

• ❙✐♠✉❧❛r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❛♥t❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝❛s♦s✳

• ❘❡❛❧✐③❛r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥ ✉♥❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❞❡ ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❞❡ ✶✹ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✳

✶✳✺ ❍✐♣ót❡s✐s

▼❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♣r❡s❡♥t❡s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ ❛❝t✉❛❞♦r✱ q✉❡ ❡s

✉t✐❧✐③❛❞♦ ❡♥ ✉♥ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❞❡ ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❤✉♠❛♥❛s ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♥♦❝✐❞♦✱

❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❛♣❧✐❝❛r ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ② ❧♦❣r❛r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s

❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ✉♥ ❡rr♦r ♠❡♥♦r ❛ 10◦✳

✶✳✻ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛

▲❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ✉t✐❧✐③❛❞❛ ❡♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❡s✿

✶✳ ❘❡✈✐s✐ó♥ ❜✐❜❧✐♦❣rá✜❝❛✳

✷✳ ❘❡✈✐s✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ② s✉s r❡s♣❡❝t✐✈❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛✳

✽



✸✳ ▼♦❞❡❧❛❞♦ ❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❛❝t✉❛❞♦r❡s✳

✹✳ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✉♥✐✜❝❛❞♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❝♦♥ ❛❝t✉❛❞♦r❡s ✭s❡r✈♦♠♦t♦r❡s✮✳

✺✳ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❡♥ t✐❡♠♣♦ r❡❛❧ ❝♦♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s ❞❡ ❧♦s

s❡r✈♦♠♦t♦r❡s✳

✻✳ ❙✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✉♥✐✜❝❛❞♦ ❝♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r✳

✼✳ ❉❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ② ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦✳

✽✳ Pr✉❡❜❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡s ❡♥ ❧❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛✳

✾✳ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡ r❡s✉❧t❛❞♦s✳

✶✳✼ ❆❧❝❛♥❝❡ ② ❧✐♠✐t❛❝✐♦♥❡s

❊❧ tr❛❜❛❥♦ t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ❛❧❝❛♥❝❡ ♣r♦♣♦♥❡r ✉♥ ♠ét♦❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧

♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✉♥ ❛❝t✉❛❞♦r ② ✉t✐❧✐③❛r❧♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❡♥

✉♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❞❡ ✉♥ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❞❡ ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❞❡ ✶✹ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✳

❉❡❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛rs❡ q✉❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ❛❧❣✉♥❛s ❧✐♠✐t❛❝✐♦♥❡s✱ ❝♦♠♦ q✉❡ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦

❝♦♥ ❡❧ q✉❡ s❡ ❝✉❡♥t❛ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛s ♣r✉❡❜❛s ♥♦ ❡stá ❤❡❝❤♦ ❡♥ t❛♠❛ñ♦ r❡❛❧✱ ❧♦ q✉❡ ✐♠♣❧✐❝❛ q✉❡

s♦❧♦ s❡ ♣✉❡❞❡♥ r❡❛❧✐③❛r ♣r✉❡❜❛s s✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❛❧ ♣♦rt❛❞♦r✳

✶✳✽ ❖r❣❛♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❞♦❝✉♠❡♥t♦

▲❛ t❡s✐s ❡stá ❞✐✈✐❞✐❞❛ ❡♥ ✹ ❝❛♣ít✉❧♦s✱ ② ❡❧ ❝♦♥t❡♥✐❞♦ ❞❡ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝❛♣ít✉❧♦s s❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛

❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✿ ❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✷ s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠ét✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧

❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❉❡♥❛✈✐t✲❍❛rt❡♥❜❡r❣ ② ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡

✾



❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ❆❞❡♠ás s❡ ❡①♣♦♥❡ ❝ó♠♦ ♦❜t❡♥❡r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦

❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❛❧ s❡r ❞✐✈✐❞✐❞♦ ❡♥ s✉❜s✐st❡♠❛s✳ ❙❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ q✉❡

❝♦♥t✐❡♥❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ② ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✸ s❡ r❡❛❧✐③❛ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛❝✐ó♥

❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥✈♦❧✉❝r❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ ②❛ q✉❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s s♦♥ ❞❡s❝♦♥♦❝✐❞♦s✳

❚❛♠❜✐é♥ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❧❡② ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❡ s❡ ✉t✐❧✐③❛ t❛♥t♦ ❡♥ ❧❛s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✹ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧❛s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧

s❡r✈♦♠♦t♦r ② ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦✱ s❡ ♠✉❡str❛♥

❧♦s ❡rr♦r❡s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥tr❡ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡s❡❛❞❛s ❝♦♥ ❧❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❡♥ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✱ ❛❞❡♠ás

❞❡ ❧❛s s❛❧✐❞❛s ❞❡ ❧❛ ❧❡② ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦✳ P♦r ú❧t✐♠♦✱ s❡ ❡①♣♦♥❡♥

❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❞❡ ✉♥

❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❞❡ ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s✱ ♣❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s✳

✶✵



❈❛♣ít✉❧♦ ✷

▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ② ❛❝t✉❛❞♦r❡s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ♣❡r♠✐t❡ ❡①♣❧✐❝❛r ❧♦s ❢❡♥ó♠❡♥♦s ❢ís✐❝♦s q✉❡ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛

♠❡❝á♥✐❝❛ ❞❡❧ r♦❜♦t ❡♥tr❡ ❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ② ❧❛s ❢✉❡r③❛s ✐♠♣❧✐❝❛❞❛s ❡♥ ❡❧ ♠✐s♠♦✳

❊st❡ ♠♦❞❡❧♦ r❡❧❛❝✐♦♥❛ ♠❛t❡♠át✐❝❛♠❡♥t❡✿

✶✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡✜♥✐❞❛ ♣♦r s✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s ♦ ♣♦r ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s

❞❡ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉ ❡①tr❡♠♦✱ ② s✉s ❞❡r✐✈❛❞❛s ✭✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥✮✳

✷✳ ▲❛s ❢✉❡r③❛s ② ♣❛r❡s ❛♣❧✐❝❛❞♦s ❡♥ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ♦ ❡♥ ❡❧ ❡①tr❡♠♦ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦✳

✸✳ ▲♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦✳

▲♦s ❛❝t✉❛❞♦r❡s ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ♦ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✱ t✐❡♥❡♥ ❞✐♥á♠✐❝❛ ♣r♦♣✐❛✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ❝♦♥✈✐❡♥❡ q✉❡

s❡❛ ❛ñ❛❞✐❞❛ ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ♣❛r❛ ♠❡❥♦r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ②

t❡♥❡r ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❝♦♥ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❡♥tr❛❞❛

❛ ❧♦s ❛❝t✉❛❞♦r❡s✳

❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❛❜♦r❞❛ ✉♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ② s❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ✉t✐❧✐③❛❞❛

♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ② ❧❛ ♦❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦✳ ❉❡ ✐❣✉❛❧ ♠❛♥❡r❛✱ s❡ ❡①♣♦♥❡ ❡❧

✶✶



♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡ ❧♦s ❛❝t✉❛❞♦r❡s✱ ② ❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦✱ q✉❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❛♠❜♦s

♠♦❞❡❧♦s✳

✷✳✷ ❆♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦

❯♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r ❡s❧❛❜♦♥❡s ✉♥✐❞♦s

♠❡❞✐❛♥t❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳ ▲❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞✐r❡❝t❛ ❬✷✽❪ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❤♦♠♦❣é♥❡❛

❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ T q✉❡ r❡❧❛❝✐♦♥❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡①tr❡♠♦ ❞❡❧ r♦❜♦t r❡s♣❡❝t♦ ❞❡❧

s✐st❡♠❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ✜❥♦✱ q✉❡ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❡s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦✱ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡

s✉s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s✳

❙❡ ♣✉❡❞❡ ✉t✐❧✐③❛r ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❉❡♥❛✈✐t✲❍❛rt❡♥❜❡r❣ ✭❉✲❍✮ ♣❛r❛ ❡st❛❜❧❡❝❡r

❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❝❛❞❛ ❡s❧❛❜ó♥ ② ❛sí ♦❜t❡♥❡r ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❝✐♥❡♠át✐❝❛s

❞❡ t♦❞♦ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✹ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❜ás✐❝❛s q✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥ ❞❡ s✉s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s

❣❡♦♠étr✐❝❛s✳ ❊st❛s tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ♣❡r♠✐t❡♥ r❡❧❛❝✐♦♥❛r ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥t♦ i

❝♦♥ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥t♦ i− 1 ② s❡ ❤❛♥ ❞❡ r❡❛❧✐③❛r ❡♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♦r❞❡♥✿

✶✳ ❘♦t❛❝✐ó♥ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡❧ ❡❥❡ zi−1 ✉♥ á♥❣✉❧♦ θi✳

✷✳ ❚r❛s❧❛❝✐ó♥ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ zi−1 ✉♥❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ di❀ ✈❡❝t♦r di(0, 0, di)✳

✸✳ ❚r❛s❧❛❝✐ó♥ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ xi ✉♥❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ai❀ ✈❡❝t♦r ai(0, 0, ai)✳

✹✳ ❘♦t❛❝✐ó♥ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡❧ ❡❥❡ xi ✉♥ á♥❣✉❧♦ αi✳

❆❧ r❡❛❧✐③❛r ❡st❛s tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ A✱ q✉❡

r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ✷ ❡s❧❛❜♦♥❡s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈♦s

Ai−1

i = T (z, θi)T (0, 0, di)T (ai, 0, 0)T (x, αi) ✭✷✳✷✳✶✮

✶✷



❞♦♥❞❡ θi✱ di✱ ai ② αi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍ ❞❡❧ ✈í♥❝✉❧♦ i✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛r

t♦❞♦s ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ T 0
i ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡

♠❛tr✐❝❡s Ai−1

i ✱ q✉❡ r❡❧❛❝✐♦♥❛ ❛❧ ✐✲és✐♠♦ s✐st❡♠❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ❧❛ tr❛♠❛ ❜❛s❡✳

T 0

i = A0

1A
1

2...A
i−1

i ✭✷✳✷✳✷✮

◗✉❡ ❡st❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r✿

T 0

i =









r11 r12 r13 Px

r21 r22 r23 Py

r31 r32 r33 Pz

0 0 0 1









=

[

Ri Pi

0 1

]

✭✷✳✷✳✸✮

❞♦♥❞❡ Ri r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ ② Pi ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ tr❛s❧❛❝✐ó♥✳

✷✳✷✳✶ P❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍ ♣❛r❛ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦

P❛r❛ ❧❛ ♦❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍✱ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠♦ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ n

❡s❧❛❜♦♥❡s ✉♥✐❞♦s ♣♦r n ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✱ q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥ s✉s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✳

❊♥ ❧❛s ✜❣✉r❛s ✷✳✶❛ ② ✷✳✶❜ s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥

❬✷✶❪ ❝♦♥ s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ✶✹ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ ❞♦♥❞❡ qi r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❧❛s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s ♣❛r❛ i = 1, 2, 3, ...14✳ ❆❞❡♠ás ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✶❝ s❡ ♣✉❡❞❡ ❛♣r❡❝✐❛r ✉♥ ♣r♦t♦t✐♣♦

❛ ❡s❝❛❧❛ ❞❡ ❞✐❝❤♦ ❞✐s❡ñ♦ ✐♠♣r❡s♦ ❡♥ ✸❉ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ❡♥ ❬✷✷❪✱ q✉❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✶✹ s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ♣❛r❛

❝❛❞❛ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✳ P❛r❛ ❡st❛ t❡s✐s s❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ❞✐❝❤♦ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❛ ❡s❝❛❧❛ ♣❛r❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r

✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❞♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✳

✶✸



❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✿ ❛✮ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✳ ❜✮ ❈❆❉ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦

♣r♦♣✉❡st♦✳ ❝✮ Pr♦t♦t✐♣♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✳

❊♥ ❬✷✶❪ s❡ r❡❛❧✐③❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❡❧ ❝✐❝❧♦ ❞❡ ❝❛♠✐♥❛t❛ ❡♥ ❝❛❞❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞

✐♥❢❡r✐♦r✳ ❊❧ ❝✐❝❧♦ ❞❡ ❝❛♠✐♥❛t❛ s❡ ❞✐✈✐❞❡ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧ ❡♥ ❞♦s ❢❛s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✿ ❛♣♦②♦

② ❜❛❧❛♥❝❡♦✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍ ♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥ ❝❛❞❛ ❢❛s❡✳

❋❛s❡ ❞❡ ❛♣♦②♦

▲❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✷ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❡♥ ❢❛s❡

❞❡ ❛♣♦②♦✱ ❡♥ ❡❧ q✉❡ s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s ❞❡ ❝❛❞❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞

✐♥❢❡r✐♦r ✭Si✮ ❝♦♥❢♦r♠❛❞♦s ♣♦r ❧♦s ✈❡❝t♦r❡s xi ✭r♦❥♦✮✱ yi ✭✈❡r❞❡✮ ② zi ✭❛③✉❧✮✱ ❝♦♥ i = 1, 2, 3, ...7✳

❆❞❡♠ás✱ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✷ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❢❛❝t♦r❡s r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦s ❛ ❝❛❞❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r✱ ❞♦♥❞❡

ei r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝❛❞❛ ✐✲és✐♠♦ ✈í♥❝✉❧♦ ❝♦♥ i = 1, 2, 3, ...7❀ Cmi s♦♥ ❧♦s ❝❡♥tr♦s ❞❡ ♠❛s❛ ❞❡❧ ✐✲és✐♠♦

✈í♥❝✉❧♦ ❝♦♥ i = 1, 2, 3, ...7❀ qi s♦♥ ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s ❝♦♥ i = 1, 2, 3, ...7✱ ② Lj ❡s ❧❛

❞✐st❛♥❝✐❛ ❡♥tr❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥ j = 1, 2, 3, ...8✳ P❛r❛ ❛♠❜❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❡❧

s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❜❛s❡ S0 ❡stá ❡♥ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❞❡❞♦s ❞❡❧ ♣✐❡✱ ✈í♥❝✉❧♦ e0✳

✶✹



❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✿ ❊sq✉❡♠❛ ✉s❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❡♥ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❛♣♦②♦ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠✐♥❛t❛✳

❊♥ ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ❛♥t❡r✐♦r s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ❧♦s ❝❡♥tr♦s ❞❡ ♠❛s❛ Cmi ② ❧❛s ❞✐st❛♥❝✐❛s Lj s♦♥

s✐♠✐❧❛r❡s ♣❛r❛ ❛♠❜❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s✳ ❉❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡①✐st❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞✉r❛♥t❡ ❧❛

♠❛r❝❤❛ ❤✉♠❛♥❛ ② s✐♠❡trí❛ ❡♥ ❧❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s✱ ❡♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ t❛❜❧❛ só❧♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥

❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❉✲❍ ♣❛r❛ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❛♣♦②♦ ❡♥ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

❚❛❜❧❛ ✷✳✷✳✶✿ ❚❛❜❧❛ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s s✐♠❜ó❧✐❝♦s ❉✲❍ ♣❛r❛ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ❡♥ ❢❛s❡ ❞❡

❛♣♦②♦✳

i θi di ai αi

✶ q1 + 90◦ ✵ ▲✷ 90◦

✷ q2 ✲▲✶ ▲✸ ✲90◦

✸ q3 ✵ ▲✹ 0◦

✹ q4 − 90◦ ✵ ✵ ✲90◦

✺ q5 ▲✺✰▲✻ ✵ 90◦

✻ q6 + 90◦ ✵ ▲✼ 90◦

✼ q7 − 90◦ ✵ ▲✽ 0◦

✶✺



▲♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ✐③q✉✐❡r❞❛ s♦♥ s✐♠✐❧❛r❡s✱ s♦❧♦ ❞✐✜❡r❡ ❡♥ ❡❧ s✐❣♥♦

❞❡ a7✳

❋❛s❡ ❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡♦

▲❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✸ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❡♥ ❢❛s❡

❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡♦✱ ❡♥ ❡❧ q✉❡ s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s ❞❡ ❝❛❞❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞

✐♥❢❡r✐♦r ✭Si✮✳ ▲♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ✐♥✈♦❧✉❝r❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ❡stá♥ ❞❡✜♥✐❞♦s ❞❡ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❢♦r♠❛ q✉❡

❡♥ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❛♣♦②♦✳

❆ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❛♣♦②♦✱ ❡♥ ❡st❛ ❢❛s❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❜❛s❡ S0 s❡ ❝♦❧♦❝❛ ❡♥

❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❝❛❞❡r❛ ② ❧❛ tr❛♠❛ ❞❡ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ S7 s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥ ❧❛

♣✉♥t❛ ❞❡ ❧♦s ❞❡❞♦s ❞❡❧ ♣✐❡✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✸✿ ❊sq✉❡♠❛ ✉s❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❡♥ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡♦ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠✐♥❛t❛✳

✶✻



▲♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❉✲❍ ♣❛r❛ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡♦ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥

❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✷✳✷✳✷✱ ② q✉❡ s♦♥ ❧♦s ♠✐s♠♦s ♣❛r❛ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ✐③q✉✐❡r❞❛✳

❚❛❜❧❛ ✷✳✷✳✷✿ ❚❛❜❧❛ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s s✐♠❜ó❧✐❝♦s ❉✲❍ ♣❛r❛ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ❡♥ ❢❛s❡ ❞❡

❜❛❧❛♥❝❡♦✳

i θi di ai αi

✶ q1 + 90◦ ✵ ✲▲✶ ✲90◦

✷ q2 − 90◦ ✵ ✵ ✲90◦

✸ q3 ✲✭▲✷✰▲✸✮ ✵ 90◦

✹ q4 + 90◦ ✵ ✲▲✹ 0◦

✺ q5 ✵ ✲▲✺ 90◦

✻ q6 ▲✼ ✲▲✻ ✲90◦

✼ q7 − 90◦ ✵ ▲✽ 0◦

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❡st♦s ♣❛rá♠❡tr♦s✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ Ai−1

i

✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡s❝r✐t❛ ② ❛sí ❝♦♥♦❝❡r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡ ✐♥t❡rés

❞❡ ❧❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❡♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r❛ ❞❡ ❧❛s ❞♦s ❢❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛♠✐♥❛t❛✳

✷✳✸ ▼♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ♣✉❡❞❡ ♦❜t❡♥❡rs❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥❛ q✉❡

❝♦♥st❛ ❞❡ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❡t❛♣❛s✿ ❈á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ❡♥❡r❣í❛ ❝✐♥ét✐❝❛✱ ❝á❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ❡♥❡r❣í❛ ♣♦t❡♥❝✐❛❧✱

❝á❧❝✉❧♦ ❞❡❧ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥♦ ② ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡✳

✷✳✸✳✶ ❈á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❡♥❡r❣í❛ ❝✐♥ét✐❝❛

▲❛ ❡♥❡r❣í❛ ❝✐♥ét✐❝❛ ❞❡❧ ✐✲és✐♠♦ ✈í♥❝✉❧♦ ❡♥ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ki✱ ❡stá ❡♥ tér♠✐♥♦s q✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛♥

❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡❧ ❝❡♥tr♦ ❞❡ ♠❛s❛ ❞❡❧ ✈í♥❝✉❧♦ ② ❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ✈í♥❝✉❧♦✱ ② s❡

♦❜t✐❡♥❡ ♠❡❞✐❛♥t❡

✶✼



ki =
1

2
miv

T
ci
vci +

1

2
ωT
i Iiωi ✭✷✳✸✳✶✮

❞♦♥❞❡ mi ❡s ❧❛ ♠❛s❛ ❞❡❧ ✐✲és✐♠♦ ✈í♥❝✉❧♦✱ vci ❡s ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡❧ ✐✲és✐♠♦ ✈í♥❝✉❧♦✱ ωi ❡s ❧❛

✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ✐✲és✐♠♦ ✈í♥❝✉❧♦ ② Ii ❡s ❡❧ t❡♥s♦r ✐♥❡r❝✐❛❧ ❞❡❧ ✐✲és✐♠♦ ✈í♥❝✉❧♦✳

▲❛ ❡♥❡r❣í❛ ❝✐♥ét✐❝❛ t♦t❛❧ ❞❡ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s ❧❛ s✉♠❛ ❞❡ ❧❛ ❡♥❡r❣í❛ ❝✐♥ét✐❝❛ ❡♥ ❝❛❞❛ ✈í♥❝✉❧♦✱

q✉❡ s❡ ❡①♣r❡s❛ ❝♦♠♦

KT =
n

∑

i=1

ki ✭✷✳✸✳✷✮

❞♦♥❞❡ n ❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ ▲❛ ❡♥❡r❣í❛ ❝✐♥ét✐❝❛ KT (q, q̇) ✐♥❝❧✉②❡ ❡❧

♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛s❧❛❝✐ó♥ ② r♦t❛❝✐ó♥✳

✷✳✸✳✷ ❈á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❡♥❡r❣í❛ ♣♦t❡♥❝✐❛❧

▲❛ ❡♥❡r❣í❛ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ ❞❡❧ ✐✲és✐♠♦ ✈í♥❝✉❧♦ ❞❡ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ui✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ♠❡❞✐❛♥t❡

ui = −mig
T
0 p0cmi

+ urefi ✭✷✳✸✳✸✮

❞♦♥❞❡ g0 ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❣r❛✈❡❞❛❞✱ q✉❡ ❡st❛ ❡①♣r❡s❛❞♦ ❞❡s❞❡ ❧❛ tr❛♠❛ ❜❛s❡ ❝♦♠♦ [gx gy gz]✱ p0cmi

❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r q✉❡ ❧♦❝❛❧✐③❛ ❡❧ ❝❡♥tr♦ ❞❡ ♠❛s❛ ❞❡❧ ✐✲és✐♠♦ ✈í♥❝✉❧♦ ② urefi ❡s ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡❧❡❣✐❞❛ ♣❛r❛

q✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ♠í♥✐♠♦ ❞❡ ui s❡❛ ❝❡r♦✳

▲❛ ❡♥❡r❣í❛ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ t♦t❛❧ ❞❡ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s ❧❛ s✉♠❛ ❞❡ ❧❛ ❡♥❡r❣í❛ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ ❡♥ ❝❛❞❛

✈í♥❝✉❧♦✱ q✉❡ s❡ ❡①♣r❡s❛ ❝♦♠♦

✶✽



UT =
n

∑

i=1

ui ✭✷✳✸✳✹✮

✷✳✸✳✸ ❈á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥♦ ② ♦❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦

❊❧ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥♦ L(q, q̇) ❞❡ ✉♥ r♦❜♦t ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❞❡ n ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ❡s ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❧❛

❡♥❡r❣í❛ ❝✐♥ét✐❝❛ KT ② ❧❛ ❡♥❡r❣í❛ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ UT ✱ q✉❡ ❡s

L(q, q̇) = KT (q, q̇)− UT (q) ✭✷✳✸✳✺✮

▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❛r❛ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❞❡ n ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ ❡stá

❞❛❞❛ ♣♦r

τ =
d

dt

(

∂L

∂q̇

)

−
∂L

∂q
✭✷✳✸✳✻✮

▲❛s n ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ✭✷✳✸✳✻✮ s❡ ♣✉❡❞❡♥ r❡❡s❝r✐❜✐r ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s

② ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❝♦♠♣❛❝t❛

M(q)q̈ +H(q, q̇) +G(q) = τ ✭✷✳✸✳✼✮

❞♦♥❞❡ q ∈ R
n ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞❛s ♦ ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s✱ q̇ ∈ R

n ❡s ❡❧

✈❡❝t♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s✱ q̈ ∈ R
n ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❛❝❡❧❡r❛❝✐♦♥❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s✱ M(q) ∈ R

nxn

❡s ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❡r❝✐❛✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ❡s s✐♠étr✐❝❛ ② ❞❡✜♥✐❞❛ ♣♦s✐t✐✈❛✱ H(q, q̇) ∈ R
n ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡

❢✉❡r③❛s ❝❡♥trí♣❡t❛s ② ❞❡ ❈♦r✐♦❧✐s✱ ② G(q) ∈ R
n ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❢✉❡r③❛s ♦ ♣❛r❡s ❣r❛✈✐t❛❝✐♦♥❛❧❡s✳

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ✭✷✳✸✳✼✮ ♣✉❡❞❡ s❡r ✈✐st♦ ❝♦♠♦ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♥ ❡❧ ✈❡❝t♦r τ ❝♦♠♦ ❡♥tr❛❞❛ ②

❞❡ s❛❧✐❞❛ ❧♦s ✈❡❝t♦r❡s q ② q̇✳ ❊st♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ✐❧✉str❛r ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✹✳

✶✾



❋✐❣✉r❛ ✷✳✹✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛✲s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✳

✷✳✹ ▼♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡ s❡r✈♦♠♦t♦r

❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥✱ s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈✱ ②❛ q✉❡ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ❝♦♠♦

❛❝t✉❛❞♦r ❞❡ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✱ ❝♦♠♦ ❡♥ ❬✷✶❪ ② ❬✷✷❪✳ ❯♥ s❡r✈♦♠♦t♦r ♣♦s❡❡

❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❞❡ s✐t✉❛r s✉ ✢❡❝❤❛ ❡♥ ✉♥❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛ ♣♦s✐❝✐ó♥✱ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ s✉ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞

❞❡ ❣✐r♦✱ ② ♠❛♥t❡♥❡rs❡ ❡st❛❜❧❡ ❡♥ ❞✐❝❤❛ ♣♦s✐❝✐ó♥✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ♠❛t❡♠át✐❝♦ ❞❡ ✉♥ s❡r✈♦♠♦t♦r

♣✉❡❞❡ ❡st✉❞✐❛rs❡ ♣♦r s✉❜s✐st❡♠❛s✱ q✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛♥ ❧❛ ♣❛rt❡ ❡❧é❝tr✐❝❛✱ ♠❡❝á♥✐❝❛ ② ❡❧❡❝tró♥✐❝❛✱ ♣❛r❛

♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s❡r ✐♥❝♦r♣♦r❛❞♦s ❡♥ ✉♥ s♦❧♦ ♠♦❞❡❧♦✱ ❝♦♠♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡♥ ❡❧ tr❛❜❛❥♦ ❬✷✼❪✳ ▲❛

♦❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝á♥✐❝♦ ✐❧✉str❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛

✷✳✺✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✺✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝á♥✐❝♦ ❞❡ ✉♥ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

✷✵



❊♥ ❡❧ s✉s❜s✐st❡♠❛ ❡❧étr✐❝♦✱ ❡❧ ✢✉❥♦ ♠❛❣♥ét✐❝♦ ψ ❣❡♥❡r❛❞♦ ♣♦r ❡❧ ❝✐r❝✉✐t♦ ❞❡ ❝❛♠♣♦ ❞❡❧ ♠♦t♦r

❡s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛ ❧❛ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❛♠♣♦

ψ = kf if ✭✷✳✹✳✶✮

❞♦♥❞❡ kf ❡s ✉♥❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧✐❞❛❞✳ ❊❧ ♣❛r ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ♣♦r ❡❧ ♠♦t♦r τm ❡s ♣r♦♣♦r✲

❝✐♦♥❛❧ ❛❧ ✢✉❥♦ ♠❛❣♥ét✐❝♦ ② ❛ ❧❛ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛ ia✱ ❡s ❞❡❝✐r

τm = k1iaψ ✭✷✳✹✳✷✮

❞♦♥❞❡ k1 ❡s ✉♥❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧✐❞❛❞✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❛♠♣♦ if s❡ ♠❛♥t✐❡♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

✭♦ ❡♥ ✉♥ ♠♦t♦r ❞❡ ✐♠á♥❡s ♣❡r♠❛♥❡♥t❡s ❡❧ ✢✉❥♦ ♠❛❣♥ét✐❝♦ ❡s ❝♦♥st❛♥t❡✮✱ ❡❧ ✢✉❥♦ ♠❛❣♥ét✐❝♦ ❞❡

❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✶✮ ♣✉❡❞❡ s❡r tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ❡♥ ✉♥❛ ❝♦♥st❛♥t❡ k2✱ ② ❛❤♦r❛ ❡❧ ♣❛r ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

✭✷✳✹✳✷✮ s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠♦

τm = k1k2ia ✭✷✳✹✳✸✮

❆❣r✉♣❛♥❞♦ ❧❛s ❝♦♥st❛♥t❡s k1 ② k2 ❡♥ ✉♥❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ka✱ ❡❧ ♣❛r ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ♣♦r ❡❧ ♠♦t♦r ❞❡

❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✸✮ ♣✉❡❞❡ r❡❡s❝r✐❜✐rs❡ ❝♦♠♦

τm = kaia ✭✷✳✹✳✹✮

❈✉❛♥❞♦ ❧❛ ❛r♠❛❞✉r❛ ❣✐r❛✱ s❡ ✐♥❞✉❝❡ ❡♥ ❡❧❧❛ ✉♥ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦ ❢✉❡r③❛ ❝♦♥tr❛❡❧❡❝tr♦♠♦tr✐③

vb✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ❡s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ❞❡❧ ✢✉❥♦ ♠❛❣♥ét✐❝♦ ② ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r θ̇m ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛

vb = kψθ̇m ✭✷✳✹✳✺✮

✷✶



❞♦♥❞❡ k ❡s ✉♥❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧✐❞❛❞✳ P❛r❛ ✉♥ ✢✉❥♦ ♠❛❣♥ét✐❝♦ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❛ ❢✉❡r③❛

❝♦♥tr❛❡❧❡❝tr♦♠♦tr✐③ ❡s ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ✉♥❛

❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❢✉❡r③❛ ❡❧❡❝tr♦♠♦tr✐③ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡✜♥✐❞❛ ♣♦r kb = kψ✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✺✮

♣✉❡❞❡ ❡s❝r✐❜✐rs❡ ❝♦♠♦

vb = kbθ̇m ✭✷✳✹✳✻✮

❆♥❛❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ♠❛❧❧❛ ❡❧é❝tr✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✺✱ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ va

② ❧❛ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛ ia s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦

va = La

dia
dt

+Raia + vb ✭✷✳✹✳✼✮

❞♦♥❞❡ La ❡s ❧❛ ✐♥❞✉❝t❛♥❝✐❛ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛ ② Ra ❡s ❧❛ r❡s✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛✳

❆♥❛❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❝✉❡r♣♦ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✺✱ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❥❡

θm ② ❡❧ ♣❛r ❞❡ t♦rs✐ó♥ τm ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛

τm = Jmθ̈m +Bmθ̇m ✭✷✳✹✳✽✮

❞♦♥❞❡ Jm ❡s ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ ✐♥❡r❝✐❛ ❞❡ ♠❛s❛ ❞❡❧ ♠♦t♦r ② Bm r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❢r✐❝❝✐ó♥ ✈✐s❝♦s❛

❞❡❧ ♠♦t♦r✳ ❆sí✱ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✷✳✹✳✹✮✱ ✭✷✳✹✳✻✮✱ ✭✷✳✹✳✼✮ ② ✭✷✳✹✳✽✮ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛❧ s✉❜s✐st❡♠❛ ❡❧❡❝✲

tr♦♠❡❝á♥✐❝♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ s✉ ♠♦t♦r ❞❡ ❈❉ s✐♥ ❝❛r❣❛✳

❙❡ ♣✉❡❞❡ ❛ñ❛❞✐r ✉♥❛ ❝❛r❣❛ ❡①t❡r♥❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ❡❥❡ ❞❡❧ ♠♦t♦r ❛ tr❛✈és ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡

❡♥❣r❛♥❛❥❡s✱ ❝♦♠♦ s❡ ✐❧✉str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✻

✷✷



❋✐❣✉r❛ ✷✳✻✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ✉♥ ♠♦t♦r ❞❡ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❞✐r❡❝t❛ ❝♦♥ ❝❛r❣❛ ❛❝♦♣❧❛❞❛ ♠❡❞✐❛♥t❡

❡♥❣r❛♥❛❥❡s✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✻✱ s❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛♥ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❢✉❡r③❛ ❞❡ tr❛♥s♠✐s✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦t♦r

❤❛❝✐❛ ❧❛ ❝❛r❣❛✳ ▲❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r θm ❝♦♥ ❡❧ ♣❛r ❞❡ t♦rs✐ó♥ τm ❞❡ ❧❛ ✢❡❝❤❛ ❞❡❧

♠♦t♦r ❡stá ❞❛❞❛ ♣♦r

τm = Jmθ̈m +Bmθ̇m +
τL
n

✭✷✳✹✳✾✮

❞♦♥❞❡ τL ❡s ❡❧ ♣❛r ❞❡ t♦rs✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛✱ n = n2

n1

✱ n1 ❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❞✐❡♥t❡s ❞❡❧ ❡♥❣r❛♥❡ ❞❡

❡♥tr❛❞❛✱ n2 ❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❞✐❡♥t❡s ❞❡❧ ❡♥❣r❛♥❡ ❞❡ s❛❧✐❞❛ ✭❡♥ ❧❛ ♣rá❝t✐❝❛ ❡❧ ❡♥❣r❛♥❛❥❡ s✉❡❧❡

❝♦♠♣♦♥❡rs❡ ❞❡ ♠ás ❡♥❣r❛♥❡s✱ q✉❡ s❡rí❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ n✮✳

❆❧ ✐❣✉❛❧❛r ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✷✳✹✳✹✮ ② ✭✷✳✹✳✾✮ s❡ ♦❜t✐❡♥❡

kaia = Jmθ̈m +Bmθ̇m +
τL
n

✭✷✳✹✳✶✵✮

▲❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦

✷✸



θL =
1

n
θm ✭✷✳✹✳✶✶✮

▲❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✷✳✹✳✹✮✱ ✭✷✳✹✳✻✮✱ ✭✷✳✹✳✼✮✱ ✭✷✳✹✳✾✮ ② ✭✷✳✹✳✶✶✮ ❞❡s❝r✐❜❡♥ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧

♠♦t♦r ❞❡ ❈❉ ❝♦♥ ❡♥❣r❛♥❛❥❡ r❡❞✉❝t♦r ② ❝❛r❣❛✳

❊st❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ♣✉❡❞❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛rs❡ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛

❞❡❧ ♠♦t♦r va✱ ❡❧ ♣❛r ❞❡ t♦rs✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛ τL ② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛ θL✳ ❙✐ s❡ ❞❡s♣❡❥❛

❧❛ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛ ia ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✶✵✮ ② s❡ s✉st✐t✉②❡ ❛❧ ✐❣✉❛❧ q✉❡ s✉ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❡♥ ❧❛

❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✼✮✱ r❡s✉❧t❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧

LaJm
Ra

✳✳✳
θ L +

(

La

Ra

Bm + Jm

)

θ̈L +

(

kakb
Ra

+Bm

)

θ̇L +
1

n2
τL +

La

Ran2
τ̇L =

ka
Ran

va ✭✷✳✹✳✶✷✮

❇❛s❛❞♦s ❡♥ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s s✐♥❣✉❧❛r❡s ❬✷✾❪ ♣✉❡❞❡ r❡❞✉❝✐rs❡ ❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦

✭✷✳✹✳✶✷✮✱ ②❛ q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡ q✉❡ ❛❧ t❡♥❡r ✉♥ ✈❛❧♦r ♣♦s✐t✐✈♦ s✉✜❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ♣❡q✉❡ñ♦ ✭ǫ✮✱ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝❛s♦

❞❡ ❧❛ ✐♥❞✉❝t❛♥❝✐❛ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛ La✱ ❡♥t♦♥❝❡s s❡ ♣✉❡❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛r ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❛❧❣❡❜rá✐❝❛❀

❧♦ q✉❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛ ✭✷✳✹✳✶✷✮ ❛

nJmθ̈L + n

(

kakb
Ra

+Bm

)

θ̇L +
1

n
τL =

ka
Ra

va ✭✷✳✹✳✶✸✮

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✼ s❡ ❛♣r❡❝✐❛ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❞❡ ✉♥ s❡r✈♦♠♦t♦r ❛❧ ❛❣r❡❣❛r ❡❧

s✉❜s✐st❡♠❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧✳

✷✹



❋✐❣✉r❛ ✷✳✼✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ✉♥ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

❆❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❧❛ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ❡❧ ❝✐r❝✉✐t♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ ❧❛

t❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛ ♣✉❡❞❡ ❡s❝r✐❜✐rs❡ ❝♦♠♦

va = Aksve = Aks(V
′

i − Vp) ✭✷✳✹✳✶✹✮

❞♦♥❞❡A ❡s ❧❛ ❣❛♥❛♥❝✐❛ ❞❡❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛❞♦r ❝♦rr✐❡♥t❡ ✭♣✉❡♥t❡ ❍✮✱ ks ❡s ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❛❞♦r✱

ve ❡s ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ V ′

i ② ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ Vp✳ ❊❧ ✈♦❧t❛❥❡

❞❡ ❡♥tr❛❞❛ s❡ ♠♦❞❡❧❛ ❝♦♠♦

V ′

i = kp2w + V ′

ioff ✭✷✳✹✳✶✺✮

❞♦♥❞❡ kp2 ❡s ✉♥❛ ❣❛♥❛♥❝✐❛ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ ② V ′

ioff ✉♥ ✈♦❧t❛❥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❝✐r❝✉✐t♦ ❡❧❡❝tró♥✐❝♦✱ w ❡s

❡❧ ❛♥❝❤♦ ❞❡ ♣✉❧s♦ ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ P❲▼ ✭♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❞❡❧ ■♥❣❧és ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮✳

❙❡❛ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

✷✺



Vp = pθL + Vpoff ✭✷✳✹✳✶✻✮

❞♦♥❞❡ p ② Vpoff s♦♥ ♣❛rá♠❡tr♦s ♣r♦♣✐♦s ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ❛❝♦♣❧❛❞♦ ❛ ❧❛ ✢❡❝❤❛ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛✳

❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ ✭✷✳✹✳✶✺✮ ② ✭✷✳✹✳✶✻✮ ❡♥ ✭✷✳✹✳✼✮✱ r❡s✉❧t❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

va = Akskp2w + AksV
′

ioff − AkspθL − AksVpoff ✭✷✳✹✳✶✼✮

❊❧ s✉❜s✐st❡♠❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝♦ ♣✉❡❞❡ ✐♥t❡r❝♦♥❡❝t❛rs❡ ❝♦♥ ❡❧ s✉❜s✐st❡♠❛ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝á♥✐❝♦ ❞❡❧ s❡r✈♦✲

♠♦t♦r s✉st✐t✉②❡♥❞♦ ✭✷✳✹✳✶✼✮ ❡♥ ✭✷✳✹✳✶✸✮✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥❞♦ ❛❧❣❡❜rá✐❝❛♠❡♥t❡ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

nJmRa

kaAksp
θ̈L +

nRa

kaAksp

(

kakb
Ra

+Bm

)

θ̇L + θL =
kp2
p
w −

Ra

nkaAksp
τL +

V ′

ioff − Vpoff

p
✭✷✳✹✳✶✽✮

▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧ ✭✷✳✹✳✶✽✮ ❡s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ 2♦ ♦r❞❡♥ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❞❡❧

s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈✱ q✉❡ ♣✉❡❞❡ r❡❡s❝r✐❜✐rs❡ ❡♥ ❢♦r♠❛ ❝♦♠♣❛❝t❛ ❝♦♠♦

c1θ̈L + c2θ̇L + θL = c3w − c4τL + c5 ✭✷✳✹✳✶✾✮

❞♦♥❞❡ c1 = nJmRa

kaAksp
✱ c2 =

nkakb+nRaBm

kaAksp
✱ c3 =

kp2
p
✱ c4 = Ra

nkaAksp
② c5 =

V ′

ioff
−Vpoff

p
✳

▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✶✾✮ ♣✉❡❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❛rs❡ ❝♦♠♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❡♥ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ❡st❛❞♦s✱ ❞❡✜♥✐❡♥❞♦

❧❛ ❡♥tr❛❞❛ ❝♦♠♦ ❡❧ ❛♥❝❤♦ ❞❡ ♣✉❧s♦ w ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼✱ ② ❧♦s ❡st❛❞♦s ❝♦♠♦ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r

q ② ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r q̇ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛✱ ❞❛❞♦ ♣♦r

[

θ̇L
θ̈L

]

=

[

0 1
− 1

c1
− c2

c1

] [

θL
θ̇L

]

+

[

0
c3
c1

]

w −

[

0
c4
c1

]

τL +

[

0
c5
c1

]

✭✷✳✹✳✷✵✮
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✷✳✺ ▼♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❝♦♥ s❡r✈♦♠♦t♦r❡s

▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✷✵✮ ❡s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡st❛❞♦ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦tr ❘❈✱ ❝✉②❛s

❡♥tr❛❞❛s s♦♥ ❡❧ ❛♥❝❤♦ ❞❡ ♣✉❧s♦ w ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ ② ❧❛ ❝❛r❣❛ ❞❡❧ ♠♦t♦r τL ❝♦♠♦ ✉♥❛ ♣❡rt✉❜❛❝✐ó♥

❞❡❧ s✐st❡♠❛✳

P♦r ♦tr♦ ❧❛❞♦✱ s✐ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ♣♦s❡❡ ✉♥ s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈ ♣♦r ❝❛❞❛ ❛r✲

t✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✶✾✮ ❡①♣r❡s❛❞❛ ❡♥ ❢♦r♠❛ ❝♦♠♣❛❝t❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ t♦❞♦s ❧♦s

s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ❡s

A1q̈ + A2q̇ + q = B1w − B2τL + C1 ✭✷✳✺✳✶✮

❞♦♥❞❡ q ∈ R
n ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s θL✱ q̇ ∈ R

n ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s

✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s θ̇L ② q̈ ∈ R
n ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s ❛❝❡❧❡r❛❝✐♦♥❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s θ̈L✳ ▲♦s ❝♦✲

❡✜❝✐❡♥t❡s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡✜♥✐❞❛s ❝♦♠♦ A1 = diag{c11, c12, ..., c1n}✱

A2 = diag{c21, c22, ..., c2n}✱ B1 = diag{c31, c32, ..., c3n}✱ B2 = diag{c41, c42, ..., c4n} ② C1 =

diag{c51, c52, ..., c5n}✳

❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✸✳✼✮ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✶✮✱

❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❡s

(A1 +B2M(q))q̈ + (A2q̇ +B2H(q, q̇)) + q +B2G(q)− C1 = B1w ✭✷✳✺✳✷✮

❊♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✷✮ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✱ ❡❧

♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❧♦s ❛❝t✉❛❞♦r❡s ✭s❡r✈♦♠♦t♦r❡s✮✱ ❧❛ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦✱ ② ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡

❝♦♠♣❡♥s❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❞♦ ② ❡❧ ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ P❲▼✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s

♥✉♠ér✐❝♦s ❞❡ s✉s ♣❛rá♠❡tr♦s c1✱ c2✱ c3✱ c4 ② c5 s❡ s✉♣♦♥❡♥ ❞❡s❝♦♥♦❝✐❞♦s✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❡♥ ❡❧

s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐❝❤♦s ♣❛rá♠❡tr♦s✳

✷✼



❈❛♣ít✉❧♦ ✸

❈❛r❛❝t❡r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ② ❝♦♥tr♦❧

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣❧❛♥t❡❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✷✮✱ ✐♥✈♦❧✉❝r❛ ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ② ❞❡ ❧♦s

❛❝t✉❛❞♦r❡s✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♣r❡s❡♥t❡s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦

s♦♥ ❞❛t♦s ❝♦♥♦❝✐❞♦s ♦ ♠❡❞✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♦ ♠❛s❛s ② ❧♦♥❣✐t✉❞❡s✱ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r s♦♥

❞❡s❝♦♥♦❝✐❞♦s ♦ ♥♦ ♣✉❡❞❡♥ s❡r ♠❡❞✐❞♦s ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ♣r♦♣♦♥❡ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣❛r❛ ❡st✐♠❛r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s c1✱ c2✱

c3✱ c4 ② c5✱ q✉❡ s♦♥ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s A1✱ A2✱ B1✱ B2

② C1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ✐♥❝❧✉✐❞❛s ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✷✮✳ P❛r❛ ❡st✐♠❛r ❞✐❝❤♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s✱ ❧❛

♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣r♦♣✉❡st❛ r❡q✉✐❡r❡ ♠❡❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ P❲▼ ♠❛♥❞❛❞❛ ❛❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱

❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ s❛❧✐❞❛ q = θL✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ ② ❞❡ ❧❛

♠❡❞✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ Vp ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ❞❡ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳
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✸✳✶✳✶ ▼♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ ② ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ❞❡ r❡tr♦❛❧✲

✐♠❡♥t❛❝✐ó♥

▲♦s s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ✉t✐❧✐③❛♥ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ ❝♦♠♦ ❡♥tr❛❞❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛✱ ♣❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥

❛♥❣✉❧❛r ❞❡ s✉ ✢❡❝❤❛✳ ❯♥❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ ❝♦♥ ❛♥❝❤♦ ❞❡ ♣✉❧s♦ w ♣✉❡❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛rs❡ ❝♦♠♦ ✉♥ ✈♦❧t❛❥❡

Vi ❞❡ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❞✐r❡❝t❛ ❬✸✵❪✱ s✉ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ T ② ❧❛ ❛♠♣❧✐t✉❞ Vdd ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧

P❲▼✱ q✉❡ s❡ ✐❧✉str❛♥ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡ ✉♥❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ ❝♦♥ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡ ❝♦rr✐❡♥t❡ ❞✐r❡❝t❛ Vi✳

❊♥t♦♥❝❡s✱ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ❛♥❝❤♦ ❞❡❧ ♣✉❧s♦ w ② Vi ❡s ❞❛❞❛ ♣♦r

w = kp1Vi ✭✸✳✶✳✶✮

❞♦♥❞❡ kp1 ❡s ✉♥ ❢❛❝t♦r ❞❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝✐❛✱ q✉❡ ♣✉❡❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛rs❡ ❝♦♥ kp1 = T/Vdd✳ P❛r❛ ❛❧❣✉♥❛s

t❛r❥❡t❛s ❡❧❡❝tró♥✐❝❛s✱ ❡❧ ❢❛❜r✐❝❛♥t❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ T ② Vdd ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ q✉❡

❣❡♥❡r❛♥✳ ❉❡ ♥♦ s❡r ❡❧ ❝❛s♦✱ ♣✉❡❞❡ ✉t✐❧✐③❛rs❡ ✉♥ ♦s❝✐❧♦s❝♦♣✐♦ ♣❛r❛ ✈❡r ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ ❣❡♥❡r❛❞❛ ②

❝♦♥♦❝❡r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ T ② Vdd✳

❙❡ ❤❛❝❡ ❧❛ s✉♣♦s✐❝✐ó♥ q✉❡ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ Vi ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼✮ t✐❡♥❡ ✉♥❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥

❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r q✉❡ s❡ ❞❡s❡❛ q✉❡ t❡♥❣❛ ❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ② ♣✉❡❞❡ ♠♦❞❡❧❛rs❡ ❝♦♠♦

✷✾



Vi = kiqref + Vioff ✭✸✳✶✳✷✮

❞♦♥❞❡ qref ❡s ❧❛ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡s❡❛❞❛ ♣❛r❛ ❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ ki ② Vioff s♦♥ ♣❛rá♠❡t✲

r♦s ❛s♦❝✐❛❞♦s ❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦ ♦ t❛r❥❡t❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝❛ q✉❡ ❣❡♥❡r❛ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼✳ ▲♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ki

② Vioff s❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜t❡♥❡r ❞❡ ❧❛ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧♦s ✈♦❧t❛❥❡s Vi ✭❞❡ ❧❛s s❡ñ❛❧❡s P❲▼ ❣❡♥❡r❛❞❛s ♣♦r ❧❛

t❛r❥❡t❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧✮ ♣❛r❛ ✈❛r✐❛s r❡❢❡r❡♥❝✐❛s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ qref ✱ ❝♦♠♦ s❡ ✐❧✉str❛

❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✷✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✿ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ki ② Vioff ✳

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ki ❡s ❧❛ ♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❡♥ ❞✐❝❤❛ ❣rá✜❝❛ ② ❡❧ Vioff ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ Vi ♣❛r❛

qref = 0✳ ❆❧ s✉st✐t✉✐r ✭✸✳✶✳✷✮ ❡♥ ✭✸✳✶✳✶✮✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ❛♥❝❤♦ ❞❡ ♣✉❧s♦ ② ❧❛

r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡s❡❛❞❛ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ q✉❡ r❡s✉❧t❛ ❡♥

w = kp1kiqref + kp1Vioff ✭✸✳✶✳✸✮

P♦r ♦tr♦ ❧❛❞♦✱ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s p ② Vpoff r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦s ❛❧ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❡♥

✭✷✳✹✳✶✻✮✱ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛r ❞❡ ❧❛ ❣rá✜❝❛ ❣❡♥❡r❛❞❛ ❞❡ ❧♦s ✈♦❧t❛❥❡s Vp ♠❡❞✐❞♦s ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦

✸✵



❞❡ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❝♦♥tr❛ ❧❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s r❡❛❧❡s q ❞❡ ❧❛ ✢❡❝❤❛

❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ ❝♦♠♦ s❡ ✐❧✉str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✸✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✸✿ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s p ② Vpoff ✳

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ p ❡s ❧❛ ♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❡♥ ❞✐❝❤❛ ❣rá✜❝❛ ② ❡❧ Vpoff ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ Vp ♣❛r❛ q = 0✳

✸✳✶✳✷ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s c1✱ c2✱ c3 ② c5

❉❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✶✸✮✱ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ q✉❡ ❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ♥♦ t❡♥❣❛ ❝❛r❣❛ ✭τL = 0✮ ② ❡sté ❡♥ ❡st❛❞♦

❡st❛❝✐♦♥❛r✐♦ ✭q̇ = 0 ② q̈ = 0✮✱ ❧❛ t❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❛r♠❛❞✉r❛ ❡s ✐❣✉❛❧ ❛ ❝❡r♦ ✭va = 0✮✱

❡♥t♦♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✼✮ r❡s✉❧t❛ q✉❡ V ′

i = Vp✳ ❊♥ ❡s❡ ❡s❝❡♥❛r✐♦✱ ❝♦♥ ♠❡❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡ ✈♦❧t❛❥❡s

Vp ② ❡❧ ❛♥❝❤♦ w ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧❡s P❲▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦

✭✷✳✹✳✶✺✮✳ ❈♦♠♦ s❡ ✐❧✉str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✹✱ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ kp2 ❡s ❧❛ ♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❡♥ ❞✐❝❤❛ ❣rá✜❝❛ ② ❡❧

V ′

ioff ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ Vp ♣❛r❛ w = 0✳

✸✶



❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✿ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s kp2 ② V ′

ioff ✳

❈♦♥ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s kp1✱ ki✱ Vioff ✱ p✱ Vpoff ✱ kp2 ② V ′

ioff ✱ ②❛ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛r

❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ❛♥❝❤♦ ❞❡ ♣✉❧s♦ w ❝♦♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✶✳✸✮ ② ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s c3 ② c5 ❝♦♥ ✭✷✳✹✳✶✾✮✳

❙✐ s❡ ✐♥t❡❣r❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✶✾✮ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ♥♦ t✐❡♥❡ ❝❛r❣❛ ② ❝♦♥ w

❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ qref s❡❛ ❝♦♥st❛♥t❡✱ r❡s✉❧t❛

c1

∫

q̈dt+ c2

∫

q̇dt+

∫

qdt = c3w

∫

dt+ c5

∫

dt

c1q̇ + c2q + z = c3wt+ c5t

❞♦♥❞❡ z s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ z(t) =
∫ t

0

q(t)dt✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❡♥ ❡st❛❞♦ ❡st❛❝✐♦♥❛r✐♦ ✭q̇ = 0 ② q̈ = 0✮ ❡♥

t✐❡♠♣♦ t = tf ✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡

c2q(tf ) + z(tf ) = c3wtf + c5tf ✭✸✳✶✳✹✮

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❛❧ ❞❡s♣❡❥❛r ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ c2 q✉❡❞❛ q✉❡

✸✷



c2 =
c3wtf + c5tf − z(tf )

q(tf )
✭✸✳✶✳✺✮

P♦r ♦tr♦ ❧❛❞♦✱ ❛❧ ❞❡s♣❡❥❛r ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ c1 ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✶✾✮✱ r❡s✉❧t❛ q✉❡

c1 =
c3w − q(t)− c2q̇(t) + c5

q̈(t)
✭✸✳✶✳✻✮

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ c1 ♣✉❡❞❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛rs❡ ❝♦♠♦ ❧❛ ♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝t❛ q✉❡ ❛♣❛r❡❝❡ ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞♦

tr❛♥s✐t♦r✐♦✳ ▲❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s q̇(t) ② q̈(t) s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛r ♥✉♠ér✐❝❛♠❡♥t❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s

♠❡❞✐❞♦s ② ✜❧tr❛❞♦s ❞❡ q(t)✳

✸✳✶✳✸ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ c4

❊❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❛♥t❡r✐♦r ❡s s✉✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✭✷✳✹✳✶✾✮ ❞❡❧

s❡r✈♦♠♦t♦r s✐♥ ❝❛r❣❛✱ ♦ ♣❛r❛ ✉♥♦ ❝♦♥ ❝❛r❣❛ ❜❛❧❛♥❝❡❛❞❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ τL = JLq̈ + BLq̇✱ t❛❧ q✉❡

JL ② BL s❡❛♥ ✐♥❝❧✉✐❞♦s ❡♥ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ q̇ ② q̈ ❡♥ ✭✷✳✹✳✶✾✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦

❞❡ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❝♦♥ ♦tr♦ t✐♣♦ ❞❡ ❝❛r❣❛s✱ ❡s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧❛r ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ c4✳

P❛r❛ ❡❧❧♦✱ s❡ ❛❝♦♣❧❛ ✉♥❛ ❝❛r❣❛ ❞❡s❜❛❧❛♥❝❡❛❞❛ ❝♦♥♦❝✐❞❛✱ ❝♦♠♦ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦ ❧❛ ❞❡❧ ♣é♥❞✉❧♦ ❞❡s❝r✐t❛

♣♦r

τL = JLq̈ +BLq̇ +mgl sin(q) ✭✸✳✶✳✼✮

❞♦♥❞❡ JL ❡s ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ ✐♥❡r❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛ ✭♣✉❡❞❡ s❡r ❞❡s❝♦♥♦❝✐❞♦✮✱ BL ❡s ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡

❢r✐❝❝✐ó♥ ✈✐s❝♦s❛ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛ ✭♣✉❡❞❡ s❡r ❞❡s❝♦♥♦❝✐❞♦✮✱ m ❡s ❧❛ ♠❛s❛ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛ ✭❞❡❜❡ s❡r ❝♦♥♦❝✐❞❛✮✱

l ❡s ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ✢❡❝❤❛ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❛❧ ❝❡♥tr♦ ❞❡ ♠❛s❛ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❣❛ ✭❞❡❜❡ s❡r ❝♦♥♦❝✐❞❛✮ ②

g ❡s ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❣r❛✈✐t❛❝✐♦♥❛❧✳ ■♥❝❧✉②❡♥❞♦ ❧❛ ❝❛r❣❛ ✭✸✳✶✳✼✮ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✶✾✮✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡
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(c1 + c4JL) q̈ + (c2 + c4BL) q̇ + q = c3w − c4mgl sin(q) + c5 ✭✸✳✶✳✽✮

❈✉❛♥❞♦ ❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❡stá ❡♥ ❡st❛❞♦ ❡st❛❝✐♦♥❛r✐♦ ✭q̇❂✵ ② q̈❂✵✮ ❡♥ t✐❡♠♣♦ tf ✱ ❝♦♥ ✉♥❛ ❡♥tr❛❞❛

w ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ qref s❡❛ ❝♦♥st❛♥t❡✱ s❡ ❞❡s♣❡❥❛ c4 ❞❡ ✭✸✳✶✳✽✮ ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛

c4 =
c3w(tf ) + c5 − q(tf )

mgl sin(q(tf ))
✭✸✳✶✳✾✮

❆❧ s❡r ❝♦♥♦❝✐❞♦s ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s m✱ g✱ l ② q(tf) ❞❡ ❡s❛ ❝❛r❣❛ ❛❝♦♣❧❛❞❛✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❡❧ ✈❛❧♦r

❞❡ c4 ✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❝♦♥ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ q✉❡ s❡ ❤❛ ♦❜t❡♥✐❞♦ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s c1✱ c2✱ c3✱ c4 ② c5✱

s❡ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛ ❛ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ✭✷✳✹✳✶✾✮ ② ✭✷✳✹✳✷✵✮✱ ♣❛r❛ ♣♦❞❡r ✉t✐❧✐③❛r❧♦s ❡♥ ❞✐s❡ñ♦✱ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ②

❛❧❣♦r✐t♠♦s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❡ r❡q✉✐❡r❛♥ ❝♦♥♦❝❡r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ♣❛r❛ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❝❛r❣❛ τL✳

✸✳✷ ❈♦♥tr♦❧❛❞♦r

❊♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✱ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ s❡ ❞✐s❡ñ❛ ❝♦♥ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧

♥♦ ❧✐♥❡❛❧ ♣♦r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❬✸✶❪ ❬✸✷❪✱ q✉❡ s❡ ❜❛s❛ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦✱ ❝♦♥ ❡❧

♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❝❛♥❝❡❧❛r ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ✭❧❛ ♣❧❛♥t❛✮ ② ♦❜t❡♥❡r ✉♥ s✐st❡♠❛ ❧✐♥❡❛❧ ❡♥ ❧❛③♦

❝❡rr❛❞♦ ❝♦♥ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞✐♥á♠✐❝❛s ♣r♦♣✉❡st❛s ✭❧✐♥❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ♣♦r r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡

❡st❛❞♦s✮✳

P❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ✭✷✳✸✳✼✮✱ ❧❛ ❧❡② ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❬✸✸❪ ❡s

M(q)(q̈d +K1e1 +K2e2) +H(q, q̇) + g(q) = τ ✭✸✳✷✳✶✮

❞♦♥❞❡ K1, K2 ∈ R
n×n s♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝♦♥♦❝✐❞❛s ② ❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❞❡

r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥✱ ② q̈d ❡s ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛✳ ▲❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❡rr♦r r❡♣r❡s❡♥t❛♥ e1 = qd − q

✸✹



② e2 = q̇d − q̇✱ ❞♦♥❞❡ qd ❡s ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ② q̇d ❡s ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡s❡❛❞❛✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✺ s❡

♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✺✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦✳

P❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✷✮✱ s❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❧♦s

❛❝t✉❛❞♦r❡s ❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✷✳✶✮ ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛ ❧❡② ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ r❡s✉❧t❡ ❡♥

w = B−1

1
[(A1 +B2M(q))(K1e1 +K2e2 + q̈d) + (A2q̇ +B2H(q, q̇)) + q +B2G(q)− C1] ✭✸✳✷✳✷✮

❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✷✳✷✮ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✷✮ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦

❝♦♠♦

q̈ = K1e1 +K2e2 + q̈d ✭✸✳✷✳✸✮

❙✐ x1 = e1 ② x2 = e2✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡♥ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ❡st❛❞♦s ❞❡ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❡s

[

ẋ1
ẋ2

]

=

[

0 I
−K1 −K2

] [

x1
x2

]

= Ax ✭✸✳✷✳✹✮
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❞♦♥❞❡ I ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ✐❞❡♥t✐❞❛❞✳ ❉❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡❧ ❡rr♦r ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❡s ❧✐♥❡❛❧✱

♣❛r❛ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ x = e =
[

e1 e2
]T

t✐❡♥❞❛ ❛ ❝❡r♦ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ q✉❡ t♦❞♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s

❞❡ A ∈ R
2n×2n t❡♥❣❛♥ ♣❛rt❡ r❡❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❛✳ P❛r❛ ❧♦❣r❛r❧♦✱ s❡ r❡q✉✐❡r❡ s✐♥t♦♥✐③❛r ❧❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❞❡

r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ K1 ② K2✱ ♣❛rt✐❡♥❞♦ ❞❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝♦ ❞❡ A✱ ❞❛❞♦ ♣♦r

det(SI − A) = s2I +K2s+K1 = 0 ✭✸✳✷✳✺✮

P❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❡st❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ♣✉❡❞❡ ❡①♣r❡s❛rs❡ ❝♦♠♦ s2 +K2is +K1i = 0✱ ❡❧ ❝✉❛❧

t✐❡♥❡ ✷ ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λ1i ② λ2i✳ ❇❛sá♥❞♦s❡ ❡♥ q✉❡ s2 + K2is + K1i = (s − λ1i)(s − λ2i) =

s2 + (−λ1i − λ2i)s+ λ1iλ2i✱ ❡♥t♦♥❝❡s ♣❛r❛ i = 1, 2, ..., n ❧❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s s❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ ❝♦♠♦

K1i = λ1iλ2i
K2i = −λ1i − λ2i

✭✸✳✷✳✻✮

❝♦♥ λ1i ② λ2i ❡❧❡❣✐❞❛s ❛r❜✐tr❛r✐❛♠❡♥t❡ ❝♦♥ ♣❛rt❡ r❡❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❛✳
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❈❛♣ít✉❧♦ ✹

❘❡s✉❧t❛❞♦s

✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧❡s

❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥✱ ♠❡❞✐❛♥t❡ s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧❡s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞❛s ❡♥ ▼❆❚▲❆❇ ② ❙✐♠✉❧✐♥❦✱

s❡ ✐❧✉str❛ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❧♦s s❡r✈♦♠♦✲

t♦r❡s✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦✱

q✉❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✱ s✉s s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ② ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r✳ ❈♦♥ ❞✐❝❤♦s r❡s✉❧✲

t❛❞♦s✱ s❡ ❝♦♠♣❛r❛ ❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡s❡❛❞❛s ② ❧❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ❛❧ ✐❣✉❛❧ q✉❡

❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧❛s ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s✳

✹✳✶✳✶ ❱❛❧✐❞❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❝♦♥ r✉✐❞♦

❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥✱ s❡ ✐❧✉str❛ ♥✉♠ér✐❝❛♠❡♥t❡ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦

❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈ ❡♥ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ❡st❛❞♦s ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✷✵✮✳ P❛r❛ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡t✲

r♦s ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈ ❡♥ ✉♥ ❡s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s✱ s✉♣ó♥❣❛s❡ q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✭✷✳✹✳✷✵✮ ♥♦

t✐❡♥❡ ❝❛r❣❛ ② t✐❡♥❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❢ís✐❝♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s

[

θ̇L
θ̈L

]

=

[

0 1
−2.6 −4

] [

θL
θ̇L

]

+

[

0
193

]

w +

[

0
20

]

✭✹✳✶✳✶✮

✸✼



❙✉ s❛❧✐❞❛ ♠❡❞✐❞❛ ❡s ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡ ❧❛ ✢❡❝❤❛✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ♣✉❡❞❡ ✈❡rs❡ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶

❛♥t❡ ✉♥❛ ❡♥tr❛❞❛ ❡s❝❛❧ó♥✱ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ❡s❝❡♥❛r✐♦s ❡♥ q✉❡ ❧❛ s❛❧✐❞❛ t✉✈✐❡s❡ r✉✐❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡

❞✐str✐❜✉✐❞♦ ❝♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♠á①✐♠❛s ❞❡ ±✶✪✱ ±✺✪ ② ±✶✵✪✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✿ ❙❛❧✐❞❛s ♠❡❞✐❞❛s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ s❡r✈♦♠♦t♦r ✭✹✳✶✳✶✮✳

❊♥ ✉♥ ♣r✐♠❡r ❡s❝❡♥❛r✐♦✱ ❞❡ ♠❡❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ s❛❧✐❞❛ s✐♥ r✉✐❞♦✱ s❡ ❛♣❧✐❝❛ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡❧

❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r ♣❛r❛ ❡st✐♠❛r ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✭✹✳✶✳✶✮ ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✳✷✵✮✱

❧♦s ❝✉❛❧❡s r❡s✉❧t❛r♦♥ ❝♦♠♦ c1 = 0.37✱ c2 = 1.66✱ c3 = 71.70 ② c5 = 9.25✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥

♣❛rá♠❡tr♦s ❡st✐♠❛❞♦s ❡s

[

θ̇L
θ̈L

]

=

[

0 1
−2.65 −4.3

] [

θL
θ̇L

]

+

[

0
194

]

w +

[

0
25

]

✭✹✳✶✳✷✮

❈♦♠♦ ♣✉❡❞❡ ❛♣r❡❝✐❛rs❡✱ ❡♥ ✉♥ ❡s❝❡♥❛r✐♦ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ♥♦ ❤❛②❛ r✉✐❞♦ ❡♥ ❧❛ ♠❡❞✐❝✐ó♥✱ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥

❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❡s ✉♥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❜✉❡♥❛✳ ❈✉②❛ r❡s♣✉❡st❛ ❡♥ ❡❧

t✐❡♠♣♦ s❡ ✐❧✉str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✳

❆❞❡♠ás✱ s❡ ✉t✐❧✐③ó ❡st❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❝✉❛♥❞♦ ❧❛ s❡ñ❛❧

♠❡❞✐❞❛ t❡♥í❛ r✉✐❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❞✐str✐❜✉✐❞♦ ❝♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♠á①✐♠❛s ❞❡ ±✶✪✱ ±✺✪ ② ±✶✵✪✱

✸✽



r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷ s❡ ✐❧✉str❛ ✉♥❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉s r❡s♣✉❡st❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❛♥t❡

❡♥tr❛❞❛ ❡s❝❛❧ó♥ ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❡st✐♠❛❞♦s ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✭✹✳✶✳✶✮✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✿ ❘❡s♣✉❡st❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❡st✐♠❛❞♦s ❞❡ s❛❧✐❞❛ ♠❡❞✐❞❛ s✐♥ ✜❧tr♦✳

❈♦♠♦ ♣✉❡❞❡ ❛♣r❡❝✐❛rs❡ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✱ ❧❛ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ r✉✐❞♦ ❡♥ ❧❛ ♠❡❞✐❝✐ó♥ ❛❢❡❝t❛ ❛ ❧❛

❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ s❡ ♣r♦♣♦♥❡ r❡❞✉❝✐r ❡❧ r✉✐❞♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✜❧tr❛❞♦✳

P❛r❛ ❝♦♥♦❝❡r s✉ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦✱ s❡ ❝♦♠♣❛r❛ ❡❧ ✉s♦ ❞❡ ✸ ✜❧tr♦s✱ q✉❡ s♦♥ ❡❧ ✜❧tr♦ ❇✉tt❡r✇♦rt❤✱ ❋■❘

② ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛✳ ❊❧ ✜❧tr♦ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ♣❡r♠✐t❡ ❡❧ ♣❛s♦ ❞❡ ❧❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ♠ás ❜❛❥❛s ② r❡q✉✐❡r❡ ❞❡❧

✈❛❧♦r ❞❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ✜❧tr♦✱ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rt❡ ② ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ t♦t❛❧ ❞❡❧ ❡s♣❡❝tr♦✱ ❝♦♠♦ s❡ ✐♥❞✐❝❛

❡♥ ❬✸✹❪✳ ❊❧ ✜❧tr♦ ❋■❘ ✭♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ■♥❣❧és ❞❡ ❋✐♥✐t❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡✮ t❛♠❜✐é♥ r❡q✉✐❡r❡ ❞❡❧

♦r❞❡♥ ❞❡❧ ✜❧tr♦✱ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rt❡ ② ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ t♦t❛❧ ❞❡❧ ❡s♣❡❝tr♦ ❬✸✺❪✳ ❊❧ ✜❧tr♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛

❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❛s✐❣♥❛r ❛ ❝❛❞❛ ♣✉♥t♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ♠❡❞✐❛♥❛ ❧♦❝❛❧✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛s ♠✉❡str❛s

❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ❝❛❞❛ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧✱ ② só❧♦ r❡q✉✐❡r❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥t❛♥❛✱ ❝♦♠♦ s❡

❡①♣❧✐❝❛ ❡♥ ❬✸✻❪✳

❊♥ ❧❛s ✜❣✉r❛s ✹✳✸✱ ✹✳✹ ② ✹✳✺✱ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜s❡r✈❛r ❧❛s s❛❧✐❞❛s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡

♣❛rá♠❡tr♦s ❡st✐♠❛❞♦s✱ t❛❧ q✉❡ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ♠❡❞✐❞❛ r✉✐❞♦s❛ s❡ ❛♣❧✐❝❛r♦♥ ❧♦s ✜❧tr♦s ❇✉tt❡r✇♦rt❤✱

❋■❘ ② ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❝♦♥ ✉♥ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡ ♠✉❡str❡♦ ❞❡ ✵✳✶ s❡❣✉♥❞♦s✳ P❛r❛ ❡❧ ✜❧tr♦

✸✾



❇✉tt❡r✇♦rt❤ ❡❧ ♦r❞❡♥ ❡s ❞❡ ✺ ② ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rt❡ ❡s ❞❡ ✶ ❍③✱ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦ ❝♦♥ ❡❧ ❡s♣❡❝tr♦

❞❡ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s✳ ❊❧ ♦r❞❡♥ ❞❡❧ ✜❧tr♦ ❋■❘ ❡s ❞❡ ✹✵ ② ❝♦♥ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rt❡ ❞❡ ✶ ❍③✳ ❊❧

t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ✈❡♥t❛♥❛ ❞❡❧ ✜❧tr♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛ ❡s ❞❡ ✹✵✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✿ ❙❛❧✐❞❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ ♣❛rá♠❡tr♦s ❡st✐♠❛❞♦s ② s❛❧✐❞❛ ❝♦♥ ✜❧tr♦ ❇✉tt❡r✲
✇♦rt❤✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✿ ❙❛❧✐❞❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ ♣❛rá♠❡tr♦s ❡st✐♠❛❞♦s ② s❛❧✐❞❛ ❝♦♥ ✜❧tr♦ ❋■❘✳

✹✵



❋✐❣✉r❛ ✹✳✺✿ ❙❛❧✐❞❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ ♣❛rá♠❡tr♦s ❡st✐♠❛❞♦s ② s❛❧✐❞❛ ❝♦♥ ✜❧tr♦ ❞❡ ♠❡❞✐✲
❛♥❛✳

❈♦♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s✱ s❡ ❝♦♠♣r✉❡❜❛ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ♠❡❥♦r ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s

❛❧ ✉t✐❧✐③❛r ❧❛s s❡ñ❛❧❡s ✜❧tr❛❞❛s q✉❡ ❛q✉❡❧❧❛s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ r✉✐❞♦✳ ❉❡ ❧♦s ✸ ✜❧tr♦s s❡ t♦♠❛ ❡❧ ✜❧tr♦

❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛✱ ②❛ q✉❡ ❝♦♥ é❧ s❡ ♦❜t✉✈♦ ✉♥❛ ♠❡❥♦r ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ♠❡❞✐❞❛✱ ❛❞❡♠ás ❞❡ s❡r

❡❧ ♠ás s❡♥❝✐❧❧♦ ❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r✳

✹✳✶✳✷ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦

❙❡ ♣❧❛♥t❡❛ q✉❡ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ r❡❛❧✐❝❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛❧ ❝✐❝❧♦ ❞❡ ❝❛♠✐♥❛t❛ ❤✉✲

♠❛♥❛ ❞❡ s✉❥❡t♦s s❛♥♦s✳ P❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❞✐❝❤♦s ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s✱ ❡①✐st❡♥ r❡❢❡r❡♥❝✐❛s ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s

r❡♣♦rt❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❤✉♠❛♥♦s ❬✸✼❪✳

▲❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ♣❛r❛ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ q✉❡ s❡ t♦♠❛♥ ❝♦♠♦ ❜❛s❡ ♣❛r❛

❡st❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ❡①♣♦♥❡♥ ❡♥ ❡❧ ❛♣é♥❞✐❝❡ ❆✳✶✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✷✮✱ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♣❛r❛ M ✱ H ② G✱ q✉❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧❛s ♠❛s❛s ② ❧♦♥❣✐t✉❞❡s✱ s❡ t♦♠❛♥ ❞❡ ❬✷✶❪ ② ❧♦s ❞❡♠ás s♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦s ✉t✐❧✐③❛♥❞♦

❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✸✳ P✉❡st♦ q✉❡ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ só❧♦ ❧❛ ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s s♦♥

✹✶



♠❡❞✐❜❧❡s✱ ② ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭✸✳✷✳✷✮ r❡q✉✐❡r❡ ❡❧ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r✱ s❡

✉t✐❧✐③❛ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❞♦r ❞❡ ❊✉❧❡r ❬✸✽❪✱ ❞❛❞♦ ♣♦r

ẋk ≈
xk − xk−1

∆t
✭✹✳✶✳✸✮

❞♦♥❞❡ xk ❡s ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ❛❝t✉❛❧✱ xk−1 ❡s ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥ ❡❧ ✐♥st❛♥t❡ ❞❡ t✐❡♠♣♦

❛♥t❡r✐♦r ② ∆t ❡s ❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦✳ ❈♦♥ ❡st♦✱ s❡ r❡❛❧✐③❛r♦♥ s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝❛s♦s✱

❞♦♥❞❡ ❡s ❞❡ ✐♥t❡rés ❡❧ ♦❜s❡r✈❛r ❡❧ ❡rr♦r ❞❡ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛✱ t❛♥t♦ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ❞❡

✈❡❧♦❝✐❞❛❞✳ ❊❧ ❡rr♦r ❞❡ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦

ei = qdi − qi ✭✹✳✶✳✹✮

❞♦♥❞❡ qdi ❡s ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡s❡❛❞❛ ♣❛r❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i ② qi ❡s ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ♦❜t❡♥✐❞❛ ❞❡

❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i✱ ❝♦♥ i = 1, 2, 3, ...7✱ ♣❛r❛ ✉♥❛ s♦❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞

✐♥❢❡r✐♦r✳

❊❧ ❡rr♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❡♥ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛✱ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦

ėi = q̇di − q̇i ✭✹✳✶✳✺✮

❞♦♥❞❡ q̇di ❡s ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡s❡❛❞❛ ♣❛r❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i ② q̇i ❡s ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❛

♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i✱ ❝♦♥ i = 1, 2, 3, ...7✱ ♣❛r❛ ✉♥❛ s♦❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞

✐♥❢❡r✐♦r✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥ s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❝✐♥❝♦ ❝❛s♦s✳ ❊♥

❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✷ ❝❛s♦s s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡♥ ❧❛③♦ ❛❜✐❡rt♦ ❛❧ ♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❡❧

♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ② ❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛r❧♦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❧♦s ♦tr♦s ✸ ❝❛s♦s✱ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛

r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r✱ ② s❡ ❛♣❧✐❝❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦✱

✹✷



❝♦♥ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✹ s❡ s✉♣♦♥❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ② ❡♥ ❡❧ ✺ ❝♦♥ r✉✐❞♦✳ ❙❡

✉t✐❧✐③❛ ❡❧ ♠✐s♠♦ t✐❡♠♣♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣r♦♣✉❡st♦ ❡♥ ❬✷✶❪✱ q✉❡ ❡s ❞❡ ♦❝❤♦ s❡❣✉♥❞♦s✳ ▲❛ ♥✉♠❡r❛❝✐ó♥

❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❡stá ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❡♥ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❡sq✉❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✶❛✱ ❞♦♥❞❡ ♣❛rt❡ ❞❡

❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❞❡❞♦s ❞❡❧ ♣✐❡ ❡♥ ♣❧❛♥♦ s❛❣✐t❛❧✱ q✉❡ ❡s ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✶✱ ❤❛st❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥

❞❡ ❧❛ ❝❛❞❡r❛ ❡♥ ♣❧❛♥♦ ❢r♦♥t❛❧✱ q✉❡ ❡s ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✼✳ ▲♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❡stá♥ ❞❛❞♦s ❡♥

❣r❛❞♦s ② ❧♦s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❡♥ ❣r❛❞♦s ♣♦r s❡❣✉♥❞♦✱ ② ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ✸✱ ✹ ② ✺✱ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧❛s s❛❧✐❞❛s

❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r✳

❈❛s♦ ✶✿ ▲❛③♦ ❛❜✐❡rt♦ s✐♥ ❝❛r❣❛

❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦✱ s❡ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ✭✷✳✺✳✷✮✱ ♣❡r♦ s❡ s✉♣♦♥❡ q✉❡ ♥♦ ❤❛② ❝❛r❣❛✱ ❡s

❞❡❝✐r τL ❡s ❝❡r♦ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛ M(q) = 0✱ H(q, q̇) = 0 ② G(q) = 0)✱ q✉❡❞❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦

❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✭✷✳✺✳✶✮✿

A1q̈ + A2q̇ + q = B1w + C1 ✭✹✳✶✳✻✮

❆❞❡♠ás s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ♥♦ ❤❛② r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥✱ s✐♥♦ só❧♦ ❝♦♥tr♦❧ w ❡♥ ❧❛③♦ ❛❜✐❡rt♦✳ ❊♥

❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✻ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ❣❡♥❡r❛❞❛ ♣❛r❛

❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

✹✸



❋✐❣✉r❛ ✹✳✻✿ ❊rr♦r ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✶✳

P♦r ♦tr♦ ❧❛❞♦✱ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✼ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❧❛s ♠✐s♠❛s ❛rt✐❝✉❧❛✲

❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✼✿ ❊rr♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✶✳

✹✹



❈❛s♦ ✷✿ ▲❛③♦ ❛❜✐❡rt♦ ❝♦♥ ❝❛r❣❛

❆❤♦r❛ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✷✮✱ ♣❡r♦ s✐♥ ❝♦♥tr♦❧ w

r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❞♦✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ s✐❣✉❡ s✐❡♥❞♦ ❧❛③♦ ❛❜✐❡rt♦✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✽ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s ❡rr♦r❡s

❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ❣❡♥❡r❛❞❛ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞

✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✽✿ ❊rr♦r ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✷✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✾ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❧❛s ♠✐s♠❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛

❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

✹✺



❋✐❣✉r❛ ✹✳✾✿ ❊rr♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✷✳

❈♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r✱ ❛❧ ❛❣r❡❣❛r ✉♥❛ ❝❛r❣❛ ❡♥ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛✱ ❡❧ ❡rr♦r ❛✉♠❡♥t❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛✲

♠❡♥t❡✱ t❛♥t♦ ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r✱ ② ♣♦r ❡❧❧♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥

❝❛s♦s ❞♦♥❞❡ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦✱ ♣❛r❛ ♠❡❥♦r❛r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❜❛s❡ ❧❛

r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥✳

❈❛s♦ ✸✿ ▲❛③♦ ❝❡rr❛❞♦

❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ s❡ t♦♠❛ ❡❧ ♠✐s♠♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✺✳✷✮✱ ♣❡r♦ s❡ ❛❣r❡❣❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ♣❛r

❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✷✳✷✮✱ ❞♦♥❞❡ ❡①✐st❡ ✉♥❛ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r

♠❡❞✐❞❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✳

P❛r❛ ❧❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r s❡ ❡❧✐❣✐❡r♦♥ ❛r❜✐tr❛r✐❛♠❡♥t❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ K1 = 2000 ②

K2 = 210✱ ② ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❡s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❞♦r ❞❡ ❊✉❧❡r ❞❡s❝r✐t♦ ❡♥

❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✹✳✶✳✸✮✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✵ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛

❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ❣❡♥❡r❛❞❛ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

✹✻



❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✵✿ ❊rr♦r ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✸✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✶ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❧❛s ♠✐s♠❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛

❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✶✿ ❊rr♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✸✳

✹✼



❊st❡ ❡s ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ② ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ❡rr♦r❡s s♦♥ ♠✉❝❤♦ ♠ás

♣❡q✉❡ñ♦s q✉❡ ❝✉❛♥❞♦ ❡stá ❡♥ ❧❛③♦ ❛❜✐❡rt♦✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✷✱ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✷✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜t❡♥✐❞❛ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✸✳

❈❛s♦ ✹✿ ▲❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❝♦♥ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡

P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦ s❡ s✉♣♦♥❡ q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ♣r❡s❡♥t❛ ❞✐♥á♠✐❝❛s ♥♦ ♠♦❞❡❧❛❞❛s ♦ ✐♥❝❡r✲

t✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛s✳ ❙❡ ✉t✐❧✐③❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ♣♦r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✷✳✷✮✱ ❝♦♥ ❧❛s

♠✐s♠❛s ❣❛♥❛♥❝✐❛s ❞❡❧ ❝❛s♦ ❛♥t❡r✐♦r ✭K1 = 2000 ② K2 = 210✮ ② s❡ ❞❡s❡❛ ♦❜s❡r✈❛r s✐ ❡s ❝❛♣❛③ ❞❡

❛❜s♦r❜❡r ❡❧ ❡rr♦r ❛♥t❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ♣❛r❛♠étr✐❝❛s✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✸ s❡ ♠✉❡str❛♥

❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ❣❡♥❡r❛❞❛ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛

❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

✹✽



❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✸✿ ❊rr♦r ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✹✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✹ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❧❛s s✐❡t❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛

❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✹✿ ❊rr♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✹✳

✹✾



▲❛ s❛❧✐❞❛s ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈✐❡r♦♥ ♣❛r❛ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s s❡

♣r❡s❡♥t❛♥ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✺✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✺✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜t❡♥✐❞❛ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✹✳

❆ ♣❡s❛r ❞❡ q✉❡ ❡①✐st❡ ✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛✱ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❡stá♥

❞❡♥tr♦ ❞❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡❧ s❡r❝✈♦♠♦t♦r ② s✐❣✉❡♥ t❡♥✐❡♥❞♦ ❧❛ ♠✐s♠❛ s❡❝✉❡♥❝✐❛ q✉❡ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡

r❡❢❡r❡♥❝✐❛s✳

❈❛s♦ ✺✿ ▲❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ❝♦♥ r✉✐❞♦

❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ q✉❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❡s❡♥t❡ r✉✐❞♦✱ s❡ ❛♣❧✐❝❛ ❡❧ ✜❧tr♦ ❞❡

♠❡❞✐❛♥❛ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦ ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ✈❡r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✳

P❛r❛ ❡❢❡❝t♦s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✱ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ ♠❡❞✐❞❛ ♣r❡s❡♥t❛ r✉✐❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡

❞✐str✐❜✉✐❞♦ ❝♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞ ♠á①✐♠❛ ❞❡ ✵✳✶✳ P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ s❡ ❛♣❧✐❝❛ ❡❧ ✜❧tr♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛ ❛ ❧❛

s❡ñ❛❧ ♠❡❞✐❞❛ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛ r✉✐❞♦ ② ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ♣❛r❛ t♦❞❛s ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❡❧

s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✻✳

✺✵



❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✻✿ ❊rr♦r ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✺✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✼✿ ❊rr♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✺✳

✺✶



❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✽✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜t❡♥✐❞❛ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✺✳

❇❛❥♦ ❡st❡ ❡s❝❡♥❛r✐♦✱ ❡❧ ❡rr♦r t✐❡♥❞❡ ❛ ❛✉♠❡♥t❛r ❞❡❜✐❞♦ ❛❧ r❡t❛r❞♦ q✉❡ ♣r♦✈♦❝❛ ❡❧ ✜❧tr♦✳ P♦r

❡❧❧♦✱ ❡s ❞❡s❡❛❜❧❡ q✉❡ ❧♦s s❡♥s♦r❡s ❞❡ ♠❡❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❡s❡♥t❡♥ ♠✉② ♣♦❝♦ r✉✐❞♦ ♦

❛♣❧✐❝❛r ✉♥ ✜❧tr♦ ❝❛♣❛③ ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛r❧♦ s✐♥ ❣❡♥❡r❛r t❛♥t♦ r❡t❛r❞♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦✱ ②❛ q✉❡ ❡s ✉♥ ❢❛❝t♦r

❝❧❛✈❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦rr❡❝t♦ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳ P♦r ♦tr♦ ❧❛❞♦✱ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜t❡♥✐❞❛

s✐❣✉❡ ❡st❛♥❞♦ ❞❡♥tr♦ ❞❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

✹✳✷ ❘❡s✉❧t❛❞♦s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡s

❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s t❛♥t♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❝♦♠♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦

② s❡ ❞❡s❝r✐❜❡♥ ❧♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦s ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❡♥ ❡❧

❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✳

P♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♥✉♠ér✐❝♦s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛❧

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❡①♣✉❡st❛ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❙❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ♣r❡s❡♥t❡s ❡♥

✺✷



❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❧♦s s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ❝♦♥ ❞❛t♦s ♠❡❞✐❞♦s✱ ② s❡ ❡s♣❡❝✐✜❝❛ ❧❛ t❛r❥❡t❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝❛ ✉t✐❧✐③❛❞❛

♣❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛r❧♦s✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧❡❝t✉r❛s ❞❡ ✈♦❧t❛❥❡ t♦♠❛❞❛s ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ♣❛r❛

❞✐❢❡r❡♥t❡s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡s❡❛❞❛s ❞♦♥❞❡ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r ❧❛ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ r✉✐❞♦✳

❙❡ r❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ♠❡❞✐❞❛ ② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ♣❛r❛ ❧❛s

❞✐❢❡r❡♥t❡s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ✉♥❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✳ ❆❞❡♠ás s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧❛s

s❡ñ❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜t❡♥✐❞❛s ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳

✹✳✷✳✶ ❙❡r✈♦♠♦t♦r

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❧♦s s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ❘❈ ✉t✐❧✐③❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❡s ❡❧ P♦✇❡r ❍❉ ❍✐❣❤✲❚♦rq✉❡

❙❡r✈♦ ✶✺✵✶▼● ② s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✶✾✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣r❡s❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❡❧

❝❛♣ít✉❧♦ ✸✱ s❡ ❡st✐♠❛♥ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s c1✱ c2✱ c3✱ c4 ② c5 ❞❡ ✭✷✳✹✳✶✾✮ ② ✭✷✳✹✳✷✵✮ ♣❛r❛ ❞✐❝❤♦ ♠♦❞❡❧♦

❞❡ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✾✿ ❙❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈ P♦✇❡r ❍❉ ❍✐❣❤✲❚♦rq✉❡ ❙❡r✈♦ ✶✺✵✶▼●✳

❊❧ s❡r✈♦♠♦t♦r r❡q✉✐❡r❡ ❞❡ ✉♥❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ ❝♦♠♦ ❡♥tr❛❞❛ ♣❛r❛ ✐♥❞✐❝❛r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ❞❡

❧❛ ✢❡❝❤❛ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦✱ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ✉♥❛ t❛r❥❡t❛ ❆r❞✉✐♥♦❚▼▼❡❣❛ ✷✺✻✵✱ ✐❧✉str❛❞❛ ❡♥

❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✵✱ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ❞✐❝❤❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ ② ♠❡❞✐r ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦✳

✺✸



❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✵✿ ❆r❞✉✐♥♦❚▼▼❡❣❛ ✷✺✻✵✳

❆ tr❛✈és ❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ❞❡ ♣♦s✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦✱ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ t❡♥❡r ❧♦s ❞❛t♦s ♥❡❝❡s❛r✐♦s ♣❛r❛ ❧❛

❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s✳ ❊st♦s ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ❝♦♥s✐st❡♥ ❡♥ ♠❛♥❞❛r ❛❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❞✐❢❡r❡♥t❡s

✈❛❧♦r❡s ❞❡ ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡s❡❛❞❛s✱ ❡♥ ❧♦s q✉❡ s❡ ♠✐❞❡♥ ❧♦s ✈♦❧t❛❥❡s Vi ② ❛♥❝❤♦ ❞❡ ♣✉❧s♦ w ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧

P❲▼ ✭❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡ ❧❛ t❛r❥❡t❛ ❆r❞✉✐♥♦❚▼▼❡❣❛✮ ❛s♦❝✐❛❞♦s ❛ ❝❛❞❛ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛

qref ✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❧♦s ✈♦❧t❛❥❡s Vp ✭❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ❞❡ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❝✐ó♥✮ ❛s♦❝✐❛❞♦s ❛ ❝❛❞❛ ♣♦s✐❝✐ó♥

♠❡❞✐❞❛ q ❞❡ ❧❛ ✢❡❝❤❛ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

❊❧ ✈♦❧t❛❥❡ ♠❡❞✐❞♦ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ♣r❡s❡♥t❛ r✉✐❞♦✱ ② ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✶ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧❛s

❣rá✜❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❧♦s ✈♦❧t❛❥❡s ♠❡❞✐❞♦s ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡s❡❛❞❛s

❡♥ ❣r❛❞♦s ❝♦♥ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡ 10◦ ② ❧❛s r❡s♣❡❝t✐✈❛s s❡ñ❛❧❡s ❞❡s♣✉és ❞❡ ❛♣❧✐❝❛r ❡❧ ✜❧tr♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛✳

✺✹



❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✶✿ ❱♦❧t❛❥❡ ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ♠❡❞✐❞♦ ② ✜❧tr❛❞♦✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛s ♠❡❞✐❝✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛❞❛s✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ q✉❡ kp1 = w
Vi

= 0.456ms
0.138V

≈ 3.957 ms
V

♣❛r❛

✭✸✳✶✳✶✮✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❝♦♥♦❝❡r ❧♦s ❞❛t♦s ❞❡ T ② Vdd ❞❡❧ ❢❛❜r✐❝❛♥t❡✱ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ❢❛❝t♦r ❞❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝✐❛

kp1 s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ kp1 = T/Vdd✱ q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ t❛r❥❡t❛ ❆r❞✉✐♥♦ ▼❡❣❛ s❡ t✐❡♥❡ q✉❡

T = 20ms ② Vdd = 5V ✱ ❧♦ q✉❡ r❡s✉❧t❛ ❡♥ kp1 = 4 ms
V
✳

❈♦♥ ❧♦s ✈♦❧t❛❥❡s Vi ❛s♦❝✐❛❞♦s ❛ ❝❛❞❛ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ qref ✱ s❡ ❡st✐♠❛♥ ❧♦s

❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ki ② Vioff ♣❛r❛ ✭✸✳✶✳✷✮✳ ▲❛ ❣rá✜❝❛ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡st❛ r❡❧❛❝✐ó♥ s❡ ✐❧✉str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛

✹✳✷✷✳

✺✺



❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✷✿ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ki ② Vioff ✳

❈♦♥ ❧♦s ✈♦❧t❛❥❡s Vp ❛s♦❝✐❛❞♦s ❛ ❝❛❞❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ♠❡❞✐❞❛ q ❞❡ ❧❛ ✢❡❝❤❛ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱ s❡ ❡st✐♠❛♥

❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s p ② Vpoff ♣❛r❛ ✭✷✳✹✳✶✻✮✳ ▲❛ ❣rá✜❝❛ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡st❛ r❡❧❛❝✐ó♥ s❡ ✐❧✉str❛ ❡♥ ❧❛

✜❣✉r❛ ✹✳✷✸✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✸✿ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s p ② Vpoff ✳

✺✻



P❛r❛ ❧♦s ✈♦❧t❛❥❡s Vp ❛s♦❝✐❛❞♦s ❛ ❝❛❞❛ ❛♥❝❤♦ ❞❡ ♣✉❧s♦ w ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼✱ s❡ ❡st✐♠❛♥ ❧♦s

❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s kp2 ② V ′

ioff ♣❛r❛ ✭✷✳✹✳✶✺✮✳ ▲❛ ❣rá✜❝❛ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡st❛ r❡❧❛❝✐ó♥ s❡ ✐❧✉str❛ ❡♥ ❧❛

✜❣✉r❛ ✹✳✷✹✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✹✿ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s kp2 ② V ′

ioff ✳

❈♦♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❡st✐♠❛❞♦s ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s kp1✱ ki✱ Vioff ✱ p✱ Vpoff ✱ kp2 ② V ′

ioff s❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ ❧♦s

❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s c3 ② c5 ❞❡ ✭✷✳✹✳✶✾✮✳ ❊❧ ✈❛❧♦r ♥✉♠ér✐❝♦ ❞❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ c2 s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✭✸✳✶✳✺✮✱

❞♦♥❞❡ s❡ ✉t✐❧✐③❛♥ ✈❛❧♦r❡s ♠❡❞✐❞♦s ❞❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ P❲▼ w ② ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r q ❡♥ ✉♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦

t✐❡♠♣♦ tf ✱ ② ❡❧ ✈❛❧♦r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r z✳ ❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ c1 s❡ ❡st✐♠❛

♠❡❞✐❛♥t❡ ✭✸✳✶✳✻✮✱ q✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛ ❞❛t♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛❧ ❡st❛❞♦ tr❛♥s✐t♦r✐♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✱

❞♦♥❞❡ s❡ r❡q✉✐❡r❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r✳

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ c4 s❡ ❡st✐♠❛ ❝♦♥ ✭✸✳✶✳✾✮✱ ♣❛r❛ ✉♥❛ ❝❛r❣❛ ❞❡s❝r✐t❛ ♣♦r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✶✳✼✮ ❝♦♥

m = 0.100 kg✱ l = 0.11 m ② g = 9.8 m/s✳

▲♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❡st✐♠❛❞♦s s❡ ♠✉❡str❛♥ ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✹✳✷✳✶✳

✺✼



❚❛❜❧❛ ✹✳✷✳✶✿ ❱❛❧♦r❡s ♥✉♠ér✐❝♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❢ís✐❝♦✳

P❛rá♠❡tr♦ ❱❛❧♦r ❡st✐♠❛❞♦
Vioff ✵✳✶✸✽ V
Vpoff ✵✳✼✻ V
V ′

ioff ✵✳✺✵✵✸ V
p ✵✳✵✵✹✻ V/◦

ki ✵✳✵✵✷✻ V/◦

kp1 ✸✳✾✺✼ ms/V
kp2 ✵✳✹✺✺✽ V/ms
c1 ✵✳✼✸✽✼ s2

c2 ✹✳✾✷✹✾ s
c3 ✾✼✳✻✵✶✼ ◦/ms
c4 ✹✵✳✽✷✼ ◦/N −m
c5 ✲✺✻✳✶✹✺✻ ◦

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✺ s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ♠❡❞✐❞♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ♣❛r❛ ✉♥❛ s❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ á♥❣✉❧♦s

❞❡ ❡♥tr❛❞❛✱ q✉❡ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜s❡r✈❛r ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✻✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✺✿ ❱♦❧t❛❥❡ ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ♣❛r❛ ✉♥❛ s❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ á♥❣✉❧♦s ❞❡ ❡♥tr❛❞❛✳

❆❧ ✜❧tr❛r ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✺ ② ❝♦♥✈❡rt✐r❧❛ ❛ ❣r❛❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

✭✷✳✹✳✶✻✮✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✻✱ ❞♦♥❞❡ s❡ ❝♦♠♣❛r❛ ❝♦♥ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡s❡❛❞❛s✳

✺✽



❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✻✿ ❈♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❛♥❣✉❧❛r❡s ❞❡s❡❛❞❛s ② ❧❛s ♠❡❞✐❞❛s ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥t✐♥✉❛✱ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ♠❡❞✐❞♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r

s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✼✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✼✿ ❱♦❧t❛❥❡ ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ♣❛r❛ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥t✐♥✉❛✳

❆❧ r❡❛❧✐③❛r ❡❧ ♠✐s♠♦ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ q✉❡ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❛♥t❡r✐♦r✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛

✹✳✷✽✱ ❞♦♥❞❡ s❡ ❝♦♠♣❛r❛ ❝♦♥ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡s❡❛❞❛s✳

✺✾



❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✽✿ ❈♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❛♥❣✉❧❛r❡s ❞❡s❡❛❞❛s ② ❧❛s ♠❡❞✐❞❛s ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

✹✳✷✳✷ ❊①♦❡sq✉❡❧❡t♦

❊❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❡s ❝♦♥tr♦❧❛❞♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ t❛r❥❡t❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝❛ ❆r❞✉✐♥♦❚▼▼❡❣❛ ✷✺✻✵✱ ②❛ q✉❡

❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ❧♦s ♣✐♥❡s s✉✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ s❡ñ❛❧❡s ❞❡ P❲▼ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳

❉❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡❧ ♠♦❞♦ ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ s❡r✈♦♠♦t♦r❡s ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ② ❧❛s t❛r❥❡t❛s

❡s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠♦❞♦ ❡①t❡r♥♦✱ q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❡❧ ♣r♦❣r❛♠❛ ❡♥ ❡❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ② ❣❡♥❡r❛r

❝ó❞✐❣♦✱ ❡stá ❧✐♠✐t❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ♠❡♠♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ t❛r❥❡t❛ ❡♥t♦♥❝❡s s❡ ♦♣t❛ ♣♦r ❤❛❜✐❧✐t❛r ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ❞❡

❙✐♠✉❧✐♥❦ ■❖✳ ❊st❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❡stá ♣r❡s❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐ó♥ ❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ✾✳✶ ❡♥ ❛❞❡❧❛♥t❡✱ ❧❛ ❝✉❛❧

❝r❡❛ ✉♥❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❞❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ② ❡❧ s❡r✈✐❞♦r ■❖ ♣❡r♠✐t✐❡♥❞♦ q✉❡

❡❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠❛♥❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❝✉❛♥❞♦ ❧♦ s♦❧✐❝✐t❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❉❡ ❡st❛ ♠❛♥❡r❛ s❡

❝♦♠✉♥✐❝❛ ❝♦♥ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s ❛ tr❛✈és ❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡♥ ♠♦❞♦ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✱ ❧♦ q✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛

q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ r❡s✐❞❡ ② ❡s ❡❥❡❝✉t❛❞♦ ❡♥ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ② ♥♦ ❡♥ ❧❛ t❛r❥❡t❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝❛✳ ❖tr❛ ✈❡♥t❛❥❛ ❞❡

❡st❛ ♦♣❝✐ó♥ ❡s q✉❡ ♣❡r♠✐t❡ ♦❜t❡♥❡r ❞❛t♦s ❝❛s✐ ❡♥ t✐❡♠♣♦ r❡❛❧✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷✾ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❛❧ q✉❡ s❡ ❧❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s✳

✻✵



❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✾✿ ❱✐st❛ ❢r♦♥t❛❧ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦✳

❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s

P❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s s❡ ✉t✐❧✐③❛ ❧❛ ❧❡② ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✷✳✷✮✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛

s❡ñ❛❧ r❡tr♦❛❧✐♠❡♥t❛❞❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛❧ ✈♦❧t❛❥❡ ♠❡❞✐❞♦ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❝♦♥✈❡rt✐❞♦

❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r✳ ❈♦♠♦ s❡ ❤❛ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦ ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ ❧❛ s❡ñ❛❧ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ ✈♦❧t❛❥❡ ♣r❡s❡♥t❛

r✉✐❞♦ ♣♦r ❧♦ q✉❡ s❡ ❡♠♣❧❡❛ ❡❧ ✜❧tr♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛✳ ❊❧ ✜❧tr♦ ❣❡♥❡r❛ ✉♥ r❡t❛r❞♦ ❡♥ ❧❛ s❡ñ❛❧ q✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡

❞❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ♠✉❡str❡♦ ② ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ✈❡♥t❛♥❛ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s

r❡s✉❧t❛❞♦s ♣❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❞♦♥❞❡ s❡ ♠❛♥❡❥❛ ❡❧ ❝✐❝❧♦ ❞❡

❝❛♠✐♥❛t❛ ❝♦♥ ♣♦r❝❡♥t❛❥❡ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❧❛s ✶✵✵ ♠✉❡str❛s t♦♠❛❞❛s✳ ❊❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥t❛♥❛

♣❛r❛ ❡❧ ✜❧tr♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛ ❡s ❞❡ ✸✺ ♠✉❡str❛s✳ P❛r❛ ❝✉❛♥t✐✜❝❛r ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥

❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ♠❡❞✐❞❛✱ s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❡rr♦r ❞❡s♣❧❛③❛♥❞♦ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡❞✐❞❛✱ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡❧

r❡t❛r❞♦ ② s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❧❛ r❛í③ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❞❡❧ ❡rr♦r ❝✉❛❞rát✐❝♦ ♠❡❞✐♦ ✭❘▼❙❊ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ■♥❣❧és✮✱

q✉❡ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ❝✉❛♥t✐✜❝❛r ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ ❧❛ ❞❡s✈✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♠❡❞✐❞♦s r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧♦s

❞❡s❡❛❞♦s ❬✸✾❪✳

✻✶



❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✸✵ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉✲

❧❛❝✐ó♥ ✶✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧♦s ❞❡❞♦s ❞❡❧ ♣✐❡ ❡♥ ♣❧❛♥♦ s❛❣✐t❛❧✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡

❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ♠❡❞✐❞❛✳ ❊❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦ ❡s ❞❡ 8.34◦ ❝♦♥ ✉♥ ❘▼❙❊ ❞❡

2.84◦✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✵✿ ❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✶ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞
✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ② s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❡rr♦r✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✸✶ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✲

✉❧❛❝✐ó♥ ✷✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛❧ t♦❜✐❧❧♦ ❡♥ ♣❧❛♥♦ ❢r♦♥t❛❧✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧❛

♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ♠❡❞✐❞❛✳ ❊❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦ ❡s ❞❡ 7.08◦ ❝♦♥ ✉♥ ❘▼❙❊ ❞❡

2.83◦✳

✻✷



❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✶✿ ❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✷ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞
✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ② s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❡rr♦r✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✸✷ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✲

✉❧❛❝✐ó♥ ✸✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛❧ t♦❜✐❧❧♦ ❡♥ ♣❧❛♥♦ s❛❣✐t❛❧✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧❛

♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ♠❡❞✐❞❛✳ ❊❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦ ❡s ❞❡ 4.30◦ ❝♦♥ ✉♥ ❘▼❙❊ ❞❡

2.26◦✳

✻✸



❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✷✿ ❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✸ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞
✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ② s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❡rr♦r✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✸✸ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✲

✉❧❛❝✐ó♥ ✹✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ r♦❞✐❧❧❛ ❡♥ ♣❧❛♥♦ s❛❣✐t❛❧✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧❛

♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ♠❡❞✐❞❛✳ ❊❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦ ❡s ❞❡ 7.89◦ ❝♦♥ ✉♥ ❘▼❙❊ ❞❡ 5.64◦✳

✻✹



❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✸✿ ❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✹ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞
✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ② s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❡rr♦r✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✸✹ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉✲

❧❛❝✐ó♥ ✺✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❡♥ ♣❧❛♥♦ tr❛♥s✈❡rs❛❧✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❡❧

❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ♠❡❞✐❞❛✳ ❊❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦ ❡s ❞❡ 2.27◦ ❝♦♥ ✉♥

❘▼❙❊ ❞❡ 0.99◦✳

✻✺



❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✹✿ ❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✺ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞
✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ② s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❡rr♦r✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✸✺ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✲

✉❧❛❝✐ó♥ ✻✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ❝❛❞❡r❛ ❡♥ ♣❧❛♥♦ s❛❣✐t❛❧✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧❛

♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ♠❡❞✐❞❛✳ ❊❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦ ❡s ❞❡ 4.89◦ ❝♦♥ ✉♥ ❘▼❙❊ ❞❡ 1.79◦✳

✻✻



❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✺✿ ❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✻ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞
✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ② s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❡rr♦r✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✸✻ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✲

✉❧❛❝✐ó♥ ✼✱ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ❝❛❞❡r❛ ❡♥ ♣❧❛♥♦ ❢r♦♥t❛❧✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣❛rt❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧❛

♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ② ❧❛ ♠❡❞✐❞❛✳ ❊❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ q✉❡ s❡ ♦❜t✉✈♦ ❡s ❞❡ 4.78◦ ❝♦♥ ✉♥ ❘▼❙❊ ❞❡ 2.53◦✳

✻✼



❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✻✿ ❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✼ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞
✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ② s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❡rr♦r✳

❊❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ ② ❧❛ r❛í③ ❞❡❧ ❡rr♦r ❝✉❛❞rát✐❝♦ ♠❡❞✐♦ ♣❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡

❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ❡ ✐③q✉✐❡r❞❛ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜s❡r✈❛r ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛

✹✳✷✳✷✳

❚❛❜❧❛ ✹✳✷✳✷✿ ❊rr♦r❡s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ♣❛r❛ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r
❞❡r❡❝❤❛ ❡ ✐③q✉✐❡r❞❛✳

P✐❡r♥❛ ❞❡r❡❝❤❛ P✐❡r♥❛ ✐③q✉✐❡r❞❛
❆rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❊rr♦r ♠á①✐♠♦ ✭◦✮ ❘▼❙❊ ✭◦✮ ❊rr♦r ♠á①✐♠♦ ✭◦✮ ❘▼❙❊ ✭◦✮

✶ ✽✳✸✹ ✷✳✽✹ ✼✳✻✶ ✸✳✺✵
✷ ✼✳✵✽ ✷✳✽✸ ✹✳✼✾ ✷✳✵✼
✸ ✹✳✸✵ ✷✳✷✻ ✼✳✵✶ ✷✳✼✸
✹ ✼✳✽✾ ✺✳✻✹ ✼✳✾✼ ✷✳✻✵
✺ ✷✳✷✼ ✵✳✾✾ ✸✳✼✻ ✶✳✸✷
✻ ✹✳✽✾ ✶✳✼✾ ✻✳✼✾ ✷✳✾✽
✼ ✹✳✼✽ ✷✳✺✸ ✺✳✾✾ ✷✳✽✻

✻✽



P❛r❛ ❛♠❜❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s s❡ ♦❜t✉✈✐❡r♦♥ ❜✉❡♥♦s r❡s✉❧t❛❞♦s✱ ②❛ q✉❡ t♦❞♦s ❧♦s ❡rr♦r❡s

❡stá♥ ♣♦r ❞❡❜❛❥♦ ❞❡ ❧♦s 10◦✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✸✼ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❛♣r❡❝✐❛r ❧♦s ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s r❡❛❧✐③❛❞♦s ♣♦r ❧❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s

♣❛r❛ ❡❧ ❝✐❝❧♦ ❞❡ ❝❛♠✐♥❛t❛✱ ❞♦♥❞❡ s❡ ✐♥❞✐❝❛♥ ❧❛s ❢❛s❡s ❛ ❧❛s q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✼✿ ▼♦✈✐♠✐❡♥t♦s r❡❛❧✐③❛❞♦s ♣♦r ❧❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❡♥ ❡❧ ❝✐❝❧♦ ❞❡ ❝❛♠✐♥❛t❛✿ ❛✮
❆♠❜❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❡♥ ❛♣♦②♦✱ ❜✮ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ❡♥ ❜❛❧❛♥❝❡♦ ② ❡①tr❡♠✲
✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ❡♥ ❛♣♦②♦✱ ❝✮ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛ ❡♥ ❛♣♦②♦ ② ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r
❞❡r❡❝❤❛ ❡♥ ❜❛❧❛♥❝❡♦✳

❙❡ñ❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧

▲❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ♣♦r ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ♣❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡

❝❛❞❛ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❡♥ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ✜❣✉r❛s✳ ❉❡ ♠❛♥❡r❛ ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥

❧❛s s❡ñ❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ❣r❛❞♦s✱ ❝♦♥✈✐rt✐❡♥❞♦ ❧♦s ♠✐❧✐s❡❣✉♥❞♦s ❝♦♥ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

✭✸✳✶✳✸✮✱ ② ❛sí ✈✐s✉❛❧✐③❛r ❞❡ ❢♦r♠❛ ♠ás ❝❧❛r❛ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦✳

✻✾



❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✽✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✶ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✾✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✷ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

✼✵



❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✵✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✸ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✶✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✹ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

✼✶



❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✷✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✺ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✸✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✻ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

✼✷



❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✹✿ ❙❛❧✐❞❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✼ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡r❡❝❤❛✳

P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❡♠✐❞❛❞ ✐♥❢❡r✐♦r ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❛rt✐❝✉❧❛r❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ♣♦r ❡❧

❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ♣❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡ ❝❛❞❛ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❡♥ ❡❧

❛♣é♥❞✐❝❡ ❇✳✷✳

✼✸



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s

❊♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ s❡ ❤❛ ❧♦❣r❛❞♦ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ✉♥ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧

s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥ ✉♥❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❝♦♥

✶✹ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ❣r❛❝✐❛s ❛ ❧❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡❧ ❛❝t✉❛❞♦r✱ q✉❡ ❡♥ ❡st❡

❝❛s♦ ❡s ❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ❘❈✱ ② ❛ ❧❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉s ♣❛rá♠❡tr♦s✳ ❙❡ ✈❛❧✐❞ó q✉❡ ❝♦♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦

❞✐♥á♠✐❝♦ ❞❡ s❡❣✉♥❞♦ ♦r❞❡♥ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r ② ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥

❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s✱ s❡ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ❜✉❡♥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ s❡r✈♦♠♦t♦r✳

▲❛ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ r✉✐❞♦ ❡♥ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ♠❡❞✐❞❛ ❛❢❡❝t❛ ❛❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❞❡ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡

❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ✜❧tr♦✳ ❊❧ ✜❧tr♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛

✉t✐❧✐③❛❞♦ ❡♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❢✉❡ ❝❛♣❛③ ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡❧ r✉✐❞♦✱ ♣❡r♦ ❣❡♥❡r❛ ✉♥ r❡t❛r❞♦ q✉❡ ❞❡ ✐❣✉❛❧

♠❛♥❡r❛ ❛❢❡❝t❛ ❛ ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❣❡♥❡r❛❞❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r✳ ❆ ♣❡s❛r ❞❡ ❡st♦✱ s❡ ♦❜t✉✈✐❡r♦♥ ❡rr♦r❡s

♠❡♥♦r❡s ❛ 10◦ ❡♥ ❛♠❜❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s✱ q✉❡ ❡r❛ ❧♦ ❡s♣❡r❛❞♦ ❡♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✳

❈♦♥ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ♣r❡s❡♥t❡ ❡♥ ❧❛s ♥✉❡✈❛s ✈❡rs✐♦♥❡s ❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ s❡ r❡s✉❡❧✈❡ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡

❧❛ ❧✐♠✐t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠♦r✐❛ ❡♥ ❧❛ t❛r❥❡t❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝❛ ② ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ♦❜t❡♥❡r ❞❛t♦s ❝❛s✐ ❡♥ t✐❡♠♣♦

r❡❛❧✳

▲❛s s❡ñ❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛s ♣❛r❛ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛♠❜❛s ❡①tr❡♠✐❞❛❞❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s

❡st✉✈✐❡r♦♥ ❞❡♥tr♦ ❞❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ♣❡r♠✐s✐❜❧❡ ❡♥ ❧❛ t❛r❥❡t❛ ❡❧❡❝tró♥✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ②

❞❡ ❧♦s s❡r✈♦♠♦tr❡s ✉t✐❧✐③❛❞♦s ❝♦♠♦ ❛❝t✉❛❞♦r❡s✱ t❛❧❡s q✉❡ ♣❡r♠✐t❡♥ ❡❧ ❝♦rr❡❝t♦ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡

tr❛②❡❝t♦r✐❛✳

✼✹



❚r❛❜❛❥♦ ❢✉t✉r♦

❉❡♥tr♦ ❞❡ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ❞✉r❛♥t❡ ❧❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❧❛ ♣r❡s✲

❡♥❝✐❛ ❞❡ r✉✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ ♠❡❞✐❞♦ ♣♦r ❡❧ ♣♦t❡♥❝✐ó♠❡tr♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛rt✐❝✉❧❛r✳

▲♦s ✜❧tr♦s ✉t✐❧✐③❛❞♦s ❣❡♥❡r❛♥ ✉♥ r❡t❛r❞♦ ❡♥ ❧❛ s❡ñ❛❧✱ ❧♦ q✉❡ ❛❢❡❝t❛ ❛❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❞❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦

❡♥ ❧❛③♦ ❝❡rr❛❞♦✳ ❆❧❣✉♥❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s ❡❧ ✉s♦ ❞❡ ❛❧❣ú♥ ✜❧tr♦ ❝❛♣❛③ ❞❡ ❧✐♠♣✐❛r ❧❛

s❡ñ❛❧ ❞❡❧ ✈♦❧t❛❥❡ s✐♥ ❣❡♥❡r❛r t❛♥t♦ r❡t❛r❞♦ ♦ ✉t✐❧✐③❛r ♦tr♦s s❡♥s♦r❡s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡♥ ♠❡♥♦s r✉✐❞♦✳

❙❡ r❡q✉✐❡r❡ ❡❧ ✉s♦ ❞❡ ❧❡②❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ r♦❜✉st♦ q✉❡ ❛②✉❞❡ ❛ r❡❞✉❝✐r ❡❧ ❡rr♦r ♦❜t❡♥✐❞♦ ❛ ♣❡s❛r ❞❡

✐♥❝❡rt✐❞✉♠❜r❡s ② r✉✐❞♦✱ ② q✉❡ ❛ s✉ ✈❡③ ♣✉❡❞❛♥ s❡r ✉t✐❧✐③❛❞❛s ♣❛r❛ q✉❡ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ r❡❛❧✐❝❡ ♦tr♦

t✐♣♦ ❞❡ t❛r❡❛s✳ ❆❞❡♠ás s❡ ❞❡❜❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ② ❡❧ ♣♦rt❛❞♦r✳

❆❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ s❡ ❧❡ r❡q✉✐❡r❡ ❤❛❝❡r ♠♦❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ q✉❡ s❡❛ ♠ás ❡r❣♦♥ó♠✐❝♦

② q✉❡ s❡❛ ♠ás s❡♥❝✐❧❧♦ s✉ ❡♥s❛♠❜❧❡✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥str✉✐r ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❝♦♥ ♦tr♦ t✐♣♦ ❞❡

♠❛t❡r✐❛❧ ② q✉❡ s❡❛ ❞❡ t❛♠❛ñ♦ r❡❛❧✱ ❞❡ t❛❧ ❢♦r♠❛ q✉❡ ✉♥❛ ♣❡rs♦♥❛ ♣✉❡❞❛ ✉t✐❧✐③❛r❧♦✳

P❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s✱ s❡ ❞❡❜❡ r❡❞✉❝✐r ❡❧ t✐❡♠♣♦ q✉❡ t❛r❞❛ ❡❧ ❡①♦❡sq✉❡❧❡t♦ ❡♥

r❡❛❧✐③❛r ❧♦s ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ② q✉❡ ❧♦s ♣✉❡❞❛ ❤❛❝❡r ❞❡ ✉♥❛ ♠❛♥❡r❛ ♠ás s✉❛✈❡✳ ❆❞❡♠ás s❡ ❡s♣❡r❛
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