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Capitulo 1

Introduccion

Por primera vez en la historia, la raza humana ha logrado intercambiar recursos, comunicado
ideas, conocimiento y opiniones a una velocidad insospechada. Antes, para comunicar una idea
a otra persona en otra ciudad, s6lo habia un punado de opciones. Ahora, cualquiera tiene la
capacidad de enviar un “tuit” desde cualquier lugar, y hacer que miles, incluso millones lo lean.
De hecho, las méas recientes aplicaciones, como Periscope, permiten transmitir video en vivo
desde el celular. La velocidad a la que se transfiere informacion, ideas y opiniones, es abismal,
y cualquiera que haya visto las conferencias de Tom Scott, sabe a qué me refiero. En palabras
de Tom Scott: “En algiin momento un acontecimiento va a ocurrir, y miles de personas creeran
que estuvieron ahi (por medio de la aplicacion Periscope)... Pronto, la pregunta ya no sera,
;donde estuviste cuando X ocurrio?, sino jlo estabas viendo cuando sucedio?” [1|. Ya sea por
contactos celular, amigos en Facebook, seguidores en Twitter, o «inserte su red social favorita

aqui»; ahora todos estamos conectados de alguna manera u otra. Este es el poder de las redes.

Las redes estan en todos lados y quizés son parte integra del como esta constituido el
universo. Las redes pueden ser entidades abstractas como una red de amigos y colaboradores;
asi como también pueden ser objetos tangibles como el internet, la red eléctrica y la red formada

por nuestras neuronas. Incluso videojuegos como “Democracy 37 y “Plague Inc.” hacen uso de



lo aprendido en redes complejas, ver Figura 1.1
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Figura 1.1: A la izquierda, imagen del videojuego “Democracy 3”7 el cual es un simulador
gubernamental y revela como afectan las decisiones politicas de un presidente a un pais. A la
derecha, imagen del videojuego “Plague Inc.” el cual es un juego de estrategia y simulacion.
Este usa modelos epidémicos reales para simular la propagacion de una plaga. Aqui la plaga es
el jugador, y la meta es acabar con la humanidad.

La ciencia de la redes complejas, se ha dedicado a estudiar el comportamiento emergente de
individuos al estar conexos entre si. Tan importante es este tema, que la revista Science dedico
la edicion 5411 [2] al estudio de estos sistemas; tocando disciplinas como matematicas [3], en
criptografia [4,5], quimica [6-8], biologia [9-13], geografia [14], clima [15,16] y economia [17-19].
Otros articulos de interés en redes se pueden encontrar en Nature bajo la autoria de Steven

Strogatz [20], o de mayor especializacion en Physics Reports por Stefano Boccaletti et al. [21].

1.1 Planteamiento del problema

El presente trabajo se centra en la sincronizacion de osciladores cadticos acoplados en red. Este
proceso dinamico se ha observado en sistemas naturales y en aplicaciones tecnologicas [22-26.
Algunas aplicaciones son las redes compuestas por miltiples robots auténomos, efectuando
tareas cooperativas [27], o redes de laseres, que al estar en sincronfa pueden producir mayor
potencia [28]. Por las diversas aplicaciones, existe un interés en sincronizar una red de os-

ciladores y en tratar de entender la relaciéon entre las propiedades estructurales de las redes y



su comportamiento.

Diferentes tipos de estrategias, en torno a la sincronizacion de redes de osciladores, se
han desarrollado a lo largo de los anos. Muchas de las cuales funcionan aplicando un control
directamente en los osciladores, como control no lineal [29], control discontinuo [30], o control
pinning [31]. Este tipo de estrategias alteran la dindmica de cada oscilador para llegar a un
estado de sincronia. Esto en muchos casos, porque la estructura de la red no permite una facil
sincronizacion de los sistemas. Ademads en muchas ocasiones, la implementacion fisica de estos
sistemas de control a una fraccion (o todos) los osciladores, pueden representar muchos recursos

econOmicos.

Se ha observado que la estructura de una red, también llamada topologia, afecta algunos
procesos dindmicos como la sincronia en redes de osciladores caoticos [21,32-34]. Usando este
principio, se han creado estrategias para que una red llegue a la sincronia. Algunas estrategias,
logran llegar a una red sincronizada cambiando solo los acoplamientos de la red entre los
osciladores [35,36], sin cambiar la cantidad de enlaces u osciladores en la red. Por otra parte,
otras estrategias se centran en afadir o eliminar enlaces u osciladores [37-40] de una red.
Al anadir enlaces, aumenta la conectividad entre osciladores, aumentando la transferencia de
energia y mejorando la capacidad de la red a sincronizar [21,41]. La ventaja en estos casos, es
que la topologia nueva permite la sincronizacién de la red, evitando asi el uso de algtin control

en los osciladores.

La implementacién fisica para sincronizar una red anadiendo enlaces u osciladores, podria
significar una mayor inversion en recursos econémicos. La estrategia de cambiar los acoplamien-
tos entre osciladores, podria representar una menor inversion econdémica que las anteriores. Pero

si se considera eliminar enlaces u osciladores, podria significar la menor inversion de todas.

La eliminaciéon de enlaces en una red, ha sido muy estudiada para observar la robustez y



vulnerabilidad [42-45], debido a su naturaleza destructiva. Sin embargo, pensar que la elimi-
nacion de enlaces pueda ser usado para permitir que una red sincronice, no es intuitivo. Muchos
problemas de sincronizacion se pueden resolver incrementando la cantidad de enlaces entre los
osciladores, o simplemente incrementando la relacion que tienen los osciladores entre si, a lo que
se conoce como fuerza de acoplamiento. Sin embargo, la red de osciladores cadticos de Rossler
ha demostrado que al aumentar la fuerza de acoplamiento, es posible perder la capacidad de
la red a sincronizar debido a sus propiedades [32]. Es en este tipo de problemas, donde la
estrategia de eliminar enlaces pueda ser usada para encontrar la topologia 6ptima de la red

para la sincronia, a partir de la topologia original.

1.2 Hipbtesis

La teoria de perturbacion [46-48] forma un conjunto de esquemas de aproximacion, que puede
ser usada para encontrar el cambio aproximado de un sistema al ser perturbado. FExiste la
posibilidad de usar esta herramienta para determinar los cambios de una red cuando a ésta se
le elimina un enlace. Posteriormente, se podria desarrollar un algoritmo que elimine sélo los

enlaces que aumenten la capacidad de la red a sincronizar.

1.3 Objetivos

Este trabajo presenta como objetivo general, el de llevar a una red de osciladores caoticos de
Rossler a una dindmica sincronizada, sin aumentar el nimero de acoplamientos en la topologia
inicial y sin alterar la dinamica de los osciladores con algtin controlador. Por consiguiente, se
restringe la soluciéon buscada a eliminar la menor cantidad de enlaces posibles de una red, para

incrementar su capacidad para sincronizar, o sincronizabilidad.



1.4 Metodologia

Primero se presenta el estado del arte del tema de sincronizacion de redes complejas. Se definen
los tipos de osciladores a usar, el tipo de sincronizacién que se desea y el tipo de redes en que
los osciladores son acoplados. La funciéon maestra de estabilidad es una herramienta usada para
determinar las condiciones necesarias para que una red tenga la capacidad de sincronizar. Se
procede a generar una estrategia para eliminar enlaces, usando la teoria de perturbacion, con
el objetivo de cumplir con las condiciones de sincronia planteadas en la funcién maestra de
estabilidad. Una vez planteados estos métodos, se comparan con otros métodos encontrados en

la literatura [42,45]. Posteriormente se generan conclusiones de los resultados obtenidos.
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Figura 1.2: A la izquierda, representacion gréfica de una red de mundo pequeno formada por las
interacciones entre las diferentes funciones de un cerebro sano. A la derecha, la representacion
grafica de una red de escala libre formada por la interaccién financiera entre paises. A mayor
tamano el circulo, mayor producto interno bruto. A mayor tamarno el enlace, mayor inversion
econémica entre paises.

1.5 Estructura de Tesis

Esta tesis se organiza de la manera siguiente:



En el capitulo 2 se da un breve resumen dos conceptos basicos, el caos y la sincroniza-
cion. Se explora sus origenes, sus caracteristicas principales, y los tipos de sistemas cadticos y

sincronizacion que son usados a lo largo de esta tesis.

En el capitulo 3 se da un resumen del concepto de red. Se expone su origen histérico,
matrices y propiedades importantes, y la seccién termina con una descripcion de los modelos

de redes de mundo pequeno y redes de escala libre.

En el capitulo 4 se presenta la funciéon maestra de estabilidad como herramienta para en-
contrar los limites ante los cuales la red es estable. La seccion ahonda en como es usada, y su

importancia en la estabilidad y sincronizabilidad.

En el capitulo 5 se presenta un breve resumen de la teoria de perturbaciéon. Tambien es

aplicada para la resolucion del problema de esta tesis.

En el capitulo 6 se enlistan los algoritmos derivados del uso en de la teoria de perturbacion,
otros métodos que se consideraron importantes, y los métodos encontrados en la literatura.

Posteriormente son probados en redes de mundo pequeno y redes de escala libre.

En el capitulo 7 se discuten los resultados obtenidos al usar los métodos en la seccion

anterior, en redes de mundo pequeno y redes de escala libre.

En el capitulo 8 se da una breve conclusion a partir de los resultados obtenidos, al igual que

se presentan oportunidades y problemas abiertas que pueden abordarse posteriormente.

Finalmente, en el capitulo 9, se presentan algunas las contribuciones de este trabajo.



Capitulo 2

Caos y sincronizacion

Este capitulo de la tesis versa sobre la sincronizacién de redes complejas, y éstas estan con-
formadas por osciladores cadticos. Es de esperarse que este tema demande el conocimiento de
muchas otras disciplinas para poder ser entendido. Este capitulo es una breve introduccién a
dos conceptos esenciales como lo son el caos y la sincronia. De ambos conceptos, solo se abordan
los temas relevantes para cumplir el objetivo de tesis. Para el tema caos, basta con mencionar
sus principales caracteristicas y su importancia en la ciencia, ya que como ejemplo de tesis se
usan los osciladores cadticos de Rossler. El tipo de sincronia a la que se espera alcanzar entre
los osciladores, es la sincronizacién exacta y completa o sincronizacioén aproximada, y estos dos

conceptos son explicados méas delante.

2.1 Caos

La teoria del caos es el estudio del comportamiento de sistemas dindmicos que son muy sensibles
a condiciones iniciales, es aperiddico, y su comportamiento es deterministico. Segun [24], un
sistema deterministico es considerado cadtico cuando su evolucion es sensible a sus condiciones
iniciales. Esta propiedad implica que dos trayectorias emergentes con condiciones iniciales muy

similares, se separan exponencialmente en el tiempo.



Uno de los primeros investigadores en predecir la existencia de este tipo de sistemas, fue
el francés Henri Poincaré en los 1890s; cuando trabajaba en el problema de las interacciones
de tres cuerpos celestes. Sus resultados fueron tan inesperados, que los describié como, “tan
extranos que no puedo soportar contemplarlos”; y posteriormente abandoné dicho trabajo. El
fisico holandés Balthasar van der Pol encontr6 un problema similar al trabajar con circuitos
electronicos en 1927. El y su colega van der Mark describen que para ciertas frecuencias,
los circuitos con los que estaban trabajando, ejercian un “ruido irregular”, que luego seria
reconocido como uno de los primeros descubrimientos experimentales de los sistemas caoticos.
No serfa hasta 1963, cuando Edward N. Lorenz acuné la palabra caos para describir esta clase de
sistemas en su articulo “Deterministic Nonperiodic Flow” [16]. Su interés fue crear un modelo
matemaéatico para el prondstico del clima, ver Figura 2.1. Este modelo seria posteriormente

llamado el oscilador cadtico de Lorenz. Se observo que el sistema es muy sensible a condiciones

iniciales.

Figura 2.1: A la izquierda, Edward Norton Lorenz (1917-2008). A la derecha, el oscilador
cadtico de Lorenz.



Existen muchos ejemplos de este tipo de sistemas, como el crecimiento de la poblacion de
insectos [53], en el pronostico del clima [16], en economia [54,55], en el movimiento de satélites
artificiales [56|, circuitos electronicos [57], entre otros. Los sistemas cadticos poseen varias
caracteristicas en comun. A condiciones iniciales diferentes, las trayectorias de un sistema
cadtico divergen exponencialmente cuando el tiempo tiende a infinito, ver Figura 2.2. Esto se
debe a que los sistemas cadticos poseen, como condiciéon necesaria, al menos un exponente de
Lyapunov positivo. El exponente de Lyapunov es la taza de cambio promedio de las trayectorias
del atractor. Al existir més de un exponente de Lyapunov positivo, se dice que el sistema es

hipercaotico; y representa una mayor velocidad de divergencia de las trayectorias.

20 \ | | | |
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo (segundos)

Figura 2.2: Grafica comparativa de la divergencia exponencial presente en el primer estado x;
de dos osciladores cadticos de Lorenz i = 1,2 a condiciones iniciales similares pero diferentes
21(0) = (1,0,0) y 22(0) = (1.1,0,0).

Un sistema cadtico estd regido por ecuaciones diferenciales o en diferencias no lineales y
su comportamiento es deterministico. Un atractor es una region del espacio de estados hacia
la cual convergen las trayectorias del sistema. Las trayectorias no se ajustan a un punto fijo,
orbita periddica o cuasiperidédica cuando ¢ — oo. Se pueden observar algunos ejemplos de

osciladores cadticos en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1: Tabla de osciladores cadticos. Con los parametros mostrados en cada oscilador, se
muestra un comportamiento caobtico.

Oscilador caético de Rossler

51'3'1 = —X2 — I3

‘fg = —x1 + axs

i3 =b+ x3(x1 — )
(a=04,b=2,c=—4)

Oscilador caético de Lorenz

jfl = O'(IQ — l’l)

jfg = X1T9 — bﬂ?g

Tog =7TX1 — Ty — T1To

(0 =10,r =28,b=13)

Oscilador cadtico de Histéresis

jfg = WITr — 51’2

T1 = To + Y21 + cx3

EZl"Jg = (1 — ZE%)(Sﬂfl + ZU3) — ﬁ[Eg
(v=0.2,¢=2,w=10,6 = 0.001,
s = 1.667, 3 = 0.001,¢ = 0.3)

Oscilador caoético de Chen

.I"l = a(x2 — l'1>
To = (¢ —a)ry — x123 + CT2
.j?g = 172 — bl‘g

(a=35b=3,c=28)

Oscilador caodtico de Chua

& = p(xe — 21 — f(2))

j,’g =T — T2+ T3

T3 = —qs

f(z) = mox + %(ml —mo)(lx 4+ 1] — |z — 1))
(p=10,q = 14.87,my = —0.68, m; = —1.27)
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2.2 Sincronizacion

El término sincronia se refiere a la coincidencia en el tiempo o a la simultaneidad de hechos o
fenémenos. Segin Pecora y Carroll [26], “(la sincronizacion ocurre si) las trayectorias de uno
de los sistemas convergen a los mismos valores que el otro y estos (los osciladores) mantienen

el paso uno con el otro.”

Historicamente, el holandés Christiaan Huygens realiz6 la primera descripcion formalmente
documentada de este fenémeno a mediados del siglo XVII [58,59]. Su documento relata la
sincronizacion de los péndulos de un par de relojes, al estar suspendidos en una viga de madera,
como en la Figura 2.3. La sincronia regresaba después de un tiempo incluso si la dindmica de

los relojes era perturbada.

En el tema, Steven Strogatz en su libro “Sync: How order emerges from chaos in the
universe, nature, and daily life” [60], expresa a detalle como se ha encontrado sincronia en
muchas &reas del conocimiento. Cito: “La sincronia aparece en los lugares mas inverosimiles:
de las orbitas de los satélites a los electrones, del zumbido de los grillos a la tendencia en mujeres
que pasan mucho tiempo juntas a menstruar aproximadamente al mismo tiempo... El orden
no es soélo posible, es inevitable.” Algunos ejemplos en la naturaleza son: el destellar de las
luciérnagas [13], la floracion del bambu [61], la érbita sincrona entre la Luna y la Tierra [62],

entre otros.

El tema de interés para esta tesis, es la sincronizacion entre osciladores cadticos acoplados
en redes. Existen diferentes tipos de sincronizacion entre osciladores cadticos, como la sincro-
nizaciéon completa en osciladores idénticos [26], sincronizacion de fase [63], sincronizacion con
retraso [64], sincronizacion generalizada [65], sincronizacion intermitente [66], sincronizacion
de fase imperfecta [67], la sincronizacion aproximada [68] y la sincronizacion usando sistemas

Hamiltonianos [69].
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Figura 2.3: A la izquierda, fragmento del retrato de Christiaan Huygens (1629-1695) por el
autor G. Edelinck (1685). A la derecha, una recreacion del experimento de los dos relojes de
péndulo de Huygens, recreada por Czolezynski et al. en 2011 [59].

En este trabajo, se aborda la sincronizaciéon de osciladores cao6ticos idénticos. El caso con
perturbaciones entre los enlaces, retraso en la senal, y caso discreto, esta afuera de los alcances
de esta tesis. La sincronizacién idéntica y completa en osciladores caoticos idénticos ocurre
cuando todos los estados de dos o méas osciladores acoplados entre si, evolucionan en el tiempo
a la misma dindmica. Considere un conjunto de osciladores cadticos idénticos representados
por el modelo dindmico X; = F(x;), donde X; = [Xj1, X2, ..., Xin|T € R" son las variables de
estado del 7-ésimo oscilador, i = 1,2, ..., N define los diferentes N osciladores y F es un campo

vectorial en R". Se dice que los sistemas sincronizan de forma exacta y completa si y solo si,

lim ||x;(t) — x;(t)|| =0, (2.1)

t—o0
donde i, j = 1,2, ..., N representan todos los osciladores caoticos, ¢ # j, x;(t) € R" y x,(t) € R"
representan los estados del par de osciladores caoticos ¢ y j, y parten de condiciones iniciales

diferentes x;(0) # x,(0).

Con la ecuaciéon (2.1) es posible obtener la diferencia de los estados entre cada oscilador
posible en la red y comparar uno por uno si el sistema ha sincronizado. Si lo que se desea es

obtener un tdnico valor que determine el error de la sincronia de la red, una solucién es usar



13

el error medio de sincronizacion («mean synchronization errory) [23,71,72|. El error medio de

sincronizacion (e) esta definido por

n

1 N—-1 N ,
(e) = ) Z Z Z(%h - Zjn)?, (2.2)

=1 i=1 j=i+1 h=1

donde N es la cantidad de nodos en la red, n es la cantidad de estados en el oscilador, z; ) y
xjp, son los valores en el estado h entre los osciladores 7 y j, respectivamente, donde 7 # j. Se
considera que una red llega a una sincronizacion exacta y completa si (e) — 0 [23,71,72]. De
igual manera, la sincronizacion aproximada o practica ocurre si el error medio de sincronizacion,

permanece uniformemente acotado por un valor positivo p € R, esto es (e) < p.

2.3 Conclusiones

En este capitulo se abordan los temas de osciladores caoticos y la sincronizaciéon entre ellos,
al estar acoplados entre si. Los osciladores cadticos son sensibles a las condiciones iniciales, a
pesar de tener una naturaleza deterministica. Los osciladores caoticos usados como enfoque
principal son so6lo los osciladores cadticos de Rossler; y se asegura que las condiciones iniciales
sean diferentes para cada oscilador. Los osciladores son acoplados entre si, formando una
red; y la sincronizacién deseada entre osciladores, es la sincronizaciéon exacta y completa, o la

sincronizacion aproximada o practica.

En el siguiente capitulo se explora los diferentes tipos de acoplamientos que se observan entre
osciladores. También se da una clasificacion de redes y las matrices que se pueden obtener para
su estudio. Posteriormente, una breve descripcion de algunas propiedades de las redes es dada,

junto con los dos modelos para crear redes que son usados a lo largo de la tesis.



Capitulo 3

Redes

En este trabajo, se explora las propiedades de las redes compuestas por osciladores cadticos.
Estas propiedades pueden cambiar dependiendo del acoplamiento entre osciladores. Por esta
razon, es importante contar con algunos términos, propiedades y nomenclaturas que describen
a las redes. El siguiente capitulo da una breve introducciéon al tema de redes. Se presentan

algunos antecedentes, propiedades importantes y dos modelos para crear redes.

Es importante destacar, que en el lenguaje usado en redes (o teoria de grafos), es comun
usar el término “nodo” para referirse al objeto al cual se estd acoplando en una red. Debido
al tema de tesis, y que las redes estan compuestas por osciladores cadticos, hemos optado por

usar el término “oscilador” para describir dichos objetos.

3.1 Antecedentes historicos

Historicamente, el estudio de las redes ha sido parte de la teoria de grafos. Leonard Euler
publico la solucion al problema de los siete puentes de Konigsberg en 1736, con lo cual nacié
la teoria de grafos. El problema consistié en encontrar una ruta para pasar por cada uno de

los puentes de la ciudad de Koénigsberg una sola vez y regresar al punto de partida. Euler

14
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represent6 cada isla con un punto (nodo) y cada puente por una linea (enlace), ver Figura 3.1.

Demostré que no era posible, ya que el nimero de lineas que inciden en cada punto no es par.

Ejemplos de este comportamiento existen como las redes en ecologia [73], en relaciones
sociales [74,75], red de articulos cientificos [76,77], redes neuronales [78|, redes metabdlicas [79],

entre otros.

KON INGSBERGA

- SEEon

Figura 3.1: A la izquierda, fragmento del retrato de Leonhard Euler (1707-1783) por el autor
Jakob Emanuel Handmann (1756). En el centro, mapa de Kénigsberg en 1736 acentuando el
rio Pregel en azul y los puentes en verde. A la derecha, el grafo derivado de la soluciéon al
problema de los siete puentes, superpuesto sobre las notas de Euler.

3.2 Acoplamiento, matrices, y clasificacion de redes

Una red consiste en dos o mas osciladores acoplados entre si. Existen dos configuraciones de
acoplamiento entre osciladores: el acoplamiento unidireccional y el acoplamiento bidireccional,
ver Figura 3.2. El acoplamiento unidireccional o configuracion maestro-esclavo |26, 80, 81] se
presenta cuando un oscilador maestro transmite energia e impone su dinamica sobre otro os-
cilador esclavo; mientras que el esclavo no transmite energia de vuelta al oscilador maestro.
Aqui, la dindmica final entre los dos osciladores estd dictada por la dindmica del oscilador
maestro. El acoplamiento bidireccional [82] se presenta cuando los osciladores se influencian el
uno al otro. La dindmica nueva emergente, puede o no, ser diferente a la dinamica original de

alguno de los osciladores.
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Acoplamiento unidireccional

Acoplamiento bidireccional

Figura 3.2: a) El acoplamiento unidireccional permite transferir energia (representado por una
flecha) del oscilador 1 al oscilador 2, pero no permite transferencia del oscilador 2 al oscilador 1.
b) El acoplamiento bidireccional permite la transferencia de energia del oscilador 1 al oscilador
2 y viceversa.

Redes que tienen tnicamente acoplamientos bidireccionales, se les conoce como redes no
direccionadas. Redes que tienen al menos un enlace unidireccional, se les llama redes direc-
cionadas. A las redes cuyo acoplamiento esté asociado a un peso, es decir, que un enlace tiene
una influencia diferente que otros enlaces en la red, se les llama redes pesadas, o con peso en
sus enlaces; esto sin importar si es una red direccionada o no direccionada, ver Figura 3.3. Para

este trabajo, se contempla tnicamente redes no direccionadas sin peso en sus enlaces.

a)Red no direccionada b)Red direccionada ¢) Red no direccionada con pesos
en los enlaces

Figura 3.3: Representacion grafica de los diferentes tipos de redes: a) Red no direccionada, b)
Red direccionada, y ¢) Red pesada o con pesos en los acoplamientos.

Todos los tipos de redes mencionadas se pueden representar usando formalismos matriciales.

Estas matrices son ttiles para estudiar las propiedades de las redes. Existen tres matrices que
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son de principal interés: la matriz de adyacencia, la matriz de grado y la matriz Laplaciana.
La matriz de adyacencia A € RV es una matriz que contiene informacion del acoplamiento de

los osciladores, y sus elementos a;; se definen como

1, sit# j y n; estd acoplado a n;,
0y — { #Jy p j (3.1)

0, de otra forma,

donde n; y n; son los osciladores ¢ y j de la red, respectivamente. La diagonal de la matriz de
adyacencia es de ceros para una red cuyos osciladores no se pueden conectar a si mismos. Se

puede observar un ejemplo en la Figura 3.4.

La matriz de grado D € RY es una matriz que contiene informacién del grado de cierto
oscilador. El grado k; € R es la cantidad de enlaces acoplados a un oscilador i en una red [21,83],

y es definido en términos de los elementos de la matriz de adyacencia de la siguiente manera:

N
ki = Z ai]’, (32)
7=1

donde N es el nimero de osciladores en la red. Los elementos d;; de la matriz de grado D se

definen como

S
dij - e J (33)
0, de otra forma.

Se puede observar un ejemplo en la Figura 3.4.

La matriz Laplaciana L € R” es la representacion matricial de un grafo o red. Est4 definida
como la resta entre la matriz de grado y la matriz de adyacencia, L = D — A y contiene
informacion del grado de cada oscilador, y de como estan acoplados entre si. Sus elementos [;;

se definen como
—1, sii# jy n; estd acoplado a nj,

lij = ki» sii = j, (34)
0, de otra forma.

Se puede observar un ejemplo en la Figura 3.4. Es de notar que si la red es no direccionada
(todos los acoplamientos son bidireccionales), la matriz es simétrica, es decir L = LT, y ésta es

una propiedad importante a lo largo de la tesis.
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01 01 2000 2 -1 0 -1
1001 0200 -1 2 0 -1
0001 0010 0o 0 1 -1
1110 0003 -1 -1 -1 3

Figura 3.4: Representacién en matriz de adyacencia A, matriz de grado D y matriz Laplaciana
L de una red no direccionada de cuatro osciladores.

3.3 Propiedades importantes de las redes
3.3.1 Grado promedio y distribucién del grado

El grado promedio (k) se calcula de la siguiente manera [21]:

(k) = % Z ki, (3.5)

donde k; es el grado y representa la cantidad de enlaces acoplados a un oscilador ¢ y N es el
niamero de osciladores en la red. La distribucion del grado P(k) es la probabilidad de encontrar

un oscilador, escogido al azar, con el grado k y es
P(k) = —, (3.6)

donde M (k) es el ntumero de osciladores con el grado k. La distribucion del grado es una de
las principales diferencias encontradas entre los dos modelos que seran usados para crear redes.

Esstos modelos son descritos posteriormente en el capitulo.

3.3.2 Coeficiente de agrupamiento

En redes sociales, es tipico que dos individuos que tienen un amigo en comin se conozcan. A

esta propiedad se le llama agrupamiento. El coeficiente de agrupamiento de un oscilador en una
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red, cuantifica qué tan interconectado (o agrupado) esta con otros osciladores vecinos. Suponga
que un oscilador ¢ en la red tiene k; enlaces y éstos se acoplan con k; nimero de osciladores
diferentes. Estos osciladores diferentes son todos vecinos del oscilador 7. Entonces el ntmero
méximo de enlaces que pueden existir entre ellos es de k;(k; — 1)/2, y esto ocurre cuando cada
vecino del oscilador i estd acoplado a todos los otros vecinos del oscilador i. El coeficiente de
agrupamiento local ¢; por oscilador, segiin Watts y Strogatz [21,49], se define como la razon
entre el nimero real de enlaces e; que existe entre estos k; osciladores y el niimero total de

enlaces posibles k;(k; — 1)/2, es decir:

2€i

e (3.7)

C; =

El coeficiente de agrupamiento de la red es el promedio de ¢; sobre todos los osciladores, es

decir:
N

(c) = %z:cZ (3.8)

i=1
Por definicion, 0 < ¢; <1y 0 < {c) < 1.

3.3.3 Asortatividad

La asortatividad es una preferencia de los osciladores en una red, a acoplarse a otros que sean
similares entre si. Para el resto de la tesis, la asortatividad es vista en términos de grado del
oscilador. Es decir, la asortatividad en un oscilador, es la preferencia a acoplarse con otro

oscilador de su mismo grado o similar. El coeficiente de asortatividad r;; en [84] esta dado por

rig = (ki — (k) (k; — (k)), (3.9)

donde i y j son osciladores conectados por un enlace; k; y k; son los grados de dichos osciladores,

respectivamente; y (k) es el grado promedio de la red.
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3.3.4 Intermediacién

La intermediacion («betweenness centrality») es una medida de relevancia que cuantifica el
namero de veces que un enlace (u oscilador) actia como un puente a lo largo de un camino
mas corto entre otros dos osciladores. La medida puede funcionar tanto para enlaces o para
osciladores. Para el resto de la tesis la intermediacion es vista en términos de enlaces. Un enlace
con intermediacion alta, tiene una gran influencia en la transferencia de dinamicas a través de
la red, bajo la suposicién de que la transferencia sigue el camino més corto. El coeficiente de

intermediacion b, de un enlace e se define como [21,41,42]:

f: mij (3.10)

donde n;; es el nimero de enlaces en los caminos cortos entre osciladores i y j, ¢ # j, y ni;(e)

es el nimero de enlaces en los caminos cortos entre osciladores ¢ y j que incluyen el enlace e.

3.4 Modelos de redes

De entre los muchos modelos para generar redes, hemos elegido el modelo de Watts-Strogatz
(WS) para redes de mundo pequeno [49,50] y el modelo de Barabasi-Albert (BA) para las redes

de libre escala [51,52]; que han sido ampliamente estudiadas y son similares a las redes reales.

3.4.1 Redes de mundo pequeno

Las redes de mundo pequeno son un tipo de redes en el cual la mayoria de sus osciladores no
estan acoplados entre si; sin embargo, el camino para llegar de un oscilador a otro, es relativa-
mente corto. Una red de mundo pequetio posee valores altos de coeficiente de agrupamiento (c),
cualesquiera dos osciladores de la red se comunican por un camino de osciladores intermedios

relativamente pequeno, y la distribucion del grado P(k) es uniforme. Uno de los primeros en
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describir y modelar este tipo de redes, fueron Watts y Strogatz (WS). El modelo de red de

mundo pequeno de WS se puede generar con el siguiente algoritmo [49, 50]:
Algoritmo para generar el modelo de red de mundo pequeno de WS.

1) Comenzar con una red acoplada con vecinos cercanos, que consisten en N osciladores aco-
modados en anillo, donde cada oscilador i es adyacente a cada oscilador vecino, i = 1,2, ..., K/2,

donde K es par.

2) Se permite que cada enlace se reconecte a un oscilador diferente usando una probabilidad
de reconexion p, de tal manera que la transicién entre el orden (p = 0) y aleatorio (p = 1)

puedan ser facilmente monitoreada, ver Figura 3.5.

Se incrementa la probabilidad de reconexién aleatoria

p=20 O<p<1

a) Red regular b) Red de mundo ¢) Red aleatoria
pequefo

Figura 3.5: Representacion grafica del algoritmo para generar redes de mundo pequeno. Se
comienza con una red regular como a), donde la probabilidad de reconectar un enlace es cero,
p = 0. Se aumenta la probabilidad de que los enlaces se reconecten a osciladores diferentes,
es entonces donde las propiedades de las redes de mundo pequeno aparecen, como en b). Si la
probabilidad de reconexién es de p = 1, todos los enlaces son reconectados de manera aleatoria,
y a la red resultante se le conoce como red aleatoria c).
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La reconexién, en este contexto, significa cambiar un extremo del enlace, a un oscilador
nuevo elegido aleatoriamente del resto de la red; con la restriccion de que dos diferentes os-
ciladores cualesquiera no puede tener mas de una conexion entre si, y ningtan oscilador puede
conectarse consigo mismo. Se ha encontrado que incluso para probabilidades p pequenas de
reacoplamiento, las distancias promedio entre osciladores se disminuyen significativamente. No
obstante, bajo las mismas probabilidades, el coeficiente de agrupamiento (c) no cambia sustan-

cialmente.

3.4.2 Redes de escala libre

Las redes de escala libre son redes cuya distribucion de grado P(k) sigue una ley de potencia.
Esto implica que en la red existen osciladores que estan altamente acoplados y que el grado
no esta distribuido uniformemente. A estos osciladores que estan altamente acoplados, se les
llama “hubs”. Barabasi y Albert (BA) fueron los primeros en argumentar, que los modelos
anteriores fallan al no considerar dos importantes propiedades de redes reales. Primeramente,
muchas redes reales se forman al introducir nuevos osciladores al sistema acoplandose a los ya
existentes; a esto se le llama crecimiento. En segundo lugar, los nuevos osciladores tendran
una tendencia a acoplarse a ciertos osciladores, normalmente de grado mayor; a esto se le
llama conexion preferencial. El algoritmo de BA para generar una red de escala libre es el

siguiente [51]:
Algoritmo para generar el modelo de red de libre escala BA.

1) Crecimiento: Comenzar con un nimero pequeno mg de osciladores; a cada paso, un

nuevo oscilador m es introducido a la red y es acoplado a un oscilador ya existente.

2) Acoplamiento Preferencial: La probabilidad [ [, de que un nuevo oscilador sera conec-

tado a un oscilador ¢ (uno de los m osciladores ya existentes) depende en el grado k; del oscilador
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i, de tal manera que [[; = k;/ > k;.

Después de una cantidad de pasos t, este algoritmo resulta en una red con N = t + my
osciladores y mt enlaces. Si la red crece de acuerdo con estas dos reglas, la red evoluciona a un
estado de escala invariante. Lo que significa que la forma de la distribucién de grado P(k) no

cambia con el cambio de escala (o incremento de osciladores), ver Figura 3.6.

Q 0}(4

Figura 3.6: Representacion grafica de una red N = 30 de escala libre producida con el modelo
BA.
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3.5 Conclusiones

Como se menciona en el capitulo, dos de los modelos mas usados para generar redes, son el
modelo de mundo pequeno y el modelo de escala libre. Estos modelos han sido ampliamente
estudiados y presentan propiedades encontradas en redes reales. Los osciladores cadticos de
Rossler son acoplados usando estos modelos, bajo un acoplamiento tinicamente bidireccional.
Se excluye del estudio las redes direccionadas y redes con pesos en sus enlaces. Existe suficiente
evidencia en la literatura que sugiere que los resultados pueden variar a diferentes grados
promedio (k). Las redes de mundo pequeno y escala libre son generadas para alcanzar grados
promedio (k) = 4,8 y 12. En capitulos posteriores las propiedades como asortatividad e

intermediacion, son usadas dentro de una metodologia como criterio de eliminacién de enlaces.

La matriz Laplaciana L es de especial interés debido a que sus valores propios tienen
propiedades que revelan si la red tiene la capacidad de sincronizar o no. El siguiente capi-
tulo explora estas propiedades, al usar la herramienta llamada funcién maestra de estabilidad.

Esta herramienta permite observar las condiciones suficientes para que la red pueda sincronizar.



Capitulo 4

Funcion Maestra de Estabilidad

En este capitulo se muestran dos conceptos fundamentales para la sincronizaciéon de redes
complejas eliminando enlaces. 1)Los criterios bajo los cuales la red tiene la capacidad de
sincronizar, a esto se le conoce como sincronizabilidad. 2)Medir el cambio en la dindmica de
la red al ser eliminado cualquier enlace. Ambos conceptos ayudan al desarrollo de un método

para llevar a la red a un estado de sincronia, eliminando la menor cantidad de enlaces posibles.

Un enfoque para observar sincronizabilidad es usando la funciéon maestra de estabilidad
(MSF por sus siglas en inglés). Esta nos permite analizar la red usando los exponentes de
Lyapunov obtenidos de la ecuaciéon maestra de estabilidad, y los valores y vectores propios de
la matriz Laplaciana de la red. Con los exponentes de Lyapunov se puede obtener un rango de
valores para los cuales la red es estable y para redes no direccionadas, también sincronizable.
Estos valores son directamente proporcionales a los valores propios de la matriz Laplaciana, y
permite observar el cambio producido al eliminarse un enlace. Para el resto de la tesis, la MSF

es vista en funcién de la sincronizacion.

Primero se aborda el anélisis matematico de la funciéon maestra de estabilidad. Con las
conclusiones obtenidas, se obtiene qué determina la sincronizabilidad de la red. Finalmente, se

analiza el problema de tesis con estos conceptos.
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4.1 La funcién maestra de estabilidad

En el estudio del comportamiento en redes de sistemas dindmicos acoplados entre si, surgio la
pregunta: ;cuando una red ya sincronizada, es estable? La pregunta y respuesta fue planteada
en 1998 por los investigadores Louis M. Pecora y Thomas L. Carroll en su articulo llamado
“Master Stability Functions for Synchronized Coupled Systems” [32]. Suponga que existe un

sistema que describe una red de N osciladores de manera que

N
).(i = Fi<Xi) + UZLin(Xj), (41)
j=1
donde x; = (x1,X2,...,XN)T € R" es un vector n-dimensional de las variables dinédmicas

del i-ésimo oscilador idéntico; %X; = F(x;) son las dindmicas no acopladas de cada i-ésimo os-
cilador; L es una matriz Laplaciana simétrica (L = LT) generada por la ecuacion (3.4), y
representa la topologia de la red; H(x;) = (H(x1), H(x2),...,H(xx))T es una funcién arbi-
traria m-dimensional del j-ésimo oscilador y determina cudl variable de estado es usada en el
acoplamiento; y o es la fuerza de acoplamiento en la red. Se declara que existe una sincroniza-

cion exacta y completa entre los osciladores tal que

X1 =Xg =+ = XN = Xg, (4.2)
donde x4 es un vector m-dimensional y representa la dindmica emergente final de la red, y por
lo tanto x; = X; para todo i. Entonces la ecuaciéon a la red sincronizada es

Xg = F(Xs) +o Z Lin(Xs)J (43)

j=1

donde F(xg) son todos los osciladores sincronizados y tienen una dindmica idéntica. Para
obtener la ecuacion variacional de (4.3), suponga que & = (&1,&s,...,&n)T son las variaciones

en el -ésimo oscilador, entonces la ecuaciéon queda como

N
&= (DF+0) LyDH), (4.4)

j=1
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donde DF y DH son funciones Jacobianas. Al usar la multiplicacién de Kronecker, la ecuacién

queda como

& = (1y ® DF + oL ® DH)E;. (4.5)

La variacion de cada oscilador es clara al obtener los valores propios Ay (k= 1,2,...,N) de la

matriz Laplaciana Lj;, de tal modo que

ij»
& = (DF + o\ DH)&;. (4.6)

Se define que pp = oAy, y por lo tanto

& = (DF + py DH)&,. (4.7)

En el caso general, la matriz Laplaciana puede ser una red direccionada o no direccionada, con
pesos o sin pesos en los enlaces. En este caso, los valores propios A\, pueden ser complejos.

Entonces se define = o + 1, y la funciéon maestra de estabilidad es

¢ = (DF + (a + pi)DH)(. (4.8)

De la ecuacion (4.8), se puede calcular el maximo exponente de Lyapunov evaluado en a y
B, Aa, ), donde «, 5 € R. El méximo exponente de Lyapunov A(a, ) crea una superficie
en el plano complejo en R3. Entonces, dada una fuerza de acoplamiento o, se puede localizar
oAk, v el signo correspondiente del maximo exponente de Lyapunov A(a, 3), determina si la red
sincroniza. Sitodos los valores propios diferentes de cero, oA\, para k = 2,3, ..., N, corresponden
al espacio de estados donde el maximo exponente de Lyapunov A(«, 3) es negativo, la dindmica
de la red sincroniza. Para el resto de la tesis, los valores propios A\, seran tomados como valores

positivos por conveniencia.
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o
Figura 4.1: Gréaficas ilustrativas de los posibles casos de la funcion maestra de estabilidad de
una red de osciladores caoticos. El caso 1 (verde), A(«) es monotonamente creciente. El caso 2

(rojo), A(a) es monotonamente decreciente. El caso 3 (azul), A(«) consta de un rango acotado
de valores negativos.

Para nuestro caso de estudio, la red es no direccionada y sin pesos en los acoplamientos.
Por lo tanto, la matriz Laplaciana es simétrica, y se forman, como en la ecuacion (3.4). Esto
indica que los valores propios A, son reales (5 = 0) y por lo tanto oy, = o). El sistema esta
sincronizado, si y solo si, todos aj de la red corresponden con un signo negativo del maximo

exponente de Lyapunov A(a).
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4.2 Sincronizabilidad

Mediante el anélisis del maximo exponente de Lyapunov A(«), los resultados de Pecora y Carroll
en [32|, indican que existen tres posibles casos. Para el caso 1, todos los valores del maximo
exponente de Lyapunov son positivos, A(a) > 0, por lo tanto la red no sincroniza. En el caso
2, el maximo exponente de Lyapunov decrece mondétonamente. Como se observa en la Figura
4.1, existe un valor @ > ~ tal que A(a) < 0. Por lo tanto, la red es sincronizable si y sblo si
ol > 7, para k = 2,3,..., N. Esta red se puede sincronizar ajustando el valor proporcional de
la fuerza de acoplamiento o de la red, o en algunos casos aumentando la cantidad de enlaces

en la red.

El caso de interés para la tesis, es el caso 3, ya que se establece que existen dos valores
Y1, 7% € a, donde y; < s, tal que existen valores negativos del méximo exponente de Lyapunov
Ala) < 0, siy solo si y1 < a < 7, ver Figura 4.1. En consecuencia, se puede garantizar

sincronfa de una red si y s6lo si las condiciones
oy > 71 Y oAN < Yo, (4.9)

se cumple. La condicién es equivalente a

X (4.10)
AN P2

La ecuacion (4.10) garantiza la existencia de al menos un valor de o para el cual la red sincroniza.
A esto se le conoce como cociente >/\\_12v («eigenratio») y define la sincronizabilidad. Es de notar
que los valores de 7, y 72 son determinados por las funciones F'y H. Mientras que los valores

Ao y An dependen de la topologia de la red. Por lo tanto, la sincronizabilidad de una red puede

ser definida independientemente de la dindmica de los osciladores.

El oscilador caotico de Rossler cae en el caso 3 segtn [32,85]. Los valores de 71 y 79 para

que los valores del maximo exponente de Lyapunov A(«) del oscilador cadtico de Rossler sean
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negativos, son vy, = 0.206 y 72 = 5.519 [85]. Entonces el cociente AA—JQV debe ser

A
22> 0.0373256... (4.11)
AN

para que la red sea sincronizable. En consecuencia )’\\—fv = (0.0373256 representa el caso critico,

donde existe s6lo un valor de o para que la red pueda sincronizar.

Eliminar enlaces de una red tiene muchas implicaciones. Este concepto es muy conocido en el
area de distribucion eléctrica, para observar robustez a fallas y vulnerabilidad a ataques [43,45].
La eliminacion de enlaces provoca que los valores propios A, pertenecientes a la matriz Lapla-
ciana de dicha red, disminuyan de valor y tiendan a cero 21|, donde para redes no direccionadas
y sin pesos en los enlaces, Ay = 0y Ay < A3 < ... < Ay. El cambio producido en los valores
propios A al eliminarse un enlace, es diferente para cada enlace en la red, ésto debido a su
posicion en el acoplamiento de la red. Por otra parte, si los suficientes enlaces son eliminados,

eventualmente un oscilador puede ser desacoplado de la red y entonces el valor propio Ay = 0.

4.3 Conclusiones

Al observar el caso 3 de la funcion maestra de estabilidad, es claro que para lograr el objetivo de
la tesis, dos condiciones deben ocurrir: 1) El valor propio Ay no puede llegar a cero, Ay # 0. Esto
garantizaria que el nimero de osciladores en la red, no ha disminuido. 2) El enlace seleccionado
debe disminuir el valor propio Ay lo mas posible, mientras que el valor propio Ay disminuya lo
menos posible. En consecuencia, es posible s6lo bajar el valor Ay a un valor tal que la condicion

(4.11) se cumpla.

En el siguiente capitulo se presenta una técnica para predecir el cambio en los valores propios
de una matriz Laplaciana. Lo que haria posible seleccionar el enlace que cumpla con las dos

condiciones descritas anteriormente.



Capitulo 5

Teoria de perturbacion

Este capitulo muestra un resumen de la teoria de perturbacion y su implementacion en el estudio
de redes. La técnica es usada para encontrar el cambio aproximado en los valores propios de
la matriz Laplaciana de una red, al remover un enlace. Posteriormente se crea un algoritmo
para eliminar enlaces basandose en el cambio mas grande en el valor propio Ay como criterio

de seleccidon de enlaces.

La teorfa de perturbacién es un conjunto de esquemas de aproximacion para describir un
sistema en términos de uno méas simple. Es comiin que no se pueda resolver un problema
mateméatico de manera exacta. Si la solucion exacta es disponible, ésta exhibe una dependencia
entre sus parametros que es muy dificil usar como tal. Suponga que un parametro ¢ existe para
un sistema, y que la solucién existe y es simple si § = 0. La teoria de perturbacion nos muestra
como la solucion es alterada (o perturbada) para valores pequenios de 0, pero diferentes de cero.
Basicamente se pretende encontrar una expresion de la solucién deseada, en términos de una
serie de potencias con el parametro 9, el cual cuantifique la desviacion de la solucion exacta del
problema. Se supone que d = 1, al indicar que la remociéon de un enlace es total y no parcial.
Para el problema de tesis, inicamente se observa la aproximacion del primer orden de la serie

de potencias y se supone que los términos sucesivos son cada vez mas pequenos que el anterior.
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Considere la siguiente ecuacion

Ly =Lo +6S, (5.1)

donde Lg € RY es una matriz simétrica Laplaciana Lo = L{ y describe la topologia inicial de
la red, L; € RN es una matriz simétrica Laplaciana L; = L] y describe la topologia resultante
de la red después de la perturbacion, § € R es una ganancia que controla la magnitud de la
perturbacion y S € RY es una matriz la cual describe una perturbacion en la forma de remocion

de un enlace y se describe como

(000 0 -~ 0 ]
0 -1 0 - 1

Ss=|0 0 0 - 0 |. (5.2)
0 1 0 - —1

La definicion de valores propios de Ly es Lyv = Av. Al sustituirlo con (5.1), se obtiene
(Lo + S —MN)v =0. (5.3)

Se supone que (5.3) puede ser expandida en Taylor para A y v, tal que

A(6) = \(0) + XLO)(S + X;(P)é? o (5.4)
v(8) = v(0) v'1(!0)5 + V;(!O)# TR (5.5)

donde A(¢) se define como el valor propio perturbado y v(d) como el vector propio perturbado
pertenecientes a la matriz Laplaciana Ly, A(0) y v(0) son el valor propio y vector propio cuando
la perturbacion es nula perteneciente a la matriz Laplaciana Lg, respectivamente. El valor de
cada término de la serie de Taylor, es sucesivamente mas pequeno que el anterior, por tanto se

define una funcion G = VQ—(!O)<52 + -+ que engloba el resto de las correcciones de la perturbacion

y se supone que G ~ 0, para solo observar la aproximaciéon en el primer orden. Entonces las
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ecuaciones (5.4) y (5.5), definidas solo para la aproximacion de primer orden se reescriben como

Ay = A) + 0X(g), (5.6)
V(1) = V(o) + 0V, (5.7)
donde A1y = A(0) y vy = v(6) son definidos como el valor propio y vector propio de la matriz
Laplaciana Ly para la aproximacion de primer orden, A\ = A(0) y VEO) = v/(0) son el valor
propio y vector propio de la matriz Laplaciana Lg. Usando ecuaciones (5.6) y (5.7), en (5.3) se

obtiene

(Lo + 0S — )\(0) - (5)\/(0))(V(0) + (5V20)) =0, (5.8)
y se agrupan en términos de 9, la ecuaciéon esta dado por

Entonces se procede a igualar a 0 los términos sucesivos de la serie 62, §', y 6° en la ecuacién

(5.9) de la manera siguiente

8 = Svig — Ao V(o) = 0, (5.10)
51 — SV(O) — )\l(o)V(O) + LOVEO) — /\(O)VZO) = 07 (5.11)
(50 — LOV(O) — )\(O)V(O) = 0. (5.12)

T

Se multiplican por la izquierda por Vip) @ (5.11), nos queda la ecuacion

VEO)SV(O) + V{O)LOVEO) = A?O)V(TO)V(U) + /\(O)VJO)VEO)' (5.13)

Los vectores propios de una matriz simétrica forman una base ortonormal, segtin el teorema
espectral, entonces V(TO)V(O) = 1. La ecuacion (5.12) indica que Lov(g) = A@)V(). Ambas

instancias simplifican (5.13) de manera que

X(O) = V(TO)SV(O). (5.14)
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Se introduce (5.14) en (5.6) y se supone una ganancia § = 1 por conveniencia. Entonces
A1) = Aoy + v Sv (). (5.15)

Esta ecuacion aun se puede simplificar més; considerando que la perturbaciéon S tnicamente
elimina un enlace, y entonces perturba a los elementos pertenecientes a ese enlace en los vectores

propios. Por lo tanto, la ecuacion al ser simplificada, estd dada por

A1) = Aoy = (Mk0) — Nko))”s (5.16)

donde k = 2,3,..., N y denota todos los valores propios diferentes de cero; m ) y n,0) son los
elementos m y n del k—ésimo vector propio de la matrix Lo, respectivamente; y Ax,1) ¥ Aw.0)
son el k—ésimo vector propio de la matriz Ly y Ly, respectivamente. Esta es la notaciéon que
es usada para el resto de la tesis. Con la ecuacion (5.16), se puede deducir que A1) < Ap.)
y con ello se concluye que con cada enlace eliminado se disminuye el valor propio de la matriz
Laplaciana Lg. Ahora se concluye que el cambio aproximado pi(e) en cualquier valor propio k

dado de una matriz Laplaciana simétrica Lo, causado por remover el enlace e es

p(€) = (Mme0) — no))’ (5.17)

Como resultado, es posible evaluar cada enlace por su cambio aproximado en los valores propios.

5.1 Conclusiones

La teoria de perturbacion nos ha permitido encontrar una ecuacion (5.17) que evalaa el cambio
aproximado en los valores propios de una matriz Laplaciana, ante la eliminaciéon de un enlace

en una red. Al observar el cambio aproximado py, es posible seleccionar el enlace que produzca

el mayor cambio en el valor propio A\y. También la red debe sincronizar si ﬁ > (0.0373256,

como lo establece la ecuacion (4.11). Ambas instancias pueden ser usadas como criterio para
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eliminar un enlace en una red, y que aumente el cambio en el valor propio Ay o aumente la

sincronizabilidad con el cociente j—fv

En el siguiente capitulo, el cambio p es usado para crear un algoritmo; por el cual se puede
seleccionar el enlace que provee el maximo cambio en Ay. Usando ésto, se puede remover la
cantidad minima necesaria de enlaces para llevar a la red a la sincronia. Ademaés, se presentan
a detalle algoritmos que también fueron generados con el propoésito de aumentar la sincroniza-

bilidad y algoritmos encontrados en la literatura.



Capitulo 6

Métodos utilizados

En este capitulo se enlistan los métodos para eliminar enlaces. Primero se presentan los métodos
con teoria de perturbaciéon propuestos como principal soluciéon al problema de tesis. También se
desarrollaron los métodos de eliminacion directa y la modificacion al método de ataque, como
una solucién al problema. Estos métodos se comparan con los encontrados en la literatura,
principalmente en el articulo de Holme (2002) [42]. En este articulo, se aprecian algunas
metodologias usando propiedades, como el grado y la intermediacion, como criterio de seleccion
de enlaces a eliminar. Estas propiedades se describen en el capitulo 3. Cabe mencionar que
el articulo [42], principalmente utiliza estas metodologias para observar la vulnerabilidad y
robustez en redes complejas. En la literatura se encuentran algunas variantes que también son
estudiadas. Estas variantes se pueden dividir en dos categorias: métodos usando tnicamente
la topologia inicial de la red (denominados “una vez”), y métodos ajustando la topologia al ser

eliminado un enlace (denominados “recalculada”).

Para los métodos desarrollados, existen dos posibles criterios de seleccién que son estudiados.
El primer criterio se basa en eliminar el enlace que produzca el mayor cambio en el valor propio
més grande \y. El segundo criterio selecciona el enlace que aumente el cociente /(\—; (4.11) y

con ello aumentar la sincronizabilidad.
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Los métodos a discutir siguen de manera general las siguientes fases: 1)la creacion de red
(red de mundo pequeno o red de escala libre), 2)evaluacion de la propiedad principal del método,

3)seleccion del enlace a eliminar basado en la evaluacion, y 4)recopilacion de resultados.

6.1 Meétodos con teoria de perturbacion

El siguiente método se plantea como principal soluciéon al problema de tesis. Como se observa
en el capitulo 5, la teoria de perturbacion puede indicar el cambio aproximado (o perturbacion)
pr en los valores propios A\, de una matriz Laplaciana L, si se elimina un enlace en la red de
osciladores asociada con L. Por lo tanto, al usar la ecuacion (5.17), el valor de py podria ser
un criterio se seleccion de enlace a eliminar. Ademaés, el valor del cociente /(\—fv (4.11), el cual
indica sincronizabilidad, también puede ser un buen criterio de seleccion. Tomando en cuenta
pr (5.17) y el cociente ;‘—fv (4.11) como criterios de seleccion, se lograron desarrollar los siguientes

cuatro algoritmos:

A) Aproximacion una vez (AO por sus siglas en inglés)

1. El algoritmo calcula la perturbacién py (5.17) producida por cada enlace en la red.
2. Remueve los enlaces, del que produce la perturbacion py (5.17) méas alta, a la mas
baja.

B) Aproximacion una vez usando cociente (A QOe)

1. El algoritmo calcula la perturbacion ps y py (5.17) producida por cada enlace en la
red.

A2—p2
AN—PN

2. Se calcula el cociente usando los valores propios perturbados de la manera

(4.11).

3. Remueve los enlaces, del que producen el cociente mas alto, al méas bajo.
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C) Aproximacion recalculada (AR)

1. El algoritmo calcula la perturbacion py (5.17) producida por cada enlace en la red.
2. Remueve el enlace con la perturbacion py (5.17) mas alta.

3. El proceso se repite.
D) Aproximacion recalculada usando cociente (A Re)
1. El algoritmo calcula la perturbacion ps y py (5.17) producida por cada enlace en la

red.

2. Se calcula el cociente usando los valores propios perturbados de la manera ﬁ

(4.11).
3. Remueve el enlace con el cociente méas alto.

4. El proceso se repite.

6.2 Meétodos de eliminacion directa

Un enfoque posible al problema, es la directa remocion del enlace que decrementa mas el valor
de Ay. También es posible la eliminacion directa el enlace que produce el mayor cociente )’\\—fv

Es por esto, que se han desarrollado los siguientes dos algoritmos:

A) Eliminacion directa (SD por sus siglas en inglés)

1. Un enlace es eliminado.
2. El Ay de la matriz Laplaciana es calculado y guardado.
3. El enlace es restaurado.

4. El proceso se repite hasta que cada enlace ha sido eliminado, su Ay calculado y

grabado, y el enlace ha sido restaurado, inicamente una vez.
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5. De los datos obtenidos, el enlace que produjo el mayor cambio en Ay, es eliminado

permanentemente.

6. El proceso se repite.
B) Eliminacion directa usando cociente (SDe)

1. Un enlace es eliminado.

2. El cociente £2 (4.11) de la matriz Laplaciana es calculado y guardado.
N

3. El enlace es restaurado.

4. El proceso se repite hasta que cada enlace ha sido eliminado, su cociente /{\—fv (4.11)

calculado y grabado, y el enlace ha sido restaurado, inicamente una vez.

5. De los datos obtenidos, el enlace que produjo el mayor cociente AA—; (4.11), es elimi-

nado permanentemente.

6. El proceso se repite.

6.3 Meétodo de ataque al oscilador con el grado mas alto
(usando asortatividad)

En el articulo [42], se usa un algoritmo que se enfoca en remover un enlace aleatorio del oscilador
con el grado k (3.2) més alto. Se ha modificado este concepto, y ahora se selecciona un enlace
con el coeficiente de asortatividad r,, (3.9) mas alto del oscilador con el grado k més alto. Esto
tras observar mejores resultados al reducir Ay lo mas posible, y al mismo tiempo, disminuir Ay

lo menos posible. El algoritmo es el siguiente:

A) Ataque al grado mas alto (AD)

1. Se encuentra el oscilador con el grado k (3.2) més alto.
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2. De ese oscilador, se elimina el enlace con el coeficiente de asortatividad 7., (3.9) mas

alto.

3. El proceso se repite.

6.4 Meétodos con asortatividad

El coeficiente de asortatividad r,, (3.9) de un enlace acoplando a los osciladores x y y, indica
una relacion existente entre el grado de esos osciladores. Como se explica en la subseccion 3.3.3,
valores positivos de r,,, dadas por la ecuaciéon (3.9), indican una correlacién entre osciladores
de grado similar. En la literatura, se ha observado que eliminar enlaces de osciladores alta-
mente acoplados (hubs) puede provocar un mayor impacto en la red en lo que respecta a su
robustez [42,83|. Al usar el coeficiente de asortatividad r,, (3.9) como criterio de seleccion, se

desarrollaron las siguientes dos algoritmos:

A) Asortativo una vez (AS0O)

1. El algoritmo calcula el coeficiente de asortatividad r,, (3.9) para cada enlace en la

red.

2. Se remueve los enlaces del que produce el coeficiente r,, (3.9) mas alto, al mas bajo.
B) Asortativo recalculado (ASR)

1. El algoritmo calcula el coeficiente de asortatividad r,, (3.9) para cada enlace en la
red.

2. Se remueve el enlace con el coeficiente r,, (3.9) mas alto.

3. El proceso se repite.



41

6.5 Meétodo con intermediacion

El coeficiente de intermediacion («betweenness centrality») b. en la ecuacion (3.10) es capaz
de cuantificar el nimero de veces que un enlace actiia como puente entre dos osciladores, mas
infomacion en seccion 3.3.4 y en los articulos [41] y [42]. Esta medida puede identificar el enlace
de mayor relevancia para la red en términos de flujo entre dos osciladores cualesquiera. Por
ello en la literatura es usado para observar vulnerabilidad y robustez [42]. Los dos algoritmos

existentes son:

A) Intermediacion una vez (BO)

1. El algoritmo calcula el coeficiente de intermediacion b, (3.10) para cada enlace en la

red.

2. Se remueve los enlaces, del que produce el coeficiente b, (3.10) més alto, al mas bajo.
B) Intermediacion recalculada (BR)

1. El algoritmo calcula el coeficiente de intermediacion b, (3.10) para cada enlace en la
red.

2. Se remueve el enlace con el coeficiente b, (3.10) méas alto.

3. El proceso se repite.

6.6 Meétodo aleatorio

Los métodos antes presentados son comparados entre si en los siguientes capitulos. Al hacer
esto, se pretende hacer obvio cudl de los métodos logra reducir el valor propio Ay con la menor
cantidad de enlaces eliminados, manteniendo el valor de Ay con el menor cambio posible. Como

base para la comparacion, los algoritmos deben, como requisito minimo, dar mejores resultados
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que eliminar los enlaces de manera aleatoria. El “método aleatorio” (R) consta de eliminar,
uno a uno, los enlaces de la red en forma aleatoria, y registrar el cambio en los valores propios

A2 v Ay para su posterior analisis.

En el siguiente capitulo se exhibe una discusion acerca de los resultados usando los métodos

antes mencionados.



Capitulo 7

Resultados

El caso 3 de la funcién maestra de estabilidad es de especial interés debido a que existe un
nimero acotado de valores negativos en el maximo exponente de Lyapunov A(«a) que hacen que
la red sea estable y sincronizable. Las redes son compuestas por osciladores cadticos de Rossler

ya que son de caso 3 [32].

Los métodos mencionados en el capitulo 6 son probados usando dos de los modelos de red
mas estudiados: el modelo de Watts-Strogatz (WS) para redes de mundo pequeno [49,50], y el
modelo Barabési-Albert (BA) para redes de escala libre [51,52].

Para el modelo WS, fueron usadas redes de N = 300 osciladores, y solo 35 enlaces fueron
eliminados usando todos los métodos descritos en el capitulo 6. Para observar la efectividad de
los métodos y tener relevancia estadistica, se crearon 100 redes con grados promedio (k) = 4,8

y 12 respectivamente; para un total de 300 redes. Los resultados fueron promediados.

La Tabla 7.1 muestra el cambio en el valor propio Ay y el cociente ;\—; por cada enlace
eliminado para las redes con (k) = 4,8 y 12. En el caso de los valores propios \y (graficas

en columna izquierda), es deseable que el valor disminuya con la menor cantidad de enlaces

A2

eliminados. Por otra parte, en el caso del cambio en el cociente v (graficas en columna
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derecha) se considera que la red es sincronizable si el cociente obtenido es mayor a 0.0373256
(4.11), marcado en las graficas con una linea roja horizontal. Los algoritmos AR, ARe, AD,
SD, SDe y ASR resultan ser los que producen el mayor cambio en Ay para los primeros 35
enlaces removidos en el modelo de red WS. Sin embargo, hay que considerar el valor de \;, ya
que éste debe ser Ay > 0; de lo contrario significa que un oscilador esté fuera de la red. Por lo
tanto, al hacer el anélisis con el cociente /\A—fv se puede concluir que los algoritmos AR y ARe

muestran ser los que disminuyen el valor de Ay mientras aumentan la sincronizabilidad.

Para el modelo BA, fueron usadas redes de N = 1000 osciladores, y s6lo 30 enlaces fueron
eliminados usando los métodos descritos en el capitulo 6. Para observar la efectividad de los
métodos y tener relevancia estadistica, se crearon 100 redes con grados promedio (k) = 4,8 y

12 respectivamente; para un total de 300 redes. Los resultados fueron promediados.

La Tabla 7.2 muestra el cambio en el valor propio Ay y el cociente ;\—; por cada enlace
eliminado para las redes con (k) = 4,8 y 12. En el caso de los valores propios A\y (graficas
en columna izquierda), es deseable que el valor disminuya con la menor cantidad de enlaces
eliminados. Por otra parte, en el caso del cambio en el cociente ;‘—fv (graficas en columna
derecha) se considera que la red es sincronizable si el cociente obtenido es mayor a 0.0373256
(4.11), marcado en las gréficas con una linea roja horizontal. Los algoritmos SD, SDe, AD,

AR vy ARe resultan ser los que producen el mayor cambio en Ay para los primeros 30 enlaces

removidos.

Los resultados mostrados en la Tabla 7.2 son muy similares. Esto es de esperarse, ya que
la tendencia en los algoritmos es a eliminar enlaces de los hubs. Sin embargo la cantidad de
enlaces eliminados resulta ser insuficiente para apreciar cual algoritmo es el que disminuye a Ay
mientras aumenta la sincronizabilidad. FEsto es debido a la cantidad de enlaces totales en las
redes BA de 1000 osciladores. Los algoritmos como SD y SDe pueden dar buenos resultados,

pero son de muy lenta ejecucion.
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Por tanto, en la Tabla 7.3 se muestra como cambia el cociente /(\—; al ser eliminados todos los
enlaces en una red de escala libre de N = 1000 con grados promedio (k) = 4,8 y 12. Se omite
el resultado con el algoritmo SD y SDe en grados promedio (k) = 8 y 12, debido a su lenta
ejecucion. La Tabla 7.3 muestra que no se logra llegar a valores del cociente /(\—; que sincronicen
a las redes de escala libre de (k) = 4 al eliminar enlaces. Por otra parte, se observa que en los
casos de una red de escala libre de (k) = 8 y 12, eliminar enlaces puede ser una estrategia para

llevar a la red a sincronia. Los algoritmos AR, ARe y AD muestran ser los que disminuyen

el valor de Ay mientras aumentan la sincronizabilidad.

La Tabla 7.4 muestra el cambio real promediado en los valores propios Ay y A2 produci-
dos por los diferentes algoritmos para cada iteraciéon. Luego, es promediado para 35 enlaces
eliminados usando el modelo WS y 30 enlaces eliminados con el modelo BA. Se observa que
los modelos usando teoria de perturbacion (AR, ARe, AO y AQOe) provocan un cambio méas

grande en \y, mientras provocan un cambio marginal en el \s.

En la Figura 7.1 se puede observar el efecto en el error medio de sincronizacion (e) (2.2) en
los osciladores, para cada 5 enlaces removidos usando el algoritmo A R. La red estd compuesta
por N = 300 osciladores cadticos de Rdéssler en una configuraciéon de mundo pequeiio con
(k) = 4. Usando esa misma red, la Figura 7.2 muestra como el error medio de sincronizacion

(e) (2.2) disminuye para los primeros 50 enlaces eliminados.

En la Figura 7.3 muestra el error medio de sincronizacion (e) (2.2) en los osciladores de una
red compuesta por N = 300 osciladores cadticos de Rdssler en una configuraciéon de mundo
pequefio con (k) = 4,8, y 12, al eliminarse todos los enlaces (representado en porcentaje)
usando el algoritmo A R. Se observa que a grados promedio bajos, sélo es posible eliminar un
bajo porcentaje de enlaces. De eliminarse mas, el (e) tiende a subir. Por otra parte, a grados
promedio més altos se puede eliminar méas porcentaje de enlaces y seguir manteniendo un bhajo

valor de (e).
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Promedio de 100 redes mundo pequenio con 300 osciladores
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Tabla 7.1: Se muestra el cambio en el valor propio Ay y el cociente

horinzontal.

usando todos los algoritmos, en redes de mundo pequeno de grado promedio 4, 8, y 12. Si
N

;\; al eliminar enlaces

el cociente /{\—2 > 0.0373256 (4.11) la red es sincronizable, y estd marcado por una linea roja
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(k) Promedio de 100 redes de escala libre con 1000 osciladores
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Tabla 7.2: Se muestra el cambio en el valor propio Ay y el cociente /{\—fv al eliminar enlaces

usando todos los algoritmos, en redes de escala libre de grado promedio 4, 8, y 12. Si el
cociente g\—; > 0.0373256 (4.11) la red es sincronizable, y estd marcado por una linea roja

horinzontal.
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(k) Red de Escala libre de 1000 osciladores
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Tabla 7.3: La tabla muestra el cambio en el cociente ;\—; al eliminar todos los enlaces usando
los algoritmos, en una red de escala libre, y de grado promedio (k) = 4,8 y 12. Si el cociente
i‘—; > 0.0373256 (4.11) la red es sincronizable, y estd marcado por una linea roja horinzontal. Se
observa como sélo las redes de libre escala de (k) = 8 y 12 adquieren la capacidad de sincronia
usando los algoritmos AR, ARe y AD. Los algoritmos SD y SDe no pudieron realizarse
debido al tiempo de computo requerido.
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Tabla 7.4: Muestra el cambio absoluto promediado en los valores propios Ay y As producidos
por los diferentes algoritmos. El promedio es el cambio en 100 diferentes redes y promediado
a partir de 35 enlaces removidos en el modelo de mundo pequeno y a partir de 30 enlaces
removidos en el modelo de escala libre.

Mundo Pequeno Escala libre

Ak Nombre del Algoritmo 4 8 12 4 8 12
Aproximacion una vez (A0O) 25.90 | 34.10 | 38.50 | 611.60 | 548.20 | 444.30
Aproximacion una vez usando cociente (A QOe) 25.90 | 34.10 | 38.50 | 611.60 | 548.20 | 444.30
Aproximacion Recalculada (AR) 81.40 | 100.70 | 112.80 | 786.60 | 749.40 | 683.00
Aproximacion Recalculada usando cociente (ARe) | 81.30 | 100.60 | 112.90 | 786.20 | 749.20 | 682.90
Asortativo una vez (AS0) 57.00 | 76.40 | 87.80 | 443.10 | 357.50 | 320.30
Asortativo Recalculado (ASR) 67.10 | 85.90 | 92.50 | 439.70 | 364.40 | 327.10

v Ataque al grado mas alto (AD) 72.50 | 91.20 | 102.20 | 786.10 | 748.20 | 681.80
Intermediacion una vez (BO) 45.20 | 50.00 | 53.30 | 450.70 | 408.50 | 359.00
Intermediacion Recalculada (BR) 43.90 | 38.00 | 31.40 | 427.10 | 367.50 | 335.10
Aleatorio (R) 8.90 | 10.80 | 850 | 42.10| 32.60 | 27.20
Eliminacion directa (SD) 60.20 | 76.60 | 84.80 | 785.30 | 748.50 | 681.70
Eliminacion directa usando cociente (SDe) 62.70 | 76.70 | 86.70 | 783.60 | 747.80 | 681.80
Aproximacion una vez (AO) 12.90 | 47.60 | 96.20 0.69 0.12 0.04
Aproximacion una vez usando cociente (AQOe) 12.90 | 47.40 | 96.00 3.00 0.54 0.03
Aproximacion Recalculada (AR) 0.61 0.33 0.32 0.40 0.06 0.03
Aproximacion Recalculada usando cociente (ARe) | 0.50 0.28 0.27 1.20 0.05 0.01
Asortativo una vez (ASO) 3.10 5.60 9.60 0.19 0.03 0.02
Asortativo Recalculado (ASR) 6.80 | 14.80 | 20.80 0.19 0.03 0.02

Ao Ataque al grado mas alto (AD) 0.69 0.39 0.31 0.39 0.05 0.02
Intermediacion una vez (BO) 5.10 | 22.90 | 39.10 0.30 0.06 0.70
Intermediacion Recalculada (BR) 10.20 | 47.10 | 97.40 0.22 0.04 0.02
Aleatorio (R) 4.40 3.20 5.40 6.10 4.60 3.70
Eliminacion directa (SD) 1.30 0.93 1.10 0.46 0.15 0.06
Eliminacion directa usando cociente (SDe) 0.05 0.04 0.05 0.03 0.01 0.01

Nota: Los resultados son mostrados x10~? y truncados al segundo valor significativo por conveniencia.
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Figura 7.1: El error medio de sincronizacion (e) (2.2) de la sincronia de la red dinamica decrece
por cada 5 enlaces eliminados usando el algoritmo A R. La red fue creada usando 300 osciladores

caoticos de Rossler con una topologia de mundo pequeno con grado promedio (k) = 4.
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Figura 7.2: El error medio de sincronizacion (e) (2.2) de una red de osciladores cadticos de
Réssler de N =300y (k) = 4. Se observa como el (e) disminuye su valor con los primeros 50

enlaces eliminados en la red usando el algoritmo AR.
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Figura 7.3: Grafico del error medio de sincronizacioén (e) contra el porcentaje de enlaces eli-
minados en redes de modelo WS de 300 osciladores cadticos de Réssler con grados promedio
(k) = 4,8 y 12, al ser sometidos al algoritmo AR. Se observa cémo las redes (k) = 4 (azul)
puede disminuir el valor de (e), pero soélo se pueden eliminar hasta un 15% de enlaces. Al
eliminarse méas enlaces, (e) se incrementa. Las redes (k) = 8 (verde) y (k) = 12 (rojo) pueden
eliminar hasta un 50% y un 65%, respectivamente, antes de que (e) se incremente.



Capitulo 8

Conclusiones

En esta tesis se plantea el problema de sincronizar una red de osciladores de Rossler, eliminando
una minima cantidad de enlaces. Se descarta la posibilidad de usar un algoritmo de “fuerza
bruta”, que funciona eliminando cada uno de los enlaces en todas las combinaciones existentes,

para luego seleccionar la que produzca los mejores resultados [86].

El problema de sincronizar redes de osciladores de Réossler puede ser observado usando la
funcién maestra de estabilidad. Con ella se puede medir los cambios en términos de los valores
propios A, (k = 2,3,..., N) de una matriz Laplaciana perteneciente a una red, cuando un enlace
es eliminado. También se obtienen las condiciones para que una red de osciladores de Rossler

sincronice. Si la ecuacion (4.11) se cumple, la red sincroniza.

Se usa la teoria de perturbacién para conocer el cambio aproximado que sufren estos valores
propios. Este conocimiento, sirve de criterio de selecciéon de enlaces. Dos metodologias son
creadas con este concepto; una para eliminar los enlaces que produzcan el mayor cambio py en

el valor propio Ay y otro con el proposito de que aumente el cociente >/\\_;

Se desarrollan dos metodologias con el criterio de la eliminaciéon directa. Removiendo pre-

viamente los enlaces y guardando los cambios generados en los valores propios, una metodologia

52



23

selecciona el enlace que produce el mayor cambio en el Ay, y otro el que aumenta el cociente i‘—fv
Se modifica también el método de ataque al osciladores con grado k£ mas alto, encontrado en la
literatura [42], para incluir asortatividad como parte del criterio. Las anteriores metodologias,

son comparadas con metodologias encontradas en la literatura.

Tras analiar el método de eliminacién aleatoria, revela que no es posible eliminar enlaces
al azar y llevar una red a la sincronizacion. Esto confirma que existe un orden especifico de

enlaces a eliminar, para el cual la red sincroniza con la menor cantidad de enlaces eliminados.

Conforme la topologia va cambiando, también las propiedades de la red. Al eliminar enlaces,
las metodologias que son recalculadas se adaptan a estas nuevas propiedades. Los resultados
de estos, tienden a reflejar un mayor cambio en valor de Ay, que las metodologias que usan

solo la matriz Laplaciana original (denominados “una vez”).

Cabe destacar, que al s6lo comparar las metodologias de topologia original, el algoritmo
AQO y AOQe logran disminuir el valor de \y mas que ASO y BO, pero s6lo para los primeros
3 enlaces eliminados. Si se eliminan més, el algoritmo ASO es el que méas disminuye Ay por
cada enlace eliminado en redes de mundo pequeno, y el algoritmo BO para redes de escala
libre. Para los algoritmos AQ y AQe, el valor propio s tiende a cero en los primeros enlaces
eliminados. Se concluye que para metodologias de topologia original los algoritmos AO y A Qe

no aumentan la sincronizabilidad de la red para mundo pequeno y de escala libre.

Para las metodologias que recalculan la matriz Laplaciana al eliminarse un enlace, los algo-
ritmos AR, ARe, AD, SD y SDe logran disminuir Ay y aumentar la sincronizabilidad en las
redes. El algoritmo A Re es el que logra aumentar mas la sincronizabilidad para las redes de
mundo pequeno y las redes de escala libre. Se concluye, que los algoritmos basados en teoria
de perturbacion, AR y ARe, optimizan a la red al eliminar los enlaces que no contribuyen a

la sincronizabilidad.
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Tras el andlisis de los resultados de los algoritmos, se observa que las redes de mundo
pequeno tienen la capacidad de sincronizar, pero ésta aumenta tras eliminar enlaces con los
algoritmos AR, ARe, SD, SDe y AD. El aumento de sincronizabilidad significa que aumenta
el rango de valores de la fuerza de acoplamiento o que pueden sincronizar a la red. Las redes
de escala libre con grado promedio (k) = 4,8 y 12 no cuentan con un valor de o tal que lleve a
la red a la sincronizacion. Las redes de escala libre para (k) = 8 y 12 adquieren la capacidad
de sincronizar una vez que algunos enlaces son eliminados con las diferentes metodologias. Se
concluye que las redes de escala libre para (k) = 4 no pueden sincronizarse eliminando enlaces

y otro método debe usarse.

El error medio de sincronizacion (e) graficado contra el porcentaje de enlaces eliminados
muestra que para las redes de grado promedio bajo, por ejemplo (k) = 4, s6lo unos pocos
enlaces pueden ser eliminados con el algoritmo AR, alrededor de 15%. Para redes de grado
promedio alto, por ejemplo (k) = 8 y 12, se pueden eliminar mas enlaces, alrededor de 50% y
65% respectivamente. Esto podria representar que la red una vez sincronizada, tenga robustez

a perder la sincronizabilidad si se eliminan méas enlaces.

Por tltimo, el tiempo de computo de estos algoritmos no fue registrado durante su ejecucion.
Sin embargo las metodologias de eliminacién directa, SD y SDe, resultan ser las que mayor
tiempo de computo necesitaron para llegar a un resultado. Incluso se us6 programacion en
paralelo para que los algoritmos SD y SDe pudieran reducir el tiempo de computo. Las
metodologias presentadas por esta tesis (AO, AOe, AR, ARe, AD, ASR, ASO, BO y

BR) representan un mucho menor tiempo de computo que las SD y SDe.
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8.1 Trabajo Futuro

Se han encontrado algunos problemas abiertos en relaciéon a este trabajo que pueden men-

cionarse como trabajo futuro en esta direccion. Estos son:

e Investigar la robustez de las redes de mundo pequeno y de escala libre. En
el transcurso de ésta investigacion, se observé que una gran parte de la literatura esta
enfocada al calculo de la robustez, en lo que se refiere a la eliminaciéon de enlaces y
osciladores. Los métodos desarrollados para este trabajo, podrian ser ttiles para expandir

el conocimiento que actualmente se tiene en robustez y vulnerabilidad de la red a ataques.

e Redes con control pinning. A grandes razgos, estas redes tienen uno o varios os-
ciladores maestros que direccionan la dinamica del sistema. Un estudio del compor-
tamiento ante eliminacion de enlaces aplicando los métodos aqui presentados, atin no se
ha visto en la literatura. Es de aclarar que las matrices Laplacianas al ser direccionadas,

no serian simétricas, y la creacién de un nuevo algoritmo seria necesario.

e Observar el comportamiento de las redes usando el modelo de Kuramoto ante
los algoritmos de eliminacion de enlaces. Actualmente, las redes usando el modelo
de Kuramoto han sido ampliamente estudiadas. Un estudio de robustez aplicando estos

métodos podria revelar mayor informaciéon sobre el comportamiento de estos sistemas.

e Llevar a la sincronia una red real. Para la aplicacion de estos métodos y asegurar
que el sistema sincronice, es importante que el oscilador en la red ocurra bajo el caso
3 de la MSF. De otra manera, no puede llevarse a la sincronia (caso 1), o tan sélo con

aumentar la fuerza de acoplamiento o es suficiente (caso 2).

e Aplicar los métodos para llevar a la sincronizacién a una red de osciladores

no idénticos. Las redes estudiadas en este trabajo, utilizan el mismo tipo oscilador. La
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MSF considera tnicamente redes de osciladores idénticos. En este tipo de redes, habria
que considerar algin otro método para observar sincronizabilidad y obtener los limites

bajo los cuales son estables.



Capitulo 9

Contribuciones

9.1 Principales contribuciones de este trabajo doctoral

La siguiente lista muestra de manera de resumen las principales contribuciones de este trabajo

de investigacion doctoral “Sincronizacion de redes complejas”.

1. Se implementa una metodologia para la eliminacion de enlaces basados en teoria de per-

turbacion y se desarrollaron 4 diferentes algoritmos: AR, ARe, AO y AQe.

2. Se implementa una metodologia para la eliminaciéon directa de enlaces y se desarrollaron

2 algoritmos: SD y SDe.

3. Se modifica la metodologia de ataque al oscilador de grado mayor A D, tras anadir selec-

cion por asortatividad.

4. Se comparan los algoritmos AR, ARe, AO, AOe, SD, SDe y AD, con los algoritmos

encontrados en la literatura, como lo son: ASO, ASR, BO yv BR.

5. Se concluye que los algoritmos AO y AQOe, que eliminan enlaces basdndose so6lo en la
topologia original, producen resultados que bajan el cociente )’\\—fv y por lo tanto bajan la

sincronizabilidad de la red.
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6. Se concluye que los algoritmos AR y A Re son los que reducen més el valor propio Ay y

aumentan mas la sincronizabilidad de la red.

7. Se concluye que las redes de escala libre para (k) = 4 no se pueden sincronizar eliminando

enlaces.

8. Se concluye que los algoritmos desarrollados, AR, ARe, SD, SDe y AD logran llevar

a una red de escala libre a un estado sincrono, logrando el objetivo de la tesis.

9. Se observa la posibilidad de que la red sincronizada usando algoritmos AR v ARe, sea
robusta a perder sincronizabilidad, si se eliminan enlaces con el mismo algoritmo, para

grados promedio como (k) =8 y 12.

A2
)

10. Se observa que al aumentar el cociente e también aumenta el rango de valores de o

para el cual la red sincroniza.

9.2 Productos derivados de este trabajo doctoral

A) Articulos en revistas indexadas

1. Posadas-Castillo C., Garza-Gonzalez E., Diaz-Romero D.A., Alcorta-Garcia, E.,
Cruz-Hernandez C. [2014] Synchronization of irreqular complex networks with oscil-

lators: Hamiltonian systems approach, Journal of Applied Research and Technology

Vol 12,4 782-791

2. Garza-Gonzalez E., Posadas-Castillo C., Rodriguez-Linan A., Cruz-Hernandez C.
[2015] Chaotic synchronization of irreqular complex network with Hysteretic circuit-
like oscillators in Hamiltonian form and its application in private communications.

Aceptado para publicacion en Revista Mexicana de Fisica.

B) Articulos en extenso en congresos internacionales
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1. Garza-Gonzalez E., Posadas-Castillo C., Diaz-Romero D.A., Cruz-Hernéndez C.,
Lopez-Gutiérrez R.M., Loya-Cabrera A.E., Castillo-Martinez R. [2011] Synchroniza-

tion of irreqular complex networks with chaotic oscillators in Hamiltonian form like

nodes 2nd ICIAS Puebla, Puebla, México Oct. 5-8
C) Poster en congresos internacionales

1. Garza-Gonzalez E., Almendral-Sanchez J., Posadas-Castillo C. [2013] A study of the
effect of the links in the synchronization of a complex network NET-WORKS 2013
El Escorial (Madrid), Spain Dic. 11-13

D) Trabajos en proceso de sometimiento

1. Garza-Gonzalez E., Almendral-Sanchez J., Posadas-Castillo C. [2015]| Study of the
effect of the edges in the synchronization of a complex network. Por someterse a la

revista Chaos Solitons and Fractals.

2. Garcia-Sepilveda O., Soriano-Séanchez A.G., Platas-Garza M.A., Garza-Gonzéalez E.,
Posadas-Castillo C. [2015] Synchronization of fractional order Li chaotic oscillators
application to voice encryption. Por someterse a la revista The European Physical

Journal Special Topics.
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