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❡✈❡♥t♦s q✉❡ ♠❡ tr❛❥♦ ❛q✉í✱ ♥✉♥❝❛ ❤✉❜✐❡r❛♥ ♦❝✉rr✐❞♦✳ ❉ó♥❞❡ q✉✐❡r❛

q✉❡ ❡stés✱ ❣r❛❝✐❛s✳



✐✈

❆❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦s

❊♥ ❧♦ ♣❡rs♦♥❛❧✱ ❧❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s ♠❡ ❤❛ ❝♦st❛❞♦ s❛♥❣r❡✱ s✉❞♦r ② ❧á❣r✐♠❛s✱ ❧✐t❡r❛❧✲

♠❡♥t❡✳ ❍❛st❛ ❛❤♦r❛✱ ❡s ❡❧ r❡t♦ ♠ás ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ♠❡ ❤❡ ♣r♦♣✉❡st♦ ❛ t❡r♠✐♥❛r✳ ❊st❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥

❤❛ ✈✐st♦ ❧♦ ♠❡❥♦r ② ❧♦ ♣❡♦r ❞❡ ♠✐✱ ❧♦❣r♦s ② ❢r❛❝❛s♦s✱ ♠♦♠❡♥t♦s ❞❡ ❛❜s♦❧✉t❛ ♠♦t✐✈❛❝✐ó♥ ② ♠♦✲

♠❡♥t♦s ❞❡ s✐♥s❛❜♦r❡s ❝♦♥ ✉♥ ❧✐❣❡r♦ t✐♥t❡ ❣r✐s✳ ❊s ❡♥ ❡st❡ ❧❛♣s♦ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ♣❡r❞í ❛ ♠✐ ♣❛❞r❡✱ q✉✐❡♥

❞❡ ♥♦ ❤❛❜❡r♠❡ ❞❛❞♦ ✉♥ ♣❡q✉❡ñ♦ ❡♠♣✉❥ó♥ ❡♥ ❡st❛ ❞✐r❡❝❝✐ó♥✱ t❛❧ ✈❡③ ❥❛♠ás ❤✉❜✐❡r❛ ❧♦❣r❛❞♦

❝♦♠❡♥③❛r ❡❧ ❞♦❝t♦r❛❞♦✳ ❊st❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ❞❡ ❛❤♦r❛ ❡♥ ❞❡❧❛♥t❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❞❡r♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛

❝♦❧♦s❛❧ ❤❛③❛ñ❛ ❞❡ r❡s✐st❡♥❝✐❛ ❛ ❧❛ ❢r✉str❛❝✐ó♥ ② ❡❧ ❢r❛❝❛s♦✱ ♥♦ ♣✉❞♦ ❤❛❜❡r s✐❞♦ ❤❡❝❤❛ s✐♥ ❝✐❡rt❛s

♣❡rs♦♥❛s✳ P❡rs♦♥❛s ❛ ❧❛s ❝✉❛❧❡s ❛❣r❛❞❡③❝♦ ♣♦r s✉ ❛♣♦②♦✱ ❝❛r✐ñ♦✱ s❛❜✐❞✉rí❛✱ ❛❣✉❛♥t❡✱ ❡ ✐♥❝❧✉s♦

♣♦❝❛ ❢❡✳ ❊♥ r❡❛❧✐❞❛❞ ♥♦ ❤❛② s✉✜❝✐❡♥t❡ ❡s♣❛❝✐♦ ♣❛r❛ ♠❡♥❝✐♦♥❛r❧♦s ❛ t♦❞♦s✱ ♣❡r♦ s✐ q✉✐s✐❡r❛

❛❣r❛❞❡❝❡r ❡❧ ✈❛❧✐♦s♦ ❛♣♦②♦ ❞❡✿

❊❧ ❉r✳ ❈♦r♥❡❧✐♦ P♦s❛❞❛s ❈❛st✐❧❧♦✱ ♣♦r ❤❛❜❡r ❝♦♥✜❛❞♦ ❡♥ ♠✐ ❞❡s❞❡ ❧❛ ♠❛❡strí❛ ② ♣♦r ❤❛❜❡r♠❡

❞❛❞♦ ❝♦♥s❡❥♦s t❛♥t♦ ❛❝❛❞é♠✐❝♦s✱ ❝♦♠♦ ♣❡rs♦♥❛❧❡s✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ✐♥✈❡rt✐❞♦ ❡♥ ♠✐✱ ②

❣r❛❝✐❛s s♦❜r❡t♦❞♦ ♣♦r s✉ ♣❛❝✐❡♥❝✐❛✳

❊❧ ❉r✳ ❏✉❛♥ ❆❧♠❡♥❞r❛❧ ❙á♥❝❤❡③✱ ❞❡ q✉✐❡♥ ❤❡ r❡❝✐❜✐❞♦ ♥♦ só❧♦ ❛♣♦②♦✱ s✐ ♥♦ t♦❞❛ s✉ s❛❜✐❞✉rí❛✳

●r❛❝✐❛s✱ ♣♦r t✉ ❛♠✐st❛❞ ② q✉❡ s❡ s❡♣❛ q✉❡ t✉ ✈✐s✐ó♥ ♠❡ s✐r✈✐ó ♠✉❝❤♦ ❝✉❛♥❞♦ ❡st❛❜❛ ❝♦♠♣❧❡t❛✲

♠❡♥t❡ ♣❡r❞✐❞♦✳

❆ ❏❛✈✐❡r✱ ■♥♠❛✱ ■r❡♥❡✱ P❡♣❡✱ ❉❛✈✐❞ ② ❆❧❡❦s❛♥❞❡r ❞❡❧ ❈❡♥tr♦ ❞❡ ❚❡❝♥♦❧♦❣í❛ ❇✐♦♠é❞✐❝❛ ❡♥

▼❛❞r✐❞❀ ♣♦r ❤❛❜❡r♠❡ ❛❝❡♣t❛❞♦ ❝♦♥ ❜r❛③♦s ❛❜✐❡rt♦s ② ❞❛❞♦ s✉ ❛♠✐st❛❞✳ ❆❧❡❦s❛♥❞❡r✱ tú ② t✉

❢❛♠✐❧✐❛ q✉❡ t❛♥t♦ ❛♠❛♥ ❛ ▼é①✐❝♦❀ ♣♦r ❤❛❜❡r♠❡ ❤❡❝❤♦ s❡♥t✐r ❝♦♠♦ ❡♥ ❝❛s❛✳ ❆ ❘✐❝❛r❞♦✱ ❆❞r✐á♥✱

❉❛♥✐❡❧✱ ▼❛r✐❛♥♦ ② ❏♦❤❛♥♥✱ ♣♦r s✉ ❣r❛♥ ❛♠✐st❛❞✱ ② s✐♥ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ♠❡ ❤✉❜✐❡r❛ ✈✉❡❧t♦ ❧♦❝♦✳

❆ ♠✐s ❝♦♠♣❛ñ❡r♦s ▼❡❧❛♥②✱ ❆❧❧❛♥ ② ❖t♦♥✐❡❧✱ ❛ q✉✐❡♥❡s ❝♦♥♦❝í ♠❡❥♦r ❝✉❛♥❞♦ r❡❣r❡sé ❞❡ ♠✐

❡st❛♥❝✐❛ ② ❛❤♦r❛ ❛♣r❡❝✐♦ ♠✉❝❤♦ ♣♦r ❤❛❜❡r ❤❡❝❤♦ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❛ñ♦ ♠ás ❛♠❡♥♦✳

❆ ♠✐s ❝♦♠♣❛ñ❡r♦s ❞❡❧ ❞❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ♣♦r s✉ ❛♠✐st❛❞✱ ❛♣♦②♦✱ ♣❛❧❛❜r❛s ❞❡ ❛❧✐❡♥t♦

② ♣♦r ♣❡r♠✐t✐r♠❡ ❤❛❝❡r ✉s♦ ❞❡ s✉s ✐♥st❛❧❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ t❡r♠✐♥❛r ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✳

❆ ♠✐ ♣❛♣á ❊❧✐❡③❡r✱ ♣♦r ❤❛❜❡r♠❡ ✐♠♣✉❧s❛❞♦ ❛ ❞❛r ❧♦ ♠❡❥♦r ❞❡ ♠í✳ P❛♣á✱ ❞ó♥❞❡ q✉✐❡r❛ q✉❡

❡stés✱ ❣r❛❝✐❛s ♣♦r t♦❞♦s ❡s♦s ♠♦♠❡♥t♦s q✉❡ ♠❡ ❤✐❝✐st❡ ♣❛s❛r✱ ② ❝♦♥ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ♠❡ ❤❡ ❝♦♥✈❡rt✐❞♦

❡♥ ❡❧ ❤♦♠❜r❡ q✉❡ s♦②✳

❆ ♠✐ ♠❛♠á ■r❡♥❡✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r s✐❡♠♣r❡ ❝♦♥✜❛r ❡♥ ♠✐✱ ♣♦r t✉s ♣❛❧❛❜r❛s ❞❡ ❛❧✐❡♥t♦✱ t✉ ❛♠❛❜❧❡

s♦♥r✐s❛✱ ② t✉ ✐♥❝♦♥❢✉♥❞✐❜❧❡ ❛♠♦r✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r ❤❛❜❡r♠❡ ❤❡❝❤♦ ♠ás ❤✉♠❛♥♦ ❝♦♥ t✉ ❡❥❡♠♣❧♦✱ ②



✈

❣r❛❝✐❛s ♣♦r s❡r ❝♦♠♦ ❡r❡s✳

❆ ♠✐ ❤❡r♠❛♥❛ ▲✉❝②✳ ❚ú ♠❡ ❤❛③ ✈✐st♦ ❡♥ ♠✐s ♠❡❥♦r❡s ② ❡♥ ♠✐s ♣❡♦r❡s✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r

❛❣✉❛♥t❛r♠❡✱ ❝♦♠♣r❡♥❞❡r♠❡✱ ② ♣♦r ❤❛❝❡r♠❡ ✈❡r q✉❡ ♥♦ ❤❛② q✉❡ t❡♥❡r❧❡ ♠✐❡❞♦ ❛ ♥❛❞❛✳ ❚❡

❛❞♠✐r♦ ❝♦♠♦ ♥♦ t✐❡♥❡s ✐❞❡❛✱ ❣r❛❝✐❛s ♣♦r ✐♥s♣✐r❛r♠❡ ❛ s❡r ♠❡❥♦r ❝❛❞❛ ❞í❛✳

▲❛ ❯❆◆▲ ② ❞❡❧ ❈♦♥s❡❥♦ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛ ② ❚❡❝♥♦❧♦❣í❛ ✭❈❖◆❆❈❨❚✮ ♣♦r ❧❛s ❢❛❝✐❧✐❞❛❞❡s ❜r✐♥❞❛❞❛s

② ♣♦r ❧❛ ❜❡❝❛ ♦t♦r❣❛❞❛ ♣❛r❛ ♠✐ s♦st❡♥✐♠✐❡♥t♦ ❡❝♦♥ó♠✐❝♦ ❞✉r❛♥t❡ ❧❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❡ ♣r♦②❡❝t♦✳

◗✉✐s✐❡r❛ ❞❡❞✐❝❛r ❡st❛s ú❧t✐♠❛s ❧í♥❡❛s ♣❛r❛ ❡st❛ ❝✐t❛❀ r❡s✉♠❡ ♥♦ só❧♦ ♠✐ tr❛❜❛❥♦ ♣r♦❢❡s✐♦♥❛❧✱

s✐♥♦ ❧❛ ❣r❛♥ ❜úsq✉❡❞❛ ❛ ❧❛ q✉❡ t♦❞♦s ♥♦s ❡♥❢r❡♥t❛♠♦s✿

✏✳✳✳ ❚♦❞♦s ❡st❛♠♦s ❝♦♥❡❝t❛❞♦s✳ ❯♥✐❞♦s ♣♦r ✉♥ ❤✐❧♦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ✐♥✜♥✐t♦ ❡♥ s✉ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ ② ❢rá❣✐❧

❡♥ s✉ ❞✐s❡ñ♦✳ ❨ ❛✉♥ ♠✐❡♥tr❛s ❡st❛♠♦s ❝♦♥❡❝t❛❞♦s✱ t❛♠❜✐é♥ s♦♠♦s ♠❡r♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✳ ❘❡❝✐♣✐❡♥t❡s

✈❛❝í♦s ♣❛r❛ s❡r ❧❧❡♥❛❞♦s ❝♦♥ ✐♥✜♥✐t❛s ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞❡s✳ ❯♥ s✉rt✐❞♦ ❞❡ ♣❡♥s❛♠✐❡♥t♦s✱ ❝r❡❡♥❝✐❛s✳ ❯♥❛

❝♦❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ r❡❝✉❡r❞♦s ② ❡①♣❡r✐❡♥❝✐❛s ✐♥❝♦♥❡①❛s✳

➽P✉❡❞♦ ②♦✱ s❡r ②♦ s✐♥ ❡st♦❄ ➽P✉❡❞❡s tú✱ s❡r tú❄ ❨ s✐ ❡st❡ ❤✐❧♦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ♥♦s ♠❛♥t✐❡♥❡

❛ t♦❞♦s ❥✉♥t♦s s❡ ❝♦rt❛r❛✱ ❝❡s❛r❛✱ ➽❡♥t♦♥❝❡s q✉é❄ ➽◗✉é s❡rí❛ ❞❡ ♠✐❧❡s ❞❡ ♠✐❧❧♦♥❡s ❞❡ ❛❧♠❛s

s♦❧✐t❛r✐❛s ② ❞❡s❝♦♥❡❝t❛❞❛s❄ ❆❤í r❛❞✐❝❛ ❧❛ ❣r❛♥ ❜úsq✉❡❞❛ ❞❡ ♥✉❡str❛s ✈✐❞❛s✳ ❆ ❡♥❝♦♥tr❛r♥♦s✳ ❆

❝♦♥❡❝t❛r♥♦s✳ ❆ ❛❢❡rr❛r♥♦s✳ P❛r❛ ❝✉❛♥❞♦ ♥✉❡str♦s ❝♦r❛③♦♥❡s ❡sté♥ ♣✉r♦s✱ ② ♥✉❡str♦s ♣❡♥s❛♠✐❡♥✲

t♦s ❡♥ ❧í♥❡❛✱ t♦❞♦s s❡❛♠♦s ✈❡r❞❛❞❡r❛♠❡♥t❡ ✉♥♦✳ ❈❛♣❛❝❡s ❞❡ r❡♣❛r❛r ♥✉❡str♦ ❢rá❣✐❧ ♠✉♥❞♦✱ ② ❞❡

❝r❡❛r ✉♥ ✉♥✐✈❡rs♦ ❞❡ ✐♥✜♥✐t❛s ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞❡s✑✳

❯♥ ❤✐❧♦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ✲ ❚✐♠ ❑r✐♥❣



❮♥❞✐❝❡ ❣❡♥❡r❛❧

❮♥❞✐❝❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐

❮♥❞✐❝❡ ❞❡ t❛❜❧❛s ✈✐✐✐

❮♥❞✐❝❡ ❞❡ ✜❣✉r❛s ✐①

✶ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ✶

✶✳✶ P❧❛♥t❡❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
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✶✳✺ ❊str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❚❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷ ❈❛♦s ② s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ✼

✷✳✶ ❈❛♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✷ ❙✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✸ ❘❡❞❡s ✶✹

✸✳✶ ❆♥t❡❝❡❞❡♥t❡s ❤✐stór✐❝♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✸✳✷ ❆❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✱ ♠❛tr✐❝❡s✱ ② ❝❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✸✳✸ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸✳✸✳✶ ●r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ② ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸✳✸✳✷ ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛❣r✉♣❛♠✐❡♥t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸✳✸✳✸ ❆s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✈✐



✈✐✐

✸✳✸✳✹ ■♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✹ ▼♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✹✳✶ ❘❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✹✳✷ ❘❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
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✹ ❋✉♥❝✐ó♥ ▼❛❡str❛ ❞❡ ❊st❛❜✐❧✐❞❛❞ ✷✺
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✺ ❚❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ✸✶
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✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ✺✷
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❇✐❜❧✐♦❣r❛❢í❛ ✻✵



❮♥❞✐❝❡ ❞❡ t❛❜❧❛s

✷✳✶ ❚❛❜❧❛ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✳ ❈♦♥ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱

s❡ ♠✉❡str❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❝❛ót✐❝♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✼✳✶ ❙❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ② ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s

✉s❛♥❞♦ t♦❞♦s ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✱ ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❞❡ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ✹✱ ✽✱

② ✶✷✳ ❙✐ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

≥ 0.0373256 ✭✹✳✶✶✮ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✱ ② ❡stá ♠❛r❝❛❞♦

♣♦r ✉♥❛ ❧í♥❡❛ r♦❥❛ ❤♦r✐♥③♦♥t❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✼✳✷ ❙❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ② ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s

✉s❛♥❞♦ t♦❞♦s ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✱ ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ✹✱ ✽✱ ②

✶✷✳ ❙✐ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

≥ 0.0373256 ✭✹✳✶✶✮ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✱ ② ❡stá ♠❛r❝❛❞♦

♣♦r ✉♥❛ ❧í♥❡❛ r♦❥❛ ❤♦r✐♥③♦♥t❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✼✳✸ ▲❛ t❛❜❧❛ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛r t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ✉s❛♥❞♦

❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✱ ❡♥ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✱ ② ❞❡ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4, 8 ② 12✳ ❙✐

❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

≥ 0.0373256 ✭✹✳✶✶✮ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✱ ② ❡stá ♠❛r❝❛❞♦ ♣♦r ✉♥❛

❧í♥❡❛ r♦❥❛ ❤♦r✐♥③♦♥t❛❧✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ ❝♦♠♦ só❧♦ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❧✐❜r❡ ❡s❝❛❧❛ ❞❡ 〈k〉 = 8 ②

12 ❛❞q✉✐❡r❡♥ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ s✐♥❝r♦♥í❛ ✉s❛♥❞♦ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘✱ ❆❘❡ ② ❆❉ ✳

▲♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❙❉ ② ❙❉❡ ♥♦ ♣✉❞✐❡r♦♥ r❡❛❧✐③❛rs❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦

r❡q✉❡r✐❞♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✼✳✹ ▼✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❛❜s♦❧✉t♦ ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λN ② λ2 ♣r♦❞✉❝✐❞♦s

♣♦r ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✳ ❊❧ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❡s ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ✶✵✵ ❞✐❢❡r❡♥t❡s r❡❞❡s

② ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✸✺ ❡♥❧❛❝❡s r❡♠♦✈✐❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦

② ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✸✵ ❡♥❧❛❝❡s r❡♠♦✈✐❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✈✐✐✐



❮♥❞✐❝❡ ❞❡ ✜❣✉r❛s

✶✳✶ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡❧ ✈✐❞❡♦❥✉❡❣♦ ✏❉❡♠♦❝r❛❝② ✸✑ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ✉♥ s✐♠✉❧❛❞♦r

❣✉❜❡r♥❛♠❡♥t❛❧ ② r❡✈❡❧❛ ❝ó♠♦ ❛❢❡❝t❛♥ ❧❛s ❞❡❝✐s✐♦♥❡s ♣♦❧ít✐❝❛s ❞❡ ✉♥ ♣r❡s✐❞❡♥t❡ ❛

✉♥ ♣❛ís✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡❧ ✈✐❞❡♦❥✉❡❣♦ ✏P❧❛❣✉❡ ■♥❝✳✑ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ✉♥ ❥✉❡❣♦

❞❡ ❡str❛t❡❣✐❛ ② s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✳ ➱st❡ ✉s❛ ♠♦❞❡❧♦s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s r❡❛❧❡s ♣❛r❛ s✐♠✉❧❛r ❧❛

♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ♣❧❛❣❛✳ ❆q✉í ❧❛ ♣❧❛❣❛ ❡s ❡❧ ❥✉❣❛❞♦r✱ ② ❧❛ ♠❡t❛ ❡s ❛❝❛❜❛r ❝♦♥

❧❛ ❤✉♠❛♥✐❞❛❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r

❧❛s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ ✉♥ ❝❡r❡❜r♦ s❛♥♦✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱

❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥

✜♥❛♥❝✐❡r❛ ❡♥tr❡ ♣❛ís❡s✳ ❆ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ ❡❧ ❝ír❝✉❧♦✱ ♠❛②♦r ♣r♦❞✉❝t♦ ✐♥t❡r♥♦

❜r✉t♦✳ ❆ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡✱ ♠❛②♦r ✐♥✈❡rs✐ó♥ ❡❝♦♥ó♠✐❝❛ ❡♥tr❡ ♣❛ís❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷✳✶ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ❊❞✇❛r❞ ◆♦rt♦♥ ▲♦r❡♥③ ✭✶✾✶✼✲✷✵✵✽✮✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱ ❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r

❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ▲♦r❡♥③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✷ ●rá✜❝❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r ❡st❛❞♦

xi,1 ❞❡ ❞♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ▲♦r❡♥③ i = 1, 2 ❛ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s s✐♠✐❧❛r❡s

♣❡r♦ ❞✐❢❡r❡♥t❡s x1(0) = (1, 0, 0) ② x2(0) = (1.1, 0, 0)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✸ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ❢r❛❣♠❡♥t♦ ❞❡❧ r❡tr❛t♦ ❞❡ ❈❤r✐st✐❛❛♥ ❍✉②❣❡♥s ✭✶✻✷✾✲✶✻✾✺✮ ♣♦r ❡❧

❛✉t♦r ●✳ ❊❞❡❧✐♥❝❦ ✭✶✻✽✺✮✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱ ✉♥❛ r❡❝r❡❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s

❞♦s r❡❧♦❥❡s ❞❡ ♣é♥❞✉❧♦ ❞❡ ❍✉②❣❡♥s✱ r❡❝r❡❛❞❛ ♣♦r ❈③♦❧❝③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❡♥ ✷✵✶✶ ❬✺✾❪✳ ✶✷

✐①



①

✸✳✶ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ❢r❛❣♠❡♥t♦ ❞❡❧ r❡tr❛t♦ ❞❡ ▲❡♦♥❤❛r❞ ❊✉❧❡r ✭✶✼✵✼✲✶✼✽✸✮ ♣♦r ❡❧ ❛✉t♦r

❏❛❦♦❜ ❊♠❛♥✉❡❧ ❍❛♥❞♠❛♥♥ ✭✶✼✺✻✮✳ ❊♥ ❡❧ ❝❡♥tr♦✱ ♠❛♣❛ ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❡♥ ✶✼✸✻

❛❝❡♥t✉❛♥❞♦ ❡❧ r✐♦ Pr❡❣❡❧ ❡♥ ❛③✉❧ ② ❧♦s ♣✉❡♥t❡s ❡♥ ✈❡r❞❡✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱ ❡❧ ❣r❛❢♦

❞❡r✐✈❛❞♦ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧♦s s✐❡t❡ ♣✉❡♥t❡s✱ s✉♣❡r♣✉❡st♦ s♦❜r❡ ❧❛s

♥♦t❛s ❞❡ ❊✉❧❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✸✳✷ ❛✮ ❊❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ✉♥✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧ ♣❡r♠✐t❡ tr❛♥s❢❡r✐r ❡♥❡r❣í❛ ✭r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ♣♦r

✉♥❛ ✢❡❝❤❛✮ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✶ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✷✱ ♣❡r♦ ♥♦ ♣❡r♠✐t❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ♦s✲

❝✐❧❛❞♦r ✷ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✶✳ ❜✮ ❊❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧ ♣❡r♠✐t❡ ❧❛ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛

❞❡ ❡♥❡r❣í❛ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✶ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✷ ② ✈✐❝❡✈❡rs❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✸✳✸ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s t✐♣♦s ❞❡ r❡❞❡s✿ ❛✮ ❘❡❞ ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛✱

❜✮ ❘❡❞ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛✱ ② ❝✮ ❘❡❞ ♣❡s❛❞❛ ♦ ❝♦♥ ♣❡s♦s ❡♥ ❧♦s ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✸✳✹ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❡♥ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❛❞②❛❝❡♥❝✐❛ A✱ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❣r❛❞♦ D ② ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛✲

❝✐❛♥❛ L ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛ ❞❡ ❝✉❛tr♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸✳✺ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦✳ ❙❡

❝♦♠✐❡♥③❛ ❝♦♥ ✉♥❛ r❡❞ r❡❣✉❧❛r ❝♦♠♦ ❛✮✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ r❡❝♦♥❡❝t❛r ✉♥

❡♥❧❛❝❡ ❡s ❝❡r♦✱ p = 0✳ ❙❡ ❛✉♠❡♥t❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s❡ r❡❝♦♥❡❝t❡♥

❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞✐❢❡r❡♥t❡s✱ ❡s ❡♥t♦♥❝❡s ❞♦♥❞❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦

♣❡q✉❡ñ♦ ❛♣❛r❡❝❡♥✱ ❝♦♠♦ ❡♥ ❜✮✳ ❙✐ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐ó♥ ❡s ❞❡ p = 1✱

t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s♦♥ r❡❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱ ② ❛ ❧❛ r❡❞ r❡s✉❧t❛♥t❡ s❡

❧❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ r❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❝✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✸✳✻ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞N = 30 ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ♣r♦❞✉❝✐❞❛ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦

❇❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✹✳✶ ●rá✜❝❛s ✐❧✉str❛t✐✈❛s ❞❡ ❧♦s ♣♦s✐❜❧❡s ❝❛s♦s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞

❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✳ ❊❧ ❝❛s♦ ✶ ✭✈❡r❞❡✮✱ Λ(α) ❡s ♠♦♥ót♦♥❛♠❡♥t❡

❝r❡❝✐❡♥t❡✳ ❊❧ ❝❛s♦ ✷ ✭r♦❥♦✮✱ Λ(α) ❡s ♠♦♥ót♦♥❛♠❡♥t❡ ❞❡❝r❡❝✐❡♥t❡✳ ❊❧ ❝❛s♦ ✸ ✭❛③✉❧✮✱

Λ(α) ❝♦♥st❛ ❞❡ ✉♥ r❛♥❣♦ ❛❝♦t❛❞♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ♥❡❣❛t✐✈♦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✼✳✶ ❊❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ✭✷✳✷✮ ❞❡ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❞✐♥á♠✐❝❛

❞❡❝r❡❝❡ ♣♦r ❝❛❞❛ ✺ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦❆❘✳ ▲❛ r❡❞ ❢✉❡ ❝r❡❛❞❛

✉s❛♥❞♦ ✸✵✵ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r ❝♦♥ ✉♥❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦

❝♦♥ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵



①✐

✼✳✷ ❊❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ✭✷✳✷✮ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡

❘öss❧❡r ❞❡ N = 300 ② 〈k〉 = 4✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ ❝♦♠♦ ❡❧ 〈e〉 ❞✐s♠✐♥✉②❡ s✉ ✈❛❧♦r ❝♦♥

❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✺✵ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ❡♥ ❧❛ r❡❞ ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✼✳✸ ●rá✜❝♦ ❞❡❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ❝♦♥tr❛ ❡❧ ♣♦r❝❡♥t❛❥❡ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s

❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ♠♦❞❡❧♦ ❲❙ ❞❡ ✸✵✵ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r ❝♦♥

❣r❛❞♦s ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4, 8 ② 12✱ ❛❧ s❡r s♦♠❡t✐❞♦s ❛❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❘✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛

❝ó♠♦ ❧❛s r❡❞❡s 〈k〉 = 4 ✭❛③✉❧✮ ♣✉❡❞❡ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ 〈e〉✱ ♣❡r♦ só❧♦ s❡ ♣✉❡❞❡♥

❡❧✐♠✐♥❛r ❤❛st❛ ✉♥ ✶✺✪ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❆❧ ❡❧✐♠✐♥❛rs❡ ♠ás ❡♥❧❛❝❡s✱ 〈e〉 s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛✳

▲❛s r❡❞❡s 〈k〉 = 8 ✭✈❡r❞❡✮ ② 〈k〉 = 12 ✭r♦❥♦✮ ♣✉❡❞❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛r ❤❛st❛ ✉♥ ✺✵✪ ② ✉♥

✻✺✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❛♥t❡s ❞❡ q✉❡ 〈e〉 s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶



❈❛♣ít✉❧♦ ✶

■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

P♦r ♣r✐♠❡r❛ ✈❡③ ❡♥ ❧❛ ❤✐st♦r✐❛✱ ❧❛ r❛③❛ ❤✉♠❛♥❛ ❤❛ ❧♦❣r❛❞♦ ✐♥t❡r❝❛♠❜✐❛r r❡❝✉rs♦s✱ ❝♦♠✉♥✐❝❛❞♦

✐❞❡❛s✱ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ ② ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❛ ✉♥❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ✐♥s♦s♣❡❝❤❛❞❛✳ ❆♥t❡s✱ ♣❛r❛ ❝♦♠✉♥✐❝❛r ✉♥❛ ✐❞❡❛

❛ ♦tr❛ ♣❡rs♦♥❛ ❡♥ ♦tr❛ ❝✐✉❞❛❞✱ só❧♦ ❤❛❜í❛ ✉♥ ♣✉ñ❛❞♦ ❞❡ ♦♣❝✐♦♥❡s✳ ❆❤♦r❛✱ ❝✉❛❧q✉✐❡r❛ t✐❡♥❡ ❧❛

❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥✈✐❛r ✉♥ ✏t✉✐t✑ ❞❡s❞❡ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❧✉❣❛r✱ ② ❤❛❝❡r q✉❡ ♠✐❧❡s✱ ✐♥❝❧✉s♦ ♠✐❧❧♦♥❡s ❧♦ ❧❡❛♥✳

❉❡ ❤❡❝❤♦✱ ❧❛s ♠ás r❡❝✐❡♥t❡s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s✱ ❝♦♠♦ P❡r✐s❝♦♣❡✱ ♣❡r♠✐t❡♥ tr❛♥s♠✐t✐r ✈✐❞❡♦ ❡♥ ✈✐✈♦

❞❡s❞❡ ❡❧ ❝❡❧✉❧❛r✳ ▲❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛ ❧❛ q✉❡ s❡ tr❛♥s✜❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥✱ ✐❞❡❛s ② ♦♣✐♥✐♦♥❡s✱ ❡s ❛❜✐s♠❛❧❀

② ❝✉❛❧q✉✐❡r❛ q✉❡ ❤❛②❛ ✈✐st♦ ❧❛s ❝♦♥❢❡r❡♥❝✐❛s ❞❡ ❚♦♠ ❙❝♦tt✱ s❛❜❡ ❛ q✉é ♠❡ r❡✜❡r♦✳ ❊♥ ♣❛❧❛❜r❛s

❞❡ ❚♦♠ ❙❝♦tt✿ ✏❊♥ ❛❧❣ú♥ ♠♦♠❡♥t♦ ✉♥ ❛❝♦♥t❡❝✐♠✐❡♥t♦ ✈❛ ❛ ♦❝✉rr✐r✱ ② ♠✐❧❡s ❞❡ ♣❡rs♦♥❛s ❝r❡❡rá♥

q✉❡ ❡st✉✈✐❡r♦♥ ❛❤í ✭♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ P❡r✐s❝♦♣❡✮✳✳✳ Pr♦♥t♦✱ ❧❛ ♣r❡❣✉♥t❛ ②❛ ♥♦ s❡rá✱

➽❞ó♥❞❡ ❡st✉✈✐st❡ ❝✉❛♥❞♦ ❳ ♦❝✉rr✐ó❄✱ s✐♥♦ ➽❧♦ ❡st❛❜❛s ✈✐❡♥❞♦ ❝✉❛♥❞♦ s✉❝❡❞✐ó❄✑ ❬✶❪✳ ❨❛ s❡❛ ♣♦r

❝♦♥t❛❝t♦s ❝❡❧✉❧❛r✱ ❛♠✐❣♦s ❡♥ ❋❛❝❡❜♦♦❦✱ s❡❣✉✐❞♦r❡s ❡♥ ❚✇✐tt❡r✱ ♦ ✓✐♥s❡rt❡ s✉ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❢❛✈♦r✐t❛

❛q✉í✔❀ ❛❤♦r❛ t♦❞♦s ❡st❛♠♦s ❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❞❡ ❛❧❣✉♥❛ ♠❛♥❡r❛ ✉ ♦tr❛✳ ➱st❡ ❡s ❡❧ ♣♦❞❡r ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s✳

▲❛s r❡❞❡s ❡stá♥ ❡♥ t♦❞♦s ❧❛❞♦s ② q✉✐③ás s♦♥ ♣❛rt❡ í♥t❡❣r❛ ❞❡❧ ❝ó♠♦ ❡stá ❝♦♥st✐t✉✐❞♦ ❡❧

✉♥✐✈❡rs♦✳ ▲❛s r❡❞❡s ♣✉❡❞❡♥ s❡r ❡♥t✐❞❛❞❡s ❛❜str❛❝t❛s ❝♦♠♦ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❛♠✐❣♦s ② ❝♦❧❛❜♦r❛❞♦r❡s❀

❛sí ❝♦♠♦ t❛♠❜✐é♥ ♣✉❡❞❡♥ s❡r ♦❜❥❡t♦s t❛♥❣✐❜❧❡s ❝♦♠♦ ❡❧ ✐♥t❡r♥❡t✱ ❧❛ r❡❞ ❡❧é❝tr✐❝❛ ② ❧❛ r❡❞ ❢♦r♠❛❞❛

♣♦r ♥✉❡str❛s ♥❡✉r♦♥❛s✳ ■♥❝❧✉s♦ ✈✐❞❡♦❥✉❡❣♦s ❝♦♠♦ ✏❉❡♠♦❝r❛❝② ✸✑ ② ✏P❧❛❣✉❡ ■♥❝✳✑ ❤❛❝❡♥ ✉s♦ ❞❡

✶



✷

❧♦ ❛♣r❡♥❞✐❞♦ ❡♥ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✱ ✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✶✳✶

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✿ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡❧ ✈✐❞❡♦❥✉❡❣♦ ✏❉❡♠♦❝r❛❝② ✸✑ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ✉♥ s✐♠✉❧❛❞♦r
❣✉❜❡r♥❛♠❡♥t❛❧ ② r❡✈❡❧❛ ❝ó♠♦ ❛❢❡❝t❛♥ ❧❛s ❞❡❝✐s✐♦♥❡s ♣♦❧ít✐❝❛s ❞❡ ✉♥ ♣r❡s✐❞❡♥t❡ ❛ ✉♥ ♣❛ís✳ ❆ ❧❛
❞❡r❡❝❤❛✱ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡❧ ✈✐❞❡♦❥✉❡❣♦ ✏P❧❛❣✉❡ ■♥❝✳✑ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ✉♥ ❥✉❡❣♦ ❞❡ ❡str❛t❡❣✐❛ ② s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✳
➱st❡ ✉s❛ ♠♦❞❡❧♦s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s r❡❛❧❡s ♣❛r❛ s✐♠✉❧❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ♣❧❛❣❛✳ ❆q✉í ❧❛ ♣❧❛❣❛ ❡s
❡❧ ❥✉❣❛❞♦r✱ ② ❧❛ ♠❡t❛ ❡s ❛❝❛❜❛r ❝♦♥ ❧❛ ❤✉♠❛♥✐❞❛❞✳

▲❛ ❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✱ s❡ ❤❛ ❞❡❞✐❝❛❞♦ ❛ ❡st✉❞✐❛r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡♠❡r❣❡♥t❡ ❞❡

✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❛❧ ❡st❛r ❝♦♥❡①♦s ❡♥tr❡ sí✳ ❚❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡s ❡st❡ t❡♠❛✱ q✉❡ ❧❛ r❡✈✐st❛ ❙❝✐❡♥❝❡ ❞❡❞✐❝ó

❧❛ ❡❞✐❝✐ó♥ ✺✹✶✶ ❬✷❪ ❛❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ❡st♦s s✐st❡♠❛s❀ t♦❝❛♥❞♦ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❛s ❝♦♠♦ ♠❛t❡♠át✐❝❛s ❬✸❪✱ ❡♥

❝r✐♣t♦❣r❛❢í❛ ❬✹✱✺❪✱ q✉í♠✐❝❛ ❬✻✕✽❪✱ ❜✐♦❧♦❣í❛ ❬✾✕✶✸❪✱ ❣❡♦❣r❛❢í❛ ❬✶✹❪✱ ❝❧✐♠❛ ❬✶✺✱✶✻❪ ② ❡❝♦♥♦♠í❛ ❬✶✼✕✶✾❪✳

❖tr♦s ❛rtí❝✉❧♦s ❞❡ ✐♥t❡rés ❡♥ r❡❞❡s s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❡♥❝♦♥tr❛r ❡♥ ◆❛t✉r❡ ❜❛❥♦ ❧❛ ❛✉t♦rí❛ ❞❡ ❙t❡✈❡♥

❙tr♦❣❛t③ ❬✷✵❪✱ ♦ ❞❡ ♠❛②♦r ❡s♣❡❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❡♥ P❤②s✐❝s ❘❡♣♦rts ♣♦r ❙t❡❢❛♥♦ ❇♦❝❝❛❧❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪✳

✶✳✶ P❧❛♥t❡❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛

❊❧ ♣r❡s❡♥t❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ❝❡♥tr❛ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❡♥ r❡❞✳ ❊st❡

♣r♦❝❡s♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ s❡ ❤❛ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ❡♥ s✐st❡♠❛s ♥❛t✉r❛❧❡s ② ❡♥ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s t❡❝♥♦❧ó❣✐❝❛s ❬✷✷✕✷✻❪✳

❆❧❣✉♥❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s s♦♥ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣✉❡st❛s ♣♦r ♠ú❧t✐♣❧❡s r♦❜♦ts ❛✉tó♥♦♠♦s✱ ❡❢❡❝t✉❛♥❞♦

t❛r❡❛s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❛s ❬✷✼❪✱ ♦ r❡❞❡s ❞❡ ❧ás❡r❡s✱ q✉❡ ❛❧ ❡st❛r ❡♥ s✐♥❝r♦♥í❛ ♣✉❡❞❡♥ ♣r♦❞✉❝✐r ♠❛②♦r

♣♦t❡♥❝✐❛ ❬✷✽❪✳ P♦r ❧❛s ❞✐✈❡rs❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s✱ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥t❡rés ❡♥ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s✲

❝✐❧❛❞♦r❡s ② ❡♥ tr❛t❛r ❞❡ ❡♥t❡♥❞❡r ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡str✉❝t✉r❛❧❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ②



✸

s✉ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✳

❉✐❢❡r❡♥t❡s t✐♣♦s ❞❡ ❡str❛t❡❣✐❛s✱ ❡♥ t♦r♥♦ ❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ s❡

❤❛♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❧♦s ❛ñ♦s✳ ▼✉❝❤❛s ❞❡ ❧❛s ❝✉❛❧❡s ❢✉♥❝✐♦♥❛♥ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ✉♥ ❝♦♥tr♦❧

❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ❡♥ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ❝♦♠♦ ❝♦♥tr♦❧ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧ ❬✷✾❪✱ ❝♦♥tr♦❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦ ❬✸✵❪✱ ♦ ❝♦♥tr♦❧

♣✐♥♥✐♥❣ ❬✸✶❪✳ ❊st❡ t✐♣♦ ❞❡ ❡str❛t❡❣✐❛s ❛❧t❡r❛♥ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r ♣❛r❛ ❧❧❡❣❛r ❛ ✉♥

❡st❛❞♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥í❛✳ ❊st♦ ❡♥ ♠✉❝❤♦s ❝❛s♦s✱ ♣♦rq✉❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ♥♦ ♣❡r♠✐t❡ ✉♥❛ ❢á❝✐❧

s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s s✐st❡♠❛s✳ ❆❞❡♠ás ❡♥ ♠✉❝❤❛s ♦❝❛s✐♦♥❡s✱ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❢ís✐❝❛ ❞❡ ❡st♦s

s✐st❡♠❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛ ✉♥❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ✭♦ t♦❞♦s✮ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ♣✉❡❞❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛r ♠✉❝❤♦s r❡❝✉rs♦s

❡❝♦♥ó♠✐❝♦s✳

❙❡ ❤❛ ♦❜s❡r✈❛❞♦ q✉❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞✱ t❛♠❜✐é♥ ❧❧❛♠❛❞❛ t♦♣♦❧♦❣í❛✱ ❛❢❡❝t❛ ❛❧❣✉♥♦s

♣r♦❝❡s♦s ❞✐♥á♠✐❝♦s ❝♦♠♦ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛ ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❬✷✶✱ ✸✷✕✸✹❪✳ ❯s❛♥❞♦ ❡st❡

♣r✐♥❝✐♣✐♦✱ s❡ ❤❛♥ ❝r❡❛❞♦ ❡str❛t❡❣✐❛s ♣❛r❛ q✉❡ ✉♥❛ r❡❞ ❧❧❡❣✉❡ ❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛✳ ❆❧❣✉♥❛s ❡str❛t❡❣✐❛s✱

❧♦❣r❛♥ ❧❧❡❣❛r ❛ ✉♥❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐③❛❞❛ ❝❛♠❜✐❛♥❞♦ só❧♦ ❧♦s ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❡♥tr❡ ❧♦s

♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❬✸✺✱ ✸✻❪✱ s✐♥ ❝❛♠❜✐❛r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ✉ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱

♦tr❛s ❡str❛t❡❣✐❛s s❡ ❝❡♥tr❛♥ ❡♥ ❛ñ❛❞✐r ♦ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ✉ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❬✸✼✕✹✵❪ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞✳

❆❧ ❛ñ❛❞✐r ❡♥❧❛❝❡s✱ ❛✉♠❡♥t❛ ❧❛ ❝♦♥❡❝t✐✈✐❞❛❞ ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ❛✉♠❡♥t❛♥❞♦ ❧❛ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡

❡♥❡r❣í❛ ② ♠❡❥♦r❛♥❞♦ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ❬✷✶✱✹✶❪✳ ▲❛ ✈❡♥t❛❥❛ ❡♥ ❡st♦s ❝❛s♦s✱ ❡s

q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ♥✉❡✈❛ ♣❡r♠✐t❡ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ ❡✈✐t❛♥❞♦ ❛sí ❡❧ ✉s♦ ❞❡ ❛❧❣ú♥ ❝♦♥tr♦❧

❡♥ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳

▲❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❢ís✐❝❛ ♣❛r❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ✉♥❛ r❡❞ ❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ ❡♥❧❛❝❡s ✉ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ♣♦❞rí❛

s✐❣♥✐✜❝❛r ✉♥❛ ♠❛②♦r ✐♥✈❡rs✐ó♥ ❡♥ r❡❝✉rs♦s ❡❝♦♥ó♠✐❝♦s✳ ▲❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ❝❛♠❜✐❛r ❧♦s ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥✲

t♦s ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ♣♦❞rí❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ✉♥❛ ♠❡♥♦r ✐♥✈❡rs✐ó♥ ❡❝♦♥ó♠✐❝❛ q✉❡ ❧❛s ❛♥t❡r✐♦r❡s✳ P❡r♦

s✐ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ✉ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ♣♦❞rí❛ s✐❣♥✐✜❝❛r ❧❛ ♠❡♥♦r ✐♥✈❡rs✐ó♥ ❞❡ t♦❞❛s✳

▲❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ✉♥❛ r❡❞✱ ❤❛ s✐❞♦ ♠✉② ❡st✉❞✐❛❞❛ ♣❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r ❧❛ r♦❜✉st❡③ ②



✹

✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐❞❛❞ ❬✹✷✕✹✺❪✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ s✉ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ❞❡str✉❝t✐✈❛✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ♣❡♥s❛r q✉❡ ❧❛ ❡❧✐♠✐✲

♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣✉❡❞❛ s❡r ✉s❛❞♦ ♣❛r❛ ♣❡r♠✐t✐r q✉❡ ✉♥❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐❝❡✱ ♥♦ ❡s ✐♥t✉✐t✐✈♦✳ ▼✉❝❤♦s

♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ s❡ ♣✉❡❞❡♥ r❡s♦❧✈❡r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥tr❡ ❧♦s

♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ♦ s✐♠♣❧❡♠❡♥t❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ q✉❡ t✐❡♥❡♥ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❡♥tr❡ sí✱ ❛ ❧♦ q✉❡

s❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ❢✉❡r③❛ ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❧❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r

❤❛ ❞❡♠♦str❛❞♦ q✉❡ ❛❧ ❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✱ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ♣❡r❞❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡

❧❛ r❡❞ ❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ❞❡❜✐❞♦ ❛ s✉s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❬✸✷❪✳ ❊s ❡♥ ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❛s✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛

❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ♣✉❡❞❛ s❡r ✉s❛❞❛ ♣❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ó♣t✐♠❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞

♣❛r❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛✱ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ♦r✐❣✐♥❛❧✳

✶✳✷ ❍✐♣ót❡s✐s

▲❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ❬✹✻✕✹✽❪ ❢♦r♠❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❡sq✉❡♠❛s ❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥✱ q✉❡ ♣✉❡❞❡

s❡r ✉s❛❞❛ ♣❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❛♣r♦①✐♠❛❞♦ ❞❡ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❛❧ s❡r ♣❡rt✉r❜❛❞♦✳ ❊①✐st❡ ❧❛

♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✉s❛r ❡st❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝✉á♥❞♦ ❛ ést❛ s❡

❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡✳ P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ s❡ ♣♦❞rí❛ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ q✉❡ ❡❧✐♠✐♥❡ só❧♦ ❧♦s

❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ❛✉♠❡♥t❡♥ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛r✳

✶✳✸ ❖❜❥❡t✐✈♦s

❊st❡ tr❛❜❛❥♦ ♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❡❧ ❞❡ ❧❧❡✈❛r ❛ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡

❘öss❧❡r ❛ ✉♥❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❞❛✱ s✐♥ ❛✉♠❡♥t❛r ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦s ❡♥ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛

✐♥✐❝✐❛❧ ② s✐♥ ❛❧t❡r❛r ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝♦♥ ❛❧❣ú♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r✳ P♦r ❝♦♥s✐❣✉✐❡♥t❡✱ s❡

r❡str✐♥❣❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❜✉s❝❛❞❛ ❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❧❛ ♠❡♥♦r ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣♦s✐❜❧❡s ❞❡ ✉♥❛ r❡❞✱ ♣❛r❛

✐♥❝r❡♠❡♥t❛r s✉ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ♣❛r❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛r✱ ♦ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳



✺

✶✳✹ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛

Pr✐♠❡r♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❡st❛❞♦ ❞❡❧ ❛rt❡ ❞❡❧ t❡♠❛ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✳ ❙❡ ❞❡✜♥❡♥

❧♦s t✐♣♦s ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❛ ✉s❛r✱ ❡❧ t✐♣♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ q✉❡ s❡ ❞❡s❡❛ ② ❡❧ t✐♣♦ ❞❡ r❡❞❡s ❡♥ q✉❡

❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s s♦♥ ❛❝♦♣❧❛❞♦s✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡s ✉♥❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ✉s❛❞❛ ♣❛r❛

❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ♣❛r❛ q✉❡ ✉♥❛ r❡❞ t❡♥❣❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛r✳ ❙❡

♣r♦❝❡❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛r ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ♣❛r❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s✱ ✉s❛♥❞♦ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥✱ ❝♦♥

❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❝✉♠♣❧✐r ❝♦♥ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡ s✐♥❝r♦♥í❛ ♣❧❛♥t❡❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡

❡st❛❜✐❧✐❞❛❞✳ ❯♥❛ ✈❡③ ♣❧❛♥t❡❛❞♦s ❡st♦s ♠ét♦❞♦s✱ s❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ ❝♦♥ ♦tr♦s ♠ét♦❞♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦s ❡♥

❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❬✹✷✱✹✺❪✳ P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s❡ ❣❡♥❡r❛♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✷✿ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r ❧❛s
✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ ✉♥ ❝❡r❡❜r♦ s❛♥♦✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥
❣rá✜❝❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ✜♥❛♥❝✐❡r❛ ❡♥tr❡ ♣❛ís❡s✳ ❆ ♠❛②♦r
t❛♠❛ñ♦ ❡❧ ❝ír❝✉❧♦✱ ♠❛②♦r ♣r♦❞✉❝t♦ ✐♥t❡r♥♦ ❜r✉t♦✳ ❆ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡✱ ♠❛②♦r ✐♥✈❡rs✐ó♥
❡❝♦♥ó♠✐❝❛ ❡♥tr❡ ♣❛ís❡s✳

✶✳✺ ❊str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❚❡s✐s

❊st❛ t❡s✐s s❡ ♦r❣❛♥✐③❛ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥❡r❛ s✐❣✉✐❡♥t❡✿



✻

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✷ s❡ ❞❛ ✉♥ ❜r❡✈❡ r❡s✉♠❡♥ ❞♦s ❝♦♥❝❡♣t♦s ❜ás✐❝♦s✱ ❡❧ ❝❛♦s ② ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛✲

❝✐ó♥✳ ❙❡ ❡①♣❧♦r❛ s✉s ♦rí❣❡♥❡s✱ s✉s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ② ❧♦s t✐♣♦s ❞❡ s✐st❡♠❛s ❝❛ót✐❝♦s ②

s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ q✉❡ s♦♥ ✉s❛❞♦s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s✳

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✸ s❡ ❞❛ ✉♥ r❡s✉♠❡♥ ❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ r❡❞✳ ❙❡ ❡①♣♦♥❡ s✉ ♦r✐❣❡♥ ❤✐stór✐❝♦✱

♠❛tr✐❝❡s ② ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ② ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ t❡r♠✐♥❛ ❝♦♥ ✉♥❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s

❞❡ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✹ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♠♦ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ♣❛r❛ ❡♥✲

❝♦♥tr❛r ❧♦s ❧í♠✐t❡s ❛♥t❡ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ❧❛ r❡❞ ❡s ❡st❛❜❧❡✳ ▲❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛❤♦♥❞❛ ❡♥ ❝ó♠♦ ❡s ✉s❛❞❛✱ ② s✉

✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ② s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✺ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ❜r❡✈❡ r❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥✳ ❚❛♠❜í❡♥ ❡s

❛♣❧✐❝❛❞❛ ♣❛r❛ ❧❛ r❡s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s✳

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✻ s❡ ❡♥❧✐st❛♥ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❞❡r✐✈❛❞♦s ❞❡❧ ✉s♦ ❡♥ ❞❡ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥✱

♦tr♦s ♠ét♦❞♦s q✉❡ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ② ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳

P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s♦♥ ♣r♦❜❛❞♦s ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✼ s❡ ❞✐s❝✉t❡♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛❧ ✉s❛r ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥

❛♥t❡r✐♦r✱ ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✽ s❡ ❞❛ ✉♥❛ ❜r❡✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐ó♥ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s✱ ❛❧ ✐❣✉❛❧ q✉❡

s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ♦♣♦rt✉♥✐❞❛❞❡s ② ♣r♦❜❧❡♠❛s ❛❜✐❡rt❛s q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ❛❜♦r❞❛rs❡ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡✳

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✾✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❛❧❣✉♥❛s ❧❛s ❝♦♥tr✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✷

❈❛♦s ② s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥

❊st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s ✈❡rs❛ s♦❜r❡ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✱ ② ést❛s ❡stá♥ ❝♦♥✲

❢♦r♠❛❞❛s ♣♦r ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✳ ❊s ❞❡ ❡s♣❡r❛rs❡ q✉❡ ❡st❡ t❡♠❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡❧ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡

♠✉❝❤❛s ♦tr❛s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❛s ♣❛r❛ ♣♦❞❡r s❡r ❡♥t❡♥❞✐❞♦✳ ❊st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❡s ✉♥❛ ❜r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛

❞♦s ❝♦♥❝❡♣t♦s ❡s❡♥❝✐❛❧❡s ❝♦♠♦ ❧♦ s♦♥ ❡❧ ❝❛♦s ② ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛✳ ❉❡ ❛♠❜♦s ❝♦♥❝❡♣t♦s✱ só❧♦ s❡ ❛❜♦r❞❛♥

❧♦s t❡♠❛s r❡❧❡✈❛♥t❡s ♣❛r❛ ❝✉♠♣❧✐r ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ t❡s✐s✳ P❛r❛ ❡❧ t❡♠❛ ❝❛♦s✱ ❜❛st❛ ❝♦♥ ♠❡♥❝✐♦♥❛r

s✉s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ② s✉ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ❝✐❡♥❝✐❛✱ ②❛ q✉❡ ❝♦♠♦ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ t❡s✐s s❡

✉s❛♥ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r✳ ❊❧ t✐♣♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥í❛ ❛ ❧❛ q✉❡ s❡ ❡s♣❡r❛ ❛❧❝❛♥③❛r ❡♥tr❡

❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ❡s ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ② ❝♦♠♣❧❡t❛ ♦ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛✱ ② ❡st♦s ❞♦s

❝♦♥❝❡♣t♦s s♦♥ ❡①♣❧✐❝❛❞♦s ♠ás ❞❡❧❛♥t❡✳

✷✳✶ ❈❛♦s

▲❛ t❡♦rí❛ ❞❡❧ ❝❛♦s ❡s ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ s✐st❡♠❛s ❞✐♥á♠✐❝♦s q✉❡ s♦♥ ♠✉② s❡♥s✐❜❧❡s

❛ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s✱ ❡s ❛♣❡r✐ó❞✐❝♦✱ ② s✉ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡s ❞❡t❡r♠✐♥íst✐❝♦✳ ❙❡❣ú♥ ❬✷✹❪✱ ✉♥

s✐st❡♠❛ ❞❡t❡r♠✐♥íst✐❝♦ ❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦ ❝❛ót✐❝♦ ❝✉❛♥❞♦ s✉ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❡s s❡♥s✐❜❧❡ ❛ s✉s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s

✐♥✐❝✐❛❧❡s✳ ❊st❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ✐♠♣❧✐❝❛ q✉❡ ❞♦s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❡♠❡r❣❡♥t❡s ❝♦♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ♠✉②

s✐♠✐❧❛r❡s✱ s❡ s❡♣❛r❛♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳

✼



✽

❯♥♦ ❞❡ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦r❡s ❡♥ ♣r❡❞❡❝✐r ❧❛ ❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡ s✐st❡♠❛s✱ ❢✉❡

❡❧ ❢r❛♥❝és ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ❡♥ ❧♦s ✶✽✾✵s❀ ❝✉❛♥❞♦ tr❛❜❛❥❛❜❛ ❡♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s

❞❡ tr❡s ❝✉❡r♣♦s ❝❡❧❡st❡s✳ ❙✉s r❡s✉❧t❛❞♦s ❢✉❡r♦♥ t❛♥ ✐♥❡s♣❡r❛❞♦s✱ q✉❡ ❧♦s ❞❡s❝r✐❜✐ó ❝♦♠♦✱ ✏t❛♥

❡①tr❛ñ♦s q✉❡ ♥♦ ♣✉❡❞♦ s♦♣♦rt❛r ❝♦♥t❡♠♣❧❛r❧♦s✑❀ ② ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❛❜❛♥❞♦♥ó ❞✐❝❤♦ tr❛❜❛❥♦✳ ❊❧

❢ís✐❝♦ ❤♦❧❛♥❞és ❇❛❧t❤❛s❛r ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ ❡♥❝♦♥tró ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ s✐♠✐❧❛r ❛❧ tr❛❜❛❥❛r ❝♦♥ ❝✐r❝✉✐t♦s

❡❧❡❝tró♥✐❝♦s ❡♥ ✶✾✷✼✳ ➱❧ ② s✉ ❝♦❧❡❣❛ ✈❛♥ ❞❡r ▼❛r❦ ❞❡s❝r✐❜❡♥ q✉❡ ♣❛r❛ ❝✐❡rt❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s✱

❧♦s ❝✐r❝✉✐t♦s ❝♦♥ ❧♦s q✉❡ ❡st❛❜❛♥ tr❛❜❛❥❛♥❞♦✱ ❡❥❡r❝✐❛♥ ✉♥ ✏r✉✐❞♦ ✐rr❡❣✉❧❛r✑✱ q✉❡ ❧✉❡❣♦ s❡rí❛

r❡❝♦♥♦❝✐❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ❞❡s❝✉❜r✐♠✐❡♥t♦s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❝❛ót✐❝♦s✳

◆♦ s❡rí❛ ❤❛st❛ ✶✾✻✸✱ ❝✉❛♥❞♦ ❊❞✇❛r❞ ◆✳ ▲♦r❡♥③ ❛❝✉ñó ❧❛ ♣❛❧❛❜r❛ ❝❛♦s ♣❛r❛ ❞❡s❝r✐❜✐r ❡st❛ ❝❧❛s❡ ❞❡

s✐st❡♠❛s ❡♥ s✉ ❛rtí❝✉❧♦ ✏❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ◆♦♥♣❡r✐♦❞✐❝ ❋❧♦✇✑ ❬✶✻❪✳ ❙✉ ✐♥t❡rés ❢✉❡ ❝r❡❛r ✉♥ ♠♦❞❡❧♦

♠❛t❡♠át✐❝♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦♥óst✐❝♦ ❞❡❧ ❝❧✐♠❛✱ ✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✳ ❊st❡ ♠♦❞❡❧♦ s❡rí❛ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡

❧❧❛♠❛❞♦ ❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ▲♦r❡♥③✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈ó q✉❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s ♠✉② s❡♥s✐❜❧❡ ❛ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s

✐♥✐❝✐❛❧❡s✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✿ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ❊❞✇❛r❞ ◆♦rt♦♥ ▲♦r❡♥③ ✭✶✾✶✼✲✷✵✵✽✮✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱ ❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r
❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ▲♦r❡♥③✳



✾

❊①✐st❡♥ ♠✉❝❤♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ❞❡ ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡ s✐st❡♠❛s✱ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡

✐♥s❡❝t♦s ❬✺✸❪✱ ❡♥ ❡❧ ♣r♦♥óst✐❝♦ ❞❡❧ ❝❧✐♠❛ ❬✶✻❪✱ ❡♥ ❡❝♦♥♦♠í❛ ❬✺✹✱✺✺❪✱ ❡♥ ❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ s❛té❧✐t❡s

❛rt✐✜❝✐❛❧❡s ❬✺✻❪✱ ❝✐r❝✉✐t♦s ❡❧❡❝tró♥✐❝♦s ❬✺✼❪✱ ❡♥tr❡ ♦tr♦s✳ ▲♦s s✐st❡♠❛s ❝❛ót✐❝♦s ♣♦s❡❡♥ ✈❛r✐❛s

❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❡♥ ❝♦♠ú♥✳ ❆ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ❞✐❢❡r❡♥t❡s✱ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡ ✉♥ s✐st❡♠❛

❝❛ót✐❝♦ ❞✐✈❡r❣❡♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ t✐❡♠♣♦ t✐❡♥❞❡ ❛ ✐♥✜♥✐t♦✱ ✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✳ ❊st♦ s❡

❞❡❜❡ ❛ q✉❡ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❝❛ót✐❝♦s ♣♦s❡❡♥✱ ❝♦♠♦ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ♥❡❝❡s❛r✐❛✱ ❛❧ ♠❡♥♦s ✉♥ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡

▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦s✐t✐✈♦✳ ❊❧ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡s ❧❛ t❛③❛ ❞❡ ❝❛♠❜✐♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s

❞❡❧ ❛tr❛❝t♦r✳ ❆❧ ❡①✐st✐r ♠ás ❞❡ ✉♥ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦s✐t✐✈♦✱ s❡ ❞✐❝❡ q✉❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s

❤✐♣❡r❝❛ót✐❝♦❀ ② r❡♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ♠❛②♦r ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✿ ●rá✜❝❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r ❡st❛❞♦ xi,1

❞❡ ❞♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ▲♦r❡♥③ i = 1, 2 ❛ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s s✐♠✐❧❛r❡s ♣❡r♦ ❞✐❢❡r❡♥t❡s
x1(0) = (1, 0, 0) ② x2(0) = (1.1, 0, 0)✳

❯♥ s✐st❡♠❛ ❝❛ót✐❝♦ ❡stá r❡❣✐❞♦ ♣♦r ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧❡s ♦ ❡♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ♥♦ ❧✐♥❡❛❧❡s ②

s✉ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡s ❞❡t❡r♠✐♥íst✐❝♦✳ ❯♥ ❛tr❛❝t♦r ❡s ✉♥❛ r❡❣✐ó♥ ❞❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ❡st❛❞♦s ❤❛❝✐❛

❧❛ ❝✉❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡❧ s✐st❡♠❛✳ ▲❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ♥♦ s❡ ❛❥✉st❛♥ ❛ ✉♥ ♣✉♥t♦ ✜❥♦✱

ór❜✐t❛ ♣❡r✐ó❞✐❝❛ ♦ ❝✉❛s✐♣❡r✐ó❞✐❝❛ ❝✉❛♥❞♦ t → ∞✳ ❙❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜s❡r✈❛r ❛❧❣✉♥♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ❞❡

♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❡♥ ❧❛ ❚❛❜❧❛ ✷✳✶✳



✶✵

❚❛❜❧❛ ✷✳✶✿ ❚❛❜❧❛ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✳ ❈♦♥ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ s❡
♠✉❡str❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❝❛ót✐❝♦✳

❖s❝✐❧❛❞♦r ❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ❘öss❧❡r

ẋ1 = −x2 − x3

ẋ2 = −x1 + ax2

ẋ3 = b+ x3(x1 − c)

(a = 0.4, b = 2, c = −4)

❖s❝✐❧❛❞♦r ❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ▲♦r❡♥③

ẋ1 = σ(x2 − x1)

ẋ2 = rx1 − x2 − x1x2

ẋ3 = x1x2 − bx3

(σ = 10, r = 28, b = 8
3
)

❖s❝✐❧❛❞♦r ❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ❍✐stér❡s✐s

ẋ1 = x2 + γx1 + cx3

ẋ2 = ωx1 − δx2

ǫẋ3 = (1− x2
3)(sx1 + x3)− βx3

(γ = 0.2, c = 2, ω = 10, δ = 0.001,

s = 1.667, β = 0.001, ǫ = 0.3)

❖s❝✐❧❛❞♦r ❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ❈❤❡♥

ẋ1 = a(x2 − x1)

ẋ2 = (c− a)x1 − x1x3 + cx2

ẋ3 = x1x2 − bx3

(a = 35, b = 3, c = 28)

❖s❝✐❧❛❞♦r ❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ❈❤✉❛

ẋ1 = p(x2 − x1 − f(x))

ẋ2 = x1 − x2 + x3

ẋ3 = −qx2

f(x) = m0x+ 1
2
(m1 −m0)(|x+ 1| − |x− 1|)

(p = 10, q = 14.87,m0 = −0.68,m1 = −1.27)



✶✶

✷✳✷ ❙✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥

❊❧ tér♠✐♥♦ s✐♥❝r♦♥í❛ s❡ r❡✜❡r❡ ❛ ❧❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ♦ ❛ ❧❛ s✐♠✉❧t❛♥❡✐❞❛❞ ❞❡ ❤❡❝❤♦s ♦

❢❡♥ó♠❡♥♦s✳ ❙❡❣ú♥ P❡❝♦r❛ ② ❈❛rr♦❧❧ ❬✷✻❪✱ ✏✭❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ♦❝✉rr❡ s✐✮ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❞❡ ✉♥♦

❞❡ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❝♦♥✈❡r❣❡♥ ❛ ❧♦s ♠✐s♠♦s ✈❛❧♦r❡s q✉❡ ❡❧ ♦tr♦ ② ❡st♦s ✭❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✮ ♠❛♥t✐❡♥❡♥

❡❧ ♣❛s♦ ✉♥♦ ❝♦♥ ❡❧ ♦tr♦✳✑

❍✐stór✐❝❛♠❡♥t❡✱ ❡❧ ❤♦❧❛♥❞és ❈❤r✐st✐❛❛♥ ❍✉②❣❡♥s r❡❛❧✐③ó ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❢♦r♠❛❧♠❡♥t❡

❞♦❝✉♠❡♥t❛❞❛ ❞❡ ❡st❡ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❛ ♠❡❞✐❛❞♦s ❞❡❧ s✐❣❧♦ ❳❱■■ ❬✺✽✱ ✺✾❪✳ ❙✉ ❞♦❝✉♠❡♥t♦ r❡❧❛t❛ ❧❛

s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣é♥❞✉❧♦s ❞❡ ✉♥ ♣❛r ❞❡ r❡❧♦❥❡s✱ ❛❧ ❡st❛r s✉s♣❡♥❞✐❞♦s ❡♥ ✉♥❛ ✈✐❣❛ ❞❡ ♠❛❞❡r❛✱

❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✷✳✸✳ ▲❛ s✐♥❝r♦♥í❛ r❡❣r❡s❛❜❛ ❞❡s♣✉és ❞❡ ✉♥ t✐❡♠♣♦ ✐♥❝❧✉s♦ s✐ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡

❧♦s r❡❧♦❥❡s ❡r❛ ♣❡rt✉r❜❛❞❛✳

❊♥ ❡❧ t❡♠❛✱ ❙t❡✈❡♥ ❙tr♦❣❛t③ ❡♥ s✉ ❧✐❜r♦ ✏❙②♥❝✿ ❍♦✇ ♦r❞❡r ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ ❝❤❛♦s ✐♥ t❤❡

✉♥✐✈❡rs❡✱ ♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❞❛✐❧② ❧✐❢❡✑ ❬✻✵❪✱ ❡①♣r❡s❛ ❛ ❞❡t❛❧❧❡ ❝ó♠♦ s❡ ❤❛ ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ s✐♥❝r♦♥í❛ ❡♥

♠✉❝❤❛s ár❡❛s ❞❡❧ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦✳ ❈✐t♦✿ ✏▲❛ s✐♥❝r♦♥í❛ ❛♣❛r❡❝❡ ❡♥ ❧♦s ❧✉❣❛r❡s ♠ás ✐♥✈❡r♦sí♠✐❧❡s✿

❞❡ ❧❛s ór❜✐t❛s ❞❡ ❧♦s s❛té❧✐t❡s ❛ ❧♦s ❡❧❡❝tr♦♥❡s✱ ❞❡❧ ③✉♠❜✐❞♦ ❞❡ ❧♦s ❣r✐❧❧♦s ❛ ❧❛ t❡♥❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ♠✉❥❡r❡s

q✉❡ ♣❛s❛♥ ♠✉❝❤♦ t✐❡♠♣♦ ❥✉♥t❛s ❛ ♠❡♥str✉❛r ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❛❧ ♠✐s♠♦ t✐❡♠♣♦✳✳✳ ❊❧ ♦r❞❡♥

♥♦ ❡s só❧♦ ♣♦s✐❜❧❡✱ ❡s ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡✳✑ ❆❧❣✉♥♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ❡♥ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ s♦♥✿ ❡❧ ❞❡st❡❧❧❛r ❞❡ ❧❛s

❧✉❝✐ér♥❛❣❛s ❬✶✸❪✱ ❧❛ ✢♦r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❜❛♠❜ú ❬✻✶❪✱ ❧❛ ór❜✐t❛ sí♥❝r♦♥❛ ❡♥tr❡ ❧❛ ▲✉♥❛ ② ❧❛ ❚✐❡rr❛ ❬✻✷❪✱

❡♥tr❡ ♦tr♦s✳

❊❧ t❡♠❛ ❞❡ ✐♥t❡rés ♣❛r❛ ❡st❛ t❡s✐s✱ ❡s ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❛❝♦♣❧❛❞♦s

❡♥ r❡❞❡s✳ ❊①✐st❡♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s t✐♣♦s ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✱ ❝♦♠♦ ❧❛ s✐♥❝r♦✲

♥✐③❛❝✐ó♥ ❝♦♠♣❧❡t❛ ❡♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ✐❞é♥t✐❝♦s ❬✷✻❪✱ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❢❛s❡ ❬✻✸❪✱ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❝♦♥

r❡tr❛s♦ ❬✻✹❪✱ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞❛ ❬✻✺❪✱ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ✐♥t❡r♠✐t❡♥t❡ ❬✻✻❪✱ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥

❞❡ ❢❛s❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t❛ ❬✻✼❪✱ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ❬✻✽❪ ② ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ✉s❛♥❞♦ s✐st❡♠❛s

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥♦s ❬✻✾❪✳



✶✷

❋✐❣✉r❛ ✷✳✸✿ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ❢r❛❣♠❡♥t♦ ❞❡❧ r❡tr❛t♦ ❞❡ ❈❤r✐st✐❛❛♥ ❍✉②❣❡♥s ✭✶✻✷✾✲✶✻✾✺✮ ♣♦r ❡❧
❛✉t♦r ●✳ ❊❞❡❧✐♥❝❦ ✭✶✻✽✺✮✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱ ✉♥❛ r❡❝r❡❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ❞♦s r❡❧♦❥❡s ❞❡
♣é♥❞✉❧♦ ❞❡ ❍✉②❣❡♥s✱ r❡❝r❡❛❞❛ ♣♦r ❈③♦❧❝③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❡♥ ✷✵✶✶ ❬✺✾❪✳

❊♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✱ s❡ ❛❜♦r❞❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ✐❞é♥t✐❝♦s✳ ❊❧ ❝❛s♦ ❝♦♥

♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s✱ r❡tr❛s♦ ❡♥ ❧❛ s❡ñ❛❧✱ ② ❝❛s♦ ❞✐s❝r❡t♦✱ ❡stá ❛❢✉❡r❛ ❞❡ ❧♦s ❛❧❝❛♥❝❡s

❞❡ ❡st❛ t❡s✐s✳ ▲❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ✐❞é♥t✐❝❛ ② ❝♦♠♣❧❡t❛ ❡♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ✐❞é♥t✐❝♦s ♦❝✉rr❡

❝✉❛♥❞♦ t♦❞♦s ❧♦s ❡st❛❞♦s ❞❡ ❞♦s ♦ ♠ás ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❡♥tr❡ sí✱ ❡✈♦❧✉❝✐♦♥❛♥ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦

❛ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❞✐♥á♠✐❝❛✳ ❈♦♥s✐❞❡r❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ✐❞é♥t✐❝♦s r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦s

♣♦r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞✐♥á♠✐❝♦ ẋi = F(xi)✱ ❞♦♥❞❡ ẋi = [xi1,xi2, ...,xin]
⊺ ∈ Rn s♦♥ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡

❡st❛❞♦ ❞❡❧ i✲és✐♠♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ i = 1, 2, ..., N ❞❡✜♥❡ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s N ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ② F ❡s ✉♥ ❝❛♠♣♦

✈❡❝t♦r✐❛❧ ❡♥ Rn✳ ❙❡ ❞✐❝❡ q✉❡ ❧♦s s✐st❡♠❛s s✐♥❝r♦♥✐③❛♥ ❞❡ ❢♦r♠❛ ❡①❛❝t❛ ② ❝♦♠♣❧❡t❛ s✐ ② só❧♦ s✐✱

lim
t→∞

||xi(t)− xj(t)|| = 0, ✭✷✳✶✮

❞♦♥❞❡ i, j = 1, 2, ..., N r❡♣r❡s❡♥t❛♥ t♦❞♦s ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✱ i 6= j✱ xi(t) ∈ Rn ② xj(t) ∈ Rn

r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ❡st❛❞♦s ❞❡❧ ♣❛r ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s i ② j✱ ② ♣❛rt❡♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s

❞✐❢❡r❡♥t❡s xi(0) 6= xj(0)✳

❈♦♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✶✮ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ♦❜t❡♥❡r ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧♦s ❡st❛❞♦s ❡♥tr❡ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r

♣♦s✐❜❧❡ ❡♥ ❧❛ r❡❞ ② ❝♦♠♣❛r❛r ✉♥♦ ♣♦r ✉♥♦ s✐ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❤❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❞♦✳ ❙✐ ❧♦ q✉❡ s❡ ❞❡s❡❛ ❡s

♦❜t❡♥❡r ✉♥ ú♥✐❝♦ ✈❛❧♦r q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡❧ ❡rr♦r ❞❡ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ ✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡s ✉s❛r
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❡❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ✭✓♠❡❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✔✮ ❬✷✸✱✼✶✱✼✷❪✳ ❊❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡

s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ❡stá ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦r

〈e〉 =
1

∑N−1
l=1 (N − l)

√

√

√

√

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

n
∑

h=1

(xi,h − xj,h)2, ✭✷✳✷✮

❞♦♥❞❡ N ❡s ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♥♦❞♦s ❡♥ ❧❛ r❡❞✱ n ❡s ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡st❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ xi,h ②

xj,h s♦♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞♦ h ❡♥tr❡ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s i ② j✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❞♦♥❞❡ i 6= j✳ ❙❡

❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ✉♥❛ r❡❞ ❧❧❡❣❛ ❛ ✉♥❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ② ❝♦♠♣❧❡t❛ s✐ 〈e〉 → 0 ❬✷✸✱ ✼✶✱ ✼✷❪✳ ❉❡

✐❣✉❛❧ ♠❛♥❡r❛✱ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ♦ ♣rá❝t✐❝❛ ♦❝✉rr❡ s✐ ❡❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥✱

♣❡r♠❛♥❡❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❝♦t❛❞♦ ♣♦r ✉♥ ✈❛❧♦r ♣♦s✐t✐✈♦ ρ ∈ R✱ ❡st♦ ❡s 〈e〉 ≤ ρ✳

✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s

❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❛❜♦r❞❛♥ ❧♦s t❡♠❛s ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ② ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧❧♦s✱

❛❧ ❡st❛r ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❡♥tr❡ sí✳ ▲♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s s♦♥ s❡♥s✐❜❧❡s ❛ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s✱ ❛

♣❡s❛r ❞❡ t❡♥❡r ✉♥❛ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ❞❡t❡r♠✐♥íst✐❝❛✳ ▲♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ✉s❛❞♦s ❝♦♠♦ ❡♥❢♦q✉❡

♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦♥ só❧♦ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r❀ ② s❡ ❛s❡❣✉r❛ q✉❡ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s

s❡❛♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r✳ ▲♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s s♦♥ ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❡♥tr❡ sí✱ ❢♦r♠❛♥❞♦ ✉♥❛

r❡❞❀ ② ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ❡s ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ② ❝♦♠♣❧❡t❛✱ ♦ ❧❛

s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ♦ ♣rá❝t✐❝❛✳

❊♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❡①♣❧♦r❛ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s t✐♣♦s ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦s q✉❡ s❡ ♦❜s❡r✈❛♥ ❡♥tr❡

♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ❞❛ ✉♥❛ ❝❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s ② ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s q✉❡ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜t❡♥❡r ♣❛r❛

s✉ ❡st✉❞✐♦✳ P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ ✉♥❛ ❜r❡✈❡ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❛❧❣✉♥❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❡s ❞❛❞❛✱

❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❧♦s ❞♦s ♠♦❞❡❧♦s ♣❛r❛ ❝r❡❛r r❡❞❡s q✉❡ s♦♥ ✉s❛❞♦s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✸

❘❡❞❡s

❊♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✱ s❡ ❡①♣❧♦r❛ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣✉❡st❛s ♣♦r ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✳

❊st❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ♣✉❡❞❡♥ ❝❛♠❜✐❛r ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳ P♦r ❡st❛

r❛③ó♥✱ ❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥t❛r ❝♦♥ ❛❧❣✉♥♦s tér♠✐♥♦s✱ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ② ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❛s q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡♥

❛ ❧❛s r❡❞❡s✳ ❊❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❞❛ ✉♥❛ ❜r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛❧ t❡♠❛ ❞❡ r❡❞❡s✳ ❙❡ ♣r❡s❡♥t❛♥

❛❧❣✉♥♦s ❛♥t❡❝❡❞❡♥t❡s✱ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ② ❞♦s ♠♦❞❡❧♦s ♣❛r❛ ❝r❡❛r r❡❞❡s✳

❊s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡st❛❝❛r✱ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❧❡♥❣✉❛❥❡ ✉s❛❞♦ ❡♥ r❡❞❡s ✭♦ t❡♦rí❛ ❞❡ ❣r❛❢♦s✮✱ ❡s ❝♦♠ú♥

✉s❛r ❡❧ tér♠✐♥♦ ✏♥♦❞♦✑ ♣❛r❛ r❡❢❡r✐rs❡ ❛❧ ♦❜❥❡t♦ ❛❧ ❝✉❛❧ s❡ ❡stá ❛❝♦♣❧❛♥❞♦ ❡♥ ✉♥❛ r❡❞✳ ❉❡❜✐❞♦

❛❧ t❡♠❛ ❞❡ t❡s✐s✱ ② q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❡stá♥ ❝♦♠♣✉❡st❛s ♣♦r ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✱ ❤❡♠♦s ♦♣t❛❞♦ ♣♦r

✉s❛r ❡❧ tér♠✐♥♦ ✏♦s❝✐❧❛❞♦r✑ ♣❛r❛ ❞❡s❝r✐❜✐r ❞✐❝❤♦s ♦❜❥❡t♦s✳

✸✳✶ ❆♥t❡❝❡❞❡♥t❡s ❤✐stór✐❝♦s

❍✐stór✐❝❛♠❡♥t❡✱ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❤❛ s✐❞♦ ♣❛rt❡ ❞❡ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ❣r❛❢♦s✳ ▲❡♦♥❛r❞ ❊✉❧❡r

♣✉❜❧✐❝ó ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧♦s s✐❡t❡ ♣✉❡♥t❡s ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❡♥ ✶✼✸✻✱ ❝♦♥ ❧♦ ❝✉❛❧ ♥❛❝✐ó

❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ❣r❛❢♦s✳ ❊❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❝♦♥s✐st✐ó ❡♥ ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥❛ r✉t❛ ♣❛r❛ ♣❛s❛r ♣♦r ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡

❧♦s ♣✉❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐✉❞❛❞ ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ✉♥❛ s♦❧❛ ✈❡③ ② r❡❣r❡s❛r ❛❧ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♣❛rt✐❞❛✳ ❊✉❧❡r

✶✹



✶✺

r❡♣r❡s❡♥tó ❝❛❞❛ ✐s❧❛ ❝♦♥ ✉♥ ♣✉♥t♦ ✭♥♦❞♦✮ ② ❝❛❞❛ ♣✉❡♥t❡ ♣♦r ✉♥❛ ❧í♥❡❛ ✭❡♥❧❛❝❡✮✱ ✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✳

❉❡♠♦stró q✉❡ ♥♦ ❡r❛ ♣♦s✐❜❧❡✱ ②❛ q✉❡ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❧í♥❡❛s q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥ ❡♥ ❝❛❞❛ ♣✉♥t♦ ♥♦ ❡s ♣❛r✳

❊❥❡♠♣❧♦s ❞❡ ❡st❡ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡①✐st❡♥ ❝♦♠♦ ❧❛s r❡❞❡s ❡♥ ❡❝♦❧♦❣í❛ ❬✼✸❪✱ ❡♥ r❡❧❛❝✐♦♥❡s

s♦❝✐❛❧❡s ❬✼✹✱✼✺❪✱ r❡❞ ❞❡ ❛rtí❝✉❧♦s ❝✐❡♥tí✜❝♦s ❬✼✻✱✼✼❪✱ r❡❞❡s ♥❡✉r♦♥❛❧❡s ❬✼✽❪✱ r❡❞❡s ♠❡t❛❜ó❧✐❝❛s ❬✼✾❪✱

❡♥tr❡ ♦tr♦s✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✿ ❆ ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ❢r❛❣♠❡♥t♦ ❞❡❧ r❡tr❛t♦ ❞❡ ▲❡♦♥❤❛r❞ ❊✉❧❡r ✭✶✼✵✼✲✶✼✽✸✮ ♣♦r ❡❧ ❛✉t♦r
❏❛❦♦❜ ❊♠❛♥✉❡❧ ❍❛♥❞♠❛♥♥ ✭✶✼✺✻✮✳ ❊♥ ❡❧ ❝❡♥tr♦✱ ♠❛♣❛ ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❡♥ ✶✼✸✻ ❛❝❡♥t✉❛♥❞♦ ❡❧
r✐♦ Pr❡❣❡❧ ❡♥ ❛③✉❧ ② ❧♦s ♣✉❡♥t❡s ❡♥ ✈❡r❞❡✳ ❆ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✱ ❡❧ ❣r❛❢♦ ❞❡r✐✈❛❞♦ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧
♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧♦s s✐❡t❡ ♣✉❡♥t❡s✱ s✉♣❡r♣✉❡st♦ s♦❜r❡ ❧❛s ♥♦t❛s ❞❡ ❊✉❧❡r✳

✸✳✷ ❆❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✱ ♠❛tr✐❝❡s✱ ② ❝❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s

❯♥❛ r❡❞ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞♦s ♦ ♠ás ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❡♥tr❡ sí✳ ❊①✐st❡♥ ❞♦s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ❞❡

❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✿ ❡❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ✉♥✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧ ② ❡❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧✱

✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✳ ❊❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ✉♥✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧ ♦ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ♠❛❡str♦✲❡s❝❧❛✈♦ ❬✷✻✱ ✽✵✱ ✽✶❪ s❡

♣r❡s❡♥t❛ ❝✉❛♥❞♦ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r ♠❛❡str♦ tr❛♥s♠✐t❡ ❡♥❡r❣í❛ ❡ ✐♠♣♦♥❡ s✉ ❞✐♥á♠✐❝❛ s♦❜r❡ ♦tr♦ ♦s✲

❝✐❧❛❞♦r ❡s❝❧❛✈♦❀ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ❡s❝❧❛✈♦ ♥♦ tr❛♥s♠✐t❡ ❡♥❡r❣í❛ ❞❡ ✈✉❡❧t❛ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ♠❛❡str♦✳

❆q✉í✱ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ✜♥❛❧ ❡♥tr❡ ❧♦s ❞♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❡stá ❞✐❝t❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r

♠❛❡str♦✳ ❊❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧ ❬✽✷❪ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❝✉❛♥❞♦ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s s❡ ✐♥✢✉❡♥❝í❛♥ ❡❧

✉♥♦ ❛❧ ♦tr♦✳ ▲❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ♥✉❡✈❛ ❡♠❡r❣❡♥t❡✱ ♣✉❡❞❡ ♦ ♥♦✱ s❡r ❞✐❢❡r❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡

❛❧❣✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳



✶✻

❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✿ ❛✮ ❊❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ✉♥✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧ ♣❡r♠✐t❡ tr❛♥s❢❡r✐r ❡♥❡r❣í❛ ✭r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ♣♦r ✉♥❛
✢❡❝❤❛✮ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✶ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✷✱ ♣❡r♦ ♥♦ ♣❡r♠✐t❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✷ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✶✳
❜✮ ❊❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧ ♣❡r♠✐t❡ ❧❛ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❡♥❡r❣í❛ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✶ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r
✷ ② ✈✐❝❡✈❡rs❛✳

❘❡❞❡s q✉❡ t✐❡♥❡♥ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦s ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧❡s✱ s❡ ❧❡s ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ r❡❞❡s ♥♦

❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛s✳ ❘❡❞❡s q✉❡ t✐❡♥❡♥ ❛❧ ♠❡♥♦s ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ✉♥✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧✱ s❡ ❧❡s ❧❧❛♠❛ r❡❞❡s ❞✐r❡❝✲

❝✐♦♥❛❞❛s✳ ❆ ❧❛s r❡❞❡s ❝✉②♦ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❡stá ❛s♦❝✐❛❞♦ ❛ ✉♥ ♣❡s♦✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ q✉❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ t✐❡♥❡

✉♥❛ ✐♥✢✉❡♥❝✐❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡ q✉❡ ♦tr♦s ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞✱ s❡ ❧❡s ❧❧❛♠❛ r❡❞❡s ♣❡s❛❞❛s✱ ♦ ❝♦♥ ♣❡s♦ ❡♥

s✉s ❡♥❧❛❝❡s❀ ❡st♦ s✐♥ ✐♠♣♦rt❛r s✐ ❡s ✉♥❛ r❡❞ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛ ♦ ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛✱ ✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✸✳✸✳ P❛r❛

❡st❡ tr❛❜❛❥♦✱ s❡ ❝♦♥t❡♠♣❧❛ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ r❡❞❡s ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛s s✐♥ ♣❡s♦ ❡♥ s✉s ❡♥❧❛❝❡s✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✸✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s t✐♣♦s ❞❡ r❡❞❡s✿ ❛✮ ❘❡❞ ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛✱ ❜✮
❘❡❞ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛✱ ② ❝✮ ❘❡❞ ♣❡s❛❞❛ ♦ ❝♦♥ ♣❡s♦s ❡♥ ❧♦s ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦s✳

❚♦❞♦s ❧♦s t✐♣♦s ❞❡ r❡❞❡s ♠❡♥❝✐♦♥❛❞❛s s❡ ♣✉❡❞❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛r ✉s❛♥❞♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠♦s ♠❛tr✐❝✐❛❧❡s✳

❊st❛s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥ út✐❧❡s ♣❛r❛ ❡st✉❞✐❛r ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s✳ ❊①✐st❡♥ tr❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉❡



✶✼

s♦♥ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥t❡rés✿ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❛❞②❛❝❡♥❝✐❛✱ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❣r❛❞♦ ② ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛✳

▲❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❛❞②❛❝❡♥❝✐❛ ❆ ∈ RN ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❞❡

❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ② s✉s ❡❧❡♠❡♥t♦s aij s❡ ❞❡✜♥❡♥ ❝♦♠♦

aij =

{

1, s✐ i 6= j ② ni ❡stá ❛❝♦♣❧❛❞♦ ❛ nj,

0, ❞❡ ♦tr❛ ❢♦r♠❛✱
✭✸✳✶✮

❞♦♥❞❡ ni ② nj s♦♥ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s i ② j ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ▲❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡

❛❞②❛❝❡♥❝✐❛ ❡s ❞❡ ❝❡r♦s ♣❛r❛ ✉♥❛ r❡❞ ❝✉②♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ♥♦ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❝♦♥❡❝t❛r ❛ s✐ ♠✐s♠♦s✳ ❙❡

♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✳

▲❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❉ ∈ RN ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❝✐❡rt♦

♦s❝✐❧❛❞♦r✳ ❊❧ ❣r❛❞♦ ki ∈ R ❡s ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❛ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r i ❡♥ ✉♥❛ r❡❞ ❬✷✶✱✽✸❪✱

② ❡s ❞❡✜♥✐❞♦ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❛❞②❛❝❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠❛♥❡r❛✿

ki =
N
∑

j=1

aij, ✭✸✳✷✮

❞♦♥❞❡ N ❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞✳ ▲♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s dij ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❉ s❡

❞❡✜♥❡♥ ❝♦♠♦

dij =

{

ki, s✐ i = j,

0, ❞❡ ♦tr❛ ❢♦r♠❛✳
✭✸✳✸✮

❙❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✳

▲❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ▲ ∈ RN ❡s ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❞❡ ✉♥ ❣r❛❢♦ ♦ r❡❞✳ ❊stá ❞❡✜♥✐❞❛

❝♦♠♦ ❧❛ r❡st❛ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❣r❛❞♦ ② ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❛❞②❛❝❡♥❝✐❛✱ ▲ = ❉ − ❆ ② ❝♦♥t✐❡♥❡

✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ ② ❞❡ ❝ó♠♦ ❡stá♥ ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❡♥tr❡ sí✳ ❙✉s ❡❧❡♠❡♥t♦s lij

s❡ ❞❡✜♥❡♥ ❝♦♠♦

lij =















−1, s✐ i 6= j ② ni ❡stá ❛❝♦♣❧❛❞♦ ❛ nj,

ki, s✐ i = j,

0, ❞❡ ♦tr❛ ❢♦r♠❛✳

✭✸✳✹✮

❙❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✳ ❊s ❞❡ ♥♦t❛r q✉❡ s✐ ❧❛ r❡❞ ❡s ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛

✭t♦❞♦s ❧♦s ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦s s♦♥ ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧❡s✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❡s s✐♠étr✐❝❛✱ ❡s ❞❡❝✐r ▲ = ▲⊺✱ ② ést❛ ❡s

✉♥❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s✳
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❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❡♥ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❛❞②❛❝❡♥❝✐❛ A✱ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❣r❛❞♦ D ② ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛
L ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛ ❞❡ ❝✉❛tr♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳

✸✳✸ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s

✸✳✸✳✶ ●r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ② ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦

❊❧ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❞❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠❛♥❡r❛ ❬✷✶❪✿

〈k〉 =
1

N

N
∑

i=1

ki, ✭✸✳✺✮

❞♦♥❞❡ ki ❡s ❡❧ ❣r❛❞♦ ② r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❛ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r i ② N ❡s ❡❧

♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ P (k) ❡s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥tr❛r

✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ ❡s❝♦❣✐❞♦ ❛❧ ❛③❛r✱ ❝♦♥ ❡❧ ❣r❛❞♦ k ② ❡s

P (k) =
M(k)

N
, ✭✸✳✻✮

❞♦♥❞❡ M(k) ❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝♦♥ ❡❧ ❣r❛❞♦ k✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❡s ✉♥❛ ❞❡

❧❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❡♥tr❡ ❧♦s ❞♦s ♠♦❞❡❧♦s q✉❡ s❡rá♥ ✉s❛❞♦s ♣❛r❛ ❝r❡❛r r❡❞❡s✳

❊st♦s ♠♦❞❡❧♦s s♦♥ ❞❡s❝r✐t♦s ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦✳

✸✳✸✳✷ ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛❣r✉♣❛♠✐❡♥t♦

❊♥ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ ❡s tí♣✐❝♦ q✉❡ ❞♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s q✉❡ t✐❡♥❡♥ ✉♥ ❛♠✐❣♦ ❡♥ ❝♦♠ú♥ s❡ ❝♦♥♦③❝❛♥✳ ❆

❡st❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ s❡ ❧❡ ❧❧❛♠❛ ❛❣r✉♣❛♠✐❡♥t♦✳ ❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛❣r✉♣❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❡♥ ✉♥❛
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r❡❞✱ ❝✉❛♥t✐✜❝❛ q✉é t❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥❡❝t❛❞♦ ✭♦ ❛❣r✉♣❛❞♦✮ ❡stá ❝♦♥ ♦tr♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ✈❡❝✐♥♦s✳ ❙✉♣♦♥❣❛

q✉❡ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r i ❡♥ ❧❛ r❡❞ t✐❡♥❡ ki ❡♥❧❛❝❡s ② ést♦s s❡ ❛❝♦♣❧❛♥ ❝♦♥ ki ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s

❞✐❢❡r❡♥t❡s✳ ❊st♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞✐❢❡r❡♥t❡s s♦♥ t♦❞♦s ✈❡❝✐♥♦s ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r i✳ ❊♥t♦♥❝❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦

♠á①✐♠♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ❡①✐st✐r ❡♥tr❡ ❡❧❧♦s ❡s ❞❡ ki(ki − 1)/2✱ ② ❡st♦ ♦❝✉rr❡ ❝✉❛♥❞♦ ❝❛❞❛

✈❡❝✐♥♦ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r i ❡stá ❛❝♦♣❧❛❞♦ ❛ t♦❞♦s ❧♦s ♦tr♦s ✈❡❝✐♥♦s ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r i✳ ❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡

❛❣r✉♣❛♠✐❡♥t♦ ❧♦❝❛❧ ci ♣♦r ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ s❡❣ú♥ ❲❛tts ② ❙tr♦❣❛t③ ❬✷✶✱ ✹✾❪✱ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❧❛ r❛③ó♥

❡♥tr❡ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ r❡❛❧ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ei q✉❡ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❡st♦s ki ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ② ❡❧ ♥ú♠❡r♦ t♦t❛❧ ❞❡

❡♥❧❛❝❡s ♣♦s✐❜❧❡s ki(ki − 1)/2✱ ❡s ❞❡❝✐r✿

ci =
2ei

ki(ki − 1)
. ✭✸✳✼✮

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛❣r✉♣❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❡s ❡❧ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❞❡ ci s♦❜r❡ t♦❞♦s ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ❡s

❞❡❝✐r✿

〈c〉 =
1

N

N
∑

i=1

ci. ✭✸✳✽✮

P♦r ❞❡✜♥✐❝✐ó♥✱ 0 ≤ ci ≤ 1 ② 0 ≤ 〈c〉 ≤ 1✳

✸✳✸✳✸ ❆s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞

▲❛ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ❡s ✉♥❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❡♥ ✉♥❛ r❡❞✱ ❛ ❛❝♦♣❧❛rs❡ ❛ ♦tr♦s q✉❡ s❡❛♥

s✐♠✐❧❛r❡s ❡♥tr❡ sí✳ P❛r❛ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s✱ ❧❛ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ❡s ✈✐st❛ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡❧

♦s❝✐❧❛❞♦r✳ ❊s ❞❡❝✐r✱ ❧❛ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ❡♥ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ ❡s ❧❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❛ ❛❝♦♣❧❛rs❡ ❝♦♥ ♦tr♦

♦s❝✐❧❛❞♦r ❞❡ s✉ ♠✐s♠♦ ❣r❛❞♦ ♦ s✐♠✐❧❛r✳ ❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ rij ❡♥ ❬✽✹❪ ❡stá ❞❛❞♦ ♣♦r

rij = (ki − 〈k〉)(kj − 〈k〉), ✭✸✳✾✮

❞♦♥❞❡ i ② j s♦♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝♦♥❡❝t❛❞♦s ♣♦r ✉♥ ❡♥❧❛❝❡❀ ki ② kj s♦♥ ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❞✐❝❤♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡❀ ② 〈k〉 ❡s ❡❧ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳
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✸✳✸✳✹ ■♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥

▲❛ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ✭✓❜❡t✇❡❡♥♥❡ss ❝❡♥tr❛❧✐t②✔✮ ❡s ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ r❡❧❡✈❛♥❝✐❛ q✉❡ ❝✉❛♥t✐✜❝❛ ❡❧

♥ú♠❡r♦ ❞❡ ✈❡❝❡s q✉❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ✭✉ ♦s❝✐❧❛❞♦r✮ ❛❝tú❛ ❝♦♠♦ ✉♥ ♣✉❡♥t❡ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ✉♥ ❝❛♠✐♥♦

♠ás ❝♦rt♦ ❡♥tr❡ ♦tr♦s ❞♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳ ▲❛ ♠❡❞✐❞❛ ♣✉❡❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛r t❛♥t♦ ♣❛r❛ ❡♥❧❛❝❡s ♦ ♣❛r❛

♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳ P❛r❛ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s ❧❛ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ❡s ✈✐st❛ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❯♥ ❡♥❧❛❝❡

❝♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ❛❧t❛✱ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ❣r❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❞✐♥á♠✐❝❛s ❛ tr❛✈és ❞❡

❧❛ r❡❞✱ ❜❛❥♦ ❧❛ s✉♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ s✐❣✉❡ ❡❧ ❝❛♠✐♥♦ ♠ás ❝♦rt♦✳ ❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ be ❞❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ e s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❬✷✶✱✹✶✱✹✷❪✿

be =
N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

nij(e)

nij

, ✭✸✳✶✵✮

❞♦♥❞❡ nij ❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ❧♦s ❝❛♠✐♥♦s ❝♦rt♦s ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s i ② j✱ i 6= j✱ ② nij(e)

❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ❧♦s ❝❛♠✐♥♦s ❝♦rt♦s ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s i ② j q✉❡ ✐♥❝❧✉②❡♥ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ e✳

✸✳✹ ▼♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞❡s

❉❡ ❡♥tr❡ ❧♦s ♠✉❝❤♦s ♠♦❞❡❧♦s ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s✱ ❤❡♠♦s ❡❧❡❣✐❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❲❛tts✲❙tr♦❣❛t③

✭❲❙✮ ♣❛r❛ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❬✹✾✱✺✵❪ ② ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❇❛r❛❜ás✐✲❆❧❜❡rt ✭❇❆✮ ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s

❞❡ ❧✐❜r❡ ❡s❝❛❧❛ ❬✺✶✱✺✷❪❀ q✉❡ ❤❛♥ s✐❞♦ ❛♠♣❧✐❛♠❡♥t❡ ❡st✉❞✐❛❞❛s ② s♦♥ s✐♠✐❧❛r❡s ❛ ❧❛s r❡❞❡s r❡❛❧❡s✳

✸✳✹✳✶ ❘❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦

▲❛s r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ s♦♥ ✉♥ t✐♣♦ ❞❡ r❡❞❡s ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❧ ❧❛ ♠❛②♦rí❛ ❞❡ s✉s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ♥♦

❡stá♥ ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❡♥tr❡ sí❀ s✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡❧ ❝❛♠✐♥♦ ♣❛r❛ ❧❧❡❣❛r ❞❡ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❛ ♦tr♦✱ ❡s r❡❧❛t✐✈❛✲

♠❡♥t❡ ❝♦rt♦✳ ❯♥❛ r❡❞ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ♣♦s❡❡ ✈❛❧♦r❡s ❛❧t♦s ❞❡ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛❣r✉♣❛♠✐❡♥t♦ 〈c〉✱

❝✉❛❧❡sq✉✐❡r❛ ❞♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞ s❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛♥ ♣♦r ✉♥ ❝❛♠✐♥♦ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐♦s

r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ♣❡q✉❡ñ♦✱ ② ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ P (k) ❡s ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❯♥♦ ❞❡ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ❡♥
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❞❡s❝r✐❜✐r ② ♠♦❞❡❧❛r ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡ r❡❞❡s✱ ❢✉❡r♦♥ ❲❛tts ② ❙tr♦❣❛t③ ✭❲❙✮✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ ❞❡

♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❞❡ ❲❙ s❡ ♣✉❡❞❡ ❣❡♥❡r❛r ❝♦♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❬✹✾✱✺✵❪✿

❆❧❣♦r✐t♠♦ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❞❡ ❲❙✳

✶✮ ❈♦♠❡♥③❛r ❝♦♥ ✉♥❛ r❡❞ ❛❝♦♣❧❛❞❛ ❝♦♥ ✈❡❝✐♥♦s ❝❡r❝❛♥♦s✱ q✉❡ ❝♦♥s✐st❡♥ ❡♥ N ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❛❝♦✲

♠♦❞❛❞♦s ❡♥ ❛♥✐❧❧♦✱ ❞♦♥❞❡ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r i ❡s ❛❞②❛❝❡♥t❡ ❛ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✈❡❝✐♥♦✱ i = 1, 2, ..., K/2✱

❞♦♥❞❡ K ❡s ♣❛r✳

✷✮ ❙❡ ♣❡r♠✐t❡ q✉❡ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ s❡ r❡❝♦♥❡❝t❡ ❛ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❞✐❢❡r❡♥t❡ ✉s❛♥❞♦ ✉♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞

❞❡ r❡❝♦♥❡①✐ó♥ p✱ ❞❡ t❛❧ ♠❛♥❡r❛ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ♦r❞❡♥ ✭p = 0✮ ② ❛❧❡❛t♦r✐♦ ✭p = 1✮

♣✉❡❞❛♥ s❡r ❢á❝✐❧♠❡♥t❡ ♠♦♥✐t♦r❡❛❞❛✱ ✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✸✳✺✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✺✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦✳ ❙❡
❝♦♠✐❡♥③❛ ❝♦♥ ✉♥❛ r❡❞ r❡❣✉❧❛r ❝♦♠♦ ❛✮✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ r❡❝♦♥❡❝t❛r ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❡s ❝❡r♦✱
p = 0✳ ❙❡ ❛✉♠❡♥t❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s❡ r❡❝♦♥❡❝t❡♥ ❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞✐❢❡r❡♥t❡s✱
❡s ❡♥t♦♥❝❡s ❞♦♥❞❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❛♣❛r❡❝❡♥✱ ❝♦♠♦ ❡♥ ❜✮✳ ❙✐ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐ó♥ ❡s ❞❡ p = 1✱ t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s♦♥ r❡❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱
② ❛ ❧❛ r❡❞ r❡s✉❧t❛♥t❡ s❡ ❧❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ r❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❝✮✳
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▲❛ r❡❝♦♥❡①✐ó♥✱ ❡♥ ❡st❡ ❝♦♥t❡①t♦✱ s✐❣♥✐✜❝❛ ❝❛♠❜✐❛r ✉♥ ❡①tr❡♠♦ ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡✱ ❛ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r

♥✉❡✈♦ ❡❧❡❣✐❞♦ ❛❧❡❛t♦r✐❛♠❡♥t❡ ❞❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞❀ ❝♦♥ ❧❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ❞❡ q✉❡ ❞♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♦s✲

❝✐❧❛❞♦r❡s ❝✉❛❧❡sq✉✐❡r❛ ♥♦ ♣✉❡❞❡ t❡♥❡r ♠ás ❞❡ ✉♥❛ ❝♦♥❡①✐ó♥ ❡♥tr❡ sí✱ ② ♥✐♥❣ú♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r ♣✉❡❞❡

❝♦♥❡❝t❛rs❡ ❝♦♥s✐❣♦ ♠✐s♠♦✳ ❙❡ ❤❛ ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ q✉❡ ✐♥❝❧✉s♦ ♣❛r❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡s p ♣❡q✉❡ñ❛s ❞❡

r❡❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦✱ ❧❛s ❞✐st❛♥❝✐❛s ♣r♦♠❡❞✐♦ ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s s❡ ❞✐s♠✐♥✉②❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ◆♦

♦❜st❛♥t❡✱ ❜❛❥♦ ❧❛s ♠✐s♠❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡s✱ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛❣r✉♣❛♠✐❡♥t♦ 〈c〉 ♥♦ ❝❛♠❜✐❛ s✉st❛♥✲

❝✐❛❧♠❡♥t❡✳

✸✳✹✳✷ ❘❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡

▲❛s r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ s♦♥ r❡❞❡s ❝✉②❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ P (k) s✐❣✉❡ ✉♥❛ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛✳

❊st♦ ✐♠♣❧✐❝❛ q✉❡ ❡♥ ❧❛ r❡❞ ❡①✐st❡♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s q✉❡ ❡stá♥ ❛❧t❛♠❡♥t❡ ❛❝♦♣❧❛❞♦s ② q✉❡ ❡❧ ❣r❛❞♦

♥♦ ❡stá ❞✐str✐❜✉✐❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡✳ ❆ ❡st♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s q✉❡ ❡stá♥ ❛❧t❛♠❡♥t❡ ❛❝♦♣❧❛❞♦s✱ s❡ ❧❡s

❧❧❛♠❛ ✏❤✉❜s✑✳ ❇❛r❛❜ás✐ ② ❆❧❜❡rt ✭❇❆✮ ❢✉❡r♦♥ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛r✱ q✉❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s

❛♥t❡r✐♦r❡s ❢❛❧❧❛♥ ❛❧ ♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❞♦s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ r❡❞❡s r❡❛❧❡s✳ Pr✐♠❡r❛♠❡♥t❡✱

♠✉❝❤❛s r❡❞❡s r❡❛❧❡s s❡ ❢♦r♠❛♥ ❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ♥✉❡✈♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❛❧ s✐st❡♠❛ ❛❝♦♣❧❛♥❞♦s❡ ❛ ❧♦s ②❛

❡①✐st❡♥t❡s❀ ❛ ❡st♦ s❡ ❧❡ ❧❧❛♠❛ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦✳ ❊♥ s❡❣✉♥❞♦ ❧✉❣❛r✱ ❧♦s ♥✉❡✈♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s t❡♥❞rá♥

✉♥❛ t❡♥❞❡♥❝✐❛ ❛ ❛❝♦♣❧❛rs❡ ❛ ❝✐❡rt♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ♥♦r♠❛❧♠❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞♦ ♠❛②♦r❀ ❛ ❡st♦ s❡ ❧❡

❧❧❛♠❛ ❝♦♥❡①✐ó♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❇❆ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❡s ❡❧

s✐❣✉✐❡♥t❡ ❬✺✶❪✿

❆❧❣♦r✐t♠♦ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ ❞❡ ❧✐❜r❡ ❡s❝❛❧❛ ❇❆✳

✶✮ ❈r❡❝✐♠✐❡♥t♦✿ ❈♦♠❡♥③❛r ❝♦♥ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ ♣❡q✉❡ñ♦ m0 ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s❀ ❛ ❝❛❞❛ ♣❛s♦✱ ✉♥

♥✉❡✈♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r m ❡s ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❛ ❧❛ r❡❞ ② ❡s ❛❝♦♣❧❛❞♦ ❛ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r ②❛ ❡①✐st❡♥t❡✳

✷✮❆❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ Pr❡❢❡r❡♥❝✐❛❧✿ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
∏

i ❞❡ q✉❡ ✉♥ ♥✉❡✈♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r s❡rá ❝♦♥❡❝✲

t❛❞♦ ❛ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r i ✭✉♥♦ ❞❡ ❧♦sm ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ②❛ ❡①✐st❡♥t❡s✮ ❞❡♣❡♥❞❡ ❡♥ ❡❧ ❣r❛❞♦ ki ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r



✷✸

i✱ ❞❡ t❛❧ ♠❛♥❡r❛ q✉❡
∏

i = ki/
∑

j kj✳

❉❡s♣✉és ❞❡ ✉♥❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣❛s♦s t✱ ❡st❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦ r❡s✉❧t❛ ❡♥ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♥ N = t + m0

♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ② mt ❡♥❧❛❝❡s✳ ❙✐ ❧❛ r❡❞ ❝r❡❝❡ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ❡st❛s ❞♦s r❡❣❧❛s✱ ❧❛ r❡❞ ❡✈♦❧✉❝✐♦♥❛ ❛ ✉♥

❡st❛❞♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ▲♦ q✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ P (k) ♥♦

❝❛♠❜✐❛ ❝♦♥ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ✭♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✮✱ ✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✸✳✻✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✻✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ N = 30 ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ♣r♦❞✉❝✐❞❛ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❇❆✳



✷✹

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s

❈♦♠♦ s❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦✱ ❞♦s ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ♠ás ✉s❛❞♦s ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s✱ s♦♥ ❡❧

♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳ ❊st♦s ♠♦❞❡❧♦s ❤❛♥ s✐❞♦ á♠♣❧✐❛♠❡♥t❡

❡st✉❞✐❛❞♦s ② ♣r❡s❡♥t❛♥ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❡♥ r❡❞❡s r❡❛❧❡s✳ ▲♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡

❘öss❧❡r s♦♥ ❛❝♦♣❧❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ ❡st♦s ♠♦❞❡❧♦s✱ ❜❛❥♦ ✉♥ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧✳

❙❡ ❡①❝❧✉②❡ ❞❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❧❛s r❡❞❡s ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛s ② r❡❞❡s ❝♦♥ ♣❡s♦s ❡♥ s✉s ❡♥❧❛❝❡s✳ ❊①✐st❡ s✉✜❝✐❡♥t❡

❡✈✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ q✉❡ s✉❣✐❡r❡ q✉❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♣✉❡❞❡♥ ✈❛r✐❛r ❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❣r❛❞♦s

♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉✳ ▲❛s r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ s♦♥ ❣❡♥❡r❛❞❛s ♣❛r❛ ❛❧❝❛♥③❛r ❣r❛❞♦s

♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4, 8 ② 12✳ ❊♥ ❝❛♣ít✉❧♦s ♣♦st❡r✐♦r❡s ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❝♦♠♦ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥✱ s♦♥ ✉s❛❞❛s ❞❡♥tr♦ ❞❡ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❝♦♠♦ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳

▲❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ L ❡s ❞❡ ❡s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡rés ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ s✉s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s t✐❡♥❡♥

♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s q✉❡ r❡✈❡❧❛♥ s✐ ❧❛ r❡❞ t✐❡♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ♦ ♥♦✳ ❊❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣í✲

t✉❧♦ ❡①♣❧♦r❛ ❡st❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s✱ ❛❧ ✉s❛r ❧❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ❧❧❛♠❛❞❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞✳

❊st❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ♣❡r♠✐t❡ ♦❜s❡r✈❛r ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s s✉✜❝✐❡♥t❡s ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛ r❡❞ ♣✉❡❞❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛r✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✹

❋✉♥❝✐ó♥ ▼❛❡str❛ ❞❡ ❊st❛❜✐❧✐❞❛❞

❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❞♦s ❝♦♥❝❡♣t♦s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♣❛r❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s

❝♦♠♣❧❡❥❛s ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❡♥❧❛❝❡s✳ ✶✮▲♦s ❝r✐t❡r✐♦s ❜❛❥♦ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ❧❛ r❡❞ t✐❡♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡

s✐♥❝r♦♥✐③❛r✱ ❛ ❡st♦ s❡ ❧❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳ ✷✮▼❡❞✐r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡

❧❛ r❡❞ ❛❧ s❡r ❡❧✐♠✐♥❛❞♦ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❡♥❧❛❝❡✳ ❆♠❜♦s ❝♦♥❝❡♣t♦s ❛②✉❞❛♥ ❛❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ✉♥ ♠ét♦❞♦

♣❛r❛ ❧❧❡✈❛r ❛ ❧❛ r❡❞ ❛ ✉♥ ❡st❛❞♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥í❛✱ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❧❛ ♠❡♥♦r ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣♦s✐❜❧❡s✳

❯♥ ❡♥❢♦q✉❡ ♣❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡s ✉s❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞

✭▼❙❋ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✮✳ ➱st❛ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ❛♥❛❧✐③❛r ❧❛ r❡❞ ✉s❛♥❞♦ ❧♦s ❡①♣♦♥❡♥t❡s ❞❡

▲②❛♣✉♥♦✈ ♦❜t❡♥✐❞♦s ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞✱ ② ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ② ✈❡❝t♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ❞❡

❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳ ❈♦♥ ❧♦s ❡①♣♦♥❡♥t❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜t❡♥❡r ✉♥ r❛♥❣♦ ❞❡

✈❛❧♦r❡s ♣❛r❛ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ❧❛ r❡❞ ❡s ❡st❛❜❧❡ ② ♣❛r❛ r❡❞❡s ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛s✱ t❛♠❜✐é♥ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✳

❊st♦s ✈❛❧♦r❡s s♦♥ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧❡s ❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛✱ ②

♣❡r♠✐t❡ ♦❜s❡r✈❛r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ♣r♦❞✉❝✐❞♦ ❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛rs❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡✳ P❛r❛ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s✱ ❧❛ ▼❙❋

❡s ✈✐st❛ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥✳

Pr✐♠❡r♦ s❡ ❛❜♦r❞❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ♠❛t❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞✳ ❈♦♥ ❧❛s

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ q✉é ❞❡t❡r♠✐♥❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ s❡

❛♥❛❧✐③❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ t❡s✐s ❝♦♥ ❡st♦s ❝♦♥❝❡♣t♦s✳

✷✺
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✹✳✶ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞

❊♥ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ s✐st❡♠❛s ❞✐♥á♠✐❝♦s ❛❝♦♣❧❛❞♦s ❡♥tr❡ sí✱ s✉r❣✐ó ❧❛

♣r❡❣✉♥t❛✿ ➽❝✉á♥❞♦ ✉♥❛ r❡❞ ②❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❞❛✱ ❡s ❡st❛❜❧❡❄ ▲❛ ♣r❡❣✉♥t❛ ② r❡s♣✉❡st❛ ❢✉❡ ♣❧❛♥t❡❛❞❛

❡♥ ✶✾✾✽ ♣♦r ❧♦s ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦r❡s ▲♦✉✐s ▼✳ P❡❝♦r❛ ② ❚❤♦♠❛s ▲✳ ❈❛rr♦❧❧ ❡♥ s✉ ❛rtí❝✉❧♦ ❧❧❛♠❛❞♦

✏▼❛st❡r ❙t❛❜✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❈♦✉♣❧❡❞ ❙②st❡♠s✑ ❬✸✷❪✳ ❙✉♣♦♥❣❛ q✉❡ ❡①✐st❡ ✉♥

s✐st❡♠❛ q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ N ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ q✉❡

ẋi = Fi(xi) + σ

N
∑

j=1

LijH(xj), ✭✹✳✶✮

❞♦♥❞❡ xi = (x1,x2, . . . ,xN)
⊺ ∈ Rn ❡s ✉♥ ✈❡❝t♦r n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐♥á♠✐❝❛s

❞❡❧ i✲és✐♠♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r ✐❞é♥t✐❝♦❀ ẋi = F(xi) s♦♥ ❧❛s ❞✐♥á♠✐❝❛s ♥♦ ❛❝♦♣❧❛❞❛s ❞❡ ❝❛❞❛ i✲és✐♠♦ ♦s✲

❝✐❧❛❞♦r❀ ▲ ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ s✐♠étr✐❝❛ ✭▲ = ▲⊺✮ ❣❡♥❡r❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✹✮✱ ②

r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞❀ H(xj) = (H(x1),H(x2), . . . ,H(xN))
⊺ ❡s ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛r❜✐✲

tr❛r✐❛ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❧ j✲és✐♠♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r ② ❞❡t❡r♠✐♥❛ ❝✉á❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❡st❛❞♦ ❡s ✉s❛❞❛ ❡♥ ❡❧

❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦❀ ② σ ❡s ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❧❛ r❡❞✳ ❙❡ ❞❡❝❧❛r❛ q✉❡ ❡①✐st❡ ✉♥❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛✲

❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ② ❝♦♠♣❧❡t❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s t❛❧ q✉❡

x1 = x2 = · · · = xN ≡ xs, ✭✹✳✷✮

❞♦♥❞❡ xs ❡s ✉♥ ✈❡❝t♦r m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ② r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❡♠❡r❣❡♥t❡ ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ ② ♣♦r

❧♦ t❛♥t♦ xi = xs ♣❛r❛ t♦❞♦ i✳ ❊♥t♦♥❝❡s ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❛ ❧❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐③❛❞❛ ❡s

ẋs = F(xs) + σ

N
∑

j=1

LijH(xs), ✭✹✳✸✮

❞♦♥❞❡ F(xs) s♦♥ t♦❞♦s ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❞♦s ② t✐❡♥❡♥ ✉♥❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ✐❞é♥t✐❝❛✳ P❛r❛

♦❜t❡♥❡r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✈❛r✐❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ✭✹✳✸✮✱ s✉♣♦♥❣❛ q✉❡ ξi = (ξ1, ξ2, . . . , ξN)
⊺ s♦♥ ❧❛s ✈❛r✐❛❝✐♦♥❡s

❡♥ ❡❧ i✲és✐♠♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ q✉❡❞❛ ❝♦♠♦

ξ̇i = (DF+ σ

N
∑

j=1

LijDH)ξi, ✭✹✳✹✮
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❞♦♥❞❡ DF ② DH s♦♥ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❏❛❝♦❜✐❛♥❛s✳ ❆❧ ✉s❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

q✉❡❞❛ ❝♦♠♦

ξ̇i = (1N ⊗DF+ σLN ⊗DH)ξi. ✭✹✳✺✮

▲❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❛❞❛ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❡s ❝❧❛r❛ ❛❧ ♦❜t❡♥❡r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λk ✭k = 1, 2, ..., N✮ ❞❡ ❧❛

♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ Lij✱ ❞❡ t❛❧ ♠♦❞♦ q✉❡

ξ̇k = (DF+ σλkDH)ξk. ✭✹✳✻✮

❙❡ ❞❡✜♥❡ q✉❡ µk ≡ σλk✱ ② ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦

ξ̇k = (DF+ µkDH)ξk. ✭✹✳✼✮

❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ♣✉❡❞❡ s❡r ✉♥❛ r❡❞ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛ ♦ ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛✱ ❝♦♥

♣❡s♦s ♦ s✐♥ ♣❡s♦s ❡♥ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦✱ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λk ♣✉❡❞❡♥ s❡r ❝♦♠♣❧❡❥♦s✳

❊♥t♦♥❝❡s s❡ ❞❡✜♥❡ µ = α + βi✱ ② ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡s

ζ̇ = (DF+ (α + βi)DH)ζ. ✭✹✳✽✮

❉❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✹✳✽✮✱ s❡ ♣✉❡❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛r ❡❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡✈❛❧✉❛❞♦ ❡♥ α ②

β✱ Λ(α, β)✱ ❞♦♥❞❡ α, β ∈ R✳ ❊❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Λ(α, β) ❝r❡❛ ✉♥❛ s✉♣❡r✜❝✐❡

❡♥ ❡❧ ♣❧❛♥♦ ❝♦♠♣❧❡❥♦ ❡♥ R
3✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❞❛❞❛ ✉♥❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ σ✱ s❡ ♣✉❡❞❡ ❧♦❝❛❧✐③❛r

σλk✱ ② ❡❧ s✐❣♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❞❡❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Λ(α, β)✱ ❞❡t❡r♠✐♥❛ s✐ ❧❛ r❡❞

s✐♥❝r♦♥✐③❛✳ ❙✐ t♦❞♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❞❡ ❝❡r♦✱ σλk ♣❛r❛ k = 2, 3, ..., N ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥

❛❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ❡st❛❞♦s ❞♦♥❞❡ ❡❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Λ(α, β) ❡s ♥❡❣❛t✐✈♦✱ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛

❞❡ ❧❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐③❛✳ P❛r❛ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s✱ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λk s❡rá♥ t♦♠❛❞♦s ❝♦♠♦ ✈❛❧♦r❡s

♣♦s✐t✐✈♦s ♣♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝✐❛✳
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✿ ●rá✜❝❛s ✐❧✉str❛t✐✈❛s ❞❡ ❧♦s ♣♦s✐❜❧❡s ❝❛s♦s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡
✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s✳ ❊❧ ❝❛s♦ ✶ ✭✈❡r❞❡✮✱ Λ(α) ❡s ♠♦♥ót♦♥❛♠❡♥t❡ ❝r❡❝✐❡♥t❡✳ ❊❧ ❝❛s♦ ✷
✭r♦❥♦✮✱ Λ(α) ❡s ♠♦♥ót♦♥❛♠❡♥t❡ ❞❡❝r❡❝✐❡♥t❡✳ ❊❧ ❝❛s♦ ✸ ✭❛③✉❧✮✱ Λ(α) ❝♦♥st❛ ❞❡ ✉♥ r❛♥❣♦ ❛❝♦t❛❞♦
❞❡ ✈❛❧♦r❡s ♥❡❣❛t✐✈♦s✳

P❛r❛ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦ ❞❡ ❡st✉❞✐♦✱ ❧❛ r❡❞ ❡s ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛ ② s✐♥ ♣❡s♦s ❡♥ ❧♦s ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦s✳

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ❡s s✐♠étr✐❝❛✱ ② s❡ ❢♦r♠❛♥✱ ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✹✮✳ ❊st♦

✐♥❞✐❝❛ q✉❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λk s♦♥ r❡❛❧❡s ✭β = 0✮ ② ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ αk = σλk✳ ❊❧ s✐st❡♠❛ ❡stá

s✐♥❝r♦♥✐③❛❞♦✱ sí ② só❧♦ sí✱ t♦❞♦s αk ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❝♦♥ ✉♥ s✐❣♥♦ ♥❡❣❛t✐✈♦ ❞❡❧ ♠á①✐♠♦

❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Λ(α)✳
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✹✳✷ ❙✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞

▼❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Λ(α)✱ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ P❡❝♦r❛ ② ❈❛rr♦❧❧

❡♥ ❬✸✷❪✱ ✐♥❞✐❝❛♥ q✉❡ ❡①✐st❡♥ tr❡s ♣♦s✐❜❧❡s ❝❛s♦s✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ✶✱ t♦❞♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ♠á①✐♠♦

❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s♦♥ ♣♦s✐t✐✈♦s✱ Λ(α) > 0✱ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ ❧❛ r❡❞ ♥♦ s✐♥❝r♦♥✐③❛✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦

✷✱ ❡❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞❡❝r❡❝❡ ♠♦♥ót♦♥❛♠❡♥t❡✳ ❈♦♠♦ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛

✹✳✶✱ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❛❧♦r α > γ t❛❧ q✉❡ Λ(α) < 0✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡ s✐ ② só❧♦ s✐

σλk > γ✱ ♣❛r❛ k = 2, 3, ..., N ✳ ❊st❛ r❡❞ s❡ ♣✉❡❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ❛❥✉st❛♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❞❡

❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ σ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ ♦ ❡♥ ❛❧❣✉♥♦s ❝❛s♦s ❛✉♠❡♥t❛♥❞♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s

❡♥ ❧❛ r❡❞✳

❊❧ ❝❛s♦ ❞❡ ✐♥t❡rés ♣❛r❛ ❧❛ t❡s✐s✱ ❡s ❡❧ ❝❛s♦ ✸✱ ②❛ q✉❡ s❡ ❡st❛❜❧❡❝❡ q✉❡ ❡①✐st❡♥ ❞♦s ✈❛❧♦r❡s

γ1, γ2 ∈ α✱ ❞♦♥❞❡ γ1 < γ2✱ t❛❧ q✉❡ ❡①✐st❡♥ ✈❛❧♦r❡s ♥❡❣❛t✐✈♦s ❞❡❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈

Λ(α) < 0✱ s✐ ② só❧♦ s✐ γ1 < α < γ2✱ ✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✳ ❊♥ ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛✱ s❡ ♣✉❡❞❡ ❣❛r❛♥t✐③❛r

s✐♥❝r♦♥í❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ s✐ ② só❧♦ s✐ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s

σλ2 > γ1 ② σλN < γ2, ✭✹✳✾✮

s❡ ❝✉♠♣❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛

λ2

λN

>
γ1
γ2

. ✭✹✳✶✵✮

▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✹✳✶✵✮ ❣❛r❛♥t✐③❛ ❧❛ ❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❛❧ ♠❡♥♦s ✉♥ ✈❛❧♦r ❞❡ σ ♣❛r❛ ❡❧ ❝✉❛❧ ❧❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐③❛✳

❆ ❡st♦ s❡ ❧❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭✓❡✐❣❡♥r❛t✐♦✔✮ ② ❞❡✜♥❡ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳ ❊s ❞❡ ♥♦t❛r

q✉❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ γ1 ② γ2 s♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦s ♣♦r ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s F ② H✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s

λ2 ② λN ❞❡♣❡♥❞❡♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ♣✉❡❞❡

s❡r ❞❡✜♥✐❞❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳

❊❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ❘öss❧❡r ❝❛❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✸ s❡❣ú♥ ❬✸✷✱ ✽✺❪✳ ▲♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ γ1 ② γ2 ♣❛r❛

q✉❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Λ(α) ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❝❛ót✐❝♦ ❞❡ ❘öss❧❡r s❡❛♥



✸✵

♥❡❣❛t✐✈♦s✱ s♦♥ γ1 = 0.206 ② γ2 = 5.519 ❬✽✺❪✳ ❊♥t♦♥❝❡s ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

❞❡❜❡ s❡r

λ2

λN

> 0.0373256... ✭✹✳✶✶✮

♣❛r❛ q✉❡ ❧❛ r❡❞ s❡❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛ λ2

λN

= 0.0373256 r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❝rít✐❝♦✱

❞♦♥❞❡ ❡①✐st❡ só❧♦ ✉♥ ✈❛❧♦r ❞❡ σ ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛ r❡❞ ♣✉❡❞❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛r✳

❊❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ t✐❡♥❡ ♠✉❝❤❛s ✐♠♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s✳ ❊st❡ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❡s ♠✉② ❝♦♥♦❝✐❞♦ ❡♥ ❡❧

ár❡❛ ❞❡ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡❧é❝tr✐❝❛✱ ♣❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r r♦❜✉st❡③ ❛ ❢❛❧❧❛s ② ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐❞❛❞ ❛ ❛t❛q✉❡s ❬✹✸✱✹✺❪✳

▲❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣r♦✈♦❝❛ q✉❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λk ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛✲

❝✐❛♥❛ ❞❡ ❞✐❝❤❛ r❡❞✱ ❞✐s♠✐♥✉②❛♥ ❞❡ ✈❛❧♦r ② t✐❡♥❞❛♥ ❛ ❝❡r♦ ❬✷✶❪✱ ❞♦♥❞❡ ♣❛r❛ r❡❞❡s ♥♦ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛s

② s✐♥ ♣❡s♦s ❡♥ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s✱ λ1 = 0 ② λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λN ✳ ❊❧ ❝❛♠❜✐♦ ♣r♦❞✉❝✐❞♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s

♣r♦♣✐♦s λk ❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛rs❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡✱ ❡s ❞✐❢❡r❡♥t❡ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛ r❡❞✱ ést♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛ s✉

♣♦s✐❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ s✐ ❧♦s s✉✜❝✐❡♥t❡s ❡♥❧❛❝❡s s♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s✱

❡✈❡♥t✉❛❧♠❡♥t❡ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r ♣✉❡❞❡ s❡r ❞❡s❛❝♦♣❧❛❞♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ② ❡♥t♦♥❝❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λ2 = 0✳

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s

❆❧ ♦❜s❡r✈❛r ❡❧ ❝❛s♦ ✸ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞✱ ❡s ❝❧❛r♦ q✉❡ ♣❛r❛ ❧♦❣r❛r ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡

❧❛ t❡s✐s✱ ❞♦s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡❜❡♥ ♦❝✉rr✐r✿ ✶✮ ❊❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λ2 ♥♦ ♣✉❡❞❡ ❧❧❡❣❛r ❛ ❝❡r♦✱ λ2 6= 0✳ ❊st♦

❣❛r❛♥t✐③❛rí❛ q✉❡ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞✱ ♥♦ ❤❛ ❞✐s♠✐♥✉✐❞♦✳ ✷✮ ❊❧ ❡♥❧❛❝❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦

❞❡❜❡ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ❧♦ ♠ás ♣♦s✐❜❧❡✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λ2 ❞✐s♠✐♥✉②❛ ❧♦

♠❡♥♦s ♣♦s✐❜❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛✱ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ só❧♦ ❜❛❥❛r ❡❧ ✈❛❧♦r λN ❛ ✉♥ ✈❛❧♦r t❛❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥

✭✹✳✶✶✮ s❡ ❝✉♠♣❧❛✳

❊♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ té❝♥✐❝❛ ♣❛r❛ ♣r❡❞❡❝✐r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s

❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛✳ ▲♦ q✉❡ ❤❛rí❛ ♣♦s✐❜❧❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ❝✉♠♣❧❛ ❝♦♥ ❧❛s ❞♦s

❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡s❝r✐t❛s ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✺

❚❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥

❊st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ♠✉❡str❛ ✉♥ r❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ② s✉ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ❡st✉❞✐♦

❞❡ r❡❞❡s✳ ▲❛ té❝♥✐❝❛ ❡s ✉s❛❞❛ ♣❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❛♣r♦①✐♠❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ❞❡

❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞✱ ❛❧ r❡♠♦✈❡r ✉♥ ❡♥❧❛❝❡✳ P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s❡ ❝r❡❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦

♣❛r❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ❜❛sá♥❞♦s❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ♠ás ❣r❛♥❞❡ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ❝♦♠♦ ❝r✐t❡r✐♦

❞❡ s❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳

▲❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ❡s ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❡sq✉❡♠❛s ❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❞❡s❝r✐❜✐r ✉♥

s✐st❡♠❛ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ✉♥♦ ♠ás s✐♠♣❧❡✳ ❊s ❝♦♠ú♥ q✉❡ ♥♦ s❡ ♣✉❡❞❛ r❡s♦❧✈❡r ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛

♠❛t❡♠át✐❝♦ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❡①❛❝t❛✳ ❙✐ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ést❛ ❡①❤✐❜❡ ✉♥❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛

❡♥tr❡ s✉s ♣❛rá♠❡tr♦s q✉❡ ❡s ♠✉② ❞✐❢í❝✐❧ ✉s❛r ❝♦♠♦ t❛❧✳ ❙✉♣♦♥❣❛ q✉❡ ✉♥ ♣❛rá♠❡tr♦ δ ❡①✐st❡ ♣❛r❛

✉♥ s✐st❡♠❛✱ ② q✉❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡①✐st❡ ② ❡s s✐♠♣❧❡ s✐ δ = 0✳ ▲❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ♥♦s ♠✉❡str❛

❝ó♠♦ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡s ❛❧t❡r❛❞❛ ✭♦ ♣❡rt✉r❜❛❞❛✮ ♣❛r❛ ✈❛❧♦r❡s ♣❡q✉❡ñ♦s ❞❡ δ✱ ♣❡r♦ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❞❡ ❝❡r♦✳

❇ás✐❝❛♠❡♥t❡ s❡ ♣r❡t❡♥❞❡ ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛✱ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ✉♥❛

s❡r✐❡ ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ❝♦♥ ❡❧ ♣❛rá♠❡tr♦ δ✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❝✉❛♥t✐✜q✉❡ ❧❛ ❞❡s✈✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ❞❡❧

♣r♦❜❧❡♠❛✳ ❙❡ s✉♣♦♥❡ q✉❡ δ = 1✱ ❛❧ ✐♥❞✐❝❛r q✉❡ ❧❛ r❡♠♦❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❡s t♦t❛❧ ② ♥♦ ♣❛r❝✐❛❧✳

P❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ t❡s✐s✱ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r✐♠❡r ♦r❞❡♥ ❞❡ ❧❛ s❡r✐❡

❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ② s❡ s✉♣♦♥❡ q✉❡ ❧♦s tér♠✐♥♦s s✉❝❡s✐✈♦s s♦♥ ❝❛❞❛ ✈❡③ ♠ás ♣❡q✉❡ñ♦s q✉❡ ❡❧ ❛♥t❡r✐♦r✳

✸✶



✸✷

❈♦♥s✐❞❡r❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡❝✉❛❝✐ó♥

L1 = L0 + δS, ✭✺✳✶✮

❞♦♥❞❡ L0 ∈ RN ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ s✐♠étr✐❝❛ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ L0 = L
⊺

0 ② ❞❡s❝r✐❜❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡

❧❛ r❡❞✱ L1 ∈ RN ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ s✐♠étr✐❝❛ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ L1 = L
⊺

1 ② ❞❡s❝r✐❜❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ r❡s✉❧t❛♥t❡

❞❡ ❧❛ r❡❞ ❞❡s♣✉és ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥✱ δ ∈ R ❡s ✉♥❛ ❣❛♥❛♥❝✐❛ q✉❡ ❝♦♥tr♦❧❛ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ ❧❛

♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ② S ∈ RN ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❧❛ ❝✉❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✉♥❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ r❡♠♦❝✐ó♥

❞❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ② s❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♦

S =





















0 0 0 · · · 0

0 −1 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 1 0 · · · −1





















. ✭✺✳✷✮

▲❛ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ❞❡ L1 ❡s L1v = λv✳ ❆❧ s✉st✐t✉✐r❧♦ ❝♦♥ ✭✺✳✶✮✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡

(L0 + δS− λ)v = 0. ✭✺✳✸✮

❙❡ s✉♣♦♥❡ q✉❡ ✭✺✳✸✮ ♣✉❡❞❡ s❡r ❡①♣❛♥❞✐❞❛ ❡♥ ❚❛②❧♦r ♣❛r❛ λ ② v✱ t❛❧ q✉❡

λ(δ) = λ(0) +
λ′(0)

1!
δ +

λ′′(0)

2!
δ2 + · · · , ✭✺✳✹✮

v(δ) = v(0) +
v
′(0)

1!
δ +

v
′′(0)

2!
δ2 + · · · , ✭✺✳✺✮

❞♦♥❞❡ λ(δ) s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ ♣❡rt✉r❜❛❞♦ ② v(δ) ❝♦♠♦ ❡❧ ✈❡❝t♦r ♣r♦♣✐♦ ♣❡rt✉r❜❛❞♦

♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ L1✱ λ(0) ② v(0) s♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ ② ✈❡❝t♦r ♣r♦♣✐♦ ❝✉❛♥❞♦

❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ❡s ♥✉❧❛ ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ L0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡

❝❛❞❛ tér♠✐♥♦ ❞❡ ❧❛ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ❡s s✉❝❡s✐✈❛♠❡♥t❡ ♠ás ♣❡q✉❡ñ♦ q✉❡ ❡❧ ❛♥t❡r✐♦r✱ ♣♦r t❛♥t♦ s❡

❞❡✜♥❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ G ≡ v′′(0)
2!

δ2+ · · · q✉❡ ❡♥❣❧♦❜❛ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛s ❝♦rr❡❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥

② s❡ s✉♣♦♥❡ q✉❡ G ≈ 0✱ ♣❛r❛ só❧♦ ♦❜s❡r✈❛r ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r ♦r❞❡♥✳ ❊♥t♦♥❝❡s ❧❛s



✸✸

❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✺✳✹✮ ② ✭✺✳✺✮✱ ❞❡✜♥✐❞❛s só❧♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣r✐♠❡r ♦r❞❡♥ s❡ r❡❡s❝r✐❜❡♥ ❝♦♠♦

λ(1) = λ(0) + δλ′

(0), ✭✺✳✻✮

v(1) = v(0) + δv′

(0), ✭✺✳✼✮

❞♦♥❞❡ λ(1) ≈ λ(δ) ② v(1) ≈ v(δ) s♦♥ ❞❡✜♥✐❞♦s ❝♦♠♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ ② ✈❡❝t♦r ♣r♦♣✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③

▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ L1 ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣r✐♠❡r ♦r❞❡♥✱ λ(0) = λ(0) ② v
′

(0) = v
′(0) s♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r

♣r♦♣✐♦ ② ✈❡❝t♦r ♣r♦♣✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ L0✳ ❯s❛♥❞♦ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✺✳✻✮ ② ✭✺✳✼✮✱ ❡♥ ✭✺✳✸✮ s❡

♦❜t✐❡♥❡

(L0 + δS− λ(0) − δλ′

(0))(v(0) + δv′

(0)) = 0, ✭✺✳✽✮

② s❡ ❛❣r✉♣❛♥ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ δ✱ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❡stá ❞❛❞♦ ♣♦r

δ2(Sv′

(0) − λ′

(0)v
′

(0)) + δ(Sv′

(0) − λ′

(0)v(0) + L0v
′

(0) − λ(0)v
′

(0)) + (L0v(0) − λ(0)v(0)) = 0. ✭✺✳✾✮

❊♥t♦♥❝❡s s❡ ♣r♦❝❡❞❡ ❛ ✐❣✉❛❧❛r ❛ 0 ❧♦s tér♠✐♥♦s s✉❝❡s✐✈♦s ❞❡ ❧❛ s❡r✐❡ δ2✱ δ1✱ ② δ0 ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

✭✺✳✾✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥❡r❛ s✐❣✉✐❡♥t❡

δ2 → Sv
′

(0) − λ′

(0)v
′

(0) = 0, ✭✺✳✶✵✮

δ1 → Sv(0) − λ′

(0)v(0) + L0v
′

(0) − λ(0)v
′

(0) = 0, ✭✺✳✶✶✮

δ0 → L0v(0) − λ(0)v(0) = 0. ✭✺✳✶✷✮

❙❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛♥ ♣♦r ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛ ♣♦r v⊺

(0) ❛ ✭✺✳✶✶✮✱ ♥♦s q✉❡❞❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

v
⊺

(0)Sv(0) + v
⊺

(0)L0v
′

(0) = λ′

(0)v
⊺

(0)v(0) + λ(0)v
⊺

(0)v
′

(0). ✭✺✳✶✸✮

▲♦s ✈❡❝t♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ s✐♠étr✐❝❛ ❢♦r♠❛♥ ✉♥❛ ❜❛s❡ ♦rt♦♥♦r♠❛❧✱ s❡❣ú♥ ❡❧ t❡♦r❡♠❛

❡s♣❡❝tr❛❧✱ ❡♥t♦♥❝❡s v
⊺

(0)v(0) = 1✳ ▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✺✳✶✷✮ ✐♥❞✐❝❛ q✉❡ L0v(0) = λ(0)v(0)✳ ❆♠❜❛s

✐♥st❛♥❝✐❛s s✐♠♣❧✐✜❝❛♥ ✭✺✳✶✸✮ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ q✉❡

λ′

(0) = v
⊺

(0)Sv(0). ✭✺✳✶✹✮



✸✹

❙❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✭✺✳✶✹✮ ❡♥ ✭✺✳✻✮ ② s❡ s✉♣♦♥❡ ✉♥❛ ❣❛♥❛♥❝✐❛ δ = 1 ♣♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝✐❛✳ ❊♥t♦♥❝❡s

λ(1) = λ(0) + v
⊺

(0)Sv(0). ✭✺✳✶✺✮

❊st❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❛ú♥ s❡ ♣✉❡❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛r ♠ás❀ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ S ú♥✐❝❛♠❡♥t❡

❡❧✐♠✐♥❛ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡✱ ② ❡♥t♦♥❝❡s ♣❡rt✉r❜❛ ❛ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ ❡s❡ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧♦s ✈❡❝t♦r❡s

♣r♦♣✐♦s✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❛❧ s❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛❞❛✱ ❡stá ❞❛❞❛ ♣♦r

λ(k,1) = λ(k,0) − (m(k,0) − n(k,0))
2, ✭✺✳✶✻✮

❞♦♥❞❡ k = 2, 3, ..., N ② ❞❡♥♦t❛ t♦❞♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❞❡ ❝❡r♦❀ m(k,0) ② n(k,0) s♦♥ ❧♦s

❡❧❡♠❡♥t♦s m ② n ❞❡❧ k−és✐♠♦ ✈❡❝t♦r ♣r♦♣✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐① L0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡❀ ② λ(k,1) ② λ(k,0)

s♦♥ ❡❧ k−és✐♠♦ ✈❡❝t♦r ♣r♦♣✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ L1 ② L0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ➱st❛ ❡s ❧❛ ♥♦t❛❝✐ó♥ q✉❡

❡s ✉s❛❞❛ ♣❛r❛ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s✳ ❈♦♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✺✳✶✻✮✱ s❡ ♣✉❡❞❡ ❞❡❞✉❝✐r q✉❡ λ(k,1) < λ(k,0)

② ❝♦♥ ❡❧❧♦ s❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ q✉❡ ❝♦♥ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡❧✐♠✐♥❛❞♦ s❡ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③

▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ L0✳ ❆❤♦r❛ s❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ q✉❡ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❛♣r♦①✐♠❛❞♦ ρk(e) ❡♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ k

❞❛❞♦ ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ s✐♠étr✐❝❛ L0✱ ❝❛✉s❛❞♦ ♣♦r r❡♠♦✈❡r ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ e ❡s

ρk(e) = (m(k,0) − n(k,0))
2. ✭✺✳✶✼✮

❈♦♠♦ r❡s✉❧t❛❞♦✱ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❡✈❛❧✉❛r ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ♣♦r s✉ ❝❛♠❜✐♦ ❛♣r♦①✐♠❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s✳

✺✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s

▲❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ♥♦s ❤❛ ♣❡r♠✐t✐❞♦ ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✺✳✶✼✮ q✉❡ ❡✈❛❧ú❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦

❛♣r♦①✐♠❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛✱ ❛♥t❡ ❧❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡

❡♥ ✉♥❛ r❡❞✳ ❆❧ ♦❜s❡r✈❛r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❛♣r♦①✐♠❛❞♦ ρN ✱ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ♣r♦❞✉③❝❛

❡❧ ♠❛②♦r ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ✳ ❚❛♠❜✐é♥ ❧❛ r❡❞ ❞❡❜❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛r s✐ λ2−ρ2
λN−ρN

> 0.0373256✱

❝♦♠♦ ❧♦ ❡st❛❜❧❡❝❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✹✳✶✶✮✳ ❆♠❜❛s ✐♥st❛♥❝✐❛s ♣✉❡❞❡♥ s❡r ✉s❛❞❛s ❝♦♠♦ ❝r✐t❡r✐♦ ♣❛r❛



✸✺

❡❧✐♠✐♥❛r ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ✉♥❛ r❡❞✱ ② q✉❡ ❛✉♠❡♥t❡ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ♦ ❛✉♠❡♥t❡ ❧❛

s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✳

❊♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦✱ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ρ ❡s ✉s❛❞♦ ♣❛r❛ ❝r❡❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❀ ♣♦r ❡❧ ❝✉❛❧ s❡ ♣✉❡❞❡

s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ♣r♦✈❡❡ ❡❧ ♠á①✐♠♦ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ λN ✳ ❯s❛♥❞♦ ést♦✱ s❡ ♣✉❡❞❡ r❡♠♦✈❡r ❧❛

❝❛♥t✐❞❛❞ ♠í♥✐♠❛ ♥❡❝❡s❛r✐❛ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❛r❛ ❧❧❡✈❛r ❛ ❧❛ r❡❞ ❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛✳ ❆❞❡♠ás✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥

❛ ❞❡t❛❧❧❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦s q✉❡ t❛♠❜✐é♥ ❢✉❡r♦♥ ❣❡♥❡r❛❞♦s ❝♦♥ ❡❧ ♣r♦♣ós✐t♦ ❞❡ ❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛✲

❜✐❧✐❞❛❞ ② ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✻

▼ét♦❞♦s ✉t✐❧✐③❛❞♦s

❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❡♥❧✐st❛♥ ❧♦s ♠ét♦❞♦s ♣❛r❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s✳ Pr✐♠❡r♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ♠ét♦❞♦s

❝♦♥ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ♣r♦♣✉❡st♦s ❝♦♠♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ t❡s✐s✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡

❞❡s❛rr♦❧❧❛r♦♥ ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ② ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐ó♥ ❛❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❛t❛q✉❡✱ ❝♦♠♦

✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ❊st♦s ♠ét♦❞♦s s❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ ❝♦♥ ❧♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱

♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❛rtí❝✉❧♦ ❞❡ ❍♦❧♠❡ ✭✷✵✵✷✮ ❬✹✷❪✳ ❊♥ ❡st❡ ❛rtí❝✉❧♦✱ s❡ ❛♣r❡❝✐❛♥ ❛❧❣✉♥❛s

♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ✉s❛♥❞♦ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s✱ ❝♦♠♦ ❡❧ ❣r❛❞♦ ② ❧❛ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥✱ ❝♦♠♦ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡ s❡❧❡❝❝✐ó♥

❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛ ❡❧✐♠✐♥❛r✳ ❊st❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s s❡ ❞❡s❝r✐❜❡♥ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❈❛❜❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛r q✉❡

❡❧ ❛rtí❝✉❧♦ ❬✹✷❪✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ✉t✐❧✐③❛ ❡st❛s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ♣❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r ❧❛ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐❞❛❞ ②

r♦❜✉st❡③ ❡♥ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✳ ❊♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❛❧❣✉♥❛s ✈❛r✐❛♥t❡s q✉❡ t❛♠❜✐é♥ s♦♥

❡st✉❞✐❛❞❛s✳ ❊st❛s ✈❛r✐❛♥t❡s s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❞✐✈✐❞✐r ❡♥ ❞♦s ❝❛t❡❣♦rí❛s✿ ♠ét♦❞♦s ✉s❛♥❞♦ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡

❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ✭❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦s ✏✉♥❛ ✈❡③✑✮✱ ② ♠ét♦❞♦s ❛❥✉st❛♥❞♦ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❛❧ s❡r

❡❧✐♠✐♥❛❞♦ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ✭❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦s ✏r❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛✑✮✳

P❛r❛ ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s✱ ❡①✐st❡♥ ❞♦s ♣♦s✐❜❧❡s ❝r✐t❡r✐♦s ❞❡ s❡❧❡❝❝✐ó♥ q✉❡ s♦♥ ❡st✉❞✐❛❞♦s✳

❊❧ ♣r✐♠❡r ❝r✐t❡r✐♦ s❡ ❜❛s❛ ❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ♣r♦❞✉③❝❛ ❡❧ ♠❛②♦r ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦

♠ás ❣r❛♥❞❡ λN ✳ ❊❧ s❡❣✉♥❞♦ ❝r✐t❡r✐♦ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ❛✉♠❡♥t❡ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭✹✳✶✶✮ ②

❝♦♥ ❡❧❧♦ ❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳

✸✻



✸✼

▲♦s ♠ét♦❞♦s ❛ ❞✐s❝✉t✐r s✐❣✉❡♥ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❢❛s❡s✿ ✶✮❧❛ ❝r❡❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞

✭r❡❞ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ♦ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✮✱ ✷✮❡✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡❧ ♠ét♦❞♦✱

✸✮s❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐ó♥✱ ② ✹✮r❡❝♦♣✐❧❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡s✉❧t❛❞♦s✳

✻✳✶ ▼ét♦❞♦s ❝♦♥ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥

❊❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠ét♦❞♦ s❡ ♣❧❛♥t❡❛ ❝♦♠♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ t❡s✐s✳ ❈♦♠♦ s❡ ♦❜s❡r✈❛

❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✺✱ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ♣✉❡❞❡ ✐♥❞✐❝❛r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❛♣r♦①✐♠❛❞♦ ✭♦ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥✮

ρk ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λk ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ▲✱ s✐ s❡ ❡❧✐♠✐♥❛ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛ r❡❞ ❞❡

♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❛s♦❝✐❛❞❛ ❝♦♥ ▲✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❛❧ ✉s❛r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✺✳✶✼✮✱ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ρN ♣♦❞rí❛ s❡r

✉♥ ❝r✐t❡r✐♦ s❡ s❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ❛ ❡❧✐♠✐♥❛r✳ ❆❞❡♠ás✱ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭✹✳✶✶✮✱ ❡❧ ❝✉❛❧

✐♥❞✐❝❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✱ t❛♠❜✐é♥ ♣✉❡❞❡ s❡r ✉♥ ❜✉❡♥ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡ s❡❧❡❝❝✐ó♥✳ ❚♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛

ρk ✭✺✳✶✼✮ ② ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭✹✳✶✶✮ ❝♦♠♦ ❝r✐t❡r✐♦s ❞❡ s❡❧❡❝❝✐ó♥✱ s❡ ❧♦❣r❛r♦♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s

❝✉❛tr♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦s✿

❆✮ ❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❆❖ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✮

✶✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ρN ✭✺✳✶✼✮ ♣r♦❞✉❝✐❞❛ ♣♦r ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛ r❡❞✳

✷✳ ❘❡♠✉❡✈❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s✱ ❞❡❧ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ρN ✭✺✳✶✼✮ ♠ás ❛❧t❛✱ ❛ ❧❛ ♠ás

❜❛❥❛✳

❇✮ ❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❆❖❡✮

✶✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ρ2 ② ρN ✭✺✳✶✼✮ ♣r♦❞✉❝✐❞❛ ♣♦r ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛

r❡❞✳

✷✳ ❙❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✉s❛♥❞♦ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ♣❡rt✉r❜❛❞♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥❡r❛ λ2−ρ2
λN−ρN

✭✹✳✶✶✮✳

✸✳ ❘❡♠✉❡✈❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s✱ ❞❡❧ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ ♠ás ❛❧t♦✱ ❛❧ ♠ás ❜❛❥♦✳



✸✽

❈✮ ❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ r❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✭❆❘✮

✶✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ρN ✭✺✳✶✼✮ ♣r♦❞✉❝✐❞❛ ♣♦r ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛ r❡❞✳

✷✳ ❘❡♠✉❡✈❡ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❝♦♥ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ρN ✭✺✳✶✼✮ ♠ás ❛❧t❛✳

✸✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡✳

❉✮ ❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ r❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❆❘❡✮

✶✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ρ2 ② ρN ✭✺✳✶✼✮ ♣r♦❞✉❝✐❞❛ ♣♦r ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛

r❡❞✳

✷✳ ❙❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✉s❛♥❞♦ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s ♣❡rt✉r❜❛❞♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥❡r❛ λ2−ρ2
λN−ρN

✭✹✳✶✶✮✳

✸✳ ❘❡♠✉❡✈❡ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ ♠ás ❛❧t♦✳

✹✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡✳

✻✳✷ ▼ét♦❞♦s ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛

❯♥ ❡♥❢♦q✉❡ ♣♦s✐❜❧❡ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❡s ❧❛ ❞✐r❡❝t❛ r❡♠♦❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ❞❡❝r❡♠❡♥t❛ ♠ás ❡❧ ✈❛❧♦r

❞❡ λN ✳ ❚❛♠❜✐é♥ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❧❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❡❧ ♠❛②♦r ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✳

❊s ♣♦r ❡st♦✱ q✉❡ s❡ ❤❛♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❞♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✿

❆✮ ❊❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ✭❙❉ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✮

✶✳ ❯♥ ❡♥❧❛❝❡ ❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦✳

✷✳ ❊❧ λN ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ❡s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ② ❣✉❛r❞❛❞♦✳

✸✳ ❊❧ ❡♥❧❛❝❡ ❡s r❡st❛✉r❛❞♦✳

✹✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡ ❤❛st❛ q✉❡ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❤❛ s✐❞♦ ❡❧✐♠✐♥❛❞♦✱ s✉ λN ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ②

❣r❛❜❛❞♦✱ ② ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❤❛ s✐❞♦ r❡st❛✉r❛❞♦✱ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ ✉♥❛ ✈❡③✳



✸✾

✺✳ ❉❡ ❧♦s ❞❛t♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s✱ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ♣r♦❞✉❥♦ ❡❧ ♠❛②♦r ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ λN ✱ ❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦

♣❡r♠❛♥❡♥t❡♠❡♥t❡✳

✻✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡✳

❇✮ ❊❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❙❉❡✮

✶✳ ❯♥ ❡♥❧❛❝❡ ❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦✳

✷✳ ❊❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭✹✳✶✶✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ❡s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ② ❣✉❛r❞❛❞♦✳

✸✳ ❊❧ ❡♥❧❛❝❡ ❡s r❡st❛✉r❛❞♦✳

✹✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡ ❤❛st❛ q✉❡ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❤❛ s✐❞♦ ❡❧✐♠✐♥❛❞♦✱ s✉ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭✹✳✶✶✮

❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ② ❣r❛❜❛❞♦✱ ② ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❤❛ s✐❞♦ r❡st❛✉r❛❞♦✱ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ ✉♥❛ ✈❡③✳

✺✳ ❉❡ ❧♦s ❞❛t♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s✱ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ♣r♦❞✉❥♦ ❡❧ ♠❛②♦r ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭✹✳✶✶✮✱ ❡s ❡❧✐♠✐✲

♥❛❞♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡♠❡♥t❡✳

✻✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡✳

✻✳✸ ▼ét♦❞♦ ❞❡ ❛t❛q✉❡ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❝♦♥ ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠ás ❛❧t♦

✭✉s❛♥❞♦ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞✮

❊♥ ❡❧ ❛rtí❝✉❧♦ ❬✹✷❪✱ s❡ ✉s❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ q✉❡ s❡ ❡♥❢♦❝❛ ❡♥ r❡♠♦✈❡r ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❛❧❡❛t♦r✐♦ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r

❝♦♥ ❡❧ ❣r❛❞♦ k ✭✸✳✷✮ ♠ás ❛❧t♦✳ ❙❡ ❤❛ ♠♦❞✐✜❝❛❞♦ ❡st❡ ❝♦♥❝❡♣t♦✱ ② ❛❤♦r❛ s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡

❝♦♥ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ rxy ✭✸✳✾✮ ♠ás ❛❧t♦ ❞❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❝♦♥ ❡❧ ❣r❛❞♦ k ♠ás ❛❧t♦✳ ❊st♦

tr❛s ♦❜s❡r✈❛r ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s ❛❧ r❡❞✉❝✐r λN ❧♦ ♠ás ♣♦s✐❜❧❡✱ ② ❛❧ ♠✐s♠♦ t✐❡♠♣♦✱ ❞✐s♠✐♥✉✐r λ2

❧♦ ♠❡♥♦s ♣♦s✐❜❧❡✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡s ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡✿

❆✮ ❆t❛q✉❡ ❛❧ ❣r❛❞♦ ♠ás ❛❧t♦ ✭❆❉✮

✶✳ ❙❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❝♦♥ ❡❧ ❣r❛❞♦ k ✭✸✳✷✮ ♠ás ❛❧t♦✳



✹✵

✷✳ ❉❡ ❡s❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r✱ s❡ ❡❧✐♠✐♥❛ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ rxy ✭✸✳✾✮ ♠ás

❛❧t♦✳

✸✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡✳

✻✳✹ ▼ét♦❞♦s ❝♦♥ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ rxy ✭✸✳✾✮ ❞❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❛❝♦♣❧❛♥❞♦ ❛ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s x ② y✱ ✐♥❞✐❝❛

✉♥❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡①✐st❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❡s♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳ ❈♦♠♦ s❡ ❡①♣❧✐❝❛ ❡♥ ❧❛ s✉❜s❡❝❝✐ó♥ ✸✳✸✳✸✱

✈❛❧♦r❡s ♣♦s✐t✐✈♦s ❞❡ rxy✱ ❞❛❞❛s ♣♦r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✾✮✱ ✐♥❞✐❝❛♥ ✉♥❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s

❞❡ ❣r❛❞♦ s✐♠✐❧❛r✳ ❊♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱ s❡ ❤❛ ♦❜s❡r✈❛❞♦ q✉❡ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❛❧t❛✲

♠❡♥t❡ ❛❝♦♣❧❛❞♦s ✭❤✉❜s✮ ♣✉❡❞❡ ♣r♦✈♦❝❛r ✉♥ ♠❛②♦r ✐♠♣❛❝t♦ ❡♥ ❧❛ r❡❞ ❡♥ ❧♦ q✉❡ r❡s♣❡❝t❛ ❛ s✉

r♦❜✉st❡③ ❬✹✷✱✽✸❪✳ ❆❧ ✉s❛r ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ rxy ✭✸✳✾✮ ❝♦♠♦ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡ s❡❧❡❝❝✐ó♥✱ s❡

❞❡s❛rr♦❧❧❛r♦♥ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❞♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✿

❆✮ ❆s♦rt❛t✐✈♦ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❆❙❖✮

✶✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ rxy ✭✸✳✾✮ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛

r❡❞✳

✷✳ ❙❡ r❡♠✉❡✈❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❞❡❧ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ rxy ✭✸✳✾✮ ♠ás ❛❧t♦✱ ❛❧ ♠ás ❜❛❥♦✳

❇✮ ❆s♦rt❛t✐✈♦ r❡❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ✭❆❙❘✮

✶✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ rxy ✭✸✳✾✮ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛

r❡❞✳

✷✳ ❙❡ r❡♠✉❡✈❡ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ rxy ✭✸✳✾✮ ♠ás ❛❧t♦✳

✸✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡✳



✹✶

✻✳✺ ▼ét♦❞♦ ❝♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ✭✓❜❡t✇❡❡♥♥❡ss ❝❡♥tr❛❧✐t②✔✮ be ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✸✳✶✵✮ ❡s ❝❛♣❛③

❞❡ ❝✉❛♥t✐✜❝❛r ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ✈❡❝❡s q✉❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❛❝tú❛ ❝♦♠♦ ♣✉❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❞♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ♠ás

✐♥❢♦♠❛❝✐ó♥ ❡♥ s❡❝❝✐ó♥ ✸✳✸✳✹ ② ❡♥ ❧♦s ❛rtí❝✉❧♦s ❬✹✶❪ ② ❬✹✷❪✳ ❊st❛ ♠❡❞✐❞❛ ♣✉❡❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛r ❡❧ ❡♥❧❛❝❡

❞❡ ♠❛②♦r r❡❧❡✈❛♥❝✐❛ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ✢✉❥♦ ❡♥tr❡ ❞♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝✉❛❧❡sq✉✐❡r❛✳ P♦r

❡❧❧♦ ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❡s ✉s❛❞♦ ♣❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐❞❛❞ ② r♦❜✉st❡③ ❬✹✷❪✳ ▲♦s ❞♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s

❡①✐st❡♥t❡s s♦♥✿

❆✮ ■♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❇❖✮

✶✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ be ✭✸✳✶✵✮ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛

r❡❞✳

✷✳ ❙❡ r❡♠✉❡✈❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s✱ ❞❡❧ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ be ✭✸✳✶✵✮ ♠ás ❛❧t♦✱ ❛❧ ♠ás ❜❛❥♦✳

❇✮ ■♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ r❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✭❇❘✮

✶✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ be ✭✸✳✶✵✮ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥ ❧❛

r❡❞✳

✷✳ ❙❡ r❡♠✉❡✈❡ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ be ✭✸✳✶✵✮ ♠ás ❛❧t♦✳

✸✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡♣✐t❡✳

✻✳✻ ▼ét♦❞♦ ❛❧❡❛t♦r✐♦

▲♦s ♠ét♦❞♦s ❛♥t❡s ♣r❡s❡♥t❛❞♦s s♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❞♦s ❡♥tr❡ sí ❡♥ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝❛♣ít✉❧♦s✳ ❆❧ ❤❛❝❡r

❡st♦✱ s❡ ♣r❡t❡♥❞❡ ❤❛❝❡r ♦❜✈✐♦ ❝✉á❧ ❞❡ ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❧♦❣r❛ r❡❞✉❝✐r ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ❝♦♥ ❧❛ ♠❡♥♦r

❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s✱ ♠❛♥t❡♥✐❡♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ λ2 ❝♦♥ ❡❧ ♠❡♥♦r ❝❛♠❜✐♦ ♣♦s✐❜❧❡✳ ❈♦♠♦

❜❛s❡ ♣❛r❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥✱ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❞❡❜❡♥✱ ❝♦♠♦ r❡q✉✐s✐t♦ ♠í♥✐♠♦✱ ❞❛r ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s



✹✷

q✉❡ ❡❧✐♠✐♥❛r ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❛❧❡❛t♦r✐❛✳ ❊❧ ✏♠ét♦❞♦ ❛❧❡❛t♦r✐♦✑ ✭❘✮ ❝♦♥st❛ ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛r✱

✉♥♦ ❛ ✉♥♦✱ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❡♥ ❢♦r♠❛ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱ ② r❡❣✐str❛r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s

λ2 ② λN ♣❛r❛ s✉ ♣♦st❡r✐♦r ❛♥á❧✐s✐s✳

❊♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❡①❤✐❜❡ ✉♥❛ ❞✐s❝✉s✐ó♥ ❛❝❡r❝❛ ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ ❧♦s ♠ét♦❞♦s

❛♥t❡s ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦s✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✼

❘❡s✉❧t❛❞♦s

❊❧ ❝❛s♦ ✸ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡s ❞❡ ❡s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡rés ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡①✐st❡ ✉♥

♥ú♠❡r♦ ❛❝♦t❛❞♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ♥❡❣❛t✐✈♦s ❡♥ ❡❧ ♠á①✐♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Λ(α) q✉❡ ❤❛❝❡♥ q✉❡

❧❛ r❡❞ s❡❛ ❡st❛❜❧❡ ② s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✳ ▲❛s r❡❞❡s s♦♥ ❝♦♠♣✉❡st❛s ♣♦r ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r

②❛ q✉❡ s♦♥ ❞❡ ❝❛s♦ ✸ ❬✸✷❪✳

▲♦s ♠ét♦❞♦s ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✻ s♦♥ ♣r♦❜❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ ❞♦s ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞

♠ás ❡st✉❞✐❛❞♦s✿ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❲❛tts✲❙tr♦❣❛t③ ✭❲❙✮ ♣❛r❛ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❬✹✾✱✺✵❪✱ ② ❡❧

♠♦❞❡❧♦ ❇❛r❛❜ás✐✲❆❧❜❡rt ✭❇❆✮ ♣❛r❛ r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❬✺✶✱ ✺✷❪✳

P❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❲❙✱ ❢✉❡r♦♥ ✉s❛❞❛s r❡❞❡s ❞❡ N = 300 ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ② só❧♦ ✸✺ ❡♥❧❛❝❡s ❢✉❡r♦♥

❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ t♦❞♦s ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❞❡s❝r✐t♦s ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✻✳ P❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r ❧❛ ❡❢❡❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡

❧♦s ♠ét♦❞♦s ② t❡♥❡r r❡❧❡✈❛♥❝✐❛ ❡st❛❞íst✐❝❛✱ s❡ ❝r❡❛r♦♥ ✶✵✵ r❡❞❡s ❝♦♥ ❣r❛❞♦s ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4, 8

② 12 r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡❀ ♣❛r❛ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✸✵✵ r❡❞❡s✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❢✉❡r♦♥ ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦s✳

▲❛ ❚❛❜❧❛ ✼✳✶ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ② ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

♣♦r ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡

❡❧✐♠✐♥❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♥ 〈k〉 = 4, 8 ② 12✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λN ✭❣rá✜❝❛s

❡♥ ❝♦❧✉♠♥❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✮✱ ❡s ❞❡s❡❛❜❧❡ q✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞✐s♠✐♥✉②❛ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡♥♦r ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s

❡❧✐♠✐♥❛❞♦s✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭❣rá✜❝❛s ❡♥ ❝♦❧✉♠♥❛

✹✸



✹✹

❞❡r❡❝❤❛✮ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡ s✐ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ ♦❜t❡♥✐❞♦ ❡s ♠❛②♦r ❛ ✵✳✵✸✼✸✷✺✻

✭✹✳✶✶✮✱ ♠❛r❝❛❞♦ ❡♥ ❧❛s ❣rá✜❝❛s ❝♦♥ ✉♥❛ ❧í♥❡❛ r♦❥❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘✱ ❆❘❡ ✱ ❆❉ ✱

❙❉ ✱ ❙❉❡ ② ❆❙❘ r❡s✉❧t❛♥ s❡r ❧♦s q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡♥ ❡❧ ♠❛②♦r ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ λN ♣❛r❛ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✸✺

❡♥❧❛❝❡s r❡♠♦✈✐❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ ❲❙✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❤❛② q✉❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ λ2✱ ②❛

q✉❡ ést❡ ❞❡❜❡ s❡r λ2 > 0❀ ❞❡ ❧♦ ❝♦♥tr❛r✐♦ s✐❣♥✐✜❝❛ q✉❡ ✉♥ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❡stá ❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳ P♦r ❧♦

t❛♥t♦✱ ❛❧ ❤❛❝❡r ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝♦♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

s❡ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥❝❧✉✐r q✉❡ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘ ② ❆❘❡

♠✉❡str❛♥ s❡r ❧♦s q✉❡ ❞✐s♠✐♥✉②❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ λN ♠✐❡♥tr❛s ❛✉♠❡♥t❛♥ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳

P❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❇❆✱ ❢✉❡r♦♥ ✉s❛❞❛s r❡❞❡s ❞❡ N = 1000 ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ② só❧♦ ✸✵ ❡♥❧❛❝❡s ❢✉❡r♦♥

❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❞❡s❝r✐t♦s ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✻✳ P❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r ❧❛ ❡❢❡❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s

♠ét♦❞♦s ② t❡♥❡r r❡❧❡✈❛♥❝✐❛ ❡st❛❞íst✐❝❛✱ s❡ ❝r❡❛r♦♥ ✶✵✵ r❡❞❡s ❝♦♥ ❣r❛❞♦s ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4, 8 ②

12 r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡❀ ♣❛r❛ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✸✵✵ r❡❞❡s✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❢✉❡r♦♥ ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦s✳

▲❛ ❚❛❜❧❛ ✼✳✷ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ② ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

♣♦r ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡

❡❧✐♠✐♥❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♥ 〈k〉 = 4, 8 ② 12✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λN ✭❣rá✜❝❛s

❡♥ ❝♦❧✉♠♥❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✮✱ ❡s ❞❡s❡❛❜❧❡ q✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞✐s♠✐♥✉②❛ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡♥♦r ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s

❡❧✐♠✐♥❛❞♦s✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✭❣rá✜❝❛s ❡♥ ❝♦❧✉♠♥❛

❞❡r❡❝❤❛✮ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡ s✐ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ ♦❜t❡♥✐❞♦ ❡s ♠❛②♦r ❛ ✵✳✵✸✼✸✷✺✻

✭✹✳✶✶✮✱ ♠❛r❝❛❞♦ ❡♥ ❧❛s ❣rá✜❝❛s ❝♦♥ ✉♥❛ ❧í♥❡❛ r♦❥❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❙❉ ✱ ❙❉❡ ✱ ❆❉ ✱

❆❘ ② ❆❘❡ r❡s✉❧t❛♥ s❡r ❧♦s q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡♥ ❡❧ ♠❛②♦r ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ λN ♣❛r❛ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✸✵ ❡♥❧❛❝❡s

r❡♠♦✈✐❞♦s✳

▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❚❛❜❧❛ ✼✳✷ s♦♥ ♠✉② s✐♠✐❧❛r❡s✳ ❊st♦ ❡s ❞❡ ❡s♣❡r❛rs❡✱ ②❛ q✉❡

❧❛ t❡♥❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❡s ❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ❧♦s ❤✉❜s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡

❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s r❡s✉❧t❛ s❡r ✐♥s✉✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ❛♣r❡❝✐❛r ❝✉á❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡s ❡❧ q✉❡ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❛ λN

♠✐❡♥tr❛s ❛✉♠❡♥t❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳ ❊st♦ ❡s ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s t♦t❛❧❡s ❡♥ ❧❛s

r❡❞❡s ❇❆ ❞❡ ✶✵✵✵ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳ ▲♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❝♦♠♦ ❙❉ ② ❙❉❡ ♣✉❡❞❡♥ ❞❛r ❜✉❡♥♦s r❡s✉❧t❛❞♦s✱

♣❡r♦ s♦♥ ❞❡ ♠✉② ❧❡♥t❛ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥✳



✹✺

P♦r t❛♥t♦✱ ❡♥ ❧❛ ❚❛❜❧❛ ✼✳✸ s❡ ♠✉❡str❛ ❝ó♠♦ ❝❛♠❜✐❛ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

❛❧ s❡r ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s t♦❞♦s ❧♦s

❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❞❡ N = 1000 ❝♦♥ ❣r❛❞♦s ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4, 8 ② 12✳ ❙❡ ♦♠✐t❡

❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❙❉ ② ❙❉❡ ❡♥ ❣r❛❞♦s ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 8 ② 12✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ s✉ ❧❡♥t❛

❡❥❡❝✉❝✐ó♥✳ ▲❛ ❚❛❜❧❛ ✼✳✸ ♠✉❡str❛ q✉❡ ♥♦ s❡ ❧♦❣r❛ ❧❧❡❣❛r ❛ ✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

q✉❡ s✐♥❝r♦♥✐❝❡♥

❛ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❞❡ 〈k〉 = 4 ❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❡♥ ❧♦s

❝❛s♦s ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❞❡ 〈k〉 = 8 ② 12✱ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ♣✉❡❞❡ s❡r ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ♣❛r❛

❧❧❡✈❛r ❛ ❧❛ r❡❞ ❛ s✐♥❝r♦♥í❛✳ ▲♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘✱ ❆❘❡ ② ❆❉ ♠✉❡str❛♥ s❡r ❧♦s q✉❡ ❞✐s♠✐♥✉②❡♥

❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ λN ♠✐❡♥tr❛s ❛✉♠❡♥t❛♥ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳

▲❛ ❚❛❜❧❛ ✼✳✹ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ r❡❛❧ ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λN ② λ2 ♣r♦❞✉❝✐✲

❞♦s ♣♦r ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✐t❡r❛❝✐ó♥✳ ▲✉❡❣♦✱ ❡s ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦ ♣❛r❛ ✸✺ ❡♥❧❛❝❡s

❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❲❙ ② ✸✵ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❇❆✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡

❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ✉s❛♥❞♦ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ✭❆❘✱ ❆❘❡ ✱ ❆❖ ② ❆❖❡✮ ♣r♦✈♦❝❛♥ ✉♥ ❝❛♠❜✐♦ ♠ás

❣r❛♥❞❡ ❡♥ λN ✱ ♠✐❡♥tr❛s ♣r♦✈♦❝❛♥ ✉♥ ❝❛♠❜✐♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡♥ ❡❧ λ2✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✼✳✶ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❡♥ ❡❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ✭✷✳✷✮ ❡♥

❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✱ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✺ ❡♥❧❛❝❡s r❡♠♦✈✐❞♦s ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❘✳ ▲❛ r❡❞ ❡stá ❝♦♠♣✉❡st❛

♣♦r N = 300 ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r ❡♥ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❝♦♥

〈k〉 = 4✳ ❯s❛♥❞♦ ❡s❛ ♠✐s♠❛ r❡❞✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✼✳✷ ♠✉❡str❛ ❝♦♠♦ ❡❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥

〈e〉 ✭✷✳✷✮ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ♣❛r❛ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✺✵ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✼✳✸ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ✭✷✳✷✮ ❡♥ ❧♦s ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞❡ ✉♥❛

r❡❞ ❝♦♠♣✉❡st❛ ♣♦r N = 300 ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r ❡♥ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠✉♥❞♦

♣❡q✉❡ñ♦ ❝♦♥ 〈k〉 = 4, 8, ② 12✱ ❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛rs❡ t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ✭r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ♣♦r❝❡♥t❛❥❡✮

✉s❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❘✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❛ ❣r❛❞♦s ♣r♦♠❡❞✐♦ ❜❛❥♦s✱ só❧♦ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛r ✉♥

❜❛❥♦ ♣♦r❝❡♥t❛❥❡ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❉❡ ❡❧✐♠✐♥❛rs❡ ♠ás✱ ❡❧ 〈e〉 t✐❡♥❞❡ ❛ s✉❜✐r✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❛ ❣r❛❞♦s

♣r♦♠❡❞✐♦ ♠ás ❛❧t♦s s❡ ♣✉❡❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛r ♠ás ♣♦r❝❡♥t❛❥❡ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ② s❡❣✉✐r ♠❛♥t❡♥✐❡♥❞♦ ✉♥ ❜❛❥♦

✈❛❧♦r ❞❡ 〈e〉✳



✹✻

〈k〉 Pr♦♠❡❞✐♦ ❞❡ ✶✵✵ r❡❞❡s ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❝♦♥ ✸✵✵ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s

✹

✽

✶✷

❚❛❜❧❛ ✼✳✶✿ ❙❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ② ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s
✉s❛♥❞♦ t♦❞♦s ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✱ ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❞❡ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ✹✱ ✽✱ ② ✶✷✳ ❙✐
❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

≥ 0.0373256 ✭✹✳✶✶✮ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✱ ② ❡stá ♠❛r❝❛❞♦ ♣♦r ✉♥❛ ❧í♥❡❛ r♦❥❛
❤♦r✐♥③♦♥t❛❧✳



✹✼

〈k〉 Pr♦♠❡❞✐♦ ❞❡ ✶✵✵ r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❝♦♥ ✶✵✵✵ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s

✹

✽

✶✷

❚❛❜❧❛ ✼✳✷✿ ❙❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ② ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s
✉s❛♥❞♦ t♦❞♦s ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✱ ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ✹✱ ✽✱ ② ✶✷✳ ❙✐ ❡❧
❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

≥ 0.0373256 ✭✹✳✶✶✮ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✱ ② ❡stá ♠❛r❝❛❞♦ ♣♦r ✉♥❛ ❧í♥❡❛ r♦❥❛
❤♦r✐♥③♦♥t❛❧✳



✹✽

〈k〉 ❘❡❞ ❞❡ ❊s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❞❡ ✶✵✵✵ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s

✹

✽

✶✷

❚❛❜❧❛ ✼✳✸✿ ▲❛ t❛❜❧❛ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛r t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ✉s❛♥❞♦
❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✱ ❡♥ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✱ ② ❞❡ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4, 8 ② 12✳ ❙✐ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡
λ2

λN

≥ 0.0373256 ✭✹✳✶✶✮ ❧❛ r❡❞ ❡s s✐♥❝r♦♥✐③❛❜❧❡✱ ② ❡stá ♠❛r❝❛❞♦ ♣♦r ✉♥❛ ❧í♥❡❛ r♦❥❛ ❤♦r✐♥③♦♥t❛❧✳ ❙❡
♦❜s❡r✈❛ ❝♦♠♦ só❧♦ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❧✐❜r❡ ❡s❝❛❧❛ ❞❡ 〈k〉 = 8 ② 12 ❛❞q✉✐❡r❡♥ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ s✐♥❝r♦♥í❛
✉s❛♥❞♦ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘✱ ❆❘❡ ② ❆❉ ✳ ▲♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❙❉ ② ❙❉❡ ♥♦ ♣✉❞✐❡r♦♥ r❡❛❧✐③❛rs❡
❞❡❜✐❞♦ ❛❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ r❡q✉❡r✐❞♦✳



✹✾

❚❛❜❧❛ ✼✳✹✿ ▼✉❡str❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❛❜s♦❧✉t♦ ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s λN ② λ2 ♣r♦❞✉❝✐❞♦s
♣♦r ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✳ ❊❧ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❡s ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ✶✵✵ ❞✐❢❡r❡♥t❡s r❡❞❡s ② ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦
❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✸✺ ❡♥❧❛❝❡s r❡♠♦✈✐❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✸✵ ❡♥❧❛❝❡s
r❡♠♦✈✐❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳

▼✉♥❞♦ P❡q✉❡ñ♦ ❊s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡

λk ◆♦♠❜r❡ ❞❡❧ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ✹ ✽ ✶✷ ✹ ✽ ✶✷

λN

❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❆❖✮ ✷✺✳✾✵ ✸✹✳✶✵ ✸✽✳✺✵ ✻✶✶✳✻✵ ✺✹✽✳✷✵ ✹✹✹✳✸✵

❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❆❖❡✮ ✷✺✳✾✵ ✸✹✳✶✵ ✸✽✳✺✵ ✻✶✶✳✻✵ ✺✹✽✳✷✵ ✹✹✹✳✸✵

❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✭❆❘✮ ✽✶✳✹✵ ✶✵✵✳✼✵ ✶✶✷✳✽✵ ✼✽✻✳✻✵ ✼✹✾✳✹✵ ✻✽✸✳✵✵

❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❆❘❡✮ ✽✶✳✸✵ ✶✵✵✳✻✵ ✶✶✷✳✾✵ ✼✽✻✳✷✵ ✼✹✾✳✷✵ ✻✽✷✳✾✵

❆s♦rt❛t✐✈♦ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❆❙❖✮ ✺✼✳✵✵ ✼✻✳✹✵ ✽✼✳✽✵ ✹✹✸✳✶✵ ✸✺✼✳✺✵ ✸✷✵✳✸✵

❆s♦rt❛t✐✈♦ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ✭❆❙❘✮ ✻✼✳✶✵ ✽✺✳✾✵ ✾✷✳✺✵ ✹✸✾✳✼✵ ✸✻✹✳✹✵ ✸✷✼✳✶✵

❆t❛q✉❡ ❛❧ ❣r❛❞♦ ♠ás ❛❧t♦ ✭❆❉✮ ✼✷✳✺✵ ✾✶✳✷✵ ✶✵✷✳✷✵ ✼✽✻✳✶✵ ✼✹✽✳✷✵ ✻✽✶✳✽✵

■♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❇❖✮ ✹✺✳✷✵ ✺✵✳✵✵ ✺✸✳✸✵ ✹✺✵✳✼✵ ✹✵✽✳✺✵ ✸✺✾✳✵✵

■♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✭❇❘✮ ✹✸✳✾✵ ✸✽✳✵✵ ✸✶✳✹✵ ✹✷✼✳✶✵ ✸✻✼✳✺✵ ✸✸✺✳✶✵

❆❧❡❛t♦r✐♦ ✭❘✮ ✽✳✾✵ ✶✵✳✽✵ ✽✳✺✵ ✹✷✳✶✵ ✸✷✳✻✵ ✷✼✳✷✵

❊❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ✭❙❉✮ ✻✵✳✷✵ ✼✻✳✻✵ ✽✹✳✽✵ ✼✽✺✳✸✵ ✼✹✽✳✺✵ ✻✽✶✳✼✵

❊❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❙❉❡✮ ✻✷✳✼✵ ✼✻✳✼✵ ✽✻✳✼✵ ✼✽✸✳✻✵ ✼✹✼✳✽✵ ✻✽✶✳✽✵

λ2

❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❆❖✮ ✶✷✳✾✵ ✹✼✳✻✵ ✾✻✳✷✵ ✵✳✻✾ ✵✳✶✷ ✵✳✵✹

❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❆❖❡✮ ✶✷✳✾✵ ✹✼✳✹✵ ✾✻✳✵✵ ✸✳✵✵ ✵✳✺✹ ✵✳✵✸

❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✭❆❘✮ ✵✳✻✶ ✵✳✸✸ ✵✳✸✷ ✵✳✹✵ ✵✳✵✻ ✵✳✵✸

❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❆❘❡✮ ✵✳✺✵ ✵✳✷✽ ✵✳✷✼ ✶✳✷✵ ✵✳✵✺ ✵✳✵✶

❆s♦rt❛t✐✈♦ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❆❙❖✮ ✸✳✶✵ ✺✳✻✵ ✾✳✻✵ ✵✳✶✾ ✵✳✵✸ ✵✳✵✷

❆s♦rt❛t✐✈♦ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ✭❆❙❘✮ ✻✳✽✵ ✶✹✳✽✵ ✷✵✳✽✵ ✵✳✶✾ ✵✳✵✸ ✵✳✵✷

❆t❛q✉❡ ❛❧ ❣r❛❞♦ ♠ás ❛❧t♦ ✭❆❉✮ ✵✳✻✾ ✵✳✸✾ ✵✳✸✶ ✵✳✸✾ ✵✳✵✺ ✵✳✵✷

■♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ✉♥❛ ✈❡③ ✭❇❖✮ ✺✳✶✵ ✷✷✳✾✵ ✸✾✳✶✵ ✵✳✸✵ ✵✳✵✻ ✵✳✼✵

■♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ✭❇❘✮ ✶✵✳✷✵ ✹✼✳✶✵ ✾✼✳✹✵ ✵✳✷✷ ✵✳✵✹ ✵✳✵✷

❆❧❡❛t♦r✐♦ ✭❘✮ ✹✳✹✵ ✸✳✷✵ ✺✳✹✵ ✻✳✶✵ ✹✳✻✵ ✸✳✼✵

❊❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ✭❙❉✮ ✶✳✸✵ ✵✳✾✸ ✶✳✶✵ ✵✳✹✻ ✵✳✶✺ ✵✳✵✻

❊❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ✉s❛♥❞♦ ❝♦❝✐❡♥t❡ ✭❙❉❡✮ ✵✳✵✺ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✵✳✵✶

◆♦t❛✿ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s s♦♥ ♠♦str❛❞♦s ×10−3 ② tr✉♥❝❛❞♦s ❛❧ s❡❣✉♥❞♦ ✈❛❧♦r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ♣♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝✐❛✳



✺✵

❋✐❣✉r❛ ✼✳✶✿ ❊❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ✭✷✳✷✮ ❞❡ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❝r❡❝❡
♣♦r ❝❛❞❛ ✺ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦❆❘✳ ▲❛ r❡❞ ❢✉❡ ❝r❡❛❞❛ ✉s❛♥❞♦ ✸✵✵ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s
❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r ❝♦♥ ✉♥❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❝♦♥ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4✳

❋✐❣✉r❛ ✼✳✷✿ ❊❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ✭✷✳✷✮ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡
❘öss❧❡r ❞❡ N = 300 ② 〈k〉 = 4✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ ❝♦♠♦ ❡❧ 〈e〉 ❞✐s♠✐♥✉②❡ s✉ ✈❛❧♦r ❝♦♥ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✺✵
❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ❡♥ ❧❛ r❡❞ ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❘✳



✺✶

❋✐❣✉r❛ ✼✳✸✿ ●rá✜❝♦ ❞❡❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ❝♦♥tr❛ ❡❧ ♣♦r❝❡♥t❛❥❡ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐✲
♠✐♥❛❞♦s ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ♠♦❞❡❧♦ ❲❙ ❞❡ ✸✵✵ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝❛ót✐❝♦s ❞❡ ❘öss❧❡r ❝♦♥ ❣r❛❞♦s ♣r♦♠❡❞✐♦
〈k〉 = 4, 8 ② 12✱ ❛❧ s❡r s♦♠❡t✐❞♦s ❛❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❘✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ ❝ó♠♦ ❧❛s r❡❞❡s 〈k〉 = 4 ✭❛③✉❧✮
♣✉❡❞❡ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ 〈e〉✱ ♣❡r♦ só❧♦ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛r ❤❛st❛ ✉♥ ✶✺✪ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❆❧
❡❧✐♠✐♥❛rs❡ ♠ás ❡♥❧❛❝❡s✱ 〈e〉 s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛✳ ▲❛s r❡❞❡s 〈k〉 = 8 ✭✈❡r❞❡✮ ② 〈k〉 = 12 ✭r♦❥♦✮ ♣✉❡❞❡♥
❡❧✐♠✐♥❛r ❤❛st❛ ✉♥ ✺✵✪ ② ✉♥ ✻✺✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❛♥t❡s ❞❡ q✉❡ 〈e〉 s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s

❊♥ ❡st❛ t❡s✐s s❡ ♣❧❛♥t❡❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞❡ ❘öss❧❡r✱ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦

✉♥❛ ♠í♥✐♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❙❡ ❞❡s❝❛rt❛ ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✉s❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ✏❢✉❡r③❛

❜r✉t❛✑✱ q✉❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ t♦❞❛s ❧❛s ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❡①✐st❡♥t❡s✱

♣❛r❛ ❧✉❡❣♦ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❧❛ q✉❡ ♣r♦❞✉③❝❛ ❧♦s ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s ❬✽✻❪✳

❊❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛r r❡❞❡s ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞❡ ❘öss❧❡r ♣✉❡❞❡ s❡r ♦❜s❡r✈❛❞♦ ✉s❛♥❞♦ ❧❛

❢✉♥❝✐ó♥ ♠❛❡str❛ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞✳ ❈♦♥ ❡❧❧❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ♠❡❞✐r ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s

♣r♦♣✐♦s λk ✭k = 2, 3, ..., N✮ ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡ ❛ ✉♥❛ r❡❞✱ ❝✉❛♥❞♦ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡

❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ q✉❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❞❡ ❘öss❧❡r

s✐♥❝r♦♥✐❝❡✳ ❙✐ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✹✳✶✶✮ s❡ ❝✉♠♣❧❡✱ ❧❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐③❛✳

❙❡ ✉s❛ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❝♦♥♦❝❡r ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❛♣r♦①✐♠❛❞♦ q✉❡ s✉❢r❡♥ ❡st♦s ✈❛❧♦r❡s

♣r♦♣✐♦s✳ ❊st❡ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦✱ s✐r✈❡ ❞❡ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡ s❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❉♦s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s s♦♥

❝r❡❛❞❛s ❝♦♥ ❡st❡ ❝♦♥❝❡♣t♦❀ ✉♥❛ ♣❛r❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ♣r♦❞✉③❝❛♥ ❡❧ ♠❛②♦r ❝❛♠❜✐♦ ρN ❡♥

❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ② ♦tr♦ ❝♦♥ ❡❧ ♣r♦♣ós✐t♦ ❞❡ q✉❡ ❛✉♠❡♥t❡ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✳

❙❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛♥ ❞♦s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ❝♦♥ ❡❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡ ❧❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛✳ ❘❡♠♦✈✐❡♥❞♦ ♣r❡✲

✈✐❛♠❡♥t❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ② ❣✉❛r❞❛♥❞♦ ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s ❣❡♥❡r❛❞♦s ❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♣✐♦s✱ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛

✺✷
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s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❡❧ ♠❛②♦r ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ❡❧ λN ✱ ② ♦tr♦ ❡❧ q✉❡ ❛✉♠❡♥t❛ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✳

❙❡ ♠♦❞✐✜❝❛ t❛♠❜✐é♥ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❛t❛q✉❡ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k ♠ás ❛❧t♦✱ ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ❡♥ ❧❛

❧✐t❡r❛t✉r❛ ❬✹✷❪✱ ♣❛r❛ ✐♥❝❧✉✐r ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ❝♦♠♦ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ❝r✐t❡r✐♦✳ ▲❛s ❛♥t❡r✐♦r❡s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s✱

s♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❞❛s ❝♦♥ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳

❚r❛s ❛♥❛❧✐❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱ r❡✈❡❧❛ q✉❡ ♥♦ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s

❛❧ ❛③❛r ② ❧❧❡✈❛r ✉♥❛ r❡❞ ❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥✳ ❊st♦ ❝♦♥✜r♠❛ q✉❡ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞❡♥ ❡s♣❡❝í✜❝♦ ❞❡

❡♥❧❛❝❡s ❛ ❡❧✐♠✐♥❛r✱ ♣❛r❛ ❡❧ ❝✉❛❧ ❧❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐③❛ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡♥♦r ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s✳

❈♦♥❢♦r♠❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ✈❛ ❝❛♠❜✐❛♥❞♦✱ t❛♠❜✐é♥ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞✳ ❆❧ ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s✱

❧❛s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s q✉❡ s♦♥ r❡❝❛❧❝✉❧❛❞❛s s❡ ❛❞❛♣t❛♥ ❛ ❡st❛s ♥✉❡✈❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s

❞❡ ❡st♦s✱ t✐❡♥❞❡♥ ❛ r❡✢❡❥❛r ✉♥ ♠❛②♦r ❝❛♠❜✐♦ ❡♥ ✈❛❧♦r ❞❡ λN ✱ q✉❡ ❧❛s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s q✉❡ ✉s❛♥

só❧♦ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦s ✏✉♥❛ ✈❡③✑✮✳

❈❛❜❡ ❞❡st❛❝❛r✱ q✉❡ ❛❧ só❧♦ ❝♦♠♣❛r❛r ❧❛s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣í❛ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦

❆❖ ② ❆❖❡ ❧♦❣r❛♥ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ λN ♠ás q✉❡ ❆❙❖ ② ❇❖ ✱ ♣❡r♦ só❧♦ ♣❛r❛ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s

✸ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s✳ ❙✐ s❡ ❡❧✐♠✐♥❛♥ ♠ás✱ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❙❖ ❡s ❡❧ q✉❡ ♠ás ❞✐s♠✐♥✉②❡ λN ♣♦r

❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❡❧✐♠✐♥❛❞♦ ❡♥ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦✱ ② ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❇❖ ♣❛r❛ r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛

❧✐❜r❡✳ P❛r❛ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❖ ② ❆❖❡ ✱ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λ2 t✐❡♥❞❡ ❛ ❝❡r♦ ❡♥ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ❡♥❧❛❝❡s

❡❧✐♠✐♥❛❞♦s✳ ❙❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ q✉❡ ♣❛r❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣í❛ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❖ ② ❆❖❡

♥♦ ❛✉♠❡♥t❛♥ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ♣❛r❛ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳

P❛r❛ ❧❛s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s q✉❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛♥ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛ ❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛rs❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡✱ ❧♦s ❛❧❣♦✲

r✐t♠♦s ❆❘✱ ❆❘❡ ✱ ❆❉ ✱ ❙❉ ② ❙❉❡ ❧♦❣r❛♥ ❞✐s♠✐♥✉✐r λN ② ❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛s

r❡❞❡s✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❘❡ ❡s ❡❧ q✉❡ ❧♦❣r❛ ❛✉♠❡♥t❛r ♠ás ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡

♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳ ❙❡ ❝♦♥❝❧✉②❡✱ q✉❡ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❜❛s❛❞♦s ❡♥ t❡♦rí❛

❞❡ ♣❡rt✉r❜❛❝✐ó♥✱ ❆❘ ② ❆❘❡ ✱ ♦♣t✐♠✐③❛♥ ❛ ❧❛ r❡❞ ❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛r ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ♥♦ ❝♦♥tr✐❜✉②❡♥ ❛

❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✳



✺✹

❚r❛s ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦

♣❡q✉❡ñ♦ t✐❡♥❡♥ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛r✱ ♣❡r♦ ést❛ ❛✉♠❡♥t❛ tr❛s ❡❧✐♠✐♥❛r ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♥ ❧♦s

❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘✱ ❆❘❡ ✱ ❙❉ ✱ ❙❉❡ ② ❆❉ ✳ ❊❧ ❛✉♠❡♥t♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ s✐❣♥✐✜❝❛ q✉❡ ❛✉♠❡♥t❛

❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ σ q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ❛ ❧❛ r❡❞✳ ▲❛s r❡❞❡s

❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❝♦♥ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈k〉 = 4, 8 ② 12 ♥♦ ❝✉❡♥t❛♥ ❝♦♥ ✉♥ ✈❛❧♦r ❞❡ σ t❛❧ q✉❡ ❧❧❡✈❡ ❛

❧❛ r❡❞ ❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥✳ ▲❛s r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ♣❛r❛ 〈k〉 = 8 ② 12 ❛❞q✉✐❡r❡♥ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞

❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ✉♥❛ ✈❡③ q✉❡ ❛❧❣✉♥♦s ❡♥❧❛❝❡s s♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ❝♦♥ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s✳ ❙❡

❝♦♥❝❧✉②❡ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ♣❛r❛ 〈k〉 = 4 ♥♦ ♣✉❡❞❡♥ s✐♥❝r♦♥✐③❛rs❡ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❡♥❧❛❝❡s

② ♦tr♦ ♠ét♦❞♦ ❞❡❜❡ ✉s❛rs❡✳

❊❧ ❡rr♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ 〈e〉 ❣r❛✜❝❛❞♦ ❝♦♥tr❛ ❡❧ ♣♦r❝❡♥t❛❥❡ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s

♠✉❡str❛ q✉❡ ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❜❛❥♦✱ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦ 〈k〉 = 4✱ só❧♦ ✉♥♦s ♣♦❝♦s

❡♥❧❛❝❡s ♣✉❡❞❡♥ s❡r ❡❧✐♠✐♥❛❞♦s ❝♦♥ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❆❘✱ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ✶✺✪✳ P❛r❛ r❡❞❡s ❞❡ ❣r❛❞♦

♣r♦♠❡❞✐♦ ❛❧t♦✱ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦ 〈k〉 = 8 ② 12✱ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛r ♠ás ❡♥❧❛❝❡s✱ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ✺✵✪ ②

✻✺✪ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❊st♦ ♣♦❞rí❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r q✉❡ ❧❛ r❡❞ ✉♥❛ ✈❡③ s✐♥❝r♦♥✐③❛❞❛✱ t❡♥❣❛ r♦❜✉st❡③

❛ ♣❡r❞❡r ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ s✐ s❡ ❡❧✐♠✐♥❛♥ ♠ás ❡♥❧❛❝❡s✳

P♦r ú❧t✐♠♦✱ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ ❞❡ ❡st♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ♥♦ ❢✉❡ r❡❣✐str❛❞♦ ❞✉r❛♥t❡ s✉ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥✳

❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦ ❧❛s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛✱ ❙❉ ② ❙❉❡ ✱ r❡s✉❧t❛♥ s❡r ❧❛s q✉❡ ♠❛②♦r

t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ ♥❡❝❡s✐t❛r♦♥ ♣❛r❛ ❧❧❡❣❛r ❛ ✉♥ r❡s✉❧t❛❞♦✳ ■♥❝❧✉s♦ s❡ ✉só ♣r♦❣r❛♠❛❝✐ó♥ ❡♥

♣❛r❛❧❡❧♦ ♣❛r❛ q✉❡ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❙❉ ② ❙❉❡ ♣✉❞✐❡r❛♥ r❡❞✉❝✐r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦✳ ▲❛s

♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ♣r❡s❡♥t❛❞❛s ♣♦r ❡st❛ t❡s✐s ✭❆❖ ✱ ❆❖❡ ✱ ❆❘✱ ❆❘❡ ✱ ❆❉ ✱ ❆❙❘✱ ❆❙❖ ✱ ❇❖ ②

❇❘✮ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ✉♥ ♠✉❝❤♦ ♠❡♥♦r t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ q✉❡ ❧❛s ❙❉ ② ❙❉❡ ✳



✺✺

✽✳✶ ❚r❛❜❛❥♦ ❋✉t✉r♦

❙❡ ❤❛♥ ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ❛❧❣✉♥♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❛❜✐❡rt♦s ❡♥ r❡❧❛❝✐ó♥ ❛ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ♠❡♥✲

❝✐♦♥❛rs❡ ❝♦♠♦ tr❛❜❛❥♦ ❢✉t✉r♦ ❡♥ ❡st❛ ❞✐r❡❝❝✐ó♥✳ ❊st♦s s♦♥✿

• ■♥✈❡st✐❣❛r ❧❛ r♦❜✉st❡③ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ② ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡✳ ❊♥

❡❧ tr❛♥s❝✉rs♦ ❞❡ ést❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥✱ s❡ ♦❜s❡r✈ó q✉❡ ✉♥❛ ❣r❛♥ ♣❛rt❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❡stá

❡♥❢♦❝❛❞❛ ❛❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡③✱ ❡♥ ❧♦ q✉❡ s❡ r❡✜❡r❡ ❛ ❧❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ②

♦s❝✐❧❛❞♦r❡s✳ ▲♦s ♠ét♦❞♦s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s ♣❛r❛ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✱ ♣♦❞rí❛♥ s❡r út✐❧❡s ♣❛r❛ ❡①♣❛♥❞✐r

❡❧ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ q✉❡ ❛❝t✉❛❧♠❡♥t❡ s❡ t✐❡♥❡ ❡♥ r♦❜✉st❡③ ② ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛ ❛t❛q✉❡s✳

• ❘❡❞❡s ❝♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❆ ❣r❛♥❞❡s r❛③❣♦s✱ ❡st❛s r❡❞❡s t✐❡♥❡♥ ✉♥♦ ♦ ✈❛r✐♦s ♦s✲

❝✐❧❛❞♦r❡s ♠❛❡str♦s q✉❡ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛♥ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✳ ❯♥ ❡st✉❞✐♦ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦r✲

t❛♠✐❡♥t♦ ❛♥t❡ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❛q✉í ♣r❡s❡♥t❛❞♦s✱ ❛ú♥ ♥♦ s❡

❤❛ ✈✐st♦ ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳ ❊s ❞❡ ❛❝❧❛r❛r q✉❡ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❛s ❛❧ s❡r ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❞❛s✱

♥♦ s❡rí❛♥ s✐♠étr✐❝❛s✱ ② ❧❛ ❝r❡❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ♥✉❡✈♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ s❡rí❛ ♥❡❝❡s❛r✐♦✳

• ❖❜s❡r✈❛r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ❛♥t❡

❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❆❝t✉❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛s r❡❞❡s ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦

❞❡ ❑✉r❛♠♦t♦ ❤❛♥ s✐❞♦ á♠♣❧✐❛♠❡♥t❡ ❡st✉❞✐❛❞❛s✳ ❯♥ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ r♦❜✉st❡③ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❡st♦s

♠ét♦❞♦s ♣♦❞rí❛ r❡✈❡❧❛r ♠❛②♦r ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ s♦❜r❡ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡st♦s s✐st❡♠❛s✳

• ▲❧❡✈❛r ❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛ ✉♥❛ r❡❞ r❡❛❧✳ P❛r❛ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st♦s ♠ét♦❞♦s ② ❛s❡❣✉r❛r

q✉❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ s✐♥❝r♦♥✐❝❡✱ ❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❡❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❡♥ ❧❛ r❡❞ ♦❝✉rr❛ ❜❛❥♦ ❡❧ ❝❛s♦

✸ ❞❡ ❧❛ ▼❙❋✳ ❉❡ ♦tr❛ ♠❛♥❡r❛✱ ♥♦ ♣✉❡❞❡ ❧❧❡✈❛rs❡ ❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥í❛ ✭❝❛s♦ ✶✮✱ ♦ t❛♥ só❧♦ ❝♦♥

❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ ❢✉❡r③❛ ❞❡ ❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ σ ❡s s✉✜❝✐❡♥t❡ ✭❝❛s♦ ✷✮✳

• ❆♣❧✐❝❛r ❧♦s ♠ét♦❞♦s ♣❛r❛ ❧❧❡✈❛r ❛ ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❛ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s

♥♦ ✐❞é♥t✐❝♦s✳ ▲❛s r❡❞❡s ❡st✉❞✐❛❞❛s ❡♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦✱ ✉t✐❧✐③❛♥ ❡❧ ♠✐s♠♦ t✐♣♦ ♦s❝✐❧❛❞♦r✳ ▲❛



✺✻

▼❙❋ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ r❡❞❡s ❞❡ ♦s❝✐❧❛❞♦r❡s ✐❞é♥t✐❝♦s✳ ❊♥ ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡ r❡❞❡s✱ ❤❛❜rí❛

q✉❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❛❧❣ú♥ ♦tr♦ ♠ét♦❞♦ ♣❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ② ♦❜t❡♥❡r ❧♦s ❧í♠✐t❡s

❜❛❥♦ ❧♦s ❝✉❛❧❡s s♦♥ ❡st❛❜❧❡s✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✾

❈♦♥tr✐❜✉❝✐♦♥❡s

✾✳✶ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❞♦❝t♦r❛❧

▲❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❧✐st❛ ♠✉❡str❛ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❞❡ r❡s✉♠❡♥ ❧❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦

❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❞♦❝t♦r❛❧ ✏❙✐♥❝r♦♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✑✳

✶✳ ❙❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣❛r❛ ❧❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❜❛s❛❞♦s ❡♥ t❡♦rí❛ ❞❡ ♣❡r✲

t✉r❜❛❝✐ó♥ ② s❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r♦♥ ✹ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❛❧❣♦r✐t♠♦s✿ ❆❘✱ ❆❘❡ ✱ ❆❖ ② ❆❖❡ ✳

✷✳ ❙❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣❛r❛ ❧❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞✐r❡❝t❛ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ② s❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r♦♥

✷ ❛❧❣♦r✐t♠♦s✿ ❙❉ ② ❙❉❡ ✳

✸✳ ❙❡ ♠♦❞✐✜❝❛ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❛t❛q✉❡ ❛❧ ♦s❝✐❧❛❞♦r ❞❡ ❣r❛❞♦ ♠❛②♦r ❆❉ ✱ tr❛s ❛ñ❛❞✐r s❡❧❡❝✲

❝✐ó♥ ♣♦r ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞✳

✹✳ ❙❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘✱ ❆❘❡ ✱ ❆❖ ✱ ❆❖❡ ✱ ❙❉ ✱ ❙❉❡ ② ❆❉ ✱ ❝♦♥ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s

❡♥❝♦♥tr❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱ ❝♦♠♦ ❧♦ s♦♥✿ ❆❙❖ ✱ ❆❙❘✱ ❇❖ ② ❇❘✳

✺✳ ❙❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ q✉❡ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❖ ② ❆❖❡ ✱ q✉❡ ❡❧✐♠✐♥❛♥ ❡♥❧❛❝❡s ❜❛sá♥❞♦s❡ só❧♦ ❡♥ ❧❛

t♦♣♦❧♦❣í❛ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ♣r♦❞✉❝❡♥ r❡s✉❧t❛❞♦s q✉❡ ❜❛❥❛♥ ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

② ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ ❜❛❥❛♥ ❧❛

s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳

✺✼



✺✽

✻✳ ❙❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ q✉❡ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘ ② ❆❘❡ s♦♥ ❧♦s q✉❡ r❡❞✉❝❡♥ ♠ás ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r♦♣✐♦ λN ②

❛✉♠❡♥t❛♥ ♠ás ❧❛ s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳

✼✳ ❙❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ♣❛r❛ 〈k〉 = 4 ♥♦ s❡ ♣✉❡❞❡♥ s✐♥❝r♦♥✐③❛r ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦

❡♥❧❛❝❡s✳

✽✳ ❙❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ q✉❡ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s✱ ❆❘✱ ❆❘❡ ✱ ❙❉ ✱ ❙❉❡ ② ❆❉ ❧♦❣r❛♥ ❧❧❡✈❛r

❛ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❧✐❜r❡ ❛ ✉♥ ❡st❛❞♦ sí♥❝r♦♥♦✱ ❧♦❣rá♥❞♦ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s✳

✾✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ q✉❡ ❧❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐③❛❞❛ ✉s❛♥❞♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❆❘ ② ❆❘❡ ✱ s❡❛

r♦❜✉st❛ ❛ ♣❡r❞❡r s✐♥❝r♦♥✐③❛❜✐❧✐❞❛❞✱ s✐ s❡ ❡❧✐♠✐♥❛♥ ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♥ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦✱ ♣❛r❛

❣r❛❞♦s ♣r♦♠❡❞✐♦ ❝♦♠♦ 〈k〉 = 8 ② 12✳

✶✵✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❛❧ ❛✉♠❡♥t❛r ❡❧ ❝♦❝✐❡♥t❡ λ2

λN

✱ t❛♠❜✐é♥ ❛✉♠❡♥t❛ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ σ

♣❛r❛ ❡❧ ❝✉❛❧ ❧❛ r❡❞ s✐♥❝r♦♥✐③❛✳

✾✳✷ Pr♦❞✉❝t♦s ❞❡r✐✈❛❞♦s ❞❡ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❞♦❝t♦r❛❧

❆✮ ❆rtí❝✉❧♦s ❡♥ r❡✈✐st❛s ✐♥❞❡①❛❞❛s

✶✳ P♦s❛❞❛s✲❈❛st✐❧❧♦ ❈✳✱ ●❛r③❛✲●♦♥③á❧❡③ ❊✳✱ ❉í❛③✲❘♦♠❡r♦ ❉✳❆✳✱ ❆❧❝♦rt❛✲●❛r❝í❛✱ ❊✳✱

❈r✉③✲❍❡r♥á♥❞❡③ ❈✳ ❬✷✵✶✹❪ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♦s❝✐❧✲

❧❛t♦rs✿ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s②st❡♠s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②

❱♦❧ ✶✷✱✹ ✼✽✷✲✼✾✶

✷✳ ●❛r③❛✲●♦♥③á❧❡③ ❊✳✱ P♦s❛❞❛s✲❈❛st✐❧❧♦ ❈✳✱ ❘♦❞rí❣✉❡③✲▲✐ñ❛♥ ❆✳✱ ❈r✉③✲❍❡r♥á♥❞❡③ ❈✳

❬✷✵✶✺❪ ❈❤❛♦t✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❍②st❡r❡t✐❝ ❝✐r❝✉✐t✲

❧✐❦❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❆❝❡♣t❛❞♦ ♣❛r❛ ♣✉❜❧✐❝❛❝✐ó♥ ❡♥ ❘❡✈✐st❛ ▼❡①✐❝❛♥❛ ❞❡ ❋ís✐❝❛✳

❇✮ ❆rtí❝✉❧♦s ❡♥ ❡①t❡♥s♦ ❡♥ ❝♦♥❣r❡s♦s ✐♥t❡r♥❛❝✐♦♥❛❧❡s



✺✾

✶✳ ●❛r③❛✲●♦♥③á❧❡③ ❊✳✱ P♦s❛❞❛s✲❈❛st✐❧❧♦ ❈✳✱ ❉í❛③✲❘♦♠❡r♦ ❉✳❆✳✱ ❈r✉③✲❍❡r♥á♥❞❡③ ❈✳✱

▲ó♣❡③✲●✉t✐érr❡③ ❘✳▼✳✱ ▲♦②❛✲❈❛❜r❡r❛ ❆✳❊✳✱ ❈❛st✐❧❧♦✲▼❛rtí♥❡③ ❘✳ ❬✷✵✶✶❪ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❝❤❛♦t✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r♠ ❧✐❦❡

♥♦❞❡s ✷♥❞ ■❈■❆❙ P✉❡❜❧❛✱ P✉❡❜❧❛✱ ▼é①✐❝♦ ❖❝t✳ ✺✲✽

❈✮ Póst❡r ❡♥ ❝♦♥❣r❡s♦s ✐♥t❡r♥❛❝✐♦♥❛❧❡s

✶✳ ●❛r③❛✲●♦♥③á❧❡③ ❊✳✱ ❆❧♠❡♥❞r❛❧✲❙á♥❝❤❡③ ❏✳✱ P♦s❛❞❛s✲❈❛st✐❧❧♦ ❈✳ ❬✷✵✶✸❪ ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ ◆❊❚✲❲❖❘❑❙ ✷✵✶✸

❊❧ ❊s❝♦r✐❛❧ ✭▼❛❞r✐❞✮✱ ❙♣❛✐♥ ❉✐❝✳ ✶✶✲✶✸

❉✮ ❚r❛❜❛❥♦s ❡♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ s♦♠❡t✐♠✐❡♥t♦

✶✳ ●❛r③❛✲●♦♥③á❧❡③ ❊✳✱ ❆❧♠❡♥❞r❛❧✲❙á♥❝❤❡③ ❏✳✱ P♦s❛❞❛s✲❈❛st✐❧❧♦ ❈✳ ❬✷✵✶✺❪ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦✳ P♦r s♦♠❡t❡rs❡ ❛ ❧❛

r❡✈✐st❛ ❈❤❛♦s ❙♦❧✐t♦♥s ❛♥❞ ❋r❛❝t❛❧s✳

✷✳ ●❛r❝í❛✲❙❡♣ú❧✈❡❞❛ ❖✳✱ ❙♦r✐❛♥♦✲❙á♥❝❤❡③ ❆✳●✳✱ P❧❛t❛s✲●❛r③❛ ▼✳❆✳✱ ●❛r③❛✲●♦♥③á❧❡③ ❊✳✱

P♦s❛❞❛s✲❈❛st✐❧❧♦ ❈✳ ❬✷✵✶✺❪ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ▲ü ❝❤❛♦t✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✈♦✐❝❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ P♦r s♦♠❡t❡rs❡ ❛ ❧❛ r❡✈✐st❛ ❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧

❏♦✉r♥❛❧ ❙♣❡❝✐❛❧ ❚♦♣✐❝s✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢í❛

❬✶❪ ❚✳ ❙❝♦tt ❬✷✵✶✺❪ ❚❤❡ ❙♣❡❡❞ ♦❢ ❖✉tr❛❣❡✿ ❚♦♠ ❙❝♦tt ❛t ❚❤✐♥❦✐♥❣ ❉✐❣✐t❛❧ ✷✵✶✺✱
❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳②♦✉t✉❜❡✳❝♦♠✴✇❛t❝❤❄✈❂❥❊✷PP✼❊♦✇❞▼

❬✷❪ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✽✹ ✼✾✲✶✵✾ ❬✶✾✾✾❪

❬✸❪ ◆✳ ●♦❧❞❡♥❢❡❧❞ ✫ ▲✳P✳ ❑❛❞❛♥♦✛ ❬✶✾✾✾❪ ❙✐♠♣❧❡ ❧❡ss♦♥s ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❙❈■❊◆❈❊ ❱♦❧ ✷✽✹

❬✹❪ ❈✳ ❈r✉③ ❍❡r♥❛♥❞❡③✱ ❘✳ ▼✳ ▲♦♣❡③ ●✉t✐❡rr❡③✱ ❆✳ ❨✳ ❆❣✉✐❧❛r ❇✉st♦s ✫ ❈✳ P♦s❛❞❛s ❈❛st✐❧❧♦
❬✷✵✶✵❪ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❡♥❝r②♣t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❤②♣❡r❝❤❛♦t✐❝ ♠❛♣s✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✶✶✭✺✮✿ ✸✸✼✲✸✹✾ ♣✳
✭P❆✿ ✶✵✵✻✹✵✮

❬✺❪ ❈✳ ❈r✉③ ❍❡r♥❛♥❞❡③ ❬✷✵✵✹❪ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❈❤✉❛✬s ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ s❡❝✉r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❙②st❡♠s ❚❤❡♦r②✳ ✹✭✶✮✿ ✶✲✶✸ ♣✳ ✭P❆✿
✶✻✹✼✾✮

❬✻❪ ●✳▼✳ ❲❤✐t❡s✐❞❡s ✫ ❘✳❋✳ ■s♠❛❣✐❧♦✈ ❬✶✾✾✾❪ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❝❤❡♠✐str②✱ ❙❈■❊◆❈❊ ❱♦❧ ✷✽✹

❬✼❪ ❊✳❉✳ ❈❡r❛✱ P✳❊✳ P❤✐❧❧✐♣s♦♥✱ ✫ ❏✳ ❲②♠❛♥ ❬✶✾✽✾❪ ▲✐♠✐t✲❝②❝❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛♦s ✐♥ r❡✲
❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❙❝✐❡♥❝❡s ✷✵
✶✸✵✲✶✹✶✳

❬✽❪ ❉✳ ❇❛❧t❛③❛r ✫ ❇✳▲✳ ❈❧❛r❦❡ ❬✶✾✽✼❪ ❇✐st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❡r♦①✐❞❛s❡✲♦①✐❞❛s❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✽✼ ✭✻✮
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❬✶✵❪ ●✳ ❲❡♥❣✱ ❯✳❙✳ ❇❤❛❧❧❛ ✫ ▲✳P✳ ❑❛❞❛♥♦✛ ❬✶✾✾✾❪ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧✐♥❣ s②st❡♠s✱
❙❈■❊◆❈❊ ❱♦❧ ✷✽✹

❬✶✶❪ ❏✳❑✳ P❛rr✐s❤ ✫ ▲✳ ❊❞❡❧st❡✐♥✲❑❡s❤❡t ❬✶✾✾✾❪ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② tr❛❞❡✲♦✛s
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