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CAPiTULO 1

INTRODUCCION

En la actualidad con la ayuda de las computadoras, dispositivos moéviles y satélites,
se registra una gran cantidad de informacion. Con un teléfono celular se puede consultar la
temperatura ambiental, la probabilidad de lluvia y mas datos atmosfericos por hora, con
esto puede tenerse la impresion de tener toda la informacién de las variables en una region
espacial. Sin embargo el medio ambiente es continuo y sus propiedades no pueden ser
medidas en todos los puntos, ademas, las mediciones pueden contener ruido y esto se debe
a que nuestras observaciones son el resultado de interacciones tan complejas que parecen
aleatorias. Lo que podemos hacer es tratar de tener una muestra suficientemente grande y
representativa de la realidad para poder aproximarla mediante estimaciones. Esto puede
darnos la idea de usar algiin método estadistico, pero en estadistica, en general, se tiene
una lista de datos medidos de una poblacion, donde se busca encontrar caracteristicas
que describan a la poblacién y lo que nos interesa es conocer valores en puntos donde
no tenemos informacion, para esto se usan métodos geoestadisticos. Entonces debemos
utilizar métodos geoestadisticos para estimar los valores de las variables atmosféricas en

cualquier punto del espacio.

En geoestadistica se trata a los valores observados como si fueran una realizacion de
una variable aleatoria y uno de sus métodos es el kriging ordinario. Este método toma un
conjunto de puntos en un espacio, dode a cada punto se le asocia una variable y ademas
se considera una métrica. el método vincula la variacién observada en diferentes puntos
con la separacion entre estos y realiza estimacion de valores no medidos que pertenecen
a una vecindad de los puntos medidos y ademads nos da informacién de que tan bien se

realiza la interpolacion.

En general las bases de datos encontradas en geoestadistica presentan diversidad
en las variables; un ejemplo pueden ser una region donde se registra la concentracion
de 4 minerales diferentes utilizando un muestreo de 100 puntos observados donde un
analisis estadistico nos podria dar la concentracién promedio en la zona de un mineral.
Un anélisis geoestadistico proporciona una estimacion de la concentracion en puntos no

medidos y ademas nos dice cual seria la varianza de dicha estimacién, pero en ambos casos
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se utilizan pocos datos. Si tomamos las coordenadas del punto como variables espaciales
junto con las mediciones de concentracién de minerales, entonces podemos ver los datos
como un conjunto de 100 puntos observados de un espacio de 6 dimensiones, 2 espaciales
y 4 representadas por las concentraciones observadas. Asi podemos analizar este conjunto
de datos como elementos de un espacio topolégico y con una distancia adecuada en este
espacio, tenemos un espacio métrico, con esto podemos realizar una analisis que nos
dara una clasificacion de las propiedades invariantes topoldgicas, esto es llevado a cabo
mediante el método de Anadlisis Topoldgico de Datos (TDA).

En este trabajo se utilizan dos métodos para el analisis de datos; el kriging ordinario
y el andlisis de persistencia de homologia aplicados a datos atmosféricos en una regién en
el noreste de México.

1.1 CONTEXTO

La geoestadistica surgié en la industria minera, y fue formalizada por Matheron
en [10], informacion de esta y sus métodos se puede consultar en los libros de [11] y el
método base de la geoestadistica, el kriging ordinario, puede consultarse en [12], ademas

implementaciones de estos métodos se pueden encontrar en [13] y una guia [15].

Ademas del kriging ordinario existen diferentes metodos geoestadisticos de interpo-
lacién, en [6] se estudian el Kriging ordinario, el cokriging y el kriging con drift externo.
Otros métodos de interpolacion espacial que no son propios de la geoestadistica son; re-
gresion de componentes principales con correccion con residuos, regresion lineal multiple
y del inverso de la distancia [5] y en [7] se realiza un review de diversos métodos de inter-
polacién espacial, entre ellos el kriging ordianrio y el método de las distancias inversas, en
[8] v en [9] se realiza comparacién entre diferentes métodos de interpolacién espacial pero
aun asi, el kriging ordinario es el més utilizado. En las ultimas décadas el Kriging ordina-
rio se ha implementado para estimar y mapear la ubicacion de sustancias potencialmente
daninas para el medio ambiente e identificar las fuentes como en [4].

El poder de computo de las plataformas tecnoldgicas actuales nos proporcionan gran
ventaja para realizar analisis de datos a gran escala, por lo cual es necesario implementar
algoritmos eficientes para resolver desafios de bases de datos espaciales y lluvia [1]. se
presentan algunos de estos aplicado al analisis de lluvia. Uno de los problemas a los que
nos enfrentamos es que en general este tipo de base de datos no estaban planeadas y su
elaboracion e implementacion, requiere la colaboracién de entidades que se encuentran
en diferentes estados o paises, debido a esto es un problema encontrar bases de datos

confiables. En [2] se implementa una base de datos relacional para la cuenca de México y
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en 1997 la misién Tropical Rainfall Measuring de la nasa se lanzé para atacar el problema
de la falta de bases de datos de lluvia, en [40] y [41], se puede encontrar mas informacién
en [39] .

Respecto al anélisis temporal de lluvia en regiones de México se tiene [3] donde se
utiliza el método de Kriging, tomando en cuenta la precipitacion maxima y minima para

representar la precipitacion diaria.

Por otra parte el analisis topologico de datos es un area reciente de las matematicas
aplicadas, tiene sus bases en la topologia algebraica y geometria computacional, estos
temas se pueden consultar en [25] y en [26] respectivamente y ademés algunas aplicaciones

de la topologia computacional se pueden encontrar en [20].

Una introduccion a lo que es el analisis topoldgico y un poco de su historia se puede
encontrar en [14] y en [16] ademas de eso, una gufa méas detallada se encuentra en [17] el

cual cuenta con un articulo donde se presentan algunas implementaciones de los métodos.

El anélisis topoldgico de datos se ha utilizado en varias dreas de investigacion como
en redes cooperativas en [21], en sistemas dindmicos en [22]. Otros ejemplos de aplicacién
del andlisis topoldgico de datos se pueden encontrar en [23] y en [27]. En [24] se presenta

como se realizan andlisis estadisticos en el andlisis topologico de datos.

1.2 PROBLEMATICA

En la vida diaria dependiendo de la regién donde nos encontremos, una de las
acciones que es conveniente realizar antes de salir de casa, es revisar el pronéstico del
tiempo, mas con el acceso que nos dan a este los teléfonos celulares, esto es debido a
que los fenémenos atmosféricos pueden causar problemas de transito, inundaciones, o
podemos encontrarnos con cambios de temperatura bruscos. Ademés de esto las regiones
dependen de estos datos para recolectar agua para beber o para la agricultura. Por esto
es importante tener buenas bases de datos que registren los fendmenos atmosféricos y
ademas poder analizar correctamente la informacién que estos datos nos presentan. Con

esto en mente, el problema que busca enfrentar este trabajo es el siguiente:

Problema: Conocer los cambios en las variables climaticas del norte de México
durante periodos establecidos. Se tomara como zona de estudio la regién comprendida
entre las longitudes: -104 y - 98.5 y las latitudes: 22 y 27, y el periodo de tiempo: enero
del 2015 a enero del 2016, debido a que en este periodo de tiempo ocurrié el huracan

patricia que afecté zonas de el area elegida para estudio.
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1.3 HIPOTESIS

Uno de los métodos base en la geoestadistico es el método del kriging ordinario, este
nos proporciona una interpolacién de datos espaciales pero no toma en cuenta multiples
instantes de tiempo, por otro lado el analisis de persistencia de homologia es un método
méas nuevo para analizar datos, el cual puede trabajar sobre un espacio de n dimensiones
y nos presenta datos del espacio del que proviene la muestra, ademas nos da métodos
para medir distancia entre estos espacios, aunque no da informacién tan puntual como

los métodos geoestadisticos. Esto nos lleva a lo siguiente:

Hipétesis: El analisis por kriging ordinario y la persistencia de homologia de estruc-
turas topologicas de datos atmosféricos pueden establecer los cambios climéticos espacio-

temporales.

1.4 OBJETIVOS

En este trabajo se estudian métodos de geoestadistica y TDA para aplicarlos a datos
atmosféricos en el norte de México, en particular se estudiaran los datos de precipitacién.

Esto nos da:

Objetivo General identificar las variaciones espacio-temporales en la precipitacion
en el norte de México utilizando geoestadistica y TDA entre las longitudes: -104 y - 98.5
y las latitudes entre: 22° y 27° en el periodo de tiempo: enero del 2015 a enero del 2016

Para esto se tienen los siguientes objetivos particulares:

» Busqueda de bases de datos de precipitacion de la region entre las longitudes: -104
y - 98.5 y las latitudes: 22 y 27 y el periodo de tiempo: enero del 2015 a enero del

2016 y realizar preprocesamiento de los datos de ser necesario.

= Aplicar el kriging ordinario para establecer la funcién discreta que vincula los puntos

de la regién que se estudia con la precipitacion en dichos puntos.

» Utilizar la homologia persistente para caracterizar las estructuras topoldgicas de la
funcién discreta que vincula un punto en el area que se estudia con la cantidad de

lluvia registrada en ese punto.

= Observar los cambios en las propiedades topolégicas del espacio generado por el

conjunto de puntos con la forma (longitud, latitud, cantidad de lluvia registrada)
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en los meses de enero del 2015 a enero del 2016 mediante un andlisis de persistencia

de homologia.

1.5 CONTENIDO

En el capitulo 2 se exponen algunas bases de la geoestadistica y se desarrollan el
kriging ordinario y la semivarianza, despues se da una descripciéon del tipo de datos a los
que se aplican los métodos de geoestadistica. Ademas, se proporciona una breve introduc-
cion del analisis topologico de datos; complejos topoldgicos, homologia persistente y los
métodos mas usuales para construir complejos simpliciales, los cuales serdan la estructura

del espacio.

En el capitulo 3 se presentan la metodologia con la que se abordara el problema y

se explica el proceso realizado.

En el capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos en forma de mapas de calor
para el kriging ordinario, de diagramas de vida y muerte para el analisis, persistencia
de homologia y se indica la distancia entre las graficas de vida y muerte para el andlisis

temporal.

En el capitulo 5 se encuentran las conclusiones obtenidas y se plantea un posible

trabajo futuro.




CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1 GEOESTADISTICA

Geoestadistica es un conjunto de técnicas estadisticas basadas en la teoria de los
procesos estocasticos, establecida en las ciencias de la tierra como la teoria de las va-
riables regionalizadas, debido a Matheron(1963, 1965) siguiendo el trabajo empirico de
Krige(1951).

La geoestadistica se desarrolld gracias a la industria minera. Su primera aplicacion
fue en minas de oro por Daniel Krige, donde la idea era saber si la extraccién de material
era justificada en un punto del planeta dado que se conoce la concentracién de dicho
material en puntos cercanos. Entonces, se busca conocer la concentracién de un mineral
en puntos cercanos donde no se han realizado observaciones y con base en esto se tiene la
posibilidad de hacer mapas que describen propiedades de interés en ciertas areas donde

solo se tiene una muestra de valores.

Existen otros métodos de interpolacién espacial, como el método de las distancias
inversas, pero ningin modelo puede describir por completo la realidad y cualquier técnica
de interpolacién producira resultados con cierto grado de error, he aqui la ventaja de los
métodos geoestadisticos, donde junto con el valor estimado, también nos da el error de

las estimaciones y ademas, estos métodos son en principio, no sesgados.

En el enfoque clasico el muestreo aleatorio suele usarse para asegurar que los esti-
madores sean no sesgados y con varianza conocida. En el caso de variables atmosféricas se
requiere de un gran nimero de puntos espaciales, sin embargo, cuando se utilizan métodos
geoestadisticos es suficiente con un niimero reducido de puntos. Ademaés los métodos geo-
estadisticos estan enfocados en estimar propiedades en puntos no muestreados; en lugar

de estimar parametros de la poblacion.

La geoestadistica puede ser definida como el estudio de fenémenos regionalizados,

los cuales, son descritos por variables regionalizadas.
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2.2 VARIABLES REGIONALIZADAS

El término variables regionalizadas fue concebido por G. Matheron 1963 para enfa-
tizar el hecho de que las variables geologicas presentan variacién en pequenos intervalos,
pero a gran escala presentan tendencia. Una forma de imaginar esto, es como pequenos
picos que representan la variacion sobre una superficie fija. Dado que no tenemos esta
superficie, representamos la muestra como si se tratara de un proceso aleatorio descrito

por la ecuacién:

Z(x) = i+ e(x) (2.1)
donde se tiene la siguiente notacion:

= 1 es la media del proceso que representa la parte deterministica

= ¢(x) es una variable aleatoria con media cero y cuya covarianza C(x,x + h) solo

depende de la distancia entre puntos h

entonces tenemos:

C(h)=C(z,x+ h) = Ee(x)e(x + h)] (2.2)

donde h es llamada lag.

Ahora, dado que tenemos una muestra de valores observados en diferentes puntos
de una superficie, a la posicion de cada valor observado se le representara como x; y a su
valor asociado se le denotard por z(z;) que es una realizacién de una variable regionalizada

Z(x), donde el promedio m(z;) en el punto z; es llamado drift.

En estadistica es comun asumir que los procesos que se estudian son estacionarios.
Esto es, que las distribuciones de los procesos son invariantes bajo traslaciones. Estaciona-
rio en sentido estricto requiere que todos los momentos sean invariantes bajo traslaciones.
Se requerird solo que los dos primeros momentos sean invariantes bajo traslaciones. Esto
es llamado estacionariedad en sentido débil o estacionariedad de segundo orden. En el

contexto espacial, requerimos:

1. que el valor esperado de la funcién Z(z) sea constante para todos los puntos x,
E[Z(x)] =m(z) =m
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2. que la covarianza entre los puntos x, x + h sélo depende de h.

En la realidad las condiciones anteriores no siempre se cumplen, como cuando hay
una tendencia en la superficie, en este caso el valor de m no se puede asumir como
constante. Para esto usaremos la hipotesis de que la funcion aleatoria es intrinseca. Una
funcién aleatoria se llama intrinseca si la esperanza matematica existe y no depende del

punto, esto es:

» E(z)=m

» para cualquier vector h, el incremento Z(x + h) — Z(x) tiene varianza finita y es
independiente del punto x, entonces, esta diferencia sélo depende de h y se puede
expresar var(Z(z + h) — Z(x)) = 2y(h).

La funcién y(h) es llamado semivariograma o por brevedad, variograma. La co-
rrelacion espacial de variables aleatorias intrinsecas es caracterizada por la funcién semi-

variograma, esta fue definida por Matheron 1967 en [10] como:

(h) = %Var(Z(x Fh) - Z(x)) (2.3)

pero como la media de Z(z + h) — Z(x) es cero entonces tenemos la siguiente sim-
plificacion:
1
(h) = 5 B(Z(x + ) = Z(x))*

3 = 5 S (2w + ) = 2(2)

La razén a la que crece y(h) es un indicador de la razén a la que decrece la influencia
de la muestra al incrementarse la distancia, esto es, al alejarnos de un punto donde
conocemos su variable asociada, su influencia decrece a la razén a la que crece ~y(h).
Tenemos un valor que limita la influencia, el cual llamamos sill, que es la varianza de
la poblacién, ya que, en el caso en el que no existe correlacién entre Z(z + h) y Z(x)

tenemos:
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1(h) = S (Var(Z(a + 1) + Var(Z(x))) = 22 = 0

Estas definiciones se pueden encontrar en [11]

2.3 ESTACIONARIEDAD

Estacionariedad es una suposicion que nos permite tratar los datos como si tuvieran

el mismo grado de variacién sobre una region de interés.

Segundo orden estacionariedad La funcién aleatoria {Z(z),z € X} Es dicho
que es estacionario de segundo orden o débilmente estacionario o simplemente estacionario

en amplio sentido, si tiene segundo momento y verifica que:

= La esperanza existe y es constante, no depende de la x:

» la covarianza existe para cada par de valores aleatorios. Z(x) y Z(x 4+ h) y solo

depende de el vector h que une los puntos x y x + h

C(Z(x), Z(z + h)) = C(h)

Como la funcién de covarianza C(h) de una funcién aleatoria estacionaria de segundo

orden es una funcion de h entonces la varianza de la funcién aleatoria, existe y es constante:

Y esta se relaciona con el semivariograma de la siguiente forma:

v(h) = %V(Z(x +h) — Z(x))
_ %(V(Z(x + ) + V(Z(2)) + 20(Z(x + h), Z(x)))

= S (C(0) +C(0) +20(h)
— C(0)-Ch)
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La covarianza de una funcién aleatoria es una funcién no aleatoria de z; y x;, tal

que esta coincide con la covarianza entre la funcién aleatoria en esos puntos (Z(x;), Z(x;)):

Clai, x;) = C(Z(w:), Z(x5)) = E((Z(2:) — @) (2 (x5) — p(;)))

Estacionariedad indica cierto grado de homogeneidad. Para hacer inferencias de for-
ma consistente, necesitamos muchas realizaciones. Para resolver esto se adopta la hipotesis
de estacionariedad o de homogeneidad espacial, la idea es reemplazar las repeticiones de
la realizacion de la funcién aleatoria con repeticiones en el espacio, entonces, las obser-
vaciones de valores en diferentes ubicaciones tienen caracteristicas y entonces pueden ser
consideradas como realizaciones de la misma funcién aleatoria, esta hipotesis significa que

la probabilidad de la funcion aleatoria es invariante bajo traslaciones.

2.4 KRIGING

El krigeado es una técnica de interpolacién espacial, es llamado kriging en honor
del ingeniero sudafricano Daniel G. Krige. La idea del kriging es que, dado un conjunto
de puntos x1,xs,--- ,x, en un espacio, donde cada uno de estos puntos tiene un valor
asociado z(xy), z(xz3), - ,2(x,), y en base a esto podemos estimar el valor Z(zy) en un
punto zp como una suma ponderada de los valores z(x;) dados. Es decir, este método de

interpolacion espacial es usado cuando tenemos:

» un espacio donde a cada punto z; corresponde una valor z(x;).
» z(x;) es una variable aleatoria que tiene media constante.

» la varianza de z(X) es aleatoria y depende solamente de la distancia entre los puntos.

Una vez que tenemos esto, buscamos estimar el valor de z(z() mediante una combi-

nacién lineal de los valores z(z;), en base a esta idea tenemos:

Z(xo) = Mz(xy) + Aoz(x2) + - - - + Apz(2n) (2.4)

Un ejemplo de estas ideas se presenta en la figura 2.1 para el caso de una dimension,
donde nuestro interés es estimar Z(xzg) con los demés puntos y en la figura 2.2 se presenta

esta idea para el caso de dos dimensiones.

10
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Figura 2.1: Ejemplo de interpolacion por kriging en una dimensién espacial

Como se puede observar en la ecuacién 2.4 lo que ocupamos para estimar Z(zg) son

los A; , estos tienen que ser tales se cumpla lo siguiente:

1. El estimador es insesgado, esto es E [Z(z0)] = E [2(20)]

2. La varianza es minima

Que el estimador sea insesgado, junto con la suposicién de que E [2(x;)] = p nos da:
E2(w)] = Elz(x0)]

ZAz‘Z(%‘)] = U

11
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Figura 2.2: Ejemplo de interpolacion por kriging en dos dimensiones espaciales

12
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Entonces tenemos que los \; tienen que cumplir > (X, =1

Como el kriging es el mejor estimador insesgado con varianza minima, primero

expresainos la varianza como:

2

V(Z(wo) = Z(20)) = E(Z(x0) — Z(xo)')

= Y ANB(Z () Z() =2 ) NE(Z() Z o)

i=1 j=1

+E(Z(x0)?)

donde, como tenemos que:

Cla; — xj) = B(Z(2:) Z())) + E(Z(2:)) E(Z () = E(Z(2:)Z(x;)) + 10°
ya que E(Z(x)) = u, tenemos lo siguiente:

V(Z(xo) = Z(z0)) = D> ANC(zi—x —22)\0 i — 1) + C(0)

i=1 j=1

1=1

i=1 j=1

Por la condicién de que el estimador es insesgado (>, A\; = 1 ) tenemos:

=1

V(Z(xo) — Z(z0)) = D> ANC(z— —22)\0 i —x0) +C(0) (2.5)

i=1 j=1

Entonces, ahora la idea es resolver el problema de optimizacion:

min V(Z(xo) — Z(x0))
s.a. Yo A=1

13
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Esto es resuelto por el método de los multiplicadores de lagrange, donde buscamos
minimizar:

V(Z(x0) — Z(x0)) — a(Z A — 1)

Lo cual es:

ii)\i/\j(](@ —22)\0 i —20) +C(0 —az/\—l

i=1 j=1

Derivando con respecto a A; tenemos:

zn:)\jC(x,- —ZZAC’ i—20) +C(0) —a(d A —1)

MAMC (1 —x1) + MAC(x —x) + -+ MANC(21 — )
+X N C(xg — 1) + Ao XoC(mg — x2) + -+ - + XN, C(22 — )

+:

FA N C (2 — 1) + A Clxy — 22) + -+ - + XA Clxy, — 24)

=20 C(x1 — o) + —2X2C (29 — x0) + - - - + =20, C (2, — 20) + C(0)

20 C (1 — x1) + MC(xy —22) + -+ + X C(21 — )
+MC(xg —21) + 0440

+:

+AC (T —21) +0+ -+ 40

—2C(x1 —29) +0+---4+0+0

+ao

14



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

esto lo igualamos a cero:
2)\10([E1 - 171) + 2/\20([[‘1 - ZL'Q) + 4 2/\710(1'1 — ZL‘n) + —20(1‘1 - [Eo) +a= 0

entonces tenemos:

Z )\jC(Il - Ij) — X = C(Il - 130)
=1

esto lo repetimos para cada A; con ¢ € {1,2,--- ,n} ademds derivamos con respecto a «

e igualando a cero tenemos:

lo que nos da el sistema de ecuaciones:
Z/\jC(xl - l’j) —a = C(ZEI - l’o)
=1

Z /\jC(l’Q — l’j) — = C(ZEQ — l’o)
j=1

ZAC n— ;) = C(x; — mo)

Z/\Z-zl

y en el caso de estacionariedad de segundo orden tenemos que:

entonces 7 \;C(z1 — x;) — a = C(x; — xp) se hace:
Z)\ V(1 —z;) —a = C(0) —y(x; — x0)

0) ZAj - Z)\ﬂ(ﬂ?l —zj) —a = C(0) —y(z1 — x0)

n
como i, A; = 1 tenemos:

15
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C(0) - ZAﬂ(xl —x;) —a = C(0) —y(x1 — ) (2.7)
Z Ay(@r —z5) +a = (z1 — xo) (2.8)

Con esto tenemos:

Z/\ﬂ(xl —z;)+a = vy(x1 —x0)
j=1

Z/\jV(xz—xj)+Oé = (w2 — )
=1

n

Z Ny(xn, — ;) +a = y(z; — xo)

j=1

reescribiendo y(x; — ;) como 7;; ya que solo depende de la distancia entre z; y x;,

reescribiendo esto de forma matricial tenemos:

Y1 Mz o Y 1| [ [Yo1 ]
Vo1 Yoo - Yem 1| | A2 Yo2

) ) . S I (2.9)
Ynl Tn2 °° Vnn 1 )\TL Yon

1 1 1 0f Lo | 1]

donde los v;; representa el valor del variograma entre los puntos ¢ y j y « es un valor
agregado mediante el método de los multiplicadores de lagrange

Ahora si continuamos aplicando la ecuacion 2.4 en la ecuacion 2.5 tenemos:

16
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V(Z(w) — Z(xo)) = Z . AiA (C(0) = y(m; — ) — QZM(C(U) — (% — x0))
+C(0)
= Z )\i(z A;C(0) — Z Njy(ms — ) — QZ AiC(0)

n

+QZ)\1’}/ i — x0)) + C(0)

_ Z A,C(0) — Z A Z Ny (s — 7)) — 2C(0)
+22Aﬁ i —x)) + C(0)

- ZA Zm ) —2C(0)
+QZ)\/}/ i — @) + C(0)

= —Z)\iZ)\ﬂ( — ;) +22)"7 i — o))
=1 j=1

ahora, aplicando 2.8 tenemos:

V(Z(xo) — Z(wo)) = —ZA T — To) — o +2ZM i — o))

=1

= —Z)\m( — +Z)\04+22>\/Y i — To)
= —Zm i — T +a+2ZAm i — o)

i=1
= O"’_Z/\z’y _170

Entonces, la ecuacion del kriging nos da el estimador insesgado de varianza minima,
pero ademés nos da el valor de esa varianza, este lo reescribimos como o2 (sg) esto nos

da la ecuacion:

17
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oG S
s he
* - - N\
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\ \ ]
L\ z(20) } !
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. \ y ./
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\.\ o 1 Pt
@ @ @ "
Figura 2.3: Efecto segtn distancia
ao(s0) = Z Aiy(z; — x0) + @ (2.10)

=1

Ahora, para calcular esto solo ocupamos los valores de v, que son los valores de la

semivarianza

2.5 SEMIVARIANZA

El variograma o variograma tedrico, es una funcion que como entrada tiene la dis-
tancia h entre 2 puntos del espacio y como salida tiene la varianza que se espera observar
entre todos los puntos que se encuentran a la distancia h. Se suele llamar también vario-
grama a la gréfica del variograma (ver figura 2.8) y que describe la variacién con respecto
a la cercania de los puntos, esto se ve en la figura 2.3, los puntos dentro de C; afectan de

forma diferente a z(zg) que los que estan en Cy pero no en Cj.

Para obtener el variograma tedrico, primero creamos un variograma experimental,

este se hace tomando a los puntos que se encuentran a una distancia h y se realiza la

18
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/ N NG N

Figura 2.4: Puntos a distancia h

)

€

Inicio | Final | Diferencia
z(xq) | 2(x2) | 2(x2) — 2(z1)
z(zg) | 2(w3) | z(x3) — 2(72)
z(z3) | 2(w4) | 2(24) — 2(3)
z(z4) | 2(ws) | 2(x5) — 2(24)
z(zs) | z(z6) | 2(w6) — 2(x5)
z(ze) | z(z7) | 2(27) — 2(w6)

Tabla 2.1: Tabla para puntos a distancia h

tabla 2.1 donde en la ultima columna se toma como si fuera una muestra y se calcula la

varianza, esto nos dard el valor de .

Esto se repite para los puntos que estan a una distancia 2h, esta idea se resume en
la ecuacién de Matheron:

() = o > (alai+ ) — ()2 .11

Y asi obtenemos el valor para el variograma en 2h, de la misma forma, calculamos

el valor para todas las varianzas a intervalos de distancia h.
Y asi obtenemos una grafica como 2.7, que es el variograma experimental.

Con base a esta grafica obtenemos un modelo téorico, este modelo en general se

busca que sea simple y los modelos usuales suelen incluir los siguientes parametros

2h 2h 2h

Figura 2.5: Puntos a distancia 2h
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Inicio | Final | Diferencia
2(zq) | 2(x3) | 2(x3) — 2(z1)
2(xg) | 2(x3) | 2(x4) — 2(x2)
z(x3) | z(xq) | z(x5) — 2(x3)
2(xy) | 2(xs) | 2(wg) — 2(x4)
2(xs) | z(xg) | 2(x7) — 2(x5)

Tabla 2.2: Tabla para puntos a distancia 2h

5h 5h

Figura 2.6: Puntos a distancia bh

Inicio | Final | Diferencia
z(x1) | z(xe) | 2(we) — 2(21)
z(x2) | 2(7) | 2(w7) — 2(29)

Tabla 2.3: Tabla para puntos a distancia 5h
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Variograma

2%

24
|

2
|

o 100 200 300 400 500

Figura 2.7: Variograma experimental

nugget (co). Es el valor del variograma cuando h = 0 esto es el valor cuando
tomamos distancias muy pequenas entre mediciones, esto suele ser por errores de medicién

o en los instrumentos de medida.

sill (c). Es el valor de la varianza al tomar todos los datos en consideracién y es

la mayor variacion, es la altura a la que se estabiliza la curva.

rango (a). es el valor donde el modelo se estabiliza y este se calcula de mediante

prueba y error, en general es el valor en el cual la grafica alcanza el sill.

Estos pardametros se muestran en la figura 2.8. Con base en estos se suelen definir

los modelos mas comunes del krigiado, estos se muestran a continuacién:

Modelo lineal

( co+c§ si O0<h<a

yh)=< co+c si h>a (2.12)

Modelo esférico.
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il Sy=========

4]
3
91

nugget 1

rango

Figura 2.8: Partes del variograma

Modelo exponencial.

v(h)

Modelo gaussiano.

St

St

o+ (1 — expa)

O0<h<a

S

S?

h>a

1(

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Ajuste esferico

2%

24
|

23
|

2
|

Figura 2.9: Variograma tedrico

Ahora que se tienen los parametros, estos se sustituyen en los modelos y para decidir
cual modelo usar, se puede probar con métodos como el método de cuadrados medios del
error y asi comparar los errores y elegir el modelo que mejor ajuste, una vez hecho esto

tendremos un grafico como el de 2.9.

Con ayuda del variograma tedrico obtenido, calculamos los valores v;; (que usamos
para abreviar y(d(z;,z;)), donde d es una métrica en el espacio que se estd trabajando). y

con esto podemos calcular los pesos A; vy asi estimar los valores en puntos no muestreados.

2.5.1 PUNTOS PRACTICOS DEL VARIOGRAMA

En esta seccion se presentan algunos datos del analisis geoestadisticos

» Una linea horizontal en el variograma tedrico indica que los valores no estan corre-

lacionados para ningun valor de h.

= Es deseable que el conjunto de puntos, en los cuales se basa el variograma sea
construido por al menos 50 muestras y de preferencia que las muestras se encuentren

a intervalos regulares.
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X |y [2@y) | | ze(z,y)
T1 | Y1 211 s Zm1
Tp Un Z1n e ZmM

Tabla 2.4: Datos

» en la literatura del kriging h es llamada lag y y(h) es llamada semivarianza porque

es la mitad del valor esperado del cuadrado de las diferencias.

» Para calcular y(h) , necesitamos encontrar todos los pares de observaciones que se
encuentran a una distancia h. En la realidad, es raro que estas se encuentren a una
distancia h. Para solucionar esto, se toman pares de puntos, donde la distancia entre
estos se encuentran entre (h — €, h + ¢€). Evidentemente si cambiamos el valor de ¢

cambiaremos los valores del conjunto de semivarianzas.

= La covarianza empirca tiende a decrecer al incrementarse la distancia lag h. La
semivarianza y la covarianza tienen tendencias contrarias y si el fenémeno tiene
media y varianza que son espacialmente constantes, podemos establecer la relacién

entre ambas como:

C(0) = E[(z(x) — n)’] = var[z(z)] (2.16)

7(h) = C(0) = C(n) (2.17)

Con esto, podemos ver que cuando h es suficientemente grande y(h) tiende al sill y

C'(h) tiende a cero, entonces podemos poner el valor del sill como C/(0)

2.6 TIPO DE DATOS

Lo datos analizadas mediante el kriging ordinario en general provienen de bases de
datos con una estructura similar a la de la tabla 2.4 donde x, y indican las coordenadas del
punto y zx; representa la observacion en el punto z;,y; de la variable k, con k € 0,--- ,n
, cada variable observada es presentada mediante funciones de la forma z, : R? — R .
Pero al usar el kriging ordinario solo se toma en cuenta una variable asociada a cada
punto, entonces, los datos que usa el kriging tendran la forma presentada en la tabla 2.5.
Descartamos el resto de las variables, con la idea de interpolar sobre la variable que no

descartamos, pero se observa que al hacer esto se pierde informacién en el proceso.
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x |y | z(z,y)
T1 | % Zk1
Tp Yn Zkn

Tabla 2.5: Datos entrada kriging ordinario

Notando que si tomamos cada fila de 2.4 como un punto en un espacio de dimension
m + 2 € N tenemos n € N puntos de un espacio de n dimensiones. Dado un espacio de n
dimensiones, el analisis topolégico de datos nos da un método para realizar una anélisis
descriptivo de este tipo de espacio, ademas de que si tenemos bases de datos para los
mismos puntos pero en diferentes instantes en el tiempo, el andlisis topolégico de datos

nos da la posibilidad de comparar los espacios topologicos en diferentes instantes.

2.7 INTRODUCCION AL ANALISIS TOPOLOGICO DE DATOS

En las bases de datos meteoroldgicas para cada punto espacial (longitud, latitud) se
asocian diferentes valores de variables (precipitacién, temperatura, presién atmosférica,
humedad relativa,...). En general se tiene asociados a un punto en el planeta diferentes

variables un ejemplo de uno de estos datos tendria la forma:

(longitud, latitud, variable;, variabley, - - - | variable,,)

como ejemplo de variable; pueden tenerse variables como las siguientes: temperatura,

precipitacion, altura, presion, etc.

En general al realizar andalisis estadistico sobre un conjunto de datos como estos se
suele tomar una variable en una regién y se ignora el resto de las variables y el resto
de los puntos, cuando se realiza un analisis geoestadistico se toman en cuenta los puntos
como realizaciones de una variable aleatoria sobre esos puntos por lo cual se toma mas
informacion de el conjunto de los datos, pero aun asi descartamos las otras variables.
Finalmente al realizar un analisis topoldgico podemos tomar en cuenta tantos datos como

queramos y tomar en cuenta todas las variables de forma simultanea.

La topologia es la parte de las matematicas dedicada al estudio de las propiedades de
los cuerpos geométricos inalterables por deformaciones que no corten o peguen al objeto.

Esto es, un objeto es equivalente al resultado de una transformaciéon que pueda doblarlo,
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estirarlo, ampliarlo, etc, mientras esta transformacion no separe al objeto en componentes

disconexos, ni una partes separadas.

La esencia de la topologia es darle una estructura a un conjunto de puntos, este
conjunto se representa como X, dicha estructura nos ayuda a representar la cercania y

convergencia, asi podemos definir:

Topologia. Dado un conjunto X, una topologia sobre dicho conjunto, es una colec-

cién T de subconjuntos de X tal que las siguientes propiedades se cumplen:

1. 0 y X estan en T
2. La unién de cualquier subcoleccion de T esta en T

3. La interseccion de cualquier subcoleccién finita de elementos de 7 estan en T

A los elementos de la topologia les llamamos conjuntos abiertos y a sus complementos

se les llama conjuntos cerrados y a la pareja (X, 7)) le llamamos espacio topolégico.

Con base en la definicién se busca analizar caracteristicas cualitativas del espacio X
en el que existen los puntos S. Estas caracteristicas son llamadas invariantes topoldgicas,
las cuales son las propiedades del espacio topoldgico invariantes bajo homeomorfismos,
esto es, si un espacio X posee una propiedad, todo espacio homeomorfo a X posee la
misma propiedad. Asi, objetos equivalentes en la topologia deben tener el mismo nimero

de trozos, huecos, intersecciones, etc - - -

Como se puede apreciar la comparacién y clasificacién son unos de los objetivos de

la topologia, con la idea de poder realizar esto, se introducen las siguientes definiciones:

Una cubierta abierta de un espacio topoldgico X es una coleccion U = (U;);e; de

conjuntos abiertos de X, donde I es un conjunto tal que X = U;;U;.

Funcién continua. Es una funcion f de X a Y donde XY son espacios topoldgicos

y para todo elemento V de la topologia en Y la preimagen de V es un abierto en X.

Homeomorfismo. Es una funcién f biyectiva entre 2 espacios topoldgicos X, Y

donde fy f~! son continuas.

Cuando existe un homeomorfismo entre 2 espacios se dice que estos son homeomorfos
y esto es que tienen la misma estructura. Esto se puede consultar con més detalle en [28],
en [29] y [30]
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Con esto podemos analizar espacios, encontrando espacios homeomorfos que poda-
mos representar de manera mas sencilla, pues al ser homeomorfos compartiran las mismas

cualidades.

Invariantes topoldgicos

1. cardinalidad

2. numero de componentes conexos
3. compacidad

4. metrizabilidad

5. separacion

6. grupo de homologia

Entre las principales opciones que nos presenta el andlisis topologico de datos se

encuentran:

Algoritmo mapper

Calculo de Euler

Cellular sheaves

homologia persistente

En este trabajo nos concentramos en el andlisis de homologia persistente sobre datos
atmosféricos. Este tipo de andlisis, se basa en la idea de que podemos descomponer un
espacio X y reconstruirlo como una combinacién de bloques finitos llamados simplejos, los
cuales son un conjunto finito de elementos del espacio (Ejemplo de dos componentes en
figura) y al conjunto que contiene a todos los simplejos se le llama complejo simplicial, el
cual representaremos mediante K, El cual nos servira como esqueleto para representar el
espacio X y el cual tiene la ventaja de que puede verse como un objeto topoldgico o como
un objeto combinatorio. Como nuestra intencién es que este espacio represente al espacio
X, este debe mantener las propiedades importantes del X. Estas propiedades se estudian
mediante los grupos de homologia, los cuales se denotan mediante Hy, Hy,--- , H,,---
La informacién que estos grupos nos presentan, son el nimero de ciclos de dimensién n
en el espacio, la cual estd dada por B, (K) = dim(H,), como ejemplo, en el caso de Hy,

By(K) = dim(Hy) nos informa el nimero de componentes conexas en el espacio (Ejemplo
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de un ciclo de dimensién 0 en figura 2.10 a) y B(K) = dim(H;) nos dice el nimero de
huecos (ejemplo en figura 2.10 b). Como otro ejemplo, en el inciso a de la figura 2.11, el
nimero de componentes conexos es 1 y el nimero de huecos es 1. Este tipo de andlisis
tiene la ventaja de poder aplicarse cuando los datos presentan ruido ya que las propiedades
topoldgicas se mantienen, como se observa en la figura 2.11 b. Ademads de esto se puede

trabajar con los datos cuando estos se encuentran en un espacio de alta dimension.

9
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- \\ ° °
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7 // o OO o \ o o ° o
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\ o o 1 o © o ©
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Figura 2.10: Ejemplo de huecos de dimencion 0 y 1

Maés acerca de los complejos simpliciales se pueden encontrar en [19].

a) Toro sin ruido b) Toro con ruido

Figura 2.11:

En qué tipos de datos se puede aplicar:

= espacios métricos finitos

= imagenes
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s redes

La intencién tras el andlisis de homologia persistente es presentar de forma resumida
algunas caracteristicas del espacio del cual provienen los datos, un ejemplo de esto son

los diagramas de vida y muerte, como el de 2.12

[Se]
o 0
o
S
0
<
o
N
c | B
b =
1
-
o
| | ! | |
0.0 0.2 04 0.6 0.8

Figura 2.12: Grafico de vida y muerte

El cual es un conjunto de puntos (x,y) donde x representa en qué momento aparece
una caracteristica de dimension k y donde y representa en qué momento desaparece la
carcteristica, como se puede observar x < y entonces todos los puntos aparecen sobre la
linea y = x y entre los puntos estdn mas cerca de esta linea significa que las caracteristicas

tienen una vida corta.

Maés detalles se pueden consultar en [23] y en [16].

2.8 TOPOLOGIA ALGEBRAICA

Se representara el espacio topolégico como un complejo simplicial que cuente con
las mismas invariantes topoldgicas, por lo tanto primero se definira lo que es un complejo

simplicial.
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Dado un conjunto S = {s1, s9, - , 8, } un complejo simplicial abstracto es un con-
junto de subconjuntos de S, K = {o C X} tal que V3 C 0 con 0 € K, entonces § € K. a
los elementos de K se les llama simplejos y dado 0 € K donde o cuenta con n elementos,

se dice que es un n-1 simplejo. Dado K, dim(K) es la dimensién del mayor simplejo en K

Si tenemos un complejo simplicial K que representa al espacio X, lo siguiente es
generar C;(K; F) con ¢ € {0,1,--- ,dim(K)} que son los espacios vectoriales generados

con los simplejos de orden k sobre el campo F.

d 0 c f h
@
q
n b S
o K
Q@
a m b T e g

a e @ b

(0]
e o Ce @ d

S

m
L — ce® O f

T
e o Je @ h

n b q

Figura 2.13: Ejemplo de descomposicién de K en C;(K)

En adelante se usard Fy como el campo y se denotard C;(K) = C;(K;F5y). Con esto
se tiene o +jsii # jyOsii=j

Lo siguiente es que necesitamos un conjunto de mapeos lineales lineal de C;(K) a

C;—1(K) el cual llamamos mapeo frontera y estd dado por:
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o—0 )

Figura 2.15: Ejemplo de suma en C}(K) con un elemento repetido

8l(0') — Z a

aCo,aeCi_1(K)

Este mapeo lo que hace es que descompone ¢ en su frontera, que es la suma de todos
los elementos que estan en sigma y que son de dimension ¢ — 1 un ejemplo se ve en la
figura 2.8

Estos mapeos tienen la siguiente propiedad: Vo € Cyy1(K),0; 0 0;41(c) =0, lo que

significa img(0;+1) C ker(0;). Con esto generamos el espacio vectorial cociente

ker(0;)

= gt
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C C C C
)
h g —> h —|— —I— g — h g
o
@ )
a f b a a f b b a f b

Do(o) f+g+h

Figura 2.16: Ejemplo de mapeo frontera

Los espacios cocientes pueden consultarse en [31], en [32] y en [34].

Esta construccién se representa en la figura 2.8. A los elementos de ker(0;) son
llamados p-ciclos y los elementos de img(0;11) son p-fronteras. Entonces lo que nos dice
B,(K) = dim(ker(0,)) — dim(Img(0,+1)) es que los p-ciclos que no sean p-fronteras, son

los huecos de dimensién p que presentan el espacio.

Ker(0y)
Gini am Gi —A> Gi - Ker (o)
Img(@kH)

Figura 2.17: Construccion de grupos de homologia
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2.9 HOMOLOGIA PERSISTENTE

Para tener grupos de homologia que representen al espacio se debe cumplir que el
complejo simplicial posea caracteristicas invariantes semejantes, pero cuando se tiene una
base de datos dada, entonces nos quedan dos problemas:

= Construir complejos simpliciales a partir de los datos
= Que estos complejos tengan las caracteristicas del espacio del cual provienen

A continuacion se presentaran algunas de las principales formas de construir com-

plejos simpliciales a partir de datos. Para realizar estas construcciones necesitamos que el

espacio topologico con el cual se estd trabajando sea un espacio métrico, lo cual implica

que tenemos un funcién distancia d : X — R, que cumple las siguientes propiedades:

» Yo,y € X, d(z,y) >0
» d(z,y) =0+ 2=0
» Va,y,x € X se tiene que d(z, z) < d(z,y) + d(y, z)
Al conjunto X junto con una métrica d asociada a el, le llamamos espacio métrico,
esto se puede representar mediante (X, d).

Maés sobre métricas se puede consultar en [33] y en [34].

Esta métrica nos dice como construir los conjuntos abiertos del espacio topoldgico,
los cuales tendran la forma B(z,¢) = {y € X|d(z,y) < €} y serdn usados para construir

los complejos simpliciales.

Una clasificacion de los tipos de complejos simpliciales seria la siguiente:

s Nervios
s Witness

= Flag complex o clique complex

Esto se puede consultar en [23].
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2.9.1 NERVIOS

Los nervios en este contexto son un tipo de complejos generados a partir de una
buena cubierta V de un espacio topolégico X. En este caso, una buena cubierta es una
cubierta finita, VM € V se tiene que M es contractible y ademas se tiene que VM, N € V
con M NN # () entonces M N N es contractible, dadas estas condiciones el complejo se

forma:

Se toman los elementos de V como los 0-simplejos

Se forman los n-simplejos cuando tenemos un ¢ C V' donde o tiene n 4 1 elementos

y ademas:
mM6<7]\4 7é @

Entre este tipo de complejos se encuentran los siguientes:

Cech

Delaunay

Alpha

2.9.2 CECH COMPLEX

El complejo de Cech a escala e del espacio S C X se construye de la siguiente forma:

» Para cada s € S se generan las vecindades V (s) = {z € X|d(s,x) < €}
» La coleccién V = {V.(s) C X|s € S} es una cubierta de UV N X

» Se calcula N (V') que es el nervio de la cubierta V

2.9.3 DELAUNAY COMPLEX
Considera a .S C X = R", entonces, Vs € S se crea el conjuntos:

Ve ={X € R"|d(z,s) < d(x,s)Vs' € S}
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Figura 2.19: 2-simplejo de Cech

El cual es el conjunto de puntos de X que son méas cercanos a s que a cualquier otro
s’ en S. El conjunto V' = {V; C R" s € S} es una cubierta de X, llamada descomposicién

de Voronoi de X con respecto a S

El nervio de esta cubierta es el complejo de Delaunay!, se escribe Del(S;R™)

2.9.4 ALPHA COMPLEX

Dado S C X, entonces formamos la descomposicién de Voronoi V' = U,cgVs, esta es
una cubierta abierta de X, al formar N (V') obtenemos un nervio de X, entonces se buscard
obtener una representacién del espacio S, para esto, dado un e tenemos para todo s € S

tenemos B(s, €). La unién de estas bolas abiertas S, = UscsB(s, €) es un subespacio de X y

ltambién llamada triangulacién de Delaunay
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L N L N
S ° By ° S ° Bi °
° A @) ° A O
° °
K K
J J
. ° ° D ° °
R ° M R ° N
° . ° 3
B B
° & & ° & &
E E
! X . : ,
° °
% % P o o P
M ° ° °
D D
° A, ° A,
2 @ H o 2 c H °
° o ° ° Pl °

Figura 2.20: Complejos de Delaunay

al intersectar B(s, )NV, para todo s en S, tenemos A, = {U C X|U = B(s,e)NV,Vs € S}
una cubierta abierta de S, y al obtener el nervio N(A,) obtenemos el Alpha complejo de

resolucion e

Figura 2.21: Base para los Alpha complex

2.9.5 WITNESS COMPLEX

Entre mas puntos tengamos en el espacio S a analizar, se empezaran a crear com-

plejos de mayor dimensién, hasta tener un complejo de dimensién n = |S| = dim(5),
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entonces, la idea es que puede bastar con un menor nimero de puntos para observar la

forma de S. La construccién de los complejos witness es la siguiente:

Dado L C S, los elementos del conjunto L son llamados landmarks, estos seran los
nodos y los puntos de S se les llamara witness, dado que los puntos witness son testigos

de la conexién que existe entre los landmarks

Dado un subconjunto o C L,s € S, s es un testigo débil de o si:

d(s,a) <d(s,b)Va€oVbe L—0o

Esto es, el punto s estd mas cerca de los elementos de o que de cualquier otro

landmark

Figura 2.22: Complejos Witness

El complejo débil de Delaunay con respecto a L es el complejo Del™ (L;S) que

consta de todos los o que tienen un testigo débil.

Una forma de extender esto para usar distancias e para tener diferentes resoluciones,
es cambiar cémo obtenemos los testigos débiles. S es un e-testigo débil de o respecto a L
si y sélo si
d(s,a) <d(s,b) +eVa€eoVbe L—o

Ahora, el complejo simplicial débil de Delaunay a escala €, Del' (L; S, ¢) es el com-
plejo simplicial con vértices en L y donde o C L es un simplejo si tiene un e-testigo débil,

estos complejos son llamado weak witness complex
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2.9.6 FLAG COMPLEX

Dado un grafo G = V,A y dado un conjunto de vértices M = {mg,mq,--- ,m,} CV

forma un n-simplejo si cada par de vértices esta conectado por una arista, esto es:
Vm;,m; € M,i # j,{m;;m;} € A

Al conjunto M se le llama clique

Entonces un flag complex es el que dado el conjunto de aristas A (el conjunto de
1-simplejos), se crean todos los clique’s para generar el resto de los n-simplejos. Como en
este tipo de complejos solo se revisa la distancia a pares, los clique complex también son

llamados Lazy porque solo utilizan los 1-simplejos para generar los demas simplejos.

Entre los més conocidos de estos complejos son:

Vietoris-Rips

lazy witness

En general el proceso para generar estos complejos es el siguiente:

Calcular todos los 0-simplejos

Calcular los clique complejos

2.9.7 VIETORIS-RIPS
El complejo de Vietoris-Rips a escala € es el conjunto:

VR(S)={oc C S:d(x,y) <2eVz,y € 0}

Esto es el conjunto S se toma como los 0-simplejos y se crean los 1-simplejos {s;, s}
donde d(s;, s;) < 2ey con esto los n-simplejos son los conjunto de n+1 puntos que forman

un clique

2.9.8 LAZY WITNESS COMPLEX

Estos son una modificaciéon de los weak witness complex, que consiste en:
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<

Figura 2.23: Complejos de Vietoris-Rips

» dado n € N, para todo s € S se tiene que m,(s) es la distancia de s al n landmark

mas cercano (para todo s mo(s) = 0)
s Definimos a los elementos de L como los vértices

» se crean los 1-simplejos de la siguiente forma: {l;,/;} son un 1-simplejo si existe un
s € S tal que maz{d(l;,s),d(l;,s)} < m,(s)+e

= se agregan los clique

Este complejo simplicial se representa mediante W,,(L; S, €)

Figura 2.24: ms(s) 2-simplejo Lazy witness

En el caso de n = 0 tenemos que Wy(L; S, €) aproxima V R(L;€)
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2.9.9 HOMOLOGIA PERSISTENTE

Ahora que tenemos una forma de construir complejos simpliciales, lo siguiente, es que
necesitamos obtener las caracteristicas del espacio del que proviene, para esto, tendriamos
que tener un e tal que el complejo simplicial generado represente el espacio del que provie-
nen los datos. Dependiendo del € se tendran complejos simpliciales con propiedades dife-
rentes, estos se representaran como K., para empezar, si € = 0, se tendrd que By(Ky) =n
donde n es el nimero de elementos con el que creamos el complejo simplicial, en cambio,
si Va,y € X se tiene m > d(z,y) se tendrda Bo(K,,) = 1. Entonces se toma el siguiente
enfoque, se tomara e como la resolucién del espacio generado por el complejo simplicial
generado. Con esto, en lugar de las caracteristicas del espacio del que provienen los puntos,

se observan cudles caracteristicas persisten méds al variar la resolucion.

Para observar las caracteristicas que persisten se tomar los K, como una filtracion,

con esto se tendra:

KOCKEICKGQC"’CKem—ICKem

Se denota a la filtraciéon como K = {Ky, K, Keo, -, Ken—1, Kem }

Sobre cualquiera de estos complejos simpliciales se pueden crear los grupos de ho-
mologia, pero para la persistencia homoldgica tomaremos un mapeo entre las complejos

simpliciales

un mapeo entre complejos simpliciales K , L abstractos, es un mapeo f : K — L
donde Vo, € K,3Jo; € L tal que f(or) = 0;. Ya que generamos un espacio vectorial a
partir de los complejos simpliciales, este mapeo f induce un mapeo f tal que el diagrama

que aparece en la figura 2.9.9 es un diagrama conmutativo

K—7J o1

fr
Cp(K) —— Cy(L)
Figura 2.25:

entonces como tenemos una filtracion K, si K; C K; entonces el mapeo inclusién

nos genera los siguientes mapeos
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K¢ K;

Cp(K;)—— Cp(Kj)

H,(K;) — H,(Kj)
Figura 2.26:

Al aplicar estas propiedades a la filtracion K nos da la relacion presentada en la

figura 2.27, donde cada fila ex son los grupos de homologia del complejo simplicial K.

Hn(Kem) ——— nfl(Ksm) HZ(KEM) Hl(Kem) HI—IO([((»;m)

Hn(Kem—l) —— Hn—l(Kem—l) s > Hi(Kem—l) = T Hl(Kem—l) — HO(KEm—l)

Hy(Ka) ——— Hp_1(Ka) H;i(Kea) Hy(K¢) ——— Ho(K.)

H,(K¢) —— H,_1(K)) H;(Ky) Hy(Kg) —— Ho(Ko)

Figura 2.27: Mapeos que generan la homologia persistente

Lo que nos interesa de la figura 2.27 no son las filas, si no las columnas, esto es porque
la columna i nos indica cémo evolucionan las propiedades de dimensién i del complejo

simplicial a diferentes valores de €, esto es nos interesan los mapeos de la forma:

HZ(K()) — Hz(Kel) — HZ(KEQ) — s —> HZ(KEJ) — s — Hi(Kem—l) — Hz(Kem)

lo que se analiza aqui son los generadores de H;(K;) y con estos se crea lo que es un

diagrama de codigo de barras o un diagrama de vida y muerte, para el primero, se cuenta
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el nimero de generadores, esto nos dice que en la resolucion €j se tienen o generadores,
se tendran « puntos sobre el eje x en el valor de ¢j y se dibujara una linea horizontal
hasta la recta © = €j + 1. Si en el instante €j + 1 se tiene [ generadores de H;(Kj1),
se dibujaran 3 puntos en el valor del eje x igual a €j 4 1, ahora se tendran los siguientes

Casos:

1. a < j3, se conectaran cada punto sobre €7 con uno en €5 + 1 y se dibujara una linea

horizontal desde cada punto sobre €7 + 1 hasta €5 + 2

2. a > 3, se conectaran [ puntos de € con puntos de €j + 1 y se tendra que oo — 3
terminaran en la resolucion €j + 1 después se dibujara una linea horizontal desde

cada punto sobre €7 + 1 hasta €7 + 2

En el caso 1 se dice que 8 — « puntos nacieron en € + 1 y en el caso 2 se dice que

« — 3 puntos murieron en la resolucién € + 1

Este proceso se realiza para todos los elementos de la filtracién y esto nos da el
diagrama de cédigo de barras de H;, entre mayor longitud tenga la vida de una carac-
teristica, esto es la diferencia entre el punto del eje x donde esta muere con el punto del
eje x donde esta aparece, es més probable que sea una caracteristica del espacio, esto nos
da el intervalo de vida [ei donde aparece,ej donde muere |. Para obtener el diagrama de
vida y muerte simplemente se dibujan todos los intervalos de vida sobre el plano donde
et donde aparece se toma como la coordenada x y €j donde muere se toma como la coor-
denada y, aqui entre més alejado esté un punto de la diagonal mas probable es que sea

una caracteristica real del espacio y entre mas cerca de esta, mas probable que sea ruido

4 o—e
- - @
3 e
3
2 o0
2
1 o

Figura 2.28:

Maés detalles se pueden consultar en [18] y en [16].
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2.10 ANALISIS DE LA PERSISTENCIA DE
GRUPOS DE HOMOLOGIA

Cuando se tiene un codigo de barras o un diagrama de vida y muerte nos interesa

interpretarlo, para esto se tienen principalmente los siguientes enfoques:

= Estudiar espacios métricos cuyos puntos son diagramas de persistencia, cada dia-

grama es un punto en este caso

= Encontrar una forma de transformar la informacién obtenida a un espacio métrico

donde se pueda realizar analisis de las caracteristicas del espacio

Se verd un diagrama de vida y muerte como un multiconjunto de R? junto con la
line y = x los cuales tienen multiplicidad infinita, esto es ya que si tenemos A, B dos
diagramas de vida y muerte con diferente niimero de puntos, los demés puntos se mapean
a la linea. Dado que tenemos esto, si A y B son dos diagramas de vida y muerte, sea
F el conjunto de todas las biyecciones de A en B y p € N, entonces la p-distancia de

Wasserstein estéa dada por:

W, [d] (A, B) = inf [E d(z, f(x))] p

eF
f TEA

En el caso que tengamos que p = oo tenemos la distancia de cuello de botella 2:

W, [d] (A, B) = inf supd(z, f(x))

fEF zcA

Un ejemplo de estos mapeos se ve en la figura 2.29, ya que se tienen los puntos

relacionados mediante f, d es una métrica en R?

Para esto se puede observar que lo que se busca es tener multiples diagramas para

poder realizar andlisis estadistico entre los diagramas

Para estudiar las propiedades de un diagrama en forma independiente se buscara
mapear el diagrama a un espacio donde se pueda hacer estadistica o machine learning,

entre los métodos que se tienen para hacer esto estdan los siguientes:

= persistence landscapes

2Bottleneck distance
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Figura 2.29:

= espacio de funciones algebraicas
= persistence images

s técnicas de kernelization
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METODOLOGIA

|Datos a utilizar |—> Seleccionar regién a estudiar —— Obtener datos

| Andlisis Ge

oestadistico |—> Obtener kriging ordinario

trasladar y escalar datos

Analisis Topologico——— Analisis de persistencia

|

Generar superficie cero —— Analisis temporal

Figura 3.1:

3.1 DATOS A UTILIZAR

Los datos que se utilizaron fueron descargados de la pagina NEO ! 2 Donde se

encuentra una gran cantidad de datos atmosféricos, en particular, los datos que se usaron

fueron descar

garon de la seccién atmospher/rainfall con las siguientes caracteristicas:

= Formato: CSV para excel

s Fechas:

enero del 2015 - enero del 2016

s Resolucion: 1440x720

1

nasa earth observations

Zhttps://neo.sci.gsfc.nasa.gov/
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= Separacion entre puntos, longitud: 0.15 °

= Separacion entre puntos, latitud: 0.15 °

Los datos utilizados en este trabajo fueron recolectados por la mision Tropical Rain-
fall Measuring Mission (TRMM), que es una mision conjunta entre la nasa y la agencia
espacial japonesa (JAXA). Estas mediciones fueron obtenidas por un satélite que orbita
cerca del ecuador, las cuales estdn tomadas en milimetros (un milimetro equivale a un
litro por metro cuadrado), los datos registrados se encuentran entre las latitudes 35 norte
y 35 sur, mas informacién de como se obtienen estos datos se puede consultar en [40] o
en [41].

Los datos seleccionados para ser trabajados se encuentran entre las longitudes: -104

y - 98.5 y las latitudes: 22 y 27 esta region se presentan en la figura 3.1 y en 3.3

Rainfall (1 month - TRMM, 1998-2016)
August 2016

&\m" o TSl - g
I

Remove

Remove all images

REACH US

If you have a question regarding NEO
please get in touch by clicking the button
below and filling out our contact form.

Contact Us

Select Area (optional) These configuration options are all optional. You may use either the map above to select

ou can enter them in the fields on the left.
n the ‘Launch Analysis’ button below

coordinates for a region you want to analy
When you are ready to run the analysis, cli

Mode: o File size: o
-104 -98.5

| Basic Exploration v] { 0.25 degrees Y‘

22 LAUNCH ANALYSIS

Figura 3.2: Portal NEO, area seleccionada

Un ejemplo del formato en el que se encuentran los datos se muestra en la figura
3.1. Estos son los datos del mes de enero del 2015. Aqui se ve que los datos de la parte
superior tienen el valor 99999, esto indica que en estos puntos no se tiene medicion, lo
cual es debido a que el satélite orbita cerca del ecuador. Solo se tiene valor para los datos

que se encuentran entre las latitudes -49.875 y 49.875. Esto se ve en la figura 3.1
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Auatin LUISIANA
2 Houston * L

San Antonio

Uamuochi|

SINALOA

S SANiLUIS | B
NAYARIT 9o v Mérida

. YUCA
GUANAJUATO
5 Campechee
JALISCO . Ciudadide CAMPECHE
Mexico!
MICHOACAN 5
COLIMA 2 VERACRUZ TABASCO

Figura 3.3: region estudiada

| A B C D E F G H
Lllatllon .I -179.875 -179.625 -179.375 -179.125 -178.875 -178.625 -178.
2 89.875 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
3 89.625 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
4 89.375 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
5 89.125 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
6 88.875 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
7 88.625 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
8 88.375 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
9 88.125 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
10 87.875 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99
11 87.625 99999 99999 99999 99999 99999 99999 99

Figura 3.4: Parte superior de los datos de enero 2015

Los datos descargados tienen formato de matriz, todas las obsevaciones se acomo-
daron como una tabla con 3 columnas; longitud x, latitud y, precipitacion en xy, esto para
facilitar su andlisis. Una vez que se le dio este formato a los datos se extrajeron los que se
encuentran entre las longitudes: -104 y - 98.5 y las latitudes: 22 y 27. Esto se realiz6 con el
programa estadistico CRAN R en la versién 3.6.2 y este proceso se repitié para los datos
de cada mes entre enero del 2015 y enero del 2016. Una grafica de los datos seleccionados

de enero del 2015 se presenta en la figura 3.1

Después de seleccionar los datos a usar se tienen 440 observaciones para cada mes,

con 3 variables para cada observacion, longitud, latitud y cantidad de lluvia.
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D
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Figura 3.5: Parte media de

Lluvia

los datos de enero 2015

E

99999
99999
5.25
5.58
6.49
6.49
8.51
12.6
15.1
13.38
16.04

12.99
1222

F

99999
99999
4
4.38
5.58
7.1
10.51
21.68
24.46
16.04
16.53

17.56
21 AR

Figura 3.6: Datos

99999
99999
4.66
4.13
5.75
14.21
12.6
18.65
19.22
16.53
15.56

19.81
24 AR

seleccionados de enero 2015

3.2 ANALISIS GEOESTADISTICO

Dados los datos de la regiéon a trabajar, se realizo el proceso del kriging ordinario
con los datos de cada mes y esto nos generé una aproximacion a una superficie. La
interpolaciéon mediante el kriging se realizo con el paquete gstats 2.0-4 en el programa

CRAN R. ademas de esto se obtuvierén graficas de la varianza de las estimaciones. Estos

procesos se pueden consultar en [36] y en [37]

999
999

14.
18.
11.

22.
34,
20.

23.
2n
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3.3 TRASLACION Y ESCALADO DE LOS DATOS

Una vez que se llevé a cabo el andlisis geoestadistico para cada mes se realizo el
analisis de persistencia de homologia en los datos de cada mes, entonces se observo que
el andlisis tomaba mucho tiempo para generar resultados. Para solucionar este problema
se realizé una transformacion sobre los datos. En esta transformacion, se escalaron los
datos y se trasladaron, la transformacion se realizé por columnas, donde cada dato de la

columna j se transformoé de la siguiente forma:

dato;; — min;
datOi]’ == #
max; — min,

Aqui se usé la siguiente notacién:

» dato;j es el valor en la columna j y en la fila i
= min; es el minimo en la columna j

» max; es el maximo valor en la columna j

Un ejemplo de los datos antes de la transformacion se presentan en la figura 3.3.
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Figura 3.7: Datos del mes de enero del 2015

una vez que se realizé la transformacién los datos mantienen la misma estructura

general, como ejemplo, esto se observa en la figura 3.8
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Figura 3.8: datos después de la transformacion del mes de enero del 2015

3.4 ANALISIS TOPOLOGICO DE DATOS

Una vez que se tiene los datos transformados se llevo a cabo un anélisis de persisten-
cia de homologia para cada mes, esto se realizé para las dimensiones 0, 1 y 2 pero se tiene
como base una superficie en 3 dimensiones, entonces no se tienen huecos de dimensiéon 2.
Entonces se obtuvo un cédigo de barras y un diagrama de vida y muerte para cada mes
del periodo trabajado, como ejemplo se tiene los gréaficos 3.9 donde se presenta un codigo
de barras para H = 1y 3.10 donde se presenta un diagrama de vida y muerte para H = 0
y H=1.

Lo anterior se hizo con la ayuda del paquete pHom de CRAN R en su versién 1.0.3,

sus métodos se pueden consultar en [35]

Una vez que se obtuvieron los gréaficos de vida y muerte se genero una superficie con
altura constante y con los mismos valores en x, y que los datos después de la transforma-

cién, esta aparece en la figura 3.4.

A esta superficie con altura constante se le aplico el andlisis de persistencia de ho-
mologia y se obtuvo su diagrama de vida y muerte. El diagrama de esta superficie sirvio

como la clase de equivalencia del cero para los diagramas de vida y muerte en este espacio.
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Codigo de barras
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Figura 3.9: Cédigo de barras del mes de enero del 2015

Con los gréficos de vida y muerte obtenidos se realizaron el anélisis temporal de las

siguientes 3 maneras:

= Se calculé la distancia de cuello de botella de meses contiguos, esto es, entre: enero

- febrero, febrero - marzo, - - -
= Se calculé la distancia de cuello de botella entre el diagrama cero y cada mes

= Se calculé el movimiento de la distancia entre cada mes, donde la distancia de un
mes al siguiente es positiva si la distancia entre el siguiente mes y el mes cero es

mayor que la distancia entre el mes actual y el mes cero, es negativa en caso contrario

El analisis temporal se realizé con el paquete TDA en su version 1.6.9 de CRAN R.

este se puede consultar en [3§]
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diagrama persistencia
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Figura 3.10: Gréfica de vida y muerte del mes de enero del 2015
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Figura 3.11: Superficie con altura constante
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CAPITULO 4

RESULTADOS

4.1 ANALISIS GEOESTADISTICO

En esta seccién se presentan los graficos de calor obtenidos mediante el kriging

ordinario

a. FEnero 2015 b. Febrero 2015

Figura 4.1:
En los meses de abril y julio no se presenta el resultado del kriging ordinario debido
a que el paquete arrojo los siguientes errores:
para Abril:

Error in seq.default(zrng|[1], zrng[2], length.out = cuts + 2) : "from’ must be a finite

number
para Julio:

Error in seq.default(zrng[1], zrng[2], length.out = cuts + 2) : "from’ must be a finite

number
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.............

..................

a. Marzo 2015 b. Abril 2015

Figura 4.2:

4.2 ANALISIS DE PERSISTENCIA

A continuacion se presentan los diagramas de vida y muerte de los meses estudiados

y del mapa cero

Aqui cabe resaltar que el andlisis de persistencia de homologia no tiene problema

encontrando la grafica de vida y muerte de los meses de abril y julio.

4.3 ANALISIS TEMPORAL

En esta seccién se presenta el resultado de los analisis temporales, para los 3 tipos
de andlisis se utiliz6 la distancia de cuello de botella entre los diagramas de vida y muerte
obtenidos para los datos de cada mes y del diagrama cero, se utilizo esta distancia por
ser la més simple de implementar y por ser el default en el paquete con el que se trabajo,

los resultados se presenta en la forma de 3 gréficas.

En la grafica 4.15 El eje x indica la interaccién entre meses contiguos, esto es, 1
indica enero-febrero, 2 febrero-marzo, etc. El eje y indica la distancia de cuello de botella

entre los diagramas de vida y muerte de meses contiguos.

En la gréfica 4.16 el eje x indica la interaccién entre un mes y la superficie con altura
constante y el eje y indica la distancia de cuello de botella entre el diagrama de vida y
muerte del mes indicado por el eje x y el diagrama de vida y muerte de la superficie

constante.
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a. Mayo 2015 b. Junio 2015

Figura 4.3:
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a. Julio 2015 b. Agosto 2015

Figura 4.4:

En la grafica 4.17 el eje x indica el mes, la altura en 1, es la distancia entre el
diagrama de vida y muerte de la superficie constante, la altura en un valor de x es la
altura en x - 1 y se le suma o se le resta la distancia entre los diagramas de vida y muerte

de x con x-1 dependiendo de:
= se suma si la distancia entre x y la superficie constante es mayor o igual que la
distancia entre x-1 y la superficie constante.

= se resta si la distancia entre x y la superficie constante es menor que la distancia

entre x-1 y la superficie constante.
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a. Septiembre 2015 b. Octubre 2015

Figura 4.5:

a. Noviembre 2015 b. Diciembre 2015

Figura 4.6:

kriging ordinario

Enero 2016

Figura 4.7:
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

5.1 ANALISIS GEOESTADISTICO Y DE PERSISTENCIA
HomMmoLogIicA

Al implementar el método del kriging ordinario se observa en la seccién 4.1 que en el
mes de abril, grafica 4.2 a y el mes de julio, grafica 4.4 a, del 2015, el paquete standard de
geoetadistica de R no pudo aplicar el método a los datos correspondientes a estos meses,

esto debido a que no se pudo resolver el sistema 2.4 correspondiente a estos meses.

En la seccién 4.2 se observa que la persistencia de homologia funciona en todos
los datos de todos los meses, esto es, el método, persistencia de homologia puede ser
usado como opcién al método geoestadistico del kriging ordinario aun cuando este no

proporciona una solucion.
En el mes de octubre del 2015 la regién estudiada fue afectada por el huracan patricia
esto se ve reflejado en las gréaficas de la seccién 4.3 donde:
» En la grafica 4.15 que muestra la distancia entre meses, se observa un pico en 9 que

indica la distancia entre septiembre y octubre

= En la grafica 4.16, distancia entre meses con cero, se observa un pico en 10 que es

la distancia entre el grafico de vida y muerte y el diagrama cero.

= En la grafica 4.17 que muestra la variacién entre meses se observa de nuevo un pico

en el mes de octubre

5.2 CONCLUCIONES

Se observd que los métodos del kriging ordinario y el de persistencia de homologia

se pueden complementar de las siguientes maneras:
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= En los casos trabajados se tiene que los datos estan bien distribuidos espacialmen-
te, en este caso, al realizar el andlisis, persistencia de homologia, la presencia de
ciclos indica variaciones bruscas en la variable asociada a los puntos cercanos es-
pacialmente, en este caso, la lluvia observada, entonces, en caso de que los puntos
no tengan una distribucién espacial adecuada, el andlisis podria arrojar ciclos que
indican zonas donde no se han tomado muestras (como en figura 5.1 a), para evitar
esto, una opcién es utilizar el kriging ordinario para que asi las observaciones sean
més regulares (como en la figura 5.1 b) y que los ciclos observados sean provocados

por variaciones bruscas en la variable asociada a los puntos.
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Figura 5.1: Uso de kriging para tener datos regulares

= En el caso de que el kriging ordinario no nos arroje un resultado (como en figura 5.2
a) o que la varianza observada sea grande, se puede aplicar el andlisis, persistencia
de homologia (figura 5.2 b), el cual nos indicard en cuantos puntos persiste una
variacién grande entre los valores asociados a los puntos. Esto se tiene que tratar
con cuidado, pues si los puntos no estan distribuidos a intervalos regulares, tenemos

que descartar los ciclos que se presenten debido a la separacion espacial.

= Debido a que el kriging ordinario es un anélisis que se realiza en un instante en el
tiempo, es una opcion realizar un andlisis de persistencia de homologia para observar
como cambian las condiciones del terreno en el tiempo (como se ve en las figuras
4.15, 4.16, 4.17).
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Figura 5.2: Resultados para Abril del 2015

5.3 TRABAJO A FUTURO

El analisis topologico de datos es una herramienta reciente y unas de las posibles
direcciones a las que se puede enfocar, en conjunto con el andlisis espacial de datos son

las siguientes:

= En las bases de datos atmosféricos se suelen encontrar multiples cantidades de va-
riables asociadas a un punto en el espacio, el andlisis topolégico puede tomar en
cuenta todas estas variables como descripciones de un punto, faltaria buscar la in-

terpretacion de los resultados.

= Al tener méds variables asociadas a los mismos puntos se puede realizar diferentes
tipos de analisis geoestadisticos que toman en cuenta la correlacién entre diferentes

variables para realizar la estimacion

= En el portal de datos neo, donde se encontraron los datos usados, también se en-
cuentran los datos de otros anos, con estos se puede investigar si existe algun patron

que se presente por temporadas.

= El andlisis de persistencia de homologia, aplicado en este trabajo, nos indica en
cuantas ubicaciones existen cambios bruscos con respecto a la lluvia observada en
puntos cercanos, pero no nos indica donde suceden estas variaciones bruscas, con
base a los € donde aparecen estas variaciones, es posible reconstruir esos ciclos para

identificar estas zonas.

= El analisis temporal se realizé utilizando la distancia de cuello de botella entre los

diagramas de vida y muerte por ser la méas comun y la que esta por default en el
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paquete de R, es posible realizar esta comparacion utilizando diferentes valores para
la distancia de Wasserstein y analizar si alguna en entrega un valor que refleje mejor

las variaciones observadas entre los meses.
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