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Resumen

La dinámica de una bola de béisbol se rige en gran medida por las fuerzas de sus-

tentación que actúan en ella, las cuales producen que la trayectoria real de la bola se

desv́ıe lateral o verticalmente de una trayectoria parabólica. De manera general, la sus-

tentación se origina por diferencias de presión en la superficie de la bola, sin embargo,

el efecto producido depende en gran medida de la condiciones iniciales del lanzamien-

to, principalmente de la rotación de la bola, tal que los tipos de lanzamiento se pueden

clasificar como lanzamientos con rotación (LCR) y lanzamientos sin rotación (LSR). Por

un lado, la sustentación ha sido ampliamente estudiada en los LCR, donde es conocida

como el efecto Magnus, y se ha documentado que la desviación producida depende de la

velocidad angular de la bola, aunque no se ha establecido una relación precisa entre tal

desviación y las condiciones iniciales del problema. Por otro lado, la sustentación en los

LSR depende en gran medida de la diferencia de presión producida por la posición de las

costuras al no poseer la bola una rotación, lo cual se traduce en trayectorias más erráticas

que las producidas en los LCR. Aśı, la modelación y simulación de los LCR se encuentran

más avanzados que los correspondientes a los LSR. La presente investigación se centra en

estudiar las relaciones entre las fuerzas de sustentación y los efectos o desviaciones que

se producen en la trayectoria de una bola béisbol, por lo que el estudio se divide en dos

partes.

La primera parte consiste en expresar el efecto Magnus en LCR mediante una rela-

ción matemática que conecte la velocidad angular de la bola con la desviación producida

al final de la trayectoria, en el plato de home. Para ello se propone una función cardioide,

considerando argumentos tanto teóricos como numéricos, y restringieno la investigación a

analizar trayectorias simuladas por las ecuaciones de movimiento de la bola, considerando

el eje de giro paralelo al plano horizontal y para valores aleatorios de velocidad lineal y

angular. Tales restricciones comprenden el equivalente a combinaciones de fastballs y gy-

roballs en lanzamientos profesionales, con condiciones iniciales aleatorias. En este estudio,

la velocidad angular se considera como un parámetro libre. Los resultados indican que la

desviación vertical se ajusta a un modelo cardioide en función del coeficiente de Magnus

y el ángulo de rotación.
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Resumen ix

La dinámica de los LSR es más compleja, por esta razón, la segunda parte trata

con la obtención numérica de la sustentación de una bola en una aproximación 2D (un

corte de la bola) y la distribución de la presión alrededor de su superficie. Para esto

se resuelven de manera directa las ecuaciones de Navier-Stokes. El estudio consiste en

realizar simulaciones del flujo alrededor de la sección transversal de una bola sin costuras

y para los casos de una bola con una sola costura situada a varios ángulos. Esto con el

fin de parametrizar el flujo de aire perturbado por la costura. La metodoloǵıa consiste

en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes mediante el código magneto-hidrodinámico

ZEUS-3D (originalmente diseñado para fines astrof́ısicos) basado en diferencias finitas. De

las simulaciones se obtienen la presión, la velocidad y la densidad del aire en cada zona

del arreglo computacional para cada instante de tiempo. Estas variables se utilizan para

derivar el coeficiente de sustentación. En este trabajo se adaptó el código para considerar

un cuerpo sólido (la bola), lo cual es una contribución original importante. El flujo se

valida comparando el caso de una bola sin costura con hallazgos previos reportados en la

literatura para flujos a través de cilindros circulares lisos en condiciones similares.

Los resultados obtenidos para los dos tipos de lanzamiento aqúı estudiados contri-

buyen al entendimiento, al desarrollo y a la integración del modelado de la dinámica de

la bola de béisbol, especialmente sobre las fuerzas de sustentación y su posible expansión

hacia objetos con geometŕıas similares. Finalmente, se discute sobre la complejidad del

fenómeno de la sustentación en ambos tipos de lanzamiento y se plantean investigaciones

potenciales para cada caso.

Palabras clave: sustentación, efecto Magnus, béisbol, dinámica de fluidos compu-

tacional, modelado matemático



Contribuciones relevantes de la

tesis

Las principales contribuciones de esta tesis son:

Una descripción del efecto Magnus en lanzamientos de béisbol. Se propone un mo-

delo paramétrico que relaciona la desviación producida por la fuerza Magnus al final

de la trayectoria con la velocidad angular y el ángulo de rotación de la bola.

Se encontró una conexión del modelo cardioide con la tecnoloǵıa implementada en

el algoritmo PITCHf/x.

Se adaptó el código ZEUS-3D para incluir un cuerpo ŕıgido en la dinámica de fluidos

computacional, ya que el código original no está diseñado para este propósito. Es-

ta es una contribución significativa y extiende los alcances del software a diversos

problemas de ingenieŕıa.

A partir de las simulaciones implementadas en ZEUS-3D, se obtuvieron perfiles para

el coeficiente de sustentación y la distribución de presiones para el caso de una bola

de béisbol sin rotación, con una costura localizada a diferentes ángulos.
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basados en tales trabajos, a saber:

La Sección 1.3 posee gran contenido de: On the aerodynamic forces on a base-

ball, with applications. Escalera Santos GJ, Aguirre-López MA, Dı́az-Hernández
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Las fuerzas de sustentación en una bola de

béisbol

El ṕıcher es el jugador que más dinero gana dentro de un equipo de béisbol. Este he-

cho es debido a que, el resultado de un juego de béisbol depende mucho de los lanzamientos

que se efectúan. El aficionado disfruta ver “una linda curva”, “una recta potente”, “un

buen cambio de dirección”, pero más allá de la trayectoria que sigue la bola de béisbol,

lo que realmente importa en un juego es lo que sucede al final de la trayectoria, cuando

la bola llega al plato de home. Es ah́ı donde el lanzamiento efectuado se pone a prueba

ante el swing del bate. Desde ese instante solo queda esperar que la bola no sea golpeada,

tratar de evitar un posible hit y repetir el proceso hasta el término del tercer out de la

novena entrada. En cada uno de estos procesos, la parte más importante y decisiva sigue

siendo la misma: ¡el final de la trayectoria!

Para abordar la cuestión de si el bate conectará la bola o no, desde una perspectiva

dinámica-aerodinámica, el investigador debe limitar su estudio excluyendo el juego mental

entre el ṕıcher y el bateador y toda la estad́ıstica de juegos previos que ambos usan para

decidir su tiro o su swing, respectivamente. Aśı el problema se enfoca en la modelación

matemática y simulación de lo que sucede una vez que el ṕıcher ha lanzado la bola. A

partir de ese instante de tiempo, el bateador tiene aproximadamente 250 milésimas de

segundo para detectar, observar, pensar y empezar su swing ; si tarda más tiempo, la bola

pasará por el plato de home antes de que el bate esté en posición para conectar la bola

(Adair [4], Bahill [5]). Como se ilustra en la Figura 1.1, esa fracción de tiempo equivale

un poco más de la primera mitad de la trayectoria, por lo que la tarea del ṕıcher consiste

en dar a la bola un “cierto efecto” que engañe al bateador, a manera que éste subestime

o sobreestime el quiebre que hará la bola al final de la trayectoria (Adair [4], Bahill [6]).

Tales posibles efectos o desviaciones definen los diferentes tipos de lanzamientos, y son

causados por las fuerzas de sustentación.

1
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Figura 1.1: Vista de perfil de un lanzamiento ilustrando el sistema de coordenadas, la
distancia entre el plato del ṕıcher y el plato de home, la distancia entre el punto donde el
ṕıcher suelta la bola y el plato de home, y los tiempos cŕıticos en la trayectoria de la bola
para el bateador en un lanzamiento tipo fastball : 100 milisegundos (ms) para detectar la
bola, 75 ms para una observación detenida y procesar la información, 50 ms para pensar
y tomar una decisión, y 25 ms para comenzar a hacer el swing del bat. Basada en Adair
[4], Bahill [5].

La conexión entre dichas fuerzas y el efecto que producen en la trayectoria tiene

como punto de partida su definición, origen y clasificación. Las fuerzas de sustentación se

definen como las fuerzas que actúan sobre la bola en dirección perpendicular a su velocidad

y en respuesta a su desplazamiento a través del aire (Cross [7], Bahill & Baldwin [8], Drela

[9]). Aśı por ejemplo, la fricción que recibe la bola por su desplazamiento es una fuerza

aerodinámica pero actúa, por definición, en dirección paralela a la velocidad de la bola

por lo que no se considera una fuerza de sustentación. Por otro lado, la gravedad, aunque

la mayoŕıa del tiempo actúa en dirección perpendicular al vector velocidad de la bola, no

es causada por la interacción aire-bola, por lo que tampoco es una fuerza de sustentación.

El origen y la clasificación de las fuerzas de sustentación están estrechamente liga-

dos. En cada instante de tiempo, la sustentación es ocasionada principalmente por las

diferencias de presión que existen en la superficie de la bola (en dirección perpendicular

a su velocidad) relacionadas con la circulación de la velocidad del fluido que circunda la

Mario Alberto Aguirre López Estudio de la dinámica de una bola de beisbol



Caṕıtulo 1. Introducción 3

bola (Prandtl & Tietjens [10], Anderson [11])1. Sin embargo, la bola experimenta cambios

de presión durante su vuelo, por lo que la sustentación no siempre se mantiene constante

durante la trayectoria. Al contrario, debido a la velocidad del lanzamiento, el flujo de

aire alrededor de la bola se separa de la capa ĺımite (la capa inmediatamente cercana a

la bola) pasando de ser laminar en la parte frontal y producir una presión cuasi-estática

en la superficie de la bola, a ser turbulento en la parte posterior y producir una presión

variable en el tiempo, con mucha sensibilidad a cualquier variación en las condiciones ini-

ciales (Ferziger & Perić [12]). Aśı, aunque este fenómeno ocurre en cualquier lanzamiento

profesional de béisbol, la separación del flujo y por consiguiente los cambios de presión,

dependen en gran medida de las condiciones iniciales del lanzamiento, es decir, del tipo

de lanzamiento que se efectúa, como se ilustra en los casos representados en la Figura 1.2.

Biomecánicamente, existen dos grupos de lanzamientos o posibles maneras en que

el ṕıcher provoca la sustentación en la bola. La primera es la más intuitiva y la más

estudiada: lanzar la bola con una rotación inicial, considerando que a mayor rotación,

mayor es la desviación producida. Al deslizar la bola por sus dedos o la palma de su

mano, el ṕıcher logra imprimir un momento angular en la bola con poca pérdida de enerǵıa

tal que provoca una diferencia de presión con poca variación en el tiempo, ver Figura 1.2

(izquierda). Estos son los llamados lanzamientos con rotación (LCR) y se caracterizan por

tener una trayectoria suave, producto de la gran velocidad angular que la bola alcanza y

la poca pérdida de enerǵıa que ésta experimenta en su rotación, tanto en magnitud como

en precesión. A este grupo pertenecen prácticamente todos los tipos de lanzamientos

conocidos (curveball, slider, todos los tipos de fastball, screwball, change-up, entre otros),

los cuales se diferencian al realizar diferentes combinaciones de velocidad lineal, velocidad

angular y eje de rotación inicial. Algunos de estos lanzamientos se ilustran en la Figura

1.3.

La segunda manera en la que se puede lograr la sustentación consiste en lanzar la

bola sin o con muy poca rotación. La forma más común en que el ṕıcher logra realizar este

tipo de lanzamiento es tomando la bola con sus nudillos, tratando de evitar que la bola

adquiera un momento angular; de ah́ı el nombre de la knuckleball o la “bola de nudillos”,

la cual es el único integrante de los lanzamientos sin rotación (LSR). En este tipo de

lanzamientos, las costuras juegan un papel importante ya que, al no existir rotación, la

diferencia de presión se obtiene simplemente por el flujo de aire alrededor de la superficie

rugosa de la bola, por lo que la magnitud y la dirección de la fuerza de sustentación

producida dependerá de la orientación de la bola, ver Figura 1.2 (derecha). Lo anterior

conduce a que las desviaciones producidas por los LSR sean generalmente erráticas, ya

1Las causas que originan la fuerza de sustentación se explican con más detalle en la derivación de la
fórmula de sustentación mostrada en el Apéndice A.

Mario Alberto Aguirre López Estudio de la dinámica de una bola de beisbol



Caṕıtulo 1. Introducción 4

que a diferencia de los LCR, un ligero cambio en la orientación de las costuras durante

la trayectoria puede cambiar tanto la magnitud como la dirección y el sentido de la

sustentación. Los dos tipos más comunes de knuckleball son ilustrados en la Figura 1.4.

FM

Flujo laminar

~!

Región de baja presión

Región de alta presión

Flujo turbulento

Estela turbulenta

Fuerza Magnus

hacia abajo

~vFd

Fg

Separación del flujo

FC

Flujo laminar

Región de baja/alta presión

Región de baja/alta presión

Flujo turbulento

~vFd

Fg

Separación
temprana
del flujo

FC

Fuerza de

sustentación

con sentido

alternante

Figura 1.2: Esquematización del flujo alrededor de la bola para lanzamientos con y sin
rotación. Las fuerzas de gravedad Fg y de fricción Fd están presentes en ambos tipos de
lanzamiento. Izquierda: LCR. El flujo pasa de ser laminar a turbulento con menos variación
en el tiempo que en los LSR, causado por la poca pérdida de enerǵıa en el momento
angular. La fuerza Magnus FM tiene dirección ω × v. Derecha: LSR. La separación del
flujo está fuertemente influenciada por la posición de las costuras, de manera que una
pequeña variación en la posición puede causar una alternancia en la dirección y sentido
de la fuerza de sustentación FC producida.

En resumen, ambos tipos de lanzamientos tienen sus ventajas y desventajas al ser

utilizados. Por un lado, los LCR ofrecen una suavidad en la trayectoria producida, lo

cual es una ventaja debido al control que esto ofrece al ṕıcher. No obstante, la suavidad

de las trayectorias puede convertirse en desventaja cuando se considera que, debido a la

biomecánica del ser humano, el ṕıcher está restringido a un número de combinaciones de

velocidad angular y eje de rotación, lo cual puede volverlo “predecible”. Por otro lado,

los LSR pueden producir efectos más complejos y en mayores combinaciones con tan

sólo cambiar la orientación de la bola o imprimir una pequeña rotación. Sin embargo, la

erraticidad de sus trayectorias, sumado al poco estudio que se tiene de ellos, los vuelve

más dif́ıciles de controlar y por lo tanto menos confiables. Este resumen se ilustra en la

Figura 1.5.

Mario Alberto Aguirre López Estudio de la dinámica de una bola de beisbol
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giro

Eje de
giro

Eje de
giro

Eje de
giro

FM

FM

FM

Figura 1.3: Algunos tipos de LCR (y una gyroball) indicando el eje de giro, dirección de
la fuerza Magnus, rangos t́ıpicos de velocidad y velocidad angular. Los dibujos expresan
la imagen que ve el bateador de una bola lanzada por un ṕıcher diestro. Basada en Adair
[4] y Cross [7], apoyada por rangos de velocidad y velocidad angular tomados de la página
oficial de la Major League Baseball [13].

1.2 Planteamiento del problema

La presente investigación se centra en el estudio tanto de las fuerzas de sustentación

como de los efectos o desviaciones que se producen en la trayectoria durante un lanza-

miento de béisbol. Espećıficamente, abordaremos diversos problemas para los casos LCR

y LSR, los cuales serán planteados a continuación.

Comenzaremos recordando la definición de sustentación introducida en la Sección

anterior: Las fuerzas de sustentación se definen como las fuerzas que actúan sobre la bola

en dirección perpendicular a su velocidad y en respuesta a su desplazamiento a través

del aire. La expresión matemática de esta definición es una relación teórico-experimental,

fundamentada en la distribución de presiones en la superficie de la bola, que se deriva

Mario Alberto Aguirre López Estudio de la dinámica de una bola de beisbol
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φ = 0
o φ = 90

o φ = 180
o

φ = 0
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o φ = 180
o

Dirección de viento

Dirección de viento

Punto de

detención

Punto de

detención

Figura 1.4: Tipos de LSR. El ángulo de ataque φ está definido en el plano y − z. La
dirección del viento en el dibujo es contraria a la considerada en Borg & Morrisey [14].

a partir de la ecuación de Bernoulli (como primera aproximación) o más formalmente, a

partir del teorema Kutta-Joukowski2, y consiste en:

FS =
1

2
ρACSvα× v, (1.1)

donde v es la rapidez de la bola, ρ es la densidad caracteŕıstica del aire, A es el área de

la sección transversal de la bola y CS es un coeficiente de ajuste promediado en el tiempo

llamado “coeficiente de sustentación”, el cual relaciona la morfoloǵıa de la bola con su

comportamiento aerodinámico; de esta manera, el factor 1
2
ρACS reúne caracteŕısticas

promedio de la interacción aire-bola. Por otro lado, la dirección de la fuerza está dada por

el producto vectorial (×) de la velocidad de la bola v y el vector unitario α que indica

la circulación del fluido (Bahill & Baldwin [8]). El coeficiente CS y el vector α dependen

del tipo de lanzamiento (LCR o LSR).

Lanzamientos con rotación (LCR)

En el caso de los LCR, haremos referencia a la sustentación como la fuerza Magnus (FM),

denominada aśı en honor al f́ısico y qúımico alemán Heinrich Gustav Magnus, quien

enunció por primera vez el efecto producido por tal fuerza. La expresión (1.1) se adecúa

a este tipo de lanzamientos reescribiendo FM en función de la velocidad angular ω. Ante

2Para ver la derivación de la Ecuación (1.1), y su adaptación a los LCR y a los LSR, ir al Apéndice A.
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Figura 1.5: Ventanas de lanzamiento.

esta situación, la fuerza Magnus se escribe usualmente como:

FM =
1

2
ρACM

v

ω
ω × v, (1.2)

donde ω es la velocidad angular de la bola, ω = |ω| la rapidez angular, mientras que el

coeficiente de ajuste CM es función de v y ω (Cross [7], Robinson & Robinson [15]).

El objetivo del estudio consiste en expresar el efecto Magnus mediante una rela-

ción matemática que conecte la velocidad angular ω con la desviación producida al final

de la trayectoria. Para ello se propone una función cardioide, considerando argumentos

tanto anaĺıticos como numéricos. La investigación se restringe a analizar las desviaciones

de lanzamientos simulados con valores iniciales de velocidad lineal y angular aleatorios,

satisfaciendo v ∈ (30− 50) m/s, ω ∈ (100− 300) rad/s, y considerando el eje de giro pa-

ralelo al plano horizontal3. Tales restricciones comprenden el equivalente a combinaciones

de fastballs y gyroballs efectuados por jugadores profesionales, con condiciones iniciales

3A lo largo de la tesis se utilizan las unidades del SI, sin embargo, en juegos de béisbol es más común ver
expresadas estas variables en millas por hora (mi/hr) y revoluciones por minuto (rpm), respectivamente.
Los valores de los intervalos de arriba, expresados en estas unidades, corresponden aproximadamente a
v ∈ (67 − 111) mi/hr y ω ∈ (954 − 2865) rpm. El lector puede hacer una rápida aproximación de la
conversión mediante las fórmulas: 1 mi/hr = 2.2 m/s, 1 rad/s = 9.5 rpm
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aleatorias. Los lanzamientos son simulados completando las ecuaciones de movimiento de

Newton, considerando la fuerza de fricción y la fuerza de gravedad. A su vez, la velo-

cidad angular se considera como un parámetro por lo que la fuerza Magnus solo vaŕıa

con la velocidad lineal. Estas suposiciones son justifacadas por los antecedentes que serán

mostrados en la Sección 1.3.1.

Lanzamientos sin rotación (LSR)

En el caso de los LSR, la sustentación es causada principalmente por las costuras, por lo

que haremos referencia a la sustentación mediante FC , y la orientación de la bola tomará

parte en la ecuación de la sustentación. Para este tipo de lanzamientos consideraremos el

caso del perfil de una bola, es decir, el caso 2D de una bola en movimiento. De este modo,

la expresión (1.1) se transforma en

FC =
1

2
ρACCvβ̂ × v, (1.3)

donde β̂ es un vector unitario perpendicular tanto a FC como a v, mientras que el coefi-

ciente de ajuste CC es función del ángulo de ataque φ (Nathan [16]). Esta restricción al

caso 2D, representa a los lanzamientos de nudillos 4-seam (4S) y 2-seam (2S), los cuales

provocan la sustentación en la bola principalmente en dirección vertical. El coeficiente CC

también vaŕıa dependiendo de la orientación de la bola, 4S ó 2S.

El objetivo de la investigación es obtener numéricamente el coeficiente de sustenta-

ción CC y la distribución de la presión alrededor de la sección transversal de la bola que

viaja a 30 m/s, la cual posse una sola costura situada a un cierto ángulo φ del frente de

su circunferencia. Se realiza un estudio sistemático de las variaciones del ángulo φ, con

el objetivo de parametrizar el flujo de aire perturbado por la costura. A diferencia del

caso LCR, la dinámica de la bola no puede ser estudiada por medio de las ecuaciones del

movimiento de Newton, en este caso es necesario resolver las ecuaciones de Navier-Stokes

para un flujo compresible, para poder estudiar el flujo de aire que circula alrededor de

la bola4. La metodoloǵıa consiste en resolver tales ecuaciones utilizando la técnica de

Dinámica de Fluidos Computacional (CFD, por sus siglas en inglés) con un método de

diferencias finitas, mediante el código magneto-hidrodinámico ZEUS-3D, originalmente

diseñado para fines astrof́ısicos. De cada simulación, se obtienen la presión, velocidad y

densidad del aire en cada instante de tiempo y espacio de la malla computacional, con

lo cual se deriva el coeficiente promedio CC . El código se adaptó para incluir un cuerpo

sólido (la bola). El flujo se valida comparando el caso de una bola sin costura con hallazgos

4La derivación de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido newtoniano compresible puede ser
vista en el Apéndice B.
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previos reportados en la literatura para cilindros circulares lisos en condiciones similares,

los cuales son mostrados en la Sección 1.3.2.

1.3 Estado del arte

La presente Sección consta de una revisión literaria tanto para LCR (§1.3.1) como

para LSR (§1.3.2); aśı mismo, sirve como justificación de las suposiciones hechas en el

planteamiento del problema, ver Ecuación (1.2). El lector que esté familiarizado con los

antecedentes de las fuerzas de sustentación en alguno de estos tipos de lanzamientos (LCR

y/o LSR) puede obviar la Subsección correspondiente sin perder el rumbo del escrito.

1.3.1 Caso 1: lanzamientos con rotación (LCR)

El estudio de las fuerzas de sustentación en los LCR ha ganado terreno sobre los

avances en los LSR. Quizá por el interés que despierta la facilidad para controlar y obtener

trayectorias suaves, aśı como también por las similitudes que este tipo de lanzamientos

comparte con el movimiento de otras pelotas u objetos esféricos con diferente superficie.

De hecho, la expresión de la fuerza Magnus (1.2) es válida para casi cualquier tipo de

esfera, siendo la bola de béisbol un caso particular. Como mencionamos previamente en

la Sección 1.2, el ajuste entre la expresión de la fuerza Magnus y la morfoloǵıa de la esfera

está dado por el coeficiente Magnus CM .

Esto es motivo para que la determinación de CM sea objeto de estudio en experimen-

tos de diversos juegos de pelota. Algunos ejemplos son: Davies [17], Daish [18], Crabill,

Witherden & Jameson [19], y Li, Tsubokura & Tsunoda [20] en golf; Goodwill, Chin &

Haake [21] en tenis; Kray, Franke & Frank [22], y Passmore, Tuplin & Stawski [23] en

futbol; Sayers & Hill [24] en cricket; Briggs [25] y Nathan [26, 27] en béisbol. En la mayoŕıa

de los casos, se concluye que el coeficiente Magnus es función de la magnitud tanto de la

velocidad lineal como de la angular CM ≡ CM(v, ω) ya que, como se ve en la Ecuación

(1.2), ambas contribuyen a la velocidad instantánea de la bola en dirección de la susten-

tación. Más detalladamente, se ha reportado que el coeficiente Magnus CM depende de

la razón de rotación S = Rω/v, donde R es el radio de la bola. Se recomiendan las refe-

rencias Cross [7], Robinson & Robinson [28], Clark, Greer & Semon [29], Ward-Alaways

[30] y Syamsuddin & Kwon [31] para el lector que desee ahondar más en una expresión

de CM en función de S, aśı como Nguyen et al. [32] para la determinación de CM en un

cuerpo sólido con morfoloǵıa arbitraria y para el desarrollo de técnicas alternativas en el

estudio del efecto Magnus.
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No obstante, las investigaciones sobre bolas de béisbol realizadas por Nathan [26, 27]

han demostrado que, para factores de rotación en el rango S ∈ (0.090− 0.595) y número

de Reynolds5 (Re= ρvR
µ
, µ ≡viscosidad dinámica del aire) en el rango Re∈ (1.1 × 105 −

2.4 × 105), el coeficiente Magnus no tiene gran dependencia de v, tal que CM ≡ CM(ω),

aproximándose a

CM(ω) = 0.319
[

1− e−2.48×10−3ω
]

. (1.4)

Los rangos de S y Re mencionados equivalen a los rangos v ∈ (25−50) m/s, ω ∈ (150−450)

rad/s, para una bola t́ıpica de béisbol de ∼ 7.1 cm de radio, por lo que el modelo (1.4)

abarca la mayor parte de los valores usados en la presente investigación y, en general,

para los lanzamientos que se efectúan en el béisbol profesional. En efecto, este modelo se

ajusta a los valores experimentales reportados en Briggs [25], y ha sido utilizado tanto

para simular (investigaciones de Robinson & Robinson [15, 33, 34]) como para reconstruir

trayectorias (Aguirre-López et al. [35]) reportando buenos resultados (errores ∼ 0.1 mm al

final de la trayectoria) y la implicación que conlleva en los juegos de pelota y la tecnoloǵıa

relevante a ello.

Por supuesto, la profundidad del estudio y complejidad del modelo utilizado están

inversamente relacionados con la aplicación y practicidad de los resultados. Como ejemplo,

el problema de la presente investigación (relacionar la fuerza Magnus con las desviaciones

producidas) es abordado en el algoritmo desarrollado por Aguirre-López et al. [35] para

reconstruir trayectorias, el cual resuelve las ecuaciones de movimiento de la bola por

medio de los métodos de la secante y Newton-Raphson a partir de tres puntos conocidos en

tiempo y espacio de la trayectoria; esto lo logran midiendo las diferencias entre trayectorias

simuladas con y sin fuerza Magnus. Aśı mismo, otras estimaciones basadas en la medición

de las desviaciones producidas en trayectorias con condiciones iniciales similares han sido

reportadas por Clark, Greer & Semon [29], Kistemaker, Faber & Beek [36] y Shum &

Komura [37]. Sin embargo, la relación entre la fuerza Magnus y su efecto no hab́ıa sido

estudiada a detalle. Es en la presente investigación donde se logra establecer tal relación,

usando gran parte del trabajo realizado por Aguirre-López et al. [35], y restringiendo ω

como mencionamos en el planteamiento del problema, en §1.2.

Más aún, el PITCHf/x algorithm propuesto por Nathan[38] es una herramienta

diseñada, no sólo para relacionar el efecto Magnus sino que además, usa las relaciones

encontradas para clasificar trayectorias reales en base a su desviación final y condiciones

iniciales. El algoritmo no profundiza en la f́ısica del movimiento de la bola debido a

que sólo utiliza las ecuaciones cinemáticas del movimiento en lugar de las ecuaciones

diferenciales que rigen la dinámica de un objeto sólido. Los resultados que se obtienen

5Para tener una mayor visualización del significado y la importancia del número de Reynols, ver el
Apéndice C.
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han servido para consolidar al PITCHf/x algorithm como la herramienta y el método

matemático más popular para estudiar, entrenar y predecir lanzamientos en el mundo

del béisbol, teniendo un impacto directo en los equipos profesionales de béisbol (Nathan

[38], Sievert [39]). Aunado a esto, el PITCHf/x algorithm y el sofwtare trajectory

calculator desarrollado por Kagan & Nathan [40] han servido de base para abordar el

problema de clasificación y agrupamiento de trayectorias, motivando a nuevas tecnoloǵıas

como las mostradas en Cross [7], Syamsuddin & Kwon [31], Pane [41], Nagami, Higuchi &

Kanosue [42], Nagami et al. [43], Nagami et al. [44] y Miyata [45]. Para descargar alguno

de estos softwares el lector puede visitar el sitio web de Nathan[46].

Al lector que desee tener conocimiento sobre el problema de simulación o recons-

trucción de trayectorias en LCR enfocado al desarrollo de tecnoloǵıa, como videojuegos,

máquinas de pitcheo o repeticiones instantáneas, se recomiendan las referencias Takahas-

hi, Fujii & Yagi [47], Chu, Wang & Wu[48], Chang, Han & Gong [49], Hung & Hsieh [50]

y Guéziec [51].

En cuanto a las restricciones de la presente investigación, la suposición de considerar

la velocidad angular ω como una constante en el tiempo, mencionada en el planteamiento

del problema (Sección 1.2), se justifica por las investigaciones de Ward-Alaways [30] y

Adair [52], donde se concluye que tanto la fuerza de torque como las fuerzas de compresión

sobre la bola son despreciables. Esto se ve reflejado en las trayectorias de los LCR: el

expectador observa que la bola se desv́ıa más al final de la trayectoria que al principio, lo

cual es consecuencia de que la bola desacelera rápido en v (fricción), mientras que conserva

su momento angular∼ ω. Aunado a la justificación anterior, hay muy poca literatura sobre

cómo actúan estas fuerzas espećıficamente en una bola de béisbol. En efecto, todas las

investigaciones sobre el comportamiento de CM y sus apliaciones toman como modelo ω

constante. Para casos con ω variable, se recomienda al lector las referencias Cross [7] y

Robinson & Robinson [33] y las referencias Ivanov Ivanov [53] y Gardner & Jia [54] para

una revisión del movimiento de un cuerpo sólido en general.

Como puntos finales de esta revisión literatia, es importante mencionar la existencia

del efecto anti-Magnus y el comportamiento de la fuerza de fricción en los LCR. El primer

punto es un fenómeno que ocurre a Re∼ 105 y S ∈ (0 − 0.6), y consiste en un cambio

de dirección en la fuerza Magnus causado cuando la cara de la bola hacia donde apunta

FM permanece en un flujo laminar (baja velocidad y alta presión) mientras que el flujo

en la otra cara sigue siendo turbulento (alta velocidad y baja presión); de tal manera que

se invierte la dirección de la fuerza al cambiar la diferencia de presiones. La implicación

de este fenómeno en una trayectoria real de un LCR terminaŕıa con la suavidad que

caracteriza a este tipo de lanzamientos; sin embargo, el efecto anti-Magnus solo ha sido

reportado en pelotas con superficie lisa (lo que permite el flujo laminar) como en los
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experimentos realizados en las investigaciones de Kray, Franke & Frank [22] y Briggs

[25], mientras que en el caso de una bola de béisbol, las costuras aportan la rugosidad

suficiente para impedir la alta presión relativa causada por el flujo laminar. Para una

expliación detallada del efecto anti-Magnus se recomienda leer Cross & Lindsey [55] o

visitar la página de Rod Cross http://www.physics.usyd.edu.au/~cross/.

La fuerza de fricción juega un papel fundamental en cualquier trayectoria de béisbol,

sea un LCR o un LSR. Al igual que en la fuerza Magnus, el estudio del coeficiente de

ajuste correspondiente es la manera más efectiva de estudiar la fricción: el coeficiente de

fricción Cd. Existen dos caminos para explicar el comportamiento de Cd. Por un lado

está la crisis en fricción mencionada en Landau & Lifshitz [56] para esferas con superficie

suave, el cual indica que una crisis en los valores de Cd puede ocurrir en Re∼ 105 (a

velocidades de 30-40 m/s). Los datos obtenidos en Frohlich [57] y en Cross [58] se ajustan

a tal modelo. Por otro lado están las investigaciones que no defienden tal fenómeno; desde

la curva propuesta por Adair [4] hasta los datos recientes obtenidos por Naito et al. [59],

la mayoŕıa de los experimentos sugieren un modelo sin una crisis en la fricción (Bahill [5],

Cross [7], Nathan et al. [26], Alam [60] y Kensrud & Smith [61]). Esta predominancia se

mantiene para pelotas de otros deportes, ver por ejemplo Cross [58], Kray, Franke & Frank

[22], Cross [62] y Goff [63]. Por otro lado, se tienen dos modelos de especial interés: el

modelo reportado en Cross [7], del cual Cd puede ser obtenido si la velocidad instantánea

de la bola es conocida, y la ya mencionada curva de Adair [4], la cual se aproxima a

Cd(v) = 0.29 + 0.22
[

1 + e(v−32.37)/5.2
]−1

, (1.5)

de acuerdo con Aguirre-López et al. [35]. Es conveniente aclarar que las fórmulas de

los coeficientes Magnus (1.4) y de fricción (1.5) son generalmente calculadas a partir de

experimentos considerando varios tipos de LCR (fastball, curveball, entre otros), por lo que

debe entenderse que, además de ser coeficientes promediados en el tiempo, son expresiones

ajustadas y extrapoladas a cualquier tipo de LCR (Adair [4]).

1.3.2 Caso 2: lanzamientos sin rotación (LSR)

Al igual que para los LCR, en esta sección mostraremos los avances que atañen a la

fuerza de sustentación en los LSR la cual, como recordará el lector, es ocasionada princi-

palente por las costuras. Debido a que la bola de béisbol no es una esfera completamente

simétrica, la orientación de la bola jugará un papel importante en la fuerza producida.

Como mencionamos en la Sección 1.1, la knuckleball es el único lanzamiento en la

categoŕıa de los LSR. Las condiciones iniciales de este lanzamiento incluyen combinaciones
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de rapidez linear y angular en los rangos v ∈ (20−40) m/s y ω ∈ (0−50) rad/s, ver Bahill

[5] y Borg & Morrisey [14]. Aunque es un lanzamiento muy poco utilizado en el béisbol

profesional, a lo largo de la historia algunos ṕıcheres han logrado “dominar” la knuckleball,

encontrando emṕıricamente orientaciones iniciales de la bola que producen trayectorias

no tan erráticas y con desviaciones principales en sólo un eje (x ó z). Estas orientaciones

especiales son mencionadas comúnmente como 4-seam (4S) y 2-seam (2S) ya que, al

efectuarse una revolución completa en la dirección principal de movimiento, las costuras

pasaŕıan cuatro y dos veces, respectivamente, por el frente de la bola (Borg & Morrisey

[14], Higuchi & Kiura [64], Himeno [65]). Las imágenes de la Figura 1.2 sirven como

representación de las orientaciones 4S y 2S, donde la fuerza de sustentación producida

tendŕıa al eje z como componente principal de la magnitud de la fuerza, mientras que la

fuerza producida en la componente x seŕıa prácticamente nula debido a la simetŕıa que la

bola guarda con respecto a ese eje. De esta manera, la dinámica de la bola se restringe a

un movimiento en dos dimensiones (plano y − z).

La magnitud y el sentido de la fuerza de sustentación están en función del ángulo

de ataque φ, por medio del coeficiente de sustentación CC ≡ CC(φ), pero a diferencia de

CM(ω) en el caso LCR, CC(φ) no es una función tan suave como la Ecuación (1.4). Los

experimentos de Borg & Morrisey [14] muestran cuatro ciclos en los valores de CC(φ), con

φ = 0o−360o para la orientación 4S, cada ciclo con periodo de 90o, con un comportamiento

cuasi-senoidal con bucles al término de cada ciclo. Además del cambio en magnitud y las

zonas de bucles existentes, en cada ciclo se alterna el sentido de la fuerza, de modo que este

comportamiento en el coeficiente de sustentación reflejan la gran variación que se produce

en la trayectoria. Adicionalmente a tal complejidad que mostraŕıa una knuckleball sin

rotación, en la práctica es dif́ıcil que una bola viaje con la misma orientación durante todo

su vuelo, ya que ligeras rotaciones son inducidas por el contacto del aire con las costuras

(Mehta [66], Texier et al. [67]). En consecuencia, las rotaciones inducidas aumentan la

erraticidad del movimiento, lo que ha llevado a caracterizar a las desviaciones producidas

en las trayectorias de knuckleballs como aleatorias conforme se vaŕıa φ, ver Nathan [16].

Todas estos efectos marcan lo complejo que es establecer una expresión similar a la de

CM(ω) para CC(φ). Hasta donde sabemos, el modelo descrito por Aguirre-López et al. [68]

es la única investigación que trata este asunto, expresando CC como una suma de funciones

senoidales dependientes de φ. En general, el modelo brinda buenos resultados, ajustándose

más a los datos experimentales de la configuración 4S que a los de la configuración 2S.

Resultados similares a los obtenidos por Borg & Morrisey [14] han sido reportados en

otras investigaciones como en Kensrud [69], Higuchi & Kiura [64], Watts & Sawyer [70].
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Estudios experimentales detallados sobre la influencia de las costuras han conducido

a una mejor comprensión y descripción del origen y comportamiento de las fuerzas de

sustentación:

Por un lado, está el estudio del efecto de las costuras en la separación del flujo. Tanto

Borg & Morrisey [14] como Higuchi & Kiura [64] y Watts & Sawyer [70] reportaron que,

cuando una costura está ubicada cerca del ángulo de separación natural (el correspondiente

a una esfera lisa), la separación del flujo se vuelve muy impredecible, ya que la turbulecia

inducida puede ocasionar un retraso en el ángulo de separación o bien, forzar la separación

en un ángulo inmediato. Tales efectos son reflejados en los cambios rápidos de magnitud

y sentido de CC en los ángulos φ = 52o,140o,220o,310o en Borg & Morrisey [14] y Watts

& Sawyer [70]. A su vez, los experimentos de Higuchi & Kiura [64] mostraron que una

variación de tan sólo un grado (36o a 37o) en la posición de una costura puede causar

una separación temprana, es decir, a un ángulo menor. Más aún, ellos reportaron que

para orientaciones 4S y Re cercanos a 1.5×105 la bola es sensible a la rotación inicial,

mientras que para orientaciones 2S la frecuencia de oscilación es constante para Re∈

[1.9 × 105, 4.6 × 105]. Como consecuencia de la rotación inducida el fenómeno se vuelve

más impredecible. Esta es la razón por la que los lanzamientos en la ventana intermedia

de la Figura 1.5 son los más impredecibles.

Por otro lado, estudios aún más profundos sobre la interacción aire-costuras han sido

dirigidos para describir detalladamente el origen de las fuerzas de sustentación. Watts &

Sawyer [70] y Mehta [66] mencionan que hay dos posibles caminos para producir susten-

tación en una bola de béisbol: por muchos años se argumentaba que la sustentación no

es producida tan solo por las perturbaciones locales que causan las costuras sino también

por la retroalimentación recibida de los vórtices que se generan en la parte posterior de

la bola (en la estela del flujo). Esta hipótesis es defendida en los trabajos de Ferziger &

Perić [71], Watts & Sawyer [70] y Mehta [66]; mientras que las mediciones de Texier [67]

apuntan que los aportes a la sustentación por parte de los vórtices son significativamente

menores a los de las costuras, por lo que sólo las perturbaciones locales en el frente de la

bola causan la separación del flujo y en consecuencia, la fuerza de sustentación. Más in-

formación acerca de la fuerza de sustentación en deportes de pelota puede ser encontrada

en Mehta [66], Hong et al. [72] y Murakami et al. [73].

Luego, la influencia de las costuras en la aerodinámica de la bola sumado a los avan-

ces tecnólogicos en las técnicas de CFD, han permitido que surja el interés de realizar

estudios numéricos del flujo alrededor de la bola, se sometan a validación con los experi-

mentos reportados, y se establezcan modelos más generales o nuevas observaciones sobre

el coeficiente CC . Sin embargo, solo unas pocas investigaciones tratan con el problema de

simular el flujo alrededor de una pelota, resolviendo las ecuaciones de Navier-Stokes. Es-
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pećıficamente, Himeno R. [65] realizó simulaciones con ambas configuraciones (4S y 2S),

analizando el flujo y la separación del mismo, pero concluyendo que los perfiles obtenidos

para el CC no concuerdan con los resultados reportados en las pruebas experimentales ya

mencionadas anteriormente. A su vez, Jalilian et al. [74] estudiaron correlaciones entre la

rapidez angular y las fuerzas aerodinámicas en pelotas de béisbol, futbol y tenis; con esos

datos, determinaron la trayectoria completa con errores de ∼ 0.2 metros respecto a los

datos reales de la trayectoria, lo cual es muy significativo; mientras que Barber et al. [75]

reprodujeron curvas equivalentes a las de Himeno [65] para pelotas de futbol, logrando

reproducir trayectorias completas en este deporte.

Como se menciona en el párrafo anterior, existe poca literatura directamente relacio-

nada con la técnica CFD aplicada a bolas de béisbol; sin embargo, el problema puede ser

estudiado como primera aproximación analizando el caso del flujo alrededor de la sección

transversal de la bola de forma semejante al flujo alrededor de un cilindro. En este caso uti-

lizando un Re de acuerdo a las condiciones de un lanzamiento “t́ıpico” con Re=1.46×105

(dentro del régimen alto-subcŕıtico). Las caracteŕısticas del flujo correspondientes a tal

número Re incluyen una capa ĺımite laminar con separaciones no estacionarias del flujo

más frecuentes que en el régimen bajo-sucŕıtico, cambios de dirección en el flujo y una

estela turbulenta (Norberg [76], Sidebottom, Ooi & Jones [77], Pastò [78]). Estudios pre-

vios indican que el coeficiente de fricción (Cd) y de sustentación (CC) oscilan alrededor

de 1.2 y 0 unidades, respectivamente, con altas fluctuaciones. Además, el coeficiente de

presión promedio (Cp) alrededor de la bola tiene un comportameinto caracteŕıstico como

es mostrado en las referencias Norberg [76], Johansson, Nielsen & Nielsen [79], Alonzo

Garćıa [80], Tremblay [81], Naito & Fukagata [82] y Breuer [83]. A su vez, el esquema

numérico y la metodoloǵıa utilizada pueden producir variaciones mı́nimas en los valores

de Cp, ver Norberg [84] y Lloyd & James [85].

Por último, es importante mencionar que el comportamiento de la fricción en los

LSR no es parecido al caso de los LCR. Como vimos en la Sección 1.3.1, la fricción puede

ser tomada como constante o aproximada por un modelo similar a la Ecuación (1.5). Sin

embargo, cuando la bola viaja sin rotación los vórtices oscilatorios en la parte posterior de

la bola tienen un mayor aporte en la dinámica provocando que la fuerza de fricción oscile

de igual manera en el tiempo (Ferziger & Perić [71], Texier et al. [67]). Aunado a esto, la

fuerza de fricción también oscila al variar el ángulo de orientación φ de la bola (Borg &

Morrisey [14], Higuchi & Kiura[64]). Asimismo, la altura y anchura de las costuras pueden

proporcionar variaciones extra, como es reportado por Alam et al. [60] y Kensrud et al.

[69].
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1.4 Contribución cient́ıfica

Una vez establecido el planteamiento del problema y el estado del arte del mismo,

la contribución cient́ıfica que aporta la presente investigación se resume en los siguientes

puntos:

Caso LCR

Descripción del efecto Magnus en lanzamientos de béisbol mediante un modelo pa-

ramétrico que relaciona la desviación producida por la fuerza Magnus al final de la

trayectoria con la velocidad angular ω y el ángulo de rotación φ de la bola.

Se estableció una conexión y se dio soporte matemático a la tecnoloǵıa implementada

en el algoritmo PITCHf/x.

Propuestas claras de investigación a futuro relacionadas con la extensión del modelo

cardioide.

Caso LSR

Implementación de un problema hidrodinámico con la inclusión de un cuerpo sólido

en el software ZEUS-3D, el cual no está diseñado para estos propósitos, extendiendo

aśı los alcances del software a problemas de ingenieŕıa.

Obtención de valores del coeficiente de sustentación y distribución de presiones para

el caso de la bola de béisbol con una costura localizada a diferentes ángulos, a partir

de experimentos simulados mediante la técnica directa de CFD.

Extensión del modelo numérico al estudio del comportamiento de estructuras ciĺındri-

cas como chimeneas, mástiles y otras construcciones similares ante el paso de un

fluido con Re∼ 1.5× 105.

Planteamiento conciso de investigaciones futuras relacionadas con simulaciones en

2D y 3D mediante otros softwares y técnicas de CFD.
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1.5 Estructura de la tesis

El manuscrito está estructurado de la siguiente manera: la metodoloǵıa para el

estudio de las fuerzas de sustentación se encuentra descrita en el Caṕıtulo 2. La Sección

2.1 está dedicada al caso de los LCR y la Sección 2.2 al caso de los LSR. Los resultados

de ambos casos se muestran en el Caṕıtulo 3: para LCR en la Sección 3.1, y para LSR

en la Sección 3.2; mientras que una discusión y comparación de los resultados en ambos

tipos de lanzamiento se muestra en la Sección 3.3. El Caṕıtulo 4 está dedicado a las

conclusiones generales del trabajo. El trabajo incluye tres Apéndices A, B y C, donde se

describen aspectos del marco teórico de la investigación, los cuales están relacionados con

la sustentación, las ecuaciones de Navier-Stokes y el número de Reynolds, respectivamente.
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Metodoloǵıa

2.1 Construcción del modelo para el efecto

Magnus en los LCR

En esta sección se describe y desarrolla la metodoloǵıa utilizada para construir el

modelo que relaciona el efecto Magnus con las condiciones iniciales de los LCR. Las

ecuaciones de movimiento usadas para simular las trayectorias son descritas en la Sección

2.1.1. La metodoloǵıa consta de dos partes: un procedimiento numérico y uno teórico, los

cuales se presentan en las Secciones 2.1.2 y 2.1.3, respectivamente.

2.1.1 Ecuaciones que rigen la dinámica de un LCR

De la segunda Ley de Newton, la derivada temporal del momento lineal de la bola

es igual a las suma de las fuerzas externas que actúan en la bola. Las fuerzas externas que

completan el sistema de ecuaciones que definen el movimiento de una bola con rotación

son: la fricción Fd, la gravedad Fg y por supuesto, la fuerza Magnus FM , tal que

mv̇ = Fd + FM + Fg (2.1)

donde m es la masa de la bola (Robinson & Robinson [15]). El resto de las fuerzas que

actúan sobre la bola tienen por lo general un menor efecto en su dinámica, tomando parte

importante sólo en casos especiales. Tal es el caso de la fuerza centŕıfuga, cuyo efecto

tangencial a la superficie terrestre se ve reflejado principalmente en altas y bajas latitudes,

i.e., hacia los polos y el ecuador, mientras que el efecto radial se refleja en latitudes cercanas

a los 45 grados (Taylor [86]); sin embargo, se estima que ambas componentes producen

desviaciones de a lo más seis veces el radio de la bola, ver Aguirre-López [35]. A su

vez, la fuerza de Coriolis toma un papel importante en tiempos de vuelo más grandes,

como es el caso después de que la bola es bateada, lo cual no es objeto de estudio de la

presente investigación (Cross [7], Robinson & Robinson [87]). La fuerza de torque, que

18
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proporciona un momento angular a la bola, se asume despreciable, como se justificó en

la Sección 1.3.1. La compresión y demás fuerzas que puedan deformar la bola se asumen

como despereciables en un lanzamiento. De este modo, las únicas variables del sistema de

ecuaciones que regirán la dinámica de la bola son las componentes de la velocidad lineal,

ya que la velocidad angular se asume constante mientras que la orientación de la bola

no es tomada en cuenta debido a que se caracteriza a la bola solamente por su centro de

masa.

La expresión comúnmente utilizada para la fuerza de fricción (Fd = 0.5ρACdv(−v))

es muy similar a la expresión de la fuerza Magnus, Ecuación (1.2), la cual fue presentada

en la Sección 1.2, donde los coeficientes de ajuste se expresan como Cd y CM , Ecuaciones

(1.5) y (1.4), respectivamente. A su vez, la fuerza de gravedad se define como Fg = mg,

de manera que el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales resultante es

mv̇ = 0.5ρACdv(−v) + 0.5ρACM
v

ω
ω × v+mg, (2.2)

que desarrollando expĺıcitamente en sus componentes resulta:

ẍ = kv

[

CM

ω
(ωyvz − ωzvy)− Cdvx

]

ÿ = kv

[

CM

ω
(ωzvx − ωxvz)− Cdvy

]

(2.3)

z̈ = kv

[

CM

ω
(ωxvy − ωyvx)− Cdvz

]

− g,

con (x, y, z) como el vector de posición, k = ρA/(2m), ω = ω0, ver Robinson & Robinson

[15] y Nathan [38]. La no linealidad de los coeficientes CM y Cd dificulta en gran medida

la solución anaĺıtica del sistema.

2.1.2 Procedimiento numérico

Con el objetivo de cuantificar o “extraer” el efecto Magnus, se introduce el siguiente

sistema de ecuaciones omitiendo el término de la fuerza Magnus, dando como resultado

las ecuaciones de un tiro baĺıstico:

ẍ′ = −
k

m
C ′

dv
′v′x

ÿ′ = −
k

m
C ′

dv
′v′y (2.4)

z̈′ = −
k

m
C ′

dv
′v′z − g,
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donde se utilizan las variables primadas (·)′ para puntualizar que las trayectorias generadas

por las Ecuaciones (2.4) son diferentes a las generadas por las Ecuaciones (2.3), incluso

para las mismas condiciones iniciales.

El método consiste en resolver los sistemas de ecuaciones con y sin el término de la

fuerza Magnus, Ecuaciones (2.3) y (2.4), respectivamente. Se utilizó el método de Runge-

Kutta de orden 4, para un total de 10,000 trayectorias con posición inicial en (0, 0, 0) y

valores aleatorios iniciales de la velocidad lineal v0 y de la velocidad angular ω, dentro

de los intervalos indicados en la Tabla 2.1. Los valores son extendidos fuera de los ĺımites

t́ıpicos de una fastball, ver Figura 1.3.

Tabla 2.1: Valores mı́nimos y máximos de las condiciones iniciales utilizadas.

Min Max
vx (m/s) -3 3
vy (m/s) 30 50
vz (m/s) -3 3
ω (rad/s) 50 310
ψ (grados) 0 360

Como se mencionó en la Sección 1.2, sólo se simularon trayectorias con el eje de

rotación (ω̂) en el plano x − y, tal que los valores aleatorios de ψ producen trayectorias

que alternan entre lanzamientos tipo fastball y gyroball, ver Figura 2.1.

El conjunto de desviaciones radiales producido (< Rf >) es ilustrado en la Figura

2.2 desde la perspectiva del catcher. Como se puede ver en el mapa, los datos tienen una

orientación preferencial vertical, variando de -0.4 m a +0.4 m, lo cual concuerda con que

ω̂ esté en el plano x− y. Más aún, las desviaciones resultantes para valores de ω grandes

se encuentran más distantes de una trayectoria baĺıstica, la cual corresponde al centro de

la gráfica, que aquellas con valores pequeños de ω. Tales desviaciones son más grandes

que el tamaño de un bate de béisbol, por lo que las variaciones en estos valores tienen

una gran implicación en el juego.

La diferencia de las soluciones en el eje z, (Z = z − z′), a una distancia de 17.05 m

-la distancia tomada en el presente trabajo como la distancia que existe desde el punto

en el que el ṕıcher suelta la bola hasta el plato de home- es analizada en la Sección 3.1.

El código para resolver los sistemas de ecuaciones fue programado usando el software R

statistics software [88].
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z
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Figura 2.1: Sistema de coordenadas del problema: una bola moviéndose con velocidad
v y cuya dirección principal de movimiento es paralela al eje y. El eje de rotación ω̂ se
encuentra en el plano x − y, y el ángulo de rotación ψ se define como se ilustra en la
imagen, produciendo una fastball con giro hacia abajo en ψ = 0o, con giro hacia arriba
en ψ = 180o, y bolas tipo gyroball en ψ = 90o y ψ = 270o.

2.1.3 Aproximación anaĺıtica

En esta Sección se realiza un equivalente anaĺıtico al procedimiento numérico descrito

en la Sección 2.1.2, lo que en conjunto servirá para la cuantificación y construcción del

modelo que se presentará en la Sección 3.1.

La aproximación anaĺıtica comienza por restar cada una de las Ecuaciones (2.4) de

las Ecuaciones (2.3), componente por componente, obteniendo el siguiente sistema:

Ẍ = kV

[

CM

ω
(ωyvz − ωzvy)− CDVx

]

Ÿ = kV

[

CM

ω
(ωzvx − ωxvz)− CDVy

]

(2.5)

Z̈ = kV

[

CM

ω
(ωxvy − ωyvx)− CDVz

]

,

donde CD = Cd − C ′
d, V = v − v′ y R̈ = r̈ − r̈′, r = (x, y, z), tal que el vector de

posicionamiento R denota la desviación producida entre la trayectoria de la bola con

rotación respecto a la trayectoria baĺıstica, de modo similar al procedimiento numérico

mostrado en la Sección 2.1.2, con Rf denotando la componente radial de tal desviación

en la posición final (en el plato de home).
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Figura 2.2: Vista del catcher de las desviaciones obtenidas por las trayectorias numéricas.
El eje radial corresponde a la desviación radial Rf en metros, mientras que el eje polar
corresponde a la desviación angular en grados. La escala de colores representa los valores
de la velocidad angular ω. El centro de la gráfica coincide con la posición de la trayectoria
baĺıstica (sin fuerza Magnus).

A diferencia del procedimiento mostrado en la Sección 2.1.2, donde se resolv́ıan

las Ecuaciones (2.3) y (2.4) por separado para después medir la desviación final de las

respectivas trayectorias, las Ecuaciones (2.5) permiten evaluar la desviación entre ambas

trayectorias en cada instante de tiempo. Más aún, las Ecuaciones (2.5) permite realizar

algunas observaciones y considerar otras suposiciones, como se describe a continuación.

Primero, la restricción de fijar ω̂ al plano x − y significa que ωz = 0 rad/s en las

Ecuaciones (2.5). Haciendo un análisis de órdenes de magnitud y tomando en cuenta

los valores de rotación mı́nima y la velocidad lineal máxima de la Tabla 2.1 para la

componente z, uno observa que hay una diferencia de cuatro órdenes entre los valores

del término relacionado con la fricción y los valores del término relacionado con la fuerza

Magnus: el mı́nimo de (ωxvy − ωyvx) /ω es al menos del orden de 100 m/s y ocurre para

valores de ωx >
ω
10
, ya que vy >

vx
10
, mientras que CM ∼ 10−1 unidades adimensionales; a

su vez, Vz no es más grande que (10−1) m/s, como sugieren los valores de la Figura 2.2,
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mientras que CD ∼ 10−4 unidades adimensionales. En consecuencia, el orden del primer

término del lado derecho es de 10−1 m/s mientras que el orden del segundo término es de

10−5 m/s.

Esta diferencia en órdenes de magnitud es consistente con la Figura 2.3, la cual

muestra un histograma del valor absoluto de ambos términos para un conjunto de trayec-

torias obtenidas numéricamente con el procedimiento de la Sección 2.1.2. Como se observa

en el gráfico referente a la fuerza Magnus CM

ω
(ωxvy − ωyvx), los valores de tal término son

del orden 100 m/s en la mayoŕıa de las trayectorias; mientras que el histograma referente

a la diferencia de fricción (CDVz) indica que los valores del término son del orden 10−4

m/s para la mayoŕıa de las trayectorias. Aśı, tanto de manera anaĺıtica como numérica se

obtiene la misma diferencia en orden de magnitud de los términos de fricción y Magnus,

es decir una diferencia de cuatro órdenes.

Tanto la media como la desviación estándar fueron calculados con un conjunto de

10,000 trayectorias. De esta manera se justifica que el término que involucra la diferencia

entre coeficientes de fricción pueda ser omitido, por lo que la componente z del sistema

(2.5) se simplifica a

Ẍ = kV

[

CM

ω
(ωyvz − ωzvy)

]

Ÿ = kV

[

CM

ω
(ωzvx − ωxvz)

]

(2.6)

Z̈ = kV

[

CM

ω
(ωxvy − ωyvx)

]

donde las componentes x y y son derivadas por la misma aproximación.

Finalmente, considerando la restricción ωz = 0 rad/s y que las componentes de ω

puden ser reescritas como ωx = ω cosψ, ωy = ω sinψ, se obtiene

Ẍ = kV [CM (vz sinψ)]

Ÿ = kV [CM (−vz cosψ)] (2.7)

Z̈ = kV [CM (vy cosψ − vx sinψ)] .

Esta última expresión describe la dinámica de las desviaciones en el eje z de la trayectoria

causada por la fuerza Magnus, con las restricciones y supociciones consideradas. En la

Ecuación (2.7) se puede ver que Z depende de dos términos, el primero relacionado con

vy y el segundo relacionado con vx. Además, ambos términos están relacionados con la

diferencia en velocidades V , la rapidez angular ω, el coeficiente CM(ω), y el ángulo de
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Figura 2.3: Histograma de valores absolutos de los términos referentes a la fuerza Magnus
(izquierda) y de fricción (derecha) en la componente z del sistema (2.5), para un conjunto
de 10,000 trayectorias. En el histograma de la izquierda, la mayor frecuencia de valores
entre la unidad y las diez unidades indican que el término Magnus es de orden 100 m/s. En
el histograma de la derecha, la frecuencia de valores inferiores a 0.001 m/s indican que el
término de la diferencia de fricción es a lo más de orden 10−4. Los valores corresponden al
valor que toma el término al final de la trayectoria, en el plato de home, al ser calculados
con el procedimiento numérico de la Sección 2.1.2.

rotación ψ. Por lo tanto, tanto CM como cosψ y sinψ debeŕıan de aparecen en la solución

Z de (2.7), puesto que ω es constante.

Aśı, este conjunto de observaciones obtenidas a lo largo de la Sección 2.1, servirán

y se conectarán en la Sección 3.1 al terminar la construcción del modelo para el efecto

Magnus.
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2.2 Modelo numérico en las simulaciones de los

LSR

En esta sección se describe el modelo del problema planteado para los LSR, el cual

consiste en simular el flujo de aire en dos dimensiones dentro de un túnel de viento con

un obstáculo presente, la bola de béisbol fija. En detalle, la sección muestra el modelo

numérico y la metodoloǵıa utilizada para obtener la fricción, la sustentación y la distribu-

ción de presión alrededor del perfil de la bola. En la Sección 2.2.1 se presenta información

general del funcionamiento y la implementación del software utilizado. El esquema compu-

tacional, las condiciones iniciales y de frontera aśı como el mallado utilizado, es descrito

en la Sección 2.2.2, mientras que la Sección 2.2.3 describe aspectos más detallados de las

pruebas experimentales que se llevaron a cabo.

Es importante mencionar que a partir de este punto, la densidad del aire ρ deja de

considerarse como parámetro (recordando que era utilizado como un valor promediado),

pasando a ser una variable a obtener ρ ≡ ρ(x, y, z, t).

2.2.1 Implementación en el software ZEUS-3D

El software ZEUS-3D (versión 3.6)1 es un código multi-f́ısica de radiación magneto-

hidrodinámico, escrito en FORTRAN77, y diseñado principalmente para fines astrof́ısicos,

aunque no restringido a este campo. En este trabajo el módulo de radiación como el elec-

tromagnético fueron apagados en el presente trabajo. Solo el módulo hidrodinámico del

código fue utilizado para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos compresi-

bles, las cuales son derivadas en el Apéndice B en su forma convectiva como:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρU) = 0 (2.8)

∂U

∂t
+ (U · ∇)U =

1

ρ
∇ · (−pI+ µS) (2.9)

∂e

∂t
+∇ · (eU) = −p∇ ·U+ µS : ∇U, (2.10)

donde ρ es la densidad del fluido, U es el vector de velocidad, p es la presión, I es el tensor

unitario, e es la densidad de enerǵıa interna del fluido, µ es le coeficiente de viscosidad

de corte, S es el tensor de esfuerzo cortante, con elementos Sij = ∂jUi + ∂iUj −
2
3
δij∇ ·U.

La Ecuación (2.10) es una versión equivalente a la Ecuación de enerǵıa (B.15) obtenida

1Esta es la versión más reciente del código (v3.6), la cual está disponible desde el año 2016 en la liga
http://www.ica.smu.ca/zeus3d/version3.6/ [89].
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en el Apéndice B. A su vez, la ecuación de estado que cierra el sistema de ecuaciones

corresponde a la de un gas ideal:

p = (γ − 1)e (2.11)

donde γ es el coeficiente de calores espećıficos, con valor de γ = 1.4 para el caso de las

condiciones atmosféricas usadas en este trabajo [90].

Operacionalmente, los términos del conjunto de ecuaciones están divididos en tres

sub-grupos descritos a continuación:

a) Términos fuente: incluyen todos los términos del lado derecho de la igualdad en las

Ecuaciones (2.8)-(2.10), y son evaluados en cada paso o iteración de los cálculos del

término.

b) Términos de transporte: incluyen todos los rotacionales y divergencias del lado iz-

quierdo de las ecuaciones (2.8)-(2.10). Incluye el transporte de todas las variables

escalares, por ejemplo ∂xρUx y las componentes vectoriales paralelas a la dirección

de transporte, por ejemplo ∂xSxUx.

c) Términos de transporte transversal: incluyen el transporte de todas las componentes

vectoriales perpendiculares a la dirección del transporte, por ejemplo ∂xSyUx.

Las ecuaciones (2.8)-(2.10) son resueltas usando algoritmos hidrodinámicos bien

desarrollados, basados en el método de diferencias finitas. ZEUS-3D utiliza una malla es-

calada con un operador de descomposición-direccional: en un mallado escalado las variables

escalares están centradas en las zonas de las celdas del mallado mientras que las compo-

nentes de las variables vectoriales se encuentran centradas en las caras; esto dentro de un

esquema de descomposición-direccional, hace que cada término presente en las Ecuacio-

nes (2.8)-(2.11) sea calculado de manera secuencial, con las variables ρ y e actualizadas

después de que cada término es calculado.

Además, la versión 3.6 del código utiliza un esquema de transporte re-estructurado

llamado Finely Interleaved Transport (FIT), en el que la densidad y enerǵıa interna deben

actualizarse tan pronto como las cantidades que la afectan se hayan actualizado. Por

ejemplo, suponiendo que se acaba de actualizar la componente de momento Sx ≡ ρUx,

en lugar de esperar hasta que todas las componentes de momento se actualicen para

después actualizar los componentes de velocidad, el esquema FIT actualiza Ux tan pronto

como ρ y Sx hayan sido transportados en la dirección x. De esa manera, el valor de Ux

usado para transportar Sy en la dirección x tiene beneficio o aporte de un paso parcial

del transporte. El lector puede dirgirse al ejemplo de advección en http://ap.smu.ca/

~dclarke/zeus3d/version3.6/gallery/2dprob/problem.01/advect_2D.pdf [91] para
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tener más detalles de este esquema, aśı como a Stone & Norman [92] para ver detalles más

profundos sobre el mallado, esquema de diferencias finitas y familia de códigos disponibles

del software.

El código ZEUS-3D utiliza un esquema de tiempo expĺıcito. Es decir, el paso de tiempo

usado para la evolución de las ecuaciones dinámicas no es constante y su valor se limita a

satisfacer la condición de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). F́ısicamente, esto

significa que el paso de tiempo debe ser más pequeño que la escala de tiempo caracteŕıstica

de algún proceso f́ısico en cualquier zona de la malla. La manera en la que ZEUS calcula

el paso de tiempo requerido está dada por la siguiente expresión:

δt = Co/[máx(δt−2
1 + δt−2

2 + δt−2
3 + δt−2

4 )]1/2,

donde Co es un factor de seguridad llamado el número de Courant. El conjunto de pasos

de tiempo limitantes está definido como: δt1 = [mı́n(∆x,∆y)]/cs, done ∆x es el tamaño

de una celda en una dirección dada y cs es la rapidez adiabática del sonido en dicha celda;

δt2 = ∆x/Ux and δt3 = ∆y/Uy; δt4 = mı́n[(∆x)2/4ν, (∆y)2/4ν], donde ν es el coeficiente

de viscosidad cinemática (Stone & Norman [92]). El paso de tiempo utilizado en estas

simulaciones se determinó con Co = 0.35 para asegurar la estabilidad de los cálculos,

de acuerdo a la operación del software. Todos los otros parámetros del código fueron

utilizados con la opción estándar o por defecto del software.

ZEUS añade cinco filas de zonas auxiliares en cada frontera del arreglo computacio-

nal, por lo que la diferenciación finita de las Ecuaciones (2.8)-(2.10) cerca de las fronteras

de la malla requiere valores de modo que las variables dependientes sean especificadas más

allá del dominio computacional. Los valores que toman las variables en tales zonas son

especificados por el usario mediante las condiciones de frontera (disponibles) apropiadas

para la geometŕıa y la f́ısica del problema a resolver. De esta manera, las ecuaciones del

fluido no son resueltas en las zonas auxiliares.

2.2.2 Mallado, condiciones iniciales y de frontera

Debido a que por el momento el software no tiene una opción para combinar un

mallado cartesiano con uno polar, y aśı poder implementar el primero en las fronteras

del arreglo y el segundo en la frontera de la bola, se optó por solamente implementar

el mallado cartesiano con las especificaciones ya mencionadas. De este modo, el mallado

utilizado no puede reproducir una bola perfectamente esférica con superficie suave, sin

embargo, la suavidad se aproxima con la alta la resolución utilizada (4 celdas/mm).
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Caṕıtulo 2. Metodoloǵıa 28

El mallado está compuesto por un total de 756 × 572 celdas (o zonas) definidas en

un sistema cartesiano. Dos secciones componen tal mallado: una sección con estructura

uniforme (Sección A), y otra con estructura escalada (Sección B). Una vista general de

la malla es mostrada en la Figura 2.4 (arriba). La sección A es introducida para obtener

alta resolución (4 celdas/mm) cerca de la bola, a diferencia de las zonas en la sección

escalada, donde no es necesaria tanta resolución. La longitud caracteŕıstica del problema

corresponde al diámetro de la sección transversal de la bola D = 7.16 cm. El tiempo de

vuelo total T que simulan las pruebas realizadas es de 0.39 s, el cual corresponde a un

tiempo adimensional (τ = tU∞/D) de 163 unidades. El panel de la izquierda muestra

también el mapa de densidad correspondiente a la solución hidrodinámica del problema

en el tiempo t = 0.39 s; en la imagen, la densidad está normalizada a la densidad del flujo

en la entrada.

La pelota y las costuras fueron definidas con celdas de cero velocidad (condición de

no deslizamiento). Ya que el sotware resuelve las ecuaciones del fluido en todo el dominio

computacional, la condición de no deslizamiento en la bola es logrado actualizando la

velocidad y las demás variables en cada paso de tiempo. Tal condición se aplica a todas

las celdas del mallado cuya distancia de su centro geométrico al centro de la bola es menor

que el radio f́ısico de la bola D/2. Una parte de la geometŕıa de la bola resultante es

mostrada en la Figura 2.4 (abajo); la imagen muestra el arreglo de celdas uniformes cerca

de la bola, la cual en este caso tiene una protuberancia centrada en 45o que representa

una costura. La barra de colores representa la densidad normalizada como en el panel de

la izquierda.

Para los ĺımites del arreglo computacional se implementaron tres tipos de condiciones

de frontera, las cuales se ilustran en la Figura 2.4 (arriba): se utilizaron condiciones de

frontera de reflexión arriba y abajo, lo que significa que todas las variables centradas

en las zonas y las componentes de la velocidad en las zonas auxiliares son fijadas a los

valores correspondientes de sus imágenes en la zona activa inmediata, mientras que la

componente normal de la velocidad es fijada al valor cero en la frontera; estas fronteras

están a una distancia de aproximadamente 3.5D unidades del centro de la bola. En el

lado izquierdo del dominio se utilizó una condición de frontera de entrada, es decir, los

valores de todas las variables en las primeras cuatro celdas son fijadas igual a los valores

predetermindos del flujo de entrada. En el extremo derecho se utilizó una condición de

frontera de salida –dado que el flujo es compresible, una condición de frontera advectiva

(permitiendo el transporte de salida) de dos celdas fue fijada (9D unidades a la derecha)

con los mismo valores que en la condición de entrada, ver Ferziger & Perić [12] y Breuer

[83]. Los valores de los parámetros en las zonas auxiliares son fijados igual a los valores

correspondientes en las zonas activas inmediatas. Tanto la frontera de entrada como la
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frontera de salida están separadas por una zona de transición con anchura de una celda

del resto del dominio computacional.

Las simulaciones fueron realizadas a Re=1.46×105, el cual es el número de Reynolds

correspondiente a nuestro problema de interés, una bola que viaja a 30 m/s en el aire, como

se mencionó en la Sección 1.2. La presión y densidad iniciales son fijadas a p = 1013200

Ba y ρ = 1.225 × 10−3 g/cm3 en todas las zonas del dominio computacional, mientras

que la velocidad inicial se fijó en Uy = 3000 cm/s en la condición de entrada y U = 0

cm/s en el resto del dominio. Los valores de T , D y Uy se eligieron de acuerdo al tiempo

de vuelo, diámetro y rapidez de una bola de béisbol, respectivamente, en un lanzamiento

t́ıpico de béisbol (Adair [4]). Los valores de presión p y densidad ρ se eligieron de acuerdo

a condiciones atmosféricas estándar a 15oC, ver la página [93].

La condición de entrada genera una discontinuidad que produce un perfil cosenoidal

promediado en el tiempo en las zonas cercanas, ver Figura 2.5 (izquierda). A su vez,

las variaciones temporales de la velocidad se estabilizan después de τ = 40 unidades,

aproximadamente 1
4
del tiempo total de simulación, como se ilustra en la Figura 2.5

(derecha). Los parámetros caracteŕısticos resultantes para la simulación son: velocidad

de U∞ = 2987.91 cm/s, densidad de ρ∞ = 1.229 × 10−3 g/cm3, y presión de p∞ =

1017204 Ba, los cuales son calculados promediando los tres perfiles más cercanos a la

transición entre las columnas de entrada y las del resto del dominio. Los promedios de los

parámetros caracteŕısticos y de todas las demás mediciones fueron realizados considerando

sólo tiempos después de τ = 40 unidades en orden a asegurar cálculos con un flujo de

entrada estable.

2.2.3 Descripción de las simulaciones

El estudio consiste en medir las caracteŕısticas del flujo alrededor de la bola y en la

estela formada, para la obtención de los coeficientes y la validación del flujo, respectiva-

mente. El coeficiente de presión promedio es definido de acuerdo a Drela [9] por

Cp(θ) =
< p(θ) > −p∞

0.5ρ∞U2
∞

, (2.12)

donde Cp(θ) es la presión promedio en el tiempo a un ángulo θ, considerando θ = 0o

como el punto de detención en el frente de la bola, θ = 90o como el punto máximo en

la parte superior de la bola, y θ = 180o en la parte trasera de la bola. Una vez obtenido

Cp, la fricción promedio Cd es calculada mediante la diferencia de los valores de presión

en las partes de enfrente y de atrás de la bola, mientras que la sustentación promedio CC

es calculada mediante la diferencia de los valores de presión en las partes de arriba y de
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abajo de la bola (Ferziger & Perić [12]). La estela hidrodinámica producida por la bola

fue caracterizada a diferentes distancias de la bola. Las mediciones se realizaron en un

perfil con dirección paralela a la corriente principal del flujo y en dos perfiles transversales

al flujo.

Para validar el modelo, se realizaron pruebas con una bola de superficie suave sin

costura a Re=1× 105 y 1.4× 105, las cuales fueron comparadas con resultados reportados

en literatura para cilindros en 2D a números de Reynolds similares, a saber, Johansson,

Nielsen & Nielsen [79], Naito & Fukagata [82] a Re=1× 105 y Tremblay [81], Breuer [83]

y Cantwell & Coles [94] a Re=1.4 × 105, siendo estos últimos los casos más cercanos al

número de Reynolds de nuestro problema, Re=1.46× 105.

Se realizó un análisis sistemático para diferentes posiciones de la costura. Para esto

se hicieron simulaciones con la costura localizada a diferentes ángulos, a saber, φ = 0o,

5o, 10o, 15o, 20o, 25o, 30o, 45o, 60o, 65o, 70o, 75o, 80o, 85o, 90o. La costura es simulada

como una protuberancia de longitud L y altura H definidas en función del diámetro de

la bola, tal que L = D/7.16 y H = D/71.6, correspondiendo de tal manera a las medidas

de las costuras en una bola de béisbol profesional (Kensrud et al. [69]), ver Figura 2.6.

Los resultados de estas pruebas se comparan tanto con el caso con superficie suave para

realizar un análisis sistemático de la perturbación que la costura produce en el flujo como

con las referencias Borg & Morrisey [14] y Higuchi & Kiura [64] para discutir la diferencia

entre la pertubación de las costuras en estructuras 2D y 3D.
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Figura 2.4: Esquema del arreglo computacional. Las imagenes fueron hechas a partir del
mapa de densidad en un instante de tiempo. La escala de grises se refiere a la densidad
relativa en términos de la densidad caracteŕıstica. Arriba: Dimensiones del arreglo compu-
tacional, caracteŕısticas generales del mallado y las fronteras. Abajo: Acercamiento de la
zona donde se encuentra la costura.
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Figura 2.5: Caracteŕısticas del flujo de entrada. Izquierda: < uy >=< Uy > /U∞ en dife-
rentes perfiles en dirección y (ejes y y z en términos de D). La columna de transición es
aquella localizada en y ≈ −3.10 unidades. Los parámetros caracteŕısticos fueron obtenidos
promediando las variables correspondientes en y ≈ −3.0,−2.9,−2.8 unidades. Derecha:
La serie de tiempo de la velocidad en la componente principal del flujo promediada es-
pacialmente (Ūy), considerando los tres perfiles más cercanos en dirección y a la zona de
transición. La serie oscila alrededor de U∞ con variaciones de ±0.005 unidades, después
de aproximadamente 1

4
del tiempo total. Esto está marcado con ĺıneas punteadas en las

figuras.

Figura 2.6: Esquema de la bola con una costura.
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Resultados

3.1 El efecto Magnus en los LCR

Esta sección muestra los resultados referentes a la sustentación en los LCR. En

la Sección 3.1.1, se termina de construir el modelo cardioide que conecta la desviación

producida por la fuerza Magnus con la velocidad angular del lanzamiento, con base en

las observaciones y restricciones mencionadas en la Sección 2.1. A su vez, la Sección 3.1.2

plantea posibles extensiones del modelo tanto hacia casos más generales como hacia casos

con otras restricciones.

3.1.1 Modelo cardioide

Las desviaciones finales en el eje z (Zf ), producidas por las trayectorias simuladas

(Sección 2.1.2), son analizadas como respuesta al ángulo de rotación ψ y a la rapidez

angular ω. La Figura 3.1 (izquierda) muestra el diagrama de dispersión polar de los datos

Zf contra el parámetro ψ, mientras que el parámetro ω está representado por la escala de

colores. En el gráfico se puede ver que Zf obedece a una distribución cardioide respecto

a ψ, con periodo 2π. Los valores de Zf son negativos para valores ψ desde los ángulos 0o

hasta 90o y desde 270o hasta 360o, los cuales corresponden a lanzamientos que van desde

fastballs con giro hacia abajo hasta gyroballs y viceversa, respectivamente. A su vez, los

valores ψ que van desde 90o hasta 270o producen lanzamientos que van desde gyroballs

hasta fastballs con giro hacia arriba, produciendo valores positivos de Zf , y de regreso a

lanzamientos tipo gyroballs.

Los valores mı́nimo y máximo de los datos de |Zf | en los ángulos ψ = 0o, 180o, 360o

son ∼ 0.177m y ∼ 0.433m, respectivamente, los cuales corresponden a las desviaciones

mı́nima y máxima producidas por los lanzamientos cercanos a fastballs simuladas con ω

entre 100 rad/s y 310 rad/s. A su vez, los valores de |Zf | alrededor de ψ = 90o, 270o

(gyroballs) son cercanos a 0 m, como es esperado desde el punto de vista f́ısico y del

decremento del término cosψ en la componente z de la Ecuación (2.7).
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Figura 3.1: Izquierda: Diagrama de dispersión en coordenadas polares de la desviación
vertical Zf (en metros) vs el ángulo de rotación ψ (en grados). La barra de colores indica
el valor de ω (en rad/s). Las curvas punteada y continua dibujan los ajustes de < Zf >
con ω = 100 rad/s y ω = 310 rad/s, respectivamente, los cuales son obtenidos mediante
el modelo (3.3) con β = 2.53 m. El origen del eje radial fue movido al punto −0.5 m para
mostrar claramente la forma y caracteŕıstica de la distribución de los datos Zf , ya que
oscilan alrededor del cero. Derecha: Visualización cartesiana.

Hasta este punto, se podŕıa formular un modelo paramétrico de las desviaciones

Zf en función de ω, considerando un conjunto de trayectorias con valores dentro de los

rangos de la Tabla 2.1, tal que

< Zf (ω, ψ) >= α(ω) cosψ (3.1)

donde los corchetes < · > denotan el promedio sobre el conjunto de las 10,000 trayectorias

simuladas, con la distribución coseno del ángulo de rotación ψ y la amplitud mediante una

función de la rapidez angular ω, con una forma expĺıcita hasta el momento desconocida.

Al observar la representación cartesiana del gráfico por intervalos discretos de ψ,

Figura 3.1 (derecha), notamos que la escala de colores expresa una conexión entre el

incremento en amplitud de la distribución cosenoidal y el incremento correspondiente de

ω. Tal conexión se clarifica de la siguiente manera.
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De las condiciones iniciales en consideración (Tabla 2.1) y la componente z de la

Ecuación (2.7), la cual se escribe como

Z̈ = kV [CM (vy cosψ − vx sinψ)] ,

notamos que < V vx > no tiene una dirección preferencial para conjuntos de casos con

valores de v0 simétricamente distribuidos alrededor del eje x. Además, aunque las com-

ponentes en la Ecuación (2.7) están acopladas, haciendo una comparación de z contra las

otras dos componentes se tiene:

Z̈
√

Ẍ2 + Ÿ 2
=

kV [CM (vy cosψ − vx sinψ)]
√

(kV CMvz)2
[

sin2 ψ + cos2 ψ
]

=
kV [CM (vy cosψ − vx sinψ)]

kV CMvz

=
vy cosψ − vx sinψ

vz
, (3.2)

de manera que, para ángulos ψ no cercanos a 90o o 270o, la aceleración en el eje z

es aproximadamente un orden mayor que la aceleración en el plano x − y debido a la

diferencia en órdenes de vy con respecto a vz y vx. Es decir, la Ecuación (3.2) sugiere que

la componente z de la Ecuación (2.7) puede ser desacoplada de las componentes x y y

ya que no recibe gran retroalimentación del acople con ellas. En efecto, vx no tiene gran

variación comparada con vy por lo que al considerar grandes conjuntos de trayectorias con

velocidades iniciales simétricamente distribuidas alrededor del eje x, vx ≈ 0 y el segundo

término de la Ecuación (2.7) puede ser omitido.

Luego, la solución < Z > involucra al coeficiente CM , ya que al ser ω un parámetro,

la segunda derivada aplica sólo para el factor V vy, mientras que el factor CM cosψ es

constante. Esto permite proponer un ajuste del término α(ω) en (3.1) a una función

lineal de CM , tal que, α = −βCM y por lo tanto la ecuación (3.1) es reescrita para las

desviaciones finales como

< Zf (ω, ψ) >= −βCM(ω) cosψ, (3.3)

donde β es el parámetro a ser estimado ajustando los datos α, y está relacionado con la

velocidad de la bola.

El ajuste fue realizado, primeramente, discretizando los datos de las desviaciones

finales Zf en intervalos de ω cada 5 rad/s, obteniendo varias familias de curvas con

diferente ω para aśı poder estimar α(ω) en la Ecuación (3.1). El ajuste se realizó con el

método de mı́nimos cuadrados utilizando el software R statistics [88] con la variable
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“metric algorithm” (opción “BFGS” en la función “optim”) y una solución inicial de

α(ω) = 0 m. Los valores obtenidos son graficados con circulos en la Figura 3.2.

Una vez obtenidos los valores de α(ω), se realizó un ajuste similar sobre α = βCM

para obtener β. El valor obtenido para las desviaciones finales Zf es β = 2.53 m. La curva

resultante de este segundo ajuste está graficada en la Figura 3.2 utilizando como ĺımites

ω = 100 rad/s y ω = 310 rad/s en el cálculo de CM . Asimismo, las cotas inferior y superior

de Zf son graficadas en la Figura 3.1 mediante las ĺıneas punteada y continua, usando el

modelo (3.3) con ω = 100 rad/s y ω = 310 rad/s, respectivamente. La calidad del ajuste

en ambas Figuras (3.1 y 3.2) refleja la dependencia de Zf sobre CM , y en consecuencia

valida numéricamente el modelo (3.3).
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-0.35

-0.3

-0.25
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-0.15

 100  150  200  250  300

α

ω

1er ajuste
2do ajuste

Figura 3.2: Estimación discreta y continua de la amplitud de las desviaciones α (en
metros) en función de ω (en rad/s). Los puntos discretos (primer ajuste) fueron ob-
tenidos ajustando los datos Zf por subconjuntos tomados en intervalos de ω cada 5
rad/s, utilizando la técnica de mńimos cuadrados. La curva continua (segundo ajuste)
fue obtenida ajustando la Ecuación (3.3) a los puntos anteriores, con β = 2.53 m y
CM = CM(ω ∈ [100− 310] rad/s).

El modelo coincide con la estimación obtenida en el PITCHf/x algorithm, el cual

involucra un modelo basado en las ecuaciones cinemáticas de movimiento, expresando la

desviación Z de una sola trayectoria como Z = (1/2)aMzt
2, donde aMz = kCMv

2 cosψ

es la aceleración en la dirección z causada por la fuerza Magnus, y el factor (vt)2 es el

cuadrado de la distancia que existe desde el ṕıcher hasta el plato de home, ver el sitio web

[46] y Kagan & Nathan [95]. Esta es una observación interesante que sirve como soporte
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al PITCHf/x algorithm desde una perspectiva con un modelo matemático más completo,

ya que el modelo (3.3) se refiere a la desviación promedio de un conjunto de trayectorias

simuladas por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras que el modelo

de aceleración constante (ecuaciones cinemáticas) promedia la velocidad en el tiempo de

una sola trayectoria.

Aunado a esto, el modelo (3.3) puede ser reformulado para aproximar la componente

radial de la desviación final producida (Rf ). Como se ve en la Figura 2.2, las desviaciones

radiales Rf están principalmente orientadas a la componente z tal que < Rf >∼< |Zf | >,

por lo que

< Rf (ω, ψ) >= |βCM(ω) cosψ|. (3.4)

La Figura 3.3 (izquierda) muestra el diagrama de dispersión polar de los datos Rf ,

de manera similar a la Figura 3.1 (izquierda) para los datos Zf . Las curvas punteada

y continua se refieren a la cota inferior y superior de las desviaciones Rf con diferente

ω. La curva punteada (cota inferior) se ajusta bien a los datos, mientras que algunos

puntos quedan por arriba de la curva sólida (cota superior), especialmente en lanzamientos

cercanos a gyroballs (ψ = 90o y 270o), ver la representación cartesiana del gráfico en

la Figura 3.3 (derecha). Estas discrepancias son asociadas con el decremento del efecto

Magnus en dirección z y su correspondiente incremento en la dirección x por medio de los

factores cosψ y sinψ en la Ecuación (2.7), lo cual produce efectos de retroalimentación

por el acople de las ecuaciones, como ya se mencionó anteriormente. En la práctica,

lanzamientos tipo fastballs son más comunes que gyroballs debido a limitaciones motrices

del cuerpo humano, siendo aśı de mayor utilidad el ajuste de los modelos (3.3) y (3.4)

cercanos a un eje de giro ψ de 0o y 180o.

3.1.2 Discusión y extensión de los modelos

El modelo (3.3) puede ser extendido hacia varios caminos, obteniendo expresiones

de la desviación final para casos particulares o más generales. En esta sección se proponen

algunas investigaciones que podŕıan realizarse a futuro.

Lanzamientos con orientación sesgada

La desviación final Zf es sensible a una orientación preferencial en la velocidad inicial (en

vx). Con el objetivo de mostrar esto, se compararon desviaciones producidas por trayec-

torias con valores iniciales en vx simétricos con desviaciones producidas por trayectorias

con valores iniciales asimétricos. Para reproducir este segundo conjunto de trayectorias

se utilizaron condiciones inciales similares a las presentadas en la Tabla 2.1 pero con-

siderando vx ∈ (7 − 13) m/s. La diferencia entre ambos conjuntos de desviaciones se
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Figura 3.3: Izquierda: Diagrama de dispersión polar de Rf (en metros) vs ψ (en grados).
La barra de colores indica el valor de ω (en rad/s). Las curvas punteada y continua dibujan
los datos de < Zf > para ω = 100 rad/s y ω = 310 rad/s, obtenidos mediante el modelo
(3.3) con β = 2.53 m. Derecha: Visualización cartesiana.

pueden observar en la Figura 3.4. En la figura se hace referencia a las trayectorias con

datos simétricos mediante las cotas inferior y superior con las curvas punteada y continua,

respectivamente; mientras que los puntos representan las desviaciones producidas por las

trayectorias con datos sesgados. Como se puede observar, las pruebas con datos sesgados

modifican la amplitud y la fase de la función armónica, lo cual indica que el caso general

obedece a una distribución más compleja que el modelo (3.3). Esto tiene implicaciones al

tratar de expresar mediante un modelo la desviación final causada por el efecto Magnus

de un lanzamiento en espećıfico y no de un conjunto de lanzamientos, ya que al realizar

un análisis similar para trayectorias con diferentes intervalos pequeños de valores de vx, se

podŕıa suponer que el modelo obtenido tendeŕıa a aproximarse a la desviación producida

por el promedio de los valores del rango vx.

Variación con la distancia ṕıcher-home

El valor de la desviación final Zf también depende de la distancia a la que se analiza

ya que, obviamente, la diferencia entre un lanzamiento normal y uno simulado sin el

término Magnus no se mantienen constantes a lo largo de sus trayectorias. Esta variación
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Figura 3.4: Contraste entre los datos Zf (en metros) obtenidos a partir de trayectorias
numéricas con valores inciales de vx simétricamente distribuidos y con valores asimétri-
camente distribuidos (o sesgados). Las curvas punteada y continua son las cotas inferior
y superior, respectivamente, del caso simétrico (las mismas que las mostradas en la Fi-
gura 3.1), mientras que los puntos de color son el conjunto de desviaciones Zf del caso
asimétrico.

en las desviaciones puede ser estudiada en un rango de distancias ṕıcher-home de interés

deportivo, por ejemplo, la distancia de 17-18.5 m en el béisbol profesional (reglas de

beibsol [96]), distancias alrededor de 13-14 m para softbol varonil y femenil (reglas de

softbol [97]), y distancias alrededor de 14.5 m para béisbol infantil (reglamento de béisbol

infantil [98]).

La Figura 3.5 muestra las desviaciones Zf obtenidas a diferentes distancias ṕıcher-

home entre 10-20 m. Como se puede observar, la magnitud de cada conjunto de desvia-

ciones Zf se incrementa conforme aumenta la distancia entre el ṕıcher y el plato de home,

lo cual es de esperarse. La relación entre estos gráficos sugiere una extensión del modelo

(3.3), agregando el parámetro de la distancia ṕıcher-home a la expresión de Zf como un

factor que multiplica a la magnitud del coseno.

Variación en el eje de rotación

Finalmente, es importante mencionar que la suposición de ωz = 0 rad/s restringe la pre-
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Caṕıtulo 3. Resultados 40

-0.5 0 0.25 0.5
0

o

45
o

90
o

135
o

180
o

225
o

270
o

315
o

 100  150  200  250  300  350

ω

distancia=10 m

-0.5 0 0.25 0.5
0

o

45
o

90
o

135
o

180
o

225
o

270
o

315
o

 100  150  200  250  300  350

ω

distancia=13 m

-0.5 0 0.25 0.5
0

o

45
o

90
o

135
o

180
o

225
o

270
o

315
o

 100  150  200  250  300  350

ω

distancia=16 m

-0.5 0 0.25 0.5
0

o

45
o

90
o

135
o

180
o

225
o

270
o

315
o

 100  150  200  250  300  350

ω

distancia=20 m

Figura 3.5: Comparación de la desviación Zf producida a diferentes distancias ṕıcher-
home: 10 m (arriba-izquierda), 13 m (arriba-derecha), 16 m (abajo-izquierda), 20 m
(abajo-derecha). Notar que en el último caso algunas desviaciones son mayores a 0.5
m por lo que algunos puntos quedan fuera del gráfico. Las curvas punteada y continua
son las cotas inferior y superior, respectivamente, a la distancia del modelo de referencia
de esta tesis, 17.05 m.
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sente investigación a un cierto tipo de lanzamientos, sin embargo, la metodoloǵıa utilizada

puede ser aplicada de manera similar para analizar desviaciones en otros ejes, por ejemplo

en x con ωx = 0 para bolas con rotación, simulando lanzamientos que se alternan entre

sliders y gyroballs.

Además, cabe mencionar que la metodoloǵıa utilizada, combinando herramientas

numéricas y anaĺıticas, permitiŕıa la derivación de un modelo más robusto que podŕıa

aplicarse no sólo a bolas de béisbol sino para cualquier tipo de pelota esférica.

3.2 El coeficiente de sustentación y la

distribución de la presión en los LSR

En esta sección se presentan los resultados referentes a la sustentación en los LSR.

La metodoloǵıa y el flujo se validan en la Sección 3.2.1 mientras que el efecto producido

por las costuras en la sustentación se muestra en la Sección 3.2.2.

Para una representación estándar, todas las gráficas y los resultados son presenta-

dos en términos de las unidades caracteŕısticas, sustituyendo las variables de distancia y

velocidad por variables adimensionales, tal que (y = Y/D), (z = Z/D), (uy = Uy/U∞),

(uz = Uz/U∞). Todos los gráficos fueron obtenidos usando R statistics sofware [88].

3.2.1 Caracteŕısticas del flujo y validación del modelo

Como base de comparación para el estudio del efecto de una costura y como vali-

dación del modelo, se estudiaron las caracteŕısticas principales del flujo para el caso de la

bola con superficie suave (caso suave) a diferentes Re.

Para reforzar la validez del modelo se comparó el caso suave con resultados de

simulaciones y experimentos reportados en la literatura para geometŕıas y parámetros

similares. La Figura 3.6 muestra la curva de distribuciones de presión en términos del

coeficiente de presión promedio Cp, de acuerdo a la Ecuación (2.12), para el caso Re=1×

105. Los valores que se muestran fueron calculados promediando temporalmente los datos

de la parte superior e inferior correspondiente, dentro de un capa que rodea a la superficie

de la bola de D/100 unidades en dirección radial, por intervalos de un grado. Aśı, por

ejemplo, el valor de Cp(θ = 1o) consiste en el promedio obtenido con todos los valores

dentro de las capas correspondientes a los intervalos (0.5o − 1.5o) y (358.5o − 359.5o);

de igual manera, Cp(θ = 90o) está asociado con (89.5o − 90.5o) y (269.5o − 270.5o),
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mientras que Cp(θ = 0o) y Cp(θ = 180o) están asociados solamente con (359.5o − 0.5o) y

(179.5o − 180.5o), respectivamente.

El comportamiento general del gráfico se puede describir como una curva decreciente

que parte del valor Cp(0
o) = 1 con una pendiente pronunciada hasta θ ∼ 80o, donde alcan-

za un valor de Cp(80
o) ≈ −1.7, para después seguir decreciendo hasta Cp(180

o) ≈ −2.3.

La curva posee caracteŕısticas de los datos reportados en la literatura por Johansson et

al. [79] y por Naito & Fukagata [82], los cuales fueron obtenidos por simulación, uti-

lizando la metodoloǵıa Large Eddy Simulations (LES )1 para resolver las ecuaciones de

Navier-Stokes. En detalle, nuestros resultados se aproximan a los reportados en literatura

hasta θ ≈ 80o, en la zona de pendiente pronunciada; en este rango, nuestra solución tiene

pequeñas oscilaciones que son producidas por efecto de la resolución de la malla. Des-

pués, aproximadamente desde θ = 80o hasta θ = 95o, los datos de investigaciones previas

incrementan mientras que nuestros resultados continúan decreciendo manteniendo una

diferencia entre ellos de aproximadamente de 0.3-0.4 unidades hasta θ = 180o.

En el mismo gráfico, se muestra el efecto de la resolución, comparando las tres

curvas denominadas alta (8 celdas/mm), estándar (4 celdas/mm) y baja (2 celdas/mm)

resolución. La curva correspondiente a la baja resolución difiere mucho de las otras dos en

los últimos veinte grados, en tanto que la curva con alta resolución claramente se acerca

más a los resultados de las referencias Johansson et al. [79] y Naito & Fukagata [82].

Sin embargo, ya que el método utilizado en la presente investigación consiste en resolver

de manera directa las ecuaciones de movimiento del fluido, no es factible usar la alta

resolución en todas las pruebas, pues el número de celdas a evaluar en la sección A del

mallado aumenta en cuatro veces, lo que a su vez aumentaŕıa el tiempo de cómputo en

más de 2.5 veces (alrededor de 1 mes) produciendo además, limitaciones en la memoria y

almacenamiento de los archivos de datos. Por estas razones, se eligió la resolución estándar

para las simulaciones en el presente trabajo, haciendo el compromiso calidad-memoria-

tiempo.

La desviación de nuestros resultados respecto a los datos de la literatura son prin-

cipalmente en la parte trasera de la bola y se debe a un problema de resolución. Sin

embargo, el presente estudio se enfoca principalmente al efecto en la parte delantera de la

bola (θ ≤ 90o) por lo que los resultados obtenidos son útiles para la presente investigación.

La falta de resolución también se puede entender como un efecto de rugosidad en la bola.

1Básicamente, esta metodoloǵıa consiste en resolver los términos de mayor escala en las ecuaciones
de Navier-Stokes (los términos de transporte) y modelar las escalas más pequeñas (los términos de
viscosidad).
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Caṕıtulo 3. Resultados 43

−
2

−
1

0
1

θ

c
p

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

estándar(1 × 10
5)

Johansson − LES(1 × 10
5)

Naito − LES(1 × 10
5)

alta(1 × 10
5)

baja(1 × 10
5)

Figura 3.6: Coeficiente de presión promedio Cp calculado alrededor de un corte de la
bola con superficie suave a Re=1 × 105 para diferentes resoluciones en el mallado: como
comparación también se muestran los resultados reportados por Johansson et al. [79] y
Naito & Fukagata [82] al mismo Re.
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Figura 3.7: Velocidad < uy > en dirección de la corriente principal promediada en el
tiempo a lo largo de la ĺınea de simetŕıa z = 0 en comparación con los valores reportados
por Tremblay [81], Breuer [83], Cantwell & Coles [94] a Re=1.4× 105.

A su vez, los efectos de la resolución en la solución no se ven reflejados en la estela

del flujo. Los valores promedio en el tiempo de la velocidad, en su componente principal

< uy > y su componente normal < uz >, son comparados con los resultados obtenidos por

Tremblay [81] y Breuer [83] por el método de LES, y con las mediciones experimentales

de Cantwell & Coles [94]; todos ellos a Re=1.4× 105. En general, las caracteŕısticas de la
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estela reportadas previamente son reproducidas con nuestras simulaciones, como se puede

ver en las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9. < uy > sólamente difiere de los resultados en la literatura

en las zonas inmediatas a la parte trasera de la bola (a lo largo de la ĺınea de simetŕıa

z = 0, desde y = 0.5 hasta y = 1), donde aún alcanza a tener efecto la diferente separación

del flujo producida por la rugosidad de la bola, ver Figura 3.7. No obstante, desde y = 1

hasta y = 8, los valores de < uy > obtenidos concuerdan con los reportados en literatura,

estabilizándose cerca y = 4 en un valor de 0.8 unidades. Las caracteŕısticas del flujo son

también reproducidas a lo largo de los perfiles y = 1 y y = 3 para < uy >, obteniendo

perturbaciones simétricas significativas dentro del canal correspondiente a dos veces el

diámetro de la bola, ver Figura 3.8 (izquierda) y (derecha). A su vez, < uz > captura la

estructura simétrica promedio de los vórtices alrededor de z = 0, al cambiar sus valores

de positivo a negativo en la ĺınea y = 1, ver Figura 3.9 (izquierda), es decir, recordando

que el perfil mostrado en el gráfico guarda simetŕıa con respecto al eje z del arreglo, los

valores positivos de < uz > en z < 0 indican que el promedio de los vórtices en esa región

se forman con una orientación hacia arriba, mientras que los valores negativos de < uz >

en z > 0 indican una formación hacia abajo, lo que en conjunto significa que los efectos

de la sustentación promedio en la estela se aproximan a ser nulos, como es de esperarse.

Por último, las perturbaciones en y = 3 son mucho más pequeñas comparadas con las

producidas en y = 1, tanto para < uy > como para < uz >, lo cual concuerda con la

estabilización del flujo a grandes distancias, como es mostrado en la Figura 3.7.
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Figura 3.8: Velocidad en dirección de la corriente principal promediada en el tiempo
< uy > alrededor de las ĺıneas (izquierda) y = 1 y (derecha) y = 3 en comparación con
los valores reportados por Tremblay [81], Breuer [83], Cantwell & Coles [94].
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< uz > a lo largo de las ĺıneas (izquierda) y = 1 y (derecha) y = 3 en comparación con
los valores reportados por Tremblay [81], Breuer [83], Cantwell & Coles [94], sólo para el
perfil y = 1.

3.2.2 Efecto de las costuras

Las perturbaciones en Cp originadas por las costuras son mostradas en la Figura

3.10 (izquierda). Para cada ángulo de ataque φ se producen tanto un efecto local gran-

de en los ángulos inmediatos como un efecto suave de larga escala en ángulos distantes,

después de θ = 100o. La Figura 3.10 (derecha) muestra una vista detallada de los efectos

locales comparados con el caso suave. En la gráfica, se pueden notar tres tipos de curvas.

Las costuras localizadas en ángulos de ataque entre 0o y 30o producen un decaimiento

rápido que se mantiene como un movimiento errático durante un cierto intervalo hasta

que prácticamente desaparece, al obtener un incremento igualmente repentino; a su vez,

las curvas de perturbación asociadas a las costuras entre 60o y 90o se caracterizan por

un incremento gradual que alcanza un máximo y drecrece rápidamente, seguido por un

intervalo correspondiente de estabilización. Las principales perturbaciones en ambos tipos

de curvas ocurren en un rango de valores negativos o positivos, pero no en ambos. Las

máximas perturbaciones en el primer tipo tienen prácticamente el mismo valor para todas

las curvas alrededor de -0.7 unidades, mientras que para el segundo tipo los valores decre-

cen aproximadamente de 0.9 a 0.5 unidades conforme φ incrementa. A su vez, la costura

situada a 45o actúa como un punto de inflexión ya que su curva correspondiente posee

las caracteŕısticas del segundo tipo de curvas pero pasando de perturbaciones positivas a

negativas con aproximadamente la misma magnitud.
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Adicionalmente a las observaciones anteriores, el rango de acción en el cual la costura

disturba el flujo se incrementa un poco cuando el ángulo de ataque se aproxima a φ = 45o,

ver la distancia entre el inicio y el final de la perturbación en la Figura 3.11. Estas

variaciones están asociadas a la generación temprana y separación tard́ıa del flujo como

respuesta directa a la localización de la costura, de los cuales se puede observar que las

costuras en ángulos cercanos a 45o producen un flujo más sensible a pequeñas variaciones

del ángulo de ataque que las costuras situadas en otros ángulos, como es observado en el

experimento de Higuchi & Kiura [64] en φ = 30o, 45o, 60o con bolas de béisbol reales.
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Figura 3.10: Coeficiente de presión promedio Cp calculado para diferentes ángulos de
ataque φ. Se reescribe el coeficiente como Cφ

p para indicar la variación con respecto a φ.
Izquierda: Alrededor de la bola. Derecha: Acercamiento en θ ∈ [0o− 100o] de la diferencia
de Cφ
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Figura 3.11: Efecto local de la costura. Los puntos y lo cuadros indican el cominezo y el
fin de las perturbaciones en respuesta del ángulo de ataque, respectivamente.
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El efecto global de las perturbaciones en la presión se puede visualizar en los co-

eficientes de presión y de sustentación promedio. La Figura 3.12 (izquierda) sugiere una

relación directa entre Cd y las principales perturbaciones en Cφ
p . En efecto, el coeficiente

de fricción Cd presenta un decremento respecto al caso suave en los valores asociados a las

costuras situadas a φ < 45o y un incremento para las costuras situadas a φ > 45o, mien-

tras que φ = 45o actúa como un punto de inflexión. La mı́nima fricción (∼ 0.7 unidades)

es causada por la costura situada en φ = 30o, mientras que la máxima (∼ 1.2 unidades)

es causada por φ = 75o. El coeficiente de sustentación CC es graficado en la Figura 3.12

(derecha). Similarmente al coeficiente de fricción, la curva de CC se mantiene simétrica

respecto al caso suave. Sin embargo, la sustentación posee un comportamiento oscilatorio

y la costura localizada en φ = 45o no coincide con el caso suave sino con el cero. Las

máximas perturbaciones son producidas por los ángulos de ataque φ = 30o, 85o, 90o. La

relación entre Cd y CC tiene implicaciones en trayectorias reales de bolas de béisbol. Por

ejemplo, aunque una costura localizada en φ = 30o produce la máxima sustentación, la

fricción corespondiente a tal ángulo es menor en ∼ 0.35 unidades que la fricción producida

por una costura localizada en φ = 85o, lo cual significa que una bola lanzada con esta

última orientación se tardaŕıa más en llegar al plato de home que una bola con una costura

situada en φ = 30o; esto conduce a que la sustentación producida (en dirección opuesta)

por φ = 85o actuaŕıa más tiempo que la sustentación producida por el caso φ = 30o, de

manera que el efecto final podŕıa ser mayor en el primer caso. Los valores obtenidos para

el caso suave son Cd = 0.82 y CC = −0.085.

Para visualizar y comparar los resultados de este trabajo con los datos de lanzamien-

tos reales de béisbol, en la Figura 3.12 (derecha) se muestran los datos experimentales de

Borg & Morrisey [14] para orientaciones 4S y 2S. Los datos representan la sustentación

causada por el conjunto de costuras y no por una sola por lo que es dif́ıcil plantear una

correlación entre tales datos y los obtenidos en la presente investigación. A pesar de este

hecho, se puede observar que los datos reales están conectados en fase con la sustentación

producida por una sola costura.

Las principales perturbaciones en la estela son causadas por las costuras situadas

en los ángulos 30o y 90o. En la Figura 3.13, φ = 30o produce el mayor cambio en zonas

cercanas a la bola, alcanzando una rapidez negativa de alrededor de < uy >= −0.2

unidades, lo cual se refleja en la fricción pequeña que produce tal costura, ver Figura 3.12

(izquierda). A su vez, las perturbaciones producidas por la costura en φ = 90o alcanzan

un máximo valor alrededor de y = 4, emparejándose luego con el caso suave en y = 8.

No se encontraron perturbaciones relevantes en la estela producidas por costuras situadas

en el resto de las posiciones. De manera general, todos los casos se estabilizan entre

< uy >= 0.7 y < uy >= 0.8 unidades en y = 8. Las perturbaciones en la formación de
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Figura 3.13: Velocidad en dirección de la corriente principal promediada en el tiempo
< uy > a lo largo de la ĺınea de simetŕıa z = 0 para diferentes ángulos de ataque φ.

vórtices cercanas a la bola son capturadas a lo largo de la ĺınea y = 1 en las Figuras 3.14

y 3.15. Como se comentó anteriormente, la costura en φ = 30o produce los valores más

grandes en < uy >, mientras que reduce a la mitad la curva de < uz > producida por

el caso suave, manteniendo la simetŕıa respecto al eje z = 0. En acuerdo con el análisis

de la Figura 3.13, las principales perturbaciones en < uy > por una costura situada en

φ = 90o son producidas a distancias intermedias de la bola (y = 3), por lo que se podŕıa

discutir que los efectos de esta costura tienen un impacto de largo alcance, a diferencia del
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caso φ = 30o. Por último, a pesar de que la costura situada en φ = 85o produce grandes

variaciones en Cd y en CC , su efecto no se ve reflejado en la estela producida.
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< uy > a lo largo de las ĺıneas (izquierda) y = 1 y (derecha) y = 3 para diferentes ángulos
de ataque φ.
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Figura 3.15: Velocidad en dirección normal a la corriente principal promediada en el
tiempo < uz > a lo largo de las ĺıneas (izquierda) y = 1 y (derecha) y = 3 para diferentes
ángulos de ataque φ.

Adicionalmente al impacto de las fuerzas de fricción y sustentación, y aunque fuera

del objetivo central de la presente investigación, cabe mencionar que tanto la curva de

presión Cφ
p mostrada en la Figura 3.10 como los efectos que las costuras producen en la
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estela (Figuras 3.13, 3.14 y 3.15) pueden ser de gran utilidad en el diseño y posicionamiento

de partes sensibles en superficies de objectos aerodinámicos.

3.2.3 Propuestas de investigaciones potenciales

Las pruebas computacionales para los LSR pueden expandirse en el aporte a las

fuerzas de sustentación en diferentes maneras. En esta sección se discuten algunas de

estas investigaciones potenciales.

Construcción de CC a partir del caso 2D

Las pruebas realizadas en la presente investigación proveen el coeficiente de sustentción

solo para el caso 2D de una bola con una sola costura por lo que, si bien ayudan a

comprender la relación entre el ángulo de la costura y la sustentación producida, no

logran reproducir por completo la dinámica de la bola. Sin embargo, el caso 3D podŕıa ser

reproducido mediante una integración de casos 2D del problema. Una hipótesis de esto

consiste en partir la bola con costuras 3D en un conjunto de láminas 2D para después

simular por separado la hidrodinámica de cada una de las láminas; realizar una posterior

integración de los resultados en 2D, ajustándolos a los datos experimentales mostrados

en Borg & Morrisey [14]. Esto aportaŕıa conocimiento no a la parte práctica del problema

sino en cuanto a la teoŕıa de la dinámica de fluidos.

Construcción de CC a partir del caso 3D

Otra manera de obtener el CC real de una bola de béisbol es directamente mediante simu-

laciones CFD del caso 3D. Sin embargo, tanto la memoria como el tiempo computacional

requeridos aumentan a tal grado que no es factible realizar este tipo de estudios con la

metodoloǵıa implementada. Para ello, habŕıa que reemplazar las simulaciones directas, las

cuales resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes, por técnicas como Large Eddy Simula-

tions (LES) o utilizar modelos tipo Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS), los cuales

resuelven las escalas grandes del problema y modelan las escalas pequeñas, ahorrando aśı

tiempo de cómputo a medida que se vuelve factible resolver el caso 3D.
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3.3 Comparación de los resultados

Los resultados de ambos tipos de lanzamiento (LCR y LSR) contribuyen al modela-

do de la dinámica de la bola de béisbol en diferentes maneras y profundidad. Por un lado,

el modelo cardioide para la sustentación en los LCR estima la desviación producida por el

efecto Magnus (sustentación) con una precisión tal que puede tener un uso práctico en las

tecnoloǵıas relacionadas con un juego de béisbol, como en simulaciones de videojuegos,

visualización de posibles trayectorias dependiendo de la velocidad angular en transmisio-

nes en vivo, o simplemente facilitando esta información a los jugadores. Por otro lado,

los valores del coeficiente de sustentación obtenidos mediante las pruebas numéricas rea-

lizadas para los LSR son un primer intento prometedor en la obtención del coeficiente de

sustentación por lo que, si bien la construcción de un modelo análogo al de los LCR es

aún distante, los resultados son de gran utilidad al caracterizar el efecto producido por

cada costura de forma particular de manera numérica.

Los resultados anteriores concuerdan con el hecho de que la sustentación en los LSR

es un proceso más complejo que en los LCR, debido a que la distribución de la presión en

la superficie de la bola se ve afectada por la posición y asimetŕıa de las costuras. Es por ello

que la complejidad del modelo utilizado para los LSR resolviendo las ecuaciones de Navier-

Stokes debe ser capaz de simular las escalas más pequeñas del fluido, mientras que para

los LCR basta con un modelo que promedie las caracteŕısticas del fluido, enfocándose en

el movimiento de la bola y utilizando simplemente las ecuaciones de Newton. Lo anterior

está relacionado con el método de solución, ya que las simulaciones de los LSR requiren de

un método como diferencias finitas, mientras que las simulaciones de los LCR se pueden

realizar con el método de Runge-Kutta.

No obstante, los métodos de CFD, como los utilizados en los LSR, tienen un gran

potencial en el análisis de la aerodinámica de una bola de béisbol y otros objetos similares,

incluyendo el caso de los LCR. Aśı, el uso de CFD es de vital importancia en futuros

trabajos que describan con más detalle tanto la dinámica de los LCR como la de los LSR.
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Conclusiones

En el presente estudio se abordó el problema de la determinación de la fuerza de sus-

tentación en una bola de béisbol, y su conexión con las condiciones iniciales y parámetros

del problema a partir de diferentes metodoloǵıas, según el tipo de lanzamiento:

FM =
1

2
ρACM

v

ω
ω × v

con rotación (LCR), y

FC =
1

2
ρACCvβ̂ × v

sin rotación (LSR).

Para los LCR se contruyó un modelo cosenoidal que relaciona la velocidad angular

de la bola con la desviación producida por el efecto Magnus, que es la sustentación en los

LCR. El modelo propuesto ajusta perfectamente a los datos de desviación en el eje Z de

un conjunto de trayectorias simuladas en función de la rapidez angular ω y el ángulo de

rotación φ, los cuales son parámetros del sistema de ecuaciones que modela la dinámica

de la bola. La rapidez angular define la amplitud en el modelo por medio de una relación

lineal con el coeficiente Magnus CM , mientras que el ángulo φ es el argumento del coseno.

La rapidez lineal promedio del conjunto de trayectorias < V > es introducida como un

factor constante. El modelo es deducido a partir de argumentos teóricos y numéricos. El

modelo se ajusta también a las desviaciones radiales Rf y reproduce los resultados del

algoritmo PITCHf/x.

A su vez, como principales resultados en los LSR, se obtuvieron las perturbaciones

de presión y velocidad en el flujo alrededor de sección 2D de la bola de béisbol con una

costura situada a diferentes ángulos, via dinámica de fluidos computacional. Cada costura

disturba abruptamente la presión en ángulos inmediatamente cercanos a ella, mientras que

produce efectos más suaves en ángulos lejanos. Además las costuras perturban los valores

del coeficiente de sustentación y de fricción según el ángulo en el que se encuentra, a saber:

el ángulo de ataque de 45o actúa como un punto de inflexión en el cual los coeficientes
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aerodinámicos son prácticamente no perturbados con respecto al caso con superficie suave;

las costuras situadas a ángulos menores de 45o reducen la fricción mientras que las que

se sitúan a ángulos mayores la incrementan; la sustentación tiene un comportamiento

oscilatorio respecto a los ángulos de ataque. A pesar de que el método numérico utilizado

reproduce las caracteŕısticas del flujo en la parte frontal de la bola y en la estela, en

la zona cercana a la parte trasera difiere de los resultados simulados y experimentales

tomados de la literatura. Estas discrepancias son consecuencia de la resolución del mallado

y limitaciones del software ZEUS3D, el cual fue adaptado para definir la bola como un objeto

sólido.

Los puntos anteriores llevan a la conclusión general de que la sustentación en los

LSR es más impredecible que en los LCR, debido a la mayor sensibilidad a la distribución

de presión en la superficie de la bola, lo que conduce a que la complejidad del modelo

a utilizar para la simulación de la dinámica de la bola debe ser mayor en los LSR, por

ejemplo resolviendo las ecuaciones de Navier-Stokes, que en los LCR, donde basta con

resolver las ecuaciones de Newton. Finalmente, se presentó un planteamiento de inves-

tigaciones potenciales para ambos tipos de lanzamiento, las cuales dan continuidad al

presente estudio.

Los resultados de ambos tipos de lanzamiento contribuyen al entendimiento, al desa-

rrollo y a la integración del modelado de la dinámica de la bola de béisbol, especialmente

sobre las fuerzas de sustentación. Por un lado, el modelo construido para las desviaciones

en los LCR tiene aplicaciones directas o casi directas en las tecnoloǵıas relacionadas con

un juego de béisbol. Un ejemplo de aplicación se encuentra en la industria de los video-

juegos, los cuales requieren de simulaciones reales, precisas y rápidas del vuelo de la bola

de béisbol; estos requerimientos son cumplidos por nuestro modelo, ya que al introducirlo

como fórmula en el algoritmo del videojuego se ahorra tiempo computacional en lugar de

resolver la trayectoria completa. Otro ejemplo se encuentra en la visualización de familias

de soluciones con variación en la velocidad angular, siendo esto útil tanto en videojuegos,

como en transmisiones en vivo y uso en el béisbol profesional. Por otro lado, los valores

de presión obtenidos para los LSR con la costura situada a distintos ángulos son de gran

utilidad para fortalecer el ajuste del modelo fenomenológico construido previamente, el

cual puede ser utilizado a su vez para reproducir trayectorias de lanzamientos sin rotación.

Los resultados obtenidos son de todav́ıa más utilidad al caracterizar el efecto producido

por cada costura de forma particular de manera numérica, lo que motiva a continuar con

esta ĺınea de investigación en dirección a formular modelos similares al propuesto para los

LCR. Finalmente, los resultados se pueden extender o aplicar a objetos con geometŕıas

similares.
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Apéndice A

La fuerza de sustentación

Resumen: El enfoque de la presente investigación gira alrededor de la
sustentación que experimenta la bola de béisbol durante su vuelo. La
sustentación (y la fricción) se expresan matemáticamente por fórmulas
teórico-experimentales fundamentadas en la distribución de presiones
sobre la superficie de la bola. Estas fórmulas, aunque bien conocidas por
quienes están familiarizados con trabajos de aerodinámica, se utilizan
a tal grado en este trabajo que conviene describirlas y derivarlas con
detalle para aquéllos lectores no tan familiarizados con ellas o como
simple revisión para quienes śı lo están. El presente Apéndice trata con
ello, presentando una primera aproximación (a las fórmulas de fricción
y sustentación) a partir de la derivación de la ecuación de Bernoulli en
la Sección A.1 y más formalmente, a partir de la derivación del teorema
Kutta-Joukowski en la Sección A.2.

“The person who merely watches the flight of a bird gathers the impression that the bird

has nothing to think of but the flapping of its wings. As a matter of fact this is a very

small part of its mental labor. To even mention all the things the bird must constantly

keep in mind in order to fly securely through the air would take a considerable part of the

evening . . .The bird has learned this art of equilibrium, and learned it so thoroughly that

its skill is not apparent to our sight. We only learn to appreciate it when we try to

imitate it.- Wilbur Wright, 1901”

A.1 La ecuación de Bernoulli

La derivación de la ecuación de Bernoulli que aqúı se presenta está basada en la

derivación mostrada por Landau & Lifshitz [56] y por Drela [9].

La aproximación comienza tomando como punto de partida la ecuación de movi-

miento de un fluido newtoniano no viscoso (cuya derivación se puede ver en la Sección

B.1 del Apéndice B):
∂U

∂t
+ (U · ∇)U = −

∇p

ρ
, (A.1)
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donde U = U(x, y, z, t), p = p(x, y, z, t) y ρ = ρ = (x, y, z, t) son la velocidad, presión

y densidad del fluido, respectivamente. Esta ecuación es conocida como la ecuación de

Euler.

Luego, usando la conocida fórmula de análisis vectorial1 1
2
∇U2 = U × (∇×U) +

(U · ∇)U, la ecuación (A.1) puede reescribirse como

∂U

∂t
+

[

1

2
∇U2 −U× (∇×U)

]

= −
1

ρ
∇p,

y se simplifica al considerar un flujo

∂U

∂t
−U× (∇×U) = −∇

(

p

ρ
+

1

2
U2

)

incompresible (ρ = constante),

U× (∇×U) = ∇

(

p

ρ
+

1

2
U2

)

y estático

(

∂U

∂t
= 0

)

. (A.2)

Por último, se analiza el flujo (por medio de la ecuación (A.2)) a lo largo de una ĺınea

de corriente, la cual se define como una curva espacial (en 2D) cuya tangente en algún

punto da la dirección de la velocidad en tal punto, ver Figura A.1. Al realizar el producto

escalar de la ecuación (A.2) con el vector unitario (denotado por Û = U

|U|
) tangente a la

ĺınea de corriente en cada punto tenemos

[U× (∇×U)] · Û = ∇

(

p

ρ
+

1

2
U2

)

· Û

0 =
∂
(

p
ρ
+ 1

2
U2

)

∂l
, (A.3)

(A.4)

donde el término de la izquierda se vuelve cero debido a que el vector U× (·) es perpen-

dicular a la dirección de la velocidad mientras, por lo que su proyección en la dirección

de Û es cero. A su vez, la proyección del término de la derecha en Û es la derivada del

término en dirección de la ĺınea de corriente, la cual se denota como ∂
∂l
.

De la ecuación (A.3) solo basta observar que al ser la derivada ∂(·)
∂l

= 0 a lo largo de

la ĺınea de corriente, entonces

p

ρ
+

1

2
U2 = constante. (A.5)

1La derivación de esta fórmula se encuentra al final de la presente Sección.
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Ĺıneas de

corriente

p1, U1

Û

Figura A.1: Esquematización de las ĺıneas de corriente.

La ecuación (A.5) es la llamada ecuación de Bernoulli, y es de vital importancia

para fluidos sin fricción, ya que da la relación entre velocidad, posición y presión de las

part́ıculas del fluido que están en la misma ĺınea de corriente Prandtl & Tietjens [10].

La aplicación de la presente aproximación al caso de la bola de béisbol se puede ver

al reorganizar la ecuación de Bernoulli (A.5) en términos de presión y utilizando el valor

de presión lejos de la bola p∞, tal que

p∞ = p+
1

2
ρU2. (A.6)

La diferencia de presión entre la parte frontal y trasera de la bola a lo largo de una ĺınea

de corriente, se obtiene mediante la resta de la evaluación de la ecuación (A.6) en ambas

partes, tal que

patrás − pfrente = −
1

2
ρ(U2

atrás − U2
frente); (A.7)

aśı, aunque analizando sólo una ĺınea de corriente y en un flujo incompresible y sin visco-

sidad, la ecuación (A.6) es una primera aproximación a la fricción (por presión) de la bola

al introducir la sección transversal de área de la bola A, y compensando la diferencia de

velocidades (Uatrás − Ufrente) con la velocidad caracteŕıstica U∞ de la bola y el coeficiente

de fricción Cd:
fricción

A
= patrás − pfrente =

1

2
ρCdU

2
∞. (A.8)
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Un procedimiento similar pero aplicado a la parte superior e inferior de la bola conduce

la fuerza de sustentación:

sustentación

A
= parriba − pabajo =

1

2
ρCSU

2
∞. (A.9)

Identidad vectorial 1. 1
2
∇U2 = U× (∇×U) + (U · ∇)U

Demostración:

Utilizando coordenadas cartesianas, tal queU = (Uxx̂+ Uyŷ + Uz ẑ),∇ =
(

∂
∂x
x̂+ ∂

∂y
ŷ + ∂

∂z
ẑ
)

,

desarrollamos

U× (∇×U) = U×

[(

∂Uz

∂y
−
∂Uy

∂z

)

x̂+

(

∂Ux

∂z
−
∂Uz

∂x

)

ŷ +

(

∂Uy

∂x
−
∂Ux

∂y

)

ẑ

]

=

[

Uy

(

∂Uy

∂x
−
∂Ux

∂y

)

− Uz

(

∂Ux

∂z
−
∂Uz

∂x

)]

x̂+

[

Uz

(

∂Uz

∂y
−
∂Uy

∂z

)

− Ux

(

∂Uy

∂x
−
∂Ux

∂y

)]

ŷ +

[

Ux

(

∂Ux

∂z
−
∂Uz

∂x

)

− Uy

(

∂Uz

∂y
−
∂Uy

∂z

)]

ẑ.

Reorganizando y agregando la resta nula Uξ
∂Uξ

∂ξ
−Uξ

∂Uξ

∂ξ
(= 0) a la respectiva componente

componente ξ = x, y, z, tenemos

U× (∇×U) =

[

Ux
∂Ux

∂x
+ Uy

∂Uy

∂x
+ Uz

∂Uz

∂x
−

(

Ux
∂Ux

∂x
+ Uy

∂Ux

∂y
+ Uz

∂Ux

∂z

)]

x̂

[

Ux
∂Ux

∂y
+ Uy

∂Uy

∂y
+ Uz

∂Uz

∂y
−

(

Ux
∂Uy

∂x
+ Uy

∂Uy

∂y
+ Uz

∂Uy

∂z

)]

ŷ

[

Ux
∂Ux

∂z
+ Uy

∂Uy

∂z
+ Uz

∂Uz

∂z
−

(

Ux
∂Uz

∂x
+ Uy

∂Uz

∂y
+ Uz

∂Uz

∂z

)]

ẑ

=

[

1

2

∂
(

U2
x + U2

y + U2
z

)

∂x
−

(

Ux
∂Ux

∂x
+ Uy

∂Ux

∂y
+ Uz

∂Ux

∂z

)

]

x̂

[

1

2

∂
(

U2
x + U2

y + U2
z

)

∂y
−

(

Ux
∂Uy

∂x
+ Uy

∂Uy

∂y
+ Uz

∂Uy

∂z

)

]

ŷ

[

1

2

∂
(

U2
x + U2

y + U2
z

)

∂z
−

(

Ux
∂Uz

∂x
+ Uy

∂Uz

∂y
+ Uz

∂Uz

∂z

)

]

ẑ,
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donde el primer término de cada dirección se obtiene al asociar las derivadas respecto a

cada componente.

Luego, reagrupando los primeros y segundos términos de cada dirección, respectiva-

mente, tenemos:

U× (∇×U) =

[

1

2

∂
(

U2
x + U2

y + U2
z

)

∂x
x̂+

1

2

∂
(

U2
x + U2

y + U2
z

)

∂y
ŷ +

1

2

∂
(

U2
x + U2

y + U2
z

)

∂z
ẑ

]

−

(

Ux
∂

∂x
+ Uy

∂

∂y
+ Uz

∂

∂z

)

(Uxx̂+ Uyŷ + Uz ẑ)

=
1

2
∇

(

U2
x + U2

y + U2
z

)

− (U · ∇) (Uxx̂+ Uyŷ + Uz ẑ)

=
1

2
∇U2 − (U · ∇)U (A.10)

A.2 El teorema Kutta-Joukowski

La derivación del teorema Kutta-Joukowski que aqúı se presenta está basada en la

derivación mostrada por Drela [9] y por Prandtl & Tietjens [10].

A diferencia de la aproximación de Bernoulli, la derivación de Kutta-Joukowski

comienza tomando como punto de partida la ecuación de movimiento de un fluido new-

toniano viscoso (cuya derivación se puede ver en la Sección B.2 del Apéndice B):

ρ∂U

∂t
+ ρ (U · ∇)U = −∇p+∇¯̄τ , (A.11)

donde ¯̄τ es el tensor de esfuerzos por viscosidad. Esta ecuación, junto con la ecuación de

conservación de masa y de enerǵıa se conocen como las ecuaciones de Navier-Stokes.

Expresando la ecuación (A.11) en su forma integral volumétrica y aplicando el teo-

rema de la divergencia,
(∮ ∮

U · n̂dS =
∫ ∫ ∫

∇ ·UdV
)

, se tiene

∫ ∫ ∫
[

ρ∂U

∂t

]

=

∫ ∫ ∫

[−ρ (U · ∇)U−∇p+∇¯̄τ ]

= −

∮ ∮

[ρ(U · n̂)U+ pn̂− ¯̄τ · n̂] dS (A.12)
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Scuerpo

Sexterior

U1

ẑ

x̂

n̂

n̂

Ue

D

S F

dl
pe; ρe

θ

r

∆Uwake
Γ

Λ

Figura A.2: Representación de los contornos Scuerpo y Sexterior, aśı como de la fuerza ae-
rodinámica F, su descomposición en sustentación S y fricción D, y de la velocidad en el
campo lejano Ue para una esfera moviéndose hacia la izquierda, o bien una esfera estática
con flujo hacia la derecha con velocidad U∞. También se visualiza la circulación Γ, la
fuente Λ y defecto por la estela ∆Uwake. Basada en Drela [9].

Luego, se considera que el flujo es estacionario por lo que la ecuación de movimiento

(A.12) se reduce a
∮ ∮

[ρ(U · n̂)U+ pn̂− ¯̄τ · n̂] dS = 0, (A.13)

donde la integral de contorno se puede descomponer en dos partes, ver Figura A.2, tal

que
∮ ∮

[ ] dS =

∮ ∮

cuerpo

[ ] dS +

∮ ∮

exterior

[ ] dS = 0. (A.14)

El contorno Scuerpo está definido en la superficie del cuerpo donde U · n̂ = 0, por

la condición de no deslizamiento, tal que la integral sobre Scuerpo se refiere a la fuerza de

campo cercano al cuerpo Fcuerpo, y se reduce a

∮ ∮

cuerpo

[ρ(Uc · n̂)Uc + pcn̂− ¯̄τ c · n̂] dS =

∮ ∮

cuerpo

[pcn̂− ¯̄τ c · n̂] dS = Fcuerpo. (A.15)

Combinando (A.13) y (A.15) de acuerdo a (A.14), se obtiene la fuerza de campo lejano

al cuerpo

Fexterior =

∮ ∮

[(p∞ − p)n̂− ρ(U · n̂)U] dS, (A.16)
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donde se asume que el contorno Sexterior se encuentra lo suficientemente lejos del cuerpo

para despreciar el esfuerzo viscoso ¯̄τ · n̂, es decir, la mayoŕıa de este esfuerzo ocurre en el

campo cercano tal que ¯̄τ ≈ ¯̄τ c. A su vez, el término de presión puede ser reemplazado por

p∞ − p ya que la presión uniforme p∞ no ejerce una fuerza neta sobre el cuerpo, debido

a la identidad
∮ ∮

n̂dS = 0, válida para cualquier volumen.

El teorema se deriva a partir de la fuerza de campo lejano (A.16), ya que la parte

advectiva de esta fuerza (aunado al término de presión) es lo que permite encontrar una

expresión para aproximar la sustentación en función de la velocidad de la bola. Por otro

lado, un desarrollo de la fuerza de campo cercano (A.15) sólo nos permite expresar la

sustentación en función de la presión alrededor del cuerpo, como se ve brevemente a

continuación:

Fcuerpo = Fpresión + Fviscosidad

Fpresión =

∮ ∮

−pcn̂dS =

∮ ∮

(p∞ − pc)n̂dS (A.17)

Fviscosidad =

∮ ∮

¯̄τ c · n̂dS. (A.18)

Aśı, eligiendo el eje y alineado a la dirección de la corriente (U∞ = U∞ŷ) y el eje z

en dirección vertical, la fricción (D = F · ŷ) y sustentación (S = F · ẑ) se obtienen al

evaluar las integrales correspondientes. Por ejemplo, la sustentación por presión se obtiene

al integrar Spresión = Fpresión · ẑ =
∮ ∮

(p∞ − pc)n̂ · ẑ dS. Esta expresión es de utilidad al

realizar pruebas numéricas para la obtención de la sustentación, sin embargo, no lo es tanto

en la derivación del modelo para la sustentación. La sustentación por esfuerzo viscoso es

despreciable para números de Reynolds grandes (similares al orden de las caracteŕısticas

del movimiento de la bola).

Siguiendo con la derivación del teorema, la expresión para la fuerza de campo lejano

(A.16) en el caso 2D tiene la forma

Fexterior = −

∮

ρ(U · n̂)Udl +

∮

(p∞ − p)n̂dl. (A.19)

Realizando el producto punto entre la ecuación (A.19) y los vectores unitarios x̂ y ẑ, se

obtienen las ecuaciones para la fricción D y la sustentación S, respectivamente:

Fexterior · x̂ = D = −

∮

ρ(U · n̂)(U · x̂)dl +

∮

(p∞ − p)(n̂ · x̂)dl (A.20)

Fexterior · x̂ = S = −

∮

ρ(U · n̂)(U · x̂)dl +

∮

(p∞ − p)(n̂ · x̂)dl. (A.21)
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Para la evaluación de la integral de presión en (A.21) se considera un flujo potencial en el

controno Sexterior, de manera que la presión (pe) es definida por la ecuación de Bernoulli

(A.7) como

p∞ − pe(x, z) =
1

2
ρ(U2

e − U2
∞)

donde

U2
e − U2

∞ =

[

U∞ cos θ +
Λ

2πr

]2

+

[

−U∞ sin θ −
Γ

2πr

]2

− U2
∞

= 2U∞
Λ

2πr
cos θ + 2U∞

Γ

2πr
sin θ +

Λ2 + Γ2

(2πr)2
, (A.22)

de acuerdo a la expresión de la velocidad en el campo lejano Ue en coordenadas polares:

dl = rdθ

n̂ = r̂

Ue = U∞(cos θr̂− sin θθ̂) +
Λ

2πr
r̂−

Γ

2πr
θ̂, (A.23)

con Γ ≡circulación y Λ ≡fuente de campo lejano, actuando como parámetros, ver Figura

A.2.

Usando las integrales
∫ 2π

0
sin θdθ = 0,

∫ 2π

0
sin2 θdθ = π,

∫ 2π

0
sin θ cos θdθ = 0, y el

resultado (A.22), la integral de presión en la ecuación de sustentación (A.21) se evalúa

como sigue

∮

(p∞ − pe)(n̂ · ẑ)dl = r

∫ 2π

0

1

2
ρ(U2

e − U2
∞) sin θdθ

=
1

2
ρr

∫ 2π

0

(

2U∞
Λ

2πr
cos θ + 2U∞

Γ

2πr
sin θ +

Λ2 + Γ2

(2πr)2

)

sin θdθ

=
ρU∞Γ

2
, (A.24)

ya que ẑ = sin θr̂+ cos θθ̂ y por consiguiente n̂ · ẑ = sin θ.

Por otro lado, la velocidad de flujo potencial en el campo lejano Ue no representa

completamente la estela viscosa. Esto se corrige añadiendo la velocidad por defecto de

estela tal que Uew = Ue + ∆Uwakex̂, donde se entiende que ∆Uwake es cero en cualquier

lugar del contorno Sexterior, excepto en la estela. Por lo tanto, ∆Uwake debe ser incluido en

los productos punto de velocidad que aparecen en la ecuación (A.21), tal que

Uew · ẑ =

[

U∞ cos θ +
Λ

2πr

]

sin θ +

[

−U∞ sin θ −
Γ

2πr

]

cos θ
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=
Λ

2πr
sin θ −

Γ

2πr
cos θ

Uew · n̂ =

[

U∞(cos θr̂− sin θθ̂) +
Λ

2πr
r̂−

Γ

2πr
θ̂ +∆Uwakex̂

]

· n̂

= U∞ cos θ +
Λ

2πr
+∆Uwake.

Usando las integrales
∫ 2π

0
cos θdθ = 0,

∫ 2π

0
cos2 θdθ = π y las evaluaciones anteriores,

la integral de flujo de momento en la ecuación de sustentación (A.21) se evalúa como

−

∮

ρ(Uew · n̂)(U · x̂)dl = −ρ

∮
(

U∞ cos θ +
Λ

2πr
+∆Uwake

)(

Λ

2πr
sin θ −

Γ

2πr
cos θ

)

dl

= −ρr

∫ 2π

0

(

U∞Λ

2πr
sin θ cos θ −

U∞Γ

2πr
cos2 θ +

Λ2

(2πr)2
sin θ

−
ΛΓ

(2πr)2
cos θ

)

dθ

−ρ

∫

∆Uwake

(

Λ

2πr
sin θ −

Γ

2πr
cos θ

)

dz

=
ρU∞Γ

2
−
ρν̇wakeΓ

2πr

≃
ρU∞Γ

2
, (A.25)

donde
∫

∆Uwakedz = ν̇wake es la razón de flujo de entrada al contorno Sexterior y su término

correspondiente se aproxima a cero cuando el radio r del volumen de control se considera

lo suficientemente grande.

La suma de las integrales (A.24) y (A.25) de acuerdo a (A.21) da el teorema de

Kutta-Joukowski, relacionando la sustentación con la circulación del flujo

S = ρU∞Γ, (A.26)

de manera que el teorema de Kutta-Joukowski es una manera alternativa de representar

las consecuencias de la distribución de presión en la superficie de la bola

El caso 3D de la expresión (A.26) es, a su vez,

S = ρV× Γ,

donde se sustituye la velocidad lejana a la esfera (o a la bola de béisbol) por la velocidad

promedio de la bola V.
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Aunque se sabe que la circulación está directamente relacionada con la velocidad y

con el tamaño de la esfera, encontrar anaĺıticamente una expresión de la circulación es un

tema complicado. No obstante, se ha determinado experimentalmente y basándose en la

fórmula de Bernoulli, que la circulación se puede aproximar por −1
2
AV a, de modo que

S =
1

2
ρACSV a×V, (A.27)

donde A es la sección transversal de área de la esfera, a es un vector unitario que indica

la dirección de la circulación, mientras que el coeficiente de ajuste CS es introducido para

relacionar la morfoloǵıa espećıfica de la bola con los datos experimentales recolectados.

Finalmente, debido a la naturaleza de los lanzamientos, tanto el coeficiente CS como

el vector unitario a en la fórmula (A.27) toman diferentes formas dependiendo del tipo

de lanzamiento. En efecto, para los lanzamientos con rotación (LCR), la dirección de

la circulación a depende de la velocidad angular ω, tal que a = ω

ω
. De igual manera,

CS ≡ CS(ω). A su vez, para los lanzamientos sin rotación (LSR) la orientación de la bola

(debido a la asimetŕıa que ésta presenta) entra como variable al sistema que define la

dinámica de la bola, tal que a = a(φ, ψ), CS ≡ CS(φ, ψ), con φ, ψ los ángulos que definen

la orientación de la bola.
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Apéndice B

Las ecuaciones de Navier-Stokes

Resumen: La representación de un fenómeno f́ısico de interés, como
el movimiento de un fluido, requiere de un modelo matemático adecua-
do. Particularmente, las ecuaciones de Navier-Stokes son el modelo más
aceptado para representar la dinámica de fluidos. La construcción de
estas ecuaciones está basada en tres principios f́ısicos fundamentales, a
saber, la conservación de masa, la segunda ley de Newton y la conser-
vación de enerǵıa. El presente Apéndice se estructura de la siguiente
manera para presentar la derivación de tales ecuaciones: la Sección B.1
describe las bases en las que se sustentan la de la dinámica de fluidos,
obteniendo como punto final la ecuación de Euler, mientras que la ob-
tención completa de las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuación de
enerǵıa se muestran en la Sección B.2.

“All the mathematical sciences are founded on relations between physical laws and laws

of numbers, so that the aim of exact science is to reduce the problems of nature to the

determination of quantities by operations with numbers.- James Clerk Maxwell, 1856”

B.1 Fundamentos de la dinámica de fluidos

Las ecuaciones gobernantes de la dinámica de fluidos están basadas en tres principios

f́ısicos:

La masa se conserva =⇒ Ecuación de continuidad

Segunda ley de Newton =⇒ Ecuación de momento

La enerǵıa se conserva =⇒ Ecuación de enerǵıa

de manera que estas ecuaciones, comúnmente conocidas como las ecuaciones de Navier-

Stokes, “hablan” la f́ısica de los fluidos en general, y de fenómeno en particular al añadir

restricciones al inicio del proceso (condiciones iniciales) y en los ĺımites espaciales del
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Volumen

de control

Superficie

de control

ρ; p

Sistema

de

estudio

U

Figura B.1: Visualización amplificada del flujo a través de un volumen de control con pro-
piedades ρ, p,U. El volumen de control está delimitado por su correspondiente superficie
de control, y se encuentra dentro del sistema de estudio.

fenómeno en consideración (condiciones de frontera). Aunque existen diversas maneras

para deducir tales ecuaciones, la derivación que aqúı se presenta es una integración de

las derivaciones mostradas por Anderson [11], Landau & Lifshitz [56] y Xamán & Gijón-

Rivera [99].

La derivación comienza con establecer las bases del modelo a considerar. En efec-

to, para el análisis de flujo de fluidos a escalas macroscópicas (> 1µm), la estructura

molecular de la materia y los movimientos moleculares pueden ignorarse, por lo que el

fluido puede considerarse como un medio continuo. Es decir, el elemento de fluido o

“control de volumen” considerado, es pequeño comparado con el sistema de estudio pero

grande comparado con el tamaño de las moléculas del fluido y la distancia entre ellas.

Estas consideraciones permiten que la descripción matemática del estado del fluido pue-

da ser escrita en términos de la distribución de las propiedades macroscópicas velocidad

U = U(x, y, z, t), presión p = p(x, y, z, t) y densidad ρ = ρ(x, y, z, t), y sus derivadas en el

tiempo y en el espacio, ver Figura B.1. La derivación que se muestra a continuación tiene

un enfoque euleriano, es decir, se analiza el flujo que circula a través de un volumen de

control fijo en un punto del sistema.

La ecuación de continuidad

Comenzaremos con la ecuación que describe la conservación de materia. Al considerar un

volumen de control V0, es fácil notar que la masa M de fluido contenida en V0 en un

instante de tiempo t, se puede expresar integrando la densidad del fluido ρ dentro de V0,

tal que M(t) ≡
∫

ρdV , donde la integración es tomada sobre V0
1. Por consiguiente, el

1Es decir, para facilitar la notación se abrevia la triple integral (
∫ ∫ ∫

) sobre el volumen de control
mediante (

∫

). Algo similar se realiza para la integración cerrada sobre la superficie (
∮

), utilizada un poco
más abajo; esta integral es la abreviación de una doble integral (

∮ ∮

).
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decrecimiento por unidad de tiempo de la masa del fluido dentro del volumen de control

puede ser escrita como

−
∂

∂t

∫

ρdV . (B.1)

A su vez, la masa de fluido moviéndose con velocidad U por unidad de tiempo

através de un elemento de área se puede expresar como el producto ρU · dA, donde el

vector dA denota la normal al elemento con magnitud igual al área de la superficie del

elemento. Considerando que la superficie del volumen de control V0 puede ser definida por

un conjunto de elementos de área como
∮

dA, donde el śımbolo
∮

denota la integración

sobre la superficie cerrada del V0, se define por convención que dA apunta hacia afuera

de V0, por lo que ρU · dA es positivo si el fluido sale del volumen o negativo si entra al

volumen. De esta manera, la masa total que sale del volumen V0 por unidad de tiempo es

∮

ρU · dA, (B.2)

Ya que la suposición inicial es que la masa se conserva dentro de un volumen de

control, se tiene que la cantidad de masa que disminuye en el tiempo en dicho volumen

(B.1) es igual a la masa que sale por su superficie (B.2), por lo que

∂

∂t

∫

ρdV = −

∮

ρU · dA. (B.3)

Luego, notando que la derivada ∂
∂t

puede ser introducida a la integral sin afectar la ecua-

ción, y que por el teorema de la divergencia,
∮

ρU ·dA =
∫

∇· (ρU)dV , la ecuación (B.3)

se transforma en
∫

∂ρ

∂t
dV =

∫

∇ · (ρU)dV

∫
[

∂ρ

∂t
+∇ · (ρU)

]

dV = 0. (B.4)

Ya que la ecuación debe cumplirse para cualquier volumen, también debe cumplirse que

∂ρ

∂t
+∇ · (ρU) = 0. (B.5)

La ecuación (B.5) es la ecuación de continuidad.

La ecuación de Euler

Similarmente al caso anterior, la fuerza total F actuando en el volumen V0 es igual a la
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integral de la presión sobre la superficie del volumen, es decir,

F = −

∮

pdA,

la cual puede ser transformada por la fórmula de Green en una integral de volumen, tal

que

F = −

∮

pdA = −

∫

∇pdV ,

de manera que∇p es la fuerza actuante por unidad de volumen, mientras que el diferencial

de la fuerza dF equivale a

dF = −∇pdV (B.6)

Por otro lado, es conveniente notar que dF puede reescribirse en términos de la

velocidad U del fluido como

dF = dm
dU

dt
, (B.7)

donde dm se refiere al diferencial de masa.

Igualando y combinando las ecuaciones (B.6) y (B.7) se tiene

−∇pdV = dm
dU

dt

−∇p =

(

dm

dV

)

dU

dt

= ρ
dU

dt
, (B.8)

ya que la densidad (ρ) de un elemento de fluido es, en efecto, dm
dV

. La ecuación (B.8)

expresa la Segunda ley de Newton (F = mU̇) para el movimiento de fluidos por unidad

de volumen, y es conocida como la ecuación de Euler, siendo válida para fluidos “ideales”.

Es decir, la ecuación (B.8) representa el movimiento de fluidos cuya conductividad térmica

y viscosidad no son importantes, por lo que no hay pérdida de enerǵıa.

Finalmente, con el objetivo de tener una expresión de la ecuación de Euler (B.8)

similar a la ecuación de continuidad (B.5), se hace la observación de la identidad de la

derivada total, esto es, que la derivada dU
dt

puede descomponerse en una suma de derivadas

parciales de espacio y tiempo, como se muestra a continuación:

dU =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy +

∂U

∂z
dz +

∂U

∂t
dt

= (dξ · ∇)U+
∂U

∂t
dt, donde ξ ≡vector de posición
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⇒
dU

dt
= (U · ∇)U+

∂U

∂t
dt, ya que, a su vez

dξ

dt
= U. (B.9)

Aplicando esta identidad a la ecuación de Euler (B.8) se tiene

−∇p = ρ
∂U

∂t
+ ρ (U · ∇)U

o bien,
∂U

∂t
+ (U · ∇)U = −

1

ρ
∇p, (B.10)

como es comúnmente conocida la ecuación de Euler.

B.2 Las ecuaciones de Navier-Stokes

Una vez obtenida la ecuación de continuidad (B.5), el siguiente paso en la deriva-

ción de las ecuaciones de Navier-Stokes consiste en la derivación de las ecuaciones que

involucran disipación de enerǵıa del fluido, a saber, la(s) ecuación(es) de momento y la

ecuación de enerǵıa.

La ecuación de momento

Como es de esperarse, para obtener las ecuaciones de un fluido viscoso, es necesario añadir

algunos términos a las ecuaciones de movimiento de un fluido ideal (contnuidad (B.5) y

Euler (B.10)), espećıficamente a la ecuación de Euler. En efecto, la viscosidad o fricción

interna del fluido es introducida en la ecuación de Euler (B.10) por medio de un tensor

de esfuerzo viscoso ¯̄τ , definido como

¯̄τ =







τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz






,

actuando tanto en dirección normal (componentes τii) como en dirección de corte (com-

ponentes τij, i 6= j). De este modo, la ecuación de momento queda definida como

∂U

∂t
+ (U · ∇)U = −

1

ρ
∇p+

1

ρ
∇ · ¯̄τ , (B.11)

o bien, expresando (B.11) componente por componente, la correspondiente al eje x está

dada por

∂Ux

∂t
+ Ux

∂Ux

∂x
+ Uy

∂Ux

∂y
+ Uz

∂Ux

∂z
=

1

ρ

[

−
∂p

∂x
+
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

]

,
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en la cual, ayudándose de la Figura B.2, se puede ver más claramente la justificación de

introducir el esfuerzo viscoso mediante el término ∇ · ¯̄τ .

z

y

x

dx

dz

dy
pdydz

τxxdydz

τyxdxdz

(

τzx +
@τzx
@z

dz
)

dxdy

τzxdxdy

(

τyx +
@τyx
@y

dy
)

dxdz

(

τxx +
@τxx
@x

dx
)

dydz
(

p+ @p
@x
dx

)

dydz

Figura B.2: Fuerzas superficiales actuando en dirección x.

Luego, la viscosidad está relacionada con la velocidad del fluido, pues causa una

transferencia de momento irreversible de los puntos donde la velocidad es grande hacia

los puntos donde la velocidad es pequeña. De hecho, en el siglo XVII Isaac Newton afirmó

que el esfuerzo viscoso en un fluido es proporcional a la razón de cambio del esfuerzo, es

decir, a los gradientes de velocidad del flujo. Tales fluidos son llamados “newtonianos”,

y son el tipo de fluidos que involucra esta investigación. Posteriormente, Stokes (1985)

obtuvo para tales fluidos las relaciones

τxx = λ (∇ ·U) + 2µ
∂Ux

∂x

τyy = λ (∇ ·U) + 2µ
∂Uy

∂y

τzz = λ (∇ ·U) + 2µ
∂Uz

∂z

τxy = τyx = µ

(

∂Uy

∂x
+
∂Ux

∂y

)

τxz = τzx = µ

(

∂Ux

∂z
+
∂Uz

∂x

)

τyz = τzy = µ

(

∂Uz

∂y
+
∂Uy

∂z

)

,
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Apéndice B. Las ecuaciones de Navier-Stokes 70

donde µ es el coeficiente de viscosidad dinámica, y λ es el segundo coeficiente de viscosidad,

el cual se relaciona con µ tal que λ = κ− 2
3
µ, con κ ≡viscosidad de expansión. Sin embargo,

se ha demostrado que κ es despreciable en la mayoŕıa de las ocasiones, de manera que

λ ≈ −2
3
µ y entonces, las ecuaciones de momento quedan definidas como

∂Ux

∂t
+ Ux

∂Ux

∂x
+ Uy

∂Ux

∂y
+ Uz

∂Ux

∂z
=

1

ρ

[

−
∂p

∂x
+

∂

∂x

(

λ∇ ·U+ 2µ
∂Ux

∂x

)

+
∂

∂y

[

µ

(

∂Uy

∂x
+
∂Ux

∂y

)]

+
∂

∂z

[

µ

(

∂Ux

∂z
+
∂Uz

∂x

)]]

∂Uy

∂t
+ Ux

∂Uy

∂x
+ Uy

∂Uy

∂y
+ Uz

∂Uy

∂z
=

1

ρ

[

−
∂p

∂y
+

∂

∂y

(

λ∇ ·U+ 2µ
∂Uy

∂y

)

+
∂

∂x

[

µ

(

∂Uy

∂x
+
∂Ux

∂y

)]

+
∂

∂z

[

µ

(

∂Uz

∂y
+
∂Uy

∂z

)]]

∂Uz

∂t
+ Ux

∂Uz

∂x
+ Uy

∂Uz

∂y
+ Uz

∂Uz

∂z
=

1

ρ

[

−
∂p

∂z
+

∂

∂z

(

λ∇ ·U+ 2µ
∂Uz

∂z

)

+
∂

∂x

[

µ

(

∂Ux

∂z
+
∂Uz

∂x

)]

+
∂

∂y

[

µ

(

∂Uz

∂y
+
∂Uy

∂z

)]]

,

o bien, en su forma vectorial como

∂U

∂t
+ (U · ∇)U =

1

ρ
∇ · (−pI+ µS) , (B.12)

donde Sij = ∂jUi + ∂iUj −
2
3
δij∇ ·U, e I es el tensor unitario.

La ecuación de enerǵıa

El principio de conservación de enerǵıa (o primera ley de la termodinámica) establece

que la cantidad de cambio de enerǵıa de una part́ıcula es igual a la cantidad de calor

adicionado al elemento más la cantidad de trabajo realizado sobre la part́ıcula. Es decir,

la conservación de enerǵıa expresa que el flujo neto de salida de enerǵıa E de un volumen

de control V0, términos advectivos y temporal, debe ser igual al trabajo realizado, tanto

por fuerzas superficiales como por volumétricas, las cuales han sido omitidas a lo largo

de la presente derivación, p.ej., la fuerza gravitatoria. Las fuerzas superficiales consisten

en las fuerzas viscosas (1
ρ
∇ · (¯̄τ ·U)) y la presión (−1

ρ
∇ · (pU)) más el flujo neto de calor

(1
ρ
∇ · q̇) entrante al volumen de control V0, de manera que

∂E

∂t
+∇ · (EU) =

1

ρ
[−∇ · (pU) +∇ · (¯̄τ ·U) +∇ · q̇] , (B.13)

donde q̇ = k∇T , con T es la temperatura del fluido y k la conductividad térmica.
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Luego, aunque la ecuación (B.13) es la ecuación de enerǵıa total del fluido, conviene

extraer la parte de la enerǵıa cinética (ek) para aśı obtener la enerǵıa interna (ei) o

temperatura T . Entonces, ya que la enerǵıa total se define como E = ek + ei, con ek =
1
2

(

U2
x + U2

y + U2
z

)

, la enerǵıa cinética se puede obtener al realizar (B.12)·U y sumar los

resultados de acuerdo a la definición de enerǵıa cinética, tal que

∂ek
∂t

+∇ · (ekU) =
1

ρ
[−U · (∇p) +U · (∇ · ¯̄τ )] (B.14)

Por último, de acuerdo a la definición de la enerǵıa total, restando (B.14) de (B.13), se

tiene la ecuación de la enerǵıa interna

∂ei
∂t

+∇ · (eiU) =
1

ρ
[−p∇ ·U+ (¯̄τ · ∇) ·U+∇ · q̇] (B.15)

Las ecuaciones (B.5), (B.12) y (B.15) son las ecuaciones de Navier-Stokes las cuales,

junto con la ecuación ideal de estado (p = (γ − 1)ei, γ ≡relación de calores espećıficos)

definen el movimiento del fluido.
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Apéndice C

El número de Reynolds

Resumen: El número de Reynolds (Re) es una de las leyes de simi-
laridad de la mecánica de fluidos. Estas leyes relacionan bajo qué con-
diciones un flujo que circula alrededor de cuerpos geométricamente (o
mediante geometŕıas) similares, es similar geométricamente, ver Figura
C. En particular, el número de Reynolds es una parámetro adimensional
que establece la similaridad del fluido relacionando la fuerza inercial y
la fuerza por viscosidad, lo cual es de gran utilidad para encontrar re-
laciones entre resultados experimentales obtenidos en un gran número
de flujos. En efecto, el número de Reynolds nos permite validar la ex-
perimentación numérica presentada para los LSR. El presente Apéndice
trata con la derivación del número de Reynolds al comparar la fuerza
inercial o convectiva con la viscosidad del fluido.

“We are to admit that no more causes of natural things than such as are both true and

sufficient to explain their appearances . . .To this purpose the philosophers say that

Nature does nothing in vain, and more is in vain when less will serve; for Nature is

pleased with simplicity, and affects not the pomp of superfluous causes.- Isaac Newton,

1687”

La Figura C muestra la descripción gráfica de una ley de similaridad: en la imagen,

un flujo circula alrededor dos esferas de diferente diámetro (cuerpos geométricamente

similares); una ley de similaridad para este problema consiste entonces en establecer un

relación entre las caracteŕısticas del flujo que asegure que las ĺıneas de corriente alrededor

de ambas esferas sean geométricamente iguales.

El número de Reynolds

Re =
AU∞

ν
, (C.1)

donde A y U∞ son la distancia y la velocidad caracteŕısticas del problema, respectivamen-

te, ν es la viscosidad cinemática del fluido, es el más claro e importante ejemplo de una

ley de similaridad. La derivación de la ecuación (C.1) se muestra a continuación, basada

principalmente en Prandtl & Tietjens [10].
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x
y

x

y

R

R+R
0

Figura C.1: Ĺıneas de corriente alrededor de dos esferas de diferente diámetro, R y R+R′.
Basada de Prandtl & Tietjens [10].

Consideremos un sistema 2D de flujo estacionario en el que las únicas fuerzas ac-

tuantes son la inercia (por advección: ρ [U · ∇]U) y la fricción (por viscosidad: ∇ · ¯̄τ ),

asumiendo que todas las demás fuerzas pueden ser omitidas; es decir, esto incluye a la

fuerza de gravedad y la suposición de que el fluido sea incompresible, ver ecuaciones de

Navier-Stokes (B.11) en Apéndice B. Con estas suposiciones, para que el flujo en ambas

imágenes de la Figura C sean similares, es necesario que la relación entre las fuerzas de

inercia y de fricción en cualquier instante de tiempo sea la misma para puntos similarmente

situados con respecto a las esferas de diámetro R y R +R′, tal que

InerciaR
FricciónR

=
InerciaR+R′

FricciónR+R′

, (C.2)

por lo que es necesario conocer las expresiones correspondientes para ambas fuerzas. Para

ellos, se enfocará el análisis a un elemento de volumen paralelo a una ĺınea de corriente,

como los mostrados en la Figura C, de manera que la dirección x del elemento y del

fluido coinciden. El elemento de volumen se escoge lo suficientemente pequeño tal que

la componente principal del flujo se concentra en la dirección x, es decir, es un flujo

unidimensional.

El esfuerzo cortante (por viscosidad) se reduce entonces a τ = µ∂u
∂y
, µ ≡la viscosidad

dinámica del fluido, por lo que la diferencia entre las fuerzas de corte actuando en el

elemento (o bien, la fuerza viscosa por unidad de volumen) es igual a

∂τ

∂y
= µ

∂2Ux

∂y2
, (C.3)

como se puede ver en la Figura C:
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dy

dx

τ +
@τ
@y
dy

τ

Figura C.2: Esfuerzo por viscosidad en un elemento de volumen. Basada de Prandtl &
Tietjens [10].

Por otro lado, ya que el flujo es unidimensional en el elemento de volumen, la fuerza

inercial (por advección) se reduce a la componenete “x” de (ρ [U · ∇]U), es decir, Inercia=

ρUx
∂Ux

∂x
, de tal manera que el criterio para la similaridad del fluido es que la relación

Inercia

Fricción
=
ρUx

∂Ux

∂x

µ∂2Ux

∂y2

(C.4)

sea igual para ambos lados de la ecuación (C.2).

Luego, es necesario expresar la relación (C.4) en términos de las cantidades carac-

teŕısticas (U∞ ≡velocidad, A ≡distancia, ρ ≡densidad, µ ≡viscosidad dinámica) para

describir el cambio de las fuerzas inercial y de fricción.

Primero, es claro que la velocidad Ux en cualquier punto del campo de flujo tiene

el mismo orden de magnitud que la velocidad caracteŕıstica U∞, la velocidad del flujo sin

perturbar por la esfera en el ejemplo de la Figura C. Por lo tanto, Ux es proporcional a

U∞ (Ux ∼ U∞); y por la misma razón dUx ∼ U∞, pues la relación de orden de magnitud

de la diferencia de velocidades dUx en dos puntos correspondientes es U∞/U∞ = 1.

A su vez, es evidente que las distancias ente dos puntos en flujos mecánicamente

similares es proporcional a las dimensiones de los respectivos cuerpos por los cuales circula

el flujo (R y R+R′ en la Figura C), es decir, dx
d∗x

= A
A∗
. Al realizar estas sustituciones para
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ambos flujos se tiene que la fuerza inercial puede ser representada por

ρUx
∂Ux

∂x
∼ ρU∞

U∞

A
= ρ

U2
∞

A
, (C.5)

y por las mismas razones
∂2Ux

∂y2
=

∂

∂y

(

∂Ux

∂y

)

∼
U∞

A2
. (C.6)

Por consiguiente, la relación de similaridad (C.4) se transforma en

Inercia

Fricción
=
ρUx

∂Ux

∂x

µ∂2Ux

∂y2

=
ρU2

∞

A

µU∞

A2

=
ρ

µ
U∞A. (C.7)

Por último, el factor µ
ρ
puede ser reescrito simplemente como ν ≡viscosidad cinemáti-

ca del fluido. Aśı, de (C.2) se concluye que dos flujos diferentes alrededor de cuerpos

geométricamente similares, son similares si se cumple

U∞A

ν
=
ρ

µ
U∞A =

InerciaA
FricciónA

=
InerciaA∗

FricciónA∗

=
ρ∗

µ∗
U∗
∞A

∗ =
U∗
∞A

∗

ν∗
.

A la cantidad

Re =
U∞A

ν
(C.8)

se le conoce como el número de Reynolds (Re), el cual ha sido y sigue siendo la herramienta

más utilizada para caracterizar relaciones entre flujos con distintas caracteŕısticas.
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v y cuya dirección principal de movimiento es paralela al eje y. El eje de

rotación ω̂ se encuentra en el plano x−y, y el ángulo de rotación ψ se define
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de transición es aquella localizada en y ≈ −3.10 unidades. Los parámetros
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diferentes ángulos de ataque φ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.15. Velocidad en dirección normal a la corriente principal promediada en el
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