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y el subgradiente a la solución óptima entera o la cota lagrangiana
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Índice de tablas xi

6.16. Proximidad entre la solución obtenida por el heuŕıstico voraz y el sub-

gradiente interactuando en cada iteración y la solución óptima entera
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Resumen

Jania Astrid Saucedo Mart́ınez.

Candidata para el grado de Doctor en Ingenieŕıa

con especialidad en Ingenieŕıa de Sistemas.

Universidad Autónoma de Nuevo León.

Facultad de Ingenieŕıa Mecánica y Eléctrica.

T́ıtulo del estudio:

Uso de cotas lagrangianas mejoradas

para los problemas de optimización con

la estructura de descomposición doble

Número de páginas: 104.

Objetivos y método de estudio: El problema de asignación (denotado de

aqúı en adelante por AP) consiste en relacionar elementos de varios conjuntos de

manera óptima. El caso más sencillo es aquel que cuenta con tan sólo dos conjuntos

que frecuentemente son nombrados: ((tareas)) quizá trabajos por hacer y ((agentes)) las

personas o máquinas que realizarán las tareas. El objetivo es encontrar una relación

biuńıvoca, es decir, asignar cada tarea a un sólo agente y cada agente a una sola

tarea, minimizando costos (maximizando beneficios).

Usualmente en la practica, se encuentra una variación del AP, el cual consiste

en asignar un conjunto de agentes a tareas, existiendo la posibilidad de que un agente

xiv
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determinado pueda realizar varias tareas y una tarea dada pueda ser desempeñada

por varios agentes, respetando ciertas capacidades ĺımites tanto de agentes como de

tareas (pueden ser el tiempo necesario para desempeñar tareas, la cantidad mı́nima o

máxima de piezas a producir, el número de trabajadores para realizarlas, la materia

prima disponible, etcétera), con el objetivo de maximizar beneficios (o minimizar

costos). Dicho problema lo nombramos problema de asignación múltiple MMAP.

El GAP es una simplificación del MMAP, que sólo toma en cuenta la capacidad

ĺımite de un conjunto, ya sea el de tareas o agentes. Este ha sido ampliamente tratado

tanto por métodos exactos como heuŕısticos, ya que es NP-dif́ıcil.

A diferencia del GAP, el MMAP no ha sido estudiado lo suficiente. Aprove-

chando la estructura especial en su matriz de restricciones, proponemos una nueva

cota y un método de aproximación para solucionarla.

La mayoŕıa de los problemas de optimización a gran escala, entre ellos, el

MMAP cuentan con una estructura especial en su matriz de restricciones. Si tomamos

ventaja de esta estructura, podemos crear alguna técnica de solución eficiente. Una

de las estructuras más comunes que poseen este tipo de problemas, es la de diferenciar

las restricciones en ((fáciles)) y ((dif́ıciles)) [42], que al eliminar las restricciones que

consideramos ((dif́ıciles)) el problema se torna ((fácil)) de resolver. Un ejemplo t́ıpico,

es un problema que se descompone en bloques, es decir, se separa en subproblemas

independientes relajando las restricciones de acoplamiento (dif́ıciles).

Proponemos explotar la estructura que posee el problema, relajando de forma

lagrangiana las restricciones dif́ıciles. La relajación lagrangiana consiste en relajar

las restricciones dif́ıciles y agregarlas mediante un término de penalización (llamado

multiplicador lagrangiano) a la función objetivo para prevenir su posible violación.

Dado un vector fijo de multiplicadores, obtenemos la solución óptima del problema

lagrangiano, el cual es una cota superior (cuando la función objetivo se maximiza) del

valor objetivo óptimo original. Por lo que para cada multiplicador dado contamos con
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una cota, encontrar el valor óptimo de los multiplicadores lagrangianos que minimice

la cota superior, es resolver el problema dual lagrangiano.

Las cotas lagrangianas son ampliamente usadas como base de muchas técnicas

numéricas, por ejemplo en esquemas de ramificación y acotamiento, para problemas

enteros mixtos y en técnicas de optimización convexa para medir el progreso del

algoritmo principal y obtener el criterio de parada.

Existen diversas maneras en las que un problema puede ser relajado de forma

lagrangiana. Por ejemplo, para una partición de variables espećıfica ciertas restric-

ciones pueden ser consideradas como restricciones de acoplamiento y por lo tan-

to candidatas a ser relajadas. Mientras tanto, las mismas restricciones pueden ser

tratadas como un bloque de restricciones para otra partición de variables. Este tipo

de estructura es llamada de ((descomposición doble)) la cuál puede ser encontrada

en: el problema de asignación múltiple, de asignación generalizada, multi mochila,

por mencionar algunos.

Este trabajo propone la creación de una nueva cota lagrangiana, para proble-

mas que cuenten con la estructura de descomposición doble (en espećıfico el MMAP),

basado en la aproximación de la función dual lagrangiana. Dicha aproximación puede

ser interpretada de dos formas. Primero podemos reformular el problema original

para poder descomponer el problema lagrangiano en dos subproblemas. La segunda

interpretación es la búsqueda de una mejor estimación para el término de penaliza-

ción agregado al problema lagrangiano.

Debido a que las soluciones obtenidas por la mayoŕıa de los algoritmos utili-

zados para resolver la relajación lagrangiana, no son factibles, estás son utilizadas

como punto de inicio en una heuŕıstica. Proponemos un método para encontrar la

nueva cota y la obtención de soluciones factibles con un gap relativo muy pequeño.

En conclusión, en este trabajo creamos una nueva cota lagrangiana (llamada

modificada), la cuál es mejor que la cota lagrangiana clásica y que la cota lineal, dicha

cota es mejorada debido a que ve como un problema de optimización el término de
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penalización agregado a la función objetivo lagrangiana, además, construimos un

método heuŕıstico voraz para resolver dicha relajación lagrangiana, el cuál genera

la cota y encuentra la mejor solución factible para el MMAP obtenida a partir

de la relajación. Presentaremos resultados numéricos para mostrar la eficiencia del

algoritmo en el MMAP.

Contribuciones y conclusiones: Entre las contribuciones del presente trabajo

podemos mencionar las siguientes:

construcción y cálculo de cotas clásicas y modificadas lagrangianas para el

problema de asignación múltiple MMAP,

implementación del método subgradiente para resolver el problema dual la-

grangiano clásico y modificado del MMAP, para obtener la cota propuesta,

demostración teórica y computacional que las cotas obtenidas dominan la cota

lineal y la clásica lagrangiana,

uso de las cotas lagrangianas para encontrar la mejor solución factible para el

MMAP,

desarrollo computacional de un nuevo método h́ıbrido basado en el subgra-

diente y un heuŕıstico voraz, para la generación de una solución factible,

obtención de cotas superiores e inferiores factibles en cada iteración del método,

comparación entre soluciones factibles y las cotas obtenidas y

soluciones factibles en cada iteración del algoritmo.

Podemos concluir que la cota propuesta (que llamamos modificada) para el

MMAP, es mejor que las existentes, debido a que, estimamos el término de comple-

mentariedad, (penalización) el cuál en la cota clásica lagrangiana frecuentemente es

estimado como 0, por lo que al encontrar el menor valor posible de este, lograremos



Resumen xviii

mejorar la cota clásica. El valor de la cota modificada la resolvimos por medio de

un método heuŕıstico voraz que factibiliza la solución. La calidad de dicha solución,

cuenta con un alto grado de suboptimalidad relativa (gap pequeño). Además de que

el tiempo necesario para el cálculo de las cotas y soluciones es mucho menor que

el necesario para solucionarlo de manera exacta debido a que el criterio de parada

con respecto a la proximidad entre la mejor solución factible y la cota obtenida se

cumple en muy pocas iteraciones por el uso del heuŕıstico voraz.

Firma del asesor:

Dr. Igor S. Litvinchev



Caṕıtulo 1

Introducción

El problema de asignación múltiple, consiste en asignar un conjunto de ac-

tividades o tareas a realizar un conjunto de agentes o máquinas que desempeñarán

dichas actividades. En este problema existe la posibilidad de que un agente determi-

nado pueda realizar varias tareas y una tarea dada pueda ser desempeñada por varios

agentes, siempre y cuando se respete la capacidad ĺımite de todos los elementos de

cada conjunto, con el objetivo de maximizar beneficios (o minimizar costos).

El objeto de estudio del presente trabajo es el problema de asignación múltiple,

presentado en [8], nombrado ((many-to-many assignment problem)), de ah́ı las siglas

MMAP.

Debido a que el MMAP no ha sido tratado (al menos en la literatura revi-

sada, no encontramos métodos exactos o aproximados, para la solución de este),

hacemos una comparación con los métodos que han sido empleados para solucionar

el problema de asignación generalizada GAP. El GAP a diferencia del MMAP sólo

toma en cuenta las capacidades ĺımite de los agentes, dejando libre las capacidades

de las tareas, estás solo son restringidas por la necesidad de que sean realizadas por

un agente.

El GAP ha sido ampliamente estudiado desde su planteamiento en 1971, cuan-

do fue introducido por De Maio y Roveda [16], pero fue hasta 1977 que Ross y Soland

[61] le dieron el nombre de problema de asignación generalizada GAP.

1



Caṕıtulo 1. Introducción 2

Este problema ha sido resuelto tanto por métodos exactos como aproximados

[10, 55, 51, 34, 38, 59], desde algoritmos ((greedy)), algoritmos genéticos, búsqueda

tabú, heuŕısticas lagrangianas, etcétera.

Para explotar la estructura especial que posee elMMAP en su matriz de restric-

ciones, proponemos una método heuŕıstico lagrangiano (MHL), para construir una

cota lagrangiana, la cuál es muy próxima a la solución óptima y obtiene soluciones

factibles.

El contraste entre el MHL y los métodos existentes (para resolver el GAP), es

que estos últimos, solo utilizan la relajación lagrangiana para generar soluciones que

en su mayoŕıa, son infactibles y solo emplean la solución lagrangiana como punto de

inicio en una heuŕıstica, en cambio nosotros aprovechamos las caracteŕısticas de esta

solución para mejorar la cota.

Una analoǵıa entre los trabajos realizados hasta la fecha para el GAP y el MHL

es que ambos comparan el valor de la cota con la solución óptima, adicionalmente

comparamos la cota con la solución factible, para tener noción de que tan factible

es la solución lagraniana.

1.1 Estructura de la tesis

La organización de este trabajo se presenta en caṕıtulos. En este caṕıtulo, el

primero, se describe el objetivo y justificación bajo las que se realizó este trabajo;

continuando con el caṕıtulo dedicado a la formulación y descripción del problema a

tratar, además de los posibles problemas donde puede ser empleado el procedimiento

propuesto.

En el tercer caṕıtulo presentamos una revisión de la literatura existente sobre el

estado del arte de la relajación lagrangiana, los beneficios que brinda, las desventajas

que presenta. En especial cómo, cuándo y porqué emplearla; ya que esta técnica es

en la que nos enfocaremos para el desarrollo de cotas del MMAP.
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Posteriormente, en el caṕıtulo 4 titulado: construcción de cotas lagrangianas

se describe la técnica empleada para la construcción de las cotas mejoradas.

Siguiendo con el caṕıtulo 5, donde presentamos el método empelado para la

solución del problema basado en el subgradiente y el heuŕıstico voraz, además de las

distintas versiones de dicho método que usamos para generar varios tipos de cotas.

En el caṕıtulo 6, está dedicado a la experimentación computacional. Este se

enfoca a la generación de los datos, instancias y presentación de resultados. Dicho

caṕıtulo incluye una discusión acerca de las caracteŕısticas, ventajas y desventajas

que presenta cada cota y las variaciones del método de solución presentado en el

caṕıtulo anterior.

Para finalizar presentamos el caṕıtulo 7, que contiene las conclusiones, con-

tribuciones del trabajo y trabajo futuro.

1.2 Objetivo

Los objetivos logrados con este trabajo son:

el desarrollo e implementación una herramienta computacional capaz de solu-

cionar el MMAP que sea de apoyo al experto en toma de decisiones,

obtención de una nueva cota lagrangiana que domina a las ya existentes (la

lineal, clásica lagrangiana) para el MMAP, además de una solución factible de

buena calidad en un tiempo razonable,

uso de la principal caracteŕıstica de la estructura de descomposición doble,

para ver diferencias y similitudes en cuanto a la calidad de cotas y soluciones

un punto muy importante que diferenćıa a este trabajo con los demás, que

crean cotas es que usualmente se compara cota contra solución óptima.

Debido a que el MMAP es NP [25] en algunos casos podŕıa ser imposible

encontrar la solución óptima y sólo se cuenta con una solución factible, por
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lo que nosotros, comparamos cotas con la solución factible obtenida. Además

probamos que la solución lagrangiana obtenida por la cota, se encuentra próxi-

ma a una solución factible.

1.3 Aportación cient́ıfica

Las aportaciones principales son las siguientes:

Nuevas técnicas de optimización basadas en relajación lagrangiana para pro-

blemas que cuenten con la estructura de descomposición doble.

Implementación del algoritmo que obtendrá una cota dominante sobre las e-

xistentes que es de gran ayuda en la solución de problemas que se modelen

como el MMAP.

Comparación de la calidad de las soluciones obtenidas para el problema de

asignación múltiple por varios métodos de aproximación y relajación de varias

restricciones.

1.4 Metodoloǵıa

La metodoloǵıa que se sigue en este trabajo consta básicamente de dos partes.

La primera consiste en una parte teórica en la cual se realizará el desarrollo y justifi-

cación de las cotas lagrangianas, además de la descripción de las variaciones consis-

tentes del método subgradiente y el heuŕıstico voraz, para el problema de asignación

múltiple. En la segunda se lleva a cabo la implementación de estos algoritmos pro-

puestos en la primera parte.

Para poder situar el problema de asignación múltiple, comenzamos con una

recopilación de los problemas de asignación, para mostrar la relación existente entre
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estos, para posteriormente realizar la revisión de literatura acerca de la relajación

lagrangiana que es el tema en el que basa principalmente el MHL.



Caṕıtulo 2

Problema de Asignación

En el resumen mencionamos que el problema que tratamos es el MMAP, este

es una variación del problema de asignación, por lo que este caṕıtulo está dedicado

al problema de asignación y a problemas relacionados con el problema de asignación

múltiple que ya han sido tratados en la literatura.

El problema de asignación también conocido como AP (por sus siglas en inglés

de: ((assignment problem))), consiste en relacionar elementos de varios conjuntos de

manera óptima (problemas tipo ((match)) [58]), donde la dimensión del problema hace

referencia a la cantidad y cardinalidad de dichos conjuntos. El caso más sencillo del

AP es el problema nombrado de asignación clásico el cuál consiste en asignar 2

conjuntos, frecuentemente nombrados: tareas quizá trabajos por hacer y agentes las

personas o máquinas que las realizarán, cada tarea debe ser asignada a un solo agente

y cada uno de los agentes debe ser asignado a una sola tarea (relacionarlos de forma

biuńıvoca, uno a uno).

Desde la publicación del método húngaro en 1955 por Kuhn [40], el cual solu-

ciona el AP. Se ha ido adaptado el modelo matemático del problema de asignación,

dependiendo de las variaciones del problema bajo diversas situaciones observadas en

la vida cotidiana.

En el 50o aniversario del planteamiento del AP, Pentico realizó una recopilación

de las versiones del AP que han sido tratadas [58], con el objetivo de facilitar la

búsqueda de información acerca de cada reformulación y las caracteŕısticas que cada

6
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uno de estos poseen; por lo que catalogó todos los problemas en 3 distintas clases

dependiendo de las tareas que pod́ıa realizar cada agente. Las categoŕıas son las

siguientes:

a lo más una tarea por agente,

múltiples tareas por agente y

multidimensionales.

Después se realizó una clasificación por el tipo de función objetivo y restricciones con

las que contaban, a continuación haremos una breve descripción de los problemas

más representativos.

Iniciaremos una explicación deductiva desde el problema de asignación múltiple

(el que nos interesa), hacia el problema de asignación clásico. Haciendo énfasis en

las similitudes que poseen.

2.1 Multidimensionales

Los problemas más complejos tipo asignación, son los problemas multidimen-

sionales. Estos cuentan con más de dos conjuntos a relacionar entre śı. Los tridimen-

sionales son los que se pueden observar frecuentemente. Por ejemplo, el problema de

asignar trabajos a trabajadores y a máquinas y asignar alumnos a maestros a clases

y horarios.

Este tipo de problema se relaciona con el de asignación múltiple de forma

en que si uno problema tridimensional tiene cardinalidad 1, tenemos un problema

equivalente al MMAP.

Una de las situaciones en la vida diaria, que ha sido planteada como problema

multidimensional y es de los más estudiados en la literatura es el que consiste en

asignar profesores a un grupo de alumnos y a materias.
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El problema del horario o mejor conocido como ((timetabling)) (en inglés) de

una escuela o una universidad, consiste en asignar 3 conjuntos (no necesariamente

de la misma dimensión), profesores a materias y a alumnos.

En la figura 2.1 se puede observar un ejemplo de este problema. El objetivo es

asignar 3 conjuntos entre śı, es decir, asignar profesores a un grupo de alumnos y

estos a una materia por cursar. La asignación a realizar puede ser múltiple debido a

que existe la posibilidad de que un maestro sea asignado a varios grupos de alumnos,

un alumno pertenezca a varios grupos y curse varias materias.

Si se desea ver más información acerca de él ver [15, 23, 69].

Maestros

Alumnos

Materias

Figura 2.1: Problema de asignación multidimensional.

Continuando con la descripción de problemas de asignación, tenemos que cuándo

sólo deseamos asignar dos conjuntos (que es en nuestro caso) contamos con proble-

mas donde el agente puede realizar múltiples tareas, la descripción detallada de estos

se presenta a continuación.



Caṕıtulo 2. Problema de Asignación 9

2.2 Múltiples tareas por agente

Esta sección se encuentra dedicada a los problemas que permiten la múltiple

asignación de tareas a un sólo agente. Comenzamos con el planteamiento de problema

de nuestro interés, el problema de asignación múltiple.

2.2.1 Problema de asignación múltiple (MMAP)

El MMAP consiste en realizar una asignación, entre dos conjuntos, uno de

agentes que son las personas o máquinas encargadas de desempeñar un conjunto de

tareas o actividades y el otro conjunto son las actividades a realizar.

Este problema es nombramos de asignación múltiple, puesto que permite a

un agente realizar más de una tarea y las tareas (o trabajos) pueden ser realizados

por varios agentes (o máquinas). Debemos tomar en cuenta que cada agente tiene

una capacidad la cual no podemos sobrepasar, esta podŕıa ser el tiempo que esta

realizando tareas, cantidad de trabajos o piezas a realizar. Al igual que los agentes

las tareas también cuentan con requerimientos que deben respetarse, quizá tiempo

ĺımite para ser ejecutadas, un secuenciamiento determinado, demanda por cumplir,

etcétera.

El modelo matemático del MMAP se presenta a continuación:

z∗MMAP = max

n
∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij (2.1)

s.a :

m
∑

i=1

dijxij ≤ dj j = 1, · · · , n (2.2)

n
∑

j=1

aijxij ≤ bi i = 1, · · · , m (2.3)

xij ∈ {0, 1}

Donde la función objetivo representada por la ecuación (2.1) maximiza la

ganancia ó utilidad, con cij denotando el beneficio de asignar el agente i a la tarea j.
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La restricción (2.2) es la encargada de que no sobrepase la capacidad ĺımite dj

del agente j, donde dij es la capacidad utilizada por la tarea i del agente j en caso

de ser asignada. En cambio la desigualdad (2.3) respeta la capacidad bi de la tarea i,

con aij siendo la capacidad de la tarea i que es desempeñada por el agente j, en caso

de ser asignada. Sin olvidar que xij = 1 si el agente i es asignado a la tarea j, 0 de

otro modo.

En la figura 2.2 se puede observar un ejemplo del MMAP. En un hospital

o centro médico, se desea realizar una asignación entre pacientes y médicos o de

pacientes a tratamientos. Donde los médicos fungen la función de agentes a realizar

las tareas, mientras que los pacientes la de tareas a ser desempeñadas por los agentes.

La capacidad ĺımite de cada paciente, podŕıa ser: la cantidad de tiempo que puede

pasar en ser atendido, la cantidad de doctores por los que tiene que ser atendido

para poder ser dado de alta, tratamientos o análisis necesarios para ser diagnosticado,

entre otros. Mientras que la capacidad de cada doctor seŕıa: la cantidad de pacientes

a tratar o el horario que cubren en un d́ıa determinado.

Tareas Agentes

Figura 2.2: Problema de asignación múltiple.

Las ĺıneas que aparecen en la figura 2.2 representan la asignación entre pacien-

tes y doctores. Como se puede observar hay una asignación múltiple, debido a que
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hay varias ĺıneas salientes de algunos elementos del conjunto tareas (pacientes), lo

que significa que ese paciente debe ser atendido por varios doctores para ser dado

de alta. Además, hay varias ĺıneas entrantes a los elementos del conjunto agentes

(doctores), es decir que cada doctor puede atender varios pacientes.

Hay dos puntos importantes que cabe mencionar, uno es que no encontramos

literatura relacionada con la solución exacta o aproximada de este tipo de problema

(en la revisión literatura realizada) y el otro punto es que al igual que algunos

problemas de asignación, cuenta con la estructura de descomposición doble. Dicha

propiedad la usamos en caṕıtulos posteriores para el desarrollo de una nueva cota

lagrangiana.

Consideremos importante enfocarnos en elMMAP, debido a que existen muchas

situaciones en la vida real, que pueden ser planteados como tal. El MMAP es un

problema más complicado que el GAP y al tratar de resolverlo por un método exac-

to es más complejo. Debido a que el GAP ha sido más tratado, deciden optar por

usar este y sacrificar alguna de las capacidades ĺımites que no son tan rigurosas en

algunas situaciones de la vida real. Por ejemplo al asignar horas máquinas a horas

hombre, es posible que violen la capacidad ĺımite de horas hombre, pidiéndole a

cierto obrero que trabaje horas extras o simplemente cambiando el turno de trabajo

de este, en cambio la capacidad ĺımite de horas máquina no es más dif́ıcil de violar

ya que podŕıan causar daños irreversibles en la herramienta y el costo de reparación

es más alto que el pagar tiempo extra a un obrero o cambiarlo de horario.

El MMAP es un problema NP-dif́ıcil, ya que si tomamos el conjunto de tareas

con cardinalidad 1, es decir n = 1, tenemos m restricciones tipo mochila, por lo que

tenemos m problemas tipo mochila los cuales son NP-dif́ıcil.

El problema de asignación múltiple está muy relacionado con la versión más

básica de los problemas de asignación que permiten realizar varias tareas por agentes

o que varios agentes realicen varias tareas (no ambos), el cual es el problema de

asignación generalizada que describimos a continuación.
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Debido a que no existen métodos de solución aproximados para el MMAP (al

menos en la revisión de literatura realizada), y el problema más parecido a este es el

GAP. Haremos una comparación con los métodos dedicados a la solución de GAP

en la subsección siguiente.

2.2.2 Problema de asignación generalizada (GAP)

El GAP es considerado como la versión más básica del AP cuando se permite

la asignación de varias tareas a un agente o varios agentes a una tarea [16]. Note

que la similitud entre el este problema y el MMAP, es que el GAP sólo respeta las

capacidad ĺımite de un sólo conjunto.

Es decir esta versión del problema de asignación permite la asignación múltiple

en sólo uno de sus conjuntos, mientras no exceda la capacidad de cada uno de

los elementos. Para comprender mejor esto se presenta en siguiente modelo que lo

describe:

z∗GAP = min

n
∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij (2.4)

s.a :
m
∑

i=1

xij = 1 j = 1, · · · , n (2.5)

n
∑

j=1

aijxij ≤ bi i = 1, · · · , m (2.6)

xij ∈ {0, 1}

La variable xij = 1, es igual a 1 si el agente i es asignado a la tarea j, 0 en caso

contrario. La función objetivo (2.4) minimiza el costo cij de asignar un trabajo j a

un agente i. La igualdad (2.5) asegura que todas las tareas j sean realizadas por un

agente i, mientras que la desigualdad (2.6) asegura que se respete la capacidad bi de

cada agente i al asignársele una tarea j.

En algunas ocasiones puede presentarse que un agente i no pueda realizar

determinada tarea i, en tal caso hacemos aij = bi + 1 para evitar que a un agente

no realice un actividad que no sepa o no pueda desempeñar.
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En la figura 2.3 se muestra un ejemplo del GAP. Note que sólo hay una ĺınea

que sale de cada tarea (una tarea sólo puede ser asignada a un agente) y varias ĺıneas

que llegan a los agentes (un agente tiene la capacidad de realizar varias tareas), por

lo que puede existir una asignación uno a varios.

Tareas Agentes

Figura 2.3: Problema de asignación generalizada.

En [10], Cattrysee muestra algunas versiones del GAP que han sido propues-

tas en la literatura para describir aplicaciones del mundo real. Anteriormente men-

cionamos que el GAP, cuenta con una restricción que asegura que no se viola las

capacidades de cada uno de los agentes. En [66], permite aumentar dicha capacidad

ĺımite, incurriendo en un costo determinado. En cambio Neebe [56], se considera la

versión de costos fijos del GAP donde cada agente incurre en un costo fijo por tarea

realizada.

Ross y Soland emplean el modelo del GAP, para modelar problemas de locali-

zación [61]. El objetivo de este trabajo es ubicar servicios de emergencia.

Otro ejemplo del uso del GAP, es el propuesto por Blocq [7], el cual hace refe-

rencia a la asignación de sectores de eliminación de nieve en la ciudad de Montreal.

En el mismo trabajo [7], se muestra otra aplicación del GAP, cuyo objetivo es re-

ducir costos de entrega de productos derivados del petróleo a distintas estaciones
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de servicio cada una bajo ciertas restricciones. Cada estación debe cumplir con una

demanda, aśı como determinada cantidad entregada de cierto producto.

El GAP es considerado NP-dif́ıcil en [25] se puede encontrar información acerca

de porque tiene esta complejidad. La demostración completa del teorema que prueba

que el GAP es NP-dif́ıcil puede encontrarse en [20].

Debido a la complejidad del GAP se ha recurrido a varios métodos de aproxi-

mación para obtener una solución próxima a la óptima, algunos de ellos son:

Año Método de aproximación Referencia

1981 Greedy con búsqueda local [51]

1995 Búsqueda tabú [41]

1997 Algoritmos genéticos [12]

2000 Algoritmos voraces [53]

2001 Heuŕıstica lagrangiana [33]

2002 Sistemas de hormigas y búsqueda tabú [50]

2003 Encadenamiento de trayectorias [1]

2003 Algoritmo de ramificación y acotamiento [55]

2004 Subgradiente y ramificar y acotar [34]

2007 Relajación lagrangiana [38]

2008 Encadenamiento de trayectorias y fijar de variables [59]

Tabla 2.1: Métodos heuŕısticos para resolver el GAP.

La diferencia entre los métodos que mencionamos en la tabla 2.1 son:

los métodos de la tabla, generan la solución lagrangiana y utilizan ésta co-

mo punto de inicio para un método exacto, tardando demasiado tiempo para

obtener una solución, no muy próxima a la solución óptima y en raros casos

factibles,

las instancias que resuelven cuentan con a lo más 500 variables en métodos

exactos y 2000 en métodos aproximados sin obtener soluciones factibles y en
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un tiempo de 3600sec o más, mientras que nosotros resolvemos problemas

con 2000 variables obteniendo soluciones factibles y el tiempo que tardamos

nosotros no excede los 360sec,

aunque los procedimientos están diseñados para el GAP, los modelos podŕıan

ser adaptados debido a que estructura del MMAP es muy parecida al de asig-

nación generalizada y

otra diferencia, es que los criterios de para son el tiempo o número de iteracio-

nes, otro criterio que incorporamos, el de proximidad entre la mejor solución

factible y la cota encontrada hasta el momento, este criterio es el que siempre

se cumple primero.

Por último presentamos la sección que contiene la versión más sencilla del

problema de asignación y es de donde se desprenden los casos que explicamos en las

secciones anteriores.

2.3 A lo más una tarea por agente

Esta sección comprende los casos en los que un agente puede realizar a lo más

una tarea y una tarea puede ser desempeñada por sólo un agente. Presentamos este

debido a que usualmente es donde se empieza a comprender o visualizar que un

problema es de este tipo.

2.3.1 Problema de asignación clásico (CAP)

El problema de asignación clásico CAP fue planteado por primera vez en 1952

por Votaw y Order [68] es la versión más básica de los modelos que cuentan con a

lo más de una tarea por agente. Dicho problema
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El CAP consiste en realizar una asignación uno a uno de dos conjuntos con la

misma cardinalidad, es decir relacionar n tareas con n agentes, cuya función objetivo

es minimizar el total de los costos.

La figura 2.4, se muestra una asignación uno a uno entre tareas y agentes, esto

se puede observar ya que sólo sale una ĺınea de cada tarea y sólo llega una ĺınea a

cada agente.

Tareas Agentes

Figura 2.4: Problema de asignación clásico.

El modelo matemático que describe tal situación es el siguiente:

zCAP = mı́n
n

∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij (2.7)

s.a :

n
∑

i=1

xij = 1 j = 1, · · · , n (2.8)

n
∑

j=1

xij = 1 i = 1, · · · , n (2.9)

xij ∈ {0, 1}

La variable xij = 1 si el agente i es asignado a la tarea j, 0 en caso contrario.

La función objetivo (2.7)minimiza los costos cij al asignar un agente i a la tarea j.

La igualdad (2.8) asegura la asignación de una única tarea a un agente, mientras que

(2.9) se encarga de que cada agente sea asignado a una sola tarea. Cabe mencionar
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que este problema es matemáticamente idéntico al problema de asignación ponderado

bipartito (nombrado en inglés ((weighted bipartite matching))) de teoŕıa de grafos.

Y por último mencionamos el problema de asignación clásico tomando en cuen-

ta la capacidad del agente, que es equivalente al MMAP en el sentido que se están

respetando las capacidades de ambos conjuntos tanto de tareas como de agentes,

mediante la matriz de capacidades de que un agente realice una tarea o que un

agente puede desempeñar una tarea.

2.3.2 Problema de asignación clásico tomando en cuenta

la capacidad del agente

En este problema se toma en cuenta la capacidad [9] que tiene cada agente

(máquina o persona) de realizar una tarea (trabajo a desempeñar) determinada. Al

igual que elMMAP existe el caso en el que las cardinalidades de los conjuntos pueden

ser distintas.

El modelo que describe tal situación está dado por:

z∗ = max

n
∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij (2.10)

s.a :

m
∑

i=1

qijxij ≤ 1 j = 1, · · · , n (2.11)

n
∑

j=1

qijxij ≤ 1 i = 1, · · · , m (2.12)

xij ∈ {0, 1}

Donde xij = 1 si el agente i es asignado a la tarea j, 0 en caso contrario, qij es

un parámetro que es igual a 1 si el agente i esta calificado para realizar la tarea j, 0

en caso contrario.

El objetivo de este problema es maximizar la utilidad cij de asignar un trabajo j

a un agente i (2.10), hay que tomar en cuenta que en caso de que un agente no pueda

desempeñar una tarea es decir qij = 0 entonces cij = 0. Las desigualdades (2.11) y
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(2.12) aseguran que a lo más un agente calificado j es asignado a cualquier tarea i

y que a lo más una tarea j a un agente i, respectivamente.

En la figura 2.5 se puede observar un ejemplo de este problema, que puede ser

encontrado en una empresa que cuenta con 3 empleados una secretaria, un monta-

carguista y un obrero.

La secretaria, el montacarguista y el obrero son los agentes o máquinas que

deben desempeñar varias actividades o tareas escribir una carta, sacar copias, archivar

documentos, usar una grúa, fabricar una pinza y arreglar un instrumento. Las ĺıneas

punteadas son las actividades que puede realizar un empleado. Por ejemplo la se-

cretaria puede escribir una carta, archivar o sacar copias, pero no puede operar una

grúa o arreglar un instrumento.

Figura 2.5: Problema de asignación clásico tomando en cuenta la capacidad del

agente.
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Revisión de la literatura

En este caṕıtulo hacemos una revisión de literatura acerca de dos temas relacio-

nados con el método propuesto en esta tesis, el método heuŕıstico lagrangiano MHL,

será descrito a detalle en los caṕıtulos titulados, construcción de cotas y solucionan-

do el dual para el MMAP. Los temas relacionados con el MHL, son la relajación

lagrangiana y los algoritmos empleados a la fecha para resolver dicha relajación,

por un lado mencionamos los conceptos básicos, usos, caracteŕısticas importantes y

ventajas de la relajación lagrangiana, mientras que por el otro, los procedimientos

heuŕısticos que se han empleado para resolver el problema de asignación generalizada

GAP.

Hay que recordar que la revisión de literatura se realiza sobre el GAP, debido

a la similitud que posee este con el problema de asignación múltiple MMAP y que

hasta el momento no hemos encontrado literatura relacionada con el MMAP.

3.1 Relajación lagrangiana

Algunos de los principales puntos a tocar en esta sección están relacionados

con las caracteŕısticas fundamentales de la relajación lagrangiana, por ejemplo sus

resultados, propiedades esenciales, las preguntas relacionadas con su uso, métodos

de solución, interpretación geométrica, entre otros.

19
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Cuando recurrimos a emplear alguna relajación de un problema de optimización

dado, nos preguntamos:

primero que todo ¿porqué emplear una relajación?,

ya que decidimos utilizar una relajación, ¿cómo podemos construir la relajación

de un problema de optimización entera?,

¿cómo usarlas para obtener el mejor beneficio posible?,

¿por qué es más fácil resolver una relajación que un problema de optimización?,

y debido a que hay varios tipos de relajación ¿cómo determinar cuál relajación

es mejor?,

y por último ¿cómo calculamos la cota obtenida por una relajación?

éstas preguntas son las que nos interesa resolver a través de la revisión de la liter-

atura.

La literatura existente acerca de relajaciones en especial la lagrangiana es muy

amplia. Por lo que sólo citamos los trabajos más relevantes para desarrollo de este

trabajo. Si se desea tener información adicional a la tratada, ver [5, 19, 21, 22, 26,

35, 36, 43, 63, 64, 27]. En caso de que usted no cuente con información básica acerca

de relajación lagrangiana, se recomienda ver [27].

3.1.1 Relajaciones de un problema de optimización

Lo primero que nos interesa saber es ¿cómo construir la relajación de un pro-

blema de optimización entera? La definición formal de una relajación de un problema

de optimización [26], realizada por primera vez por Geoffrion en 1974 es la siguiente.

Definición 3.1 Dado el problema de optimización

P = mı́n{f(x)|x ∈ V } (3.1)
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su relajación se define por

RP = mı́n{g(x)|x ∈ W} (3.2)

donde ambos problemas tienen como variable de decisión x si se cumple que el con-

junto de soluciones factibles del problema relajado (3.2) está contenido en el pro-

blema (3.1), es decir V ⊆ W , y cualquier solución factible de (3.2) domina a (3.1)

i. e. ∀x, g(x) ≤ f(x) (similarmente para un problema de maximización se cumple

∀x, g(x) ≥ f(x)).

Observación 3.2 Un problema de maximización o minimización puede ser consi-

derado de forma indiferente. Debido a que puede ser transformado fácilmente de un

formato a otro: máx{f(x)|x ∈ V } = mı́n{−f(x)|x ∈ V }.

Observación 3.3 De aqúı en adelante P ∗ hace referencia al valor óptimo de la

función objetivo del problema P .

Entre las ventajas del uso de una relajación, se encuentran, que ofrecen una

cota del valor óptimo para los problemas dif́ıciles de resolver, la cuál es calculada a

partir de la sustitución de la solución obtenida por el problema (3.2), en la función

objetivo del problema (3.1). Otra caracteŕıstica provechosa con la que cuenta la

relajación, es que la solución obtenida, aún siendo infactible en la mayoŕıa de los

casos, sirve como punto de inicio en algunas heuŕısticas.

Para problemas tipo (3.1), frecuentemente es empleada una relajación que con-

siste en ignorar las restricciones de integralidad sobre x. Dicha relajación es conocida

como relajación lineal (denotada por LP ) o relajación continua.

La nueva cota que proponemos, está basada en la relajación lagrangiana, defi-

nida a detalle en la próxima sección.
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Relajación lagrangiana LR.

La ((relajación lagrangiana)), consiste en lo siguiente. Dado un problema de

optimización

OP = mı́n{fx|Ax ≤ b, Cx ≤ d, x ∈ X} (3.3)

donde X está definido por las restricciones de signo y/o de integralidad sobre la

variable x y un conjunto de restricciones Ax ≤ b que consideramos dif́ıciles, en el

sentido de que el problema (3.3) resulta fácil de resolver sin tomar en cuenta dichas

restricciones. En cambio las restricciones Cx ≤ d se consideran fáciles, debido a

que el problema (3.3) sólo con ellas es más simple de resolver. Por ejemplo, las

restricciones Cx ≤ d podŕıan ser un conjunto vaćıo y podemos tomar éstas junto

con X , y definir la relajación lagrangiana.

A continuación se presenta la relajación lagrangiana de las restricciones consi-

deradas como dif́ıciles dada por Held y Karp [35, 36].

Definición 3.4 La relajación lagrangiana del las restricciones Ax ≤ b en el proble-

ma (3.3) está dada por

LRλ = mı́n{fx+ λ(Ax− b)|Cx ≤ d, x ∈ X} (3.4)

donde λ es un vector no-negativo de ((pesos)) llamados multiplicadores lagrangianos.

En la función objetivo del problema (3.4) se agregan las restricciones conside-

radas como dif́ıciles Ax ≤ b mediante un término de penalización (multiplicadores

lagrangianos) para prevenir su posible violación y aśı ((eliminarlas)) del conjunto de

restricciones. Este paso es conoce como dualización de las restricciones Ax ≤ b.

Observación 3.5 Cabe mencionar que la definición de relajación lagrangiana está da-

da para restricciones con desigualdades, en el caso de que contemos con restricciones

de igualdad, se agregan multiplicadores lagrangianos a la función objetivo para dua-

lizar las restricciones dif́ıciles pero en este caso los multiplicadores no tienen que

cumplir la condición de no negatividad, debido a la teoŕıa de dualidad.
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Por la definición de relajación lagrangiana, tenemos que la región factible del

problema original (3.3) está contenida en la región del problema relajado (3.4).

Para cualquier valor factible x para el problema original (3.3) y cualquier valor

de λ ≥ 0, se cumple que fx+ λ(Ax − b) ≤ fx, es decir que la función objetivo del

problema (3.4) es menor o igual a la función objetivo del problema original (3.3),

LRλ ≤ OP .

Dado un valor de λ ≥ 0, tenemos un valor de LRλ distinto, encontrar la mejor

aproximación del óptimo original OP ∗ (3.3). A continuación se presenta el problema

que encuentra la mejor cota lagrangiana [35, 36].

Definición 3.6 El problema dual lagrangiano de (3.3), con respecto a las restric-

ciones dif́ıciles Ax ≤ b es

DL = máx
λ≥0

mı́n
x

{fx+ λ(Ax− b)|Cx ≤ d, x ∈ X} (3.5)

donde el espacio solución de (3.5) es el espacio dual sobre los multiplicadores la-

grangianos λ ≥ 0, mientras que (3.4) es resuelto sobre el espacio primal de las

variables x.

Una de las interrogantes que planteamos al inicio de esta sección, es la facti-

bilidad de las soluciones obtenidas por el problema (3.5). Por lo que a continuación

presentamos algunas de las caracteŕısticas que posee dicha solución.

Definición 3.7 Sea xλ la solución óptima de (3.4) para algún λ ≥ 0, entonces xλ

es llamada solución lagrangiana.

La solución lagrangiana no siempre satisface todas las restricciones originales

de (3.3), debido a que ignoramos algunas restricciones (las dualizadas), por lo que

xλ algunas ocasiones podŕıa ser no factible.

La información disponible acerca del valor LR∗, es que, dado un xλ, este valor

se encuentra entre fxλ + λ(Axλ − b) y fxλ.
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Si fxλ es una solución factible del problema (3.3), entonces fxλ + λ(Axλ − b)

es una cota inferior de OP ∗. Pero, si se cumplen las condiciones de holgura comple-

mentaria, es decir, si, λ(Axλ − b) = 0, entonces fxλ+λ(Axλ − b) = OP ∗ = fxλ, por

lo que xλ es una solución óptima del problema (3.3).

Las condiciones de holgura complementaria que puede cumplir xλ, están enlis-

tadas en el siguiente teorema presentado por Guignard en [29].

Teorema 3.8 Si xλ es una solución óptima del problema (3.4) para algún λ ≥ 0,

entonces

fxλ + λ(Axλ − b) ≤ OP ∗ (3.6)

Si xλ es una solución factible del problema (3.3), entonces

fxλ + λ(Axλ − b) ≤ OP ∗ ≤ fxλ (3.7)

Si λ(Axλ−b) = 0, entonces xλ es la solución óptima del problema (3.3) y OP ∗ = fxλ

Observación 3.9 La tercera condición del teorema 3.8 es una condición de optima-

lidad suficiente, más no necesaria. Es decir, es posible que una solución factible xλ

sea óptima para el problema (3.3), aunque xλ no cumpla las condiciones de holgura

complementaria.

En la siguiente sección, se muestra una explicación gráfica de los resultados

que hemos hecho referencia hasta el momento.

3.1.2 Interpretación geométrica de la relajación

lagrangiana

Iniciamos, con la mención del teorema 3.10. Este teorema nos permite estudiar

esquemas de relajación lagrangiana, mediante la interpretación gráfica del espacio

solución del dual lagrangiano (3.5), sobre la variable λ, mientras que para el espacio

primal es sobre x.
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Teorema 3.10 El problema dual lagrangiano (3.5) es equivalente a la relajación

primal

PR = mı́n
x

{fx|Ax ≤ b, x ∈ conv{x ∈ X|Cx ≤ d}} (3.8)

en el sentido que LR∗ = PR∗, donde conv(·) es el cascarón convexo del conjunto

correspondiente.

La demostración del teorema 3.10 es presentado en [26].

Cuando la matriz de restricciones sea no racional, puede pasar que el resultado

del teorema 3.10 sea falso, aunque en la práctica no es posible que ocurra esto,

debido a que computacionalmente hablando, todos los números son almacenados

como números racionales y con esto lograr la estructura de un poliedro asociado.

Algunos resultados inferidos de la interpretación gráfica asociada con el casca-

rón convexo del problema (3.8).

Definición 3.11 Decimos que el problema dual lagrangiano (3.5) tiene la propiedad

de integralidad si conv{x ∈ X|Cx ≤ d} = {x ∈ X|Cx ≤ d}

En la figura (3.1), se puede observar que las restricciones a relajar {x ∈

X|Ax ≤ b}, representadas por el conjunto rojo, junto con las restricciones que

consideramos fáciles {x ∈ X|Cx ≤ d} (el pentágono azul). El recuadro amarillo

representa conv{x ∈ X|Ax ≤ b} ∩ {x ∈ X|Cx ≤ d} y el rectángulo verde es el

conv{x ∈ X|Ax ≤ b}.

Se puede observar en la figura (3.1), que si LR cuenta con la propiedad de

integralidad, entonces no es posible mejorar la cota obtenida por relajación lineal,

debido a que los puntos extremos de {x|Cx ≤ d} están en X .

Si el problema dual lagrangiano (3.5) cuenta con la propiedad de integralidad

(de aqúı en adelante denotada por IP), entonces no es posible mejorar la cota obteni-

da por relajación lineal, debido a que los puntos extremos del conjunto {x|Cx ≤ d}

están en X . Cabe mencionar, que la mejor cota obtenida por relajación lagrangiana
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Figura 3.1: Interpretación geométrica de LR.

(DL∗) siempre será igual o mejor que la de relajación lineal, nunca peor. Dichos

resultados son establecidos por los siguientes corolarios presentados y demostrados

por Monique Guignard en [27].

Corolario 3.1 Si conv{x ∈ X|Cx ≤ d} = {x ∈ X|Cx ≤ d} cuenta con la IP,

entonces LP ∗ = PR∗ = DL∗ ≤ OP ∗. Es decir la solución óptima del problema

lineal es igual a las soluciones del problema primal y el dual lagrangiano, todos estos

menores o iguales que la solución óptima original.

Corolario 3.2 Si el conjunto conv{x ∈ X|Cx ≤ d} ⊂ {x ∈ X|Cx ≤ d}, entonces

LP ∗ ≤ PR∗ = DL∗ ≤ OP ∗, es posible que la mejor cota lagrangiana es estrictamente

mejor que la cota lineal.

Ahora que sabemos algunas de las caracteŕısticas que posee la solución lagran-

giana, continuamos con la siguiente interrogante, ¿cómo construir una relajación?.

Un problema de optimización puede ser relajado lagrangianamente de varias

formas, la mayoŕıa de los casos ayuda a tener un problema más fácil de resolver;



Caṕıtulo 3. Revisión de la literatura 27

esto con el objetivo de tener esquemas de relajación eficientes. Las relajaciones más

usuales se enlistan a continuación.

Aislar un subproblema, mientras dualizamos las demás restricciones.

Es una de las aproximaciones más usadas, tiene la ventaja de que al ser em-

pleada los subproblemas lagrangianos resultantes cuentan con una estructura

especial y puede ser explotada para resolverlos de forma eficiente.

Descomposición lagrangiana (LD) También conocida como partición de

variables [57], o ((layering variables)) en inglés [60]. Esta es la relajación usada

por el MHL, para encontrar la nueva cota lagrangiana.

La (LD) consiste en realizar una partición de las variables[65], haciendo una

copia de las restricciones, para después poder dualizarlas y obtener subproble-

mas independientes (frecuentemente son más de dos) con estructuras especia-

les.

Si tenemos el problema P = minx{fx|Ax ≤ b, Cx ≤ d, x ∈ X} y empleamos el

proceso (LD), reformulamos el problema haciendo una partición de variables,

obteniendo un problema equivalente P ′ = mı́nx,y{fx|Ax ≤ b, x ∈ X,Cy ≤

d, y ∈ X, x = y}.

Los problemas P ′ y P tienen valores óptimos iguales, pero son resueltos en

distintos espacios solución. Además, si x∗ es la solución óptima de P , entonces

la solución (x, y) ≡ (x∗, x∗) es un óptimo para P ′ y si (x∗, y∗) es una solución

óptima de P ′, entonces x∗ = y∗ y x∗ es óptimo para P .

Después de copiar las variables, dualizamos las restricciones x = y en P ′ con

multiplicadores λ, lo cual separa al problema P ′ en dos subproblemas indepen-

dientes, uno sobre x y otro para y

LDλ = mı́n
x,y

{fx+ (y − x)|Ax ≤ b, x ∈ X,Cy ≤ d, y ∈ X} (3.9)

LDλ = mı́n
x

{(f − λ)x|Ax ≤ b, x ∈ X}+mı́n
y

{λy|Cy ≤ d, y ∈ X} (3.10)
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La aplicación del proceso de (LD) conlleva a tener una estructura especial, la

de escalera, por lo tanto el modelo puede ser decompuesto en subproblemas.

El vector de multiplicadores λ, con el que se dualiza la copia de restricciones,

no necesita ser no negativo, debido a que dualizamos una restricción de igual-

dad, en otras palabras, de forma automática tenemos una solución factible

lagrangiana óptima para el problema de programación entero original.

Si los subproblemas lagrangianos, obtenidos por la dualización de la restric-

ciones de igualdad (x = y), tienen la misma solución, ésta solución, es óptima

para el problema original y cuenta con la IP.

Los siguientes teoremas y corolarios presentados y demostrados en [30], mues-

tran que la cota obtenida por (LD) puede dominar estrictamente las cotas

lagrangianas obtenidas por dualización de un conjunto de restricciones.

Teorema 3.12 Si la solución óptima del problema (3.9) es

LD = máx
λ

{mı́n
x

{(f − λ)x|Ax ≤ b, x ∈ X}+mı́n
y

{λy|Cy ≤ d, y ∈ X}} (3.11)

entonces

LD = mı́n
x

{fx|x ∈ conv{x ∈ X|Ax ≤ b} ∩ conv{x ∈ X|Cx ≤ d}} (3.12)

En la figura 3.2, se muestra la interpretación geométrica del teorema 3.12.

Las ((x´s)) denotan los puntos de los conjuntos convexos, la parte rellena de

amarillo es el conjunto donde se intersectan los puntos que cumplen todas las

restricciones, es decir son soluciones factibles.

Corolario 3.3 Si alguno de los subproblemas cuenta con la IP, entonces la

solución óptima del problema dual lagrangiano (3.5) es igual o mejor que

cualquier de las cotas lagrangianas obtenidas por dualizar las restricciones

Ax ≤ b ó Cx ≤ d.

Si ambos subproblemas tienen la IP entonces la solución óptima del dual la-

grangiano DL∗ es igual a la cota obtenida por relajación lineal.
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Figura 3.2: Interpretación geométrica de la descomposición lagrangiana.

Dualizar restricciones de acoplamiento. Una ventaja que podemos en-

contrar, después de haber realizado algún tipo de reformulación, es tener

un problema con estructura independiente. Si dualizamos las restricciones de

acoplamiento, tenemos que el problema es dividido en subproblemas para cada

una de las variables.

Presentamos el caso de un problema que cuenta con dos variables de decisión,

x y y la cual es introducida mediante reformulaciones. En el problema que se

observa en la figura (3.3), la restricción(recuadro azul) Ex+Fy ≤ h relaciona

ambas variables, por lo que si logramos eliminarlas (dualizar) las restricciones

de acoplamiento el problema se separa en un problema para x y uno para y.

Figura 3.3: Restricciones de acoplamiento.

Dualizar un conjunto de copias individuales de variables. A diferencia

de la técnica anterior, ésta introduce la nueva variable y en el problema P

mediante una copia de la variable x, rescribiendo la restricción Cx ≤ d como

Cy ≤ d, para obtener un problema equivalente a P .
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Otra opción es introducir la variable y, mediante la inclusión de la restric-

ción Dy = Cx, teniendo el siguiente problema equivalente

P ′′ = mı́n
x,y

{fx|Ax ≤ b, x ∈ X,Dy ≤ d, y ∈ X,Dx = Cy}

Después de haber agregado la restricciónDy = Cx la dualizamos por relajación

lagrangiana y resolvemos el problema. La restricción Dy = Cx es más débil

que x = y, es decir, este problema es más fácil de resolver que el presentado

en la construcción anterior.

Cabe notar que debido a que la restricción agregada es una igualdad, el prob-

lema lagrangiano tiene soluciones óptimas x y y que satisfacen la restricción

agregada Dy = Cx, por lo que la solución x es óptima para el problema P .

3.1.3 Caracteŕısticas de la función lagrangiana

La función lagrangiana está dada por

z(λ) = mı́n
x

{fx+ λ(Ax− b)|Cx ≤ d, x ∈ X} (3.13)

Una de las ventajas que tiene la función lagrangiana, es que este problema es

equivalente a solucionar el óptimo del problema lagrangiano.

Otra caracteŕıstica con la que cuenta el problema (3.13) es que podemos de-

scomponerlo en subproblemas, de la forma mı́nk=1,..,K{fx
k + λ(Axk − b)}, si el con-

junto conv{x ∈ X|Cx ≤ d} es un politopo, es decir, un poliedro acotado, el cuál

consiste en una familia grande pero finita de vértices tipo {x1, x1, ..., xk}.

La solución óptima del problema lagrangiano no es única, debido a que z(λ)

es una función cóncava de λ, con saltos donde es no diferenciable. Donde z(λ) es la

cubierta menor de la familia de funciones lineales de λ, tipo fxk + λ(Axk − b, k =

1, .., K.

En la figura 3.4 se puede observar que la función lagrangiana es descompuesta

por varios subproblemas representados por las variables eta (ĺınea negra delgada),
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mientras que la ĺınea azul representa los puntos factibles. La ĺınea roja representa

los puntos factibles óptimos, por o que el problema cuenta con varias soluciones

óptimas.

Figura 3.4: Función lagrangiana para el caso de maximización.

La función cóncava f(x) es continua sobre el dominio y diferenciable casi en

todos los puntos, excepto sobre un conjunto de medida 0. La función es no diferen-

ciable en dichos puntos, tampoco tiene gradiente, pero si cuenta con subgradiente.

Aprovechamos las ventajas de la función cóncava f(x), para obtener el problema

dual lagrangiano.

Definición 3.13 Un vector y ∈ R
n es un vector subgradiente de una función cónca-

va f(x) el punto x0 ∈ R
n

f(x)− f(x0) ≤ y(x− x0) (3.14)

Definición 3.14 El conjunto de todos los subgradientes de una función cóncava f(x)

el punto x0 es llamado subdiferenciable de f en x0 y es denotado como ∂f(x0).

Teorema 3.15 El subdiferenciable ∂f(x0) de una función cóncava f(x) en x0 siem-

pre es no vaćıo, cerrado, convexo y acotado.

Si ∂f(x0) tiene un solo elemento, entonces ese elemento es el subgradiente de f

en x0, denotado por ∇f(x0).
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El problema dual lagrangiano (3.5) es

DL = máx
λ≥0

(LR∗
λ)

= máx
λ≥0

(z(λ))

= máx
λ≥0

mı́n
k=1,..,K

{fxk + λ(Axk − b)}

= máx
λ≥0,η

{η|η ≤ fxk + λ(Axk − b), k = 1, ..., K}

(3.15)

donde λ∗ es el multiplicador óptimo del problema (3.5), que minimiza z(λ) y en-

cuentra valores óptimos de η y z(λ∗), tales que η∗ = z(λ∗).

El valor actual de λ∗ en la iteración k, está denotado por λk, que satisface ηk =

z(λk) y que un nivel del hiperplano Hk = {λ|fxk + λ(Axk − b) = ηk} pasa por λk.

Si z(λ) es diferenciable en λk, es decir, el problema (3.5) tiene una única solu-

ción óptima xk, entonces z(λ) tiene un gradiente ∇z(λk) en λk y es

∇T z(λk) = (Axk − b)⊥Hk (3.16)

Si z(λ) es no diferenciable en λk, es decir, LRλk tiene soluciones óptimas múl-

tiples xk, se puede mostrar que el vector sk = (Axk − b)
T
es un subgradiente

de z(λ) en λk, donde el vector sk es ortogonal a Hk.

Esto para simplificar el problema. Recuerde que el uso principal de la relajación

es obtener un problema más sencillo de resolver que el original. Sin olvidar que en

algunos casos no es posible obtener la solución exacta a nuestro problema incluso

una buena.

Ahora hablaremos acerca de la comparación con respecto a la fortaleza que

posee cada una de las relajaciones.

Una opción que surge para transformar un problema dif́ıcil a uno fácil, al tener

el problema dual lagrangiano (3.5), es el de guardar los nuevos cortes generados por
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las restricciones violadas junto con las restricciones que en su inicio consideramos

dif́ıciles, sólo si existe una nueva intersección entre el poliedro nuevo relajado (el

que contiene los cortes violados) y el cascarón convexo original de soluciones enteras

(restricciones que consideramos dif́ıciles al inicio y que están guardadas), es decir

que haya una intersección más pequeña que la anterior. Logrando fortalecer la cota.

Si llega a ocurrir que nuevamente un corte es violado por la solución lagrangiana

actual, entonces existen las siguientes posibilidades:

si el corte es igual a una combinación convexa de las restricciones dualizadas

actuales o guardadas, no es posible reducir la intersección desde cada punto de

intersecciones antiguas. En la figura 3.5, vea que no es posible mejorar la cota

debido a que el corte generado no intersecta la región formada por los cortes

actuales o guardadas(área amarilla).

Figura 3.5: No hay intersección más pequeña, por lo que no es posible mejorar la

cota.

si el corte es una desigualdad válida para el problema lagrangiano, entonces

cada punto en el cascarón convexo de puntos enteros satisface las restricciones

guardadas, de ser necesario es posible usar información de las restricciones

guardadas y dualizadas para generar el corte y borrar parte de la intersección.

En la figura 3.6, se puede observar que el cascarón convexo (área roja), es

intersecada por el nuevo corte por lo que es posible mejorar la cota.

Este procedimiento es llamado relajar y cortar, el cuál en su formato más

sencillo consiste en
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Figura 3.6: Posible mejora de la cota lagrangiana.

1. inicializar el multiplicador lagrangiano λ,

2. resolver el problema lagrangiano actual, siendo x(λ) la solución lagrangiana.

Si aún no ha sido resuelto el dual lagrangiano, actualizar λ. Si no terminar.

3. Identificar el corte que fue violado por x(λ) y dualizarlo. Ir a (2).

Una de las ventajas más importantes de la relajación lagrangiana, son la ob-

tención de una cota y la solución lagrangiana.

Usualmente la solución es usada como punto de inicio por una heuŕıstica y

puede cumplir varias caracteŕısticas, por ejemplo

si satisface las restricciones de holgura complementaria (llamadas CS de aqúı en

adelante), la solución obtenida es óptima para el problema entero o

si la solución es factible pero no cumple las CS, al menos se tiene una solución

factible del problema original, pero aún hay que determinar, por algún otro

método (puede ser el de ramificar y acotar) el óptimo y por último

si la solución es infactible, frecuentemente éstas soluciones están cerca de la

factible, por lo que en la literatura se encuentran demasiada información acerca

de cómo factibilizarla, algunos de los procedimientos más usuales consisten

en transformar la solución de forma correcta en infactibilidades, cuidando en

afectar en forma mı́nima la función objetivo [29], otra forma de factibilizar la

solución es fijando (en 1 ó 0) algunos componentes significativos de las variables
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de decisión según sus valores actuales y resolviendo óptimamente el problema

restante, comenzando con la fijación de variables que satisfacen las restricciones

relajadas [28].

Para finalizar el caṕıtulo de revisión de literatura, enlistamos algunos de los

métodos más importantes para la solución del dual lagrangiano (3.5).

3.2 Métodos para resolver el problema dual

lagrangiano

La calidad de la cota obtenida por relajación lagrangiana depende en cierta

forma del método de solución del problema dual lagrangiano. Por lo que ahora nos

enfocaremos en dichos métodos, enlistando los más frecuentes, dando una breve

descripción de cada uno y las ventajas de cada uno. Empezamos con la optimización

subgradiente, posteriormente los métodos basados en la propiedad lagrangiana, como

planos cortantes (o generación de restricciones), Dantzig-Wolfe (o generación de

columnas), algoritmo volumen, métodos lagrangianos de agregación y desagregación,

también algunos métodos de aproximación h́ıbrida.

3.2.1 Método del subgradiente

Este método podŕıa decirse que es el más usado para la solución del dual

lagrangiano (3.5), incluso es el usado por nosotros. Pero los pioneros en considerarlo

para la solución de dicho problema fueron Held y Karp en 1971 [36] y posteriormente

fue probado por Held, Wolfe y Crowder en [37].

Este método es un procedimiento iterativo, el cual en cada iteración k, se

obtiene un vector multiplicador actual λk y la longitud del paso que da con subgra-

diente z(λk), que en caso de ser necesario, el punto resultante es proyectado en un

ortogonal no negativo.
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Consideremos que LRk
λ es el problema dual lagrangiano en la iteración k cuya

solución óptima es xk. Entonces sk = (Axk − b)
T
es un subgradiente de z(λ) en λk.

Sea λk la solución óptima (no conocida) de la relajación lagrangiana, con η∗ =

z(λ∗), sea λ
′k+1 una proyección de λk es un hiperplano H∗ paralelo a Hk, donde

H∗ = {λ|fxk + λ(Axk − b) = η∗} (3.17)

El vector sk es perpendicular a Hk y a H∗ (debido al paralelismo con Hk), por

lo que λ
′k+1 − λk es un multiplicador no negativo de sk es decir

λ
′k+1 − λk = µsk, µ ≥ 0 (3.18)

Además, si λ
′k+1 pertenece a H∗, entonces

fxk + λ
′k+1(Axk − b) = η∗ (3.19)

por lo tanto

fxk + λk(Axk − b) + µsk((Axk − b)) = η∗ + µsk • sk = η∗ (3.20)

donde µ = η∗−ηk

‖sk‖
, por lo que

λ
′k+1 = λk s

k(η∗ − ηk)

‖sk‖2
(3.21)

Para concluir presentamos la definición del multiplicador de la iteración sigu-

iente como λk+1 =
[

λ
′k+1

]+
es decir λk+1 es la proyección ortogonal no negativa, por

lo que λk+1 debe ser no negativo. Debido a las descripción dada de las proyecciones

geométricas, es claro que λk+1 se encuentra más cerca a λ∗ que a λk, en consecuencia

tenemos que la secuencia
∥

∥λk − λ∗
∥

∥

2
es monótonamente no creciente.

Lo descrito en el párrafo anterior dice que la convergencia del subgradiente

es impredecible. Por lo que para algunos problemas, la convergencia es rápida y

altamente confiable, mientras que para otros tiende a producir multiplicadores en

secuencia, o de forma equivocada.
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3.2.2 Métodos duales ascendentes

A diferencia del método subgradiente, este tipo de métodos aprovecha la estruc-

tura del problema dual lagrangiano (3.5) para crear una secuencia de multiplicadores

que garanticen la monótoneidad creciente del algoritmo.

Normalmente los métodos duales ascendentes se concentran en optimizar pro-

blemas duales lagrangianos por lo que en general, no se puede esperar que las solu-

ciones del problema original siempre sean enteras.

Observación 3.16 Este tipo de aproximaciones son de estructura independiente por

lo que sólo se puede emplear en problemas espećıficos. Si se desea tener más detalles

acerca de las condiciones necesarias para emplearlos vea [31].

3.2.3 Método generación de restricciones o de planos

cortantes

Consideremos la siguiente relajación lagrangiana LR

DL = máx
λ≥0

(LR∗
λ)

= máx
λ≥0

(z(λ))

= máx
λ≥0

mı́n
k=1,..,K

{fxk + λ(Axk − b)}

= máx
λ≥0,η

{η|η ≤ fxk + λ(Axk − b), k = 1, ..., K}

En cada iteración k de este tipo de método, se genera uno o más cortes de la

forma η ≤ fxk + λ(Axk − b) para resolver el k-ésimo subproblema lagrangiano LRk
λ

cuya solución es xk.

Los cortes generados en la iteración anterior son agregados a la iteración actual,

de forma que el problema actual está formado por todos los cortes generados en
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iteraciones anteriores, formando el problema maestro de la siguiente forma

MP k = máx
λ≥0,η

{η|η ≤ fxk(h) + λ(Axk(h) − b), h = 1, · · · , K} (3.22)

cuya solución de la próxima iteración es λk+1, el proceso continua hasta que se

cumpla que (MP k)∗ = z(λk+1), obteniendo el valor óptimo de LR.

Dicho método fue implementado en [11, 39], partiendo del hecho que z(λ) es

la cubierta mı́nima de una familia de funciones lineales, con la forma de los cortes

descritos anteriormente.

3.2.4 Método de generación de columnas

Daremos una breve descripción acerca del método de generación de columnas,

pero si le parece insuficiente dicha información vea [17, 18].

El método de generación de columnas o CG consiste en reformular un problema

de forma de obtener un problema lineal (o entero) cuyas columnas corresponden

a soluciones factibles de un subconjunto de problemas, sujetos a las restricciones

restantes, cuyas variables son sujetas a pesos.

Dos aspectos importantes a considerar en este método son que podemos verlo

como el proceso dual de la relajación lagrangiana o el método dual de generación de

restricciones (descrito en la sección anterior). Además, este método es una aplicación

del algoritmo de descomposición [13, 14].

Para comenzar dicho algoritmo, elegimos la variable xk ∈ {x ∈ X|Cx ≤ d} y

k ∈ K de tal forma que se encuentre en el conjunto conv{k} = conv{x ∈ X|Cx ≤ d}.

Una manera adecuada de elegir las variables tipo xk pueden ser todos los puntos

que están contenidos en conv{x ∈ X|Cx ≤ d}, pero si deseamos encontrar una

solución más rápida cabe definir a éstas variables solamente como los vértices de

conv{x ∈ X|Cx ≤ d}.
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Consideremos el problema de optimización

P = mı́n{fx|Ax ≤ d, Cx ≤ d, x ∈ X} (3.23)

El problema P está definido de tal forma que beneficie la estructura del prob-

lema 3.24 dual lagrangiano que esta definido como sigue

LR = máx
λ≥0

{mı́n
x

{fx+ λ(Ax− b)|Cx ≤ d, x ∈ X}} (3.24)

El problema primal equivalente al dual lagrangiano 3.24 es

PR = mı́n
x

{fx|Ax ≤ b, x ∈ {x ∈ X|Cx ≤ d}} (3.25)

debido a que x ∈ conv{x ∈ X|Cx ≤ d} puede ser escrito como una combinación

lineal de pesos µk, tales que
∑

k∈K µk = 1 y µk ≥ 0. Logrando la reformución

siguiente

PR = mı́n
x

{f
∑

k∈K

µkx
k|A

∑

k∈K

µkx
k ≤ b,

∑

k∈K

µk = 1, µk ≥ 0} (3.26)

= mı́n
x

{
∑

k∈K

µk · f(x
k)|

∑

k∈K

µkA(x
k) ≤ b,

∑

k∈K

µk = 1, µk ≥ 0} (3.27)

, donde el operador · representa el producto interno (punto) de vectores.

El lograr separar las restricciones guardadas (generadas) de las restricciones

dualizadas (las originales relajadas), es un proceso equivalente a tener un subprob-

lema y un problema maestro. Por lo que mediante la generación de columnas obten-

emos las soluciones de subproblemas enteros que poseen las mismas restricciones que

los subproblemas lagrangianos. En [62] puede encontrarse una implementación exi-

tosa de este método realizada por Savelsbergh que brinda cotas lagrangianas mejores

que las obtenidas por la relajación lineal para el GAP.

Held y Karp sospechan que la fortaleza de la cota obtenida por generación de

columnas o relajación lagrangiana depende, de que los subproblemas no tomen en

cuenta la IP. Esto pasa cuando la cota lineal del problema maestro es igual a la cota

lagrangiana[35, 36].
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El esquema puede ser exitoso mediante la solución de problemas que cuenten

con la IP porque permite calcular indirectamente la solución óptima de la relajación

lineal aún cuando no puede ser calculada directamente, debido a la cantidad expo-

nencial de restricciones [35, 36].

A diferencia del método del subgradiente, el método de generación de columnas,

cuenta con un criterio de parada por calidad (MP k)∗ = z(λk+1).

3.2.5 Método h́ıbrido de dos fases

Un método h́ıbrido de dos fases, como su nombre lo dice, consiste en un método

que compuesto por dos algoritmos para encontrar la solución del problema dual

lagrangiano.

En [32] se presenta un método h́ıbrido que combina el método del subgradiente

con el método de generación de restricciones. Lo primero que hacen Guignard y Zhu

es ajustar los multiplicadores de acuerdo al subgradiente, a la vez que agregan las

restricciones correspondientes a todas las soluciones conocidas de los subproblemas,

al problema maestro relajado linealmente, para tomar la solución óptima de este

como una estimación actual del dual lagrangiano óptimo. Conforme van transcur-

riendo las iteraciones la exactitud de la estimación va mejorando, por lo que no es

necesario ajustar el tamaño del paso εk = 1, ∀k. Este método es convergente, tal y

como el método de generación de restricciones, debido a que da un intervalo del dual

óptimo, mediante la cota obtenida por relajación lagrangiana y el valor del problema

maestro.

En este método se debe contar con la certeza de que el proceso no se cicla,

en caso de que el proceso se cicle, es decir se obtienen restricciones repetidas y

no es posible mejorar el problema maestro. Por lo que se sigue el mismo criterio de

mejoramiento que el subgradiente, es decir, si después de cierto número de iteraciones

(digamos, 5 veces), se genera el mismo corte, se recomienda cambiar a una fase de

generación de restricciones pura.
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3.2.6 Descomposición de subproblemas

Uno de los métodos que aprovecha la estructura que poseen algunas de las

relajaciones lagrangianas es el método de descomposición en subproblemas siempre

y cuando el subproblema lagrangiano se descomponga en problemas pequeños, por

lo que la región factible es el producto cartesiano de varias regiones pequeñas.

La ventaja más importante con la que cuenta este método es que reduce la

complejidad computacional de los subproblemas lagrangianos. Por ejemplo, si con-

tamos con un problema de 5,000 variables binarias, podemos descomponerlo en 50

problemas con 100 variables binarias, los cuales son más fáciles de resolver.

Un ejemplo de la descomposición de subproblemas aplicado al GAP es el si-

guiente

LRλ = mı́n =
∑

i,j

cijxij +
∑

j

λj(1−
∑

i

xij)

s.a : =
∑

j

aijxij ≤ bi ∀i ∈ I (KP )

xij ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, ∀j ∈ J

Reagrupando con respecto a los factores en común, tenemos

LRλ = mı́n

{

∑

i,j

(cij − λj)xij +
∑

j

λj|
∑

j

aij ≤ bi, ∀i, xij ∈ {0, 1}, ∀i, j

}

Si tomamos el conjunto de soluciones factibles E(KP ) = {xk|k ∈ K} formado

por las restricciones tipo KP y separamos el problema para cada una de las restric-

ciones tipo KP tenemos, E(KP1) = {xk
1|k ∈ K1}, por lo que la intersección de las

soluciones que cumplen todas las soluciones es K =
∑

i Ki.

Entonces, la solución factible de LRλ se escribe como xij =
∑

k∈Ki
µi
kx

k
ij , ∀i, j,

por lo que

máx
λ,z

{z +
∑

j

λj|z ≤
∑

i,j

(cij − λj)x
k
ij , ∀k ∈ K}
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Desagregando el problema dual lagrangiano en Ki problemas independientes,

por lo que la generación de columnas del problema maestro podŕıa ser

máx
λ,z

{
∑

i

zi +
∑

j

λj |zi ≤
∑

j

(cij − λj)x
k
ij , ∀i, k ∈ Ki} (3.28)

dualizando tenemos

mı́n
µ

=
∑

k∈Ki

∑

ij

cijx
k
ijµ

i
k

s.a :
∑

k∈Ki

∑

i

xk
ijµ

i
k

∑

k∈Ki

µi
k = 1

µi
k ≥ 0

Los métodos presentados en ésta sección, consideramos que no son adecua-

dos para resolver el problema de asignación múltiple, ya que queremos analizar las

propiedades con las que cuenta la solución lagrangiana. En la mayoŕıa de los métodos

anteriores, la solución lagrangiana sólo es utilizada como punto de inicio. Además de

que conforme van transcurriendo el número de iteraciones, el problema puede irse

complicando.

Otra de las barreras por las que no podemos hacer uso de los métodos presen-

tados, es porque están basados en el problema de asignación generalizada y no al

problema de asignación múltiple, en el que estamos enfocados.

Nosotros empleamos el método del subgradiente para resolver el dual lagrangiano,

ya que consideramos que es fácil de emplear, rápido y obtiene buenas soluciones para

el problema a tratar.

Algunas alternativas a las presentadas en esta última sección para resolver el

problema dual lagrangiano, son el algoritmo ((volume)), el cual es una extensión del

subgradiente y está estrechamente relacionada con la técnica ((bundle)) [3]. Otro de

los algoritmos que han sido propuestos para resolver este problema y que obtiene

buenas soluciones dual como primales es el descrito en [4]. Usualmente la solución



Caṕıtulo 3. Revisión de la literatura 43

primal (no entera), es usada como punto de inicio en métodos heuŕısticos con el

objetivo de crear varias soluciones enteras [2].



Caṕıtulo 4

Construcción de nuevas cotas

lagrangianas

Este caṕıtulo está dedicado a la construcción y desarrollo de cotas lagrangianas

modificadas para el problema de asignación múltiple MMAP. Presentamos un pro-

cedimiento innovador, para transformar el MMAP, a un problema equivalente, que

sea más fácil de resolver. Posteriormente describimos el método de solución para

resolver el problema obtenido.

En la sección 4.1 se muestra el desarrollo de lo que nombramos cotas la-

grangianas modificadas. Debido a que definimos dos tipos de cotas, que están rela-

cionadas, dedicamos una sección a cada una de ellas, éstas difieren, en cuanto al tipo

de restricciones a dualizar.

4.1 Cota modificada

Consideremos el siguiente problema de optimización entero

z∗ = máx{cx|Dx ≤ d, Ax ≤ b, x ∈ U}

donde x ∈ R
n, el conjunto U puede estar formado por restricciones de signo sobre x

y/o restricciones de integralidad para algunos componentes de x.

El problema 4.1 tienem restricciones tipoDx ≤ d consideradas como ((restricciones

dif́ıciles)) y n ((restricciones fáciles)) de tipo Ax ≤ b en el sentido de que el problema

44
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de optimización sólo con este tipo de restricciones y x ∈ U es más fácil de resolver

que el problema original.

Sea a x∗ como la solución óptima del problema (4.1). De aqúı en adelante

denotamos al conjunto X como el conjunto que posee las variables x que cumplen

las restricciones fáciles, es decir X = {x ∈ U |Ax ≤ b}.

Observación 4.1 El problema posee la estructura de descomposición doble, es decir,

si relajamos las restricciones Dx ≤ d el problema se descompone en n subproblemas

independientes. Por otro lado, si relajamos el otro conjunto de restricciones Ax ≤ b

el problema se descompone en m subproblemas independientes. Relajando cualquier

tipo de restricciones, contamos con un problema más fácil que el original.

Por lo que, es indistinto, considerar como restricciones dif́ıciles a Ax ≤ b ó a

Dx ≤ d. Entonces, sólo describiremos el procedimiento tomando en cuenta a Dx ≤ d

como dif́ıciles, puesto que el procedimiento es análogo, si las restricciones Ax ≤ b

son las que consideramos como dif́ıciles.

Definimos u = {ui} ≥ 0 como un vector de m multiplicadores lagrangianos.

La relajación lagrangiana consiste en agregar mediante un término de penalización

a la función objetivo las restricciones que se consideran como dif́ıciles para prevenir

su posible violación y se define como

z(u) = máx{cx+ u(d−Dx)|x ∈ X} (4.1)

.

Por simplicidad suponemos que conocemos la solución óptima del problema

(4.1) ∀u ≥ 0. Si x∗ es una solución factible del (4.1), se cumple que

c∗ + u(d−Dx∗) ≤ z(u) (4.2)

es decir para cualquier u ≥ 0. Si x∗ es factible para (4.1), tenemos que para cualquier

valor de u ≥ 0, obtenemos una cota, z∗ ≤ z(u), la cuál es conocida como cota clásica

lagrangiana.
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Dado un vector u ≥ 0, tenemos una cota clásica lagrangiana, por lo que encon-

trar los multiplicadores óptimos u∗ asociados a este problema, consiste en resolver

el problema dual lagrangiano

z(u∗) = mı́n
u≥0

z(u) ≡ wD (4.3)

el cual encuentra la mejor cota clásica lagrangiana.

Para problemas tipo (4.3), convexos y bajo ciertas condiciones de regularidad

(ver [6], para más detalles acerca de dichas condiciones) tenemos que u∗(d−Dx∗) = 0,

aún cuándo u(d − Dx∗), puede ser estrictamente positivo para u 6= u∗. Śı X es

no convexo, el término de complementariedad u(d − Dx∗) puede ser estrictamente

positivo para u = u∗. Por lo tanto, proponemos fortalecer la cota lagrangiana z(u) y

el valor de la cota lagrangiana dual wD estimando los términos de complementariedad

los más pequeños posibles.

Suponemos la siguiente información acerca de una solución óptima x∗ del prob-

lema (4.3).

Suposición 4.2 Se conoce un conjunto W ⊆ R
n, tal que x∗ ∈ W , llamado conjunto

localización.

Observación 4.3 Existen distintas formas de definir el conjunto localización. La

sección 4.3 titulada ((Estimación de ξ(π, u), mediante la definción del conjunto lo-

calización)) donde definimos algunos conjuntos localización.

Presentamos el procedimiento que proponemos, este encuentra una nueva cota

lagrangiana, incluso mejor que la clásica. ¿Porqué obtiene una mejor cota que la

cota clásica lagrangiana? En 4.1 el término de penalización agregado a la función

objetivo se considera que tiende a 0, cuando no necesariamente es aśı. Si logramos

encontrar el valor óptimo de dicho término de penalización, encontramos una cota

más ((estrecha)) que la clásica.
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Sea θ(u) el valor óptimo del problema auxiliar usado para estimar el término

de complementariedad

θ(u) = mı́n
y∈W

u(d−Dy), u ≥ 0 (4.4)

La demostración de la siguiente proposición muestra formalmente que la nueva

cota lagrangiana (la modificada) es mayor o igual que la cota clásica lagrangiana.

Proposición 4.4 Sea W una localización. Entonces se cumple que para cualquier

u ≥ 0, tenemos

z∗ ≤ zM(u) (4.5)

donde la cota lagrangiana modicada esta definida como la sustracicción del valor

óptimo de (4.1) y (4.4)

zM(u) ≡ {z(u)− θ(u)}

encontrar la mejor cota de este tipo, está definida por la solución del problema la-

grangiano dual modificado

zMD = mı́n
u≥0

{zM(u)} (4.6)

Demostración: Por la definición de z(u) y la condición de que x∗ ∈ X implica que

z∗ ≤ z(u)− u(d−Dx∗). Entonces tenemos que el

z∗ ≤ mı́n
u≥0

{z(u)− u(d−Dx∗)}

por definición de x∗ ∈ W sigue que

≤ máx
y∈W

{mı́n
u≥0

{z(u)− u(d−Dy)}}

debido a las propiedades de un problema de minmax

≤ mı́n
u≥0

{máx
y∈W

{z(u)− u(d−Dy)}}

agrupando los problemas dependiendo de su variable de decisión y empleando la

propiedad de que un problema de maximización puede ser expresado como uno de

minimización

= mı́n
u≥0

{z(u)−mı́n
y∈W

{u(d−Dy)} ≡ wD
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≤ z(u)−mı́n
y∈W

{u(d−Dy)} ≡ zM(u)

para cualquier u ≥ 0

Proposición 4.5 Para cualquier u ≥ 0, la desigualdad uDx ≤ u(d−Dx) es válida

cuando x = x∗. Si u es el vector de multiplicadores óptimo para la relajación convexa

del problema (4.1) y se cumple que θ(u) ≥ 0, entonces uDx ≤ u(d−Dx) con u = u∗

y x∗ no es la solución óptima del problema relajado.

Demostración: Si x∗ ∈ W un punto óptimo para el problema original, entonces la

solución óptima del problema auxiliar θ(u) (el multiplicador óptimo), es mejor que

cualquier multiplicador factible

θ(u) = mı́n
y∈W

u(d−Dy) ≤ u(d−Dx∗). (4.7)

Entonces uDx ≤ u(d−Dx) se cumple, si x = x∗ y toda u ≥ 0. Las condiciones

de holgura complementaria [54] se cumplen cuando uDx = ud. Por lo que si θ(u) ≥ 0,

la desigualdad uDx ≤ ud− θ(u) no se cumple cuando x = x∗.

Observación 4.6 Note que el valor de la cota lagrangiana modificada, está com-

puesta por la resta del los valores óptimos de los problemas (4.1) y (4.4) y no por

la solución óptima del problema compuesto por la resta de los problemas, es decir,

wMD 6= z(u∗)− θ(u∗). En otras palabras, no se deben tomar ambos problemas como

si fuera uno mismo, ya que algún multiplicador óptimo para (4.1) quizá no sea el

mismo que para (4.4).

Suponemos que los conjuntos solución del problema dual lagrangiano modifi-

cado, X y W , contienen un gran número de puntos pero finito, por lo que podemos

descomponerlos de la siguiente manera X = {x1, x2, . . . xT } y W = {y1, y2, . . . yL},

es decir que X y W son poliedros acotados vértices xi y yj .

Proposición 4.7 El problema dual modificado puede ser expresado como

wMD = máx{cx|Dx ≤ Dy, x ∈ conv(X), y ∈ conv(W )} (4.8)
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Demostración: Por la definición de los problemas wMD, zM(u) y z(u) tenemos

wMD = mı́n
u≥0

{máx
x∈X

{cx+ u(d−Dx)} −mı́n
y∈W

{u(d−Dy)}}

= mı́n
u≥0

{ máx
t=1,··· ,T

{cxt + u(d−Dxt)} − mı́n
l=1,··· ,L

{u(d−Dyl)}}

(4.9)

donde η y ξ están definidas de la suguiente manera

η = máx
t=1,··· ,T

{cxt + u(d−Dxt)}

ξ = mı́n
l=1,··· ,L

{u(d−Dyl)}

Rescribiendo el problema tenemos

mı́n η − ξ

η ≥ cxt + u(d−Dxt), t = 1, · · · , T

ξ ≤ u(d−Dyl), l = 1, · · · , L

u ≥ 0, η, ξ ∈ R
1

El problema que obtenemos como resultado de la proposción 4.7 es equivalente

a resolver el dual lagrangiano (4.3), en caso de que este problema aún se considere

dif́ıcil de resolver, podemos hacer una aproximación de ξ (siguiendo el mismo pro-

cedimiento, es decir, relajar de forma lagrangiana las restricciones dif́ıciles y calcular

el mejor término de penalización agregado a la función objetivo). Para más detalles

ir a la sección 4.3 ((Estimación de ξ(π, u), mediante la definción del conjunto local-

ización)).

4.2 Cota modificada con π

En esta sección se describe una de las aportaciones más importante de este

trabajo, la cual consiste en el cálculo de la cota lagrangiana modificada para los

problemas que cuentan con la estructura de descomposición doble.



Caṕıtulo 4. Construcción de nuevas cotas lagrangianas 50

En la sección 4.1 definimos el problema dual lagrangiano (4.3), el cuál es equiv-

alente a la relajación primal presentada por Geoffrion en [26] definida como

wD = máx{cx|Dx ≤ d, x ∈ conv(X)}

donde conv() denota el cascarón convexo.

El problema original está compuesto por dos subproblemas interesantes, resul-

tantes de la relajación de cada uno de los conjuntos de restricciones, es decir tenemos

un problema si relajamos solo Dx ≤ d y otro al relajar Ax ≤ b. Al relajar alguno de

los dos tipos restricciones, obtenemos beneficios con cada uno de ellas (mencionados

en el transcurso de ésta sección), pero estructuras distintas. En este caso, es práctico

reformular el problema original antes de efectuar la relajación. Una transformación

equivalente al problema original es realizada en [30] por Guignard, que es llevada a

cabo mediante la introducción de una copia de las restricciones

z∗ = máx{cx|Dx ≤ d, x ∈ U, x = y, Ay ≤ b, y ∈ U} (4.10)

En el problema (4.10), se introdujeron las restricciones x = y, dualizandolas

con multiplicadores λ ∈ R y asociando los términos similares, tenemos un problema

con variable de decisión x y uno resuelto para y,

z(λ) = máx
x

{(c− λ)x|Dx ≤ d, x ∈ U} +máx
y

{λy|y ∈ X}

La cota obtenida por la descomposición del problema dual lagrangiano en dos sub-

problemas es

z∗ ≤ z(λ∗) = mı́n
λ

{z(λ)} ≡ wLD (4.11)

la cual domina estrictamente la cota lagrangiana obtenida por la dualización de

cualquier un conjunto de restricciones. Esto debido a que el problema (4.12) considera

todas las restricciones originales,

wLD = máx{cx|x ∈ conv(x ∈ U,Dx ≤ d) ∩ conv(X)} (4.12)

mientras que wD1
y wD2

sólo consideran un conjunto de restricciones, ya que son cotas

lagrangianas estándar obtenidas por la dualización de cualquiera de las restricciones
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Dx ≤ d o Ax ≤ b, por lo que

wLD ≤ mı́n{wD1
, wD2

}

Consideramos los mismos supuestos anteriores, es decir, contamos con un con-

junto localizaciónW tal que x∗ ∈ W . Dicho conjunto puede ser definido por mediante

algunas de las restricciones del problema original, dependiendo del tipo de proble-

ma. Ver la sección 4.3, Estimación de ξ(π, u), mediante la definición del conjunto

localización.

Considere el problema modificado original

zM = máx{cx|x ∈ X,Dx ≤ Dy, cx = cy, y ∈ W} (4.13)

Sea (x, y) = (x∗, x∗) un par de soluciones factibles para el problema (4.13).

El problema (4.13) es una relajación del problema original (4.1) por lo tanto,

z∗ ≤ zM . Si el conjunto W es tal que y ∈ W , entonces, las restricciones Dy ≤ d son

inclúıdas expĺıcitamente en la definición del conjunto W . Una solución óptima x∗

para (4.13) es factible para (4.1) y cumple que z∗ ≥ zM . Finalmente para una

localización dada tenemos z∗ = zM .

Dualizando las restricciones Dx ≤ Dy, cx = cy con multiplicadores u ≥ 0,

π, obtenemos la cota lagrangiana modificada con π, (zM(u ≥ 0, π)) definida como

máxx∈X{(1− π)cx− uDx}+máxy∈W{πc+ uD}y y

z∗ ≤ zM ≤ zM (π, u) (4.14)

Denotamos por η(π, u) como el valor óptimo de la primera maximización de

zM (π, u), es decir, η(π, u) = máxx∈X{(1 − π)cx − uDx} y a ξ(π, u) como el valor

óptimo de máxy∈W{πc+ uD}y.

Debido a la suposición realizada en la sección 4.1 ((Cota modificada)), consid-

eramos como restricciones fáciles a x ∈ X , calcular el valor de η(π, u) es fácil (más
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sencillo de resolver que el problema original) puesto que el problema correspondiente

sólo ésta formado por restricciones ((fáciles)).

El problema dual modificado correspondiente a la cota (4.14) está definido

como

wMD = mı́n
u≥0,π

= {η(π, u)− ξ(π, u)} (4.15)

.

El problema dual modificado

wMD = máx{cx|x ∈ conv(X), Dx ≤ Dy, cx = cy, y ∈ W}

y si y ∈ W cumple la restricción Dy ≤ d entonces,

wMD ≤ mı́n{wD1
,máx
x∈W

cx}

Similar, a lo definido en la sección 4.1 ((Cota modificada)), la factibilidad de x∗

para el problema lagrangiano éstandar implica que cx∗+u(d−Dx∗) ≤ z(u). Si x∗ es

factible para (4.10) y u ≥ 0, entonces u(d −Dx∗) ≥ 0, obtenemos inmediatamente

una cota del problema original z∗ ≤ z(u).

Para problemas convexos y bajo ciertas suposiciones de regularidad (ver [6],

para más detalles acerca de dichas condiciones), usualmente se toma como 0 el val-

or de u∗(d − Dx∗), cuando no necesariamente es aśı, es decir u(d − Dx∗), puede

ser estrictamente positivo para u 6= u∗. Śı X es no convexo, el término de comple-

mentariedad u(d − Dx∗) puede ser estrictamente positivo para u = u∗. Por lo que

podemos fortalecer la cota lagrangiana estándar, usando mejores estimaciones del

término complementario en lugar de u(d−Dx∗) ≥ 0.

Si x∗ ∈ W entonces para cualquiera localización W tenemos que la cota clásica

lagrangiana z(u) para cualquier solución factible del problema original es peor que la

cota clásica lagrangiana evaluada con la solución óptima original y que la cota clásica

calculando el mejor termino de penalización agregado al problema lagrangiano

z(u) ≥ cx∗ + u(d−Dx∗)
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≥ cx∗ +mı́n
y∈W

u(d−Dy)

obteniendo

z∗ ≤ máx
x∈X

{cx+ u(d−Dx)} −mı́n
y∈W

{u(d−Dy)

≡ zM(u, 0)

Después de varias transformaciones algebráicas elementales, tenemos que la

cota coincide con la cota obtenida por el problema (4.14) con π = 0.

Para problemas enteros, donde las restricciones Dx ≤ d no son cumplidas como

igualdad, una elección razonable de W es θ(u) = mı́ny∈Wu(d−Dy)>0 y aśı mejorar la

cota lagrangiana estándar.

4.3 Estimación de ξ(π, u), mediante la definición

del conjunto localización

El principal uso de la cota lagrangiana modificada (4.14) está dado bajo una

construcción adecuada del conjunto localizaciónW . Debido a la definición de zM (π, u)

tenemos que, la localización más ((estrecha)) de W es el valor más pequeño de ξ(π, u),

es decir el mejor valor de la cota superior modificada zM(π, u). Desde este punto de

vista, es mejor considerar tantas restricciones originales como sea posible en el con-

junto localización W .

A continuación definimos distintos conjuntos localización, comenzando por

aquel que contiene todas las restricciones originales, denotado por Wall, por defini-

ciones anteriores puede observarse que zM(π, u) = z∗ con π = 1 y u = 0.

Debemos considerar la definición de W , lo suficientemente sencillo (que sea

más fácil de resolver que el original) para garantizar que el cálculo de ξ(π, u) (prob-

lema que cuenta con restricciones consideradas dif́ıciles) en el problema (4.14) sea

fácil, pues es lo que se desea lograr al relajar, si no lo consideramos aśı, estaramos
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invirtiendo el objetivo logrado (calcular η(π, u) es ((fácil)) debido a la suposición que

hicimos en el problema original, es decir, este problema es fácil ya que sólo contiene

restricciones fáciles).

Debemos tomar en cuenta que si ξ(π, u) es más complicado de resolver que

el problema original, bajo una localización definida por todas (o algunas) de las

restricciones, recomiendamos usar una estimación de ξ(π, u). De tal forma que, si

relajamos algunas restricciones complicadas (formando una localización más fácil),

sobre la cota lagrangiana estándar o modificada, tenemos una relajación sobre la es-

timación de ξ(π, u). Este tipo de relajación sobre una relajación es llamada relajación

lagrangiana anidada(nested relaxation).

Definimos una localización como WD = {y|Dy ≤ d, y ∈ W}.

Si θ(u) = mı́ny∈WD
{u(d − Dy)} ≥ 0 para cualquier u ≥ 0 entonces WD ≥

mı́nu≥0{z(u)− θ(u)} ≡ mı́nu≥0 zM(π, u) ≥ wMD(WD), con lo que posiblemente fort-

aleceremos la cota dual estándar wD considerando el problema (4.14).

Si el conjunto localización WD se puede descomponer, esto es

WD = WD1 ×WD2 × · · · ×WDL

el cálculo de ξ(π, u) se reduce a resolver n subproblemas independientes de dimen-

siones pequeñas. Algunas clases de problemas cuentan con dicha estructura en los

conjuntos X y WD de tal modo que resulta en una descomposición de cálculos de

η(π, u) y ξ(π, u). Frecuentemente, este es el caso de los problemas que tienen vari-

ables ((xij)) por ejemplo, el de asignación generalizada, localización de empresas,

multi-mochila y de empaquetamiento.

Otra localización adecuada resulta en θ(u) ≥ 0, esta es una localización susti-

tuta, WS = {y|uDy ≤ ud, y ∈ U} dando como resultado que la cota obtenida por el

dual lagrangiano modifcado es mejor que la cota dual lagrangiana wD ≥ wMD(WS).

Interpretamos el caso de localizaciones WS y WD como sigue. En lugar de

calcular de manera ((exacta)) ξ(π, u) usando la localización Wall definida por todas
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las restricciones originales Dx ≤ d, Ax ≤ b, x ∈ U simplemente eliminamos las

restricciones Ax ≤ b y usamos la estimación correspondiente del problema ((exacto))

de ξ(π, u) (en el caso de WS podemos emplear la relajación de una única restricción,

mediante relajación sustituta, del conjunto de restricciones tipo Dx ≤ d, si se desea

ver más información acerca de como realizar este tipo de relajación ver relajación

sustituta en [6]).

Otra forma de estimar el valor de ξ(π, u) es usar la relajación lagrangiana,

estándar o modificada, en lugar de eliminar las restricciones. Sea W1 = {y|Py ≤

p, y ∈ (Y ∩ U)}, la localización dada (recuerde, que podemos definir la localización,

con algunas de las restricciones del problema original) donde Y ⊆ R
n, la matriz P y

el vector p son correspondientemente dimensionados (P es una copia de la matriz A

y p es el vector b). Suponemos que el conjunto Y tiene una estructura favorable

(por ejemplo, puede ser un conjunto que sea descompuesto en vértices) y podemos

manejar expĺıcitamente las restricciones y ∈ Y , mientras que las restricciones Py ≤ p

pueden ser dualizadas con multiplicadores v ≥ 0. De tal forma que podemos estimar

ξ(π, u), para esto relajamos las restricciones Py ≤ p, obteniendo ξL(π, u, v)

ξ(π, u) ≡ máx
y∈W

{πcy + uDy}

≤ máx
y∈Y ∩U

{πcy + uDy + v(p− Py)}

≡ ξL(π, u, v) ∀v ≥ 0

mientras que la cota modificada lagrangiana, se obtiene por el mejor término de

penalización, resultando una estimación de xiL(π, u, v), ∀v ≥ 0

xiL(π, u, v) = máx
y∈W1

{πcy + uDy}

≤ xiML(π, u, v)

ξML(π, u, v) ≡ máx
y∈Y ∩U

{πcy + uDy − vPy)}+ máx
w∈U,Pw≤w

vPw (4.16)

Basados en estimaciones de ξ(π, u) obtenemos dos problemas duales modifica-

dos asociados con la relajación lagrangiana anidada para la localización W1,

wL
MD = mı́n

u,v≥0,π
{η(π, u) + ξL(π, u, v)}
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wML
MD = mı́n

u,v≥0,π
{η(π, u) + ξML(π, u, v)}

Esta última cota wML
MD, es la más sencilla de resolver (no quiere decir que la

calidad de la cota obtenida por esta sea mala) ya que empleamos relajación anidada

y el conjunto localización que esta considerando toma menos restricciones en cuenta,

y estamos encontrando el mejor término de complementariedad agregado. A wML
MD le

llamamos cota lagrangiana modificada con π, si fijamos π = 0 en wML
MD, obtenemmos

la cota lagrangiana modificada.

4.3.1 Ejemplo del uso de la cota modificada

Ejemplo 1

A continuación presentamos el procedimiento empleado en un pequeño ejemplo

académico. Considere el siguiente problema binario, Freville y Hanafi [24]

z∗ = mı́n x1 + 2x2 + x3 + 2x4

s.a : 8x1 + 16x2 + 3x3 + 6x4 ≤ 18 (4.17)

5x1 + 10x2 + 8x3 + 16x4 ≤ 19 (4.18)

xij ∈ {0, 1}

donde la restricción (4.17) define las restricciones tipo Dx ≤ d y también define el

conjunto Y y la restricción (4.18) toma el lugar de las restricciones tipo Ax ≤ b

aśı como Py ≤ p.

La solución óptima de este problema es z∗ = 2, x∗ = { (0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1),

(1, 0, 1, 0)}. Realizando la relajación lineal obtenemos como solución xlp = (0, 0.89, 0,

0.63) y la cota lineal es zlp = 3.04. Empleando la relajación lagrangiana, tenemos que

su cota es wLD = 22
3
y los multiplicadores asociados son λ∗ = 2

3
(1, 1, 1, 2). Mientras

que el problema clásico lagrangiano de dualizar las restricciones (refeq:difi), da como

resultado la cota wD1
= z(1

3
) = 212

13
≈ 2.923 con u∗

1 =
1
13
, mientras que si dualizamos

5x1 + 10x2 + 8x3 + 16x4 ≤ 19, tenemos wD2
= z( 2

19
) = 218

19
≈ 2.947 para los
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multiplicadores u∗
2 = 2

19
. La relajación (que llamaremos sustituta), obtenida por la

sustitución de las dos restricciones originales en una combinación de ambas usando

dos multiplicadores (µ = (1, 0.5)), da una cota wS = 3. Mientras que la relajación

compuesta, es decir la relajación que incluye ambas relajaciones simultaneamente(la

sustituta y la relajación lagrangiana estándar de las dos restricciones), usando cuatro

multiplicadores, obtiene la cota wc = 2.82, resultado obtenido por Freville y Hanafi

en [24].

Las restricciones (4.18) fungen el papel de las restricciones Ax ≤ b, las cuales

son consideradas como fáciles; mientras que la restricción a dualizar con multipli-

cador u ≥ 0 es la d́ıficil (4.17), la cual es tipo Dx ≤ d. Sea U = {x ∈ {0, 1}}.

Supongamos que el conjunto localización está dada por W1 está definida por las

dos restricciones originales, tal que la primera restricción es usada para definir la

condición y ∈ Y , la cual manejamos expĺıcitamente, mientras que la segunda es

usada para definir Py ≤ p y dualizarla con multiplicador v ≥ 0 en la estimación

del problema ξL(π, u, v). Usando una técnica lagrangiana estándar, presentamos el

problema dual wL
MD(W1) como un problema lineal (problema maestro), cuyo espacio

factible está dado por {x|Ax ≤ b}∩U para η(π, u), mientras que para ξL(π, u, v) en

el conjunto Y ∩U . Eliminando las restricciones redundantes obtenemos el problema

maestro final

wL
MD(W1) = mı́nu,v≥0,π η + ξ

s. a:

η ≥
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ξ ≥











































































π + 8u+ 14v

2π + 16u+ 9v

4π + 17u− 10v

3π + 14u− 2v

19v











































































donde la última restricción para η y ξ corresponde a la solución factible 0. La solución

óptima del problema maestro es π = −1
25
, u = 2

25
, v = 0, η = 1.6, ξ = 1.2, dando una

cota wL
MD(W1) = 2.8 ≤ mı́n{wD1

, wD2
} = 2.923.

En caso de que no usemos la copia de las restricciones cx = cy, es decir,

simplemente fijar π = 0 en el problema maestro, obtenemos los siguiente u = 1
13

≡

0.0769, v = 1
247

≡ 0.004, η = 20
13

≡ 1.538, ξ = 313
247

≡ 1.267, obteniendo una cota

η − ξ = 693
247

≡ 2.8057.

Usando la relajación lagrangiana ξL(π, u, v) para estimar ξL(π, u), usamos la

relajación sustituta. Sea WS la localización sustituta obtenida por la suma de la

multiplicación de 8x1+16x2+3x3+6x4 ≤ 18 por µ1 = 1, y 5x1+10x2+8x3+16x4 ≤ 19

por µ1 = 0.5

WS = {x ∈ {0, 1}|10.5x1 + 21x2 + 7x3 + 14x4 ≤ 27.5} (4.19)

. Dichos multiplicadores µ son los óptimos para la relajación sustituta del problema

original, resultando una cota sustituta wS = 3. Cuando la localización W = WS

la cota dual modificada wMD definida por la ecuación (4.6) es calculada usando el

problema maestro lineal. Notemos que la restricción correspondiente a la variable

η en el problema maestro permanece igual a como la hab́ıamos definido al inicio

de este ejemplo. La solución del nuevo (el problema que toma la estimación de

ξL(π, u)) problema maestro es π = 2
15

con u = 1
15
, η = ξ = 4

3
, obteniendo una cota
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η+ξ = 22
3
≡ 2.667, cuyo valor coincide con la cota wLD obtenida por descomposición

lagrangiana.

Si usamos la localización W0 definida por las restricciones 8x1 + 16x2 + 3x3 +

6x4 ≤ 18 y no usamos la copia de las restricciones cx = cy, la cota lagrangiana

asociada coincide con la cota de descomposición lagrangiana presentada en [27] (vea

ejemplo 7.4 en dicha referencia para más información). Para el calculo de dicha cota,

hay que fijar π = 0 y v = 0 en el problema maestro, donde la solución asociada a

esta cota es u = 1
13

≡ 0.0769, η = 20
13

≡ 1.538, ξ = 17
13

≡ 1.308 obteniendo una cota

η + ξ = 37
13

≡ 2.846.

Ahora consideremos la restricción 5x1+10x2+8x3+16x4 ≤ 19 como Dx ≤ d,es

decir tomadas como restricción dif́ıcil y candidatas a relajar, mientras que 8x1 +

16x2 + 3x3 + 6x4 ≤ 18 ocupaŕıa el lugar de Ax ≤ b considerada como fácil. Además

la primera restricción es manejada expĺıcitamente en la definición y ∈ Y , mientras

que la segunda restricción es usada para la estimación de ξLπ,u,v. Después de eliminar

las restricciones redundatentes obtenemos el siguiente problema maestro

wL
MD(W1) = mı́nu,v≥0,π η + ξ

s. a:

η ≥



























































2− 2π − 10u

4− 4π − 29u

3− 3π − 24u
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ξ ≥



























































π + 8u+ 15v

2π + 16u+ 12v

3π + 18u− v

18v.



























































La solución óptima es π = −4
15
, u = 2

25
, v = 0, η = 1.2, ξ = 1.8, dando una cota

wL
MD(W1) = 2.8.

Si fijamos π = 0 (calculamos la cota sin la copia de las restricciones cx = cy),

obteniendo η + ξ = 2.826. Mientras que si fijamos π = 0 y v = 0 (calular la cota de

descomposición lagrangiana) tenemos η + ξ = 2.842

Ejemplo 2

Considere el siguiente problema no lineal

z∗ = máx {f(x)|Ax = b, x ≥ 0} (4.20)

con cóncava f(x). Definimos X = {x|Ax = b} y W = {y|Āy = b̄, y ≥ 0}, donde la

matriz
[

Ā, b̄
]

contiene un subconjunto de filas de la matriz extendida [A, b].

Dualizando las restricciones de no negatividad x ≥ 0, la cota lagrangiana

calculada para un u ≥ 0 fijo es

z(u) = máx {f(x)− ux|Ax = b} (4.21)

mientras que la cota lagrangiana modificada zM(u) está definida por

zM(u) = z(u)− θ(u) θ(u) = mı́n
{

yu|Āy = b̄, y ≥ 0
}
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En particular, si u es estrictamente positivo y la matriz
[

Ā, b̄
]

contiene al menos

una fila con elementos positivos, entonces θ(u) > 0 y zM(u) < z(u).

Observación 4.8 Los multiplicadores son estrictamente positivos y frecuentemente

son usados en técnicas de punto interior, ver [67].

4.4 Cotas modificadas para el MMAP

En esta sección desarrollamos el procedimiento propuesto para calcular la mejor

cota para el MMAP. Recapitulando el MMAP es una asignación varios a varios

reconociendo capacidades ĺımites de agentes y tareas, cuyo modelo es

z∗MMAP = max

n
∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij

s.a :
m
∑

i=1

dijxij ≤ dj j = 1, · · · , n

n
∑

j=1

aijxij ≤ bi i = 1, · · · , m

xij ∈ {0, 1}

Análogamente este tipo de problema cuenta con la estructura de descomposición

doble.

Para comenzar la aplicación del procedimiento propuesto en secciones anteri-

ores para el MMAP, definamos

X = {xij ∈ {0, 1}|

n
∑

j=1

aijxij ≤ bi i = 1, · · · , m} =

m
∏

i=1

Xi

Xi = {xij ∈ {0, 1}|
n

∑

j=1

aijxij ≤ bi}

Wi = {yij ∈ {0, 1}|Py ≤ p}

{Py ≤ p} ≡ {yij ∈ {0, 1}|
n

∑

j=1

aijxij ≤ bi i = 1, · · · , m}
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Y = {yij ∈ {0, 1}|

m
∑

i=1

dijxij ≤ dj j = 1, · · · , n} =

n
∏

j=1

Yj

Yj = {yij ∈ {0, 1}|

m
∑

i=1

dijxij ≤ dj}

Las restricciones originales ı́ncluidas en X son consideradas como ((fáciles)),

mientras que aquellas en Y son tratadas como ((dif́ıciles)). La localización W1 puede

ser usada en la dual lagrangiana modificada (4.15) para calcular el valor de wL
MD(W1).

Las restricciones y ∈ Y son manejadas expĺıcitamente, mientras las restricciones

Py ≤ p pueden ser dualizadas en la estimación ξL(π, u, v). Sea u = {uj, j =

1, · · · , n} y v = {vi, i = 1, · · · , m} los multiplicadores lagrangianos.

Tenemos wL
MD(W1) = mı́nu,v≥0,π ϕ(π, u, v) con

ϕ(π, u, v) = η(π, u) + ξL(π, u, v) (4.22)

η(π, u) =
∑

i

máx
x∈Xi

{
∑

j

[(1− cij)− ujdij]xij} (4.23)

ξL(π, u, v) =
∑

j

máx
y∈Yj

{(πcij + ujdij)}+
∑

i

vibi (4.24)
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Solucionando el dual

lagrangiano del MMAP

En el caṕıtulo anterior explicamos como construir la mejor cota lagrangiana

modificada para el MMAP, ahora desarrollamos el método de solución para obtener-

la, haciendo enfoque en los aspectos algoŕıtmicos. Ésta sección es importante ya que

presenta otra de las aportaciones de este trabajo. Presentamos un estudio numéri-

co para comparar la calidad de las cotas resultados, mediante un análisis de los

resultados.

5.1 Uso del subgradiente para del dual

lagrangiano del MMAP

El método propuesto para la solución del dual lagrangiano del MMAP, es un

método heuŕıstico lagrangiano (MHL) que consiste de dos fases: primero en el método

del subgradiente, posteriormente un heuŕıstico voraz (que nos ayuda a encontrar

soluciones factibles). Existen varias versiones del MHL, entre las que se encuentran

aplicar el subgradiente, para después aplicar el heuŕıstico voraz solamente en la

última iteración logrando factibilizar la solución obtenida por el subgradiente, esta

versión es la más sencilla y la denotamos como MHL1. Otra versión del MHL, es

más compleja, la cuál consiste en ir ((mezclando)) ambos métodos de forma que en

63
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cada iteración obtengamos una cota superior, una inferior y una solución factible, a

esta versión la nombramos MHL2.

5.1.1 Método del subgradiente

En el caṕıtulo 4 titulado ((Construcción de nuevas cotas lagrangianas)), plante-

ando el problema dual lagrangiano del MMAP, que calcula la nueva cota modificada

lagrangiana.

Un método popular para resolver el problema dual es el subgradiente. A con-

tinuación presentamos los pasos básicos del método que consiste en la ((fusión)) del

subgradiente y del heuŕıstico voraz, es decir, MHL2.

Sea πk, uk, vk, los valores de los multiplicadores correspondientes a la it-

eración k, ϕk = ϕ(πk, uk, vk) y xk
ij , y

k
ij las soluciones correspondientes a los sub-

problemas:

xk
ij = argmáx

x∈Xi

{
∑

i

[(1− πk)cij)− uk
jdij]xij} (5.1)

ykij = argmáx
y∈Yj

{
∑

j

(πkcij − uk
j − akij)yij} (5.2)

.

El subgradiente está directamente identificado después de resolver los subprob-

lemas como:

αk
i =

[

∂ϕ

∂vi

]k

= bi −
∑

j

aijy
k
ij

βk
j =

[

∂ϕ

∂uj

]k

= −
∑

i

dijx
k
ij +

∑

i

dijy
k
ij

γk =

[

∂ϕ

∂π

]k

=
∑

i

∑

j

cijx
k
ij +

∑

i

∑

j

cijy
k
ij

.

Denotamos por sk un vector compuesto por {γk, βk, αk}, sea λk = {πk, vk, uk}

y λ̄k+1 = λk − εk(ϕk − ϕlb)
sk

‖sk‖
2 donde εk ∈ (0, 2], ϕlb es una cota inferior en ϕ∗ =
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wL
MD(W1). Si zip ≤ wL

MD(W1), podemos fijar ϕlb igual al valor de la función objetivo

del MMAP asociado a una solución factible.

Observación 5.1 La solución factible φlb es construida por el ((método heuŕıstico

voraz)) presentado en la sección 5.1.2.

Los multiplicadores para la siguiente iteración están definidos como la proyec-

ción de v̄k+1, ūk+1, en el espacio no negativo pues u, v ≥ 0, mientras π no tiene restric-

ciones de signo, entonces πk+1 = π̄k+1, vk+1 = máx{0, v̄k+1},uk+1 = máx{0, ūk+1}

donde máx es tomado por componentes.

El método del subgradiente no es monótono, esto es que no necesariamente

ϕk ≥ ϕk+1. En la práctica, el parámetro εk vaŕıa en (0, 2], comenzando con εk = 2. Si

después de K iteraciones consecutivas con un εk fijo y la función ϕ no ha sido mejo-

rada lo ((suficientemente)), entonces usamos un valor más pequeño εk usualmente, se

toma como εk
2
.

5.1.2 Método heuŕıstico voraz

Debido a que algunas de las soluciones del dual lagrangiano durante y de-

spués del método del subgradiente no son factibles, realizamos un método heuŕıstico

voraz que consiste en transformar nuestra solución infactible en la mejor solución

factible que se pueda obtener, a partir de una solución existente. Daremos una breve

descripción de este procedimiento para después definirlo detalladamente.

La idea es muy sencilla. Primero cambiamos algunos de los componentes de

una solución de 1 a 0, es decir, cambiar la asignación de un xij dado de 1 a 0 esto

con la finalidad de obtener una solución factible.

Existen varias elecciones para determinar el elemento ij que cambiará su asig-

nación, en nuestro caso está determinado por el valor que afecte menos a la función

objetivo, es decir el elemento ij que tenga menor cij (debido a que tenemos un
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problema de maximización), con esto logramos encontrar una solución factible (ésta

parte del algoritmo es ignorada en caso de que la solución sea factible).

Una vez que ya contamos con una solución factible, conseguimos la mejor

solución factible, cambiando algunos de los elemento ij que no tengan realizada

la asignación, es decir, cambiamos algún xij = 0 por xij = 1, siempre y cuando la

asignación realizada no viole ninguna restricción. Escogiendo los elementos a cambiar

de valor de tal forma que obtenemos el mejor incremento posible (los xij que tengan

el costo que más nos beneficie).

Sea xk la solución actual binaria del MMAP, no necesariamente factible. Sea

Ωk
0 el conjunto de todos los pares (i, j) tales que xk

ij = 0 y Ωk
1 el conjunto de todos

los pares (i, j) tales que xk
ij = 1. Ahora decimos que:

δki = bi −
n

∑

j=1

aijx
k
ij

σk
j = dj −

m
∑

i=1

dijx
k
ij

Si el se cumple el criterio de factibilidad

mı́n
i,j

{δki , σ
k
j } ≥ 0

entonces xk es una solución factible del MMAP.

Método heuŕıstico voraz:((Greedy))

1. Sea x0 la solución lagrangiana ( x, ó y). Sean tij , rij indicadores redondeo,

tij = cij , rij = cij .

Observación 5.2 Usualmente la elección de costos está basada en mı́n(i,j)∈Ωt
1

para tij = cij. En lugar de esto, usamos otro indicador, fijamos tij =
cij

máx(aij ,dij)
.

De esta manera realmente podemos tener en cuenta el impacto que causa la

componente (i, j) en la violación de las restricciones (es decir los valores de

aij, dij que obtienen factibilidad más pronto). Del mismo modo, elegimos tij
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de tal forma que tij =
cij

máx
{

aij

bi
,
dij

di

} , dado que los valores relativos
aij
bi

y
dij
bi

también dan una medida de la factibilidad. Similarmente definimos rij, tal que

rij =
cij

mı́n{(aij ,bi)}
los valores de aij, dij que disminuyan la factibilidad lo más

lento posible.

La definición de tij y rij, la realizamos fuera del algoritmo principal, para

realizar un mejor manejo de estos.

2. Criterio de factibilidad: Dado xk, calculamos δki , σ
k
i . Si mı́ni,j{δ

k
i , σ

k
i } ≥ 0 ir a

paso 4, ya que xk es una solución factible del MMAP, de no ser aśı ir a 3.

3. Factibilizando la solución: Calcular mı́n(i,j)∈Ωk
1
tij
, sea (i, j)k el valor mı́nimo

alcanzado en la iteración k. Sea xk+1
ij = 0 para (i, j) = (i, j)k y xk+1

ij = xk
ij para

(i, j) 6= (i, j)k. Sea Ωk+1
1 = Ωk

1 − (i, j)k y Ωk+1
0 = Ωk

0 ∪ (i, j)k, δk+1
i = δki + akij,

σk+1
j = σk

j + dkij. Ir a paso 2 con: xk+1, Ωk+1
1 , Ωk+1

0 ,δk+1
i ,σk+1

j .

4. En este paso tenemos xk con mı́ni,j{δ
k
i , σ

k
i } ≥ 0. Sea Sk

0 ⊆ Ωk
0 un conjunto tal

que (i, j) ∈ Ωk
0, además, cumple que aij ≤ δki y dij ≤ σk

j . Si S
k
0 = � entonces

detener el algoritmo (encontramos la solución factible). Si no (es decir Sk
0 6= �)

ir al paso 5.

5. Mejor solución factible: Calcular máx(i,j)∈Sk
0
rij , sea (i, j)S el valor máximo

alcanzado en la iteración k. Sea δk+1
i = δki − akij , σ

k+1
j = σk

j − dkij. Sea xk+1
ij = 1

para (i, j) = (i, j)S y xk+1
ij = 0 para (i, j) 6= (i, j)S. Ir a paso 4.

Método del subgradiente versión MHL2

El procedimiento que proponemos funciona de la siguiente manera. El método

heuŕıstico lagrangianoa versión 2 MHL2, maneja el subgradiente interactuando en

cada iteración con el método heuŕıstico voraz.

Resuelve los subproblemas (5.1,5.2).

Calcula el subgradiente (5.3).
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Realiza el método heuŕıstico voraz.

Actualiza los multiplicadores.

Actualiza el valor de ε, en caso de ser necesario.

Verifica si algún criterio de parada se cumple, si no regresa al primer paso.

• Criterio de parada por: ε ≤ 0.005,

• máximo número de iteraciones,

• tiempo ĺımite,

• proximidad: mejor (solución factible-cota actual)/cota actual menor o

igual al error (0.0001)

Por último vuelve a aplicar el método heuŕıstico voraz.

Método del subgradiente versión MHL1

El método heuŕıstico lagrangianoa versión 1 MHL1, resuelve el problema dual

lagrangiano, sólo con el subgradiente y al terminar empleamos el método heuŕıstico

voraz para factibilizar la solución lagrangiana.

Resuelve los subproblemas (5.1,5.2).

Calcula el subgradiente (5.3).

Actualiza los multiplicadores.

Actualiza el valor de ε, en caso de ser necesario.

Verifica si algún criterio de parada se cumple, si no regresa al primer paso.

• Criterio de parada por: ε ≤ 0.005,

• máximo número de iteraciones,

• tiempo ĺımite,
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• proximidad: mejor (solución factible-cota actual)/cota actual menor o

igual al error (0.0001)

Aplicar el método heuŕıstico voraz.



Caṕıtulo 6

Experimentación computacional

Para poder apreciar adecuadamente los resultados obtenidos desarrollamos ca-

sos prueba, cuyo objetivo principal es comparar la calidad relativa de las cotas y la

proximidad entre cada una de ellas.

6.1 Implementación

Iniciamos con una breve explicación del optimizador e interfaz que usamos para

resolver el método propuesto en la última sección del caṕıtulo anterior, posterior-

mente presentaremos los resultados y un análisis de los mismos.

6.1.1 Generalidades de AMPL

AMPL (por sus siglas en inglés de ((A Mathematical Programming Language)))

es un lenguaje de programación de alto nivel, capaz de expresar en notación alge-

braica problemas de optimización tales como los problemas de programación lineal;

usualmente se emplea para describir y resolver problemas complejos, especialmente

de problemas de optimización a gran escala.

Este lenguaje resuelve problemas: lineales, no lineales, y enteros-mixtos sin

limitación de tamaño. Además de ser lo suficientemente poderoso para solucionar

problemas con un alto grado de precisión, también presenta un alto rendimiento.

70
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Otra de las cualidades con las que cuenta AMPL es la representación de problemas

de flujo en redes, y la diferenciación automática de funciones no lineales.

En nuestro caso usamos el ILOG CPLEX, el cuál frecuentemente sólo es

nombrado CPLEX.

Con respecto a las versiones del optimizador y del lenguaje de programación

usados para resolver todos los subproblemas de optimización asociados con el méto-

do propuesto se empleó, el sistema CPLEX 9.0, Sun Fire V440, de 4 procesadores

UltraSparc III a 1062 GHz con 1MB de memoria caché cada uno, 8 Gb de RAM

(16*512 MB).

6.2 Casos prueba

Para poder realizar el estudio numérico, necesitamos comparar la relación entre

la calidad de las cotas y la factibilidad de la solución con respecto a la solución óptima

exacta, para todos los distintos tipos de cotas. Por lo que creamos dos tipos de casos

prueba del MMAP, dependiendo de la cantidad de agentes m y tareas n:

instancias pequeñas

• máquinas m: 5, 8, 10

• agentes n: 50

instancias medianas

• máquinas m: 5, 10, 20

• agentes n: 100

Las instancias generadas están basadas según las creadas por Martello y Toth

[52], siguiendo las siguientes especificaciones:

cij ∈ U [10, 50]
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aij ∈ U [5, 25]

dij ∈ U [3, 20]

donde U es una distribución uniforme dentro del intervalo de enteros mencionado.

Además,

bi = α (
∑

i aij − 1)

dj = α
(

∑

j dij − 1
)

donde 0 ≤ α ≤ 1, lo que hace que generemos soluciones factibles y aśı poder com-

pararlas. Por lo que a su vez han sido divididos en 3 clases con respecto a los valores

de α:

α = 0.8

α = 0.9

α = 1.0

Calculamos varios tipos de cotas (dependiendo si utilizamos el método MHL1

o MHL2, y el dual lagrangiano a resolver), presentamos los datos obtenidos para

solucionar el dual lagrangiano(ϕ) del MMAP, calculado por variaciones del méto-

do del subgradiente. Todos los resultados fueron obtenidos usando un K = 5 y si

ϕk−ϕk+1

ϕmin
≤ δ donde δ = 0.005 para 5 iteraciones consecutivas fijamos εk modificándolo

a εk
2
y ϕmin representa el mejor valor objetivo actual.

6.3 Resultados experimentales

En esta sección se presentan los resultados de la aplicación de las cotas la-

grangianas modificadas par el MMAP. Para cada una de las instancias calculamos:

zip solución óptima del problema original entero
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zlp solución de la relajación lineal

zlag cota clásica lagrangiana wD

zmd cota modificada lagrangiana wL
MD(W1) con π = 0

zmdπ cota modificada lagrangiana wL
MD(W1)

por lo que para cada caso prueba contamos con 4 cotas superiores de zip que es el

valor óptimo del MMAP original.

El valor de las cotas, fue calculado para medir la mejoŕıa que tiene una cota

sobre otra, por lo que presentamos los indicadores que comparan dos cotas. El valor

dado a rel0 indica la mejora de la relajación de la restricción cx = cy es decir la mejo-

ra de la cota lagrangiana modificada con la dualización de la copia de restricciones

(x = y) zmdπ sobre la cota modificada lagrangiana sin la dualización zmd

rel0 =
zmdπ − zip

zmd − zip

la mejora de la cota modificada con π = 0 sobre la cota clásica lagrangiana está dada

por rel1

rel1 =
zmd − zip

zlag − zip

la mejora de la cota modificada con π = 0 sobre la cota lineal está dada por rel2

rel2 =
zmd − zip

zlp − zip

y por último rel3 compara la calidad de la cota clásica lagrangiana sobre la cota

lineal

rel3 =
zlag − zip

zlp − zip

Mientras que los valores que miden la proximidad entre la solución entera zip

y cada una de las cotas, está dado de la siguiente manera

proximidad de zmdπ a zip

gap0 =
zmdπ − zip

zip
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proximidad de zmd a zip

gap1 =
zmd − zip

zip

proximidad de zlag a zip

gap2 =
zlag − zip

zip

proximidad de zlp a zip

gap3 =
zlp − zip

zip

Debido a que las soluciones lagrangianas usualmente son usadas como punto

inicio de algunos método heuŕısticos (para más detalles ver tabla 2.1, que se ubica

en el caṕıtulo 2, [51, 33, 38]), calculamos algunas caracteŕısticas de la solución, tales

como, número de restricciones violadas por la solución, grado de factibilidad y sub-

optimalidad de las soluciones.

El número de restricciones que son violadas, es representado por

nv

La desviación de la función objetivo obtenida por la solución lagrangiana ob-

jetivo óptimo con respecto a la solución entera óptima original, es calculada

por

gap4 =
zip −

∑m

i=1

∑n

j=1 cijσij

zip
∗ 100% (6.1)

donde σij representa la solución lagrangiana.

La violación relativa asociada a la solución lagrangiana está dada por la sigu-

iente ecuación.

velrel(σ) = máx

{

0, maxij

{

∑m
i=1 dijσij

dj
,

∑n
j=1 aijσij

bi

}}

(6.2)

Y por último, la proximidad entre el valor de la función objetivo obtenida por

la solución lagrangiana, y su cota correspondiente.

gap5 =
zbound −

∑m

i=1

∑n

j=1 cijσij

zbound
∗ 100% (6.3)

donde σij repesenta la solución lagrangiana.
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Observación 6.1 Realizamos varios conjuntos de casos prueba, pero sólo presenta-

mos los resultados para una sola, debido a que los resultados cumplen caracteŕısticas

similares, por lo que no vimos necesario mostrarlos completamente. Si se desea ver

más resultados acerca de la calidad relativa entre cotas y la proximidad de estas a la

solución óptima entera ver [44, 49, 47].

6.3.1 Método del subgradiente

En esta sección presentamos el análisis de los resultados usando solamente

el subgradiente para resolver el problema dual lagrangiano. Para poder comprender

mejor los resultados de la tabla 6.1 y tabla 6.2 vamos a describir lo que significa cada

columna de las tablas en la primera columna titulada m se presenta la cantidad de

agentes disponibles para desempeñar n tareas dato almacenado en la columna 2,

posteriormente se muestra el valor de α. Las siguientes 5 columnas representan los

valores de rel0 (mejoŕıa de la cota modificada con dualización de restricciones, con la

cota modificada que no cuenta con dualizaciones), rel1 (mejoŕıa de la cota modificada

sin dualización con respecto a la cota clásica lagrangiana), rel2 (mejoŕıa entre la cota

modificada sin dualización y la cota lineal) y por último rel3 (cota clásica sobre cota

lineal), los cuales representan la comparación entre dos cotas (ver el caṕıtulo de

experimentación computacional, para la descripción de cada valor).

Para la instancia del problema con 20 máquinas m y 100 tareas n, CPLEX no

encontró la solución óptima, debido a falta de memoria, por lo que esta instancia fue

abortada y la mejor solución entera hasta el momento fue la utilizada para calcular

los indicadores (contando con un gap absoluto de absmipgap = 27.0845, mientras

que el gap relativo es de relmipgap = 0.000494234).

Como puede verse en las tabla 6.1 y tabla 6.2 , en todos los casos el ı́ndice rel0

es menor al 100%, es decir, la relajación de la restricción cx = cy tiene un efecto

beneficioso (en es aspecto, que da una mejor cota que la modificada sin dualización
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de restricciones, es decir zmdπ ≤ zmd) en el cálculo de la cota modificada lagrangiana,

empleando solamente el método del subgradiente.

Por lo que podemos decir que la introducción de la copia de las restricciones

al problema dual lagrangiano, resulta en una mejoŕıa para la cota lagrangiana, esto

debido al cálculo del mejor término de penalización, obtenido por la definición que

hicimos del problema auxiliar θ(u).

En todos los casos se puede observar que rel0 es significativamente menor que

rel1, es decir que el desempeño logrado por la cota lagrangiana modificada zmdπ con

la relajación de cx = cy es mejor que el obtenido por la cota modifi cadazmd sobre

la cota clásica lagrangiana zlag.

Acerca del ı́ndice rel1 que representa la mejoŕıa de la cota modificada la-

grangiana sin dualización de la copia de restricciones con respecto a la cota clásica

lagrangiana, cabe mencionar que es menor al 100% en todas las instancias con

α = 0.8 y α = 0.9, por lo que podemos decir que la cota modificada lagrangiana

zmdπ domina la clásica lagrangiana zlag. Sin embargo, cuando la proximidad entre la

cota lineal y la solución óptima entera crece (los valores de gap3 son más pequeños),

la cercańıa entre zmdπ y zlag disminuye, esto caso se cumple en algunas instancias

con 20 máquinas, 100 tareas y α = {0.8, 0.9}.

Con respecto a la proximidad de cada uno de los valores de las cotas y la

solución óptima entera, podemos decir que entre más pequeño sea el valor del gap es

mejor y debido a que el gap0 es significativamente menor que el mı́n {gap1, gap2, gap3}

para todos los casos (a excepción del caso con 20 máquinas, 100 trabajos y con

α = 1.0), lo que significa que la cota modificada con π, zmdπ es superior (mejor

calidad) a todas las demás cotas. En la mayoŕıa de los casos, el ı́ndice de proximidad

gap0 < 0.5 y en todos los problemas con α = 0.8, se encuentra la solución óptima

es decir, gap0 = 0. Otra consecuencia que surge al tener gap0 = 0, es que no existe

otra cota mejor que zmdπ , porque la cota encontrada es igual a la solución óptima

del problema original.
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Otra consecuencia de las tablas 6.1 y 6.2, con respecto a los valores de proximi-

dad gap1, gap2, gap3 es, que para la mayoŕıa de los problemas generados con α = 1.0

vemos que gap3 ≤ mı́n (gap1, gap2), por lo que la solución obtenida por relajación

lineal zlp es mejor que la cota clásica lagrangiana zlag y la modificada zmd.

En [48], Litvinchev presenta un método de generación de restricciones para

obtener el valor de zmd y zlag y se cumple que para todos los problemas (indepen-

diente del α), se cumple que gap1 < gap2 < gap3, pero a diferencia del método que

proponemos, en los problemas con α = 1.0 los indicadores son muy pobres, es decir

que existe muy poco margen entre los valores de cada una de las cota.

m n α rel0 rel1 rel2 rel3 gap0 gap1 gap2 gap3

5 50 0.8 0.00 59.93 60.37 100.73 0.00 6.65 11.09 11.01

5 50 0.9 0.00 78.39 81.79 104.33 0.00 5.58 7.50 7.18

5 50 1.0 15.12 66.47 72.78 109.50 0.36 2.40 3.61 3.30

8 50 0.8 0.00 76.06 72.96 95.92 0.00 4.38 5.76 6.00

8 50 0.9 5.89 78.72 88.61 112.56 0.12 1.96 2.49 2.21

8 50 1.0 9.67 98.02 104.06 106.16 0.32 3.35 3.42 3.22

10 50 0.8 0.00 80.88 75.19 92.96 0.00 3.30 4.08 4.39

10 50 0.9 20.09 85.89 93.56 108.93 0.28 1.39 1.62 1.49

10 50 1.0 24.83 109.24 117.48 107.55 0.51 2.04 1.86 1.73

Tabla 6.1: Calidad relativa entre cotas para instancias pequeñas, resolviendo el dual

lagrangiano, sólo con el subgradiente, relajando Dx ≤ d.

En la tabla 6.3 y tabla 6.4, se muestran los resultados con respecto a la proxim-

idad entre la solución obtenida por las cotas y la solución entera óptima. La cantidad

de agentes con la que se generó el problema está en la primera columna titulada m¸

las n tareas que tienen que ser desempeñadas por dichos agentes se encuentra en la

columna 2, además de que el valor de α, se encuentra en la columna 3. En las sigu-

ientes tres columnas posteriores se encuentran los ı́ndices de factibilidad para la cota

clásica lagrangiana xlag, dichas tres columnas presentan los valores de las violaciones

relativas, número de restricciones violadas y la próximdad de la cota lagrangiana a la
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m n α rel0 rel1 rel2 rel3 gap0 gap1 gap2 gap3

5 100 0.8 0.00 66.68 67.04 100.54 0.00 7.44 11.16 11.10

5 100 0.9 0.00 73.43 77.34 105.32 0.00 5.02 6.84 6.49

5 100 1.0 0.93 70.79 75.80 107.07 0.03 3.37 4.76 4.45

10 100 0.8 0.00 77.61 78.05 100.57 0.00 3.42 4.41 4.38

10 100 0.9 5.75 76.97 96.52 125.40 0.07 1.18 1.53 1.22

10 100 1.0 7.26 107.98 118.92 110.14 0.17 2.37 2.19 1.99

20 100 0.8 0.00 91.22 82.13 90.03 0.00 1.50 1.65 1.83

20 100 0.9 8.40 107.71 125.48 116.50 0.08 0.98 0.91 0.78

20 100 1.0 77.41 139.73 165.02 118.10 0.79 1.02 0.73 0.62

Tabla 6.2: Calidad relativa entre cotas para instancias medianas, resolviendo el dual

lagrangiano, sólo con el subgradiente, relajando Dx ≤ d.

solución óptima respectivamente, las seis columnas posteriores muestran los mismos

ı́ndices de calidad para ymd y ymdπ , respectivamente.

Ahora haremos un breve análisis acerca de las caracteŕısticas que son pre-

sentadas en dichas tablas, las cuales están relacionadas con la factibilidad de las

soluciones. Como puede observarse en la tabla 6.3 y tabla 6.4, el número de restric-

ciones violadas (nv), para la solución obtenida por la cota zmdπ como por zmd en

instancias generadas con α = 0.8 es igual a 0. Es decir que la solución lagrangiana

es completamente factible mientras que las obtenidas por zlag en este mismo tipo de

problemas, cuenta con un gran número de restricciones violadas. Con respecto a la

medida de calidad que representa la violación relativa de restricciones vrel, podemos

comentar que aunque es pequeño (el valor más alto es 21% de restricciones violadas

para el problema con 20 máquinas, 100 tareas y un α = 1.0, caso que truncamos por

falta de memoria) para las soluciones obtenidas por zlag, es menor para zmd y zmdπ .

Por otra parte con respecto a la desviación entre solución obtenida por el subgradi-

ente y la función objetivo óptima |gap4| observamos que para todas las instancias se

cumple que gap4 es mucho menor para las dos cotas modificadas lagrangianas que

para la clásica lagrangiana.
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xlag ymd ymdπ

m n α vrel nv gap4 vrel nv vrel nv vrel gap4

5 100 0.8 0.03 31.00 −6.56 0.00 0.00 8.48 0.00 0.00 0.00

5 100 0.9 0.18 28.00 −7.52 0.00 0.00 14.81 0.00 0.00 0.00

5 100 1.0 0.30 16.00 −2.68 0.27 1.00 10.47 0.13 3.00 −0.36

8 50 0.08 0.01 43.00 −5.48 0.00 0.00 7.30 0.00 0.00 0.00

8 50 0.9 0.14 20.00 −2.37 0.00 0.00 11.07 0.05 3.00 −0.12

8 50 1.0 0.28 27.00 −3.89 0.00 0.00 17.34 0.11 4.00 −0.32

10 50 0.8 0.01 41.00 −3.95 0.00 0.00 5.58 0.00 0.00 0.00

10 50 0.9 0.13 20.00 -1.31 0.00 0.00 12.10 0.10 5.00 −0.28

10 50 1.0 0.27 23.00 −1.54 0.03 5.00 16.32 0.05 5.00 −0.04

Tabla 6.3: Factibilidad de las soluciones para instancias pequeñas, resolviendo el dual

lagrangiano, sólo con el subgradiente, relajando Dx ≤ d.

Para concluir el análisis de esta sección, comparamos los tres tipos de cotas

que calculamos es preferible en términos de factibilidad la solución obtenida por la

zmd sobre zmdπ , pero en términos de optimalidad es mejor zmdπ , tales diferencias

subyacen de la introducción de la restricción cx = cy mediante la relajación en la

función objetivo.

Observación 6.2 El análisis es similar para las instancias donde se consideran

como restricciones dif́ıciles a Dx ≤ d como a Ax ≤ b. Ver resultados en las tablas

6.5, 6.6, 6.7 y 6.8.

6.3.2 Método del subgradiente y heuŕıstico voraz en

última iteración MHL2.

Ahora, hacemos un análisis de los datos contenidos en las tablas 6.9 y 6.10.

El procedimiento utilizado para resolver el problema dual lagrangiano, es resuelto

por el subgradiente, posteriormente de emplea el heuŕıstico voraz para factibilizar y
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xlag ymd ymdπ

m n α vrel nv gap4 vrel nv vrel nv vrel gap4

5 100 0.8 0.03 70.00 −8.03 0.00 0.00 11.09 0.00 0.00 0.00

5 100 0.9 0.17 58.00 −6.75 0.00 0.00 12.01 0.00 0.00 0.00

5 100 1.0 0.30 46.00 −4.81 0.00 0.00 13.91 0.07 1.00 −0.03

10 100 0.8 0.01 92.00 −4.34 0.00 0.00 5.49 0.00 0.00 0.00

10 100 0.9 0.13 41.00 −1.25 0.00 0.00 12.37 0.04 3.00 −0.07

10 100 1.0 0.28 47.00 −2.30 0.01 3.00 15.72 0.11 6.00 −0.17

20 100 0.8 0.01 80.00 −1.61 0.00 0.00 3.31 0.00 0.00 0.00

20 100 0.9 0.12 49.00 −0.74 0.04 11.00 12.55 0.06 11.00 −0.08

20 100 1.0 0.21 46.00 −0.83 0.01 7.00 22.41 0.12 17.00 −0.79

Tabla 6.4: Factibilidad de las soluciones para instancias medianas, resolviendo el

dual lagrangiano, sólo con el subgradiente, relajando Dx ≤ d.

encontrar la mejor solución factible, por lo que en esta sección sólo discutiremos los

ı́ndices 6.1 y 6.3 que representan la proximidad entre el calculo de la función objetivo

con la solución lagrangiana obtenida por el método y la solución entera o la cota de

esta solución.

Los resultados de las tablas tablas 6.9, 6.10, 6.11 y 6.12, tienen en la primera

columna m representa la cantidad de agentes disponibles para desempeñar n tareas,

dato contenido en la columna 2, posteriormente se muestra el valor de α. Posteri-

ormente se encuentran los valores de 6.1 ó 6.3, para xlag, después para ymd y por

último para ymdπ la descripción detallada de estos valores se encuentra en el caṕıtulo

experimentación computacional. No mostramos los ı́ndices de factibilidad debido a

que todas las soluciones encontradas son factibles, ya que después de haber aplicado

el subgradiente, factibilizamos las soluciones por medio del heuŕıstico voraz.

La primera caracteŕıstica que debemos notar es que las soluciones son 100%

factibles (debido a que empleamos en la última iteración el heuŕıstico voraz que

factibiliza soluciones), por descripción del método MHL2.
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m n α rel0 rel1 rel2 rel3 gap0 gap1 gap2 gap3

5 50 0.8 0.00 57.83 60.00 100.63 0.00 6.63 10.10 11.00

5 50 0.9 0.00 77.69 80.00 103.43 0.00 4.98 6.20 6.40

5 50 1.0 12.13 65.46 71.08 105.79 0.30 1.98 3.50 3.65

8 50 0.8 0.00 75.00 71.96 99.89 0.00 4.38 5.00 5.77

8 50 0.9 7.98 79.46 88.56 108.56 0.11 0.89 1.49 2.21

8 50 1.0 9.67 98.02 104.06 106.16 0.32 3.35 3.42 3.22

10 50 0.8 0.00 80.88 75.19 92.57 0.00 3.20 3.18 4.01

10 50 0.9 20.78 85.89 93.56 108.93 0.28 1.39 1.62 1.49

10 50 1.0 24.83 109.24 120.48 107.55 0.51 2.04 1.86 1.73

Tabla 6.5: Calidad relativa entre cotas para instancias pequeñas, resolviendo el dual

lagrangiano, sólo con el subgradiente, relajando Ax ≤ b.

El ı́ndice gap4, que mide la cercańıa entre el valor de la función objetivo

generada por la solución lagrangiana xlag podemos decir que las instancias donde

α = 0.8, 0.9, el valor de proximidad se encuentra al rededor de un 15% mientras que

para las instancias con α = 1.0 es de a lo más un 20%, continuando con el análisis

de los valores de gap4 generados por la solución ymd, observamos que los valores se

encuentran alrededor de un 7%, valores menores que los obtenidos por xlag, por lo

que podemos comentar que esta solución es más próxima a la óptima, por último

el valor de gap4 para las instancias ymdπ se encuentran en un 3%, por lo que ésta

solución es la mejor solución de todas.

Con respecto a la proximidad del valor de la función objetivo calculada por la

solución lagrangiana y la cota lagrangiana (gap5), analizamos que los datos encon-

trados en la tabla 6.10, siguen las mismas caracteŕısticas que el ı́ndice gap4.

Observación 6.3 El análisis es similar para las instancias donde se relaja Dx ≤ d

como Ax ≤ b. Ver resultados en la tabla 6.11 y tabla 6.12.
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m n α rel0 rel1 rel2 rel3 gap0 gap1 gap2 gap3

5 100 0.8 0.00 68.66 64.89 100.45 0.00 7.42 10.96 11.10

5 100 0.9 0.00 72.43 75.34 104.21 0.00 4.99 6.44 6.49

5 100 1.0 0.93 70.98 74.70 106.99 0.02 3.97 4.66 4.50

10 100 0.8 0.00 76.51 77.98 99.97 0.00 3.22 4.21 4.49

10 100 0.9 5.75 75.94 97.50 120.43 0.06 0.99 1.42 1.20

10 100 1.0 7.60 106.23 109.27 100.34 0.15 2.40 2.09 1.77

20 100 0.8 0.00 89.02 87.13 89.45 0.00 0.90 1.56 1.37

20 100 0.9 7.99 106.34 119.00 115.49 0.07 0.89 0.90 0.88

20 100 1.0 77.41 129.89 150.00 110.79 0.69 0.99 0.57 0.59

Tabla 6.6: Calidad relativa entre cotas para instancias medianas, resolviendo el dual

lagrangiano, sólo con el subgradiente, relajando Ax ≤ b.

6.3.3 Método del subgradiente y heuŕıstico voraz

alternando cada iteración

Este método es el que resuelve el subgradiente pero después de resolver los

subproblemas pasamos las soluciones obtenidas por el heuŕıstico voraz para factibi-

lizar las soluciones y tratar de converger más rápido, además de agregar un criterio

de parada, el de cercańıa entre la mejor solución factible y la cota obtenida hasta el

momento. Hay que recalcar que este criterio es el que siempre es cumplido, por lo

que siempre se lleva a una cercańıa deseada entre estos dos valores.

Los resultados a presentar contenidos en las tablas 6.13,6.14,6.15 y 6.16; poseen

las siguientes columnas: en la primera titulada m representa la cantidad de agentes

disponibles para desempeñar n tareas, dato contenido en la columna 2, posterior-

mente se muestra el valor de α. Posteriormente se encuentran los valores de 6.1 y

6.3, para xlag, después para ymd y por útimo para ymdπ . No mostramos los ı́ndices

de factibilidad debido a que todas las soluciones encontradas son factibles.
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xlag ymd ymdπ

m n α vrel nv gap4 vrel nv vrel nv vrel gap4

5 100 0.8 0.03 30.00 −6.45 0.00 0.00 8.45 0.00 0.00 0.00

5 100 0.9 0.16 25.00 −7.49 0.00 0.00 13.99 0.00 0.00 0.00

5 100 1.0 0.30 15.00 −2.45 0.25 1.00 10.56 0.34 2.00 −0.23

8 50 0.07 0.06 42.00 −5.23 0.00 0.00 6.28 0.00 0.00 0.00

8 50 0.9 0.10 19.00 −2.30 0.00 0.00 10.99 0.04 2.00 −0.09

8 50 1.0 0.27 25.00 −3.08 0.00 0.00 15.04 0.09 3.00 −0.30

10 50 0.8 0.01 40.00 −3.86 0.00 0.00 5.46 0.00 0.00 0.00

10 50 0.9 0.12 21.00 −1.30 0.00 0.00 11.99 0.09 4.00 −0.26

10 50 1.0 0.25 22.00 −1.23 0.02 4.00 17.43 0.02 6.00 −0.03

Tabla 6.7: Factibilidad de las soluciones para instancias pequeñas, resolviendo el dual

lagrangiano, sólo con el subgradiente, relajando Ax ≤ b.

En la tabla 6.13 y tabla 6.14 se observa que la calidad de la solución de xlag

con respecto a la solución exacta óptima en promedio de todos los casos prueba es

de 11.75% mientras que la de ymd es mejor con solo un 4.465%. Cabe notar que la

aportación más importante de los datos contenidos en dicha tabla es el porcentaje

de proximidad que presenta la solución ymdπ que es mucho menor que la cercańıa a

la solución óptima exacta que presentan las 2 soluciones anteriores, con tan sólo un

0.0088%. Concluyendo, la tabla 6.13 vemos que el valor de gap4 (proximidad entre

la función objetivo del procedimiento greedy a partir de xlag, ymd y ymdπ y el valor

exacto) es menor que el obtenido por las soluciones xlag y ymd.

Con respecto a los valores de gap5 contenido en la tabla 6.14, podemos decir,

que la proximidad entre el valor objetivo obtenido por xlag y la cota lagrangiana

clásica (zlag) obtenida por el método descrito en secciones anteriores y [49, 46, 45] es

del 15.65%, mientras que el porcentaje entre la cota lagrangiana modificada zmd y

la solución de ymd son del 6.40%; sin olvidar que la medida de calidad entre la cota

lagrangiana modificada zmdπ y ymdπ es del 0.01055%. Por lo tanto el mejor valor de

gap5 está dado por ymdπ posteriormente ymd y por último por xlag, es decir que la
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xlag ymd ymdπ

m n α vrel nv gap4 vrel nv vrel nv vrel gap4

5 100 0.8 0.02 69.00 −7.90 0.00 0.00 10.99 0.00 0.00 0.00

5 100 0.9 0.19 59.00 −6.47 0.00 0.00 11.78 0.00 0.00 0.00

5 100 1.0 0.29 43.00 −4.30 0.00 0.00 12.89 0.05 1.00 −0.03

10 100 0.8 0.01 90.00 −4.25 0.00 0.00 5.94 0.00 0.00 0.00

10 100 0.9 0.11 40.00 −1.23 0.00 0.00 11.43 0.03 2.00 −0.06

10 100 1.0 0.25 45.00 −2.15 0.01 2.00 14.99 0.09 5.00 −0.16

20 100 0.8 0.01 79.00 −1.59 0.00 0.00 3.35 0.00 0.00 0.00

20 100 0.9 0.10 47.00 −0.76 0.03 10.00 11.34 0.02 10.00 −0.07

20 100 1.0 0.21 45.00 −0.79 0.01 6.00 27.40 0.11 16.00 −0.76

Tabla 6.8: Factibilidad de las soluciones para instancias medianas, resolviendo el

dual lagrangiano, sólo con el subgradiente, relajando Ax ≤ b.

solución de la cota modificada lagrangiana zmdπ es una solución más cercana a una

solución factible.
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xlag ymd ymdπ

m n α gap4 gap5 gap4 gap5 gap4 gap5

5 50 0.8 4.00 3.12 2.34 3.21 0.00 2.50

5 50 0.9 9.46 7.20 0.00 7.46 7.89 0.00

5 50 1.0 7.49 6.96 0.04 7.98 6.67 0.04

8 50 0.8 3.60 4.12 0.00 2.56 4.19 0.00

8 50 0.9 8.63 7.96 0.00 8.43 9.03 0.00

8 50 1.0 3.98 1.20 2.15 3.78 1.23 2.12

10 50 0.8 4.90 0.00 0.00 4.25 0.00 0.00

10 50 0.9 0.09 47.00 1.23 0.09 48.00 0.99

10 50 1.0 0.19 44.00 −0.6 0.18 42.00 −0.7

Tabla 6.9: Proximidad entre la solución obtenida factible por el heuŕıstico voraz y

el subgradiente a la solución óptima entera o la cota lagrangiana correspondiente

relajando Dx ≤ d, instancias pequeñas.

xlag ymd ymdπ

m n α gap4 gap5 gap4 gap5 gap4 gap5

5 100 0.8 3.27 3.09 0.00 4.07 3.18 0.00

5 100 0.9 8.69 7.49 0.00 3.23 2.19 0.00

5 100 1.0 7.89 6.37 0.04 3.23 3.14 0.00

10 100 0.8 3.10 4.25 0.00 4.34 2.99 0.00

10 100 0.9 9.00 7.19 0.00 2.45 2.21 0.00

10 100 1.0 1.28 0.99 1.29 3.23 1.20 0.00

20 100 0.8 4.27 0.00 0.00 3.73 1.99 0.00

20 100 0.9 0.09 47.00 0.98 3.77 1.13 0.00

20 100 1.0 0.19 45.00 −0.7 3.79 2.98 0.00

Tabla 6.10: Proximidad entre la solución obtenida factible por el heuŕıstico voraz

y el subgradiente a la solución óptima entera o la cota lagrangiana correspondiente

relajando Dx ≤ d, instancias medianas.
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xlag ymd ymdπ

m n α gap4 gap5 gap4 gap5 gap4 gap5

5 50 0.8 3.39 3.10 0.00 3.35 2.20 0.00

5 50 0.9 9.06 7.03 0.00 8.50 7.26 0.00

5 50 1.0 7.89 6.56 0.04 7.49 6.89 0.05

8 50 0.8 3.51 4.98 0.00 2.14 4.15 0.00

8 50 0.9 8.79 7.46 0.00 7.59 8.13 0.00

8 50 1.0 3.98 1.37 2.35 3.98 1.37 2.35

10 50 0.8 4.23 0.00 0.00 6.27 0.00 0.00

10 50 0.9 0.11 48.00 1.34 0.12 49.00 1.34

10 50 1.0 0.21 46.00 -0.8 0.21 46.00 −0.8

Tabla 6.11: Proximidad entre la solución obtenida factible por el heuŕıstico voraz

y el subgradiente a la solución óptima entera o la cota lagrangiana correspondiente

relajando Ax ≤ b, instancias pequeñas.

xlag ymd ymdπ

m n α gap4 gap5 gap4 gap5 gap4 gap5

5 100 0.8 4.67 3.21 0.00 4.67 3.21 0.00

5 100 0.9 9.56 8.23 0.00 4.67 3.21 0.00

5 100 1.0 8.38 7.89 0.05 4.67 3.21 0.00

10 100 0.8 3.61 5.12 0.00 4.67 3.21 0.00

10 100 0.9 9.59 8.13 0.00 4.67 3.21 0.00

10 100 1.0 3.98 1.37 2.35 4.67 3.21 0.00

20 100 0.8 5.82 0.00 0.00 4.67 3.21 0.00

20 100 0.9 0.12 49.00 1.34 4.67 3.21 0.00

20 100 1.0 0.21 46.00 −0.8 4.67 3.21 0.00

Tabla 6.12: Proximidad entre la solución obtenida factible por el heuŕıstico voraz

y el subgradiente a la solución óptima entera o la cota lagrangiana correspondiente

relajando Ax ≤ b, instancias medianas.
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xlag ymd ymdπ

m n α gap4 gap5 gap4 gap5 gap4 gap5

5 50 0.8 11.70 11.68 0.31 6.15 0.01 0.01

5 50 0.9 13.50 16.95 0.30 4.15 0.01 0.01

5 50 1.0 11.54 14.46 1.43 4.69 0.01 0.01

8 50 0.8 6.08 9.85 5.61 4.26 0.01 0.01

8 50 0.9 13.06 14.99 2.73 2.75 0.01 0.01

8 50 1.0 16.57 19.50 0.72 4.20 0.02 0.03

10 50 0.8 5.09 8.08 0.04 3.19 0.00 0.00

10 50 0.9 9.42 10.61 0.25 1.56 0.01 0.01

10 50 1.0 15.35 17.38 1.02 3.39 0.02 0.02

Tabla 6.13: Proximidad entre la solución obtenida por el heuŕıstico voraz y el sub-

gradiente interactuando en cada iteración y la solución óptima entera o la cota

lagrangiana correspondiente relajando Dx ≤ d, instancias pequeñas.

xlag ymd ymdπ

m n α gap4 gap5 gap4 gap5 gap4 gap5

5 100 0.8 11.27 16.97 0.38 6.78 10.00 0.00

5 100 0.9 12.55 16.54 0.49 5.03 0.00 0.00

5 100 1.0 15.56 18.39 0.91 4.23 0.01 0.01

10 100 0.8 11.68 15.44 0.23 7.01 0.00 0.00

10 100 0.9 11.90 17.57 1.72 4.12 0.01 0.01

10 100 1.0 14.67 16.98 0.80 5.33 0.01 0.02

20 100 0.8 8.93 4.91 0.49 4.91 0.00 0.00

20 100 0.9 13.55 15.55 0.50 4.34 0.00 0.00

20 100 1.0 9.16 17.45 0.90 5.69 0.01 0.02

Tabla 6.14: Proximidad entre la solución obtenida por el heuŕıstico voraz y el sub-

gradiente interactuando en cada iteración y la solución óptima entera o la cota

lagrangiana correspondiente relajando Dx ≤ d, instancias medianas.
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xlag ymd ymdπ

m n α gap4 gap5 gap4 gap5 gap4 gap5

5 50 0.8 11.60 10.95 0.45 5.23 0.01 0.01

5 50 0.9 11.20 14.90 0.20 3.25 0.01 0.01

5 50 1.0 10.65 13.62 0.93 3.39 0.01 0.01

8 50 0.8 5.00 10.08 6.61 5.12 0.01 0.01

8 50 0.9 13.05 13.78 1.84 1.99 0.01 0.01

8 50 1.0 17.75 20.01 0.84 3.29 0.02 0.03

10 50 0.8 5.09 7.07 0.03 2.94 0.00 0.00

10 50 0.9 8.19 9.19 0.23 1.52 0.01 0.01

10 50 1.0 14.50 16.98 0.92 2.47 0.02 0.02

Tabla 6.15: Proximidad entre la solución obtenida por el heuŕıstico voraz y el sub-

gradiente interactuando en cada iteración y la solución óptima entera o la cota

lagrangiana correspondiente relajando Ax ≤ b, instancias pequeñas.

xlag ymd ymdπ

m n α gap4 gap5 gap4 gap5 gap4 gap5

5 100 0.8 10.76 15.72 0.29 6.17 9.00 0.00

5 100 0.9 12.55 15.63 0.39 4.97 0.00 0.00

5 100 1.0 14.78 17.89 0.84 3.02 0.01 0.01

10 100 0.8 10.84 14.92 0.21 6.98 0.00 0.00

10 100 0.9 10.23 16.32 1.51 3.26 0.01 0.01

10 100 1.0 13.96 15.81 0.76 5.42 0.01 0.02

20 100 0.8 7.23 4.48 0.36 4.78 0.00 0.00

20 100 0.9 12.95 15.03 0.49 4.12 0.00 0.00

20 100 1.0 9.01 16.15 0.89 5.23 0.01 0.02

Tabla 6.16: Proximidad entre la solución obtenida por el heuŕıstico voraz y el sub-

gradiente interactuando en cada iteración y la solución óptima entera o la cota

lagrangiana correspondiente relajando Ax ≤ b, instancias medianas.
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Conclusiones

7.1 Conclusiones

La contribución principal del presente trabajo es la obtención de nuevas cotas

lagrangianas modificadas para el MMAP, empleando el método MHL, basado en

el método de subgradiente y el heuŕıstico voraz (procesamiento que factibiliza las

soluciones obtenidas) y sus distintas versiones.

La construcción de cotas modificadas, consistió en calcular el valor que cor-

responde al término de penalización agregado a la función objetivo del problema

lagrangiano, el cual en la cota lagrangiana clásica es tomado como 0, por lo que al

encontrar el menor valor posible de este, hará que mejoremos la cota clásica.

El método MHL (tanto en versión 1 ó 2) empleado para calcular cotas para el

problema de asignación múltiple MMAP es muy eficaz debido a que la cantidad de

multiplicadores asociados a un problema con m ∗ n variables y m+ n restricciones,

cuenta con tan sólo m+ n + 1 multiplicadores.

Ya que dualizamos ambos tipos de restricciones (las relacionadas con la capaci-

dad ĺımite de los agentes Cx ≤ d y la capacidad de las tareas Ax ≤ b), para cada

una de las relajaciones del problema de asignación múltiple, obtuvimos seis tipos

distintos de cotas,

la cota generada por relajación lineal

89
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la cota clásica lagrangiana

la cota modificada lagrangiana sin dualizar la copia de restricciones usando

el método del subgradiente y aplicando el heuŕıstico voraz sólo en la última

iteración

la cota modificada lagrangiana dualizando la copia de restricciones usando

el método del subgradiente y aplicando el heuŕıstico voraz sólo en la última

iteración

la cota modificada lagrangiana sin dualizar la copia de restricciones usando el

MHL y por último

la cota modificada lagrangiana dualizando la copia de restricciones usando el

MHL.

Con respecto a la calidad de las cotas obtenidas por el MHL y el método

subgradiente con el heuŕıstico voraz aplicado sólo en la última iteración, podemos

decir que la cota lagrangiana modificada con la copia de restricciones dualizadas es

mejor que la cota modificada lagrangiana sin dualizar la copia de las restricciones,

pero estás dominan a la cota clásica lagrangiana, la cuál es mejor que la cota obtenida

por relajación lineal.

En cuanto a la factibilidad que poseen las soluciones obtenidas por cada una

de las cotas, se pudo observar que se comportan de manera similar a la calidad

de la cota, es decir, la cota lagrangiana modificada con la copia de restricciones

dualizada es la más factible, que las demás, siguiéndole a ésta, la cota lagrangiana

modificada sin la copia de restricciones dualizada, posteriormente la cota clásica

lagrangiana y por último la cota de relajación lineal. Los resultados son análogos

para la proximidad entre la solución lagrangiana y valor óptimo.

Hay que mencionar que además de presentar (las cotas lagrangianas modifi-

cadas, tanto las que dualizan como las que no, la copia de restricciones) un grado alto

de factibilidad, en algunos casos se cuenta con soluciones óptimas. Puntualizando,
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la proximidad de las cotas se reduce de un 15% de proximidad, presentada por la

cota clásica lagrangiana, a menos de un 0.03% de proximidad en promedio para la

cota modificada con la copia de las restricciones dualizadas.

La proximidad que presenta la cota modificada lagrangiana con la copia de

las restricciones dualizadas a la solución óptima, es de 0.5% y está dada por la

interacción que tiene el método del subgradiente con el heuŕıstico voraz para generar

soluciones factibles con perdidas ((mı́nimas)) en la función objetivo.

Una caracteŕıstica importante con la que cuenta el MHL, es que a pesar de

que es un método que emplea el subgradiente para calcular las cotas, posee varios

criterios de parada que el subgradiente en si no tiene, por ejemplo la proximidad entre

solución factible y la cota lagrangiana de la iteración actual (criterio que siempre se

cumple y es igual a valordelacota−solucionfactible

valordelacota
≤ 0.0001), aparte de los criterios usuales

como lo son el número de iteraciones y el tiempo.

Otro punto importante que hay que tomar en cuenta con respecto al MHL, es

que en cada iteración contamos con una solución factible.

El tiempo de solución, tenemos que el tiempo promedio para resolver un prob-

lema de forma exacta por CPLEX es del orden (secs- min) para problemas chicos,

(min-hrs) para problemas medianos, mientras que el MHL está dado por décimas de

segundos para problemas medianos (20*100).

7.2 Trabajo futuro

Como trabajo futuro podemos mencionar que seŕıa interesante probar la cota

creada para los demás tipos de problema de asignación y para problemas de opti-

mización que cuenten con la estructura de descomposición doble.

Encontrar el punto critico con respecto a la cantidad de variables, donde el

método ya no obtiene buenos resultados, aunque manejamos 2000 variables (los
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demás manejan alrededor de 500 y 1000 variables), no aseguramos que cuando teng-

amos instancias de mayor tamaño obtengamos resultados de buena calidad.

Con la propuesta anterior, en caso de obtener resultados no gratos o que no

consideremos adecuados, para las instancias grandes, podŕıamos adecuar el el método

y procedimiento propuesto para llegar a tener mejores resultados.

Otra aportación que podŕıamos hacer es, resolver la nueva cota modificada

lagrangiana, con algún otro tipo de método, como, el volume, ((bundle)), Benders,

etcétera.

Al resolver la nueva cota modificada, obtenemos soluciones factibles, ¿que

pasaŕıa si introducimos esta a un método de solución exacto, como el método de

ramificación y acotamiento?, ¿reduciŕıa considerablemente el tiempo de ejecución

para encontrar el punto ópitmo?.



Apéndice A

Producción cient́ıfica

A.1 Publicaciones

A continuación enlistamos exposiciones de los trabajos relacionados con la tesis

desarrollada:

A.1.1 Art́ıculos con arbitraje

((Studying properties of Lagrangian bounds for many-to-many assignment prob-

lems)), I. Litvinchev, S. Rangel, M. Mata, J. Saucedo. Journal of Computer and

System Science International, Vol. 48, núm. 3, págs. 48 - 62, 2009.

((A Lagrangian bound for many-to-many assignment problems)), I. Litvinchev,

S. Rangel, J. Saucedo. Journal of Combinatorial Optimization, 2009. Disponible

en ĺınea: http://www.springerlink.com/content/26436l9731192825/.

A.1.2 Memorias en congreso

((Cotas lagrangianas para el problema de asignación generalizada)), En memo-

rias de: XVI Escuela Nacional de Optimización y Análisis Numérico, Gómez

Palacio, Durango, abril 2007.
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((Cotas lagrangianas para el problema de asignación generalizada)), En memo-

rias del: VI Congreso Internacional en Innovación y Desarrollo Tecnológico,

IEEE - AMIME, Cuernavaca, Morelos, octubre 2007.

(( Studying properties of the solution optimal to refined lagrangian problem)),

XIV Congreso Latino-Ibero- Americano en Investigación de Operaciones (CLAIO),

Cartagena, Colombia, septiembre del 2008.

((Problema de asignación múltiple: cotas lagrangianas mejoradas)), J. Saucedo,

I. Litvinchev, M. Mata, S. Rangel. En Memorias del IEEE VI Congreso Inter-

nacional en Innovación y Desarrollo Tecnológico, IEEE-AMIME, págs. 1231 -

1241, Cuernavaca, Morelos, octubre 2008.

((Studying a modified lagrangian bound for a class of the generalized assign-

ment problems)), I. Litvinchev, M. Mata, S. Rangel, J. Saucedo. En Proceedings

of VI ALIO/EURO Workshop on Applied Combinatorial Optimization, págs.

971 - 976, Buenos Aires, Argentina, diciembre 2008.

((Heuŕıstica lagrangiana para el problema de asignación múltiple)), J. Saucedo,

I. Litvinchev, S. Rangel. En Memorias del IEEE VII Congreso Internacional en

Innovación y Desarrollo Tecnológico, IEEE-AMIME, págs. 1 - 5, Cuernavaca,

Morelos, octubre 2009.

((Heuŕıstica h́ıbrida lagrangiana para el problema de asignación múltiple)), J.

Saucedo, I. Litvinchev, S. Rangel. En Memorias del Taller Latino Iberoamer-

icano de Investigación Operaciones, TLAIO, MMMO073110 págs. 1 - 6, Aca-

pulco, Guerrero, octubre 2009.

A.1.3 Exposiciones

((Cotas lagrangianas para el problema de asignacion generalizada)), XVI Es-

cuela Nacional de Optimizacion y Analisis Numerico, Gómez Palacio, Durango,

abril 2007.
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((Cotas lagrangianas para el problema de asignacion generalizada)), VI Con-

greso Internacional en Innovacion y Desarrollo Tecnologico, IEEE- AMIME,

Cuernavaca, Morelos, octubre 2007.

((Studying properties of the solution optimal to refined lagrangian problem)),

XIV Congreso Latino-Ibero- Americano en Investigación de Operaciones (CLAIO),

Cartagena, Colombia, septiembre del 2008.

((Problema de asignación múltiple: cotas lagrangianas mejoradas)), VII Con-

greso Internacional en Innovacion y Desarrollo Tecnologico, IEEE- AMIME,

Cuernavaca, Morelos, octubre 2008.

((Studying properties of the solution optimal to refined lagrangian problem)),

VI ALIO/EURO Workshop on Applied Combinatorial Optimization, Buenos

Aires, Argentina, diciembre 2008.

((Estudiando propiedades de las soluciones lagrangianas para el problema de

asignación múltiple)), Seminario de Investigación del Postgrado en Ingenieŕıa

de Sistemas, FIME, UANL, diciembre 2008.

((Heuŕıstica lagrangiana para el problema de asignación múltiple)), Seminario

de Investigación del Postgrado en Ingenieŕıa de Sistemas, FIME, UANL, junio

2009.

((Heuŕıstica h́ıbrida lagrangiana para el problema de asignación múltiple)),

Taller Latino Iberoamericano de Investigación Operaciones, TLAIO, Acapulco,

Guerrero, octubre 2009.
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[17] du Merle, O., J. L. Goffin y J.-P. Vial, ((On improvements to the analytic

center cutting plane method)), Computational Optimization and Applications,
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