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RESUMEN

Edmundo Javier Ollervides Vázquez.

Candidato para obtener el grado de Doctorado en Ciencias de la Ingeniería Aeronáutica

con orientación en Dinámica de Vuelo.

Universidad Autónoma de Nuevo León.

Facultad de Ingeniería Mecánica y Eléctrica.

Título del estudio: DISEÑO DE ALGORITMOS DE NAVEGACIÓN PARA LA

COOPERACIÓN DE VEHÍCULOS AÉREOS NO TRIPULADOS.

Número de páginas: 152.

OBJETIVOS Y MÉTODO DE ESTUDIO: El principal objetivo de este trabajo de investi-

gación es el vuelo cooperativo de múltiples vehículos aéreos no tripulados trabajando en

equipo eficientemente para lograr un comportamiento grupal deseado. Un área del con-

trol cooperativo de sistemas multiagentes es el Consensus, que está relacionado con el

control de formación, estimación distribuida, y seguimiento de trayectorias. En este mis-

mo sentido, la coordinación es una de las consecuencias de la cooperación entre sistemas

multiagentes. El presente trabajo de investigación se enfoca en el Vuelo Cooperativo de

Sistemas Multiagentes, en especial se aborda el tema de Consensus. Por lo que el objetivo

general es diseñar algoritmos de navegación para la cooperación de vehículos aéreos no

tripulados.

XVII



RESUMEN XVIII

Mientras que los objetivos específicos se enlistan a continuación.

Obtener el modelo dinámico de un sistema de n vehículos aéreos no tripulados.

Diseñar un algoritmo centralizado de control lineal basado en la teoría de Consensus

de tipo Líder Seguidor.

Diseñar un algoritmo descentralizado de control no lineal basado en el enfoque de

Consensus de tipo Distribuido.

Obtener las simulaciones numéricas de la cooperación para un grupo de vehículos

aéreos no tripulados de tipo cuadrirrotor.

Obtener un sistema global para la cooperación de N vehículos aéreos basados en el

enfoque de Consensus.

Implementación de los algoritmos de navegación, guiado y control basados en la

teoría de Consensus

Por otra parte, para la metodología de estudio de este trabajo tesis, se aborda problema

de Consensus para el vuelo cooperativo en formación de dos o más vehículos aéreos no

tripulados (VANTs). En este contexto, se realizó una revisión bibliográfica del tema para

el diseño de algoritmos de vuelo cooperativo. En la primera etapa se obtuvo el modelo

dinámico de N vehículos aéreos no tripulados y se diseñaron los algoritmos de control

lineal basados en la teoría de Consensus para dos vehículos aéreos de manera que se

propuso un sistema multiagente centralizado. En esta primera etapa se analizó el enfo-

que Consensus de tipo Líder-Seguidor y se realizó la simulación numérica en el software

Matlab-Simulink©.

Durante la segunda etapa, se diseñaron los algoritmos mediante la teoría de Con-

sensus para el vuelo cooperativo en formación considerando técnicas de control no lineal.

En esta etapa se implementó un sistema descentralizado y distribuido de tipo estructura

virtual para la cooperación del vuelo en formación de dos o más vehículos aéreos. Se
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realizaron simulaciones para obtener el desempeño del sistema multiagente. Una vez ob-

tenidos los resultados de simulación, el algoritmo se implementó en tiempo real utilizando

el sistema de visión Vicon con el programa LabView y dos vehículos aéreos de tipo cua-

drirrotor, y utilizando el espacio de trabajo tridimensional del laboratorio de navegación

de CIIIA-FIME-UANL.

Para la tercera etapa, se implementó un sistema global para el vuelo cooperativo en

formación de N vehículos aéreos no tripulados basados en el enfoque de Consensus y un

control difuso. En esta parte se considera un control inteligente robusto utilizando la teoría

de control lógico difuso para tener un desempeño eficiente de cada aeronave que forma

parte del grupo de N vehículos aéreos. También es abordado el análisis de estabilidad

para el sistema multiagente formado por el grupo por N aeronaves cuadrirrotor, el cual

es desarrollado desde un punto de vista generalizado. El algoritmo de control difuao de

la formación cooperativa de vuelo se implementó en tiempo real utilizando el sistema de

visión Vicon con el programa LabView y dos aeronaves de tipo cuadrirrotor, y además

fue utilizado el espacio de trabajo tridimensional del laboratorio de navegación de CIIIA-

FIME-UANL.

CONTRIBUCIONES Y CONLUSIONES: En este trabajo se presenta un protocolo de con-

trol de formación Líder-Seguidor mediante el enfoque consensus el cual se obtiene el

seguimiento de trayectorias en el plano XY , para un sistema multiagente formado por

un grupo de cuatro vehículos aéreos de tipo cuadrirrotor. Los resultados de simulación

fueron obtenidos utilizando un modelo no lineal para cada vehículo, y muestran las tra-

yectorias manteniendo una formación prefijada en rombo o diamante, mientras que esta

formación realiza el seguimiento de una trayectoria preasignada por una curva cerrada de

tipo Lemniscata. En efecto cada agente seguidor reproduce la trayectoria generada por el

agente Líder Virtual manteniendo una cierta desviación, la cual es aceptable debido a las

no linealidades de alto orden del modelo.

Por otra parte, también se propuso un algoritmo de navegación distribuido basado

en un control de estructura variable denominado Super Twisting para Sistemas Multiagen-
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te (MAS de las siglas en inglés “Multi-Agent System”), y se desarrolló el algoritmo de

navegación distribuida de cada aeronave basado en el grupo euclidiano especial SE(3),

aplicando el algoritmo de control Super Twisting para la dinámica de traslación y rota-

ción de cada agente. Este controlador proporciona robustez contra la incertidumbre de los

parámetros del sistema, la convergencia en tiempo finito y la convergencia asintótica del

seguimiento de la trayectoria. El algoritmo de Consensus propuesto ha garantizado la per-

secución y el vuelo de formación del MAS. Finalmente, experimentos en tiempo real han

ilustrado el desempeño exitoso de los algoritmos propuestos.

Finalmente agregado a los protocolos de formación mencionados anteriormente, y

como la parte medular de este trabajo se ha propuesto un algoritmo de Consensus difuso

sectorial para realizar los vuelos de formación. El modelo matemático para vehículos aé-

reos no tripulados de N cuadrirrotores se describió utilizando la formulación de Newton-

Euler. Se desarrolló una estructura de vuelo en formación considerando un controlador

difuso sectorial considerando sus propiedades, y un sistema lineal en el que los estados de

posición y velocidad del i-ésimo cuadrirrotor se consideran en el protocolo de Consensus.

El análisis de estabilidad se obtuvo como una forma generalizada para las N -aeronaves

de tipo cuadrirrotor y se ha demostrado que el sistema en lazo cerrado es globalmente

asintóticamente estable, alcanzando el Consensus de las aeronaves. Finalmente, con el

propósito de validar el algoritmo de control difuso sectorial propuesto, se ejecutaron una

serie de experimentos en tiempo real obteniendo las respuestas de comportamiento de las

múltiples aeronaves que forman parte del sistema multiagente.

Como contribuciones de este trabajo podemos mencionar los siguientes artículos

publicados en memoria en extenso en congresos nacionales e internacionales

E. J. Ollervides-Vázquez, E. G. Rojo-Rodriguez, A. Ramírez-Mendóza, L. Amezquita-

Brooks, E. Liceaga-Castro, O. García-Salazar. “ Vuelo en Formación Basado en

el Enfoque Consensus para un Sistema Multi-Agente de Cuatro Cuadrirrotores.”,

Congreso Nacional de Control Automático (CNCA 2017), Monterrey, Nuevo León,

México, Oct. 4-6 2017.
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E. G. Rojo-Rodriguez, E. J. Ollervides, J. G. Rodriguez, E. S. Espinoza, P. Zambrano-

Robledo and O. Garcia, “Implementation of a Super Twisting Controller for Distri-

buted Formation Flight of Multi-Agent Systems Based on Consensus Algorithms”,

2017 International Conference on Unmanned Aircraft Systems (ICUAS 2017), Mia-

mi FL, USA, 13-16 June 2017.

E. G. Rojo-Rodriguez, E. J. Ollervides, P. Zambrano-Robledo and O. Garcia, “A

Fuzzy Gain Scheduling Control Algorithm for Formation Flight of Multi-UAVs”,

2019 International Conference on Unmanned Aircraft Systems (ICUAS 2019), Atlan-

ta, GA, USA,11-14 June 2019.

E. J. Ollervides, E. G. Rojo-Rodriguez, E. U. Rojo-Rodriguez, L. E. Cabriales-

Ramirez and O. Garcia-Salazar, “Two-layer saturated PID controller for the trajec-

tory tracking of a quadrotor UAV”, 2020 International Conference on Mechatronics,

Electronics and Automotive Engineering (ICMEAE 2020), Cuernavaca, Morelos,

México, 16-20 November 2020.

También como contribuciones de más importancia de este trabajo podemos mencionar los

siguientes artículos sometidos y publicados en de revista internacional indizada

E.G. Rojo-Rodriguez, O. Garcia, E.J. Ollervides, P. Zambrano-Robledo, and E.S.

Espinoza-Quesada, Robust Consensus-Based Formation Flight for Multiple Qua-

drotors, Journal of Intelligent & Robotic Systems, Vol. 93, Issue 1-2, pp 213-226,

2018.

E. J. Ollervides-Vazquez, E. G. Rojo-Rodriguez, O. Garcia-Salazar, L. A. Amezquita-

Brooks, P. Castillo and V. Santibañez, A sectorial fuzzy consensus algorithm for the

formation flight of multiple quadrotor unmanned aerial vehicles, International Jour-

nal of Micro Air Vehicles, Vol. 12, pp 1-25, December 2020.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

1.1 CONTROL COOPERATIVO

Debido a los recientes avances en áreas como física, biología, ciencias sociales y ciencias

de la computación, científicos han despertado un gran interés por el estudio y análisis del

comportamiento de grupos de animales. Por ejemplo, un grupo de animales combinan sus

esfuerzos para la búsqueda de alimentos, evasión de obstáculos y evasión de predadores;

las parvadas de pájaros incrementan su distancia de vuelo alrededor de un 70 % cuando

se despliegan en una formación en V ; y de manera similar con los grupos de peces que

pueden aumentar su eficiencia en su nado (Véase la Figura 1.1).

Para poder realizar cualquiera de las tareas antes mencionadas, cada elemento del

grupo debe cumplir con ciertas reglas, como: mantener una distancia con otros elementos

del grupo, mantener la misma velocidad que el resto del grupo y mantener la formación.

Estos comportamientos grupales de animales pueden tener diversas aplicaciones en la

ingeniería con misiones de tipo militar y civil. Estas aplicaciones contemplan la formación

de aviones, formación de helicópteros, en aplicaciones de redes móviles de sensores para

la vigilancia avanzada, manejo de materiales peligrosos, búsqueda y rescate y observación.

1
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Figura 1.1: Formaciones de aves y peces, [2],[20].

El vuelo en formación de helicópteros o aviones permite una reducción de la resis-

tencia al avance, permite también realizar tareas de recarga de combustible y transporta-

ción paralela y simultanea de vehículos o cargas pesadas (véase las Figuras 1.2 y 1.3).

Figura 1.2: Formaciónes de aviones.
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Figura 1.3: Formaciones helicópteros

El vuelo cooperativo involucra el diseño de sistemas de control de dos o más vehícu-

los interconectados para completar una tarea deseada. El diseño de control para múltiples

sistemas en red puede ser centralizado o descentralizado. El diseño de control centraliza-

do usa un simple agente (estación) que específica los objetivos de otros agentes basados

en los estados de todos los miembros del grupo. Esto puede tener ventajas, pero requiere

flujo multidireccional de la información completa. Por otro lado, el diseño control descen-

tralizado requiere de intercambio de información local entre los agentes para cooperar y

alcanzar un objetivo global.

En el enfoque Líder Seguidor, algunos agentes son considerados como Líderes

mientras que los demás como agentes Seguidores. La tarea de cooperación consiste en

forzar a los agentes Seguidores a mantener una Formación con los agentes Líderes, soste-

niendo la coordinación de la posición y la velocidad de todos los agentes del grupo. En el

enfoque de Arquitectura de Comportamiento consiste en ordenar varios comportamientos

deseados para cada agente y en diseñar entradas de control individual basadas una me-

dia ponderada de las entradas de control para cada comportamiento. El comportamiento
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incluye el seguimiento de trayectoria, el seguimiento del agente vecino, evasión de obs-

táculos y colisión, y mantenimiento de la formación. En el enfoque de Estructura Virtual,

la formación es considerada como un solo cuerpo virtual cuyas dinámicas son especifica-

das para general trayectorias de referencias apropiadas para cada agente. Por lo tanto, la

formación puede ser vista como una estructura virtual con marcadores de posición des-

cribiendo la configuración deseada de los agentes individuales. El enfoque de Consensus

consiste en la interacción y colección de agentes para alcanzar un objetivo común.

El control de vuelo cooperativo y la aplicación de vehículos aéreos no tripulados

(UAV) es un tema de investigación activo y desafiante, de crucial importancia para nu-

merosas aplicaciones civiles y militares. El control de vuelo cooperativo es un problema

avanzado que se puede resolver utilizando vehículos aéreos de tipo multirrotor o de ala

fija. Los métodos de control cooperativo lineal se han aplicado con satisfactoriamente en

robots aéreos, pero tienen una aplicabilidad limitada para la región de funcionamiento de

vuelo extendido, es decir, maniobras agresivas, donde la linealidad del sistema ya no es

válida. Además, solo se puede garantizar la estabilidad del sistema en malla cerrada para

regiones pequeñas alrededor del punto de equilibrio, que son extremadamente difíciles de

calcular.

1.2 ESTADO DEL ARTE

En la actualidad, investigadores e ingenieros están trabajando en el diseño de algoritmos

de guiado, navegación y control para vuelo cooperativo de vehículos aéreos no tripulados-

VANTs (UAVs de las siglas en inglés “Unmmaned Aerial Vehicles”) considerados co-

mo agentes. En efecto, estos algoritmos para los sistemas multiagentes están basados en

protocolos distribuidos en el cual cada agente puede tomar decisiones distribuidas en in-

formación local resultando un movimiento colectivo de todos los agentes en el grupo.

Estos protocolos distribuidos garantizan el consensus del sistema multiagente; es decir,

todos los agentes alcanzan el mismo valor.
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Algunas publicaciones sobre el vuelo en formación pueden mencionarse como: el

desarrollo e implementación de una plataforma experimental para aplicaciones de vehícu-

los heterogéneos no tripulados es presentado en [30] and [32]. En [11], un modelo de

juegos diferenciales de suma cero fue propuesto para obtener el vuelo en formación de un

grupo de tres VANTs de tipo ala fija considerados como jugadores, y en [31] una estrate-

gia de control, basada en algoritmos de Consensus Líder Seguidor Adaptable, fue diseñada

para sistemas multiagente afectados por eventos de red conmutados. En [51] se presenta

una solución para mantener un vuelo en formación de un grupo de mini vehículos aéreos

basado en vectores geométricos los cuales describen la distancia de separación y el ángulo

entre los vehículos aéreos. En [50], se muestran un resumen de ideas teóricas y prácticas

que pueden ser usadas para la localización distribuida basada en visión y el control de

vuelo en formación. Una solución del vuelo en formación distribuida para un grupo de

robots aéreos en ausencia de un sistema de posición externo es presentado en [28].

En años recientes, se han utilizado protocolos de formación distribuidos para diseñar

algoritmos de control para los sistemas multiagente en los que cada agente puede tomar

decisiones distribuidas sobre la información local que resulta en un movimiento colectivo

de todos los agentes del grupo. Estos protocolos de formación distribuidos garantizan el

Consensus de los sistemas multiagente para que los estados de todos los sistemas alcancen

el mismo valor, [20], [21], [41], [42]. Se están proponiendo equipos de agentes o sistemas

multiagentes para resolver una serie de problemas tales como agricultura de precisión,

inspección estructural, mapeo de áreas terrestres, monitoreo ambiental, búsqueda y resca-

te en desastres naturales, [6], [3], [5]. En [22], el problema de seguimiento de Consensus

de los sistemas multiagente Líder Seguidor se resuelve mediante el enfoque de control

por modos deslizantes de Super Twisting de segundo orden. En este artículo los auto-

res presentaron solo los resultados de simulación del Consensus del sistema multiagente.

Se propuso un enfoque robusto de control adaptativo para resolver el problema de Con-

sensus de los sistemas de múltiples agentes. Los autores en este trabajo, [18], incluyen

las incertidumbres y las perturbaciones externas en la dinámica del agente y propusieron

un algoritmo descentralizado. En [9], los autores propusieron un seguimiento coordinado
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distribuido para un grupo de vehículos autónomos a través de un enfoque de estructura

variable. Se enfocaron en el problema de seguimiento de Consensus donde un grupo de

vehículos autónomos puede rastrear a un Líder Virtual cuando el estado del Líder Vir-

tual está disponible solo para un subconjunto del grupo de vehículos. Para la formación

de vuelo con cuadrirrotores considerados como multiagentes, se propone el problema de

controlar un equipo de vehículos micro-aéreos manteniendo una formación estrecha que

se especifica mediante vectores de formación que prescriben las separaciones relativas y

el guiado entre los vehículos aéreos, [51]. En [50] se presentó un estudio del vuelo de for-

mación. Este artículo presenta ideas teóricas y prácticas que se pueden usar para construir

y comprender el estado del arte de los sistemas de localización distribuida y control de

formación, basados en la visión por computadora. En [28], se presenta una solución com-

pletamente distribuida para manipular a un equipo de robots con el objetivo de alcanzar

una formación deseada en ausencia de un sistema de posicionamiento externo.

1.3 OBJETIVO

1.3.1 OBJETIVO GENERAL

El principal objetivo de este trabajo de investigación es el vuelo cooperativo de múltiple

vehículos aéreos no tripulados trabajando en equipo eficientemente para lograr un com-

portamiento grupal deseado. Un área del control cooperativo de sistemas multiagentes

es el Consensus, que está relacionado con el control de formación, estimación distribui-

da, y seguimiento de trayectorias. En este mismo sentido, la coordinación es una de las

consecuencias de la cooperación entre sistemas multiagentes. El presente trabajo de in-

vestigación se enfoca en el Vuelo Cooperativo de Sistemas Multiagentes, en especial se

aborda el tema de Consensus.
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1.3.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS

Obtener el modelo dinámico de un sistema de n vehículos aéreos no tripulados.

Diseñar un algoritmo centralizado de control lineal basado en la teoría de Consensus

de tipo Líder Seguidor.

Diseñar un algoritmo descentralizado de control no lineal basado en el enfoque de

Consensus de tipo Distribuido.

Obtener las simulaciones numéricas de la cooperación para un grupo de vehículos

aéreos no tripulados de tipo cuadrirrotor.

Obtener un sistema global para la cooperación de N vehículos aéreos basados en el

enfoque de Consensus.

Implementación de los algoritmos de navegación, guiado y control basados en la

Teoría de Consensus.

1.4 JUSTIFICACIÓN

En la actualidad algunas aplicaciones civiles requieren que el vehículo aéreo no tripulado

(VANT) sea capaz de evolucionar de manera estable y adaptarse al entorno en donde esté

operando; sin embargo, existen otros problemas que un solo VANT no es capaz de resolver

por tal motivo, es necesario hacer que varios VANTs trabajen en conjunto y resuelvan los

problemas de forma cooperativa. Debido a esto, surge la necesidad de estudiar un enfoque

matemático para el diseño de algoritmos de cooperación de dos o más vehículos aéreos

no tripulados.
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1.5 HIPÓTESIS

Para el desarrollo de este proyecto se presentan una serie de hipótesis que permiten ubicar

puntualmente el contexto del problema y por lo tanto los métodos a seguir:

Es posible utilizar el enfoque Consensus para el vuelo en formación y coordinado

en el espacio de coordenadas SE(3) de un grupo de vehículos aéreos no tripulados

de tipo cuadrirrotor.

La técnica de Consensus permitirá el diseño de algoritmos basados en la teoría de

control lineal y no lineal para el vuelo en formación de N cuadrirrotores conside-

rando perturbaciones como ráfagas de viento, y aplicando la dinámica de sistemas

multiagente centralizados.

Es posible diseñar un algoritmo descentralizados de tipo líder-seguidor o de estruc-

tura virtual para el guiado, navegación y control para el vuelo en cooperativo en

formación de múltiples cuadrirrotores.

Un sistema global de cooperación permitirá la formación y coordinación de N

vehículos aéreos.
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MODELO MATEMÁTICO DEL VANT

El cuadrirrotor, es una aeronave de ala rotativa compuesta por cuatro rotores, que sostiene

en su centro geométrico una computadora de vuelo junto con una central inercial, mientras

que los rotores se ubican en las extremidades de los cuatro brazos de la aeronave. Antes de

describir el modelo matemático de un cuadrirotor, es necesario introducir las coordenadas

de referencia en las que describimos la posición y la orientación de la estructura de la

aeronave. Para el cuadrirotor, es posible utilizar dos sistemas de referencia. El primero

es fijo y el segundo es móvil. El sistema de coordenadas fijo, también llamado inercial,

es un sistema donde la primera ley de Newton se considera válida. Como sistema de

coordenadas anclado en tierra, utilizamos los sistemas NED, donde NED es para Norte,

Este y Abajo (“North, East, Down”), el cual representa el marco de la referencia inercial

fijado a la superficie de la tierra. Como podemos observar en la Figura 2.1, sus vectores

están dirigidos al Norte en el eje XI (en color rojo), al Este en el eje YI (en color verde),

y al hacia el centro de la Tierra en el eje ZI (en color azul).

El sistema de referencia móvil que hemos mencionado anteriormente está unido

con el baricentro (centro de masa del cuerpo de la aeronave) o centro de masa del del

cuadrirrotor. La Figura 2.1 se ilustran los marcos de referencia de los dos sistemas de

coordenadas.

9
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Marco inercial anclado 

en la Tierra

Marco del cuerpo fijado

a la aeronave

Cuadrirrotor

Superficie del planeta Tierra

Figura 2.1: Marcos de referencia del sistema coordenado.

La dinámica de vuelo de una aeronave en el espacio tridimensional del cuerpo rígido

de la aeronave se puede dividir en dos partes: el movimiento traslacional del baricentro de

la aeronave y el movimiento rotacional alrededor del baricentro de la aeronave. Se requie-

ren seis grados de libertad para describir cualquier movimiento del espacio tridimensional

a través del tiempo. Por lo tanto, existen seis movimientos aplicados al baricentro de la ae-

ronave, es decir, tres movimientos de traslación en el espacio tridimensional con respecto

al marco inercial y tres movimientos de rotación de los tres ejes del marco de referencia

fijado al cuerpo de la aeronave. El control de movimiento o seguimiento de trayectorias

de los seis grados de libertad se puede implementar ajustando las consignas de control

de las velocidades de angulares de los cuatro rotores de la aeronave. Los movimientos

incluyen traslación en avance (−θ) o en retroceso (+θ) en el eje XB cuando se manipula

la inclinación del ángulo de cabeceo, traslación lateral hacia la derecha (φ) o la izquierda

(−φ) en el eje YB cuando se manipula el ángulo de alabeo, traslación vertical de ascenso

y descenso mediante la manipulación del empuje de los cuatros rotores manteniendo los
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ángulos de cabeceo (θ) y alabeo (φ) en un valor nulo, y la dirección de giro del ángu-

lo de guiñada sobre el eje ZB se realiza mediante la manipulación de las velocidades de

los rotores, manteniendo dos rotores montados en el eje XB con una dirección de giro

de sus hélices en sentido horario, mientras que los otros dos rotores montados en el eje

YB se mantienen con una dirección de giro de sus hélices en sentido antihorario, de esta

forma manipulando la velocidad de giro de los cuatro rotores, se logra reducir de forma

significativa el efecto giroscópico que afecta a la aeronave en el eje ZB.

La orientación y la posición traslacional del cuadrirrotor se pueden controlar me-

diante las consignas deseadas de los controladores de las velocidades de los cuatro rotores

del vehículo cuatrirrotor. En el movimiento del VANT cuatrirrotor, influyen las siguientes

fuerzas y momentos: el empuje (“Thrust”) causado por el perfil aerodinámico y la veloci-

dad angular de las hélices montadas en los rotores o actuadores, el momento de cabeceo y

el momento de alabeo causados por la diferencia de las fuerzas de empuje aerodinámicas

de cada pareja de rotores, montados y alineados en mismo brazo, la fuerza gravedad, el

efecto giroscópico y el momento de guiñada causado por los momentos aerodinámicos de

arrastre de las hélices montadas en los cuatro rotores de la aeronave. El efecto giroscópico

se puede cancelar cuando dos rotores se asignan con velocidades angulares de igual mag-

nitud, pero con la dirección de giro opuesta. De esta forma, el momento de guiñada puede

ser controlado mediante la manipulación de las velocidades de rotación de los cuatro ro-

tores. Así, las hélices de los rotores se dividen por pares en ambos brazos del cuadrirrotor.

En cada brazo hay dos rotores diametralmente opuestos que podemos distinguir debido a

que la dirección de rotación de cada par de rotores se asigna en sentido contrario a los del

brazo opuesto de la aeronave multirrotor. Tal y como se ilustra en la siguiente Figura 2.2.
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2.1 DINÁMICA DE VUELO LONGUITUDINAL

En las Figuras 2.2, 2.3 y 2.4 se pueden observar los diagramas que ilustran los movi-

mientos del vehículo cuadrirrotor a lo largo del eje vertical (eje Z), donde el grosor de

las flechas angulares indica la magnitud de la velocidad de los cuatro rotores. El empuje

total TT producido por los cuatro rotores se utiliza para realizar las fases de vuelo vertical,

como son, el vuelo estacionario, el vuelo ascendente y el vuelo descendente.

 

Figura 2.2: Vuelo estacionario (Hovering).

El vuelo estacionario de un cuadrirrotor consiste en mantener los ángulos de cabeceo

(θ) y alabeo (φ) en valores nulos, sin importar el ángulo de guiñada (ψ) y manteniendo

la fuerza de sustentación (“Lift”) producida por las cuatro hélices de los rotores, con una

magnitud igual y dirección opuesta a la fuerza de atracción que la tierra ejerce sobre la

aeronave (fg = mg, siendo m la masa de la aeronave), tal como se muestra en el esquema

de la Figura 2.2.
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Figura 2.3: Vuelo vertical en ascenso.

La dinámica del vuelo ascendente de la aeronave se obtiene agregando una com-

ponente diferencial de velocidad de giro +∆ω de las hélices de los cuatro rotores, tal

como se muestra en el esquema de la Figura 2.3, produciéndose el vuelo en ascenso de la

aeronave en el eje ZI del marco inercial.

Figura 2.4: Vuelo vertical en descenso.

La dinámica del vuelo descendente de la aeronave se obtiene disminuir una com-

ponente diferencial de velocidad de giro −∆ω para las hélices de los cuatro rotores, tal

como se muestra en el esquema de la Figura 2.4, produciéndose el vuelo en descenso de

la aeronave en el eje ZI del marco inercial.



CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO DEL VANT 14

Es importante mencionar que la dinámica de vuelo vertical en el eje ZB del cua-

drirrotor es parte de la dinámica longitudinal de la aeronave, debido a que esta dinámica

se encuentra acoplada con la dinámica de avance definida en el eje XB de la aeronave,

formando un plano definido por los ejes ZB −XB.

La dinámica de vuelo longitudinal contempla el avance o retroceso de la aeronave

de tipo cuadrirrotor y se obtiene considerando su acoplamiento con la dinámica vertical o

de altitud de la aeronave. Considerando que la altitud de la aeronave es constante, el vuelo

de avance es causando por una diferencia de velocidad ∆ω entre las hélices de los rotores

1 y 3, mientras que las velocidades de las hélices de los rotores 2 y 4 se mantienen con

velocidades iguales, entonces los rotores 1 y 3 causan una fuerza de propulsión longitudi-

nal aplicada sobre la parte trasera o delantera de la aeronave (eje XB del marco fijado al

cuerpo); produciendo una dinámica de vuelo longitudinal en el eje XB de la aeronave. En

este caso, la dinámica de vuelo longitudinal, produce el movimiento de traslación hacia

adelante (avance del cuadrirrotor) o hacia atrás (retroceso del cuadrirrotor) y está asociada

con cualquier rotación del ángulo de cabeceo diferente de cero. En las figuras 2.5 y 2.6 se

ilustran los desplazamientos de traslación que representan la dinámica longitudinal en el

eje XB, considerando que la altitud de la aeronave es constante.

 

Figura 2.5: Vuelo longitudinal en avance.
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El momento de cabeceo es producido por la diferencia de las fuerzas de empuje

f1 y f3 de los rotores frontal (rotor 3) y posterior (rotor 1) respectivamente, el cual se

define mediante la ecuación (2.1), por lo que el momento de cabeceo τθ se define como la

fuerza angular aplicada alrededor del centro de masa de la aeronave en el eje YB, el cual

es generado por los rotores montados en los brazos del eje XB del cuadrirrotor (rotor 1 y

rotor 3), donde d representa la distancia desde el centro de masa de la aeronave hasta el

centro de rotación de la hélice de cualquiera de los rotores, indicando la longitud de cada

brazo del cuadrirrotor.

τ1 =

τ3 =

τθ =

f1d

f3d

τ3 − τ1 = f3d− f1d = (f3 − f1)d

(2.1)

 

Figura 2.6: Vuelo longitudinal en retroceso.
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2.2 DINÁMICA DE VUELO LATERAL DIRECCIONAL

En la Figuras 2.7 y 2.8, se ilustra como se logra una rotación de alabeo al crear una

diferencia entre las velocidades ∆ω de los rotores 2 y 4, mientras que las velocidades de

los rotores 1 y 3 se mantienen iguales. Si el vehículo cuadrirrotor tiene un ángulo de alabeo

distinto de cero, entonces los rotores 2 y 4 causan una fuerza de propulsión lateral sobre el

costado de la aeronave (eje YB del marco fijado al cuerpo); produciendo una dinámica de

vuelo lateral sobre el eje YB de la aeronave, causando los movimientos traslacionales de la

aeronave, ya sea hacia el costado derecha o hacia el costado izquierdo de la aeronave. Es

importante mencionar que la dinámica de vuelo lateral considera la traslación en el eje YB

de la aeronave, y esta acoplada con la dinámica direccional de la aeronave definida por el

ángulo de giro sobre el eje ZB de la aeronave, el cual se representa a partir de la variación

del ángulo de guiñada ψ del cuadrirrotor. La dinámica longitudinal se constituye mediante

un plano horizontal definido por los ejes ortonormales XB − YB.

Figura 2.7: Vuelo lateral hacia la derecha.

El momento de alabeo es producido por la diferencia de las fuerzas de empuje f2 y

f4 de los rotores izquierdo (rotor 2) y derecho (rotor 4) de la aeronave, el cual se expresa

mediante la ecuación (2.2). El momento de alabeo τφ se define como la fuerza angular

aplicada alrededor del centro de masa de la aeronave en el eje XB y es causado por los

rotores laterales 2 y 4.
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Figura 2.8: Vuelo lateral hacia la izquierda.

τ2 =

τ4 =

τφ =

f2d

f4d

τ2 − τ4 = f2d− f4d = (f2 − f4)d

(2.2)

En la ecuación 2.2 las variables τ2 y τ4 representan los momentos individuales ge-

nerados por el empuje de los rotores 2 y 4 respectivamente, mientras la constante d repre-

senta la longitud de cada brazo del cuadrirrotor. El movimiento de rotación en el eje ZB,

representado por el ángulo de guiñada de la aeronave, puede ser manipulado accionando

los momentos reactivos de arrastre de las hélices en los rotores, conocidos también como

los momentos aerodinámicos de las hélices de los rotores. Para este propósito tomaremos

en cuenta los dos rotores alineados en los brazos del eje XB que están girando en sentido

horario o directo (CW de las siglas en inglés “Clock Wise”), mientras que los otros dos

rotores alineados en los brazos del eje YB están girando en sentido antihorario o inverso

(CCW de las siglas en inglés “Counter Clock Wise”). La magnitud del momento reactivo

de cada rotor es proporcional a los parámetros aerodinámicos de la hélice y a su veloci-

dad giro. Cuando la velocidad de giro de cada pareja de rotores es igual en magnitud, los

momentos reactivos de arrastre se equilibran entre sí y la aeronave de tipo cuadrirrotor

tendrá un efecto giroscópico nulo sobre su eje ZB, es decir, el ángulo de guiñada o ángulo

de guiñada se mantendrá constante, mientras que cuando la velocidad de giro de las dos
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parejas de rotores no son absolutamente iguales en magnitud, los momentos reactivos de

arrastre no estarán equilibrados, y la aeronave de tipo cuadrirrotor comenzará a girar sobre

el eje ZB a causa del efecto giroscópico.

Figura 2.9: Vuelo estacionario con rotación positiva de guiñada.

Figura 2.10: Vuelo estacionario con rotación negativa de guiñada.

El momento de guiñada es producido por la diferencia de los momentos aerodinámi-

cos de las hélices, que son causados por el agrupamiento de los momentos desarrollados

en sentido directo (CW) de los rotores Q1 y Q3 y el agrupamiento de los momentos de-

sarrollados en sentido inverso (CCW) de los rotores Q2 y Q4, Para girar el cuerpo del

cuadrirrotor en un ángulo de guiñada con un incremento o variación positiva (CW), las
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velocidades del agrupamiento de los rotores 1 y 3 deben ser mayores que las velocidades

del agrupamiento de los rotores 2 y 4, mientras que para ángulo de giñada con decremen-

to o variación negativa (CCW), la configuración de la diferencia de velocidades de ambos

agrupamientos de rotores se invierte.

El momento de guiñada τψ se define como la fuerza angular aplicada alrededor del

centro de masa de la aeronave sobre el eje ZB y es causado por el agrupamiento de los

momentos de los rotores longitudinales 1 y 3, que son contrarrestados por el agrupamiento

de los momentos de los rotores laterales 2 y 4.

Q1 =

Q2 =

Q3 =

Q4 =

τψ =

CQω
2
1

CQω
2
2

CQω
2
3

CQω
2
4

Q1−Q2 +Q3−Q4 = CQ(ω2
1 − ω2

2 + ω2
3 − ω2

4)

(2.3)

En la ecuación 2.3 las variables Q1 y Q3 representan los momentos de arrastre in-

dividuales generados por el agrupamiento de los rotores 1 y 3 respectivamente, mientras

que las variables Q2 y Q4 representan los momentos de arrastre individuales generados

por el agrupamiento de los rotores 2 y 4. La constante CQ representa el coeficiente aerodi-

námico de arrastre de las hélices de los rotores. Por otra parte, en la ecuación 2.3 también

se expresa que los momentos aerodinámicos de las hélices dependen de los coeficientes

aerodinámicos de arrastre de la hélices CQ y su relación directamente proporcional con el

cuadrado de las velocidades de los rotores.
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2.3 DESCRIPCIÓN DE LOS ÁNGULOS DE EULER

Los ángulos de Euler son tres parámetros que fueron conceptualizados por el Físico-

Matemático Suizo-Ruso Leonhard Paul Euler. El principal propósito de los ángulos de

Euler es describir la orientación tridimensional de un cuerpo rígido. Para describir tal

orientación en el espacio euclidiano tridimensional, se requieren tres parámetros los cua-

les están definidos como el ángulo alabeo φ (“roll”), ángulo de cabeceo θ (“pitch”) y

ángulo de guiñada ψ (“yaw”).

Los ángulos de Euler constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares que

sirven para especificar la orientación de un sistema de referencia de ejes ortogonales, nor-

malmente móvil, respecto a otro sistema de referencia de ejes ortogonales normalmente

anclado en tierra. El marco de referencia móvil que se encuentra adherido rígidamente

a la estructura de la aeronave es conocido como el marco del cuerpo B={xB, yB, zB}, y

el marco de referencia fijado en la superficie de la tierra es mencionado como el marco

inercial I={xI , yI , zI}.

y
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Marco del cuerpo fijado a la aeronave

Figura 2.11: Sistema de coordenadas tridimensional NED.
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En la Figura 2.11, se ilustran ambos marcos coordenados de referencia, tanto el

marco inercial fijo en tierra, así como el marco del cuerpo fijado en la estructura de la ae-

ronave. Para la representación de los ejes de coordenados de ambos marcos de referencia

hemos utilizado la nomenclatura de Aeronáutica Norte-Este-Abajo (NED, que en el idio-

ma ingles significan North, East, Down), donde para el marco inercial el eje XI apunta

hacia el Norte, el eje YI apunta hacia el Este y el eje ZI apunta hacia el centro de la tierra.

Figura 2.12: Vuelo estacionario sobre el marco inercial (Hovering).

Para describir los ángulos de Euler tomaremos como referencia la Figura 2.12, en la

cual se muestra el cuerpo de la aeronave sobrepuesta sobre el marco inercial realizando el

modo de vuelo estacionario, con el propósito de indicar los movimientos rotacionales de

los ángulos de alabeo, cabeceo y la guiñada para establecer su relación con respecto a los

ángulos de Euler.
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Figura 2.13: Vuelo en avance con cabeceo negativo.

En la Figura 2.13, se muestra la rotación negativa del ángulo de inclinación o cabe-

ceo de una aeronave cuadrirrotor, donde el marco del cuerpo de la aeronave esta sobre-

puesto sobre el marco inercial, en esta ilustración se muestra el giro o rotación del centro

de gravedad de la aeronave con respecto al eje YB, definiéndose de esta forma el ángulo θ

para la rotación del cabeceo o inclinación de la nariz de la aeronave, tal que si el valor del

ángulo de cabeceo es negativo, indicando esto que la nariz (parte frontal) del cuadrirrotor

esta hacia abajo, la aeronave avanzará hacia adelante, y si se mantiene la altitud constante

y las rotaciones de alabeo y guiñada se mantienen nulas, entonces la aeronave entrará en

la fase de vuelo recto-nivelado.
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Figura 2.14: Vuelo lateral con alabeo negativo.

En la Figura 2.14, se muestra la rotación positiva del ángulo de alabeo de una ae-

ronave cuadrirrotor, donde el marco del cuerpo de la aeronave esta sobrepuesto sobre el

marco inercial, en esta ilustración se muestra el giro o rotación del centro de gravedad de

la aeronave con respecto al ejeXB, definiéndose de esta forma el ángulo φ para la rotación

de alabeo de la aeronave, tal que si el valor del ángulo de alabeo es negativo, indicando

esto que el brazo derecho del cuadrirrotor esta hacia abajo, la aeronave avanzará lateral-

mente hacia su costado derecho, y si se mantiene la altitud constante, con la rotación de

los ángulos de cabeceo y guiñada en cero, entonces la aeronave entrará en la fase de vuelo

lateral-nivelado, por otro lado, se puede considerar la posibilidad de una pequeña varia-

ción del ángulo de guiñada, por lo que entonces la aeronave entrará en la fase de el vuelo

lateral-direccional.
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Figura 2.15: Vuelo estacionario con variación del ángulo de guiñada.

En la Figura 2.15, se muestra la rotación positiva del ángulo de guiñada de una ae-

ronave cuadrirrotor, donde al igual que en los casos anteriores el marco del cuerpo de la

aeronave esta sobrepuesto sobre el marco inercial, en esta ilustración se muestra el giro

o rotación del centro de gravedad de la aeronave con respecto al eje ZB, definiéndose de

esta forma el ángulo ψ para la rotación del guiñada de la aeronave, tal que si el valor del

ángulo de guiñada presenta variaciones pequeñas, indicando esto que la nariz o parte fron-

tal del cuadrirrotor tiene cambios de dirección, y si la aeronave avanzará hacia adelante

con un ángulo de cabeceo negativo, manteniendo una altitud constante y las rotaciones de

variación pequeñas del ángulo de alabeo, entonces la aeronave estará en la fase de vuelo

direccional, la cual es utilizada durante la navegación.

Como le hemos mencionado, los ángulos de Euler representan una secuencia de

tres rotaciones elementales; es decir, rotaciones alrededor de los ejes de un sistema de

coordenadas, ya que cualquier orientación se puede lograr al componer tres rotaciones

elementales. En el planteamiento del modelo cinemático del vehículo cuadrirrotor utiliza-

remos el sistema de rotaciones que comienzan con la orientación del marco del cuerpo de
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la aeronave, alineada con en el origen del marco de las coordenadas inerciales, siguiendo

la secuencia de rotación de los ejes Z−Y −X , tal y como se ilustra en la Figura 2.16. Para

realizar dichas rotaciones se considera la regla de la mano derecha con la nomenclatura

NED.

Figura 2.16: Secuencia de rotación Guiñada-Cabeceo-Alabeo (Z-Y-X).

La secuencia de rotación para obtener la orientación del marco del cuerpo con res-

pecto al marco inercial es ilustrada en la Figura 2.16, y se describe de la siguiente forma y

orden: la primera rotación es para el ángulo de guiñada ψ (“yaw”) definida con respecto

al eje Z del marco inercial , la cual se representa por la matriz de rotación de la guiñada

dada por

R(ψ) =


cos(ψ) − sin(ψ) 0

sin(ψ) cos(ψ) 0

0 0 1

 (2.4)
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enseguida se realiza la segunda rotación que corresponde al ángulo de cabeceo θ (Pitch)

definida sobre el eje Y del marco obtenido en la rotación anterior, representándose por la

matriz de rotación del ángulo de cabeceo descrita por

R(θ) =


cos(θ) 0 sin(θ)

0 1 0

− sin(θ) 0 cos(θ)

 (2.5)

y finalmente se obtiene la tercera y última rotación correspondiente al ángulo de alabeo φ

(Roll) definida alrededor del eje X del marco obtenido en la segunda rotación, represen-

tándose mediante la matriz de rotación del ángulo de alabeo descrita por

R(φ) =


1 0 0

0 cos(φ) − sin(φ)

0 sin(φ) cos(φ)

 (2.6)

Esta combinación de rotaciones secuenciales que se describe mediante en la defi-

nición matemática de las matrices de rotación individuales, es utilizada para obtener la

matriz de rotación ortogonal del modelo cinemático de la aeronave, mediante la cual se

obtiene la orientación del marco del cuerpo de la aeronave con respecto al sistema de re-

ferencia definido por marco de las coordenadas inerciales. Por lo que la matriz de rotación

se puede obtener mediante la siguiente expresión

RI
B = RψRθRφ (2.7)

La ecuación de la matriz de rotación ortogonal expresada de forma desarrollada

queda expresada de la siguiente forma

RI
B =


cos θ cosψ sinφ sin θ cosψ − cosφ sinψ cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ

cos θ sinψ sinφ sin θ sinψ + cosφ cosψ cosφ sin θ sinψ − sinφ cosψ

− sin θ sinφ cos θ cosφ cos θ


(2.8)
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2.4 MODELO CINEMÁTICO DEL i-ÉSIMO VANT

Las ecuaciones cinemáticas para un grupo de agentes formado por N VANTs de tipo

cuadrirotor, son obtenidas utilizando la formulación matemática de la matriz de rotación

ortogonal definida a partir de los ángulos de Euler.

Se define el marco inercial Ii={xIi , yIi , zIi} que representa la referencia de tierra

con el vector de gravedad apuntando en dirección del eje zIi positivo. Este marco inercial

es basado en el sistema ortogonal de la mano derecha definido como marco NED (North-

East-Down) con xIi señalando al norte, yIi señalando hacia el este y zIi señalando hacia

el centro de la tierra. El marco del cuerpo Bi={xBi , yBi , zBi} se ubica en el centro de

gravedad (CG) y se fija con la orientación del cuadrirotor, con los ejes de los rotores

apuntando en la dirección positiva del eje zBi , mientras que los brazos del cuadrirotor

apuntan en dirección de los ejes xBi e yBi , respectivamente. e1i ,e2i , y e3i son vectores

unitarios de la base canónica de R3 para i = 1, . . . , N cuadrirotores, ver Fig. 2.17.

i
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i

i

i

i

i
ii
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Figura 2.17: Marcos de referencia del cuadrirotor.
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ηi = [φi, θi, ψi]
> es el vector de orientación asignado en el marco Ii, Ωi =

[pi, qi, ri]
>, es el vector de velocidad angular asignado en el marco Bi. La matriz de

trasformación Ei(ηi) conocida como la matriz de Euler, es utilizada para obtener la rela-

ción de transformación entre las velocidades rotacionales en el marco del cuerpo a partir

de las derivadas de los ángulos de Euler en el marco inercial, [2], [49], descrita por

Ωi = Wi(ηi)η̇i (2.9)

La matriz de Euler para un grupo de N VANTs se describe de forma desarrollada

como

Wi(ηi) =


1 0 − sen(θi)

0 cos(φi) sen(φi) cos(θi)

0 − sen(φi) cos(φi) cos(θi)


de tal forma que para calcular el vector η̇i a partir del vector Ωi se necesita obtener la

matriz inversa Ei = W−1
i , resultando la siguiente expresión para obtener el vector de las

derivadas de los ángulos de Euler, a partir del vector de las velocidades rotacionales en el

marco del cuerpo.

η̇i = Ei(ηi)Ωi (2.10)

La inversa de la matriz de Euler en su forma desarrollada se describe por

Ei(ηi) =


1 sin θi

(
sinφi
cos θi

)
sin θi

(
cosφi
cos θi

)
0 cosφi − sinφi

0 sinφi
cos θi

cosφi
cos θi


Como se mencionó anteriormente Ri ∈ SO(3) : Bi → Ii, es la matriz de rotación

ortogonal que representa la orientación de cada VANT perteneciente a un grupo de N

VANTs[49], la cual se describe por

Ri =


cθicψi sφisθicψi − cφisψi cφisθicψi + sφisψi

cθisψi sφisθisψi + cφicψi cφisθisψi − sφicψi
−sθi sφicθi cφicθi

 (2.11)
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Los ángulos de Euler también se pueden resolver utilizando la matriz de rotación ortogonal

Ri ∈ SO(3) : Bi → Ii descrita anteriormente, mediante la siguiente expresión

Ṙi = Ω̂iRi (2.12)

donde Ω̂i es la matriz anti-simétrica asociada con el producto cruz (i.e. âb = a×b para todo a, b ∈

R3), [45].

Ω̂i =


0 −ri qi

ri 0 −pi
−qi pi 0

 (2.13)

2.5 ECUACIONES DE MOVIMIENTO DEL i-ÉSIMO VANT

El cuadrirrotor tiene seis grados de libertad, tres son traslacionales y tres son rotaciona-

les, y solo cuenta con cuatro entradas de control; por lo que claramente este sistema es

subactuado. El control de las variables de estado físicas del sistema debe considerar que

las dinámicas de orientación y traslación están acopladas.

Las ecuaciones de movimiento para un grupo de N VANTs de tipo cuadrirotor,

considerados en este trabajo como agentes que pertenecen a un sistema mutiagente, son

obtenidas utilizando la formulación matemática de Newton-Euler junto con las ecuaciones

descritas por el modelo cinemático de la aeronave.

El vector del empuje total para la sustentación del vehículo aéreo (TTi) se obtiene

de la suma de los empujes fTi =
∑4

k=1 fki producidos por cada rotor individual para el

i-ésimo vehículo aéreo, tal que

fTi =
4∑

k=1

fki = cTi

4∑
k=1

ω2
ki
, con fk = cTω

2
k (2.14)

por lo tanto el vector del empuje total TTi en el marco del cuerpo se expresa como

TTi =


0

0

fTi

 =


0

0∑4
k=1 fki

 =


0

0

cTi
∑4

k=1 ω
2
ki

 (2.15)
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donde la variable ωki representa la velocidad angular del k-ésimo rotor y cTi > 0 es el

coeficiente aerodinámico de la hélice, que puede ser caracterizado mediante pruebas de

medición del empuje de la hélice, utilizando un sensor con una galga de fuerza trasla-

cional de un solo eje para medir la fuerza de empuje del rotor, y un sensor de velocidad

o tacómetro infrarrojo para medir la velocidad de la hélice del rotor. El vector de fuerza

exógena Fi = [FXi , FYi , FZi ]
> en Ii, se obtiene a partir de

Fi = RiTTi (2.16)

El vector τai = [τφi , τθi , τψi ]
> representa los momentos que actúan sobre el centro de

gravedad (CG) del vehículo aéreo. Si asignan los rotores m1i y m3i paralelos al eje Xi, y

los rotores m2i y m4i paralelos al eje Yi, tal que di es la distancia del CG del vehículo con

respecto al eje de rotación de los rotores, entonces τφi = di(f2i − f4i) y τθi = di(f3i −

f1i). Considerando que el momento reactivo producido por la hélice de cada rotor del

cuadrirotor se expresa como Qki = cQiω
2
ki

k = 1, ...4, donde cQi es el coeficiente de

resistencia la hélice del rotor. El momento de guiñada τψi se debe asignar la dirección de

giro en sentido contrario para cada par de rotores. Por lo tanto, los momentos aplicados al

CG del cuadrirotor se agrupan de la siguiente forma
τφi

τθi

τψi

 =


dicTi(ω

2
2i
− ω2

4i
)

dicTi(ω
2
3i
− ω2

1i
)

cQi(ω
2
1i
− ω2

2i
+ ω2

3i
− ω2

4i
)

 (2.17)

2.5.1 ECUACIÓN DE MOVIMIENTO DE ORIENTACIÓN PARA EL

i-ÉSIMO VANT

La dinámica de orientación de un cuerpo rígido se puede obtener mediante la representa-

ción de Euler en forma vectorial

JiΩ̇i = −Ωi × (JiΩi) + τai (2.18)
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donde Ji es la matriz de momentos de inercia y está definida como

Ji =


Jxxi 0 0

0 Jyyi 0

0 0 Jzzi

 (2.19)

expresando de forma desarrollada las ecuaciones de movimiento rotacional en Bi para N

cuadrirotores.

Ω̇i =


ṗi

q̇i

ṙi

 = −


(
Jyyi−Jzzi
Jxxi

)
qiri(

Jzzi−Jxxi
Jyyi

)
piri(

Jxxi−Jyyi
Jzzi

)
piqi

+


(

1
Jxxi

)
uφi(

1
Jyyi

)
uθi(

1
Jzzi

)
uψi

 (2.20)

Mientras que para calcular los ángulos de Euler de la aeronave se recurre al modelo cine-

mático diferencial de la aeronave, donde la matriz de transformación de Euler EI
Bi

, es útil

para definir el vector de las derivadas de Euler ηi en el marco inercial, a partir del vector

de la velocidad rotacional Ωi en el marco inercial, [2], [49]. Tal relación se muestra en la

siguiente expresión

η̇i =


φ̇i

θ̇i

ψ̇i

 =


1 sen(φi) tan(θi) cos(φi) tan(θi)

0 cos(φi) − sen(φi)

0 sen(φi) sec(θi) cos(φi) sec(θi)



pi

qi

ri

 (2.21)

2.5.2 ECUACIÓN DE MOVIMIENTO DE TRASLACIÓN PARA EL

i-ÉSIMO VANT

La fuerza exógena desarrollada por cuadrirrotor en el espacio tridimensional es represen-

tada por el vector de fuerza F = [FXi , FYi , FZi ]
> definido el marco de referencia inercial

(Ii), y se obtiene transformando el empuje total TTi en el marco del cuerpo (Bi), en sus

componentes vectoriales del marco inercial (Ii), mediante la matriz de rotación Ri(ηi), tal

como se muestra en la siguiente expresión.

Fi = Ri(ηi)TTi (2.22)
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Aplicando la segunda ley de movimiento de Newton en el CG de la estructura del vehículo

se obtiene la ecuación de movimiento traslacional para el i-ésimo cuadrirotor donde ξi =

[xi, yi, zi]
> es el vector de posición, ϑi = [vxi , vyi , vzi ]

> es el vector de velocidad

traslacional, tal que ϑi = ξ̇i, ambos asignados en el marco Ii para el i-ésimo vehículo.

ξ̇i = ϑi (2.23)

miϑ̇i = mige3i + Fi (2.24)

donde g es la constante de aceleración de la gravedad, y mi la masa del i-ésimo cuadri-

rotor. La ecuación 2.23 define el cambio en el “momentum” traslacional de la aeronave.

La expresión desarrollada que se obtiene para la dinámica de traslación 2.23 se muestra a

continuación

mi ẍi = −fTi (sinψi sinφi + cosψi sin θi cosφi)

mi ÿi = −fTi (sinψi sin θi cosφi − cosψi sinφi)

mi z̈i = −fTi (cos θi cosφi) +mi g

(2.25)

La dinámica de traslación también se puede calcular mediante la representación de Newton-

Euler en el marco del cuerpo, para el i-ésimo cuadrirotor donde, Vi = [ui, vi, wi]
> es el

vector de velocidad traslacional en el marco Bi, tal que el vector de velocidad inercial se

define como ϑi = Ri(ηi)Vi, ambos asignados en el marco Ii, Bi respectivamente para el

i-ésimo vehículo. Tal expresión se muestra a continuación.

mi V̇i = −Ωi × (mi Vi) + TTi (2.26)

mi


u̇i

v̇i

ẇi

 =


−mi(wiqi − viri)

mi(wipi − uiri)

−mi(vipi − uiqi)

+


0

0

fT i

+


−mi g sin θi

mi g sin θi cosφi

mi g cos θi cosφi

 (2.27)
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2.5.3 ECUACIONES DE MOVIMIENTO CON VELOCIDADES DE

TRASLACIÓN INERCIALES PARA EL i-ÉSIMO VANT

Considerando el siguiente vector de estados ζi = [ξ>i , ϑ
>
i , η

>
i , Ω

>
i ]> se obtiene la ecua-

ción de estado vectorial para el vehículo cuadrirotor, [14], [45], [23].

ζ̇i =
d

dt


ξi

ϑi

ηi

Ωi

 =


ϑi

−g e3i + 1
mi
Fi

Ei(ηi)Ωi

J−1
i (−Ωi × JiΩi + τai)

 (2.28)

Las ecuaciones de movimiento de la parte que corresponde a la posición angular

o ángulos de orientación del VANT de tipo cuadrirrotor, se pueden reescribir utilizando

la matriz de rotación ortogonal Ri ∈ SO(3) : Bi → Ii descrita anteriormente por las

ecuaciones (2.11) y (2.12), tal que se obtiene la siguiente expresión alterativa para la

representación vectorial del espacio de estado para el vehículo cuadrirotor

ζ̇i =
d

dt


ξi

ϑi

Ṙi

Ωi

 =


ϑi

−g e3i + 1
mi
Fi

Ω̂iRi

J−1
i (−Ωi × JiΩi + τai)

 (2.29)

Las expresiones desarrolladas para el modelo en el espacio de estados con las veloci-

dades de traslación inerciales, es obtenido a partir de la ecuación de movimiento compacta

2.28 o 2.29, la cual es expresada de la siguiente forma



CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO DEL VANT 34

ẋi = vxi

ẏi = vyi

żi = vzi

v̇xi = −fTi
mi

(sinψi sinφi + cosψi sin θi cosφi)

v̇yi = −fTi
mi

(sinψi sin θi cosφi − cosψi sinφi)

v̇zi = −fTi
mi

(cos θi cosφi) + g

φ̇i = pi + qi sen(φi) tan(θi) + r cos(φi) tan(θi)

θ̇i = qi cos(φi)− ri sen(φi)

ψ̇i = qi sen(φi) sec(θi) + r cos(φi) sec(θi)

ṗi =
(
Jyyi−Jzzi
Jxxi

)
qiri +

(
1

Jxxi

)
τφi

q̇i =
(
Jzzi−Jxxi

Jyyi

)
piri +

(
1

Jyyi

)
τθi

ṙi =
(
Jxxi−Jyyi

Jzzi

)
piqi +

(
1

Jzzi

)
τψi

(2.30)

2.5.4 ECUACIONES DE MOVIMIENTO CON VELOCIDADES DE

TRASLACIÓN NO INERCIALES PARA EL i-ÉSIMO VANT

Considerando el siguiente vector de estados ζi = [ξ>i , V
>
i , η

>
i , Ω

>
i ]> se obtiene la ecua-

ción de estado vectorial para el vehículo cuadrirotor, [14], [45], [23].

ζ̇i =
d

dt


ξi

Vi

ηi

Ωi

 =


Ri(ηi)Vi

1
mi

(−Ω × (miVi) + TTi)

Ei(ηi)Ωi

J−1
i (−Ωi × JiΩi + Ui)

 (2.31)

Las expresiones desarrolladas para el modelo en el espacio de estados con las ve-

locidades de traslación no inerciales, es obtenido a partir de la ecuación de movimiento

compacta 2.31, la cual es expresada de la siguiente forma
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ẋi = cψicθiui + (−sψicθi + cψisθisφi)vi + (sψisφi + cψisθicφi)wi

ẏi = sψicθiui + (cψicφi + sψisθisφi)vi + (−cψisφi + sψisθicφi)wi

żi = −sθiui + cθisφivi + cθicφiwi

u̇i = −(wiqi − viri)− gsθi
v̇i = (wipi − uiri) + gsθicφi

ẇi = −(vipi − uiqi) + ( 1
mi

)fTi + gcθicφi

φ̇i = pi + qi sen(φi) tan(θi) + r cos(φi) tan(θi)

θ̇i = qi cos(φi)− ri sen(φi)

ψ̇i = qi sen(φi) sec(θi) + ri cos(φi) sec(θi)

ṗi =
(
Jyyi−Jzzi
Jxxi

)
qiri +

(
1

Jxxi

)
τφi

q̇i =
(
Jzzi−Jxxi

Jyyi

)
piri +

(
1

Jyyi

)
τθi

ṙi =
(
Jxxi−Jyyi

Jzzi

)
piqi +

(
1

Jzzi

)
τψi

(2.32)

donde cθi = cos(θi), cφi = cos(φi), y cψi = cos(ψi), mientras que sθi = sen(θi), sφi =

sen(φi), y sψi = sen(ψi).



CAPÍTULO 3

GRAFOS Y SISTEMAS MULTIAGENTE

En este Capítulo se presenta la teoría básica relacionada con el algoritmo de de sincroniza-

ción consensus, el cual se puede incrustar con alguna técnica de control para la navegación

y guiado de aeronaves o robots aéreos. Debido a que se pretende trabajar con vehículos

aéreos no tripulados de tipo cuadrirrotor, considerados como robots aéreos, es necesario

modelar todo el sistema como un grupo de aeronaves, y el método matemático para rea-

lizarlo es por medio de la teoría de grafos. De esta forma, el marco teórico comienza con

el análisis de las reglas propuestas por Reynolds para el vuelo en formación, las cuales se

pueden implementar por medio de grafos en donde cada elemento o agente del grupo es

representado por un nodo y el flujo de información entre los elementos del grupo es re-

presentada por las conexiones entre los nodos. Con esto se tiene una forma de representar

el grupo de aeronaves realizando una formación de vuelo y es posible aplicar el algorit-

mo de sincronización consensus incrustando en alguna técnica de control para el caso de

regulación de posición o para el caso de seguimiento de trayectorias.

3.1 REGLAS DE REYNOLDS

En el trabajo realizado por Reynolds en [41], se establecen tres reglas que describen el

comportamiento que debe de tener cada elemento del grupo, con esto se puede lograr un

comportamiento grupal deseado. En este trabajo hemos interpretado las reglas que esta-

36
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bleció Reynolds para utilizarlas como una premisa es clave para mantener el vuelo en

formación de un grupo de aeronaves no-tripuladas, tal adaptación se menciona a conti-

nuación.

Concordar en velocidad: Las aeronaves de la formación de vuelo deben mantener la

una velocidad de vuelo y una dirección de guiado semejante a la de las aeronaves

cercanas.

Evasión de Colisiones: Todas las aeronaves de la formación deben evitar colisio-

nar con las aeronaves cercanas más próximas o con otros obstáculos aéreos que se

presenten durante el seguimiento de trayectorias de la formación de vuelo.

Permanecer en la formación: Cada aeronave del de la formación debe permanecer

cerca de la aeronave más próxima, pero siempre manteniendo una cierta distancia

de seguridad entre las demás aeronaves vecinas en la formación de vuelo.

Como se observa estas reglas dependen en gran medida de la respuesta dinámica

que tenga cada aeronave acomodada en la formación. De esta forma se visualiza que

debe existir un flujo de información entre todas las aeronaves de la formación de vuelo.

Este flujo de información entre las aeronaves cercanas es fundamental para determinar la

dinámica traslacional que tendrá la formación de vuelo como una estructura rígida. Por

tal motivo, es indispensable conocer toda la información relacionada con la dinámica de

cada una de las aeronaves de la formación, al igual que, la topología de comunicación que

tendrá cada aeronave para mantener una conectividad con las demás aeronaves cercanas

que pertenecen a la formación de vuelo. En la Figura 3.1 se muestra un esquema de la

formación de vuelo de una parvada de aves, que cumple con las Reglas de Reynolds.



CAPÍTULO 3. GRAFOS Y SISTEMAS MULTIAGENTE 38

Figura 3.1: Formación de vuelo de una parvada de aves.

La red de comunicación que maneja el flujo de información que hay entre las aerona-

ves de la formación, se puede representar matemáticamente por un grafo de conectividad,

en el cual las aeronaves o agentes se modelan como nodos y las conexiones representan el

flujo de información entre los agentes de la formación. A esta rama de investigación se le

conoce como Control Cooperativo de Sistemas Multi-agente con Grafos de conectividad.

3.2 TEORÍA DE GRAFOS

La teoría de grafos tiene una gran aplicación en Ciencias de la Computación, Sistemas de

Telecomunicación, Redes inalámbricas de sensores, algoritmos matemáticos de sincroni-

zación, por mencionar algunas. Esta teoría es muy aplicada para modelar comportamien-

tos discretos, al igual que, es fundamental para la comprensión de las estructuras de datos

y análisis de algoritmos. En este trabajo, utilizaremos la teoría de grafos para la imple-

mentación del sistema de conectividad que permite la comunicación entre los vehículos

aéreos o tripulados.

Un grafo G es compuesto por el par (V , E), tal que, G = (V , E), donde V =

v1, ..., vN es el conjunto de nodos del grafo y E es un conjunto de conexiones. Los elemen-

tos de E son denotados como (vi, vj) y representan una conexión que va desde el nodo vi
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hasta el nodo vj . Existen dos tipos de grafos, los dirigidos y los que no son dirigidos. Si el

grafo es direccional o dirigido la conexión será representada por una flecha dirigida desde

el nodo vi y hasta el nodo vj , y si el grafo es no direccional o no dirigido la conexión no

tiene flechas, esto implica que el flujo de información es bidireccional. En este trabajo se

considera que los nodos no tendrán auto conexiones o conexiones por si mismos.

3.3 CONTROL COOPERATIVO

Las estructuras y propiedades de todos los grafos en general pueden ser estudiadas por

ciertas matrices que se asocian con el grafo. A esta rama de estudio se le conoce como

teoría algebraica de grafos [23]. Las principales matrices relacionadas con los grafos se

definen a continuación:

Matriz de Adyacencia . La matriz de adyacencia o matriz de conectividad es defi-

nida como A = [aij], donde aij representa el valor del peso existente entre la arista que

comunica al nodo vi con el nodo vj , de tal forma que aij > 0 si (vj, vi) ∈ E y aij = 0

en otro caso. Debido a que utilizaremos grafos sencillos, un nodo no podrá tener una co-

nexión o lazo que inicie y termine en si mismo (auto lazo), tal que aii = 0. Nótese que la

matriz de adyacencia de un grafo no dirigido es simétrica, tal que A = AT .

Matriz de Grados de Entrada. Se define a la matriz de grados de entrada del nodo

vi, como la suma de los elementos de la i-ésima fila de la matriz de adyacencia A, tal que

di =
N∑
j=1

aij (3.1)

Matriz de Grados de Salida. La matriz de grados de salida del nodo vi, se define

como la suma de los elementos de la i-ésima columna de la matriz de adyacencia A, tal

que

doi =
N∑
j=1

aji (3.2)
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Matriz de volumen de entrada. El volumen de entrada es la suma de los grados de

entrada de cada nodo existente en el grafo, tal que

V ol{G} =
N∑
i=1

di (3.3)

Matriz Laplaciana. La matriz Laplaciana de un grafo se define como la diferencia

de la matriz diagonal de grados de entrada D = diag{di}, menos la matriz de adyacencia

A, y matemáticamente puede ser representada como L = D −A.

3.4 SISTEMAS MULTIAGENTE DE UNA FORMACIÓN

La formación de vuelo de un grupo de aeronaves se puede representar o modelar por me-

dio de un grafo conectado. Como se mencionó anteriormente un grafo consta de nodos

y conexiones, donde los nodos representan a cada elemento del grupo y las conexiones

representan el flujo de información entre los nodos o agentes del grupo. En los sistemas

multiagente de este trabajo, los agentes designados para cada nodo representan la diná-

mica de aeronaves no tripuladas o robots aéreos de tipo cuadrirrotor. En la Figura 3.2, se

muestra una representación ilustrativa del grafo de un sistema multiagente formado por

varios VANTs del modelo Parrot AR Drone© 2.0 [36].

Figura 3.2: Grafo de un sistema multiagente con VANTs.

Como se mencionó anteriormente los nodos de este grafo de comunicación también
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representan a los agentes del sistema multiagente, y matemáticamente son representados

por medio de ecuaciones dinámicas. La definición de las ecuaciones dinámicas del sistema

para cada agente permite pronosticar la respuesta transitoria entregada por las variables

de estado de posición, velocidad y aceleración de cada aeronave, y por lo tanto también se

puede obtener la solución del comportamiento dinámico de todos los agentes adjuntados

en el grupo (sistema multiagente).

3.5 ESTRUCTURAS CONTROL COOPERATIVO

Hasta el momento se ha definido la representación de un grupo de agentes como parte

de una red comunicación mediante el concepto matemático de un grafo de comunicación.

Por lo que ahora es momento de abordar las estructuras para aplicar control cooperativo

en sistemas multiagentes, por tal motivo haremos una clasificación de las estructuras más

importantes.

Una forma de clasificar las estructuras del Control Cooperativo de Sistemas Multi-

agentes es en función del método de control que se pretende usar y otra es en la forma que

se comunicarán los agentes o sistemas. Estos dos aspectos son de gran importancia para

definir entre estructuras de control centralizadas o descentralizadas, las cuales se describen

a continuación.

3.5.1 CONTROL CENTRALIZADO

Para el control centralizado existe una unidad central de procesamiento, en la cual son

conectados todos los agentes o aeronaves del grupo. Estos agentes o aeronaves adquieren

datos a través de sus diversos sensores (altitud, posición y orientación) y toda esta infor-

mación es enviada de forma inalámbrica a la unidad central de procesamiento, mientras

que, esta unidad central de procesamiento se encarga de calcular las variables de control
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para cada agente del grupo, en base a la información recibida de cada agente del sistema,

consecuentemente la unidad central de procesamiento envía la información calculada para

las variables de control, siendo recibida tal información por cada uno de los agentes del

sistema.

La principal ventaja de esta estructura es que la unidad central de procesamiento al-

macena toda la información adquirida por los sensores de las aeronaves, y por esta razón,

el análisis de la información es más eficiente. Una desventaja, es que la unidad central

procesamiento recibiendo datos de forma consecutiva de todos los agentes o aeronaves

del sistema, lo que puede provocar una saturación del canal de comunicación causando

una falla en la unidad central de procesamiento, provocando esto una falla total del sis-

tema multiagente, esto es debido a que los agentes o aeronaves individuales del sistema

multiagente no tienen la capacidad de decidir su propio comportamiento.

3.5.2 CONTROL DESCENTRALIZADO

El control descentralizado, tiene como característica principal que cada agente o sistema

tiene la capacidad de calcular su propia ley o variable de control, esta variable de con-

trol se calcula numéricamente en la unidad central de cómputo incorporada como parte

del autopiloto de la aeronave, dicha ley de control se calcula en base a la dinámica de

la aeronave, relacionado con la dinámica que tengan las aeronaves vecinas más próximas.

Mediante estructura de control descentralizada la dinámica del sistema multiagente es me-

nos sensible a los fallos que pueda presentar alguna de las aeronaves, debido a que cada

aeronave realiza el calculo su propia dinámica de control realimentado y no depende de

una unidad central de procesamiento, por lo tanto, de esta forma se tiene una red de co-

municación distribuida, con el almacenamiento de información distribuido a cada agente

o aeronave del sistema multiagente. La ventaja de esta estructura es que, si un agente o

aeronave falla, no afectara el funcionamiento de las demás aeronaves, pues cada aeronave

calcula su control cooperativo de manera independiente.
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3.6 MÉTODOS DE FORMACIÓN PARA EL CONTROL

COOPERATIVO

El objetivo del control cooperativo es tener múltiples agentes autónomos en una red de co-

municación, ejecutando tareas sincronizadas eficientemente para lograr un objetivo grupal

deseado, y esto se logra solo si los agentes realizan el seguimiento de las trayectorias pre-

definidas y al mismo tiempo mantienen una formación o patrón deseado. Los movimientos

en formación o coordinados tienen grandes ventajas de modelado matemático y de algo-

ritmos computacionales, con respecto a los movimientos no coordinados. En la actualidad

existen diferentes métodos de control para la Formación de Sistemas Multiagente, estos

dependen en su mayoría del comportamiento de los agentes vecinos más próximos, pero

cada método de control tiene diferente objetivo. Los principales métodos de control para

la Formación de Sistemas Multiagente son descritos a continuación.

3.6.1 CONTROL BASADO EN EL COMPORTAMIENTO

Este método se basa en el comportamiento en general que se tenga en todo el grupo de

agentes, esto quiere decir que el grupo no tiene un objetivo fijo, lo único que se busca es

moverse sin chocar entre los agentes del grupo. Matemáticamente se puede describir que

la dirección actualizada de movimiento para cada agente del grupo será el promedio de los

movimientos actuales realizados por cada agente del grupo. Literalmente se puede decir

que cada agente sigue a la manada o a el grupo.

3.6.2 CONTROL BASADO EN CAMPOS POTENCIALES

Este método tiene origen a partir de la definición de dos funciones potenciales, las cuales

crean campos que atraen o repelan fuerzas. Estos campos potenciales actúan sobre los
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agentes y de esta forma se produce el comportamiento de navegación grupal deseada. Un

balance entre fuerzas de atracción y repulsión produce la formación de agentes. Las fuer-

zas de atracción generan las trayectorias hacia un objetivo en específico y las de repulsión

evitan que los agentes choquen entre ellos o con obstáculos.

3.6.3 CONTROL DE FORMACIÓN TIPO LÍDER SEGUIDOR

En este método existe un agente líder y el resto es un grupo de agentes seguidores, de esta

forma se logra el control de la formación. Aquí, el agente líder es autónomo, esto quiere

decir que su movimiento no depende de ningún otro agente, mientras tanto los agentes

seguidores siguen los movimientos realizados por el líder y por algunos agentes vecinos.

Este método de control es de los más comunes en la literatura debido a sus amplias apli-

caciones.

3.7 ALGORITMO DE CONSENSUS

Un área del control cooperativo de sistemas multiagente es la sincronización con enfoque

de consensus, este es de gran importancia debido a que se puede relacionar con el control

de formación, agrupación, y estimación distribuida, entre otras cosas. También puede ser

modificado para aplicarlo como una estructura de control centralizada o descentralizada,

de forma similar se puede ajustar para que trabaje con algún método de formación mencio-

nado anteriormente. Consensus quiere decir que un grupo de agentes alcanza un valor en

común, esto se logra mediante la interacción de los agentes de un grupo, específicamente

entre los agentes que son vecinos en una formación o agrupación. La sincronización con

enfoque de consensus se puede realizar mediante sensores de mapeo bidimensionales o

tridimensionales siendo parte del sistema de control de abordo de las aeronaves o agentes,

o ya sea por una red de comunicación para el intercambio de información entre las aerona-

ves. Por las razones mencionadas anteriormente es muy importante plantear el diseño de
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algoritmos de sincronización con el enfoque de consensus, tanto para dinámicas lineales

y no-lineales de orden superior.

3.7.1 INTRODUCCIÓN AL ALGORITMO DE CONSENSUS

Un grupo de agentes o aeronaves se pueden considerar como un conjunto de nodos que

se comunican entre sí para permanecer en una formación dentro de un grupo, por lo tan-

to, cada agente o aeronave del grupo debe mantener a la igualdad de la velocidad y la

distancia de los demás agentes del grupo. Para conceptualizar esta idea y representar-

la como agentes dinámicos se debe dotar a cada nodo vi del grupo con un vector de

estados xi(t) en el dominio del tiempo. Retomando la teoría de grafos, se puede repre-

sentar a un grafo con nodos dinámicos como (G;x), donde G es el grafo con N nodos

y x(t) = [xT1 (t), xT2 (t), . . . , xTN(t)]T es el vector de estados del sistema multiagente. La

ecuación de estado del i-ésimo agente se puede representar mediante la siguiente ecuación

dinámica

ẋi(t) = f
(
xi(t), ui(t)

)
(3.4)

3.7.2 CONSENSUS CON DINÁMICAS LINEALES DE ORDEN

SUPERIOR

Cuando las dinámicas de los agentes son lineales y de orden superior se deben considerar

sistemas lineales que tenga dinámicas en forma de la segunda ley de Newton tanto en

posición como en velocidad. Se debe observar que en este tipo de consensus, la matriz A

denota las dinámicas del sistema y aij denota los pesos de los nodos del grafo G, estos

pesos son los valores que se encuentran en la matriz de adyacencia A.

En el tipo de consensus con dinámicas de orden superior se consideran N sistemas

con características idénticas los cuales son comunicados por un grafo G. La dinámica de
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mayor orden para el i-ésimo agente puede ser representada como

xi(t) = Axi(t) +Bui(t) (3.5)

donde xi(t) ∈ Rn es el vector de estados del i-ésimo agente y ui(t) ∈ Rm es la

entrada de control. La variable de control consensus más básica puede ser calculada con

la siguiente retroalimentación de variables de estados, y es escrita como sigue

ui(t) = K
∑
j∈Ni

(
xj(t)− xi(t)

)
(3.6)

donde c > 0 es un escalar que funciona para acoplar ganancias, K2 ∈ Rm×n es la

matriz de ganancias del control de retroalimentación de estados, aij son los elementos de

la matriz de adyacencia A del grafo G. La dinámica del i-ésimo agente en malla cerrada

es queda expresada como

ẋi(t) = Axi(t) +BK
∑
j∈Ni

(
xj(t)− xi(t)

)
(3.7)

Aplicando el producto de Kronecker, la dinámica de sistema multiagente en malla

cerrada queda descrita por

ẋ(t) = [(IN ⊗ A)− (L⊗BK)]x(t) (3.8)

donde x(t) = [xT1 (t), xT2 (t), . . . , xTN(t)]T ∈ RnN es el vector global de estados del sistema

multiagente , L es la matriz Laplaciana del grafo G y ⊗ es el producto de Kronecker
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PROTOCOLOS DE FORMACIÓN DE

VUELO

4.1 CONTROL DE LA FORMACIÓN DE VUELO LÍDER

SEGUIDOR

En la actualidad, investigadores e ingenieros están trabajando en el diseño de algoritmos

de guiado, navegación y control para vuelo cooperativo de vehículos aéreos no tripulados-

VANTs (UAVs de las siglas en inglés “Unmmaned Aerial Vehicles”) considerados como

agentes. En efecto, estos algoritmos para los sistemas multiagentes están basados en pro-

tocolos distribuidos en el cual cada agente puede tomar decisiones distribuidas en infor-

mación local resultando un movimiento colectivo de todos los agentes en el grupo. Estos

protocolos distribuidos garantizan el consensus del sistema multiagente; es decir, todos

los agentes alcanzan el mismo valor.

Algunas publicaciones sobre el vuelo en formación pueden mencionarse como: el

desarrollo e implementación de una plataforma experimental para aplicaciones de vehícu-

los heterogéneos no tripulados es presentado en [30] and [32]. En [11], un modelo de

juegos diferenciales de suma cero fue propuesto para obtener el vuelo en formación de un

grupo de tres VANTs de tipo ala fija considerados como jugadores, y en [31] una estrate-

47
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gia de control, basada en algoritmos de consensus Líder-Seguidor adaptable, fue diseñada

para sistemas multiagentes afectados por eventos de red conmutados. En [51] se presenta

una solución para mantener un vuelo en formación de un grupo de mini vehículos aéreos

basado en vectores geométricos los cuales describen la distancia de separación y el ángulo

entre los vehículos aéreos. En [50], se muestran un resumen de ideas teóricas y prácticas

que pueden ser usadas para la localización distribuida basada en visión y el control de

vuelo en formación. Una solución del vuelo en formación distribuida para un grupo de

robots aéreos en ausencia de un sistema de posición externo es presentado en [28].

El propósito en esta sección es la implementación de un protocolo de formación de

tipo Líder Seguidor para el control cooperativo de un grupo de VANTs realizando tareas

en movimiento colectivo. El control cooperativo consiste en tener múltiples agentes autó-

nomos trabajando de forma coordinada para lograr un comportamiento grupal deseado de

forma eficiente. Para el diseño del protocolo de formación de tipo Líder Seguidor, utiliza-

remos la técnica de sincronización llamada consensus. El protocolo de formación basado

en la técnica consensus es un área de estudio en el control cooperativo de los sistemas

multiagentes, y se considera de gran importancia, debido a que su aplicación se extiende

al control de formación, agrupación, estimación distribuida, tanto para sistemas lineales

como no lineales. Además, puede ser modificado para aplicarse en estructuras de con-

trol centralizadas o descentralizadas; así como para ser utilizado con diversos métodos de

control en formación.

4.1.1 CONTROL DE ORIENTACIÓN Y DE ALTITUD DE LOS N VANTS

En la formulación del problema de control de orientación, se considera el vector de la

orientación deseada ηdi , tal que η̃i = ηdi − ηi donde η̃i = ( φ̃i, θ̃i, ψ̃i )
T representa el vector

error de orientación, mientras que ηdi = ( φdi , θdi , ψdi )T representa el vector de la orien-

tación deseada de la aeronave. El problema de control consiste rigurosamente en la pro-

puesta de un vector de los momentos de control τai tal que ĺımt→∞ η̃i = 0. Para el control

de orientación del cuadrirrotor se propone un controlador lineal PID con saturación fuerte.
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En primera instancia se desea estabilizar el cuadrirrotor con un vector de orientación ho-

rizontal para realizar el vuelo estacionario, de tal forma ηdi=0. El vector de los momentos

deseados τadi para el control de orientación cuadrirrotor esta relacionado con el vector de

la aceleración angular deseada η̈di , tal que τadi = Jiη̈di , por lo que se puede argumentar

que el vector de momentos deseados implementa la ley de control de orientación. Toman-

do en cuenta la definición establecida en la ecuación (2.17), el vector los momentos de

actuación o de control se puede expresar como

τadi =


τφdi

τθdi

τψdi

 =


(
kp,φiφ̃i + kd,φi

˙̃φi + ki,φi
∫
φ̃idt

)
Jxxi(

kp,θi θ̃i + kd,θi
˙̃θi + ki,θi

∫
θ̃idt

)
Jyyi(

kp,ψiψ̃i + kd,ψi
˙̃ψi + ki,ψi

∫
ψ̃idt

)
Jzzi

 (4.1)

entonces el vector τadi = [τφdi , τθdi , τψdi ]
> representa la ley de control PID con

saturación de la orientación del i-ésimo cuadrirrotor. Donde φ̃i = φdi − φi representa la

variable de error del ángulo alabeo, θ̃i = θdi− θi representa la variable de error del ángulo

cabeceo, y ψ̃i = ψdi − ψi representa la variable de error del ángulo de guiñada. Mientras

que φdi , θdi y ψdi representan los ángulos deseados de alabeo, cabeceo y guiñada, res-

pectivamente. Por otra parte ˙̃φi = φ̇di − φ̇i representa la variable de error de la velocidad

angular de alabeo, ˙̃θi = θ̇di − θ̇i representa la variable de error de la velocidad angular

de cabeceo, y ˙̃ψi = ψ̇di − ψ̇i representa la variable de error de la velocidad angular de

guiñada. Mientras que φ̇di , θ̇di y ψ̇di representan las velocidades angulares deseadas de

alabeo, cabeceo y guiñada, respectivamente. La función de saturación fuerte utilizada para

la implementación de algoritmo de control de orientación se muestra a continuación

τ satrdi
= Sat

(
τrdi

)
=


τrmax Si τrdi ≥ τrmax

τrdi Si τrmin < τrdi < τrmax

τrmin Si τrdi ≤ τrmin

(4.2)

donde r = φdi , θdi , ψdi , para los controladores de orientación correspondientes de

los ángulos de alabeo, cabeceo y guiñada. Las ecuaciones desarrolladas del control PID
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saturado de actitud se expresan como sigue.

τ satφdi
= Sat

(
kp,φiφ̃i + kd,φi

˙̃φi + ki,φi
∫
φ̃idt

)
τ satφdi

= Sat
(
kp,θi θ̃i + kd,θi

˙̃θi + ki,θi
∫
θ̃idt

)
τ satφdi

= Sat
(
kp,ψiψ̃i + kd,ψi

˙̃ψi + ki,ψi
∫
ψ̃idt

) (4.3)

Por otra parte, en la propuesta del controlador de altitud es necesario considerar

que el de empuje TTi (alineado con ZB ) no siempre esta en dirección de e3i del marco

inercial, entonces la componente de del vector de fuerza inercial deseado Fzdi asociado al

controlador de altitud, se puede calcular en términos del ángulo φi y del ángulo θi tal que

Fzdi = mz̈i = −fTdi cos(θi) cos(φi) +mig (4.4)

Por lo que se propone la dinámica de la fuerza de empuje deseada fTdi de los rotores,

con el propósito de cumplir con el régimen de sustentación estacionario o ascendente,

obteniéndose la siguiente expresión

fTdi =
1

cos(φi) cos(θi)
(mig − Fzdi ) (4.5)

donde la fuerza de sustentación deseada Fzdi implementa una Ley de Control PID

con saturación fuerte, con el objetivo de realizar el seguimiento de trayectorias de la va-

riable de altitud zi de la aeronave, tal que el controlador queda expresado de la siguiente

forma

Fzdi = kp,zi z̃i + kd,zi ˙̃zi + ki,zi

∫
z̃idt (4.6)

donde z̃i = zdi − zi representa el error de posición traslacional, y zdi representa la

consigna de la posición traslacional, ambas variables en e3i . Mientras que ˙̃zi = żdi − żi
representa el error de la velocidad de traslación, żdi representa el comando o referencia de

la velocidad de traslación, ambas variables en e3. Con el propósito de mejorar el segui-

miento de las trayectorias de la variable de altitud de la aeronave, se agrega una función

de saturación fuerte en cascada con este Controlador PID de Altitud. La expresión del

Controlador PID de Altitud con la función de saturación fuerte agregada, se muestra a

continuación
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F sat
zdi

= Sat
(
Fzdi

)
=


Fzmax Si Fzdi ≥ Fzmax

Fzdi Si Fzmin < Fzdi < Fzmax

Fzmin Si Fzdi ≤ Fzmin

(4.7)

Combinando las ecuaciones 4.6, 4.5 y 4.7 se ve más claramente el Controlador No

Lineal PID con Compensación de Sustentación, el cual se expresa de la siguiente forma

f satTdi
=

1

cos(φi) cos(θi)

[
mig − F sat

zdi

]
(4.8)

Ahora se procede a obtener la función del vector de las entradas de control. A partir de la

ecuación (2.17), es posible obtener las variables de control o variables de consigna de los

actuadores (rotores de la aeronave cuadrirrotor). En consecuencia, debido a lo anterior,

se define un vector Γi que agrupa el empuje total y los momentos aplicados al centro de

gravedad de la aeronave, tal que Γi = ( fTdi , τφdi , τθdi , τψdi )T obteniéndose mediante la

siguiente expresión matricial compacta

Γi = CAiUi (4.9)

que de forma desarrollada se expresa como
fTdi

τφdi

τθdi

τψdi

 =


cTi cTi cTi cTi

0 dicTi 0 −dicTi
−dicTi 0 dicTi 0

cQi −cQi cQi −cQi




ud1i

ud2i

ud3i

ud4i

 (4.10)

donde CAi representa la matriz de los coeficientes aerodinámicos de la aeronave, mientras

que el vector Ui = ( ud1i , ud2i , ud3i , ud4i )T = ( ω2
d1i

, ω2
d2i

, ω2
d3i

, ω2
d4i )T representa las variables

de las entradas de control que generan los actuadores o rotores de la aeronave, y que

dependen de las velocidades cuadráticas y los coeficientes aerodinámicos de las hélices.

Mientras que, la expresión inversa de la ecuación 4.9

Ui = C−1
Ai
Γi (4.11)

nos permite obtener el vector de las variables deseadas de control, que corresponden a



CAPÍTULO 4. PROTOCOLOS DE FORMACIÓN DE VUELO 52

cada uno de los rotores. A continuación de muestra tal expresión matricial desarrollada
ud1i

ud2i

ud3i

ud4i

 =


1

4cT d
0 −1

2cT d
1

4cQ

1
4cT d

1
2cT d

0 −1
4cQ

1
4cT d

0 1
2cT d

1
4cQ

1
4cT d

−1
2cT d

0 −1
4cQ




fTdi

τφdi

τθdi

τψdi

 (4.12)

Obteniéndose de esta forma las leyes de control deseadas para cada uno de los rotores de

la aeronave y agregando una saturación fuerte para definir los limites de operación de la

velocidad de rotación mínima y máxima de los rotores. A continuación de muestran las

leyes de control deseadas asociadas para cada uno de los rotores de la aeronave.

uc1i = Sat(ud1i) = Sat

(
fsatTdi

4cTi
−

τsatθdi

2cTidi
−

τsatψdi

4cQi

)
uc2i = Sat(ud2i) = Sat

(
fsatTdi

4cTi
−

τsatφdi

2cTidi
+

τsatψdi

4cQi

)
uc3i = Sat(ud3i) = Sat

(
fsatTdi

4cTi
+

τsatθdi

2cTidi
−

τsatψdi

4cQi

)
uc4i = Sat(ud4i) = Sat

(
fsatTdi

4cTi
+

τsatφdi

2cTidi
+

τsatψdi

4cQi

)
(4.13)

La función de saturación fuerte utilizada para implementar el control de cada uno de los

rotores de la aeronave se muestra a continuación

ucri = Sat(udri) =


umax si udri ≥ umax

udri si umin < udri < umax

umin si udri ≤ umin

(4.14)

para r = 1, 2, 3, 4., donde umax representa la máxima velocidad cuadrática de los rotores,

y umin la velocidad cuadrática mínima de los rotores.

4.1.2 CONTROL DE NAVEGACIÓN DE LOS N VANTS

En el control de vuelo del cuadrirrotor se integra el control de orientación, de tal forma que

las consignas deseadas del vector de orientación ηdi se calculan a partir del controlador de

la posición traslacional en plano X − Y (control de navegación), y utilizando la matriz de
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rotación de referenciaRi(ψi) ∈ SO(2). Para obtener las fuerzas deseadas del controlador

de posición traslacional en el plano X − Y se propone el un controlador de tipo PID

expresado por  Fxdi

Fydi

 =

 Kp,Xix̃i +Kd,Xi
˙̃xi +Ki,Xi

∫
x̃idt

Kp,Yi ỹi +Kd,Yi
˙̃yi +Ki,Yi

∫
ỹidt

 (4.15)

donde x̃i = xdi−xi e ỹi = ydi−yi representan las posiciones de error en e1i y e2i , mientras

que xdi e ydi representan las posiciones deseadas en e1i y e2i , respectivamente. Por otra

parte ˙̃xi = ẋdi − ẋi and ˙̃yi = ẏdi − ẏi representan los errores de velocidad de traslación en

e1i y e2i , mientras ẋdi e ẏdi representan las velocidades de traslación deseadas en e1i y e2i ,

respectivamente. Para mejorar el rendimiento del controlador de navegación se agrega una

función de saturación fuerte, la cual se conecta a la salida del Controlador Saturado PID

de Traslación, de esta manera obtenemos la implementación del algoritmo completo del

controlador de navegación. La expresión utilizada para la función de saturación se indica

a continuación.

F sat
rdi

= Sat
(
Frdi

)
=


Frmax Si Frdi ≥ Frmax

Frdi Si Frmin < Frdi < Frmax

Frmin Si Frdi ≤ Frmin

(4.16)

donde r = x, y. para los correspondientes controladores de traslación en los ejes e1i y e2i

del marco inercial. Las ecuaciones desarrolladas por el controlador de navegación en el

plano X − Y se expresan de la siguiente manera.

F sat
xdi

= Sat
(
Kp,Xix̃i +Kd,Xi

˙̃xi +Ki,Xi

∫
x̃idt

)
F sat
ydi

= Sat
(
Kp,Yi ỹi +Kd,Yi

˙̃yi +Ki,Yi

∫
ỹidt

) (4.17)

El Controlador PID de Navegación propuesto se conecta en cascada a través de la matriz

de rotación Ri(ψi) ∈ SO(2), con el propósito de generar los ángulos de referencia de-

seados θdi and φdi del controlador de orientación, de tal manera que se obtiene la siguiente

conexión entre los controladores de orientación y traslación. φdi

θdi

 =

 sψ −cψ
cψ sψ

 F sat
xdi

F sat
ydi

 (4.18)
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donde

Ri(ψi) =

 sψ cψ

−cψ sψ

 (4.19)

La ecuación 4.18 representa la propuesta del controlador de navegación de la aeronave

para rastrear o seguir trayectorias el plano bidimensional definido por los ejes X − Y .

Logrando de esta forma el control de navegación del i-ésimo cuadrirrotor en el plano

X − Y .

4.1.3 PROTOCOLO DE FORMACIÓN CONSENSUS LÍDER SEGUIDOR

El objetivo del control cooperativo es tener múltiples agentes autónomos trabajando efi-

cientemente para lograr un comportamiento grupal deseado, y esto se logra solo si los

agentes mantienen su trayectoria preplaneada y a la vez mantienen la formación dada por

un patrón prefijado o deseado. Los movimientos coordinados de una formación de agentes

presentan grandes ventajas tanto de eficiencia computacional como de diseño de algorit-

mos matemáticos, todo esto con respecto a los movimientos no coordinados de un grupo

de agentes.

En este método existe un agente Líder y el resto es un grupo de agentes seguidores.

En este caso, el agente Líder es autónomo, esto quiere decir que su desplazamiento no

depende de otro agente, mientras que los agentes seguidores persiguen o tratan de imitar

los desplazamientos del agente Líder. El método de formación elegido para este trabajo es

de tipo Líder Seguidor, ya que se pretende que un grupo de agentes seguidores reproduzca

el comportamiento generado por un agente Líder, que en este caso será un Líder Virtual.

4.1.3.1 ALGORITMO DE CONSENSUS

El algoritmo consensus esta clasificado como una parte del área del control cooperativo

en sistemas multiagente; es de gran importancia debido a que se puede utilizar con el
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control de formación de un grupo de agentes. En este trabajo, el concepto de consensus

se puede interpretar como un grupo de agentes que alcanzan un valor común, donde cada

agente del grupo interactúa con sus agentes vecinos más cercanos, ya sea por sensado o

por una red de telecomunicación. El algoritmo consensus puede ser aplicado a dinámicas

de primer orden, segundo orden y orden superior. En este caso la dinámica de cada agente

es expresada en la forma de la segunda ley de Newton, por lo que se puede considerar la

ecuación de estado de un sistema de orden superior para modelar las dinámicas idénticas

de los nodos del sistema multiagente.

En este trabajo, se considera el problema de seguimiento cooperativo de sistemas

multiagente con N seguidores de dinámica idéntica y un agente Líder Virtual.

Suposición 1. El grafo G es de tipo árbol ramificado (“Spanning Tree”) y el nodo raíz

es el agente Líder; es decir, que existen caminos dirigidos del agente Líder a cada agente

Seguidor.

La dinámica del i-ésimo agente Seguidor es descrita por

ζ̇i(t) = Aζi(t) +Bui(t) (4.20)

donde ζi ∈ R1×n es el vector de estado, ui ∈ R1×m es la entrada de control, e i =

1, 2, . . . , N es el número de agente Seguidor.

La dinámica del agente Líder se asigna con el nodo cero, y es expresada como

ζ̇0(t) = Aζ0(t) (4.21)

donde ζ0 ∈ R1×n es el vector de estados. El agente Líder es un sistema autónomo, el cual

no es afectado por ningún agente Seguidor, de esta forma el agente Líder genera de forma

individual sus propios movimientos o trayectorias.

Suposición 2. El par A, B son matrices constantes con dimensiones compatibles.

El objetivo del seguimiento cooperativo es diseñar controladores de forma local

distribuida para todos los agentes seguidores.

ĺım
t→∞

(ζi(t)− ζ0(t)) = 0, ∀i ∈ N (4.22)
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Los estados de los agentes sincronizan con el estado del agente Líder.

4.1.3.2 PROTOCOLO DE FORMACIÓN CONSENSUS

Se define el error de seguimiento del agente i como

εi =
∑
j∈N

aij((ζi − hi)− (ζj − hj)) + gi((ζi − hi)− ζ0) (4.23)

donde aij representa el (i, j)-ésimo coeficiente de la matriz de adyacencia, gi es el vector

que indica las conexiones entre el agente Líder y los agentes seguidores.

Para el seguimiento cooperativo se tiene la siguiente ley de control

ui = Kεi (4.24)

donde K ∈ Rm×n, es la matriz de ganancias de realimentación, y hi es el vector cons-

tante de la formación deseada. El sistema multiagente en lazo cerrado puede ser descrito

mediante la siguiente expresión

ζ̇i(t) = Aζi(t) +BK
∑
j∈N

aij((ζi − hi)− (ζj − hj)) + gi((ζi − hi)− ζ0) (4.25)

Aplicando el producto de Kronecker, la dinámica global de sistema multiagente en

lazo cerrado queda descrita por

ζ̇(t) = [IN ⊗ A− (L+G)⊗BK]ζ(t) + [(L+G)⊗BK]ζ̄0(t) (4.26)

donde ζ̄0 = [ζ0, ζ0, ζ0, . . . , ζ0]T ∈ RnN representa el vector de estados del agente

líder, IN ∈ RnN es la matriz identidad, G = diag(g1, g2, . . . , gN) ∈ RnN×nN es un

matriz de forma diagonal que describe las conexiones entre la aeronave o agente líder y

las aeronaves o agentes seguidores.

Por lo tanto, la dinámica global del sistema multiagente en lazo cerrado, puede ex-

presarse de la siguiente forma

ζ̇(t) = ACζ(t) +BC ζ̄0(t) (4.27)
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donde AC = [IN ⊗ A − (L + G) ⊗ BK] ∈ RnN×nN representa la matriz principal y

BC = [(L+G)⊗BK] ∈ RnN×nN representa la matriz de entrada, ambas de la dinámica

global del sistema multiagente en lazo cerrado.

Para definir la estabilidad de la dinámica global del sistema multiagente en lazo

cerrado, se debe de considerar la aplicación de un grafo de comunicación de tipo árbol

ramificado, donde el nodo del agente líder debe ser la raíz del grafo de árbol ramificado,

por lo que entonces la matriz L+G será no singular y definida positiva.

Para exponer de forma más clara la propiedad de estabilidad de la matriz AC de

la dinámica global del sistema lineal, se utilizará la transformación de la forma canónica

de los bloques diagonales o forma canónica de Jordan de una matriz. Esta forma canó-

nica expresa los valores propios o autovalores de una matriz, por medio de su diagonal

principal. Esta transformación se expresa a continuación

J = M−1(L+G)M (4.28)

donde M ∈ RnN×nN representa una matriz de transformación no singular, de tal forma

que se obtiene la siguiente matriz de similaridad o matriz similar.

ĀC = (M ⊗ IN)−1AC(M ⊗ IN)

ĀC = (M ⊗ IN)−1(IN ⊗ A)(M ⊗ IN)− (M ⊗ IN)−1[(L+G)⊗BK](M ⊗ IN)

ĀC = [(M−1INM)⊗ (INAIN)]− [M−1(L+G)M ⊗ INBKIN ]

ĀC = (IN ⊗ A)− [(M−1(L+G)M)⊗BK]

ĀC = (IN ⊗ A)− [J ⊗BK]

(4.29)

Observando que la matriz ĀC presenta la siguiente forma diagonal

ĀC =


(A− λ1BK) 0 . . . 0

0 (A− λ2BK) . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . (A− λNBK)

 (4.30)

Sea λi el vector que contiene los valores propios de la matriz (L + G), que pueden ser

iguales o distintos. Entonces el sistema multiagente en lazo cerrado será asintóticamente
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estable, si y solo si todos los valores propios contenidos por λi = [λ1i , λ2i , . . . , λni ]
T ∈ Rn

son estrictamente positivos para cada subsistema dinámico que representa un agente del

grupo (Véase la ecuación 4.31)

(A− λiBK) > 0, para i = 1, . . . , N. (4.31)

es decir, si la matrizA−λiBK es definida positiva, entonces los valores propios agrupados

en los vectores (λ1, λ2, . . . , λN) < 0, serán todos negativos, por lo tanto cada subsistema

dinámico representado por un agente será asintóticamente estable.

4.1.4 GRAFO DEL PROTOCOLO

Como se mencionó anteriormente, se considera al Líder de la formación como una agente

virtual, esto quiere decir que solo se tiene acceso a su vector de estados, y los agentes se-

guidores serán cuatro vehículos aéreos de tipo cuadrirrotor. Para realizar la simulación del

algoritmo de formación consensus, se utiliza el modelo no lineal del cuadrirrotor mencio-

nado anteriormente. La topología del grafo que se considera para la comunicación entre

los agentes del grupo es de tipo árbol ramificado, donde el agente Líder es la rama prin-

cipal, como se indica en la suposición 1. En Fig. 4.1 se muestra el diagrama ilustrativo

con la topología de comunicación utilizada para implementar el algoritmo de formación

consensus lineal.

Agente  Líder Virtua l

Agente  seguidor 1

Agente  seguidor 2

Agente  seguidor 4

Agente  seguidor 3

Agente Líder Virtual

Agente seguidor 2 Agente seguidor 3

Agente seguidor 4

Agente seguidor 1

Figura 4.1: Grafo ramificado dirigido con 4 VANTs.



CAPÍTULO 4. PROTOCOLOS DE FORMACIÓN DE VUELO 59

4.2 PROTOCOLO DE FORMACIÓN CONSENSUS

DISTRIBUIDO

4.2.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA N VANTS

Considerando las ecuaciones de movimiento para un grupo de cuadrirrotores N represen-

tados como agentes, se define el marco inercial fijo en tierra como Ii={xIi , yIi , zIi}, y el

marco del cuerpo fijado o unido al centro de gravedad del vehículo comoBi={xBi , yBi , zBi},

y un marco de viento considerado durante el vuelo hacia adelante comoWi={xWi
, yWi

, zWi
}

para i = {1, . . . , N}, [49], [2]. Véase la Figura 4.2.

Marco inercial

Marco del cuerpo

Marco aerodinamico

Marco de guiado

Figura 4.2: Marcos del VANT cuadrirrotor.

Tal como se mencionó anteriormente la formulación de Newton-Euler es utilizada

para obtener el modelo dinámico para los N vehículos aéreos

ξ̇i = Vi (4.32)

miV̇i = Ri(−TTie3) +mige3 +Dξi (4.33)

Ṙi = RiΩ̂i (4.34)

JiΩ̇i = −Ωi × JiΩi + τai +Dηi
⊗ (4.35)

donde ξi = (xi, yi, zi)
> ∈ R3 representa las coordenadas de posición relativas al mar-
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co inercial y ηi = (φi, θi, ψi)
> ∈ R3 describe las coordenadas de rotación para el i-

ésimo UAV. La orientación de cada UAV está dada por una matriz de rotación ortogonal

Ri ∈ SO(3) : Bi → Ii que puede ser parametrizada por los ángulos de Euler φi, θi

y ψi representando el alabeo, cabeceo y guiñada o guiado, respectivamente. Esta matriz

representa la orientación del i-ésimo vehículo desde el marco del cuerpo hasta el marco

inercial, [45].

De igual forma, Ωi = (pi, qi, ri)
> ∈ R3 representa el vector de la velocidad angular

en Bi, Vi = (ẋi, ẏi, żi)
> ∈ R3 representa el vector de la velocidad de traslación en Ii, y

τai ∈ R3 representa el vector de los momentos aerodinámicos producidos por los actua-

dores o rotores que actúan sobre el centro de masa del i-ésimo vehículo aéreo. e1,e2, y

e3 son los vectores de la base canónica de R3, mi ∈ R denota la masa del i-ésimo UAV,

Ji ∈ R3×3 contiene los momentos de inercia del i-ésimo UAV. Dξi y Dηi son perturbacio-

nes acotadas, posiblemente variables en el tiempo y dependientes del estado, [45]. Ω̂i es

la matriz antisimétrica asociada con el producto cruz (i.e. âb = a× b ∀a, b ∈ R3), [45].

El vector del empuje total TTi de la aeronave y los momentos τai aplicados en el cen-

tro de masa de la aeronave, son generados por los cuatro rotores de los N cuadrirrotores,

y se describen a continuación

TTi =


0

0

Ti =
∑4

k=1 fk

 , τai =


τφi

τθi

τψi

 =


di(f2i − f4i)

di(f3i − f1i)

Q1i −Q2i +Q3i −Q4i


La variable escalar que representa el empuje total se define como Ti =

∑4
k=1 fk, donde

fk = ρaAdkω
2
kr

2CTk es la fuerza de sustentación o la fuerza de empuje de la hélice para

k = 1, 2, 3, 4, ρa es la densidad del aire,Adk denota el área del disco de la hélice, ωk denota

la velocidad angular del rotor, rk es el radio del disco formado por la hélice del rotor, y

CTk es el coeficiente del empuje, para todos los parámetros mencionados k = 1, 2, 3, 4.

El parámetro d denota la distancia desde el centro de masa de la aeronave hasta el eje del

rotor, La variable Qk = ρaAdkω
2
kr

3
kCQk es el momento de aerodinámico de arrastre para

los rotores con cQk que denota el coeficiente de momento reactivo de arrastre producido

por la hélice del rotor para k = 1, 2, 3, 4, ver [45].
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Tki

τφi

τθi

τψi

 =


κ0 κ0 κ0 κ0

−dκ0 dκ0 −dκ0 dκ0

−dκ0 −dκ0 dκ0 dκ0

−κ1 κ1 κ1 −κ1




ω2

1

ω2
2

ω2
3

ω2
4


donde κ0 = ρaAdkr

2
kcTk y κ1 = ρaAdkr

3
kcQk .

Figura 4.3: Esquema de la aeronave cuadrirrotor en el vuelo de avance.

Durante la régimen de vuelo estacionario de la aeronave, el principal propósito de

los rotores es proporcionar una fuerza de sustentación vertical en oposición al peso de

la aeronave cuadrirrotor; sin embargo, durante el vuelo hacia adelante o de avance, los

rotores también deben proporcionar una fuerza propulsora Pk para superar la resistencia al

avance del vehículo con k = 1, 2, 3, 4, véase la Figura 4.3. Debido al marco de referencia

de la aeronave (marco del cuerpo), las fuerzas de resistencia aerodinámicas se presentan

en el vuelo hacia adelante en un entorno espacial tridimensional, ver [19].

4.2.1.1 FUERZA DE PERTURBACIÓN AERODINÁMICA

Las fuerzas aerodinámicas producidas durante el vuelo se describen como

Dξi =


dξ1i

dξ2i

dξ3i

 = RiW
T
i


Dai

Yai

Lai

 (4.36)
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con la matriz de rotación Wi : Bi → Ai que transforma una fuerza del marco del cuerpo

al marco del viento, que se describe como

Wi =


cαicβi sβi sαicβi

−cαisβi cβi −sαisβi
−sαi 0 cαi

 (4.37)

donde αi es el ángulo de ataque y βi son el ángulo de deslizamiento lateral de la N -ésima

aeronave o agente. Lai , Yai , y Dai son las fuerzas aerodinámicas: sustentación, fuerza

lateral y arrastre, respectivamente, [19], [23], [45].

4.2.1.2 MOMENTOS GIROSCÓPICOS Y AERODINÁMICOS COMO

PERTURBACIONES

Los momentos que actúan en el vehículo aéreo a partir de perturbaciones aerodinámicas

se definen de la siguiente manera

Dηi =


dη1i

dη2i

dη3i

 = dηgyroi + dηaeroi (4.38)

Momento giroscópico. El momento del giroscopio generado por la rotación de la aeronave

sobre su centro su masa, y que es producido por la actuación de los cuatro rotores se

describe como

dηgyroi =
4∑

k=1

(−1)k+1Irki [Ωi × e3ωki)] (4.39)

donde Irki es el momento de inercia del rotor k y ωki denota la velocidad angular

del rotor k, con k=1, 2, 3, 4.

Momentos aerodinámicos. Los momentos aerodinámicos generados durante el vue-

lo de la aeronave se escriben como

dηaeroi =


Li
Mi

Ni

 (4.40)
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donde Li,Mi yNi son los momentos aerodinámicos de alabeo, cabeceo y guiado respec-

tivamente, [23], [49], [19], [26], [54].

Comentario 1. Como la rotación de las cuatro hélices en el cuadrirotor es equilibrada, el

momento giroscópico (4.39) esencialmente será cero. El único caso en el que los momen-

tos giroscópicos no serán cero, es si hay una diferencia significativa en las revoluciones

por minuto (RPM) de los cuatro rotores.

Comentario 2. El escenario de una formación de vuelo involucra N cuadrirrotores que

operan en una posición y orientación determinadas. El régimen del anillo de vórtice y el

viento cruzado lateral puede causar cambios extremos no deseados en la posición y la

orientación del cuadrirrotor vecino. En este trabajo, los efectos aerodinámicos se consi-

deran como perturbaciones externas.

4.2.2 NAVEGACIÓN DE N AGENTES

La navegación del agente de tipo cuadrirrotor se basa en un control de seguimiento geo-

métrico en SE(3) (grupo euclidiano especial), el cual es un control de modo deslizante

de segundo orden conocido con el nombre de control Super Twisting. Este algoritmo nos

permite obtener una convergencia asintótica del seguimiento de la trayectoria, incluso en

presencia de perturbaciones. Entonces el modelo de la aeronave descrito por las ecuacio-

nes (4.32)-(4.35) pueden reescribirse como

ξ̇i = Vi (4.41)

V̇i = upi + dξi (4.42)

Ṙi = RiΩi (4.43)

Ω̇i = uai + dRi (4.44)

donde upi ∈ R3 y uai ∈ R3 son entradas de control virtual para la dinámica de posición

y orientación. dξi = Dξi y dRi = −Ωi × JiΩi + Dηi . Entonces, estas entradas se pueden

escribir como

miupi = mige3 − (Rie3)TTi (4.45)
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τai = Jiuai (4.46)

Definición 1. Un marco de orientación Gi={fgi , bgi , ngi} es un marco de referencia que

consiste en el vector directo de control fgi , el vector binormal de control bgi y el vector

normal de control ngi para i = 1, . . . , N . Este marco considera la terminología de los

nombres de los tres vectores unitarios en el marco de referencia para una curva en R3.

Los tres vectores se definen de la siguiente manera

El vector normal de control ngi se define como una función de los errores de posi-

ción y velocidad.

ngi =
ge3 + upi
‖ge3 + upi‖

(4.47)

El vector directo de control fgn se define como un vector unitario en el plano

(ngi , tdi), y es ortogonal a ngi , tal que ngi · tdi > 0 con tdi =
ξdi
‖ξdi‖

. Entonces

fgi =
ngi × e1i

‖ngi × e1i‖
(4.48)

El vector binormal de control bgn se define como

bgi = −(fgi × ngi) (4.49)

Definición 2. Una matriz de rotación deseada Rdi ∈ SO(3) se define como Rdi =

[fgi bgi ngi ] correspondiente al marco de referencia o marco de guiado donde fgi =

Rdie1, bgi = Rdie2 y ngi = Rdie3.

4.2.2.1 CONTROL DE LA DINÁMICA DE POSICIÓN

Para el diseño de control de la dinámica de posición, se consideran las ecuaciones (4.78) y

(4.79) y se propone un segundo control de modo deslizante. En efecto, la relación entre la

entrada de control virtual upi , el empuje TTi y el vector normal ni = Rie3 se define como

miupi = mige3 − niTTi (4.50)
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a partir de (4.39), TTi y ni resulta que

TTi = mi‖ge3 + upi‖

ni =
ge3+upi
‖ge3+upi‖

(4.51)

Ahora, se propone un controlador Super Twisting (ST) upi para la dinámica traslacional

(ξi, Vi) con el propósito alcanzar una convergencia asintótica del seguimiento de trayecto-

rias. Para el problema de seguimiento, el error de seguimiento se define como

eξi = ξdi − ξi
ėξi = ξ̇di − ξ̇i

(4.52)

Entonces, la variable deslizante se define como

σpi = ėξi + kpeξi (4.53)

Por lo tanto, el vector normal de control ngi(ei, ėi) se propone en función de los

errores de posición y velocidad. En este caso, el problema de navegación está relacionado

con el problema de seguimiento con (ξdi , ξ̇di , ξ̈di) = (ξ0, 0, 0). Entonces, ngi(ei, ėi) se

define como

ngi(ei, ėi) =
ge3 + upi(σpi)

‖ge3 + upi(σpi)‖
(4.54)

Para lograr el seguimiento asintótico, el controlador de guiado debe garantizar que

el vector normal ni = Rie3 rastrea asintóticamente el vector normal de control ngi(ei, ėi).

Tomando la variable deslizante, resulta

σpi = ėξi + kpeξi (4.55)

diferenciando
σ̇pi = ëξi + kpi ėξi

= ξ̈di + kpi ξ̇di − kpi ξ̇i − dξi − upi
= ρpi(tdi , σpi)− upi

(4.56)

Suponiendo que |ρpi(tdi , σpi)| ≤ Hpi el siguiente controlador se describe como

upi = Cpi |σpi |1/2sgn(σpi) + wpi

ẇpi = Bpisgn(σpi)
(4.57)
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con Cpi and Bpi definidas como matrices diagonales positivas definidas cuyos elementos

se definen como cpi,v = 1.5
√
Hpi y bpi,v = 1.1Hpi , donde Hpi es una ganancia positiva y

v = 1, 2, 3. sgn(X) = (sgn(x1), sgn(x2), sgn(x3))> es la función de signo. Por lo tanto,

el controlador y la dinámica σpi se convierten

σ̇pi = ρpi(tdi , σpi)− Cpi |σpi |1/2sgn(σpi)− wpi
ẇpi = Bpisgn(σpi)

(4.58)

Teorema 1. Considere la dinámica traslacional (4.69)-(4.70) y el controlador junto con

la dinámica σpi (4.58). Luego, el controlador Super Twisting garantiza una convergencia

asintótica del seguimiento de salida y la convergencia de la variable deslizante en tiempo

finito de manera que

ξi → ξdi ξ̇i → ξ̇di ⇒ σpi → 0 (4.59)

Véase el Apéndice B para más detalles sobre el análisis de estabilidad.

4.2.2.2 CONTROL DE LA DINÁMICA DE ORIENTACIÓN

Para proponer el controlador de la dinámica de orientación, la matriz de rotación deseada

se define como Rdi = [fgi bgi ngi ] correspondiente al marco de guiado o marco de

referencia. Luego, la velocidad angular deseada en el marco de referencia se define como

Ω̂di = R>diṘdi . Basado en la operación del grupo SO(3), la orientación y los errores de

velocidad angular se definen como Rei = RiR
>
di

y Ωei = Ωi−Ωdi Por lo tanto, la función

de error en el grupo de rotación se escribe como

Υ (RiR
>
di

) =
1

2
tr(I −RiR

>
di

) (4.60)

donde Υ (RiRdi) es una medida de distancia entre dos SO(3) matrices Ri y Rdi . Tenga en

cuenta que Υ (RiRdi) = 0⇔ Ri = Rdi . Además, la siguiente expresión resulta

d

dt
Υ (RiR

>
di

) = Skew(R>diRi)
∨(Ωi −Ωdi) (4.61)

donde Skew(Ai)= 1
2
(Ai − A>i ) y el operador (·)∨ es el inverso del operador (·)∧ (para la

definición de seguimiento asintótico con múltiples agentes, véase la referencia [7]. En el
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control de la orientación del UAV, eRi = Skew(R>diRi)
∨ y eΩi = Ωei se tienen en cuenta.

Entonces, la variable deslizante se define como

σai = eΩi + kaieRi (4.62)

Suponiendo que existan algunas perturbaciones debido a los efectos aerodinámicos y los

momentos giroscópicos |ρRi(tdi , σai)| ≤ Hai , entonces el siguiente control está dado por

uai = Cai|σai |1/2sgn(σai) + wai

ẇai = Baisgn(σai)
(4.63)

donde Cai y Bai son matrices diagonales definidas positivas cuyos elementos se definen

como cai,v = 1.5
√
Hai y bai,v = 1.1Hai donde Hai es una ganancia positiva y v = 1, 2, 3.

Por lo tanto, el controlador y la dinámica σai se convierten.

σ̇ai = ρRi(tdi , σa)− Cai|σai |1/2sgn(σai)− wai
ẇn = Baisgn(σai)

(4.64)

4.2.3 PROTOCOLO GESTOR DE CONSENSUS DISTRIBUIDO

El protocolo de formación de Consensus distribuido del sistema multiagente permite que

un agente tome decisiones distribuidas sobre la información local, lo que resulta en un

movimiento colectivo de todos los agentes del grupo. Considerando el movimiento en el

plano X − Y y el ángulo de guiñada ψ de un sistema multiagente, la dinámica del agente

i-ésimo puede describirse como

ζ̇i = Aζi +Buci (4.65)

ςi = Cςi (4.66)

donde ζi ∈ R1×p es el vector de estado del agente i, uci ∈ R1×m es el vector de las entradas

de control correspondientes, ςi ∈ R1×l es el vector de las salidas medidas del agente, y A,

B y C son matrices constantes con dimensiones compatibles.
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Definición 3. Se dice que un sistema multiagente logra el Consensus si para cada agente

i = {1, . . . , N} existe una entrada de control de retroalimentación local del estado uci tal

que el sistema de malla cerrada satisfaga

ĺım
t→∞
‖(ζi(t)− hi(t))− ζi(0)‖ = 0 (4.67)

para cualquier condición inicial ζi(0), con i = 1, . . . , N , donde hi(t) ∈ R1×m representa

un vector de formación [hXi , hYi , hψi ]
> para cada agente, asociado con una posición en

el eje X , y una posición en el eje Y , y el ángulo de guiñada o rumbo ψi, respectivamente.

Para el sistema el sistema multiagente, se considera una función diferenciable con-

tinua por partes hi(t), y luego el siguiente protocolo de Consensus se describe como

uci(t) = Kζi(t) +Kg ζ̃i(t) +Kf

∑
j∈Ni

aij
(
ζ̃j(t)− ζ̃i(t)

)
+ ḣi(t) (4.68)

donde Ni representa el conjunto vecino del i-ésimo agente con i = 1, 2, . . . , N , ζi(t) =

[x(t), ẋ(t), y(t), ẏ(t)]> es el vector de estado del i-ésimo vehículo aéreo, ζ̃i(t) = ζi(t)−

hi(t) define el vector de error de salida i-ésimo, ζ̃j(t) = ζj(t) − hj(t) es el vector de

error de salida vecino j-ésimo, Kg = [kgp kgd] es el vector de ganancia correspondiente al

término que garantiza ζi → hi, mientras que Kf = [kfp kfd] es el el vector de ganancia

correspondiente al término que garantiza que ζ̃i and ζ̃j alcancen el Consensus. El vector

de gananciaK = [kp kd] y el término de compensación ḣi(t) se pueden usar para expandir

el conjunto de formación de estado factible h(t) [57], [12]. Es posible asignar K, Kg y

ḣi(t) igual a cero, de modo que el protocolo de formación use solo la información relativa

de los vecinos [20], [21], [40], [41], [42]. La Figura 4.4 muestra la topología utilizada en

el algoritmo de Consensus propuesto y representa un grafo dirigido fuerte y equilibrado

para los N agentes.

Definición 4. Para el problema de Consensus, se propone un protocolo de control distri-

buido para conducir todos los estados de los agentes a los mismos valores xi = xj , ∀i, j.

Este valor se conoce como un valor de Consensus [20].

Definición 5. Para el protocolo de control distribuido, se dice que es un protocolo con

topología G si uci = ki(xi, xj|j ∈ Ni), es decir, cada nodo puede obtener información

sobre el estado solo de sí mismo y sus vecinos cercanos pertenecientes en Ni, [20].
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Figura 4.4: Grafo dirigido, balanceado y fuertemente conectado para N agentes.

Contrariamente a la planificación de trayectorias, el algoritmo de Consensus distri-

buido propuesto implica evitar colisiones, igualar la velocidad y centrar la formación del

agrupamiento. De hecho, la red de comunicación entre las aeronaves de tipo cuadrirro-

tor utiliza un enfoque descentralizado para mantener la formación de vuelo. En la Figura

4.5, se muestra el esquema de un protocolo de coordinación simple para el sistema de

multiagente propuesto. El objetivo es que el gestor de Consensus aplique algoritmos de

Consensus distribuidos para que el grupo de agentes alcance a un Consensus. En este pro-

tocolo, cada vehículo aéreo ejecuta una ley de control local con el propósito de lograr un

objetivo en el tiempo y en la ubicación, con base en el resultado del gestor de Consensus,

[41].

Gestor de consensus

Algoritmo Local
de Navegación

Algoritmo Local
de Navegación

Figura 4.5: Gestor de Consensus para N agentes.

Comentario 3. El protocolo de Consensus (4.68) permite que lasN aeronaves cuadrirro-

tor o agentes del sistema multiagente, mantengan la formación geométrica preestablecida

incluso en presencia de perturbaciones (ráfaga de viento). Este algoritmo realiza las tres

reglas, como la evasión de colisiones, el acoplamiento de la velocidad y el centrado de la

parvada (centrado de la posición de la formación geométrica de vuelo).
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4.3 PROTOCOLO DE FORMACIÓN CONSENSUS CON

CONTROL DIFUSO SECTORIAL

El estudio del vuelo en formación para múltiples VANTs (sistema multiagente de

VANTs) se ha extendido en los últimos años debido a sus aplicaciones civiles y milita-

res. Estas aplicaciones incluyen mapeo, agricultura de precisión, monitoreo ambiental y

búsqueda y rescate. En efecto, algunas aplicaciones requieren vuelos robustos donde se

utilizan dos o más VANTs para ejecutar tareas grupales. Algunos trabajos de investigación

han utilizado el vuelo de formación como una forma de mejorar el rendimiento de las ae-

ronaves en sus misiones no tripuladas, obteniendo beneficios como la reducción de tiempo

de la tarea, la ampliación de la cobertura en aplicaciones iterativas e incluso reducciones

en la resistencia aerodinámica inducida de las aeronaves, permitiendo el máximo soporte

y alcance de las aeronaves en la formación de vuelo [27], [47]. En esta sección, se aborda

una estrategia basada en el Consensus difuso para el vuelo de formación de un grupo de

VANTs.

En la referencia [15], los autores presentan las reglas clásicas de Reynolds basa-

das en un controlador lógico difuso; específicamente, con el componente de separación,

que se considera una función similar a un gradiente para estabilizar la formación gene-

ral con entradas de control de magnitud restringida, y para representar la componente de

separación utilizan un campo vectorial repulsivo. En la referencia [53], se presenta una si-

mulación de un modelo dinámico de segundo orden para un sistema de múltiples agentes.

El comportamiento de la formación parvada o enjambre se logra combinando el algoritmo

de Consensus de velocidad, basado en la teoría de control óptimo, más un controlador

lógico difuso, que se construye como una función de un campo vectorial de atracción y

repulsión. Todo el Consensus se logra mediante el uso de una comunicación de topolo-

gía de red, con grafos dirigidos, para todos los agentes del enjambre. De forma similar,

los autores de la referencia [10] trabajaron en un protocolo de formación de primer or-

den con una configuración Líder Seguidor. En este trabajo se aborda una conectividad
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distribuida localmente del sistema de múltiples agentes, incluyendo la funcionalidad de

evasión de colisiones entre agentes. La problemática de evasión de colisión se resolvió

utilizando un controlador de separación de distancia de tipo difuso y un controlador de

formación de tipo difuso-neuronal, con la capacidad de aprendizaje en línea, aplicando el

método de gradiente descendente. Se muestran resultados de la simulación que proporcio-

nan respuestas mejoradas en comparación con el protocolo de formación de Consensus

convencional, y también con respecto a los algoritmos de evasión de colisiones basados

en campos vectoriales potenciales.

En la referencia [1] se estudian protocolos de vuelo geométricos. En este trabajo, se

utiliza una configuración de Líder Seguidor para un grupo de cuadrirrotores. Para lograr

la formación deseada en el plano X − Y , se utiliza un controlador lógico difuso como

protocolo de coordinación. El principal desarrollo de esta investigación es el ajuste en

línea de los parámetros del controlador, esto mediante la aplicación de un algoritmo ge-

nético. La efectividad de la aplicación solo se presenta en simulaciones. En la referencia

[4] se estudian sistemas multiagentes con modelos dinámicos no lineales. En este trabajo

se utiliza una estructura de control difuso adaptable que describe el control de formación

de agentes representados por modelos no lineales mediante el uso de errores de posición

traslacional en una función de potencial artificial. El controlador adaptable se diseña uti-

lizando un esquema de control difuso y el concepto de control óptimo robusto H∞. Los

resultados de las simulaciones se utilizaron para probar el desempeño de formación. En

la referencia [25] se propone un controlador de lógico difuso para el vuelo en formación

de un grupo de aeronaves, el algoritmo propuesto aborda el control de la orientación y la

coordinación de la navegación de un grupo de cuadrotors. El controlador de orientación se

basa en la metodología difusa de inferencia Takagi-Sugeno, mientras que la coordinación

de la navegación entre vehículos aéreos se realiza mediante un enfoque geométrico de

cuasi-cuadricula espacial. Se presentan simulaciones numéricas para validar el esquema

teórico.

La principal contribución de este trabajo se centra en un algoritmo de Consensus

difuso para el vuelo en formación de un grupo de aeronaves de tipo cuadrirrotor. Los
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cuadrirrotores se modelan utilizando la formulación matemática de Newton-Euler que

describe la dinámica traslacional y rotacional de una aeronave. Para la estrategia de vuelo

en formación, se propone un algoritmo de Consensus Difuso Sectorial para el vuelo de

formación de un sistema multiagente formado por un grupo de VANTs de tipo cadrirrotor

y se presenta el análisis de estabilidad para demostrar la convergencia asintótica global

sobre el origen.

1. Se propone la estrategia de Consensus difuso para el sistema multiagente formado

por los VANTs de tipo cuatrirrotor.

2. El análisis de estabilidad para el sistema multiagente formado por el grupo por N

aeronaves cuatrirrotor, es abordado desde un punto de vista generalizado.

3. El algoritmo de control de formación propuesto, utilizando el enfoque de Consensus

con Control Difuso Sectorial, es aplicado en un sistema multiagente formado por

un grupo de aeronaves de tipo cuadrirrotor, durante la fase de implementación de

experimentos en tiempo real.

4.3.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA N-VANTS DE TIPO

CUADRIRROTOR

El modelo matemático de los agentes que representan a los VANTs considera tres marcos

de referencia. Un marco inercial fijo al suelo definido como Ii={xIi , yIi , zIi}, un marco

del cuerpo unido al centro de gravedad de la aeronave como Bi={xBi , yBi , zBi}, y un marco

de viento que considera las fuerzas externas, como las ráfagas de viento y otros efectos

aerodinámicos de la estructura de la aeronave,Wi={xWi
, yWi

, zWi
}, [49]. Véase la Figura

4.6.
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Marco inercial

Marco del cuerpo

Marco aerodinamico

Marco de guiado

Figura 4.6: Marcos del VANT cuadrirrotor.

Para describir las ecuaciones de movimiento, se utiliza una formulación matemática

de Newton-Euler, considerando i = 1 . . . N agentes. El modelo se define como

ξ̇i = Vi (4.69)

miV̇i = Ri(−TTi) +mige3 +Dξi (4.70)

Ṙi = RiΩ̂i (4.71)

JiΩ̇i = −Ωi × JiΩi + τai +Dηi (4.72)

donde ξi = (xi, yi, zi)
> ∈ R3 son las coordenadas de posición relativas al marco inercial y

ηi = (φi, θi, ψi)
> ∈ R3 describe las coordenadas de rotación para el i-ésimo VANT; esto

dado por una matriz de rotación ortogonal Ri ∈ SO(3) : Bi → Ii parametrizado por los

ángulos de Euler φi alabeo, θi cabeceo y ψi guiñada.

De igual forma, Ωi = (pi, qi, ri)
> ∈ R3 es el vector de velocidad angular en Bi,

Vi = (ẋi, ẏi, żi)
> ∈ R3 es el vector de velocidad de traslación en Ii, TTi ∈ R>0 es el

empuje total y τai ∈ R3 son los momentos debidos a los actuadores.

Además, los vectores de base canónica de R3 son considerados, estos están repre-

sentados por e1,e2, y e3. El termino mi ∈ R denota la masa de del i-ésimo VANT, mien-

tras Ji ∈ R3×3 contiene los momentos de inercia del i-ésimo VANT. Ω̂i es la matriz

antisimétrica asociada con el producto cruz (i.e. âb = a × b para todo a, b ∈ R3).
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Dξi = (dξi1 , dξi2 , dξi3 )> ∈ R3 y Dηi = (dηi1 , dηi2 , dηi3 )> ∈ R3 son los vectores de las

perturbaciones, [23], [39], [45]. El empuje total TTi de la aeronave y los momentos τai

aplicados en el centro de masa de la aeronave, son generados por los cuatro rotores de los

N cuadrirrotores, y se describen a continuación

TTi =


0

0

Ti =
∑4

k=1 fk

 , τai =


τφi

τθi

τψi

 =


d[(f2 + f4)− (f1 + f3)]

d[(f3 + f4)− (f1 + f2)]

Q2 +Q3 −Q1 −Q4


La variable escalar que representa el empuje total se define como Ti =

∑4
k=1 fk, donde

fk = ρaAdkω
2
kr

2CTk es la fuerza de sustentación o la fuerza de empuje de la hélice para

k = 1, 2, 3, 4, ρa es la densidad del aire,Adk denota el área del disco de la hélice, ωk denota

la velocidad angular del rotor, rk es el radio del disco formado por la hélice del rotor, y

CTk es el coeficiente del empuje, para todos los parámetros mencionados k = 1, 2, 3, 4.

El parámetro d denota la distancia desde el centro de masa de la aeronave hasta el eje del

rotor, La variable Qk = ρaAdkω
2
kr

3
kCQk es el momento de aerodinámico de arrastre para

los rotores con CQk que denota el coeficiente de momento reactivo de arrastre producido

por la hélice del rotor para k = 1, 2, 3, 4, ver [45].
TTi

τφi

τθi

τψi

 =


κ0 κ0 κ0 κ0

−dκ0 dκ0 −dκ0 dκ0

−dκ0 −dκ0 dκ0 dκ0

−κ1 κ1 κ1 −κ1




ω2

1

ω2
2

ω2
3

ω2
4


donde κ0 = ρaAdkr

2
kcTk y κ1 = ρaAdkr

3
kcQk .

Figura 4.7: Esquema de la aeronave cuadrirrotor en el vuelo de avance.
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Durante la régimen de vuelo estacionario de la aeronave, el principal propósito de

los rotores es proporcionar una fuerza de sustentación vertical en oposición al peso de la

aeronave cuadrirrotor; sin embargo, durante el vuelo hacia adelante o de avance, los ro-

tores también deben proporcionar una fuerza propulsora Pk para superar la resistencia al

avance del vehículo con k = 1, 2, 3, 4, véase la Figura 4.7. Debido al marco de referencia

de la aeronave (marco del cuerpo), las fuerzas de resistencia aerodinámicas se presentan

en el vuelo hacia adelante en un entorno espacial tridimensional, ver [19]. Momento gi-

roscópico. El momento del giroscopio generado por la rotación de la aeronave sobre su

centro su masa, y que es producido por la actuación de los cuatro rotores se describe como

dηgyroi =
4∑

k=1

(−1)k+1Irki [Ωi × e3ωki)] (4.73)

donde Irki es el momento de inercia del rotor k y ωki denota la velocidad angular del rotor

k, con k=1, 2, 3, 4.

4.3.1.1 PERTURBACIÓN AERODINÁMICA

Fuerzas aerodinámicas. Las fuerzas aerodinámicas producidas durante el vuelo se descri-

ben como

Dξi =


dξ1i

dξ2i

dξ3i

 = RiW
T
i


Dai

Yai

Lai

 (4.74)

con la matriz de rotación Wi : Bi → Ai que transforma una fuerza del marco del cuerpo

al marco del viento, que se describe como

Wi =


cαicβi sβi sαicβi

−cαisβi cβi −sαisβi
−sαi 0 cαi

 (4.75)

donde αi es el ángulo de ataque y βi son el ángulo de deslizamiento lateral de la N -ésima

aeronave o agente. Lai , Yai , y Dai son las fuerzas aerodinámicas: fuerza de sustentación,

fuerza lateral y fuerza de arrastre, respectivamente, [19], [23], [45].
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Momentos aerodinámicos. Los momentos aerodinámicos generados durante el vue-

lo de la aeronave se escriben como

dηaeroi =


Li
Mi

Ni

 (4.76)

donde Li, Mi y Ni son los momentos aerodinámicos de alabeo, cabeceo y guiado res-

pectivamente, [23], [49], [19], [26], [54]. Los momentos que actúan en el vehículo aéreo

a partir de perturbaciones aerodinámicas se definen de la siguiente manera, los cuales son

diferenciables en forma continua

Dηi =


dη1i

dη2i

dη3i

 = dηgyroi + dηaeroi (4.77)

4.3.1.2 GUIADO, NAVEGACIÓN Y CONTROL PARA EL i-ÉSIMO VEHÍCULO

AÉREO

Para proponer un algoritmo de control y navegación de guiado para el i-ésimo vehículo

aéreo como estrategia distribuida, las ecuaciones (4.32)-(4.35)se reescriben de la siguiente

manera

ξ̇i = Vi (4.78)

V̇i = upi + dξi (4.79)

Ṙi = RiΩ̂i (4.80)

Ω̇i = uai + dRi (4.81)

con miupi = mige3−T>Ti(Rie3), τai = Juai , dξi =
Dξi
mi

y dRi = J−1
i [−Ωi × JiΩi +Dηi ].

En este sentido, upi ∈ R3 y uai ∈ R3 son entradas de control virtual para la dinámica de

posición y orientación del i-ésimo agente. Las entradas de control upi y uai son controla-

dores de modos deslizantes de segundo orden para obtener el guiado y navegación para el

i-ésimo vehículo aéreo del sistema de control multiagente, el procedimiento matemático
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para obtener estas entradas de control del i-ésimo VANT es descrito en la sección 4.2.2,

ver las referencias [48], [44], [43].

Comentario 4. Como la rotación de las cuatro hélices en el cuadrirotor es equilibrada, el

momento giroscópico (4.73) esencialmente será cero. El único caso en el que los momen-

tos giroscópicos no serán cero, es si hay una diferencia significativa en las revoluciones

por minuto (RPM) de los cuatro rotores.

Comentario 5. El escenario de la formación de vuelo en tiempo real, consiste en un gru-

po de aeronaves cuadrirrotor que operan en una posición y orientación determinadas.

El efecto tierra y el viento transversal lateral pueden causar cambios no deseados du-

rante el vuelo de los vehículos aéreos. En este trabajo, las fuerzas aerodinámicas Dξi y

los momentos aerodinámicos Dηi se consideran como perturbaciones que varían con el

tiempo.

4.3.2 ALGORITMO CONSENSUS DIFUSO SECTORIAL PARA LA

FORMACIÓN DE VUELO

Para este trabajo, definimos una formación de vuelo, tal que un grupo de aeronaves cuadri-

rrotor se acomodan en una posición predeterminada o deseada por medio de una geometría

definida matemáticamente. Tal que la formación geométrica deseada, es preasignada en

el espacio coordenado tridimensional X − Y − Z. De esta manera se realiza el control

de seguimiento de la trayectorias de posición de las aeronaves, dentro de la formación

geométrica variante con el tiempo. Mientras que la geometría de la formación de vue-

lo se puede especificar por los desplazamientos o movimientos deseados con respecto a

un sistema de coordenadas inerciales, bajo el supuesto de que cada aeronave es capaz

de detectar las posiciones y velocidades relativas de sus aeronaves vecinas, con respecto

al sistema de coordenadas inerciales. Esto implica que las aeronaves necesitan saber su

ubicación y velocidad en el sistema de coordenadas inerciales [35].

En cuanto a la forma geométrica que se define para el vuelo en formación, es nece-
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sario asignar un desplazamiento de posición en el plano tridimensional X − Y − Z, para

cada aeronave. Considerando una posición de referencia deseada y respetando la posición

y la velocidad entre las aeronaves, para mantener el vuelo en formación geométrica de-

seada. Este procedimiento se menciona más adelante en capítulo 5, donde se realizaron

varios vuelos en formación de Vehículos Aéreos No Tripulados, tanto en experimentación

como en simulación.

Para describir el intercambio de información entre los agentes del MAS, se utiliza el con-

cepto de grafo. Un grafo se denota como G = (V , E), donde V = {v1, ..., vN} representa

el conjunto de N nodos y E representa el conjunto de aristas. Un borde se denota co-

mo E(i, j) y se representa gráficamente mediante una flecha con el nodo de cola i y el

nodo de cabecera j con información del agente i al agente j. Un agente i se llama ve-

cino del agente j si (i, j) ∈ E y el conjunto de vecinos del agente i se denota como

Ni = {j | (i, j) ∈ E}. la matriz de adyacencia o conectividad se define como aij > 0 if

(j, i) ∈ E con pesos aij > 0 si (j, i) ∈ E y aij = 0 de lo contrario. Un grado ponderado

de nodo i se define como di =
∑N

i=1 aij = di =
∑N

i=1 aji y una matriz en grado co-

mo D = diag{di} ∈ RN×N . Entonces, la matriz laplaciana se define como L = D −A.

Un nodo está equilibrado si su grado de entrada es igual a su grado de salida, es decir,

di =
∑N

i=1 aij = di =
∑N

i=1 aji. En este trabajo, los grafos se consideran invariantes con

el tiempo; significa que A está formado por términos constantes, [20], [21], [41], [42].

El protocolo de formación de Consensus distribuido para sistema de múltiples agen-

tes permite que un agente tome decisiones distribuidas sobre la información local, lo que

resulta en un movimiento colectivo de todos los agentes del grupo.

Definición 6. Para lograr un Consensus, un sistema lineal se define de la siguiente ma-

nera

λ̇ = Aλ+Buζ (4.82)

ζ = Cλ (4.83)

donde λ = [xi, yi, zi, φi, θi, ψi]
> ∈ R2DN×1 es el vector de variables de estado de posición

y velocidad de la aeronave i = 1, . . . , N , uζ ∈ RDN×1 es el vector de entrada de control
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correspondiente, ζ ∈ RDN×1 es el vector de salida del agente i y A ∈ R2DN×2DN , B ∈

R2DN×DN y C ∈ RDN×2ND son matrices constantes con dimensiones compatibles. Los

parámetros D y N en la dimensión del sistema son los grados de libertad del agente i

para realizar el Consensus y el número de agentes, respectivamente.

Definición 7. Se dice que un sistema de múltiples agentes logra el Consensus si para cada

agente i = {1, . . . , N} existe una entrada de control con realimentación de estado local

uζ tal que el sistema en lazo cerrado satisface

ĺım
t→∞
‖ζi(t)− ζj(t)‖ = ‖ζdi(t)− ζdj(t)‖ (4.84)

ĺım
t→∞
‖ζ̇i(t)− ζ̇j(t)‖ = ‖ζ̇di(t)− ζ̇dj(t)‖ = 0 (4.85)

y agregando el control de seguimiento de trayectoria de la aeronave, entonces también

deben cumplirse las siguientes condiciones

ĺım
t→∞
‖ζi(t)− ζdi(t)‖ = 0 (4.86)

ĺım
t→∞
‖ζ̇i(t)− ζ̇di(t)‖ = 0 (4.87)

ĺım
t→∞
‖ζj(t)− ζdj(t)‖ = 0 (4.88)

ĺım
t→∞
‖ζ̇j(t)− ζ̇dj(t)‖ = 0 (4.89)

para cualquier condición inicial λ(0), con i = 1, . . . , N .

Donde ζ = [ζ1, ζ2, ζ3, . . . , ζDN ]> ∈ RDN×1 representa el vector de posición de la

formación, y ζd = [ζd1 , ζd2 , ζd3 , . . . , ζdDN ]> ∈ RDN×1 representa el vector de posición

deseado de la formación, y donde ζ̇ = [ζ̇1, ζ̇2, ζ̇3, . . . , ζ̇DN ]> ∈ RDN×1 representa

el vector de velocidad de la formación, y ζ̇d = [ζ̇d1 , ζ̇d2 , ζ̇d3 , . . . , ζ̇dDN ]> ∈ RDN×1

representa el vector de velocidad deseado de la formación. Para el vuelo de la formación

de Consensus, y para el control de seguimiento de las trayectorias de las aeronaves, se

debe cumplir que ĺımt→∞ ζ̇i(t) = ζ̇j(t), as well as ζ̇di(t) = ζ̇dj(t).
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4.3.2.1 CONTROLADOR DE FORMACIÓN DIFUSO SECTORIAL

Para el controlador de formación de lógica difusa, χ(t) = [ẽζi(t) ˙̃eζi(t)]
T se considera y re-

presenta el vector de error de la posición y la velocidad respectivamente y Φ(ẽζi(t), ˙̃eζi(t))

representa el Protocolo de Consensus con Teoría de Control Lógico Difuso que es una par-

te medular del controlador de vuelo de formación. La ley de control de entrada, definida

como un protocolo de Consensus del sistema multiagente, se propone como

uζ(t) = −Kgχ(t)− Φ
(
ẽζi(t), ˙̃eζi(t)

)
(4.90)

donde

Kg =

 kgp 0

0 kgd


donde Kg es una matriz definida positiva con dimensiones compatibles. Si para

todo i, j ∈ {1, 2, . . . , N}, ĺımt→∞ ‖ζi(t)− ζj(t)‖ = ‖ζdi(t)− ζdj(t)‖, y ĺımt→∞ ‖ζ̇i(t)−

ζ̇j(t)‖ = ‖ζ̇di(t)− ζ̇dj(t)‖, entonces para el sistema multiagente (4.82) se dice que logra el

régimen de Consensus global para las variables de estado definidas como salidas. Además,

Si para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , N}, ĺımt→∞ ‖ζi(t)−ζdi(t)‖ = 0, ĺımt→∞ ‖ζ̇i(t)− ζ̇di(t)‖ =

0, ĺımt→∞ ‖ζj(t) − ζdj(t)‖ = 0 y ĺımt→∞ ‖ζ̇j(t) − ζ̇dj(t)‖ = 0, entonces para el sistema

multiagente (4.82) se dice que logra el control de seguimiento de trayectorias para las

variables de estado definidas como salidas. En consecuencia, las variables de error de

Consensus son descritas como

ẽζi(t) =
∑
j∈Ni

aij

(
eζi(t)− eζj(t)

)
(4.91)

˙̃eζi(t) =
∑
j∈Ni

aij

(
ėζi(t)− ėζj(t)

)
(4.92)

definiendo los errores de posición de los agentes i y j respectivamente,

eζi(t) = ζdi(t)− ζi(t) (4.93)

eζj(t) = ζdj(t)− ζj(t) (4.94)
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y definiendo los errores de velocidad de las agentes i y j respectivamente,

ėζi(t) = ζ̇di(t)− ζ̇i(t) (4.95)

ėζj(t) = ζ̇dj(t)− ζ̇j(t) (4.96)

donde Ni representa el conjunto vecino del agente i with i = 1, 2, . . . , N . El vector,

ζi(t) = [xi, yi, zi, φi, θi, ψi]
> es la posición del i-ésimo vehículo, y el vector ζ̇i(t) =

[ẋi, ẏi, żi, φ̇i, θ̇i, ψ̇i]
> es la velocidad del i-ésimo vehículo, Φ(ẽζi(t), ˙̃eζi(t)) es el vector de

la función que corresponde al término del Controlador Lógico Difuso Sectorial de Con-

sensus que garantiza que los errores de posición eζi , eζj y que los errores de velocidad ėζi ,

ėζj , todos alcanzan el Consensus para mantener el vuelo en formación.

Para resumir todo el esquema de coordinación, en la Figura 4.8 se presenta un dia-

grama de bloques, donde el protocolo de Consensus se denomina como Gestor de Con-

sensus Difuso Sectorial.

Consensus 
difuso lógico

j-ésimo agente

i-ésimo agente

Seguimiento 
de trayectoria

Trayectoria deseada

Gestor de Consensus
Difuso Sectorial

Algoritmo local GNC 
para el 

N-ésimo agente

Algoritmo local GNC 
para el 

primer agente

Figura 4.8: Diagrama de bloques. El protocolo de Consensus se representa como un Ges-

tor de Consensus Difuso Sectorial.

Cada aeronave cuadrirrotor se basa en un enfoque de guiado, navegación y control

en SE(3) (grupo euclidiano especial) y el sistema NED como un algoritmo local. Lue-

go, se usa un controlador en modo deslizante (SMC de las siglas en inglés “Sliding Mode
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Controller”) para cada aeronave cuadrirrotor considerando el modelo matemático com-

pleto. En este sentido, el bloque Trayectoria de seguimiento está conectado directamente

al bloque Gestor de Consensus Difuso Sectorial que ejecuta el algoritmo de Consensus

de las N aeronaves cuadrirrotor, véase la Figura 4.8. Así, el Gestor de Consensus Difu-

so Sectorial opera como un protocolo distribuido que se utiliza para realizar el vuelo en

formación para el sistema multiagente de aeronaves cuadrirrotor, donde cada agente o ae-

ronave puede tomar decisiones distribuidas sobre la información local, resultando en un

movimiento colectivo de todos los agentes o aeronaves del grupo. El algoritmo de con-

trol difuso propuesto garantiza el Consensus del sistema multiagente para que los estados

asignados como salidas de todos los sistemas alcancen el mismo valor.

Teorema 2. Considerado los sistemas lineales, (4.82)-(4.83), y el protocolo de Consensus

(4.90) como un sistema de malla cerrada. Entonces, el protocolo de Consensus garantiza

una convergencia asintótica de los errores de Consensus de posición ẽζi(t) y ẽζj(t), y

también garantiza una convergencia asintótica de los errores de Consensus de velocidad

˙̃eζi(t), ˙̃eζj(t), y asegura que se alcance el Consensus del sistema multiagente en malla

cerrada, tal que ζ(t)→ ζd(t) cuando t→∞, y ζ̇(t)→ ζ̇d(t) cuando t→∞.

4.3.2.2 ANÁLISIS DE ESTABILIDAD

El análisis de estabilidad se describe como una forma generalizada para un sistema

de múltiples aeronaves de tipo cuadrirotor. Este análisis se basa en [46] y en nuestro caso

para aeronaves de tipo cuadrirrotor. Para el desarrollo del análisis de estabilidad, se definen

las siguientes propiedades, como sigue:

Propiedad 1. Φ(0, 0) = 0

Propiedad 2. Φ(ẽζi , ˙̃eζi) = −Φ(−ẽζi ,− ˙̃eζi)

Propiedad 3. Entonces existe ε, γ > 0 tal que

0 < ẽζi
[
Φ(ẽζi , ˙̃eζi)− Φ(0, ˙̃eζi)

]
≤ εẽ2

ζi
∀ẽζi 6= 0

0 < ˙̃eζi
[
Φ(ẽζi , ˙̃eζi)− Φ(ẽζi , 0)

]
≤ γ ˙̃e2

ζi
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Propiedad 4. Φ(ẽζi , 0) = 0⇒ ẽζi = 0

Propiedad 5. | Φ(ẽζi , ˙̃eζi) |≤ δ = maxl1 l2 ȳ
l1 l2

Propiedad 6. ȳk 0 ≤| Φ(ẽζi , ˙̃eζi) |≤ ȳk+1 0

donde ȳl1 l2 , ȳk 0 y ȳk+1 0 representa el centro de las funciones de pertenencia de salida

correspondientes definidas más adelante. Para efectos del análisis de estabilidad, las ecua-

ciones (4.82)-(4.83) y el protocolo de Consensus (4.90) se reescribe como un sistema de

lazo cerrado en términos de los errores de posición y velocidad, ẽζi = ẽζi1 y ˙̃eζi = ẽζi2 .

Resultando

˙̃eζi1 = ẽζi2 (4.97)

˙̃eζi2 = −Kgẽζi1 − Φ
(
ẽζi1 , ẽζi2

)
(4.98)

Para desarrollar el análisis de estabilidad, la siguiente función candidata de Lyapunov se

propone como

V (ẽζi1 , ẽζi2 ) =
1

2
ẽ>ζi2 ẽζi2 +

Kg

2
ẽ>ζi1 ẽζi1

+
n∑
i=1

∫ ẽζi1

0

Φ(σ, 0)dσ (4.99)

El primer término de V (ẽζi1 , ẽζi2 ) es una función definida positiva con respecto a ẽζi2 .

El segundo término es una función positiva con respecto a ẽζi1 y teniendo en cuenta

λmin(Kg) > 0. El cuarto término, considerando las propiedades 1 y 3 de Φ(ẽζi , ˙̃eζi), resulta

que 0 < ẽζiΦ(ẽζi , 0) ≤ εẽ2
ζi

para todo ∀ẽζi 6= 0.Esto significa que Φ(ẽζi , 0) pertenece al

sector (0, ε] y por lo tanto
∫ ẽζi1

0 Φ(σ, 0)dσ > 0 ∀ẽζi 6= 0 and
∫ ẽζi1

0 Φ(σ, 0)dσ −→ ∞ as

ẽζi −→ ∞, de modo que, V (ẽζ1 , ẽζ2) es una función globalmente positiva definida y ra-

dialmente desacoplada; así V (ẽζi1 , ẽζi2 ) califica como una función candidata de Lyapunov,

para más detalles ver, [8] [46]. La derivada temporal de la función candidata de Lyapunov

es

V̇ (ẽζi1 , ẽζi2 ) = ẽ>ζi2
˙̃eζi2 +

n∑
i=1

∂

∂ẽζi1

[∫ ẽζi1

0

Φ(σ, 0)dσ

]
ẽζi2

= ẽ>ζi2
˙̃eζi2 + ẽ>ζi2Φ(ẽζi1 , 0) (4.100)
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donde se usa la regla de Leibniz para la diferenciación de integrales. Mediante el uso de

(4.97)-(4.98),la derivada en el tiempo de la función candidata de Lyapunov a lo largo de

las trayectorias del sistema de lazo cerrado producen

V̇ (ẽζi1 , ẽζi2 ) = −ẽ>ζi2
[
Φ(ẽζi1 , ẽζi2 )− Φ(ẽζi1 , 0)

]
(4.101)

Teniendo en cuenta que Φ(ẽζi1 , ẽζi2 ) es una no linealidad desacoplada y usando la

propiedad 3, La función V̇ (ẽζi1 , ẽζi2 ) es una función semidefinida negativa globalmente.

Así, la estabilidad del sistema de lazo cerrado se obtiene invocando el método directo de

Lyapunov.

Para demostrar la estabilidad asintótica global, se aplica el teorema de Krasovskii-

LaSalle. Entonces, resulta

Ω =


 ẽζi1

ẽζi2

 : V̇ (ẽζi1 , ẽζi2 ) = 0


=


 ẽζi1

ẽζi2

 =

 ẽζi1

0

 ∈ R2DN

 (4.102)

Por lo tanto, el sistema de lazo cerrado es asintóticamente estable de forma global con

respecto al origen.

4.3.2.3 BASE DE REGLAS Y MECANISMO DE INFERENCIA

El conjunto de funciones de pertenencia asociadas con cada una de las variables de

entrada Al11 (χ1), Al22 (χ2), se definirá como

A1(χ1) =
{
Al11 (χ1), . . . ,

}
para

l1 =

{
−M1 − 1

2
,−M1 − 1

2
+ 1, . . . ,−1, 0,+1, . . . ,

M1 − 1

2
− 1,

M1 − 1

2

}
(4.103)
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A2(χ2) =
{
Al12 (χ1), . . . ,

}
para

l2 =

{
−M2 − 1

2
,−M1 − 1

2
+ 1, . . . ,−1, 0,+1, . . . ,

M2 − 1

2
− 1,

M2 − 1

2

}
(4.104)

donde M1 ≥ 0 y M2 ≥ 0 son constantes impares que representan el número de funciones

de pertenencia escalar asociadas con cada variable de entrada, formando así una partición

difusa de las variables de entrada, que en este caso satisfacen las propiedades mencionadas

en [8], que se expresan a continuación:

Para todo χr ∈ Ur ⊂ R, la suma de todas las funciones de pertenencia asociadas

con cada variable de entrada χ1(t) = ẽζi(t) y χ2(t) = ˙̃eζi(t) debe tener un valor

unitario (condición de ortogonalidad), es decir

M1−1
2∑

lr=−M1−1
2

Alrr (χr) = 1 para r = 1, 2. (4.105)

Para cada kr ∈
{
−Mr−1

2
,−Mr−1

2
+1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , M1−1

2
−1, M1−1

2

}
y r = 1, 2,

las funciones de pertenencia

Akrr (χr) y Akr+1
r (χr) (4.106)

son adyacentes.

para todo χr ∈ Ur ⊂ R, existe kr ∈
{
− M1−1

2
, . . . , 0, . . . , M1−1

2
− 1
}

tal que

M1−1
2∑

l1=−M1−1
2

Alrr (χr)−
kr+1∑
lr=kr

Alrr (χr) = 0 para r = 1, 2.

(4.107)
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Esto significa que, para cualquier valor posible de χr ∈ Ui ⊂ R, como máximo,

solo dos funciones de pertenencia producen valores (grado de pertenencia) estricta-

mente diferentes de cero.

Las funciones de pertenencia de entrada Al11 (χ1) y Al22 (χ2) son simétricas con res-

pecto al origen, de modo que

Alrr (χr) = A−lrr (−χr) (4.108)

para todo χr ∈ Ur, con r = 1, 2.

En las Figuras 4.9 y 4.10 ilustran las funciones de pertenencia de entrada utilizadas

para el protocolo de formación de Consensus.
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Figura 4.9: Función de pertenencia de entrada de la posición de Consensus.

El conjunto de parámetros χ̄lrr y pAr , donde pAr = {p−2r, p−1r, p0r,p1r, p2r} and

χ̄i = {χ̄−2
r , χ̄−1

r , χ̄0
r, χ̄

1
r, χ̄

2
r} con pAr = χ̄r describen cada función de pertenencia de en-

trada, asociada con χ1 y χ2.
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Figura 4.10: Función de pertenencia de entrada de la velocidad de Consensus.

La función de pertenencia asociada con la variable de salida v(t) está definida por

Bl(v) para v(t) ∈ V ⊂ R, con V ⊂ R como el universo de soporte con la variable

de salida, y con l = −J−1
2
, . . . , J−1

2
, donde J es el número de funciones escalares de

la función de pertenencia de salida. En este caso definimos la función Bl(v) de forma

sigmoidal como se muestra en la Figura 4.11, con pB = {v̄l} como el conjunto de sus

centros .
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Figura 4.11: Función de pertenencia de salida del controlador difuso de consensus
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Los parámetros de pB = {v̄−2, v̄−1, v̄0, v̄1, v̄2}, describen la función de pertenencia

de salida, asociada con la variable de salida del controlador difuso de consensus denotada

por υ(t), véase la Figura 4.11

La base de reglas para el protocolo de consensus con las variables de entrada χ1

and χ2 y la variable de salida υ(t), contempla M = M1M2 posibles combinaciones de la

entrada de funciones de pertenencia; tal que Regla(l1, l2) :

IF χ1 ∈ Al11 AND χ2 ∈ Al22 THEN v ∈ Bl1l2

donde [χ1 χ2]T = χ ∈ U1 × U2 ⊂ R2, υ ∈ V ⊂ R, y Alrr (χ) ∈ Ar, definido en (A.7) y

(4.104), con r = 1, 2. Cada función de pertenencia Bl1l2(υ) está asociada con la i-ésima

una función de pertenencia Bl(υ); esto es

Bl1l2(v) ∈
{
B−

J−1
2 (v), . . . , B

J−1
2 (v)

}
En nuestro caso, en la tabla 4.1, las funciones de pertenencia de entrada describenA−2

k =NB

(Negativo Grande),A−1
k =NS (Negativo Pequeño),A0

k=ZO (aproximadamente cero),A1
k=PS

(Positivo Pequeño),A1
k=PB (Positivo Grande), con k = 1, 2. Por lo tanto, para k = 1 tene-

mos M1 = 5 funciones de pertenencia de entrada para el error de Consensus de posición,

y para k = 2 tenemos M2 = 5 funciones de pertenencia de entrada para el error de

Consensus de velocidad. Además, en la Tabla 4.1 las funciones de pertenencia de salida

describenB−2=NB (Negativo Grande),B−1=NS (Negativo Pequeño),B0=ZO (aproxima-

damente cero), B1=PS (Positivo Pequeño) , B2=PB (Positivo Grande), así que tenemos

J = 5 funciones de pertenencia de salida para el Controlador de Consensus Difuso Secto-

rial. Entonces, podemos argumentar queM1 = M2 = J = 5, de tal manera que el número

de reglas totales para el algoritmo de inferencia difuso se obtiene comoM = M1M2 = 25.

La base de reglas IF-THEN se define a partir de la base de reglas difusas que se muestran

en la Tabla 4.1. El mecanismo de inferencia utiliza la base de reglas difusas y define la

operación que se utilizará para calcular la función implicada o consecuente, en nuestro

caso hemos utilizado el proceso de inferencia mínima, denominado inferencia de Mam-

dani ([24], [52]). Si la función de pertenencia del fusificador es singleton, la función de
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Tabla 4.1: Sintonización de las Reglas Difusas.

χ1\χ2 A−2
1 , NB A−1

1 , NS A0
1, ZO A1

1, PS A2
1, PB

A−2
2 , NB B−2, NB B−2, NB B−2, NB B−1, NS B0, ZO

A−1
2 , NS B−2, NB B−2, NB B−1, NS B0, ZO B1, PS

A0
2, ZO B−2, NB B−1, NS B0, ZO B1, PS B2, PB

A1
2, PS B−1, NS B0, ZO B1, PS B2, PB B2, PB

A2
2, PB B0, ZO B1, PS B2, PB B2, PB B2, PB

pertenencia involucrada se expresa como:

B
′

l1l2

(
[χ v]T

)
= min

(
ωl1l2 , B

l1l2(v)
)

(4.109)

donde ωl1l2 = min
(
Al11 (χ1), Al22 (χ2)

)
. Este mecanismo de inferencia también se denomi-

na método de recorte [52].

El mecanismo de inferencia produce M = M1M2 funciones de pertenencia defini-

das por B′l1l2([χ v]T ), que deben combinarse para obtener el conjunto implicado definido

por B′([χ v]T ), como se expresa en (4.110), considerando la definición de la norm-s

máximo representado por el operador de unión +̇ [46].

B
′
([χ v]T ) = B

′
−(M1−1)

2
−(M2−1)

2

([χ v]T )+̇ . . .

+̇B
′
M1−1

2
M2−1

2

([χ v]T ) (4.110)

4.3.2.4 MODULO DE DESFUSIFICACIÓN

El proceso de defusificación es el paso donde la función de pertenencia B′([x v]T )

calculada en el mecanismo de inferencia, se utiliza para obtener el valor de la variable

v ⊂ R

Para calcular la variable de salida del protocolo difuso de consensus, se utiliza el

método de defusificación de centro promedio, calculado mediante la media aritmética

ponderada del conjunto implicado, como se expresa en las ecuaciones (4.111) y (4.112).
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Φ(χ) =

∑M1−1
2

l1=−M1−1
2

∑M2−1
2

l2=−M2−1
2

v̄l1l2
[

2⋂
i=1

Alrr (χr)

]
∑M1−1

2

l1=−M1−1
2

∑M2−1
2

l2=−M2−1
2

[
2⋂
r=1

Alrr (χr)

]
(4.111)

v = Φ(χ) (4.112)

donde
⋂

denota el operador de intersección que hemos elegido en este trabajo para repre-

sentar el operador mínimo.



CAPÍTULO 5

PLATAFORMA Y RESULTADOS

EXPERIMENTALES

En este capítulo se presenta la plataforma experimental utilizada para la validación e im-

plementación en tiempo real de los algoritmos para el control de formación de vuelo. Para

realizar esto se utilizaron principalmente tres componentes, el VANT que serviría como

agente, un sistema para la obtención de sus estados, y una interfaz de comando y teleme-

tría. Para lo anterior se utilizó un cuadrirrotor fabricado por la compañía francesa Parrot©

y específicamente el modelo AR.Drone 2.0. Por otra parte, para la medición de las varia-

bles de estado, fue utilizado un sistema de visión para la captura de movimiento VICON.

Además, como interfaz entre estos elementos, se diseñó un programa de interfaz para la

estación tierra, utilizando la plataforma de desarrollo LabVIEW de la compañía Natio-

nal Instruments. Estos componentes, junto con los distintos dispositivos necesarios y que

forman parte de la arquitectura de este entorno de trabajo son descritos a continuación.

5.1 CUADRIRROTOR PARROT© AR.DRONE 2.0

El AR.Drone 2.0 es un cuadrirrotor comercial cuya arquitectura física corresponde a la de

un cuadrirrotor en configuración tipo X. El uso principal de este vehículo es meramente

recreativo; sin embargo, dada su construcción resistente y duradera, así como como las

91
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distintas ventajas en su maniobrabilidad, lo hacen una excelente herramienta para fines de

investigación. Entre algunas de las características destacadas del vehículo se tienen [37]

Comunicación a través de protocolos Wi-Fi 802.11b/g/n con hasta 50 metros de

alcance.

Transmisión de video en vivo con 720 pixeles de resolución a 30 marcos de imagen

por segundo.

Sensor de altitud compuesto por un sensor ultrasónico y un sensor barométrico.

Unidad de medición inercial (IMU de las siglas en inglés “Inertial Measurement

Unit”) o central inercial compuesta de un giroscopio, un acelerómetro y un magne-

tómetro, todos los sensores cuentan con 3 ejes.

Construcción ligera en nylon y fibra de carbono, así como cubiertas de material de

poliestireno

Dos cubiertas aerodinámicas intercambiables, una para interiores y otra para exte-

riores que reducen los efectos aerodinámicos sobre el cuadrirrotor.

En la Figura 5.1 se observa un modelo 3D el cuadrirrotor Parrot© AR.Drone 2.0, el cual fue

utilizado durante el desarrollo de este trabajo, el modelo se muestra utilizando la cubierta

para interiores.

5.2 SISTEMA DE VISIÓN PARA LA CAPTURA DE

MOVIMIENTO

Para realizar la lectura de las variables de estado de los VANTs de tipo cuadrirrotor se

utiliza el sistema de visión para la captura de movimiento fabricado por la empresa VI-

CON. Este sistema consiste en 16 cámaras T − 40 las cuales se encargan de capturar los
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datos de movimiento para la posición y la orientación de cada VANT, y enviarlos a una

computadora central por medio de los conmutadores Gigabit Ethernet (MX GIAGANET).

5.3 HARDWARE

El sistema utilizado para la realización de este trabajo consiste en 16 cámaras T − 40,

véase la Figura 5.2. Estas cámaras pueden capturar marcadores reflejantes con forma de

esfera, incrustados en el protector del cuadrirrotor AR.Drone 2.0 (véase la Figura 5.1).

Las velocidades de captura pueden ser de hasta 370 (fps.-“frames per second”) marcos de

imagen por segundo.

Figura 5.1: Esferas reflejantes ancladas en el Cuadrirrotor Parrot© AR.Drone 2.0.

Dadas las capacidades de estas cámaras (en la Tabla 5.1 se muestran las especifi-

caciones ampliadas) es posible realizar una adquisición de los estados de posición tras-

lacional y rotacional con tal precisión que se puede estimar la velocidad y aceleración

traslacional y rotacional con gran exactitud, para utilizar estos datos en la implementación

y validación de pruebas de los algoritmos de navegación y guiado de mini-aeronaves.

Para enviar estos datos a una computadora central que haga el post-procesamiento de la
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Figura 5.2: Cámara VICON© T − 40.

Tabla 5.1: Especificaciones técnicas de las cámaras T-40.

Máxima velocidad de captura a máxima resolución 370 fps

Resolución del sensor óptico 2352 x 1728 (4 MP)

Tipo de sensor CMOS

Exactitud en movimientos traslacionales hasta 0.1 mm

Exactitud en movimientos rotacionales hasta 0.1 grados

información se necesita un conmutador Gigabit ethernet o MX GIGANET, véase la Figura

5.3. Este conmutador distribuye los datos de hasta un máximo de 10 cámaras y además,

si se requiere un número mayor, es posible interconectar varios con arreglos (maestro-

esclavo) y de esta manera distribuir el flujo de datos de todos los conmutadores dirigién-

dolos hacia la computadora central.
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Figura 5.3: Conmutador ethernet modelo MX GIGANET.

5.4 SOFTWARE DE ADQUISICIÓN DE DATOS

El software VICON Tracker procesa la información capturada a través de los conmutado-

res GIGANET, ver Figura 5.4. Este software permite tener el control de todas las cámaras

del sistema así como de los parámetros de operación que es posible modificar, tales como:

Intensidad de los estrobos.

Modo de escala de grises.

Frecuencia de refresco de imagen.

Cantidad de cuadros enviados al buffer de comunicación.

Por otra parte, el programa Tracker tiene una interfaz gráfica de usuario amigable en la

cual es posible visualizar en tiempo real los datos capturados por el sistema VICON, desde

una visualización tridimensional del entorno capturado y los objetos seguidos (véase la

Figura 5.4), hasta los datos individuales de cada cámara o de los marcadores que estén en

el entorno de alcance de visibilidad para el sistema VICON.
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Figura 5.4: Entorno 3D del software VICON Tracker.

5.5 PLATAFORMA DE DESARROLLO LABVIEW

Para realizar la integración de cada agente cuadrirrotor y del sistema de captura de movi-

miento VICON, se diseñó un programa de interfaz gráfica de usuario con comunicación

bidireccional, por lo que se utilizó la plataforma de desarrollo LabVIEW. Entre algunas

de las características de este software se tienen:

Programación de sistemas en entorno visual gráfico (utilizando bloques).

Capacidad de conexión con otras plataformas comerciales como MATLAB.

Variedad de interfaces de comunicación.

Capacidad de interacción con otros lenguajes de programación. Además, es posible

escribir partes de código, como lenguaje C, dentro del mismo entorno de trabajo.
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Herramientas para interacción con tarjetas de adquisición de datos y diversos com-

ponentes de hardware externos.

Sobre esta plataforma se realiza el Control de Guiado y Navegación de las diversas aerona-

ves utilizadas en la validación de pruebas experimentales. Además, dadas las capacidades

del software LabView, se diseñaron las distintas interfaces gráficas para poder comunicar

de manera más intuitiva los datos de vuelo obtenidos de la aeronave y enviados hacia la

interfaz de usuario de la estación de tierra, donde se ubica el operador humano, así como

para enviar de manera eficiente las variables de consigna o comando hacia el autopiloto

montado en cada VANT. Un ejemplo de una de las interfaces utilizadas puede ser visto en

la Figura 5.5.

Figura 5.5: Interfaz gráfica diseñada en Labview

5.6 ARQUITECTURA DEL ENTORNO DE PRUEBAS

EXPERIMENTALES

Para poder realizar la adquisición y el procesamiento de los datos obtenidos por el sistema

de captura de movimiento VICON, de tal forma que se puedan obtener resultados espera-
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dos en la validación de pruebas experimentales de los algoritmos de guiado y navegación

del sistema multiagente formado por los cuadrirrotores, es necesario proponer un arreglo

de los distintos componentes de hardware y software que conforman el entorno de trabajo

de toda la plataforma de experimentación, de tal manera que estos elementos y disposi-

tivos se comuniquen adecuadamente para que la información fluya de manera correcta y

eficiente. Utilizando la información ya expuesta, es posible enlistar aquellos dispositivos

que componen el entorno de trabajo y agregar aquellos accesorios necesarios para llegar

al resultado deseado. Estos dispositivos son:

Cámaras VICON ® T-40.

Conmutadores ethernet MX GIGANET.

Computadora central de adquisición de datos.

Conmutador ethernet (switch).

Computadora de procesamiento y GNC.

Enrutador Wi-Fi.

Parrot AR.Drone 2.0

Los dispositivos anteriores están en orden de ejecución, esto quiere decir que algorítmica-

mente el proceso se realiza respetando la siguiente secuencia de operación:

1. Se capturan los datos de las posiciones de traslación y orientación de los marcadores

reflejantes que estén en el área de trabajo.

2. La información de las cámaras es enviada al conmutador MX GIGANET que concate-

na en una sola cadena de datos la información y la envía a la computadora central.

3. La computadora central realiza el procesamiento de los datos de las cámaras por me-

dio del software Tracker y los traduce a coordenadas de traslación y orientación en
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el centro de gravedad del agente o vehículo dependiendo de los marcadores captura-

dos. Posteriormente esta información se organiza en arreglos de datos y se envía a la

computadora cliente por medio del enrutador.

4. El enrutador distribuye los datos a las distintas computadoras clientes conectadas.

5. La computadora cliente, utilizando los datos recibidos, realiza el procesamiento pa-

ra el Control de Guiado y Navegación de la aeronave y envía las señales de control

necesarias a los agentes cuadrirrotores correspondientes a través del enrutador.

6. El enrutador recibe los datos de control, y de acuerdo a las direcciones IP que conten-

gan, decide a que cuadrirrotor enviar dicha información.

7. El cuadrirrotor recibe las señales de control y realiza las acciones y correcciones nece-

sarias de acuerdo a dicha información.

Lo anterior se puede apreciar esquemáticamente en la Figura 5.6.

Figura 5.6: Arquitectura esquemática del entorno de trabajo.
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5.7 SIMULACIÓN DE LA FORMACIÓN LÍDER SEGUIDOR

En esta sección se muestra la respuesta en simulación del Protocolo Consensus de

la “Formación Líder Seguidor”, propuesto en la sección 4.1.3.

5.7.1 TRAYECTORIA DEL AGENTE LÍDER VIRTUAL

En este caso la trayectoria deseada en el espacio aéreo es asignada en el plano formado

por los ejes X − Y , considerando que la altura dada por el eje Z y el ángulo de guiñada

ψ del vehículo aéreo cuadrirrotor son constantes. La trayectoria cerrada prefijada para el

agente Líder virtual consiste en una curva Lemniscata descrita por la ecuación (5.1), su-

mándose a esta ecuación las posiciones de desplazamiento correspondientes para realizar

una formación en rombo o diamante.

ζ0(t) =


ζ0,1(t)

ζ0,2(t)

ζ0,3(t)

ζ0,4(t)

 =


r sen(ωt) + 2l

ωr cos(ωt)

r cos(2ωt)

2ωr cos(2ωt)

 (5.1)

donde r es el radio de la curva, y l es la posición del desplazamiento asignada al agente

Líder virtual, y ω es la frecuencia angular del seguimiento de la formación.

5.7.2 FORMACIÓN GEOMÉTRICA DE ROMBO O DIAMANTE

En la implementación de la formación que deberán mantener los agentes seguidores con

respecto a los movimientos del agente Líder virtual, nosotros hemos especificado los des-

plazamientos para cada agente a partir de la ecuación de formación hi(t), donde se obser-

va el uso de una función sinusoidal, la cual facilita la asignación de la posición prefijada

en la formación para el i-ésimo agente hi(t) = [hipx(t), hivx(t), hipy(t), hivy(t)]
> =[

lcos
(

2π(i−1)
4

)
, ωrcos(ωt), lsen

(
2π(i−1)

4

)
, 2ωrcos(2ωt)

]>
.



CAPÍTULO 5. PLATAFORMA Y RESULTADOS EXPERIMENTALES 101

5.7.3 RESPUESTA DE LA FORMACIÓN EN SIMULACIÓN

Para realizar la simulación del protocolo Consensus Líder Seguidor se utiliza en modelo

no lineal del cuadrirrotor descrito en la sección 2.5.3. A continuación se muestran los

vectores de la condición inicial de estado para los cuatro VANTs del sistema multiagente.

ζ0
1 = [ ζ0

1px, ζ
0
1vx, ζ

0
1py, ζ

0
1vy ] = [ 5, 0, 0, 0 ]

ζ0
2 = [ ζ0

2px, ζ
0
2vx, ζ

0
2py, ζ

0
2vy ] = [ 0, 0, 5, 0 ]

ζ0
3 = [ ζ0

3px, ζ
0
3vx, ζ

0
3py, ζ

0
3vy ] = [ 0, 0, −5, 0 ]

ζ0
4 = [ ζ0

3px, ζ
0
3vx, ζ

0
3py, ζ

0
3vy ] = [ −5, 0, 0, 0 ]

Las ganancias obtenidas para el Protocolo de Formación Consensus Líder Seguidor, fue-

ron sintonizadas en base a un modelo linealizado de la dinámica traslacional del cuadri-

rrotor, el cual se reproduce la dinámica lineal de cada agente del sistema global.

KX = [ KX1 , KX2 ] = [ −0.3416, −0.7330 ]

KY = [ KY1 , KY 22 ] = [ −0.3416, −0.7330 ]

0

0.5

8
6

1

4

1.5

8

P
o
s
ic

ió
n
 e

n
 e

l 
e
je

 Z
 e

n
 m

e
tr

o
s
 (

A
lt
it
u
d
)

62

2

4

Posición en el eje Y en metros
0

2.5

2

Posición en el eje X en metros

-2 0

3

-2-4
-4-6 -6-8 -8

Aeronave 4

Aeronave 1

Aeronave 3

Aeronave 2

Figura 5.7: Seguimiento de trayectorias 3D de la Formación Líder Seguidor.
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Figura 5.8: Seguimiento de trayectorias de laFormación Líder Seguidor en el planoX−Y .

En Figura 5.7 se muestra el seguimiento de trayectorias de la formación de vuelo

conformada por cuatro aeronaves de tipo cuadrirrotor, en el espacio tridimensional, man-

teniendo una altitud constante, mientras que en la Figura 5.8 se muestra el seguimiento de

trayectorias en el plano X − Y de la curva de Lemniscata prefijada por el agente Líder

Virtual del grupo, mientras que cada agente está manteniendo la formación de rombo o

diamante prefijada en el algoritmo Consensus. En la Figura 5.9 y la Figura 5.10 se muestra

el seguimiento de las trayectorias de los agentes en el dominio del tiempo, para cada eje

del plano X − Y
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Figura 5.9: Respuesta de Consensus en el eje X .
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Figura 5.10: Respuesta de Consensus en el eje Y .

Un video de la simulación del algoritmo de vuelo en formación propuesto en este

trabajo puede encontrarse en el siguiente enlace: https://youtu.be/iijt-DUBZ90.

Un experimento en tiempo real de dos cuadrirrotores en vuelo en formación basado

en el enfoque de Consensus puede ser visto en: https://youtu.be/5TEDJJ-aAXw.

5.8 EXPERIMENTOS DEL GESTOR DE CONSENSUS

DISTRIBUIDO

En esta sección se muestra la respuesta experimental del Protocolo de Formación “Ges-

tor de Consensus Distribuido”, propuesto en la sección 4.2.3. Para validar la efectividad

de los algoritmos de Consensus propuestos, las pruebas en tiempo real se ejecutan en el

Laboratorio de Navegación del Centro de Investigación e Innovación de Ingeniería Ae-

roespacial, FIME-UANL. El banco de pruebas experimental consta de un conjunto de

vehículos aéreos no tripulados de tipo cuadrirrotor y un sistema de captura de movimiento

compuesto por 16 cámaras VICON T40 que son capaces de capturar cuadros a velocida-

des de hasta 370 fps y rastrear la posición y orientación de un objeto con una precisión

de hasta 0.1 mm de traslación y 0.1 grados de rotación. La mini-aeronave empleada para



CAPÍTULO 5. PLATAFORMA Y RESULTADOS EXPERIMENTALES 104

la implementación de los algoritmos propuestos fue el Parrot AR.Drone 2.0, que es un

cuadrirrotor que permite la comunicación a través de una conexión WiFi, [37]. Las ca-

racterísticas técnicas del banco de pruebas empleado, así como de los vehículos aéreos

empleados, se pueden encontrar en detalle en [30], [32].

La estrategia propuesta se puede considerar como un algoritmo distribuido ya que el

sistema de captura de movimiento se usa solo para obtener las coordenadas de traslación

de las aeronaves y la unidad de medición inercial incorporada en cada cuadrirrotor pro-

porciona las coordenadas de orientación. En el desarrollo de cada prueba, la velocidad de

captura está garantizada por las cámaras Vicon, así como en el hecho de que la dinámica

traslacional se considera la dinámica lenta en comparación con la dinámica rotacional del

vehículo aéreo.

5.8.1 SEGUIMIENTO DE UNA TRAYECTORIA ELÍPTICA

Los experimentos propuestos consisten en una formación de persecución con una trayec-

toria elíptica variable en el tiempo y una formación de geometría cuadrada variable en el

tiempo, respectivamente. Para el seguimiento de trayectorias de ambas trayectorias desea-

das se utilizan grafos de conectividad dirigidos y cíclicos.

Agente 2

Agente 1

Agente 3

Figura 5.11: Grafo de conectividad para el sistema multiagente con la trayectoria elíptica
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En la Figura 5.11, se muestra el grafo de conectividad propuesto para el protocolo

de control distribuido de formación de vuelo en persecución, para una trayectoria cerrada

de tres agentes, la cual es variante con el tiempo.

En la Figura 5.12, se muestran las trayectorias de la posición de los tres agentes

en el espacio tridimensional, considerando las trayectorias deseadas de persecución de

los tres agentes con una geometría elíptica. La formación de vuelo distribuida ilustrada

en la Figura 5.12, muestra la navegación de los tres vehículos aéreos siguiendo una tra-

yectoria cerrada de geometría elíptica y manteniendo la evasión de colisiones, así como

la coincidencia de velocidad, y el punto centroide de la formación durante el vuelo sin-

cronizado, el cual esta ubicado en el centro de la trayectoria elíptica. Se puede observar

cómo los agentes siguen la trayectoria descrita por la elipse, alcanzando el Consensus y

la sincronización de los tres agentes. El algoritmo de Consensus calcula las posiciones y

velocidades deseadas de cada agente, para que el sistema multiagente en malla cerrada

alcance el Consensus.
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Figura 5.12: Seguimiento de trayectorias de las tres aeronaves.

Las ganancias experimentales sintonizadas del controlador lineal de la formación de

vuelo con enfoque de Consensus se muestran en la TABLA 5.2.
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Ganancia K Kgp Kgd Kfp Kfd

Valor experimental 1 −1 −0.05 0.3 0.02

Tabla 5.2: Ganancias experimentales del Controlador Lineal Gestor de Consensus

Este algoritmo de formación de vuelo calcula las posiciones deseadas y cada agente

alcanza la formación de vuelo propuesta por el controlador lineal de Consensus. El se-

guimiento de las trayectorias de posición con respecto al tiempo es mostrado en la Figura

5.13, donde (a) representa el Consensus en el eje X , (b) corresponde al Consensus en

el eje Y , y (c) corresponde al Consensus del eje Z. También en la Figura 5.13 se puede

observar cómo los agentes siguen la trayectoria deseada de geometría elíptica alcanzando

el objetivo Consensus para el control de la formación de vuelo y la sincronización de la

persecución de los tres agentes.
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Figura 5.13: Seguimiento de las trayectorias de Consensus de las tres aeronaves .
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En la Figura 5.14, se muestran las variables de control para el agente 1. Se puede

observar el comportamiento de la dinámica para controlar la posición del agente, para

cumplir con el seguimiento de trayectorias a partir las coordenadas variantes con el tiem-

po generadas por el algoritmo de Consensus. Las variables de control para el eje X se

muestran en la Figura 5.14.(a) para el eje Y en la Figura 5.14.(b), y para el eje Z la Figura

5.14.(c), y finalmente el movimiento del ángulo de guiñada del agente se representa en la

Figura 5.14.(d).

La respuesta dinámica del sistema multiagente para el agente 2 y el agente 3 se

presenta en la Figura 5.15 y en la Figura 5.16, respectivamente.
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(a) Señal de control un1x
para la aeronave 1.
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(b) Señal de control un1y
para la aeronave 1.
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(c) Señal de control un1z
para la aeronave 1.
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(d) Señal de control uψ1
para la aeronave 1.

Figura 5.14: Señales de control para la aeronave 1.
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(a) Señal de control un2x
para la aeronave 2.
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(b) Señal de control un2y
para la aeronave 2.
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(c) Señal de control un2z
para la aeronave 2.
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(d) Señal de control uψ2
para la aeronave 2.

Figura 5.15: Señales de control para la aeronave 2.
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(a) Señal de control un3x
para la aeronave 3.

Time [sec]

0 50 100 150

U
y
 c

o
n
tr

o
l 
s
ig

n
a
l

-1

0

1

S
e
ñ
a
l 
d
e
 c

o
n
tr

o
l 
U

y

Tiempo [segundos]

(b) Señal de control un3y
para la aeronave 3.
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(c) Señal de control un3z
para la aeronave 3.
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(d) Señal de control uψ3 para la aeronave 3.

Figura 5.16: Señales de control para la aeronave 3.
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5.8.2 SEGUIMIENTO DE UNA TRAYECTORIA CON GEOMETRÍA DE

CUADRADO

También es propuesta una formación de vuelo geométrica de un cuadrado con una tra-

yectoria de persecución variante con el tiempo. La topología del grafo de comunicación

es ilustrada en la Figura 5.17, cuatro vehículos navegan en una formación de cuadrado

evitando la colisión entre ellos, y manteniendo la coincidencia de velocidad y el centrado

de la formación.

Agente 4 Agente 3

Agente 2Agente 1

Figura 5.17: Grafo de la formación de un cuadrado con 4 aeronaves.

En esta formación de cuadrado, cada vehículo gira el ángulo de guiñada al llegar a la

esquina del cuadrado. Los resultados de este segundo experimento se ilustran en la Figura

5.18. En esta figura se muestra el seguimiento de las posiciones espaciales en el espacio

tridimensional de los cuatro agentes, que realizan la formación de vuelo con la geometría

de un cuadrado. Como en el experimento anterior, los algoritmos de control permiten que

cada aeronave representada por un agente llegue a un Consensus con sus agentes vecinos

para establecer la formación de vuelo.
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Figura 5.18: Seguimiento de trayectorias del grupo de aeronaves.

Las gráficas del Consensus de los ejes X e Y se muestra en la Figura 5.19 donde (a)

es la respuesta en el eje X para los cuatro agentes, y (b) es la respuesta en el eje Y para

los cuatro agentes. Para el seguimiento de trayectorias de la formación de vuelo propuesta.
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(a) Consensus en el eje X para las cuatro aeronaves.
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(b) Consensus en el eje Y para las cuatro aeronaves.

Figura 5.19: Consensus en los ejes X e Y para el grupo de aeronaves.

Las señales de control de los cuatro agentes se muestran en la Figura 5.20, Figura

5.21, Figura 5.22 y Figura 5.23. En cada una de estas figuras, (a) corresponde a la señal de

control para el eje X , (b) para el eje Y , (c) para el eje Z, y finalmente (d) corresponde a

la señal de control para el movimiento angular del guiado de la i-ésima aeronave o agente
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(considérese que los picos de amplitud que aparecen en estas respuestas se deben a los

cambios en el ángulo entre +180 y −180 grados, que no representa ningún cambio en el

ángulo de rotación).
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(a) Señal de control un1x
para la aeronave 1.
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(b) Señal de control un1y
para la aeronave 1.
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(c) Señal de control un1z
para la aeronave 1.
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(d) Señal de control uψ1
para la aeronave 1.

Figura 5.20: Señales de control para la aeronave 1.
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(a) Señal de control un2x
para la aeronave 2.
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(b) Señal de control un2y
para la aeronave 2.
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(c) Señal de control un2z
para la aeronave 2.
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(d) Señal de control uψ2
para la aeronave 2.

Figura 5.21: Señales de control para la aeronave 2.
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(a) Señal de control un3x
for UAV3.
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(b) Señal de control un3y
for UAV3.
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(c) Señal de control un3z
for UAV3.
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(d) Señal de control uψ3 for UAV3.

Figura 5.22: Señales de control para la aeronave 3.
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(a) Señal de control un4x
para la aeronave 4.
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(b) Señal de control un4y
para la aeronave 4.
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(c) Señal de control un4z
para la aeronave 4.
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(d) Señal de control uψ4
para la aeronave 4.

Figura 5.23: Señales de control para la aeronave 4.

El lector puede ver el rendimiento del algoritmo de control de formación propuesto

en los siguientes enlaces: i) formación con geometría elíptica y persecución de vuelo
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https://youtu.be/ia7cs6EHkHE y ii) formación con geometría de cuadrado y persecución

de vuelo https://youtu.be/qOsNSqguvss

Para demostrar el Consensus y la sincronización alcanzados por el sistema multi-

agente durante la formación de vuelo, se muestra un video en el siguiente enlace:

https://youtu.be/Z9D5QCczPkg.

5.9 EXPERIMENTOS DEL CONTROLADOR DIFUSO

SECTORIAL DE CONSENSUS

En esta sección se muestra la respuesta experimental del Protocolo de Formación de

“Consensus Difuso Sectorial”, propuesto en la sección 4.3.2.

Para validar los algoritmos propuestos, se realizó una serie de experimentos en el

Laboratorio de Navegación del Centro de Investigación e Innovación de Ingeniería Ae-

ronáutica. Se diseñó una trayectoria elíptica para probar la capacidad del algoritmo para

mantener la línea de vista de la formación, utilizando un gráfico de comunicación bidi-

reccional conectado por dos agentes, ver la Figura 5.24; y para probar todos los ejes de

movimiento, los agentes siguieron un camino definido por una trayectoria Lemniscata de

altura variable utilizando el mismo gráfico propuesto. La plataforma experimental consi-

dera un grupo de vehículos Parrot AR.Drone 2.0 y el sistema de captura de movimiento

VICON que consta de 16 cámaras T40, [30].

Agente 1 Agente 2 Agente N

Figura 5.24: Grafo de comunicación bidireccional.
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Para ambos experimentos, la matriz de conectividad A se define como:

A =

 0 1

1 0

 (5.2)

mientras que la matriz de grados de entrada se calcula como

D =

 1 0

0 1

 (5.3)

obteniendo la siguiente expresión para la matriz Laplaciana

L =

 1 −1

−1 1

 (5.4)

La matriz laplaciana se obtiene de las conexiones entre los modelos dinámicos lineales

de las aeronaves del sistema multiagente, a través de esta matriz es posible establecer la

conectividad del sistema lineal global en lazo cerrado para mantener una formación de

vuelo factible. En la ecuación (5.4) se puede observar que cuando se utiliza un grafo no

dirigido para la conectividad de un sistema multiagente, la matriz Laplaciana es simétrica.

Por otro lado, tenemos que la matriz Laplaciana es dominante en diagonal y no tiene

entradas negativas en su diagonal, y también la matriz laplaciana es semidefinida positiva,

es decir, L ≥ 0. Estas propiedades de la matriz Laplaciana confirman que la conectividad

del sistema multiagente permite que el vuelo en formación sea alcanzable por el grupo de

aeronaves cuadrirrotor.

5.9.1 SINTONIZACIÓN EXPERIMENTAL DE PARÁMETROS

Para ajustar los parámetros de la matriz Kg del protocolo de Consensus presentado en

la ecución (4.90), es necesario considerar las limitaciones físicas y la geometría de la

formación.

Como se indicó anteriormente, el protocolo está formado por dos términos, la parte

del Control Difuso Sectorial y el término de Control Lineal de la formación que contiene
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la matriz Kg. En este sentido, este último término garantiza que las aeronaves lleguen a

un Consensus manteniendo el mismo comportamiento. La afirmación anterior significa

que la distancia física y la perturbación acotada máxima determinan los valores corres-

pondientes para el término kgp de la matriz. Así, este valor se ajusta en función de la

distancia entre el vehículo seleccionado y sus vecinos, y del número de interconexiones, y

la distancia máxima seleccionada que el vehículo puede moverse incluso en presencia de

perturbaciones; para el caso de estos experimentos, la distancia máxima tiene un valor de

1500 mm que es el mayor límite permitido de distancia y una conexión dirigida para el

grafo de comunicación. Después de una serie de pruebas y calibraciones utilizando estas

consideraciones, se obtuvo el valor sintonizado de kgp = 1 que resultó ser el adecuado

para lograr el comportamiento deseado.

El subtérmino o ganancia kgd se refiere a la velocidad máxima a la que el vehículo

aéreo puede reaccionar contra la perturbación. Para el caso de estos experimentos, se

considera una velocidad de 2000 mm/s como el valor máximo que puede alcanzar el

vehículo aéreo.

Los valores ajustados de los parámetros de las dos funciones de pertenencia de en-

trada y salida se asignaron a partir de los límites físicos de las variables de Consensus de

posición y velocidad, respectivamente, y sus valores numéricos se indican en (5.5), (5.6)

y (5.7) respectivamente con cinco funciones de pertenencia para cada variable de entrada

(M1 = 5, M2 = 5) y cinco funciones de pertenencia para la variable de salida J = 5.

La superficie de control que se genera con los parámetros sintonizados es ilustrada en la

Figura 5.25. La geometría de la superficie de control, es el resultado de las propiedades

que cumple el Controlador de Consensus Difuso Sectorial aplicado en la formación de

vuelo de un grupo de aeronaves cuadrirrotor .

pA1 = {(−1000), (−500), (0), (500), (1000)} [mm] (5.5)

pA2 = {(−2000), (−1000), (0), (1000), (2000)}
[mm

s

]
(5.6)

pB = {(−1000), (−500), (0), (500), (1000)} [mm] (5.7)
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Figura 5.25: Superficie generada por el término difuso del Gestor de Consensus Difuso

Sectorial.

5.9.2 TRAYECTORIA DE SEGUIMIENTO ELÍPTICA

En este caso, la trayectoria deseada en el espacio aéreo se asigna en el plano formado por

los ejes X − Y , considerando que la altura es constante en el eje Z, mientras que para

el guiado y la navegación, la aeronave cuadrirrotor mantiene su nariz en dirección de la

trayectoria prevista. La trayectoria deseada asignada a cada aeronave es parte de la for-

mación de vuelo, que consiste en una trayectoria cerrada descrita por una función elíptica

expresada por las ecuaciones (5.8) y (5.9), agregando los correspondientes desplazamien-

tos de las posiciones de cada aeronave cuadrirrotor para realizar una formación de vuelo

de persecución.

ζdi(t) =

 ζdi,X (t)

ζdi,Y (t)

 =

 r1 sin
(
ωt− 2π(i−1)

l

)
r2 cos

(
ωt− 2π(i−1)

l

)
 (5.8)

ζ̇di(t) =

 ζ̇di,X (t)

ζ̇di,Y (t)

 =

 ωr1 cos
(
ωt− 2π(i−1)

l

)
−ωr2 sin

(
ωt− 2π(i−1)

l

)
 (5.9)
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donde r1 es el radio de la elipse en el ejeX , mientras que r2 es el radio de la elipse en el eje

Y , de tal manera que para la geometría de la trayectoria elíptica debe cumplirse r2 > r1 .

La constante l representa el desplazamiento de la posición asignada en los ejes X y Y en

la trayectoria descrita por la función elíptica para cada aeronave de la formación de vuelo

en persecución, y ω es la frecuencia angular de la formación de vuelo en persecución.

Para el primer experimento, se propone una trayectoria elíptica deseada, con r1 =

2000 mm, r2 = 3000 mm y ω = 0.2rad/s, con la cual se realiza el control de segui-

miento de trayectorias para los agentes que mantienen una formación de persecución. En

la Figura 5.26 se muestran las trayectorias en el espacio tridimensional de la navegación

de ambos agentes.
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Figura 5.26: Seguimiento de trayectorias de los dos agentes.

Para una perspectiva más clara del movimiento de los agentes, la Figura 5.27 mues-

tra los movimientos traslacionales separados de los ejes X , Y y Z para los dos agentes.
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Figura 5.27: Posición de ambos agentes en los ejes X , Y y Z.

Como se mencionó anteriormente, el Gestor de Consensus tiene un término Difuso

Sectorial que permite a los agentes llegar a un Consensus para mantener la formación

de vuelo especificada por el controlador. En este sentido, el término Difuso Sectorial que

compone al Gestor de Consensus puede analizarse por separado para estudiar la contri-
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bución al sistema multiagente en malla cerrada. Los componentes Difusos del Gestor de

Consensus se pueden ver en la Figura 5.28.
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(a) Componente difuso para el agente 1.
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(b) Componente difuso para el agente 2.

Figura 5.28: Componentes Difusos X y Y para ambos agentes.

La variable de salida del Gestor de Consensus Difuso Sectorial, que se utiliza como

referencia deseada por el controlador de posición para mantener la formación, tal como

se muestra en la Figura 5.29. Considérese que estas señales ya contienen el término que

corresponde a la parte difusa descrita en la Figura 5.28.
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(a) Salida del Gestor de Consensus Difuso Sectorial para el agente 1.
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(b) Salida del Gestor de Consensus Difuso Sectorial para el agente 2.

Figura 5.29: Salidas del Gestor de Consensus Difuso Sectorial utilizadas como referencia

en ambos agentes en los ejes X y Y .

La figura 5.30 muestra las señales de control generadas para movimiento de la po-

sición traslacional durante el seguimiento de trayectorias en los ejes X , Y y Z, y para el

ángulo de guiado ψ de ambas aeronaves.
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(a) Señal de control para el agente 1.
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(b) Señal de control para el agente 2.

Figura 5.30: Trayectorias de posición en X , Y , Z y ángulo de guiado ψ para ambos

agentes.

5.9.3 TRAYECTORIA DE SEGUIMIENTO LEMNISCATA DE ALTITUD

VARIABLE

En este caso, la trayectoria deseada en el espacio aéreo se asigna en el plano formado por

los ejes X − Y , considerando que la altura varía en el eje Z, mientras que para el guiado

y la navegación, la aeronave cuadrirrotor mantiene su nariz en dirección de la trayectoria

preestablecida. La trayectoria deseada asignada a cada aeronave es parte de la formación

de vuelo, que consiste en una trayectoria cerrada descrita por una función Lemniscata

expresada por las ecuaciones (5.10) y (5.11), agregando los correspondientes desplaza-

mientos de las posiciones de cada aeronave cuadrirrotor para realizar una formación de
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vuelo de persecución.

ζdi(t) =

 ζdi,X (t)

ζdi,Y (t)

 =

 r sin
(
ωt− 2π(i−1)

l

)
r cos

(
2ωt− 2π(i−1)

l

)
 (5.10)

ζ̇di(t) =

 ζ̇di,X (t)

ζ̇di,Y (t)

 =

 ωr cos
(
ωt− 2π(i−1)

l

)
−2ωr sin

(
2ωt− 2π(i−1)

l

)
 (5.11)

donde r es el radio de la curva, l es el desplazamiento de la posición asignada para cada

aeronave de la formación en los ejes X y Y , de la trayectoria descrita por la función de

Lemniscata, y ω es la frecuencia angular del seguimiento de la formación.

En este caso se realizan las pruebas experimentales del controlador de formación para los

dos vehículos aéreos del sistema multiagente, se propone una trayectoria de altitud varia-

ble con el tiempo. Mientras que el camino propuesto para los ejesX , Y , es una trayectoria

descrita por una función Lemniscata. Entonces como se mencionó anteriormente la prue-

ba de vuelo en formación se realiza con dos vehículos aéreos manteniendo una formación

de persecución, durante seguimiento de una trayectoria de tipo Lemniscata de altitud va-

riable con el tiempo. Una trayectoria de altura variable permite probar el controlador para

los dos vehículos. Mientras que, la trayectoria de Lemniscate es definida con los pará-

metros r = 2250 mm, ω = 0, 2 rad/s, para realizar una formación de dos aeronaves

cuadrirrotor. En la Figura 5.31 se muestra el movimiento tridimensional de la posición de

ambos agentes. Considerando que en la figura se ilustra el seguimiento de trayectorias de

dos aeronaves, entonces con el propósito de mostrar de manera más clara el movimiento

de la posición de ambos agentes, de forma conveniente la trayectoria para el seguimiento

de la altitud del agente 2 fue asignada con un retraso de tiempo con respecto al agente 1.
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Figura 5.31: Seguimiento de trayectorias en el espacio 3D de ambos agentes.

En la Figura 5.32 se muestran los movimientos separados en cada eje del espacio

tridimensional, con el propósito de ver de manera más clara la respuesta del algoritmo de

control de formación en los ejes X , Y y Z.
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(a) Posición en el eje X de ambos agentes.
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(b) Posición en el eje Y de ambos agentes.
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(c) Posición en el eje Z de ambos agentes

Figura 5.32: Posición en los ejes X , Y y Z de ambos agentes.

La respuesta del término Difuso Sectorial del Gestor Consensus se puede observar

en la Figura 5.33, el propósito de los componentes difusos que se ilustran en esta figura
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es permitir que la formación alcance el régimen de Consensus para la formación de vuelo

variable con el tiempo.
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(a) Componentes difusos para el agente 1.
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(b) Componentes difusos del agente 2.

Figura 5.33: Componentes difusos de ambos agentes en X y Y .

La variable de salida del Gestor de Consensus Difuso Sectorial es utilizada como

referencia deseada tal como se muestra en la Figura 5.34, mientras que la Figura 5.35

muestra las señales de control correspondientes al movimiento en los ejes X , Y y Z, así

como el ángulo de guiado ψ.
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(a) Salida del Gestor de Consensus Difuso Sectorial
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Figura 5.34: Salidas del Gestor de Consensus Difuso Sectorial aplicadas como referencias

de ambos agentes en los ejes X y Y .
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(a) Señales de Control del agente 1.
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(b) Señales de Control del agente 2.

Figura 5.35: Señales de Control de ambos agentes en los ejes X , Y , Z y para el ángulo de

guiado ψ.

Ambos experimentos fueron capturados en video y se presentan en el siguiente en-

lace web: https://youtu.be/3Tx_F2vqjlM



CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES

6.1 FORMACIÓN CON CONSENSUS LÍDER SEGUIDOR

En este trabajo se presenta un protocolo de control de formación Líder Seguidor mediante

el enfoque consensus el cual se obtiene el seguimiento de trayectorias en el plano X − Y ,

para un sistema multiagente formado por un grupo de cuatro vehículos aéreos de tipo

cuadrirrotor. Los resultados de simulación fueron obtenidos utilizando un modelo no lineal

para cada vehículo, y muestran las trayectorias manteniendo una formación prefijada en

rombo o diamante, mientras que esta formación realiza el seguimiento de una trayectoria

preasignada por una curva cerrada la geometría de una función Lemniscata. En efecto cada

agente Seguidor reproduce la trayectoria generada por el agente Líder Virtual manteniendo

una cierta desviación, la cual es aceptable debido a las no linealidades de alto orden del

modelo dinámico de la aeronave cuadrirrotor.

6.2 FORMACIÓN CON GESTOR DE CONSENSUS

DISTRIBUIDO

En este trabajo se propuso un algoritmo de navegación distribuido basado en un control

de estructura variable denominado Super Twisting para Sistemas Multiagente, y se obtuvo

el modelo dinámico no lineal para N -agentes (aeronaves de tipo cuadrirrotor) utilizando
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el enfoque de Newton-Euler. Se ha desarrollado el algoritmo de navegación distribuida de

cada agente basado en el grupo euclidiano especial SE(3) y se ha propuesto un algoritmo

de control Super Twisting para la dinámica de traslación y rotación de cada agente. Este

controlador proporciona robustez contra la incertidumbre de los parámetros del sistema,

la convergencia en tiempo finito y la convergencia asintótica del seguimiento de la trayec-

toria. El algoritmo de Consensus propuesto ha garantizado la persecución y el vuelo de

formación del sistema multiagente. Finalmente, experimentos en tiempo real han ilustrado

el desempeño exitoso de los algoritmos propuestos.

6.3 FORMACIÓN CON CONTROL DE CONSENSUS DIFUSO

SECTORIAL

En este trabajo se ha propuesto un algoritmo de Consensus difuso sectorial para realizar el

Vuelo en Formación de un Grupo de Aeronaves. El modelo matemático para vehículos aé-

reos no tripulados de N -cuadrirrotores se describió utilizando la formulación de Newton-

Euler. Se desarrolló una estructura de vuelo en formación considerando un controlador

difuso sectorial considerando sus propiedades, y un sistema lineal en el que los estados de

posición y velocidad del i-ésimo cuadrirrotor se consideran en el protocolo de Consensus.

El análisis de estabilidad se obtuvo como una forma generalizada para lasN -aeronaves de

tipo cuadrirrotor y se ha demostrado que el sistema en lazo cerrado es globalmente asintó-

ticamente estable, alcanzando el Consensus de las aeronaves. Finalmente, con el propósito

de validar el Algoritmo de Control Difuso Sectorial propuesto, se ejecutaron una serie de

experimentos en tiempo real obteniendo las respuestas de comportamiento satisfactorias

de las múltiples aeronaves que forman parte del sistema multiagente.



APÉNDICE A

CONTROLADOR LÓGICO DIFUSO

A.1 INTRODUCCIÓN

El controlador lógico difuso (FLC por sus siglas en inglés, ”Fuzzy Logic Controller”) es

un tipo de controlador no lineal que ha demostrado ser una alternativa viable en una gran

cantidad de aplicaciones de sistemas de control automático. En años recientes los contro-

ladores lógicos difusos han despertado un gran interés en la comunidad de investigación

en el área de ingeniería aeronáutica, con un enfoque localizado específicamente en los

robots aéreos o drones, tanto de tipo multirrotor como de ala fija o una combinación de

ambas configuraciones. Este interés se debe a que la teoría de control difuso esta cada vez

más establecida mediante criterios matemáticos que permiten proponer o estudiar algunas

características cualitativas como el análisis de la dinámica de vuelo de aeronaves no tripu-

ladas, como los son los robots aéreos y los drones. Además, sumando a lo anteriormente

mencionado, los sistemas de control difuso pueden ser combinados con otras técnicas de

estimación de parámetros, para realizar lo que se conoce como sintonización adaptable de

los parámetros del controlador difuso, tales técnicas pueden ser redes neuronales, algorit-

mos genéticos, y técnicas de optimización, por mencionar algunos.

En este apéndice se muestran algunas definiciones y formalismos básicos para el

entendimiento de la teoría de control difuso, de tal modo que se puedan establecer los
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conceptos para entendimiento formal del procedimiento de diseño de un controlador lógi-

co difuso. En el apéndice se aborda cada uno de los bloques internos que forman parte de

un controlador difuso, desde la perspectiva de un mapeo no-lineal de entrada-salida, que

representa el funcionamiento de un controlador lógico difuso, y que tiene propiedades

fuertemente definidas para enfrentar el análisis de estabilidad en aplicaciones de sistemas

de control en malla cerrada, ya sea mediante un control en cascada o por realimentación

de variables de estado.

La teoría de la lógica difusa, concebida originalmente en la rama de las ciencias de

la computación como la teoría de conjuntos difusos, fue propuesta por primera vez por

Lofti A. Zadeh en 1965 [55]. Zadeh aplicó la lógica multivalor utilizando los números

reales entre 0 y 1, en lugar de la lógica binaria que solo utiliza los números enteros 0 y 1.

Tal que mediante la lógica multivalor se pueden definir los conjuntos o grupos de objetos

a los que denomina conjuntos difusos.

En sistemas de control automático, el término difuso se usa para expresar el grado

de certidumbre o incertidumbre que pueda tener una variable física con respecto a una

conjunto difuso o función de pertenencia, como ejemplo podemos mencionar la acelera-

ción de un cohete con trayectoria de altitud, mediante los subconjuntos de entrada que

definen los intervalos aceleración nula, positiva baja, media y alta, en donde la secuencia

mencionada corresponde con los subconjuntos que forman parte del conjunto difuso de las

variables de entrada del controlador difuso, el conjunto difuso de entrada indica el inter-

valo de valores comprendidos entre un valor mínimo y un valor máximo de la aceleración

del cohete, que puede obtenerse por el propulsor del cohete. Una vez que la aceleración

es sensada como la variable de entrada del controlador lógico difuso, se ejecuta el pro-

cesamiento difuso, llamado también mecanismo de inferencia difuso, hasta calcularse la

variable de salida del controlador difuso, la cual se obtiene a partir de la asignación de un

conjunto difuso de salida, formado por los subconjuntos difusos de la variable de control

que representa la dinámica del subsistema de la propulsión de la aeronave, de tal manera

que se asignan los subconjuntos difusos de salida como: propulsión cero, propulsión baja,

media y alta como los subconjuntos de la variable salida del controlador difuso. Obser-
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vandose que el grado de pertenencia para las variables de entrada y para las variables de

salida del control difuso puede tomar valores reales entre el 0 y el 1, mientras que, en la

teoría tradicional de conjuntos, el valor de una variable física solo puede pertenecer o no

pertenecer a un conjunto determinado.

A.2 PRELIMINARES

Definición 8. El universo del discurso, o conjunto universal de una función de pertenen-

cia, Ur ⊂ R es un subconjunto del espacio de los números reales, que contiene todos los

elementos posibles de interés para el intervalo de operación de una variable en particular.

Definición 9. Una función de pertenencia Ar(χr) es una función que se asigna o define

para evaluar a cada variable χr ∈ Ur ⊂ R, y que entrega un valor en el intervalo de los

números reales entre [0, 1], es decir

Ar(χr) : Ur ∈ R→ [0, 1] (A.1)

donde χr =
{
χ
−Mr−1

2
r , . . . , χ0

r, . . . , χ
Mr−1

2
r

}
∈ Ur representa la variable de entrada

del controlador difuso, y esta formado por la composición de las particiones internas

χlrr ∈ U lr
r de cada una de las funciones de pertenencia escalares Alrr (χr), mientras

que Ur =
{
U
−Mr−1

2
r , . . . , U0

r , . . . , U
Mr−1

2
r

}
representa conjunto universal o universo de

discurso formado por la composición de los subconjuntos o intervalos de operación

U lr
r ⊂ Ur asignados a cada una de las funciones de pertenencia escalares Alrr (χr) que

forman parte del conjunto difuso Ar(χr).

En este trabajo se considera que una función de pertenencia definida porAr(χ) ∈ Ur
se genera como la intersección de las funciones de pertenencia escalares o individuales,

tal que cada función de pertenencia escalar se define por Alrr (χk) para lr = 0, 1, . . . ,Mr,

donde la constante Mr representa la cantidad de funciones de pertenencia escalares. Por

lo que se define
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Ar(χr) =
Mr⋂
lr

Alrr (χr) = min (A.2)

Definición 10. El centro χ̄r ∈ U lr
r ⊂ Ur de cada función de pertenencia Alrr (χr) : U lr

r ⊂

Ur → [0, 1] se define por el conjunto de parámetros

χ̄r =
{
χ̄
−Mr−1

2
r , . . . , χ̄0

r, . . . , χ̄
Mr−1

2
r

}
(A.3)

donde χ̄lrr ∈ U lr
r ⊂ Ur representa el centro de cada función de pertenencia escalar.

Definición 11. Un conjunto difuso Ar(χr) ∈ Ur ⊂ R esta formado por la composición

de las funciones de pertenencia Alrr (χr) ∈ U lr
r ⊂ Ur, donde el subconjunto U lr

r define la

partición de operación de la respectiva función de pertenencia escalar

Ar(χr)
{(
χr, A

lr
r (χr)

)
| Alrr (χr) ∈ U lr

r ⊂ Ur
}
. (A.4)

En la teoría de control difuso, es habitual tratar con las siguientes funciones básicas

de pertenencia escalares, descritas como: funciones de pertenencia triangular, pseudo-

trapezoidal y gaussiana. A continuación de describen las ecuaciones para cada una de

estas funciones de pertenencia.

Función de pertenencia triangular

Alrr (χ) =


χ−α
β−α si α ≤ χ ≤ β

γ−χ
γ−β si β ≤ χ ≤ γ

0 cualquier otro caso

Función de pertenencia Gaussiana

Alrr (χ) = e(
β−χ
σ )

Función de pertenencia pseudo-trapezoidal derecha

Alrr (χ) =


χ−α
β−α si α ≤ χ ≤ β

1 si χ > β

0 cualquier otro caso
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Función de pertenencia pseudo-trapezoidal izquierda

Alrr (χ) =


γ−χ
γ−β si β ≤ χ ≤ γ

1 si χ < β

0 cualquier otro caso

donde α ∈ R y γ ∈ R son los parámetros que definen el intervalo o partición de operación

de una función de pertenencia escalar, la constante β ∈ R representa el centro χlrr de

la función de pertenencia respectiva, mientras que el parámetro σ ∈ R es la desviación

estándar de la función de pertenencia Gaussiana.

A.3 ESTRUCTURA DE UN CONTROLADOR LÓGICO

DIFUSO

Los sistemas de control modernos en malla cerrada o en lazo cerrado están diseñados en

base a un modelo cuantitativo y matemático del proceso o planta que requiere ser controla-

do, sin embargo, el controlador de lógico difuso se diseña con en base a un conocimiento

heurístico y cualitativo que un experto ingeniero de control tiene acerca del proceso o

planta que se debe controlar.

El controlador lógico difuso realiza el proceso de cálculo numérico, a partir de una

estrategia de control que se establece por medio de reglas lingüísticas para describir la

dinámica aproximada de la planta, para luego convertirse en una estrategia o ley de control

formal y de rigor en malla cerrada. El conocimiento del sistema se expresa a través de un

conjunto de reglas lingüísticas de la forma SI antecedente ENTONCES consecuente que

puede interpretarse desde un punto de vista de los sistemas de control automático como

IF condición ENTONCES acción [33].

En nuestro caso el controlador lógico difuso produce una acción de control que de-

pende de las variables de error. En el diseño del controlador lógico difuso consideraremos
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dos variables de entrada, las cuales representan las variables del error de posición y del

error de velocidad de la planta.

χ =

 χ1

χ2

 ∈ R2

donde la variable χ1 representa el error de posición, y χ2 = χ̇1 representa el error

de velocidad. La variable de salida calculada por el controlador lógico borroso produce

una variable de control que se puede describir mediante un mapeo estático no lineal con

respecto a cada variable de entrada. Se define el mapeo Φ : R2 → R para obtener la ley

del control difuso υ.

υ = Φ(χ1, χ2) (A.5)

Un controlador de lógico difuso se puede dividir en tres módulos principales.

Módulo de fusificación

Módulo de inferencia y base de reglas

• Funciones de pertenencia de entrada.

• Funciones de pertenencia de salida.

• Base de reglas

• Mecanismo de inferencia

Módulo de desfusificación

A.4 MODULO DE FUSIFICACIÓN

El bloque de fuzificación evalúa el mapeo definido por la ecuación (A.6)

A′(χ) : χ ∈ R→ [0, 1] (A.6)
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La función de pertenencia A′(χ) es de tipo “singleton". Es preciso mencionar que

el fusificador “singleton” es un mapeo muy simple, pero presenta la desventaja de ser

susceptible al ruido que se genera en la medición de la variable realimentada de la planta

o proceso, por otra parte, tiene ventaja de ser muy útil cuando se realiza el cálculo de la

variable de salida del controlador difuso, ya que reduce el tiempo de cálculo significativa-

mente [46]. El fusificador singleton descrito en el origen de puede escribir como

A′(χ) =

1 si χ = 0

0 si χ 6= 0

El fusificador singleton representado por la función de pertenencia A′(χ) tiene su

centro definido en el origen, es decir χ̄ = 0. En el módulo de fusificación se evalúa la

función de pertenencia del fusificador singleton como A′(χ − χ∗) tal que χ∗ ∈ U ⊂

R representa el valor numérico instantáneo de la variable de entrada, y a la vez indica

el desplazamiento del centro del fusificador exactamente en χ̄ = χ∗. El fusificador de

tipo singleton es ampliamente utilizado en la implementación de controladores difusos en

tiempo real. La ecuación de salida del módulo de fusificación se describe como

A′(χ− χ∗) =

1 si χ = χ∗ ∈ U ⊂ R

0 si χ 6= χ∗U ⊂ R

La función de pertenencia del módulo de fuzificacón A′(χ − χ∗) es utilizada para

evaluar el valor numérico obtenido de la medición χ∗ de la variable realimentada, para

luego ser procesar el valor obtenido mediante el mecanismo o algoritmo de inferencia

junto con la tabla de la base de reglas definidas por el controlador lógico difuso. Numé-

ricamente, el uso del fusificador singleton es equivalente a una evaluación directa de las

funciones de pertenencia de entrada en cada valor numérico x∗ de la variable de entrada.

Por esta razón, comúnmente el módulo de fusificación se ignora en algunas plataformas

profesionales que contienen librerías de control lógico difuso, como por ejemplo, en el

Fuzzy Toolbox de Matlab-Simulink©.
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A.5 MÓDULO DE INFERENCIA Y BASE DE REGLAS

Este módulo requiere el conocimiento del conjunto de las funciones de pertenencia aso-

ciadas a cada variable de entrada χr, y del conjunto de las funciones de pertenencia aso-

ciadas a cada variable salida υ del controlador lógico difuso, además este módulo también

requiere del conocimiento propuesto por la base de reglas difusas que relaciona a las fun-

ciones de pertenencia de entrada y de salida, mediante el método de inferencia que sea

seleccionado. En este este trabajo se ha elegido el método de inferencia Mamdani [8].

A.5.1 FUNCIONES DE PERTENENCIA DE ENTRADA

Las variables de entrada χr con r = 1, 2 se asocian cada una con un conjunto de funciones

de pertenencia escalares denominadas funciones de pertenencia de entradaAr(χr) para χr

con r = 1, 2. Estas funciones de pertenencia escalares también son llamadas particiones

difusas del universo de discurso. Sea Mr con r = 1, 2 una constante impar, entonces el

número de funciones de pertenencia escalares asociadas con χr para r = 1, 2. El conjunto

de las funciones de pertenencia de entrada que corresponde con la variable de entrada χr

con r = 1, 2, se define como

Ar(χr) =
{
Al11 (χ1), . . .

}
para

l1 =

{
−M1 − 1

2
,−M1 − 1

2
+ 1, . . . , 0, . . . ,

M1 − 1

2
− 1,

M1 − 1

2

}
(A.7)
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Figura A.1: Función de pertenencia de entrada.

Las funciones de pertenencia de entrada de tipo sigmoidales pueden ser utilizadas

por un controlador lógico difuso. La Figura A.1 se muestran las funciones de pertenencia

de entrada de tipo sigmoidal, de tal forma que Mr = 5, que de acuerdo con la definición

de la ecuación A.7, este conjunto difuso se describe como.

Ar(χr) =
{
A−2
r (χr), A

−1
r (χr), A

0
r(χr), A

1
r(χr), A

2
r(χr)

}
con r = 1, 2 (A.8)

tal que sus respectivos centros de definen por el conjunto χ̄r = {χ̄−2
r , χ̄−1

r , χ̄0
r, χ̄

1
r, χ̄

2
r}

con r = 1, 2. Se define el conjunto de parámetros que caracterizan a las funciones de per-

tenencia escalares Alrr (χr) que pertenecen al conjunto difuso Ar(χr) con r = 1, 2, se

denotarán como

pAr = {plrr, . . . , } para

lr =

{
−M1 − 1

2
,−M1 − 1

2
+ 1, . . . , 0, . . . ,

M1 − 1

2
− 1,

M1 − 1

2

}
(A.9)



APÉNDICE A. CONTROLADOR LÓGICO DIFUSO 137

A.5.2 FUNCIONES DE PERTENENCIA DE SALIDA

La función de pertenencia Bl(υ) es asociada con la variable de salida υ(t) ∈ V ⊂

R, con V ⊂ R como el universo soportado para la variable de salida, tal que l ={
−J−1

2
,−J−1

2
+ 1, . . . , 0, . . . , J−1

2
− 1, J−1

2

}
, y donde J representa el número de funcio-

nes de pertenencia escalares que forman parte del conjunto difuso de salida descrito como

Bl(χr) =
{
B−2(χr), B

−1(χr), B
0(χr), B

1(χr), B
2(χr)

}
(A.10)

Para el diseño de las funciones de pertenencia escalares de salida Bl(υ) ∈ V ⊂ R,

que forman parte del conjunto difuso de salida B(υ), se utilizan los siguientes criterios:

Las funciones de pertenencia Bl(υ) son simétricos con respecto a su centro ῡl.

El número de funciones de pertenencia escalares Bl(υ) que forman parte del con-

junto difuso B(υ) de la variables de salida debe ser impar.

Los parámetros que definen los intervalos de operación y los centros de Bl se definen

por el conjunto pb = {bl, . . . , }, y por el conjunto ῡ = {ῡl, . . . , } respectivamente, con

l = {−J−1
2
,−J−1

2
+ 1, . . . , 0, . . . , J−1

2
− 1, J−1

2
}, de tal forma que si J = 5, entonces se

tiene pb = {b−2, b−1, b0, b1, b2}, así como ῡ = {ῡ−2, ῡ−1, ῡ0, ῡ1, ῡ2}, tal que se debe de

cumplir pb = ῡ. Las funciones de pertenencia pueden ser de forma trapezoidal, triangular,

gaussiana o singleton. En la Figura A.2 se muestra un conjunto difuso de salida formado

por funciones de pertenencia de tipo trapezoidal denotadas por Bl con l = −2,−1, 0, 1, 2

y J = 5, donde ῡl denota el parámetro del centro de cada función escalar Bl de salida.
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Figura A.2: Función de pertenencia de salida.

A.5.3 BASE DE REGLAS DEL MECANISMO DE INFERENCIA

La base de reglas difusas para un sistema de dos variables de entrada χ = [χ1, χ2]T y una

variable de salida υ, se forma al definir las combinaciones posibles entre las funciones de

pertenencia de entrada, tal que se obtiene la siguiente lista de reglas

Regla(l1, l2) : IF χ1 ∈ Al11 AND χ2 ∈ Al12 THEN υ ∈ Bl1,l2 (A.11)

donde χ ∈ U = U1 × U2 ⊂ R, υ ⊂ V ⊂ R y Alrr (χr) ∈ Ar(χr), definida

anteriormente en A.1, con r = 1, 2.

Las funciones de pertenencia Bl1,l2(υ) definen el conjunto de conclusión en la base

de reglas, y deben estar asociadas con las funciones de pertenencia de salida Bl(υ) que se

definieron previamente, tal que

Bl1,l2( υ) =
{
B−

J−1
2 , B−

J−1
2

+1, . . . , 0, . . . , B
M1−1

2
−1, B

J−1
2

}
para

l1 =

{
−M1 − 1

2
,−M1 − 1

2
+ 1, . . . , 0, . . . ,

M1 − 1

2
− 1,

M1 − 1

2

}
l2 =

{
−M2 − 1

2
,−M2 − 1

2
+ 1, . . . , 0, . . . ,

M2 − 1

2
− 1,

M2 − 1

2

}
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Tabla A.1: Sintonización de las Reglas Difusas.

χ2 l1 = −2 l1 = −1 l1 = 0 l1 = −1 l1 = −2

χ1 A−2
1 A−1

1 A0
1 A1

1 A2
1

l2 = −2 A−2
2 B−2 B−2 B−2 B−1 B0

l2 = −1 A−1
2 B−2 B−2 B−1 B0 B1

l2 = 0 A0
2 B−2 B−1 B0 B1 B2

l2 = −1 A1
2 B−1 B0 B1 B2 B2

l2 = −2 A2
2 B0 B1 B2 B2 B2

(A.12)

De acuerdo a la definición de la base de reglas establecidas para el experto en el pro-

ceso de diseño del controlador lógico difuso, se puede construir una tabla de búsqueda, la

cual resguarda la ubicación particular de las funciones de pertenencia Bl1,l2( υ) asignadas

en las conclusiones de la base de reglas. A continuación, se muestra el acomodo de una ta-

bla de búsqueda para un controlador lógico borroso, con los parámetros M1 = 5, M2 = 5

y J = 5 (véase la Tabla A.1).

A.5.4 MECANISMO DE INFERENCIA

El mecanismo de inferencia se basa en la teoría del razonamiento aproximado [16]. Esto

puede verse como el modelado del proceso mediante el cual el ser humano puede sacar

una conclusión imprecisa de un conjunto de premisas imprecisas para concluir con la to-

ma de decisiones [56]. Existen en la literatura varios tipos de mecanismos de inferencia

[52], [13]. En el alcance de este trabajo se utiliza el control lógico difuso para la imple-

mentación de controladores de formación en tiempo real, para tal caso, se considera el

mecanismo de inferencia mínima basado en la implicación de Mamdani [10], ya que el

cálculo computacional de este algoritmo de procesamiento es muy simple.
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A.5.5 MÉTODO DE INFERENCIA MÍNIMO

El método de inferencia mínimo es descrito por la siguiente expresión

B
′

l1l2

(
[χ υ]T

)
= sup

Ø∈U

min
(
A′(χ− χ∗), Al11 (χ1), Al22 (χ2), Bl1l2(υ)

)
(A.13)

Si la función de pertenencia del fusificador es de tipo singleton, entonces la ecuación

del método de inferencia mínimo se simplifica a la siguiente expresión

B
′

l1l2

(
[χ υ]T

)
= min

(
Al11 (χ∗1), Al22 (χ∗2), Bl1l2(υ)

)
(A.14)

la siguiente expresión es equivalente a la ecuación anterior

B
′

l1l2

(
[χ v]T

)
= min

(
ωl1l2 , B

l1l2(v)
)

(A.15)

donde ωl1l2 = min
(
Al11 (χ1), Al22 (χ2)

)
.

Este mecanismo de inferencia también es nombrado en la literatura como el método

de recorte [52].

Una vez que el mecanismo de inferencia ha evaluado las condiciones de las senten-

cias IF THEN de la base de reglas, entonces se habrán calculado las M = M1M2 fun-

ciones de pertenencia para los conjuntos difusos B′l1l2
(
[χ v]T

)
que de manera individual

representan las conclusiones. Mientras que la combinación de las funciones individaules

de cada conclusión.

A.6 MODULO DE DESFUSIFICACIÓN

El proceso de defusificación es el paso donde la función de pertenencia B′([x v]T ) calcu-

lada en el mecanismo de inferencia, se utiliza para obtener el valor de la variable v ⊂ R.

Para calcular la variable de salida del protocolo difuso de consenso, se utiliza el

método de defusificación de centro promedio, calculado mediante la media aritmética
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ponderada del conjunto implicado, como se expresa en las ecuaciones (A.16) y (A.17).

Φ(χ) =

∑M1−1
2

l1=−M1−1
2

∑M2−1
2

l2=−M2−1
2

v̄l1l2
[

2⋂
i=1

Alrr (χr)

]
∑M1−1

2

l1=−M1−1
2

∑M2−1
2

l2=−M2−1
2

[
2⋂
r=1

Alrr (χr)

]
(A.16)

v = Φ(χ) (A.17)

donde
⋂

denota el operador de intersección que hemos elegido en este trabajo para repre-

sentar el operador mínimo.



APÉNDICE B

ESTABILIDAD DE LYAPUNOV DEL

ALGORITMO SUPER TWISTING

En el análisis de estabilidad del controlador Super Twisting (4.57), para un eje de

movimiento del quadrotor se considera que

σ̇p1 = −cp1,1|σp1|1/2sign(σp1) + wp1 (B.1)

ẇp1 = −bp1,1sign(σp1) + ρ(t, σp1)

donde ρ esta uniformemente acotada

(|ρ| < δ)

La prueba de convergencia de (σp1 , wp1) to (0, 0) se puede demostrar usando el siguiente

candidato de Lyapunov, como se presenta en [29]

V = ζ>Pζ (B.2)

donde ζ =
[
|σp1|1/2sign(σp1), wp1

]
y P es una matriz definida positiva. Nótese que V

es continua pero no es diferenciable en σp1 = 0. También siendo definida positiva y

radialmentedesacotada, satisface

λmı́n {P} ‖ζ‖2
2 ≤ V ≤ λmáx {P} ‖ζ‖2

2 (B.3)

142
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donde ‖ζ‖2
2 = |σp1 |+ wp1 representa la norma euclidiana de ζ .

Diferenciando el vector ζ =
[
|σp1|1/2sign(σp1), wp1

]
y usando la ecuación (B.1), se

puede escribir como

ζ̇(t) =
1

ζ1

(Aζ +Bρ̃(t, ζ)) (B.4)

donde

A =

 −1
2
k1

1
2

−k2 0

 , B =

 0

1


con k1 = cp1,1 , k2 = bp1,1 , y el término de perturbación ρ̃(t, ζ) = |ζ1| ρ(t, σ) satisface

|ρ̃(t, ζ)| ≤ δ |ζ1|. De esta forma, ŵ(ρ̃, ζ) = −ρ̃2(t, ζ) + δ2ζ2
1 ≥ 0.

Ahora considere la función candidata de Lyapunov como se define en (B.2). Su

derivada a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado es

V̇ (ζ) = ζ̇>Pζ + ζ>P ζ̇

= 1
|ζ1|

 ζ

ρ̃

>  A> + PA PB

B>P 0

 ζ

ρ̃


≤ 1

|ζ1|


 ζ

ρ̃

>  A> + PA PB

B>P 0

 ζ

ρ̃

+ ŵ (ρ̃, ζ)


≤ 1

|ζ1|

 ζ

ρ̃

>  A>P + PA+ δ2C>C PB

B>P −1

 ζ

ρ̃


≤ 1

|ζ1|

 ζ

ρ̃

>  A>P + PA+ εP − εP + δ2C>C PB

B>P −1

 ζ

ρ̃


≤ − ε

|ζ1|
ζ>Pζ − 1

|ζ1|

 ζ

ρ̃

>  −A>P − PA− εP − δ2C>C −PB

−B>P 1

 ζ

ρ̃


donde C = [1 0]. Ahora, tomando la siguiente ecuación de desigualdad de la matriz lineal

algebraica (LMI de las siglas en inglés “Linear Matrix Inequality”), debe satisfacer −A>P − PA− εP − δ2C>C −PB

−B>P 1

 > 0 (B.5)

entonces

V̇ (ζ) ≤ − ε

|ζ1|
ζ>Pζ = − ε

|ζ1|
V (ζ)
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De (B.3), resulta

|σp1|1/2 ≤ ‖ζ‖2 ≤
V 1/2(ζ)

λ
1/2
mı́n {P}

Esto demuestra que

V̇ ≤ −ελ1/2
mı́n {P}V

1/2(ζ)

garantizando la convergencia de trayectorias en tiempo finito, [17].

Lemma 1. La desigualdad en (B.5) es definida positiva si se cumplen las siguientes con-

diciones

1. k1 > 2ε, k2 > 0,

2. P12 < 0,

3. P11 >
P 2
12−2k2P12+δ2

k1−ε ,

4. P22 >
P12(ε− 1

2
k1)+ 1

2
P11

k2−P12
>

P 2
12

P11
,

5. P 2
22 + εP22 + P12 < 0.

Prueba según el lema del complemento de Schur [38], el LMI (B.5) es equivalente a

1 > 0, −A>P − PA− δ2C>C − εP − PBB>P > 0 (B.6)

Entonces, de las matrices A, B, C y P en la ecuación anterior (B.6), resulta

Υ =

υ11 υ12

υ21 υ22

 > 0 (B.7)

donde

υ11 = k1P11 + 2k2P12 − εP11 − δ2 − P 2
12,

υ12 = υ21 = 1
2
k1P12 + k2P22 − 1

2
P11 − εP12 − P12P22,

υ22 = −P12 − εP22 − P 2
22

Para garantizar una matriz definida positiva en (B.7), se aplica el teorema de Sylvester

[34] y resulta
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υ11 > 0

υ11υ22 > υ2
12

Por lo tanto, estas desigualdades se logran si las condiciones 1 hasta 5 del lema 1 son

satisfechas.
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