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Resumen

Esta tesis presenta los resultados principales siguientes:

El desarrollo de los algoritmos 6ptimos y robustos de la identificacion simultanea de
parametros y estados para varios sistemas estocasticos que se encuentran en el mundo re-
al: no lineales, con retardos, discontinuos. La investigacion orientada a la solucion de esta
clase de problemas pretende elaborar un método seguro para proporcionar la informacion
confiable sobre los estados de sistemas bajo influencia de ruidos blancos, con parametros
desconocidos, en una situacién de observaciones incompletas, aun en presencia de dis-
turbios deterministicos. Las lineas auxiliares de esta tesis desarrollan el filtrado éptimo
para sistemas estocasticos polinomiales con ruidos multiplicativos y medidos parcialmente,
identificaciéon de parametros para sistemas lineales y filtro alternativo con retardo en el
estado. Finalmente, se presenta un controlador 6ptimo para sistemas lineales con multi-
ples retardos en el estado y/o en la entrada, afectados por ruido blanco Gaussiano. Los

resultados son probados tedricamente y verificados mediante simulacién numérica.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema de identificacién simultanea de parametros y estados para sistemas es-
tocdasticos con parametros desconocidos ha recibido un tratamiento sistematico a partir de
los atios 70 [1], aplicando principalmente el principio de méxima verosimilitud (likelihood)
(ver por ejemplo, [2]). Sin embargo, el uso del principio de maxima verosimulitud ha revela-
do ciertas limitaciones en los resultados finales obtenidos:(a) los pardmetros desconocidos
se asumen constantes para evitar las complicaciones relacionadas al problema general de
optimizacién, y (b) no se puede obtener ecuaciones directas dindmicas (o en diferencias)
para la dinamica de los estados y pardmetros éptimos en la ”situacién general”, sin poner
las restricciones especiales a la estructura del sistema. Otros métodos relevantes son los
algoritmos de la identificacion de parametros sin la estimacion simultanea de estados. En-
tonces, se ve claramente que a pesar de un nimero significativo de los trabajos previos en
el area de la identificacién simultanea de parametros y estados, todavia no existe el esti-
mador de estados e identificador de parametros éptimo en la forma de un sistema cerrado
de un ntumero finito de ecuaciones diferenciales ordinarias, aun para sistemas estocasticos

lineales.



Los requerimientos debidos a las fuertes restricciones en las condiciones de operacion,
costo, exactitud, durabilidad y confiabilidad en los procesos y sistemas en general, han
propiciado el desarrollo de sistemas de control cada vez mas versatiles y complejos. Lo
sofisticado de las operaciones en los procesos industriales, militares, sistemas de nave-
gacion terrestre, aérea, maritima y espacial, sistemas informaticos y de comunicacion, son
ejemplos que lo confirman.

En sentido estricto, todo sistema de control presenta retardos, porque las tareas que
efectiia no son instantaneas. En muchos casos, el retardo es introducido al sistema con
el objetivo de mejorar su desempeno. Sistemas de mezclado de fluidos con concentracion
variable, procesos de rolado en frio en ldminas de acero en la industria siderirgica, trans-
misién de senales de comunicacion en sistemas satelitales y vehiculos espaciales, control de
trafico urbano, modelos de produccion de torque en el diseno de maquinas de combustion
interna, son ejemplos de esta clase de sistemas ([3, 4, 5, 6 y 7]).

Adicionalmente, los sistemas de control son afectados por perturbaciones externas, la
mayoria de ellas de naturaleza aleatoria que provocan cambios en su desempeno y que en
casos particulares pueden conducirlo a situaciones de funcionamiento no deseable, siendo
necesario conocer el comportamiento estadistico de las variables del sistema. Sistemas
de posicionamiento global, de comunicacion satelital, redes eléctricas de todo tamano,
problemas que implican lineas de espera, son ejemplos de esta clase de sistemas ([8, 9, 10,
11, 12 y 13]).

Un sistema no lineal puede tener un complicado comportamiento de estado estable
que no es equilibrio, oscilacion periddica o casi oscilacion peridédica. Tal comportamiento
es usualmente referido como caos. Algunos de esos movimientos cadticos son aleatorios, a
pesar de la naturaleza deterministica del sistema. Esto no es raro para dos o mas modelos

de comportamiento al ser representados por el mismo sistema no lineal. Un sistema no



forzado puede tener més que un periodo limite. Un sistema forzado con exitacion puede
presentar armoénico, subarmonico o mas complicados comportamientos de estado estable
dependiendo de la amplitud y frecuencia de la entrada. Esto puede aun presentar un
salto de discontinuidad en el modo del comportamiento cuando la amplitud o frecuencia
de la excitacién es cambiada suavemente. Diseno de tales algoritmos permitira organizar

correctamente el funcionamiento del sistema en las condiciones extraordinarias.

1.1. Antecedentes

1.- Aunque la solucién éptima general al problema de filtrado para estados no lineales
y ecuaciones de observacion mezcladas con ruido blanco Gaussiano dada por la ecuacion
de Kushner, para la densidad condicional de un estado no observado con respecto a obser-
vaciones [14], hay muy pocos ejemplos conocidos de sistemas no lineales donde la ecuacién
de Kushner puede ser reducida a un sistema cerrado dimensional finito de ecuaciones de
filtrado para un cierto nimero de momentos condicionales inferiores. El més famoso re-
sultado, el filtro de Kalman-Bucy [15], relacionado a el caso de estados y ecuaciones de
observacion lineales, donde sélo dos momentos, el estimado en si mismo y su varianza,
forman un sistema cerrado de ecuaciones de filtrado. De cualquier modo, el filtro no lineal
optimo de dimension finita puede ser obtenido en algunos otros casos, si, por ejemplo,
el vector de estado puede tomar sélo un nimero finito de valores admisibles [16] o si la
ecuacion de observacion es lineal y el término ”drift”, en la ecuacion de estado satisface la
ecuacién de Riccati df /dx + f? = 2 (ver [17]). La clasificacién completa de la ”situacién
general”, (esto significa que no hay suposicién especial sobre la estructura de las ecuaciones
de estado y la observacién y las condiciones iniciales), donde el filtro no lineal éptimo de

dimensién finita existe, es dado en [18]. También existe una bibliografia considerable sobre



sistemas de filtrado robusto para la ”situacién general” (ver, [19, 20, 21, 22]). Aparte de
la "situacion general”, los filtros 6ptimos de dimensién finita, que han sido recientemente
diseniados ([23, 24]) para ciertas clases de sistemas de estados polinomiales con condiciones
iniciales Gaussianas sobre observaciones lineales con una matriz de observacion invertible.

2.- El problema de la estimacion simultanea 6ptima de estados e identificacion de
parametros para sistemas estocasticos con pardametros desconocidos ha recibido tratamien-
to sistemédtico comenzando del articulo [1]. El resultado 6ptimo fue obtenido en [1] para
un sistema lineal en el tiempo discreto con parametros desconocidos constantes dentro de
un horizonte finito de filtrado, usando el principio de maxima verosimilitud (ver, [2]), en
vista de un conjunto finito de valores de estados y pardametros en instantes de tiempo. La
aplicacién del concepto de maxima verosimilitud se realizo también para sistemas lineales
en el tiempo discreto [25] y sistemas lineales en el tiempo continuo en [26].

Sin embargo, el uso del principio de méxima verosimilitud revela ciertas limitaciones
en el resultado final: a) los pardmetros desconocidos son asumidos constantes para evitar
complicaciones en el problema de optimizacion generado y b) las ecuaciones dindmicas (en
diferencias) directas no pueden ser obtenidas para seguir la dindmica del estado éptimo y
los parametros estimados en la "situacién general”, sin imponer suposiciones especiales en
la estructura del sistema. Otros enfoques son presentados por los métodos de identificacion
6ptima de pardmetros sin la estimacién simultdnea de estado, tal como disenado en [27,
28, 29|, las cuales son también aplicables a sistemas estocésticos no lineales. Por otro
lado, los algoritmos de filtrado robusto para sistemas estocasticos no lineales con entradas
deterministicas desconocidas son desarrollados en [19, 30, 31]. Otro enfoque, basado sobre
la optimizacién de filtros H, robustos, han sido recientemente introducido en [19, 30, 31],
para sistemas estocasticos lineales con incertidumbres acotadas en los coeficientes. El

comentario general es que, a pesar de un numero significativo de trabajos en el area de



identificacion simultanea de parametros y estimacién de estados, el filtro éptimo y el
identificador 6ptimo de parametros han sido obtenidos en forma de un sistema cerrado de
dimension finita de ecuaciones diferenciales ordinarias estocasticas no han sido obtenidos
todavia aun para sistemas lineales con retardo.

3.- El problema de filtrado éptimo para sistemas de estado lineal y observaciones sin
retardo fué resuelto en los 60’s [15], y esta solucién en forma cerrada es conocida como el
filtro de Kalman-Bucy. De cualquier modo, el problema de filtrado 6ptimo referido para
estados lineales con retardo no ha sido resuelto en una forma cerrada, como una solucion
de un sistema cerrado de un nimero finito de ecuaciones diferenciales ordinarias para
cualquier horizonte de filtrado finito. El problema de filtrado 6ptimo para sistemas con
retardo en el tiempo en si mismo, no ha recibido, como tal, mucha atencién, como su
contraparte del control, ya que la mayoria de las investigaciones se han concentrado sobre
los problemas de filtrado con retardos de observacion (los articulos [32, 33, 34, 35] pueden
ser mencionados para hacer una referencia). Unos pocos casos particulares, los problemas
de filtrado éptimo para sistemas lineales con retardo de estado y/o retardos de observacién
multiples, han sido recientemente resueltos en [36, 37, 38]. El filtro 6ptimo para sistemas
lineales con retardo de estado, deducido en [36], tiene resuelto el mismo problema de
filtrado como el presente capitulo. Sin embargo, ésa soluciéon no es libre de desventajas
computacionales: esto incluye un nimero variable de ecuaciones de covarianza, el cual
crece ilimitadamente cuando el horizonte de filtrado tiende a infinito, y la estructura de las
ecuaciones de covarianza también varia con el nimero. Existe una considerable bibliografia
relacionada al control robusto y problemas de filtrado para sistemas con retardo de tiempo
(tal como [19, 20, 21, 22, 30, 31, 39, 40, 41, 42]). La revisién amplia de teoria y algoritmos
para sistemas con retardo de tiempo es dada en [41, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49].

4.- Aunque el problema de control 6ptimo (regulador) para sistemas lineales con re-



tardos fué resuelto en los 60’s (ver [50, 51]), el problema de control 6ptimo para sistemas
lineales sin retardos sigue siendo abierto, dependiendo sobre el tipo de retardo, sistemas de
ecuaciones especificas, criterios, etc. Varios problemas de control 6ptimo lineal-cuadratico
han sido estudiados en [52, 53, 54, 55]. Un comentario detallado sobre el estado moderno
de la teoria de control para sistemas con retardo de tiempo es dado en [56, 57, 58, 59].
Muy amplio anédlisis de teoria y algoritmos para sistemas con retardo en el tiempo puede

ser encontrado en [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 60, 61].

1.2. Objetivos y Metas

1.2.1. Objetivos

Desarrollar, probar teéricamente y verificar numéricamente los algoritmos para:

1.- Estimacion optima de estados de sistemas polinomiales estocasticos con ruidos
multiplicativos y con retardos.

2.- Identificacién conjunta éptima de pardmetros y estados para sistemas estocédsticos
lineales.

3.- Control éptimo para sistemas lineales con retardos multiples en el estado y/o en

la entrada de control.

1.2.2. Metas

De acuerdo con los objetivos, se planean las siguientes metas:
1.- Desarrollar, probar teéricamente y verificar numéricamente los algoritmos de filtra-
do éptimo para sistemas polinomiales con observaciones lineales y ruidos multiplicativos

dependientes del estado del sistema.



2.- Desarrollar, probar teéricamente y verificar numéricamente los algoritmos de filtra-
do 6ptimo para sistemas polinomiales con ruidos multiplicativos dependientes del estado
del sistema para el caso de observaciones lineales incompletas con la parte polinomial del
estado completamente medible.

3.- Desarrollar, probar teéricamente y verificar numéricamente los algoritmos de fil-
trado 6ptimo para sistemas polinomiales con retardos en las observaciones lineales.

4.- En base a los algoritmos desarrollados en el inciso 1, desarrollar, probar tedri-
camente y verificar numéricamente los algoritmos de la identificacion éptima conjunta
de parametros y estados en sistemas estocasticos lineales, reduciendo este problema al
problema previamente resuelto.

5.- En base a los algoritmos desarrollados en el inciso 1, desarrollar, probar tedri-
camente y verificar numéricamente los algoritmos de filtrado 6ptimo para sistemas con
estados lineales en presencia de observaciones polinomiales, reduciendo este problema al
problema previamente resuelto.

6.- Desarrollar, probar tedricamente y verificar numéricamente los algoritmos de filtra-
do 6ptimo para sistemas lineales con retardos en el estado, tales que el sistema resultante
de ecuaciones de filtrado 6ptimo contiene un nimero finito de ecuaciones.

7.- Desarrollar, probar tedéricamente y verificar numéricamente los algoritmos de con-
trol optimo para sistemas lineales con retardos multiples en el estado.

8.-Desarrollar, probar teéricamente y verificar numéricamente los algoritmos de control

optimo para sistemas lineales con retardos multiples en el estado y en la entrada de control.



1.3. Aportaciones

Filtrado ()ptimo para Sistemas de Estado Polinomial con Ruido Multiplica-
tivo Polinomial

Este capitulo presenta el filtro 6ptimo de dimensién finita para sistema de estados
polinomiales con ruidos multiplicativos polinomiales sobre observaciones lineales con una
matriz de observacién invertible, por lo tanto generalizando el resultado de ([23, 24, 62])
obtenido para un sistema de estado polinomial con ruido independiente de estado.

El problema de filtrado éptimo es tratado procediendo de la expresion general para
el diferencial estocéstico de Ito del estimado éptimo y la varianza del error [63]. Como el
primer resultado, las diferenciales de Ito se obtienen para el estimado éptimo y la varianza
del error correspondientes al problema de filtrado establecido. Entonces, es demostrado
que un sistema cerrado dimensional finito de las ecuaciones de filtrado éptimo con respecto
a un numero finito de variables de filtrado puede ser obtenido para una ecuacién de
estado polinomial con ruido multiplicativo polinomial y observaciones lineales con una
matriz de observacion invertible. En este caso, el procedimiento correspondiente para
calcular las ecuaciones de filtrado éptimo es establecido. Finalmente, el sistema cerrado
de las ecuaciones de filtrado 6ptimo con respecto a dos variables, el estimado 6ptimo y
la varianza del error, es obtenido en la forma explicita para los casos de una ecuacién de
estado lineal con ruido multiplicativo lineal y una ecuaciéon de estado bilineal con ruido
multiplicativo bilineal.

En el ejemplo ilustrativo, el desempeno del filtro 6ptimo calculado es verificado para
un estado cuadratico con un ruido multiplicativo cuadratico sobre observaciones lineales
contra el filtro é6ptimo para un estado cuadratico con un ruido independiente de estado y
un filtro de Kalman-Bucy extendido convencional. Los resultados de simulacién muestran

ventaja definitiva del filtro éptimo calculado en relacion a cercania del estimado al valor



de estado real. Por otra parte, esto puede ser visto que el error de estimacion producido
por el filtro 6ptimo rapidamente alcanza y entonces mantiene el valor medio cero también
en una vecindad cercana al momento de tiempo asintotico, aunque el sistema de estado
en si mismo es inestable y los componentes cuadra ticos tienden a infinito para un tiempo
finito. Por el contrario, los errores de estimacién dados por los otros dos filtros aplicados
divergen a infinito cerca al momento de tiempo asintotico.

Los resultados de este capitulo son publicados en:

a.- International Journal of Robust and Nonlinear Control, Vol. 16, no. 6, pp. 303-314.

b.- Proceedings of the 2006 American Control Conference (Minneapolis, MN, June
14-16, 2006), pp. 1607-1612.

Filtrado Optimo para Sistemas Polinomiales Medidos Parcialmente con
Ruidos Multiplicativos

Este capitulo presenta el filtro 6ptimo de dimension finita para sistemas polinomiales
con ruido multiplicativo polinomial, donde la matriz de observacion puede no ser invertible
y s6lo los componentes no lineales del sistema de estado son tomados para ser completa-
mente medidos, considerando que la parte lineal del estado puede ser parcialmente medido
o aun no medido completamente, asi generalizando el resultado de ([23, 24, 62]) obtenido
para sistemas de estado polinomial con ruido independiente de estado. Disenando el filtro
optimo para sistemas polinomiales con ruido multiplicativo polinomial sobre observaciones
con una matriz de observacion no invertible, presenta una ventaja significante en la teoria
de filtrado y en la practica, ya que esto permite atacar a los problemas de filtrado éptimo
para estados polinomiales con no linealidades polinomiales de observacion, tal como el
problema del sensor cibico 6ptimo (ver [64]). El problema de filtrado éptimo es tratado
procediendo de la expresion general para la diferencial estocastica de Ito del estimado

6ptimo y la varianza del error [63]. Como el primer resultado, las diferenciales de Ito



para el estimado 6ptimo y la varianza del error correspondientes al problema de filtrado
establecido son derivadas. Es entonces demostrado que un sistema cerrado de dimension
finita de las ecuaciones de filtrado 6ptimo con respecto a un ntmero finito de variables de
filtrado puede ser obtenido si la ecuacién de estado es polinomial con ruido multiplicativo
polinomial, las observaciones son lineales, y solo los componentes no lineales del estado son
tomadas para ser completamente medidas. En este caso, el procedimiento correspondiente
para disenar las ecuaciones de filtrado éptimo es establecido.

Finalmente, el sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado 6ptimo con respecto a dos
variables, el estimado 6ptimo y la varianza del error, es desarrollado en la forma explicita
para el caso particular de una ecuacion de estado bilineal con ruido multiplicativo bilineal.

Como un ejemplo ilustrativo, el filtro éptimo disenado es aplicado para la solucién
del problema de filtrado éptimo con el sensor cibico, establecido en [64], asumiendo una
condicion inicial Gaussiana para el estado extendido. El filtro resultante produce una
segura y rapida convergencia del estimado, a pesar de una diferencia significante en las
condiciones iniciales entre el estado y el estimado y mismas observaciones ruidosas, en la
situacion donde el estado no medible en si mismo es un proceso de Wiener y el filtro de
Kalman extendido (EKF) falla en la aproximacién.

Los resultados de este capitulo son publicados en:

a.- Proceedings of the 45th Conference on Decision and Control (San Diego, CA,
December 13-15, 2005), pp. 4169-4174.

Filtrado de Estado Optimo e Identificacion de Parametros para Sistemas
Lineales

Este capitulo presenta el filtro 6ptimo y el identificador éptimo de parametros para
sistemas estocasticos lineales con parametros multiplicativos y aditivos desconocidos so-

bre observaciones lineales con una matriz de obervacién invertible, donde los parametros

10



desconocidos son considerados procesos de Wiener. El problema de filtrado es formalizado
considerando los parametros desconocidos como sistemas de estado adicionales satisfacien-
do la ecuacion lineal estocastica de Ito con ”drift cero y difusion unitaria”. Por lo tanto,
el problema es reducido al problema de filtrado para sistemas de estado polinomial (bi-
lineal) con parte lineal medida parcialmente sobre observaciones lineales, para la cual la
solucion ha sido obtenida recientemente en el capitulo 4 y basada sobre resultados previos
en el filtrado polinomial (ver [23, 24]). Esto presenta el algoritmo éptimo para estimacién
de estado e identificacién de parametros simultaneas en sistemas lineales con parametros
aditivos y multiplicativos desconocidos sobre observaciones lineales.

En el ejemplo ilustrativo, el desempeno del filtro éptimo disenado es verificado para un
sistema lineal con un parametro multiplicativo desconocido sobre observaciones lineales.
Las simulaciones son conducidas para ambos valores del parametro, negativo y positivo,
por lo tanto considerando sistemas lineales estables e inestables. Los resultados de simu-
lacién muestran confianza en el desempeno del filtro: en ambos casos, el estado estimado
converge al estado real y el pardmetro estimado converge al valor del pardmetro real
rapidamente.

Los resultados de este capitulo son publicados en:

a.- Proceedings of the 2006 American Control Conference (Minneapolis, MN, June
14-16, 2006), pp. 987-990.

b.- (2008) Optimal state filtering and parameter identification for linear systems, Op-
timal Control Applications and Methods, DOI: 10.1002/0ca.826.

Filtro Alternativo Optimo para Sistemas Lineales con Retardo en el Estado

En este capitulo, el problema de filtrado 6ptimo para sistemas lineales con retardo de
estado sobre observaciones lineales es tratado usando el estimado éptimo para la matriz de

transicion de estado del momento de tiempo actual para uno retardado. Haciendo eso, el
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método empleado parece al predictor de Smith [65] (ver [66] para més investigacién sobre
esta semejanza). Como el resultado, el filtro éptimo es derivado en una forma similar al
filtro de Kalman-Bucy tradicional, i.e., consiste de sélo dos ecuaciones, para el estimado
6ptimo y la varianza del error. Esto presenta una ventaja significante en comparacion al
filtro 6ptimo obtenido previamente [36], que consiste de un nimero variable de ecuaciones
de covarianza, el cudl es especificado por la razon entre el horizonte de filtrado actual y
el valor del retardo en la ecuacién de estado y crece ilimitadamente cuando el horizonte
de filtrado tiende a infinito.

Note que la aproximacién basada sobre la estimacion éptima de la matriz de transicién
de estado serd aplicable para cualquier sistema de estado y ecuaciones de observacion con
retardos de tiempo, donde el estimado éptimo de la matriz de transicion de estado es no
correlacionada con la varianza del error, incluyendo ciertas clases de sistemas no lineales.

Finalmente, el desempeno del filtro éptimo alternativo diseniado para sistemas lineales
con retardo de estado es comparado en el ejemplo ilustrativo con el desempeno del fil-
tro 6ptimo obtenido en [36]. Los resultados de simulacién muestran una insignificante
diferencia en valores del estimado obtenido para ambos filtros.

Los resultados de este capitulo son publicados en:

a.- International Journal of Adaptive Control and Signal Processing, Vol. 20, no. 10,
pp- 509-517.

b.- Proceedings of the 45th Conference on Decision and Control (San Diego, CA,
December 13-15, 2005), pp.4752-4756.

Un Regulador Optimo para Sistemas Lineales con Retardos Multiples en
el Estado y/0 en la Entrada

Estos capitulos se concentran sobre la solucién del problema de control 6ptimo para un

sistema lineal con multiples retardos de estado y de entrada y un criterio cuadratico. El
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problema original es reducido a un problema de regulador lineal cuadratico convencional
(LQR) para sistemas sin retardo, usando las matrices de transicién de estado y de control
del momento de tiempo actual a uno retardado para el sistema con retardos de tiempo
original. Haciéndolo asi, el método empleado cercanamente se parece al bien conocido
predicador de Smith [65] (ver [66] para mds investigacién sobre esta semejanza). Ya que
las matrices de transicion de estado, tomadas al momento de tiempo actual, son conocidas
como funciones dependientes de tiempo, la solucién es encontrada usando el regulador
lineal cuadratico 6ptimo [50]. Como un resultado, la solucién al problema de control
optimo original es obtenida en forma cerrada, i.e., esta es representada como una ley de
control de retroalimentacion lineal, en la cual, la matriz de ganancia satisface una ecuacion
diferencial ordinaria de Riccati. La ultima no contiene argumentos avanzados de tiempo,
pero sus coeficientes dependen de las variables de estado. El regulador éptimo obtenido,
representa un avance con respecto a los resultados de optimalidad general para sistemas
con retardo de tiempo (tal como dados en [45, 46, 47, 53]), ya que esto es realizable
usando solo dos ecuaciones diferenciales con retardo unidas: una para el estado y otra
para la matriz de ganancia. Tomando en cuenta que el espacio de estado de un sistema
retardado es de dimension infinita [47], esto parece ser una ventaja significante. Ya que
la ecuacién de Riccati obtenida no contiene argumentos avanzados de tiempo, esta puede
resolverse numéricamente usando métodos simples, tal como, ”"shooting”, el cuél consiste
en variar las condiciones iniciales hasta que una final es satisfecha.

Finalmente, el desempeno del control 6ptimo obtenido para un sistema lineal con re-
tardos de estado y de entrada miltiples y un criterio cuadratico es verificado en el ejemplo
ilustrativo contra el mejor regulador lineal disponible para un sistema lineal sin retardos.
Los resultados de simulaciéon muestran una diferencia significativa en los valores de la

funciéon de costo en favor del regulador 6ptimo obtenido. Ademas, el regulador éptimo
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obtenido es comparado a los mejores reguladores lineales basados sobre dos aproxima-
ciones racionales, lineal y cuadratica, del sistema de retardo de tiempo original. En am-
bos casos, las simulaciones muestran que los reguladores basados en las aproximaciones
producen valores no satisfactorios de la funcién de costo en comparacién al regulador
optimo. Ademas, la aproximacién cuadratica produce un incremento en la dimensién del
problema, produciendo dificultades computacionales adicionales.

Los resultados de este capitulo son publicados en:

a.- Optimal Control Applications and Methods, Vol. 28, no. 1, pp.45-57.

b.- (2007) Dynamics of Continuous, Discrete and Impulsive Systems, Vol. 14A, no. S2,
pp. 279-284.

c.- Proceedings of the 2007 American Control Conference (New York, NY, July 11-13,
2007), pp. 5625-5630.

1.4. Organizacién de la Tesis

En el capitulo 2 se presentan los conceptos basicos de los sistemas continuos con
retardo, teoria de probabilidad y procesos estocasticos, filtrado y control 6ptimo.

En el capitulo 3 se presenta el problema de filtrado éptimo para sistemas de estado
polinomial con ruido multiplicativo polinomial.

El capitulo 4 trata el problema de filtrado éptimo para sistemas polinomiales medidos
parcialmente con ruidos multiplicativos.

En el capitulo 5 se presenta el problema de filtrado de estado 6ptimo e identificacién
de parametros para sistemas lineales.

El capitulo 6 trata el problema del filtro alternativo 6ptimo para sistemas lineales con

retardo en el estado.
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El capitulo 7 presenta el regulador éptimo para sistemas lineales con multiples retardos
en el estado.

El capitulo 8 presenta un regulador 6ptimo para sistemas lineales con retardos multi-
ples en la entrada y el estado.

El capitulo 9 presenta las conclusiones y el trabajo futuro.
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Capitulo 2

Marco Teorico

En este capitulo se presentan los conceptos basicos necesarios para el estudio y analisis
de los temas expuestos en los capitulos siguientes. Las fuentes consultadas principales son:
para sistemas con retardo ([43, 67, 68]); probabilidad y procesos estocasticos ([69, 70, 71,
72]); filtrado éptimo ([69, 71, 73, 74]); y control 6ptimo ([75, 76, 77, 78]).

2.1. Sistemas Continuos con Retardo

2.1.1. Definiciones y conceptos basicos de los sistemas

con retardo
Una clase de sistemas con retardo se describe por la ecuacion
#(t) = F(x(t), z(t — h)) (2.1)

donde z(t) € R™ es el vector de estados del sistema, h € R tal que h > 0 es el retardo
y F' es una funcién continua que satisface la condiciéon de Lipschitz con respecto a sus

argumentos.
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Definicién 1: Una funcién f definida en [a, b], satisface la condicién de Lipschitz en

ese intervalo si existe una constante K tal que

| ftx) = fty) IS K le—y| VYa,yelab] (2.2)

donde K es la constante de Lipschitz. Se dice entonces que f es Lipschitz en la variable
x.

Si D, f(t,z) denota la derivada de f para t fijay | D, f(t,x)y |< K Vy € R"
entonces f es Lipschitz con constante de Lipschitz K.

Definicién 2: El espacio de estados de un sistema de control continuo con retardo es
un espacio vectorial de dimensién infinita. Asi, un conjunto de funciones vectoriales de

dimension n en este espacio se define mediante
Y=x(0), t—-A<O<t (2.3)

donde A es el retardo mas grande del sistema.
En el caso general, la ecuacién de estado para un sistema de control con retardo se

describe por

x(t) = £(x(t),x(t—hg1), x(t—hga), ..., x(t—hen),u(t), u(t—hyr), u(t—hyo), ... u(t—hyr), t)

(2.4)
donde f es una funcién no lineal, x(f) € R"™ es el vector de estados, h,; € R son los
retardos en el estado tal que hy; > 0 con i = 1,2,..., N, x(t — hyy) € R" es el vector
de estados con retardo, u(t) € RP es el vector de entradas de control, h,; € R son los
retardos en las entradas de control tal que h,; >0 coni=1,2,..., Ry u(t — hyg) € R es
el vector de entradas de control con retardo.

Ademés, si el vector de salida y(t) estd en funcién de los vectores de estado y de las
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entradas de control, se describe por

y(t) = g(x(t),x(t — hy1), x(t — hyo)..x(t — hen), u(t), u(t — hyr), u(t — hys)...u(t — hyr), t)
(2.5)
en donde g en general es una funcién no lineal [68].
En sistemas de control lineales con retardo, la ecuacion de estado se describe por

N R

X(t) = A(6)x(t) + Y Au(t)x(t = hoi) + B(Ou(t) + Y Bi(t)u(t — hu) (2.6)

i=1 i=1
donde A(t) € R™™ A;(t) € R™™, B(t) € R™*? y B,(t) € R"*? .
La ecuacién de salida se describe por

N R

y(t) = COx(t) + > Ci(t)x(t — hyy) + D(t)u(t) + Y Dy(t)ult — hu) (2.7)

i=1 =1
donde C(t) € R?”"™, C;(t) € R, D(t) € R”*P y D,(t) € R”*P.
En (2.6) si las entradas son idénticamente cero, la ecuacion de estado se reduce a

X(t) = A)x(t) + > Ai(t)x(t — hai), >t (2.8)

i=1
que se conoce como la ecuacion de estado homogénea en sistemas lineales con retardo [68].

El estado inicial es

x(t) = ¢(t), tE€ [to— Ay to] (2.9)

donde ¢(t) es el estado inicial del sistema y A, denota al retardo de mayor tamano [68].

Se puede demostrar que si A(.) y A;(.), i = 1,2,..., N son matrices reales y continuas,
y ademds las constantes h,; son positivas, una solucién x(t,to, ¢,0) de (2.8) existe y
depende tnicamente del estado inicial ¢(.) dada por x(t) = ¢(t) [43]. Se supone que todas

las funciones son reales, continuas y definidas en t € [to — A,, to].
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Teorema 2-1: Sean A(.) y A;(.), i = 1,2,...N matrices continuas en t > to — A,,
donde A, es el retardo de mayor tamano entonces la solucién de (2.8) es lineal con respecto
a la funcién inicial ¢(t).

Prueba: Sean x(t,ty, ¢,,0) v x(t, to, ¢5,0) soluciones de (2.8) correspondientes a las

funciones iniciales ¢, y ¢, respectivamente. Considerando la funcion
X(t) = 01X(t, th ¢17 0) + CQX(tv th ¢2a 0) (210)

donde ¢ y ¢ son constantes escalares arbitrarias, se verifica que la funcién x(t) en (2.10)

satisface (2.8). Ademds, x(t) en (2.10) satisface la condicién inicial

X(t) = 16, (t) + caty(t), T € [to — Ay, to] (2.11)

luego

x(t) = x(t, to, c10; + Cc2009,0) = e1x(t, to, ¢y, 0) + cox(t, tg, Py, 0) (2.12)

que establece la linealidad de la solucién respecto a la funcion inicial.

Si se considera retardo unico, por ejemplo
hxl - h, Al(t) = O,Z - 2, 3, ceey N (213)

(2.8) se reduce a

x(t) = A(t)x(t) + A ()x(t — ), t >t (2.14)

donde se supone que la matriz A(t) € R™*" y la matriz A,(t) € R™*". Ademds, el estado

inicial de (2.14) se describe mediante
x(t) = o(t), to—h<t<t (2.15)

Asi, el teorema ha sido probado.
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Definicién 3: La matriz ®(t,7) € R"*" es llamada matriz fundamental de (2.14) si

satisface las condiciones siguientes

%@(z 2= ADD(ET) + A DB — hor), > o (2.16)
O(t,7) =16(t — 1), t,Te[to — h,to] (2.17)

donde I es la matriz identidad y 4(.) es la funcién delta de Dirac.
La solucién de (2.14) puede expresarse en términos de la matriz fundamental ®(¢, 7).

Teorema 2-2: La solucién de (2.14) con la condicién inicial (2.15) es

x(t) = x(t, 1o, 6, 0) = / ti B(t, 7)o(r)dr, > o (2.18)

to—h

Prueba: De (2.18) y (2.16) se tiene

(1) = /t " Lot (r)dr = / _ (A()D(t, ) + Ay(OD(E — h, 7)o (r)dr

o—h dt to—h

to
= A(t)[/ O(t, T)p(T)dr] + Ay (t / O(t — h,7)p(T)dT]
to—h
= A(t)x(t) + A (t)x(t — h) (2.19)
Asi, (2.18) satisface a (2.14). También para t € [ty — h, to] por (2.17) y (2.18) se tiene

x(t) = /t Oh 16(t — 7)o (r)dr = (1) (2.20)

En el caso de retardo miltiple en la ecuacién de estado, por extension del teorema 2-2

se obtiene el teorema siguiente:
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Teorema 2-3: La solucion del sistema (2.8) y (2.9) es

to
x(t) = x(t.10,0,0) = [ B0, t2 4 2.21)
to—Ag
donde la matriz fundamental ®(¢,7) es la solucién de la ecuacién
d

con la condicion inicial
@(t T) = Ié(t - 7—)7 ta T E [tO - Azu tO] (223)

la prueba se realiza de manera andloga a la demostracion del teorma 2-2. Por otra parte,

para los sistemas de control lineales con retardo cuya ecuacion de estado se describe por

x(t) = A(t)x(t) + Z A;(t)x(t — hy) + B(t)u(t) (2.24)
y la ecuacion de salida descrita por
(1) = Cx(t) + 37 Cit)x(t — hur) + D(t)u(t) (2.25)

son importantes los teoremas siguientes:
Teorema 2-4: El sistema (2.24) es controlable al origen si existe un tiempo finito
t1 >ty y la matriz
1
Qu(t) = /t U(t, 7)B(r) BT (P07 (11, 7)dr (2.26)
0
tiene rango n, donde W(t,7) € R™" es la matriz fundamental de (2.24) con u = 0.
Para el caso de sistemas de control lineales invariantes en el tiempo con retardo tinico

y constante [68], se considera la matriz

Q =[Q;B,Q{B,Q3B,Q/B,Q;B,Q;B, ...Q{B, Q}B, ..., Q;B] (2.27)
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donde
Qi =LQ;=0
paraj=007>k. Y

Q"' = AQ) +AQ),

Teorema 2-5: Los sistemas de control lineales con retardo, cuya ecuacién de estado

se describe por

x(t) = Ax(t) + A1x(t — h) + Bu(t) (2.28)

son controlables al origen si la matriz @ en (2.27) tiene rango n.

También, para los sistemas de control lineales con ecuacién de estado (2.8), condicién
inicial (2.9) y ecuacién de salida descrita por y(t) = C(t)x(t) para t > to, se tiene el
teorema siguiente:

Teorema 2-6: Un sistema de control lineal con retardo es observable en [t, ;] si la

matriz

Qi) = [ W) OO0 w L (229)

to

tiene rango n, donde W(t,tg) € R"™*" es la matriz fundamental de soluciones del sistema.
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La matriz fundamental de soluciones debe satisfacer las condiciones siguientes:
= 2U(t,7) =Vt 7)A(T) = U(t, T+ h)Ai(T+h), ty<T<t—h

» LUt 7)=—VU(t,1)A(T), t—h<T<t

s Ut t) =1

» U(t,7)=0, 7>t

donde I € R™™ es la matriz identidad.

2.2. Probabilidad y Procesos Estocasticos

2.2.1. Conceptos basicos de probabilidad

Definicién 4: La observacién de un fenémeno en determinadas condiciones, la cual
se realiza en un periodo de tiempo repitiendo un experimento es llamada una prueba.

Definicién 5: El conjunto de todos los resultados posibles de una prueba es llamado
espacio muestral y usualmente es denotado por €.

Definicién 6: Una caracteristica cualitativa de una prueba consiste en registrar si los
resultados de un experimento presentan un efecto. Este efecto es llamado evento.

Definicién 7: Una caracteristica cuantitativa de una prueba consiste en determinar los
valores de las variables obtenidas como resultado de esa accion. Las variables pueden tener
valores diferentes que no son predecibles con certeza. A estas variables se les llama variables
aleatorias. Los valores especificos que toma una variable aleatoria son llamados valores
stmples o realizaciones de la varitable aleatoria. Formalizando, una va-riable aleatoria X
es una funcién que asigna un nimero real X (§) a cada evento £ en el espacio muestral de

un experimento aleatorio.
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Definicion 8: La razon del nimero de apariciones de un evento respecto al ntimero
total de pruebas realizadas en condiciones similares, es llamada la frecuencia relativa del
evento. Asi, cuando un evento aparece m veces en n pruebas su frecuencia relativa en la
serie de pruebas es m/n.

Definicién 9: Con relacién a la definicién clasica de probabilidad, cuando se incre-
menta el nimero de pruebas realizadas en las mismas condiciones y los valores de la
frecuencia relativa de un evento convergen a un numero (regularidad estadistica), ese
nimero representa la probabilidad del evento. Por tanto, el nimero P(A) al cual tiende
la frecuencia relativa del evento A cuando el nimero de pruebas tiende a infinito es la
probabilidad del evento A.

Definicién 10: Sean €2 un espacio muestral y ¢ un conjunto de subconjuntos de €2, o

es llamada una o—dlgebra si se satisfacen las condiciones siguientes:
» Para toda A; € 0 — A{ € 0, donde A{ es el evento complementario al evento A;
» Si Ay, Ay, ... A,, ... €0, entonces |- A, €0
= ¢ € 0, aqui ¢ denota al conjunto vacio

Definicién 11: Sean 2 un espacio muestral y A un evento de una o—algebra definida
en €2, la funcién P(A) es llamada probabilidad (o medida de probabilidad de A) si se

cumplen las condiciones siguientes:
= P(A) 20
» P(Q2) =1

= Si Ay, Ay, ..., es una sucesion finita o infinita de eventos mutuamente excluyentes
A;NA; = ¢, para todas i, tales que i # j se satisface P(4;JAJAs...) =
P(A;) + P(A2) + P(A3) + ...
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Definicién 12: Sea 2 un espacio muestral con determinada o-dlgebra y A € ¢ un
evento con probabilidad P, la triada (92,0, P) es llamada espacio de probabilidad. Asi,
el espacio de probabilidad sirve como modelo matematico de fenémenos aleatorios en la
teoria moderna de probabilidad.

Definicién 13: Espacios contables. Sea () un espacio muestral que consiste de N
pruebas, siendo N un numero entero positivo finito. Sus eventos elementales (; pueden
expresarse en términos de las probabilidades P{(;} = p;, que satisfacen a la ecuacién
p1+ ... + py = 1, donde p; son nimeros reales no negativos.

Definicién 14: Sea €2 un espacio muestral con una o-dlgebra definida y los eventos A
y B tal que B € o0 y P(B) # 0, entonces la probabilidad condicional de un evento A € o

relativo al evento B es determinada por la féormula

P(A[B) =

El evento A es independiente de B si P(A|B) = P(A) y ademés
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)

donde P(AB) denota la probabilidad de la interseccién de los eventos A y B.

En general, si A; € 0,1 = 1,2,....n, los eventos Ay, ..., A, son independientes si ca-
da uno de ellos no depende de los otros ni de cualquier otra interseccion. La igualdad
P(Ay, ..., A,) = P(Ay) --- P(A,) sirve como condicién necesaria y suficiente de la inde-
pendencia de los eventos Ay, ..., A,,.

Definicién 15: La funcion de distribucion acumulativa de una variable aleatoria X
se define mediante Fy = P[X <z|, —oco<z <0

La funcién de distribucion acumulativa tiene las propiedades siguientes:
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lim, . Fx(z)=1

lim, o Fx(z) =0

» Fx(x) es una funcion no decreciente de = en el intervalo (a, b) si se cumple

Fx(a) < Fx(b)

s Fx(x) es una funcion continua por la derecha si se cumple

Fx(b) = ll/mh_@ Fx(b+ h) = Fx<b+) con h >0

Las propiedades anteriores conducen a los teoremas siguientes:

Teorema 2-7: La probabilidad de los eventos correspondientes a los intervalos de la
forma a < X < b, puede expresarse en términos de la funcién de distribuciéon acumulativa
Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a).

Prueba. Dado que {X < a}|J{a <z <b} = {X < b}y los dos eventos del miembro
izquierdo son mutuamente exclusivos, entonces se cumple Fx(a)+ Pla < X < b] = Fx(b),
por tanto, Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a).

Teorema 2-8: La probabilidad en el extremo derecho del intervalo continuo (a, b] es
Fx(b) — Fx(b7).

Prueba. Sea a = b — € con € > 0, entonces P[b —e¢ < X] = Fx(b) — Fx(b—¢€) y a
medida que € — 0 entonces la probabilidad en el intervalo se aprozima a P[X = b|. Por
tanto P[X = b] = Fx(b) — Fx(b™).

De manera similar, es posible calcular la probabilidad de otros tipos de intervalos, por

ejemplo para a < X < b, se tiene
Pla < X <b]=P[X =a]+Pla < X <b| = Fx(a)—Fx(a™)+Fx(b)—Fx(a) = Fx(b)—Fx(a™).

por tanto, si la funcién de distribucion acumulativa es continua en los extremos de un

intervalo, estos tienen probabilidad cero y pueden ser incluidos o excluidos de ese intervalo.
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Se concluye que para distintos tipos de intervalos se cumple
Pla<X <b=Pla<X <b=Pla<X <b=Pla<X<b|.
Resumiendo, para toda variable aleatoria X se cumplen las condiciones siguientes:
» Fx(—00)=0
» Fx(oo)=1
» Plr; < X < x9] = Fx(x2) — Fx (1)

Definicién 16: La funcion de densidad de probabilidad se define por

dFX(.%‘)

fxla) = =2

Definicién 17: La funcion de distribucion condicional de la variable aleatoria X dado

el evento B se define como la probabilidad condicional del evento {X < z}, luego
Fx(x| B)=P{X <z | B}

Definicién 18: La funcion de densidad condicional de la variable aleatoria X en el
evento {X < z} dado el evento B, es no negativa y su area es la unidad, se describe por

fute| By = LD

Definicién 19: El valor esperado de una variable aleatoria continua X es

o0

ElX] = / 2 fx()dz

[e.e]

Definicion 20: El n-ésimo momento de una variable aleatoria continua X se define

como la n-ésima potencia de x, se calcula con

Bl = [ s felads

o0
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Definicién 21: X es una variable aleatoria Gaussiana si su funcién de densidad de
probabilidad es fx(z) = \/#76’(35 —m)?/20%, param € Ry o € RT.

Una propiedad importante, es que bajo cualquier transformacion lineal de variables
Gaussianas se obtiene otra variable Gaussiana. Por ejemplo, si X es una variable aleatoria
Gaussiana con los parametros m y o, entonces ¥ = aX + b es otra variable aleatoria
Gaussiana con pardmetros am+0by | a | o.

Definicién 22: El n-ésimo momento central de una variable aleatoria continua x con
valor medio denotado por m, se calcula con

mm—nw1=[%u—WW%awm

[e.9]

El primer momento es la media de la variable aleatoria Gaussiana x y se calcula con

1 —(z—m

o o | —le=m)? .
Elz] = [T zfx(z)dz = T [ xe 27 ~dx =m. La varianza es el seqgundo momento

central, es de particular interes y se calcula con var|x] = E(x — Elz])* = E[x?*] — E*[z] =

2

o°.
Definicién 23: La covarianza de dos variables aleatorias X y Y se calcula con
Cov[X,Y] = E[(X —mx)(Y —my)] = E[XY] — mxmy
Definicién 24: Las variables aleatorias X y Y son no correlacionadas si su covarianza
es cero.

Definicién 25: El valor de la esperanza condicional de una variable aleatoria continua

g(X) dado un evento B se calcula con

Elo(x) | B = [ g(a)f(e | B
Definicién 26: La funcion caracteristica de una vartable aleatoria continua X se
define por
d(w) = E[ej“’x] = / ej‘”fx(x)dx

28



donde €/** = coswX + jsenwX y j es la unidad de los niimeros imaginarios.
Definicién 27: La secuencia de variables aleatorias X, (w) con n = 1,2, ..., se dice

que converge en media cuadrdtica si se cumple

limy—so BE(X, — X)* =0

2.2.2. Conceptos basicos de procesos estocasticos

Definicién 28: Un proceso estocdstico x(t) consiste de un experimento con medida
de probabilidad P[.] definida en un espacio {2 y una relacién que asigna una funcién de
tiempo x(t, () a cada realizacién ( en Q.

Un proceso estocéstico representa:

una familia de funciones de tiempo si t y ¢ son variables.

una funcion de tiempo si t es variable y ( constante.

una variable aleatoria sit es constante y ( variable.

= un numero sit es constante y ¢ constante.

Definicién 29: La media n(t) de un proceso estocdstico x(t) es la funcién determinista

lt) = Elx(t) = [ " ef(e,t)de

Definicién 30: La autocorrelacion R(t1,ty) de un proceso estocdstico x(t) es el valor

esperado del producto x(t1)x(t2) y se describe por

R(tl, tQ)) = E[X(tl)x(tg)] = / / .Tlng(l‘l, T2, tl, tg)dﬂfldl'g
donde valor R(t,t) es la potencia promedio x(t) y equivale al valor esperado de x*(t).
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Definicién 31: La autocovarianza C(t1,t2) de un proceso estocdstico x(t) es la cova-

rianza de las variables aleatorias X (¢;) y X (f3) y se determina con

C(t1,t2) = R(t1,t2) — n(t)n(t2)

donde C(t,t) equivale al valor de la varianza de la variable aleatoria X (7).

Definicién 32: Un proceso estocdstico x(t) tiene incrementos independientes si
VneN t)y<t <-- <t las variables aleatorias zy,,x:, — x4, ..., Tt, — T, _, SoOn
independientes.

Definicién 33: El proceso Wiener (W (t), t > 0) es un proceso estocdstico real escalar

o vectorial con incrementos independientes que satisface las condiciones siguientes:

» Todas las realizaciones w(t) del proceso W (t) son continuas y w(0) = 0.
» La distribucién en una dimensién del proceso W(t) es normal.

» Tiene esperanza cero y su funcién de covarianza se determina por

min(tl,tz)
Ky(ti,ta) = / v(T)dr
0
donde v(t) es una funcién no negativa que representa la intensidad del proceso W (t).

Definicién 34: El proceso aleatorio x(¢) con media cero y funcién de covarianza que
contiene como multiplicador a la funcién delta de Dirac es llamado ruido blanco. Se
representa por las féormulas m,(t) = 0y K,(t1,t2) = v(t1)0(t1 — ta2), donde la funcién
delta de Dirac es la intensidad del ruido blanco. La varianza del ruido blanco es infinita
y sus valores en dos puntos diferentes son no correlacionados.

Definicién 35: Un proceso estocastico x(t) se dice que es continuo en el tiempo t en

media cuadrdtica, si se cumple la condicionE[(z(t + €) — z(t)]> — 0 a medida que € — 0.
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Teorema 2-9: Un proceso estocdstico x(t) es continuo en media cuadrdtica si su
autocorrelacion es continua.

Prueba: Dado que
Ex(t+e¢) —x(t)]* = R(t +e,t +¢€) —2R(t + ¢,t) + R(t,1)

ademads, si la autocorrelacién R(t1,ty) es continua, entonces el lado derecho de la ecuacién
inmediata anterior tiende a cero a medida que € tiende a cero. Esto prueba que el proceso
estocastico x(t) es continuo en media cuadratica.

Corolario 2-1: Si el proceso estocéstico x(t) es continuo en media cuadrdtica, en-

tonces su media es continua, luego
n(t+e) —n(t), e€—0
Prueba: Dado que
Elx(t+e€) = x(t)]* = E*[x(t + €) — x(1)]
entonces se cumple
lime_oE[x(t + €)] = E[limc_ox(t + €)] — n(t)

Definicién 36: Un proceso estocastico x(t) es diferenciable en media cuadrdtica si se

cumple la condicién

x(t +¢€) —x(t)

E{ —X (P} =0, €0

El criterio de Cauchy nos permite demostrar que un proceso estocastico tiene derivada sin
. o / , , o .
requerir el valor de la derivada x (to). Asi, para que un proceso estocéstico tenga derivada

en media cuadratica es necesario y suficiente que se cumpla la condicion

x(t+e)—x(t)  x(+e)-—x()

E{] '} =0

siempre que €; — 0y también e; — 0.
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2.3. Filtro de Kalman-Bucy para Sistemas

en Tiempo Continuo

2.3.1. Conceptos basicos.

En sistemas de control lineales con medicién de salida incompleta, el proceso de filtrado
para minimizar la varianza del error de estimacion del estado es conocido como el filtro
de Kalman-Bucy.

En el diseno del filtro, es imperativo considerar la contribucién de los ruidos asociados
al sistema debido a que afectan de forma significativa su desempeno. Luego, el diseno del
filtro concierne a los datos estadisticos de los ruidos.

El filtro de Kalman-Bucy entrega valores del estimado del estado cuya media converge
a la media de los valores reales del estado [73].

Sea x(t) un proceso aleatorio no medible completamente con dindmica de estado

descrita por la ecuacion diferencial
dz(t) = A(t)x(t)dt + B(t)dWy(t), x(to) = o (2.30)
y con la ecuacién de salida descrita por
dy(t) = C(t)x(t)dt + D(t)dWs(t) (2.31)

donde los elementos de las matrices A(t) € R™", B(t) € R"*P, C(t) € R™"y

D(t) € R™ P2 gon funciones continuas en el tiempo, x(t) € R" es el vector de estados,
y(t) € R™ es el vector de salida, los vectores Wi(t) € RP* y Wy(t) € RP?* son ruidos
blancos. La condicién inicial o € R™ es un vector Gaussiano tal que zo, Wi(t) y Wa(t)
son procesos independientes. Todos los coeficientes de las ecuaciones (2.30) y (2.31) son

funciones deterministicas de dimensiones apropiadas.
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Se supone que la matriz C(t) es no nula y la matriz D(t) D (¢) es definida positiva.
La estimacion 6ptima del estado respecto a la salida Y (t) = y(s) con s € [0,t], se

obtiene al minimizar el indice de desempeno
J = Bl(a(t) — )" (x(t) - 2) | F}'] (2.32)

en cada instante ¢, donde F} es la o — dlgebra generada por las mediciones y(s) en el
intervalo ty < s < t hasta el tiempo presente t.
Como se sabe ([71, 72]), el estimado 6ptimo del estado con relacién a la o—4lgebra

FY generada por la salida Y (t) en el intervalo [to,t], se obtiene con la ecuacién
&=m(t) = E(x(t) | ) (2.33)

Definicion 37: En los sistemas de control con medicién incompleta de estado, el error
de estimacion es la diferencia entre el valor real del estado y su estimado. El estimado del
estado en cada instante ¢ del horizonte de filtrado es proporcionado por un filtro acoplado
al sistema. El error de estimacion se denota por € = x(t) — z(t).

Si se toma la esperanza del segundo momento del error de estimacion, se obtiene la
matriz de covarianza. Los elementos de la diagonal principal de la matriz de covarianza
son las varianzas de las variables de estado y los elementos restantes son las covarianzas
de las variables de estado.

La varianza condicional del error de estimacion de estado respecto al proceso estocésti-

co FY [72], se define por
P(t) = Bl(z(t) — m(t))(x(t) — m(t))" | F] (2.34)
Para cl estimado ¢ptimo del estado [72], se tiene
dm(t) = A(t)m(t)dt + P()CT(t)(D(t) D" (t)) " [dy(t) — C(t)m(t)dt] (2.35)

con la condicion inicial m(ty) = Elx(to) | F}].
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Para la varianza del error de estimacion del estado [72], se tiene
P(t) = P(t) AT (t) + A(t)P(t) + B(t)BY(t) — P(t)CT (t)(D(t)D* (t))*C(t)P(t) (2.36)

con la condicién inicial P(ty) = E[[z(to) — m(to)][z(to) — m(to)]" | FY].

Las condiciones para la existencia de la solucién de (2.36) consideran que las matrices
B(t)BT(t) y CT(t)(D(t)DT(t))"*C(t) son simétricas definidas no negativas y ademés,
cuando la condicion inicial Fy es no negativa la solucién es tunica.

Los sistemas de ecuaciones (2.35) y (2.36) constituyen el filtro de Kalman-Bucy [73].
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2.4. Control C)ptimo en Sistemas Lineales

2.4.1. Conceptos basicos

La teoria moderna de control 6ptimo tiene sus raices en el calculo de variaciones
[78]. El problema de control 6ptimo para sistemas en tiempo continuo se caracteriza por
determinar un objetivo, el cual consiste en encontrar la ley de control u(t) que actiie sobre
el sistema en cierto intervalo ¢ € [to, ] y que optimice (minimice o maximice) un criterio
de desempeno considerado. La trayectoria de estado que satisface las limitaciones de la
variable de estado en el intervalo de control es llamada trayectoria admisible [78].

El indice de desempeno como expresion matematica de las cualidades deseadas del
sistema controlado, puede ser tan variado como plantas distintas y aplicaciones de diseno
existan.

Algunas categorias de los problemas de control que se definen por el formato del indice
de desempeno son: el problema de tiempo minimo, el problema de consumo minimo de
combustible, el problema de seguimiento, el problema de consumo minimo de energfa [79].

Principio de Separacién: En sistemas de control lineales afectados por perturba-
ciones estocésticas y con indice de desempeno cuadratico, el principio de separacion puede
emplearse para desacoplar en dos secciones el sistema de control estocéstico completo. Una
seccion es el controlador 6ptimo determinista en el que se tiene el conocimiento exacto
y completo de todos los estados del sistema y la seccion restante es el filtro 6ptimo que
procesa las mediciones incompletas y con ruido de los estados para obtener los estimados
del estado del sistema. Estos estimados son utilizados por el controlador éptimo en lugar

de los estados [77].
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Teorema 2-10: La solucién 6ptima del problema del controlador con realimentacion
de salida estocastica es la misma que la solucién del problema del controlador con reali-
mentacion de estado 6ptimo estocastico, excepto que en la ley de control u(t), el estado
x(t) del sistema es reemplazado por su estimado 6ptimo m(t). La entrada de control se
selecciona como u(t) = —F°(t)m(t), donde F°(t) es la matriz de ganancia del regulador

6ptimo y m(t) es la salida del filtro 6ptimo.

2.4.2. El problema de control 6ptimo en sistemas lineales

En muchos sistemas de control se presentan problemas de optimizacion, por ejemplo
si se requiere llevar a cero el estado tan rapido como sea posible y a la vez acotar la

magnitud de las entradas. Sea un sistema lineal descrito por
(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) (2.37)

donde z(t) € R" es el vector de estados del sistema, u(t) € R™ es la entrada de control,
A(t) € R™™y Be R™™.
La funcién de costo a minimizar se define por

1

J = %xT(Tl)wx(Tl) + % /to 1 u” (s)R(s)u(s)ds + 5/150 1 o7 (s)L(s)x(s)ds (2.38)

donde R™*™ es una matriz simétrica definida positiva, ¢"*" y L™" son matrices simétri-
cas definidas no negativas. Se considera también que T} > t,.

En la resolucién del problema de control 6ptimo, es necesario encontrar la entrada de
control u*(t) en t € [tg, T1] que minimice la funcién de costo J a través de la trayectoria

x*(t), generada en t € [ty, 11] al sustituir u*(¢) en la ecuacién de estado.
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2.4.3. Solucion del problema de control 6ptimo en sistemas

lineales

El problema de control éptimo descrito por (2.37) y (2.38) se resuelve de manera

similar como aparece en [30]. Luego, la matriz de ganancia para el control 6ptimo es
K. = (R(t)"'B"()Q(t)
y la ley de control 6ptimo se determina por
u(t) = Kex = (R() BT ()Q(1)(t) (2.39)
La funcién matricial Q(t) es la solucién de la ecuacién de Riccati
Ot) = —AT(HQ) — QUAW) + L) — QU BO R () B (H)Q(?) (2.40)

Al sustituir la ley de control 6ptimo (2.39) en (2.37), se obtiene la ecuacién de estado

optimamente controlado
i(t) = [A(t) + Bt)(R(t)) ' BT (1)Q®)]x(t),  (to) = o (2.41)

De esta forma, se resuelve el problema de control éptimo para el sistema lineal descrito

por (2.37), sujeto al criterio de minimizacién (2.38) y gobernado por el control (2.39).
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Capitulo 3

Filtrado ()ptimo para Sistemas de
Estado Polinomial con Ruido

Multiplicativo Polinomial

3.1. Problema de Filtrado para Estado Polinomial
con Ruido Multiplicativo sobre Observaciones
Lineales

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad completo con una creciente familia real con-
tinua de o-dlgebras Fy,t > to, y sea (Wy(t), Fi,t > to) y (Wa(t), Fy,t > to) procesos de
Wiener independientes. Los procesos aleatorios Fi-medibles (z(t), y(t)) es descrito por una
ecuacion diferencial no lineal con ambos términos ”drift y difusiéon” polinomiales para el

estado del sistema
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y una ecuacién diferencial lineal para el proceso de observacion
dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dWs(t). (2)

Aqui, z(t) € R" es el vector de estado y y(t) € R" es el vector de observacién lineal, tal
que la matriz A(t) € R™" es invertible. La condicién inicial g € R™ es un vector Gaus-
siano tal que zg, Wi(t), y Wa(t) son independientes. Esto es supuesto que B(t)BT(t) es
una matriz definida positiva. Todos los coeficientes en (1)-(2) son funciones deterministi-
cas de tiempo de dimensiones apropiadas. La funcién ”difusién”no lineal g(x,t) forma un
ruido multiplicativo dependiente de estado en la ecuacién (1).

Las funciones no lineales f(x,t) y g(x,t) son considerados polinomiales de n variables,
componentes del vector de estado x(t) € R", con coeficientes dependientes de tiempo.
Ya que z(t) € R" es un vector, esto requiere una definicién especial de la polinomial
para n > 1; algunos de ellos pueden ser encontrados en [23, 24, 62]. En este capitulo, un
polinomio de grado p de un vector z(t) € R™ es considerado como una forma p-lineal de

n componentes de x(t)
f(x,t) = ao(t) + ar(t)z + ag()zz” + ...+ ap(H)T .. p times - - - T, (3)

donde ag(t) es un vector de dimensién n, a; es una matriz de dimension n x n, as es un
tensor 3D de dimension nxnxn, a, es un tensor (p+1)D de dimensién n.x. . .(p+1) times - - - X
N,y T X ...ptimes - -- X T €s un tensor pD de dimension n X ..., times - - - X 1 obtenido por
p veces la multiplicacién de espacio del vector z(t) por si mismo. Tal polinomio puede ser

expresado en la forma de suma

dry(t)/dt = ag k(t) + Y ar ki(t)wi(t) + Y an wi(t)zs(t)a;(t) + ..

+ )y iy, (D () (), ki g, =1, 0,

i1
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El problema de estimacién es encontrar el estimado éptimo Z(t) para el estado z(t),
basado sobre los procesos de observacion Y (t) = {y(s),0 < s < t}, que minimiza la

norma-2 Fuclideana

J = Bl(x(t) — 2(t)" («(t) — 2(t)) | F/']

en cualquier momento de tiempo t. Aqui, E[z(t) | F}Y] significa la esperanza condicional
de un proceso estocdstico z(t) = (z(t) — 2(t))T (z(t) — £(t)) con respecto a la o-algebra
FY generada por el proceso de observacién Y (t) en el intervalo [ty,¢]. Como es conocido

en [63], este estimado 6ptimo es dado por la esperanza condicional
(t) =m(t) = B(x(t) | F})

del sistema de estado x(t) con respecto a la o-dlgebra F}Y generada por el proceso de

observacion Y (t) en el intervalo [ty,?]. Como es usual, la funcién matricial
P(t) = E[(x(t) — m(t))(x(t) —m(t))" | F']

es el estimado de la varianza del error.
La solucién propuesta a este problema de filtrado éptimo es basado sobre las formulas
para el diferencial de Ito de la esperanza condicional F(x(t) | F}) y su varianza P(t)

(citada por [63]) y dada en la siguiente seccién.

3.2. Filtro ()ptimo para Estado Polinomial con Ruido
Multiplicativo sobre Observaciones Lineales

Las ecuaciones de filtrado 6ptimo seran obtenidas usando la férmula para el diferencial

de Tto de la esperanza condicional m(t) = E(x(t) | F}) (ver [63])
dm(t) = E(f(z.t) | I )dt + Bzl () — E(py (@) | )" | F)x
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(B(t)BT(t)) " (dy(t) — E(py(z) | EY)dt),

donde f(x,t) es el término ”drift”polinomial en la ecuacién de estado, y ¢,(z) es el
término ”drift” lineal en la ecuacién de observacion igual a ¢,(x) = Ag(t) + A(t)z(t).

Bajo la sustitucion del desempeno, la ecuaciéon de estado toma la forma
dm(t) = B(f(x,t) | F))dt + B(a(t)[A(t)(x(t) — m(t)]" | F})x

(BB ()~ (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t)) =
E(f(z,t) | F)dt + E(x(t)(x(t) —m(t))" | F)AT(t)x
(B(t)B" (1) (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt) =
E(f(z,t) | F)dt + P(t)AT(6)(B(t) B ()" (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt).  (4)

La ecuacién (4) serd complementada con la condicién inicial m(to) = E(x(to) | F)).

Tratando de componer un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado, la ecuacién (4)
serd complementada con la ecuacién para la varianza del error P(t). Para este propésito, la
férmula para el diferencial de Ito de la varianza P(t) = E((z(t)—m(t))(x(t)—m(t))T | FY)

serd usada (citada otra vez por [63]):
dP(t) = (BE((x(t) = m®)(f(z,0))" | F) + B(f(x, t)(x(t) = m@®)") | F)+
E(g(x,t)g" (x,1) | F)) = BE(x(t)[¢1(x) — E(py(z) | EOIT | F)x
(BB (1)) E(lg: () — By () | " () | FY))dt+
E((x(t) —m(t))(x(t) — m(t) e (x) = E(ey () | FO]T | FY)x

(BB (1)) (dy(t) — E(py(z) | FY)dt),
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donde el dltimo término serd entendido como un tensor 3D (bajo la esperanza de la
muestra) convolucionado con un vector, la cual produce una matriz. Bajo las sustituciones

las expresién para ¢,, la tltima férmula toma la forma
dP(t) = (E((x(t) = m(t))(f(x,t))" | F) + B(f(z,t)(x(t) = m(t))") | £ )+
E(g(z,t)g" (z,t) | ;) — (E(x(t)(x(t) —m(t))" | F)A" ()%
(B()B" (1)) A E((2(t) — m(t))a’ (t)) | F))dt+
E((x(t) — m(t))(x(t) — m($))(A(t)(x(t) — m(t)" | B )(BE)BT ()"
(dy(t) — A(t)m(t))dt).
Usando la formula de la varianza P(t) = E((z(t) — m(t))2"(t)) | FY), la tltima
ecuacién puede ser representada como
dP(t) = (E((x(t) = m(t))(f(x,t))" | F) + B(f(z,t)(x(t) = m(t))") | E)+  (5)
E(g(x,t)g" (x,t) | ;) = P()AT(t)(B()B" ()~ A(t) P())dt+
E(((x(t) = m(t))(2(t) = m(t))(x(t) —m(t))" | F))x
AT()(B() BT (1)) (dy(t) — A(t)m(t — h))dt).

La ecuacién (5) sera complementada con la condicién inicial
P(to) = El(x(to) — m(to)(x(to) — m(to)" | Fyy].

Las ecuaciones (4) y (5) para el estimado éptimo m(t) y la varianza del error P(t)
forman un sistema abierto de las ecuaciones de filtrado para el estado no lineal (1) sobre
observaciones lineales (2).

Probemos ahora que este sistema se convierte a un sistema cerrado de las ecuaciones
de filtrado en vista de las propiedades polinomiales de las funciones f(x,t) y g(z,t) en la

ecuacion (1).
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Como es mostrado en [23, 24], un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado para
un sistema de estado con ”drift”polinomial y ”difusién”independiente de estado sobre
observaciones lineales puede ser obtenida si la matriz de observacion A(t) es invertible para
cualquier t > ty. La tultima condicion, también asumida para el proceso de observacion
(2), implica ([23, 24]) que la variable aleatoria z(t) — m(t) es condicionalmente Gaussiana
con respecto a los procesos de observacién y(t) para cualquier ¢ > ty. Aqui, las siguientes
consideraciones en [23, 24] son aplicables a las ecuaciones de filtrado (4),(5).

Primero, ya que la variable aleatoria z(t) — m(t) es condicionalmente Gaussiana, el
tercer momento condicional E((z(t)—m(t))(x(t)—m(t))(x(t)—m(t))T | FY) de z(t)—m/(t)
con respecto a observaciones, el cual perdura en el dltimo término de la ecuacién (5), es
igual a cero, porque el proceso z(t) —m(t) es condicionalmente Gaussiana. De este modo,
el ultimo término completo en (5) es desaparecido y la siguiente ecuacién de la varianza

es obtenida
dP(t) = (E((z(t) = m®)(f(z, )" | F) + E(f(z,t)(x(t) = m(t))") | E)+  (6)

E(g(x.t)g" (z,t) | F) = PO)AT()(B()B' () A(t) P(t))dt,

con la condicién inicial P(tg) = E[(x(to) — m(to)(x(to) — m(te)” | FY].

Segundo, si las funciones f(x,t) y g(x,t) son funciones polinomiales del estado x
con coeficientes dependientes del tiempo, las expresiones de los términos E(f(x,t) |
FY) en (4) y E((x(t) — m(t)f"(z,1)) | F') vy E(g(z.t)g" (x,t) | F) en (6) pudiera
también incluir sélo términos polinomiales de x. Entonces, esos términos polinomiales
pueden ser representados como funciones de m(t) y P(t) usando la siguiente propiedad

de variable aleatoria Gaussiana z(t) — m(t): todos sus momentos condicionales impares,

my = E[(z(t) —m(t)) | Y(t)], ms = E[(x(t) —m(t)* | Y ()], ms = E[(x(t) —m(t))* [ Y (2)],

. son igual a 0, y todos sus momentos condicionales pares my = E[(x(t) — m(t))? |
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Y (t)],my = E[(z(t) — m(t))* | Y(¢)], ... pueden ser representadas como funciones de la
varianza P(t). Por ejemplo, my = P,my = 3P%* mg = 15P3, ... etc. Después de repre-
sentar todos los términos polinomiales (4) y (6), que son generados bajo la expresién
E(f(z.t) | FY), E((x(t) — m(®))f"(x,1)) | FY), vy E(g(x,t)g" (x,t) | ), como fun-
ciones de m(t) y P(t), una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado serd obtenida. Las
correspondientes representaciones de E(f(z,t) | FY) v E((x(t) — m(t))(f(z,t)T | FY)
han sido desarrolladas en [23, 24] para ciertas funciones polinomiales f(x,t).

En la siguiente subseccién, una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado seran
obtenidas de (4) y (6) para funciones lineal y bilineal f(z,t) y g(x,t) en la ecuacién
(1). Esto serd notado, de cualquier modo, que el uso del mismo procedimiento podria
resultar en calcular un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado para cualesquiera

funciones polinomiales f(x,t) y g(z,t) en (1).

3.2.1. Filtro ()ptimo para Estado Lineal con Ruido Multiplica-

tivo Lineal

En un caso particular, si las funciones f(z,t) = ao(t) + a1 (t)x(t) y gz, t) = bo(t) +
b1 (t)x(t) son lineales, donde b; es un tensor 3D de dimension n x n x n, las representaciones
para E(f(l’7t) | Fty)7 E((C(Z(t) - m(t))(f(xu t))T | FtY)7 y E(g(l’7t)gT($,t) | FtY) €como

funciones de m(t) y P(t) son desarrolladas como sigue
E(f(x,t) | F') = ao(t) + ar(t)m(?), (7)

E(f(z,t)(x(t) —m)") | )+ E((z(t) —m(®)(f(z,t)" | F)) =
ay(t)P(t) + P(t)al (t). (8)

E(g(x,t)g" (z,t) | F") = bo(t)b (t) + bo(t) (br(t)m(t))" + (9)
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(ba(£)m(t))bg (£) + b (E) P(£)by (1) + by (B)m(t)m” ()by (2),

donde b (t) denota el tensor obtenido de b;(t) transponiendo sus dos indices derechos.
Sustituyendo la expresién (7) en (4) y las expresiones (8),(9) en (6), las ecuaciones de

filtrado para el estimado éptimo m(t) y la varianza del error P(t) son obtenidas
dm(t) = (ao(t) + a1 (t)m(t))dt+ (10)
P(O)AT()(B)B" (1) dy(t) — A(t)m(t)dt], m(to) = E(x(to) | F}")),
dP(t) = (a1 (t)P(t) + P(t)aq (t)+ (11)
bo(t)bg (1) + o (t) (ba (t)m(t))" + (ba(t)m(t))bg (¢) + bi() P(£)by (£)+
bu(t)m(t)m” ()by (t))dt — P() AT ()(B()B" (t)) ™ A(t) P(t)dt.
P(to) = E(((to) — m(to))(x(to) —m(to))" | F"))-

Note que la matriz de observacién A(t) también no debe ser necesariamente invertible
para obtener las ecuaciones de filtrado (10)—(11). Realmente, la tinica polinomial usada,
E(x(t)2™(t) | FY) = P(t) + m(t)m”(t), es vélida para cualquier variable aleatoria con

momentos segundo finito, no sélo en Gaussiana.

3.2.2. Filtro Optimo para Estado Bilineal con Ruido Multiplica-

tivo Bilineal

Sean las funciones

f(z,t) = aop(t) + a1 (t)x + ag(t)za” (12)

g(z,t) = bo(t) + by (t)x + ba(t)za” (13)
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polinomiales bilineales, donde x es un vector n-dimensional, ag(t) es un vector n-dimen-
sional, aq(t) y bo(t) son matrices nxn, as(t) y b1(t) son tensores 3D de dimension nxn xn,
y by(t) es un tensor 4D de dimensién n x n x n x n. En este caso, las representaciones para
E(f(x,t) | F1), E((@(t) =m(0)(f(z, )" | F"), y E(g(x,t)g" (x,t) | F}) como funciones

de m(t) y P(t) son desarrolladas como sigue (ver [23, 24])
E(f(z,t) | F') = ao(t) + ar(t)m(t) + as(t)ym(t)ym” (t) + az(t) P(t), (14)
E(f(z,t)(x(t) = m(®)") | F7) + E((x(t) = m(t)(f(z,0)" | F) =
ay(t)P(t) + P(t)al (t) 4 2as(t)m(t)P(t) + 2(as(t)m(t)P(t))*. (15)
E(g(x,t)g" (z,t) | F") = bo(t)by (t) + bo(t) (0r(t)m(t))" +
(b1 (£)m(t))bg (t) + ba () P(L)b (t) + b (t)m(t)m” (£)by (¢)+
bo(t)(P(t) +m(t)m" (£))by (t) + ba(t)(P(t) +m(t)m" (t))by (t)+ (16)
bi(t)(3m(t) P(t) + m(t)(m(t)m” (t)))by (t) + b2 (t) (3P (t)m” (t) + (m(t)m" (t))m" (¢))b7 (t)+
3b2(t) P2 ()b (t) + 3ba () (P (t)m(t)m” (8) +m(t)ym” (¢)P(t))by (£) +ba(t) (m(t)m (t))*by (1)

donde b2 (t) denota el tensor obtenido de by(t) transponiendo sus dos indices derechos.
Sustituyendo la expresion (14) en (4) y la expresion (15),(16) en (6), las ecuaciones de

filtrado para el estimado 6ptimo m(t) y la varianza del error P(t) son obtenidas
dm(t) = (ao(t) + ay (H)m(t) + ax()m(t)m” (t) + az(t) P(t))dt+ (17)
P(t)AT(t)(B(6)B" (1) [dy(t) — A(t)ym(t)dt], m(te) = E(x(to) | F)),
dP(t) = (a1 (t) P(t) + P(t)a? (t) + 2a5(t)ym(t) P(t) + 2(as()m(t) P()T+  (18)
bo(t)bg (t) + bo(£) (ba (£)m())" + (bi(t)m(t))bg (t) + ba(t) P(£)by ()+
bu(t)ym(t)m” (£)b1 () + bo(t) (P(t) + m(t)m" (£))by (t)+
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ba(t)(P(t) +m(t)m” ())by (t) + bu(t)(3m(t) P(t) + m(t)(m(t)m (t)))by (t)+
ba(t)(BP(t)m” (1) + (m(t)m" (t))m" (4))by (£) + 3ba(t) P*(1)by (t)+
302 () (P(t)ym(t)ym” (t) + m(t)m" () P(t))by (t)+
ba(t)(m(t)ym” (1))*by (1))dt — P(t) A" (t)(B(t)B" (1))~ A(t) P(t)dt.
P(ty) = E((x(to) — m(to))(x(to) — m(to))" | F}')).

Por medio de la derivacion precedente, el siguiente resultado es demostrado.

Teorema 1. El filtro éptimo dimensién finita para el estado bilineal con ruido mul-
tiplicativo bilineal (1), donde los polinomios bilineales f(x,t) y g(z,t) son definidas por
(12),(13), sobre las observaciones lineales (2), es dado por la ecuacién (17) para el esti-
mado éptimo m(t) = E(z(t) | FY) y la ecuacién (18) para el cdlculo de la varianza del
error P(t) = E[(z(t) — m(t))(z(t) — m(t))T | FY].

Asi, basado sobre el sistema abierto general de las ecuaciones de filtrado (4),(6), esto
es probado que un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado pueden ser obtenidas para
cualquier estado polinomial con un ruido multiplicativo polinomial (1) sobre observaciones
lineales (2). Ademas, la forma especifica (17),(18) del sistema cerrado de las ecuaciones
de filtrado correspondiente a un estado bilineal con un ruido multiplicativo bilineal es
derivada. En la siguiente seccién, el desempeno del filtro éptimo disenado para un esta-
do bilineal con un ruido multiplicativo bilineal sobre observaciones lineales es verificado
contra el filtro 6ptimo para un estado bilineal con un ruido independiente de estado y un

filtro de Kalman-Bucy extendido convencional.

3.3. Ejemplo

Esta seccién presenta un ejemplo de calcular el filtro 6ptimo para un estado cuadratico

con un ruido multiplicativo cuadratico sobre observaciones lineales, comparandolo con el
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filtro 6ptimo para un estado cuadratico con un ruido independiente de estado y un filtro
de Kalman-Bucy extendido convencional.

Sea el estado real z(t) que satisface la ecuacién cuadratica
&(t) = 0,12%(t) + 0,12%()yy (t),  2(0) = o, (19)
y el proceso de observacién dado por la ecuacion lineal

y(t) = x(t) + (1), (20)

donde v, (t) ¥ 14(t) son ruidos blancos Gaussianos, las cuales son las derivadas débiles en
promedio cuadrético de procesos estandar de Wiener (ver [63]). Las ecuaciones (19),(20)
presentan la forma convencional para las ecuaciones (1),(2), la cual es actualmente usada
en préactica [80].

El problema de filtrado es encontrar el estimado éptimo para el estado cuadratico con
ruido cuadratico (19), usando observaciones lineales (20) mezcladas con perturbaciones
independientes e identicamente distribuidas modeladas como ruidos blancos Gaussianos.
Sea el tiempo de horizonte de filtrado a T' = 9,2.

Las ecuaciones de filtrado (17),(18) toma la siguiente forma particular para el sistema
(19),(20)

m(t) = 0,1(m*(t) + P(t)) + P(t)[y(t) — m(t)], (21)

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my,
P(t) = 0,4P(t)m(t) + 0,03P*(t) + 0,06 P(t)m2(t) 4 0,01m*(t) — P*(t), (22)

con la condicién inicial P(0) = E((x(0) — m(0))(x(0) — m(0))T | y(0)) = B.
Los estimados obtenidos bajo la solucién de las ecuaciones (21)—(22) son comparados

primero para los estimados satisfaciendo las ecuaciones de filtrado éptimo para un estado
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cuadrético con un ruido independiente de estado (ver [23]), basado sobre el sistema (19)
donde el ruido multiplicativo cuadratico z2(t)i,(t) es reemplazado por el ruido aditivo

estandar 1, (t). Las ecuaciones de filtrado correspondiente son dadas por
ma(t) = 0,1(mi(t) + Pu(t)) + Pr(t)[y(t) — ma(t)], (23)
con la condicién inicial m(0) = E(x(0) | y(0)) = my,
Pi(t) = 0,4P,(t)m(t) + 0,01 — P(t), (24)

con la condicién inicial P(0) = E((z(0) —m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)) = B.

Los estimados obtenidos bajo la solucién de las ecuaciones (21)—(22) son también com-
parados con los estimados satisfaciendo las siguientes ecuaciones de filtrado de Kalman-
Bucy extendido para un estado cuadratico (19) sobre observaciones lineales (20), obtenidas
por reemplazar el ruido multiplicativo cuadratico z%(¢),(¢) por el ruido aditivo estandar
1, (t), usando la copia directa de la de la dindmica del estado (19) en la ecuacién estimada,

y asignando la ganancia del filtro como la solucién de la ecuacién de Riccati:
g (t) = 0,1mic (t) + P (t)[y(t) — mx (1), (25)
con la condicién inicial mg(0) = E(x(0) | y(0)) = my,
Pr(t) = 0,4P(t) + 0,01 — PA(t), (26)

con la condicién inicial Pk (0) = E((z(0) —m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)) = K.

Los resultados de la simulaciéon numeérica son obtenidos resolviendo los sistemas de
ecuaciones de filtrado (21)—(22), (23)—(24), y (25)—(26). Los valores obtenidos de los esti-
mados m(t), my(t), y mg(t) satisfacen las ecuaciones (21), (23), y (25), respectivamente,

son comparadas para los valores reales de las variables de estado z(t) en (19).
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Para cada uno de los tres filtros (21)—(22), (23)—(24), y (25)—(26) y el sistema de
referencia (19)—(20) involucrado en la simulacién, los siguientes valores iniciales son asig-
nados: zy = 1,1, mg = 0,1, Py = 1. Perturbaciones Gaussianas 1, (t) en (19) y 1,(t) en
(20) son realizadas usando la funcién de ruido blanco construida en MatLab.

Las siguientes graficas son obtenidas: graficas del error entre la variable de estado z(t)
satisfaciendo la ecuacién (19) y el filtro éptimo estimado m(t) satisfaciendo la ecuacién
(21); gréfica del error entre la variable de estado x(t) satisfaciendo la ecuacién (19) y el
estimado my (t) satisfaciendo la ecuacién (23); grafica del error entre la variable de estado
x(t) satisfaciendo la ecuacién (19) y el estimado mx (t) satisfaciendo la ecuacion (25). Las
graficas de todos los errores de estimacién son mostrados sobre el intervalo de simulacion
deto=0aT = 7,3 (Fig. 1) y el intervalo de simulacién completo de to = 0 a T = 9,2 (Fig.
2). Puede ser notado que el error dado por el filtro éptimo estimado (21) rapidamente
llega hasta y entonces mantiene el valor medio cero aun en una vecindad cerrada del
punto asintético T' = 9,205, donde la referencia de la variable de estado cuadratica (19)
se va a infinito. Por el contrario, los errores dados por los otros filtros considerados llegan
hasta cero méas lentamente o no lo alcanzan en todo, tiene desviacion sistematica (sesgada)
desde cero, y claramente diverge a infinito cerca del punto asintético. Note que la varianza
del error del filtrado 6ptimo P(t) no converge a cero cuando el tiempo tiende al punto
asintotico, ya que la dindmica polinomial de cuarto orden es mas fuerte que los términos
de Riccati cuadraticos en el lado derecho de la ecuacién (22).

Asi, esto puede ser concluido que el filtro 6ptimo obtenido (21)—(22) para un estado
cuadratico con un ruido multiplicativo cuadratico sobre observaciones lineales produce
definitivamente mejores estimados que el filtro 6ptimo para un estado cuadratico con un

ruido independiente de estado o un filtro de Kalman-Bucy extendido convencional.
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3.4. Conclusiones

Los resultados de simulaciéon muestran que los valores del estimado calculado por usar
el filtro 6ptimo obtenido para un estado cuadratico con un ruido multiplicativo cuadratico
sobre observaciones lineales son notablemente cercanos a los valores reales de la variable
de referencia que los valores de los estimados dados por el filtro 6ptimo para un estado
con un ruido independiente de estado o un filtro de Kalman-Bucy extendido convencional.

Ademas, esto puede ser visto que el error de estimacién producido por el filtro 6ptimo
rapidamente llega y entonces mantiene el valor medio cero aun en una vecindad cerrada
del tiempo asintético fijo, donde la referencia de la variable de estado cuadrética (19)
tiende a infinito para un tiempo finito. Por el contrario, los errores de estimacion dados
por los otros dos filtros aplicados diverge a infinito cerca del tiempo asintético fijo. Este
significante mejoramiento en el comportamiento estimado es obtenido debido a la més
cuidadosa eleccién del filtro de la matriz de ganancia en las ecuaciones (21)—(22), como
esto seria en el filtro 6ptimo. Aunque esta conclusién sigue de la teoria desarrollada, la

simulacion numérica ayuda como una ilustracién convincente.
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Figura 3.1: Gréfica del error entre el estado real x(t) satisfaciendo la ecuacién (19) y
el filtro ¢ptimo estimado m(t) satisfaciendo la ecuacién (21) (Error Estimado Optimo),
grafica del error entre el estado real x(t) satisfaciendo la ecuacion (19) y el estimado m (t)
satisfaciendo la ecuacién (23) (Error Estimado 1), gréfica del error entre el estado real ()
satisfaciendo la ecuacion (19) y el estimado mg () satisfaciendo la ecuacién (25) (Error

Estimado 2), sobre el intervalo de simulacién [0, 7,3].
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Figura 3.2: Gréfica del error entre el estado real x(t) satisfaciendo la ecuacién (19) y
el filtro ¢ptimo estimado m(t) satisfaciendo la ecuacién (21) (Error Estimado Optimo),
grafica del error entre el estado real x(t) satisfaciendo la ecuacion (19) y el estimado m (t)
satisfaciendo la ecuacioén (23) (Error Estimado 1), gréfica del error entre el estado real
x(t) satisfaciendo la ecuacioén (19) y el estimado mg(t) satisfaciendo la ecuacioén (25)

(Error Estimado 2), sobre el intervalo de simulacién completo [0, 9,2].
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Capitulo 4

Filtrado ()ptimo para Sistemas
Polinomiales Medidos Parcialmente

con Ruidos Multiplicativos

4.1. Establecimiento del Problema

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad completo con una creciente familia real con-
tinua de o-dlgebras Fy,t > to, y sea (Wi(t) = [Wii(t), Wia(t)], Fi,t > to) v (Wa(t) =
[(Wayi(t), Waa(t)], Fi,t > to) procesos independientes de Wiener. El proceso aleatorio Fj-
medible (x(t) = [z1(t), z2(t)], y(t) = [y1(¢), y2(%)]) es descrito por una ecuacién diferencial
no lineal con ambos términos polinomiales, el drift y la difisién, para el estado del sistema

y una ecuacion lineal con coeficientes independientes de estado
dJ]l(t) = f(l’l,l’g,t)dt+g(I1,ZE27t)dW11(t), Il(to) = T10, (1)
dZL'Q(t) == (ag()(t) + 921 (t)l'g(t))dt + bgl(t)qu(t), ZL’Q(to) = X920, (2)
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y ecuaciones diferenciales lineales para los procesos de observacion
dyi(t) = (Aor(t) + Ar(t)z1(8))dt + Bi(t)dWa (1), (3)

Aqui, xz(t) = [z1(t),x2(t)] € R™ es el vector de estado, z1(t) € R™ es el componente
no lineal medido completamente, x2(t) € R™ es uno lineal medido parcialmente, y(t) =
[y1(t), y2(t)] € R™ es el vector de observacion lineal, tal que el componente y(t) € R™
corresponde al componente de estado no lineal medido completamente x;(t) € R™, i.e.,
la matriz A;(t) € R™*™ es invertible, y ya(t) € R™ corresponde al componente lineal
medido parcialmente xo(t) € R", my < ng, i.e., la dimensién de yo(t) puede ser menor
que la de x5(t). La condicién inicial xy € R" es un vector Gaussiano tal que xo, Wi (t) =
(Wit (), Wia(t)], y Wa(t) = [Way(t), Waa(t)] son independientes. Se asume que B(t) BT (t),
donde B(t) = diag[By(t), B2(t)], es una matriz definida positiva. Todos los coeficientes en
(1)—(4) son funciones deterministicas de tiempo de dimensiones apropiadas.

Sin pérdida de generalidad, los componentes del proceso de observacion y(t) y ya(t)
son tomadas para ser no correlacionadas. Realmente, si y1(t) v y2(t) son correlacionadas
a priori, su correlacién mutua puede siempre ser colocar a cero ajustando los términos
Ap1(t) v Ap2(t) en las ecuaciones (3) y (4) (see [81]).

La funcién no lineal f(z,x2,t) es considerada una polinomial de n variables, los
componentes del vector de estado z(t) = [z1(t), x2(t)] € R", con coeficientes dependientes
del tiempo. Ya que z(t) € R" es un vector, esto requiere una definicién especial de la
polinomial para n > 1; algunas de ellas pueden ser encontradas en [23, 24]. En este
capitulo,un polinomio de grado p de un vector z(t) € R" es considerado como una forma

p lineal de n componentes de x(t)

f(z,t) = ap(t) + an(t)x + ara(®)zz” + ...+ a,()T .. o times - - - T, (5)
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donde ay9(t) es un vector de dimensién n, a;; es una matriz de dimensién n x n, a3 es un
tensor 3D de dimension nxnxn, a, es un tensor (p+1)D de dimensién n.x. . .(p41) times - - - X
N,y T X ...p times - - - X T es un tensor pD de dimension n X ..., times - - - X 1 obtenido por
la multiplicacién de espacio del vector x(t) por si mismo p veces. Tal polinomio puede

también ser expresado en la forma de sumatoria

fu(@,t) = aio x(t) + Z an ki(t)i(t) + Z axy kij (U)wi(t)a;(t) + . ..

+ Yy iy W (8) i (), ki i, =1, 0,

i1
El problema de estimacién es encontrar el estimado 6ptimo z(t) = [Z1(t), Z2(t)] del

estado del sistema z(t) = [x1(t), z2(t)], basado sobre los procesos de observacién Y (t) =

{y(s) = [y1(s),y2(s)],0 < s < t}, que minimice la norma 2 Euclideana
J = Bl(x(t) — 2(t)" (x(t) — 2(t)) | F']

en cualquier momento de tiempo t. Aqui, E[z(t) | F}Y'] significa la esperanza condicional
de un proceso estocdstico z(t) = (z(t) — 2(¢))? (z(t) — £(t)) con respecto a la o-algebra
FY generada por el proceso de observacién Y (t) en el intervalo [ty, t]. Como conocido en

[63], este estimado éptimo es dado por la esperanza condicional
i(t) = [21(t), 22(t)] = m(t) = [ma(t), ma(t)] = E(a(t) | F')

del estado del sistema (t) = [z1(t), xo(t)] con respecto a la o-dlgebra F} generada por el
proceso de observacién Y (t) en el intervalo [to, t].

Como es usual, la funcién matricial

es la estimacion de la varianza del error.
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La soluciéon propuesta para este problema de filtrado 6ptimo es basado sobre las formu-
las para la diferencial de Ito de la esperanza condicional E(z(t) | F}Y') y su varianza P(t)

(mencionada antes [63]) y dada en la seccién siguiente.

4.2. Disefio del Filtro Optimo

Las ecuaciones de filtrado 6ptimo podrian ser obtenidas usando la féormula para la

diferencial de Ito de la esperanza condicional m(t) = E(z(t) | FYY) (ver [63])
dm(t) = E(f(x,t) | F)dt + B(z[py (x) — E(py(2) | BT | F)x

(B(t)BT(£)) " (dy(t) — E(py(z) | EY)dt),

donde f(x,t) = [f(x,t), ax(t) + as (t)x2(t)] es el término drift polinomial en la ecuacién
de estado completo, f(x,t) es el término drift polinomial en la ecuacién (1), y ¢,(z) es
el término drift lineal en la ecuacién de observacién completa igual a ¢, (z) = Ao(t) +
A(t)z(t),donde Ay(t) = [Aoi(t), Ao2(t)] v A(t) = diag[A;(t), A2(t)]. Una vez sustituyendo

las expresiones para ¢, , la ecuacién del estimado toma la forma
dm(t) = E(f(x,t) | F)")dt + E(x(t)[A(t)(x(t) — m(t))]" | F}")x
(BB (£))" (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt) =
E(f(x,t) | F')dt + E(a(t)(x(t) — m(t))" | F)A"(t)x
(BB (1) (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt) =
E(f(x,t) | F)dt + P()AT()(B(t) B (1))~ (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt).  (6)

La ecuacion (6) serd complementada con la condicién inicial m(ty) = E(xz(to) | F)Y).
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Para formar un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado, la ecuacién (6) serd com-
plementada con la ecuacién para la varianza del error P(t). Para este propoésito, la formu-
la para la diferencial de Ito de la varianza P(t) = E((z(t) — m(t))(z(t) — m(t))T | F))
serd usada (véase [63]):

dP(t) = (E((x(t) — m(t))(f(z,1))" | F))+
E(f(x,t)(x(t) = m(t)") | F}') + E(g(z,t)g" (z,t) | ')~
-1
E(x(t)[py(x)=Epy(2) | EN]" | F))(BO)BY(8)  E(lpi(x)=E(py(2) | B’ (t) | F))dt+
E((x(t) = m(t)(z(t) = m(t)[¢1(2) — E(pr(2) | F)]" | F1)x
-1
(BB (1)) (dy(t) — E(py(w) | F)dt),

donde g(z,t) = [g(x, 1), ba1(t)] es el término difusién polinomial (ruido multiplicativo)
en la ecuacién de estado completa, g(x,t) es el término difusién polinomial en la ecuacién
(1), y el dltimo término serd entendido como un tensor 3D (bajo el signo de la esperanza)

convolucionada con un vector, el cual produce una matriz. Una vez sustituyendo las

expresiones para @, la tltima férmula toma la forma
dP(t) = (B((x(t) —m(®))(f(x, )" | F7)+
E(f(z, t)(x(t) —m@)") | F) + E(g(z,t)g" (z,t) | F})—
(E(@(®)(x(t) —m()" | FNAT(#)(B() BT () AWM E((x(t) — m(t))a" (1)) | F)))dt+
E((a(t) —m(t))(x(t) — m()(At) (x(t) —m(t)" | B )(B()BT (1) %
(dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(1))dt).
Usando la formula de la varianza P(t) = E((z(t) — m(£))27(t)) | FY), la tltima

ecuacion puede ser representada como

dP(t) = (E((x(t) — m(t))(f(z,0)" | F')+ (7)



E(f(z,t)(x(t) —m()") | F) + E(g(z, )g" (2,0) | F1)—
P()AT (t)(B(t)B" (1)) A(t) P(t))dt + E(((x(t) —=m(t)) (x(t) —m(t)) (x(t) —m(t))" | F")x
AT(O(B()B ()~ (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt).
La ecuacion (7) sera complementada con la condicién inicial
P(ty) = El(x(t) — m{to) (z(to) — m(to)" | FY].

Las ecuaciones (6) y (7) para el estimado éptimo m(t) y la varianza del error P(t)
forma un sistema abierto de las ecuaciones de filtrado para el estado no lineal (1), (2)
sobre observaciones lineales (3), (4). Probaremos ahora que este sistema se convierte en
un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado en vista de las propiedades polinomiales
de las funciones f(z,t) y g(z,t) en la ecuacién (1).

Como es mostrado en [23, 24], un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado para
un estado polinomial sobre observaciones lineales puede ser obtenida si la matriz de ob-
servacién A(t) es invertible para cualquier ¢t > ty. Esta condicién implica ([23, 24]) que la
variable aleatoria z(t) — m(t) es condicionalmente Gaussiana con respecto al proceso de
observacién y(t) para cualquier t > t.

En las ecuaciones de observacién consideradas (3), (4), s6lo la matriz A;(t) en (3) es
invertible, considerando que la matriz As(t) en (4) no lo es. Sin embargo, los componentes
de la variable del error z1(t) — mi(t), mi(t) = E[z.(t) | FY], correspondiendo a A;(t) en
(3) forma un vector condicionalmente Gaussiano con respecto al proceso de observacion
completo y(t) = [y1(t), y2(t)], ya que los componentes del proceso de observacion y;(t) y
y2(t) son no correlacionados (por suposicién) y el proceso de innovacién y; (t) — ftz (Ap1(s)+
Ai(s)my(s))ds es condicionalmente Gaussiano con respecto a y;(t) ([23, 24, 62]). Los
componentes de la variable del error x5(t) —ms(t), ma(t) = Elxy(t) | FYY], correspondiendo
a As(t) en (4) también forma un vector condicionalmente Gaussiano con respecto al

proceso de observacién completo y(t) = [y1(t),y2(t)], ya que z2(t) es Gaussiano y los
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componentes del proceso de observacion y;(t) y y»(t) son no correlacionados. Asi, el vector
del estado completo z(t) — m(t) = [z1(t) — ma(t), z2(t) — ma(t)] es condicionalmente
Gaussiano con respecto al proceso de observacion completo y(t) = [y1 (), ya(t)] (ver [81]),
y, por lo tanto, las siguientes consideraciones apuntadas en [23, 24, 62] son aplicables.
Primero, ya que la variable aleatoria z(t) — m(t) es condicionalmente Gaussiana, el
tercer momento condicional E((z(t)—m(t))(x(t)—m(t))(x(t)—m ()T | FY) de z(t)—m(t)
con respecto a observaciones, la cual se coloca en el dltimo término de la ecuacién (7), es
igual a cero, porque el proceso x(t) — m(t) es condicionalmente Gaussiano. Asi, el dltimo

término total en (7) es desaparecido y la siguiente ecuacién de la varianza es obtenida
dP(t) = (E((x(t) —m(t))(f(z,t))" | ) + E(f(z. )(2x(t) —m(®)") | B )+ (8)

+E(g(x,t)g" (x,1) | ') = P(OAT()(B() B () A(t) P(t))dt,

con la condicién inicial P(tg) = E[(x(to) — m(to)(x(to) — m(te)” | FY].

Segundo, si las funciones f(x,t) y g(z,t) son funciones polinomiales del estado x con
coeficientes dependientes del tiempo, las expresiones de los términos E(f(z,t) | FY)
en (4) y E((z(t) — m(®)f"(z,1)) | ) y E(gle,t)g"(z,t) | F) en (6) podria in-
cluir también sélo términos polinomiales de x. Entonces, esos términos polinomiales
pueden ser representados como funciones de m(t) y P(t) usando la propiedad siguiente

de variable aleatoria Gaussiana z(t) — m(t): todos sus momentos condicionales impares,

my = El(z(t)=m(t)) | Y(t)], ms = E[(x(t) —m(t))* | Y (t)], ms = E[(x(t) =m(t))* [ Y (2)],
... son iguales a cero 0, y todos sus momentos condicionales pares my = E[(z(t) —m(t))? |
Y(t)],mqs = E[(z(t) — m(t))* | Y(t)], ... pueden ser representados como funciones de la
varianza P(t). Por ejemplo, my = P,my = 3P? mg = 15P3, ... etc. Después de la repre-

sentacion de todos los términos polinomiales en (4) y (6), que son generados al expresar

E(f(a,t) | EY), E((x(t) = m(0)f7(x.0)) | EY), y E(g(x,t)g"(x,) | FY), como funciones
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de m(t) y P(t), una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado podria ser obtenida. Las
representaciones correspondientes de E(f(z,t) | FY) v E((x(t) — m(t))(f(z,t)T | FY)
han sido desarrolladas en [23, 24] para ciertas funciones polinomiales f(x,t).

En las préximas subsecciones, una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado sera
obtenida de (4) y (6) para funciones bilineales f(z,t) y g(z,t) en la ecuacién (1). Serd no-
tado, sin embargo,que la aplicacién del mismo procedimiento resultara en el diseno de

un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado para cualesquiera funciones polinomiales

f(x,t) y g(z,t) en (1).

4.2.1. Sistemas Bilineales

Sean las funciones

f(.T, t) = Cllo(t) + CL11(t)$ + (Zlg(t>$$T (12)

g(x,t) = bio(t) + by (t)x + bia(t)xa” (13)

polinomiales bilineales, donde x es un vector n-dimensional, a1o(t) es un vector n -
dimensional, a11(t) y b1o(t) son matrices de dimensién n x n, ajo(t) y by1(t) son ten-
sores 3D de dimensién n x n X n, y bia(t) es un tensor 4D de dimensién n X n x n X n.
En este caso, las representaciones para E(f(x,t) | FY), E((z(t) — m(t))(f(z, )T | EY),
vy E(g(z,t)g" (x,t) | F}) como funciones de m(t) y P(t) son derivadas como sigue(ver

[23, 24, 62])
E(f(x,t) | F) = ao(t) + ar(t)m(t) + az(t)m(t)m" (t) + aa(t) P(t), (10)
E(f(z, t)(x(t) —m(t)") | ) + E((x(t) — m()(f(z, )" | F)) = (11)
ay(t)P(t) + P(t)al (t) + 2as(t)m(t) P(t) + 2(as(t)m(t) P(1))".
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E(g(z )g" (2,t) | F) = bo(t)bg () + bo(t) (ba(t)m(t))" + (12)
(ba(£)m(t))bg (£) + b1(£) P(£)by (£) + bi(t)m(t)m” (£)b7 () +
bo(t)(P(t) + m(t)m” ()b (t) + ba(t) (P(t) +m(t)m” (£))by ()+
bi(t) (3m(t) P(t) +m(t) (m(t)m” (£)))bs (t) + ba(£) (BP(£)m" (¢) + (m(t)m™ (£))m” (1))by (t)+
Bba(t) P*(1)by (t) + 3ba(t) (P (t)m(t)m” (£) +m(t)m” (£) P(£))by (£) + ba(t) (m(t)m” (£))0 (t).

donde ag(t) = [a10(t), ago(t)], a1(t) = diaglaii(t), az(t)], bo(t) = diag[bio(t), ba1(t)]; as es
un tensor 3D de dimensién n x n x n definida como as kij = @12 kij, stk < 1y, y as kij = 0,
de otro modo; b; es un tensor 3D de dimension n x n x n definida como by k;; = bi1 kij,
si k < ni,y as k; = 0, de otro modo; by es un tensor 3D de dimensiéon n x n x n X n
definida como by yukij = b1a mkij, St m < ny, ¥ az mri; = 0, de otro modo; b7 (t) denota el
tensor obtenido de by(t) por transponer sus dos indices derechos.

Sustituyendo la expresion (10) en (6) y las expresiones (11),(12) en (8), las ecuaciones
de filtrado para el estimado 6ptimo m(t) = [mq(t),ma(t)] del estado bilineal z(t) =

[21(t), zo(t)] v la varianza del error P(t) son obtenidas
dm(t) = (ao(t) + a1 (H)m(t) + aa()mt)m” (t) + aq(t) P(t))dt+ (13)

P(O)AT (BB (1)~ dy(t) — (Ao(t) + A(t)ym(t))dt], m(to) = E(x(to) | F1)),
dP(t) = (ay(t)P(t) + P(t)al (t) + 2ax(t)m(t) P(t) + 2(as(t)m(t) P(t))" + (14)
bo(t)bg (£) + bo(t) (ba (£)m(t))" + (br(£)m(t))bg () + by () P(£)by (£)+
bu(t)m(t)m” ()by () + bo(t)(P(t) + m(t)m” (t))by (t)+
ba(t)(P(t) + m(t)m" (£))by (t) + ba(t) (3m(t) P(t) + m(t) (m(t)m” ()))bg (t)+

ba (1) (BP(t)m" () + (m(t)m” (£))m" (£))by (t) + 3(b2(t) P (1)) (b2(t) P (1)) +
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Bba(t) (P(t)m(t)m” () + m(t)m" () P(t))by (t)+
(ba(t)(m(t)m” (1)) (bo(t) (m(t)m" ()" )dt — P() A (t)(B() B (t)) " A(t) P(t)dt.
P(to) = E((x(to) — ml(to))(x(to) — m(to))" | F}"))-

Mediante la derivacién precedente, el siguiente resultado es demostrado.

Teorema 1. El filtro éptimo de dimensién finita para el estado bilineal (1),(2) con
parte lineal medida parcialmente (2), donde el polinomio cuadratico f(z,t) es definido por
(9), sobre las observaciones lineales (3),(4), es dada por la ecuacién (13) para el estimado
éptimo m(t) = E(z(t) | FY) y la ecuacién (14) para la varianza del error de estimacién
P(t) = El(a(t) - m(t)) (2(t) — m(H)T | FY).

Asi, basada sobre el sistema general no cerrado de las ecuaciones de filtrado (6),(7),
es probado que el sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado (6),(8) puede ser obtenida
para cualquier estado polinomial (1),(2) con parte lineal medida parcialmente (2) y ruido
polinomial multiplicativo sobre observaciones lineales (3),(4). Ademas, la forma especifica
(13),(14) del sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado correspondiendo a un estado
bilineal es derivado. En la préxima seccion, como un ejemplo, el filtro éptimo disenado
para un estado bilineal con parte lineal medida parcialmente y ruido multiplicativo bilineal
sobre observaciones lineales es aplicado para resolver el problema de filtrado éptimo con

el sensor ctubico, establecido en [82], con una condicién inicial de estado Gaussiana.

4.3. Problema de Filtrado ()ptimo con el Sensor Cubi-
co

Esta seccion presenta un ejemplo de disenar el filtro éptimo para el problema de filtrado

6ptimo con el sensor cibico, establecido en [82], donde una condicién inicial de estado
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Gaussiana es asumida adicionalmente, reduciéndolo al problema de filtrado éptimo para
un estado bilineal con parte lineal medida parcialmente y ruido multiplicativo bilineal
sobre observaciones lineales.

Sea el estado escalar no medible z(t) satisfaciendo la ecuacion lineal trivial
dz(t) = dw(t), x(0) =z, (15)
y el proceso de observacion dado por la ecuacion escalar del sensor ciibico
dy(t) = 23(t)dt + dw,(t), (16)

donde wy () y wa(t) son procesos de Wiener estandar independientes uno de otro y de una
variable aleatoria Gaussiana  que sirve como la condicién inicial en (15). El problema de
filtrado es encontrar el estimado 6ptimo para el estado lineal (15), usando las observaciones
del sensor cubico (16).

Reformularemos el problema, introduciendo el proceso estocdstico z(t) = x3(t). Usando
la férmula de Tto (ver [63]) para la diferencial estocastico de la funcién ciibica z3(¢), donde

x(t) satisface la ecuacién (15), la siguiente ecuacién es obtenida para z(t)
dz(t) = 3z(t)dt + 3x*(t)dt + 32*(t)dwi (t), 2(0) = 2. (17)

Note que la adicién 3z(t)dt aparece en vista de la segunda derivada en z en la férmula
de Ito. La condicién inicial zy5 € R™ es considerado un vector aleatorio Gaussiano. Esta
suposicion es completamente aceptable en el sistema de filtrado, ya que las distribuciones
reales de z(t) y z(t) son en realidad desconocidas. En términos del proceso z(t), la ecuacién

de observacién (16) toma la forma
dy(t) = z(t)dt + dws(t). (18)

El sistema de filtrado obtenido incluye dos ecuaciones, (17) y (15), para el estado

medido parcialmente [z(t),z(¢)] y una ecuacién (18) para las observaciones y(t), donde
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z(t) es un estado cuadratico medido completamente con ruido cuadrético multiplicativo,
x(t) es un estado lineal no medido, y y(t) es un proceso de observacién lineal directamente
midiendo el estado z(t). De aqui, el filtro 6ptimo diseniado puede ser aplicado para resolver
este problema. Las ecuaciones de filtrado (13), (14) toman la siguiente forma particular

para el sistema (17), (15), (18)
dmi(t) = (3ma(t) + 3m3i(t) + 3Py (t))dt + Piy(t)[dy(t) — my(t)dt], (19)

dms(t) = Pia(t)[dy(t) — my(t)dt], (20)

con las condiciones iniciales m(0) = E(zq | y(0)) = myo y m2(0) = E(x} | y(0)) = may,

Py(t) =1~ Ph(t), (23)

con la condicién inicial P(0) = E(([zg, z3]T —m(0))([zo, z3]T —m(0))T | y(0)) = Py. Aqui,
my(t) es el estimado éptimo para el estado z(t) = 23(t) y ma(t) es el estimado 6ptimo
para el estado x(t).

Los resultados de simulacién numérica son obtenidos resolviendo los sistemas de ecua-
ciones de filtrado (19)—(23). Los valores obtenidos del estimado my(t) satisfaciendo la
ecuacion (20) son comparados con los valores reales de la variable de estado z(t) en (15).

Para el filtro (19)—(23) y el sistema de referencia (17), (15), (18) involucrados en la
simulacion, los siguientes valores iniciales son asignados: o = 0, moy = 10, myo = 1000,
Py11 = 15, Pyia = 3, Pyoe = 1. Perturbaciones Gaussianas dw (t) y dws(t) son realizadas
usando las funciones de ruido blanco construidas en MatLab. El intervalo de simulacién

es [0,0,05].
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La Figura 1 muestra las gréficas de la variable de estado x(t) (15) y su estimado
6ptimo mo(t) (20), tan bien como los procesos de observacién y(t) (16), en el intervalo
de simulacién total de tg = 0 a T" = 0,05. Puede ser observado que el estimado 6ptimo
dado por (19)—(23) converge al estado real (15) muy rédpidamente, a pesar de un error
considerable en las condiciones iniciales, mqg— ¢ = 10, m19—2(0) = 1000, y observaciones
muy ruidosas las cuales no reproducen atin la forma de z(t) = 23(¢). Ademass, la senal
estimada x(t) en si mismo es un proceso de Wiener, i.e., la integral de un ruido blanco
Gaussiano, la cual hace el problema de filtrado aun mas dificil. Serd notado también que
el filtro de Kalman extendido (EKF) falla al aproximarse para el sistema (15), (16), ya
que el valor linealizado de x3(t) en cero es la constante valuada cero, por lo tanto, el
proceso de observacion consistiria de puros ruidos.

Asi, puede ser concluido que el filtro 6ptimo obtenido (19)—(23) resuelve el problema
de filtrado 6ptimo del sensor cibico ([82]) y produce un estimado realmente bueno del

estado no medido en presencia de condiciones de observacién muy complicadas.

4.4. Conclusion

Este capitulo presenta el filtro 6ptimo para sistemas de estado polinomial con ruido
multiplicativo polinomial y parte lineal medida parcialmente sobre observaciones lineales.
Es mostrado que el filtro 6ptimo puede ser obtenido en una forma cerrada para cualquier
estado polinomial y cualquier ruido multiplicativo polinomial; para estado bilineal y ruido
multiplicativo bilineal, el filtro 6ptimo en forma cerrada es explicitamente derivado en el
Teorema 1. Basada sobre el filtro éptimo para un estado bilineal, la solucién 6ptima es
obtenida para el problema de filtrado 6ptimo del sensor ciibico, asumiendo una condicion

inicial Gaussiana para el estado extendido. El filtro resultante produce una convergencia
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rapida y segura, a pesar de una diferencia significante en las condiciones iniciales entre el
estado y el estimado y varias observaciones ruidosas, en la situacién donde el estado no
medido en si mismo es un proceso de Wiener y el filtro de Kalman extendido (EKF) al
aproximarse falla. Aunque esta conclusion sigue de la teoria desarrollada, la simulacion

numérica sirve como una ilustracion convincente.

1500 T T T T

1000

500

observations
[e]

-500

-1000

-1500

i i i i i i i i i
o 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

time

real state and optimal estimate

Figura 4.1: Arriba. Grafica del proceso de observacién y(t) en el intervalo [0, 0,05]. Aba-
jo. Gréficas del estado real z(t) (linea sélida) y su estimado 6ptimo ms(t) (linea punteada)

en el intervalo [0, 0,05].
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Capitulo 5

Filtrado de Estado ()ptimo e
Identificacion de Parametros para

Sistemas Lineales

5.1. Problema de Filtrado para Estado Lineal con
Parametros Desconocidos sobre Observaciones
Lineales

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad completo con una creciente familia real con-
tinua de o-dlgebras Fy,t > to, y sean (Wi(t), Fi,t > to) v (Wa(t), Fy,t > to) procesos
independientes de Wiener.

El proceso aleatorio F; medible (z(t),y(t)) es descrito por una ecuacién diferencial

lineal con un parametro vectorial desconocido 8 para el sistema de estado vectorial
dz(t) = (ao(0,t) + a(0,t)x(t))dt + b(t)dW:(t), x(to) = zo, (1)
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y una ecuacién diferencial lineal para los procesos de observacion

dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dWs(t). (2)

Aqui, z(t) € R"™ es el vector de estado, y(t) € R" es el vector de observacion lineal,
tal que la matriz de observacion A(t) € R™™ es invertible, y 0(t) € RP, p < n X n + n,
es el vector entradas desconocidas de la matriz a(6,t) y componentes desconocidos del
vector ag(f,t). Esto significa que ambas estructuras contienen componentes desconocidos
ap,(t) =0k(t), k=1,...,p1 <nya;t)=0pt), k=p1+1,....,p <nxn+mn, asl como
componentes conocidos ap, (t) y a;;(t), cuyos valores son funciones conocidas de tiempo.
La condicién inicial zg € R™ es un vector Gaussiano tal que xg, Wi(t), y Wa(t) son
independientes. Es asumido que B(t)BT(t) es una matriz definida positiva (ver [63] para
mas comentarios sobre esta condicién). Todos los coeficientes en (1)—(2) son funciones
deterministicas de tiempo de dimensiones apropiadas.

Esto es considerado que no hay informacién ttil sobre valores de los parametros
desconocidos 0y, k =1,...,p, y este incertidumbre también crece cuando el tiempo tiende
a infinito. En otras palabras, los pardmetros desconocidos pueden ser modelados como
procesos de Wiener F; medibles

do(t) = dWs(t), (3)
con condiciones iniciales desconocidas 0(ty) = 0y € RP, donde (Wjs(t), Fi,t > ty) es un
proceso de Wiener independiente de o, Wi (t), y Wa(t).

El problema de estimacién es encontrar el estimado 6ptimo 2(t) = [&(t), 0(¢)] del vector
combinado del sistema de estados y pardmetros desconocidos z(t) = [z(t), 8(t)], basado
sobre los procesos de observacion Y (t) = {y(s),0 < s < t}. Como es conocido [63], este

estimado éptimo es dado por la esperanza condicional
() =m(t) = B(=(t) | F})
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del sistema de estado z(t) = [x(t),0(t)] con respecto a la o-dlgebra F} generada por el

proceso de observacién Y (t) en el intervalo [ty,t]. Como es usual, la funcién matricial
P(t) = E[(2(t) —m(t))(=(t) —m(t))" | F']

es la varianza del error de estimacién.

La solucién propuesta para este problema de filtrado 6ptimo es basado sobre las ecua-
ciones de filtrado 6ptimo para estados polinomiales lineales con la parte lineal medida
parcialmente sobre observaciones lineales, las cuales han sido recientemente obtenidas en
[62]. Note que la invertibilidad de la matriz de observacién A en (2) es una condicién obli-
gatoria para aplicar los resultados de [62] y obtenener una solucién cerrada de dimensién

finita al problema establecido, la cual no puede ser omitida.

5.2. Filtro ()ptimo e Identificador para Estado Lineal
con Parametros Vectoriales Desconocidos sobre
Observaciones Lineales

Para aplicar las ecuaciones de filtrado 6ptimo al vector de estado z(t) = [z(t), 0(t)],
gobernado por las ecuaciones (1) y (3), sobre las observaciones lineales (2) (ver [62]), la
ecuacion de estado (1) serd escrita en la forma polinomial. Para este propdsito, la matriz
a,(t) € RPX(+p) un tensor ciibico ag(t) € ROFTPX4p)x(n+p) v yun ¢4(t) € R™HP) son
introducidos como sigue.

La ecuacién para la i-ésima componente del vector de estado es dada por

dx;(t) = (ao,(t) + Z a;;(t)x;(t))dt + Z bij(t)dW,(t), xi(to) = 0,
=1 j=1

Entonces:
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1. Si la variable ag,(t) es una funcién conocida, entonces la i-ésima componente del
vector ¢o(t) es colocar esta funcion, ¢, (t) = a,(t); de otra manera, si la variable a, (t) es
una funcién desconocida, entonces la (i, n + i)-ésima entrada de la matriz a,(t) es colocar
1.

2. Si la variable a;;(t) es una funcién conocida, entonces la (7, j)-ésima componente de
la matriz a; () es colocar esta funcion, ay,; () = a;;(t); de otra manera, si la variable a;;(t)
es una funcién desconocida, entonces la (i, p; + k, j)-ésima entrada del tensor ctibico as(t)
es colocar 1, donde k es el nimero de esta actual entrada desconocida en la matriz a;;(¢),
contando las entradas desconocidas por consiguiente por filas de la primera a la n -ésima
entrada en cada fila.

3. Todas las otras entradas no asignadas de la matriz a;(¢), tensor cubico as(t), y
vector ¢o(t) son colocadas 0.

Usando la notacién introducida, las ecuaciones de estado (1),(3) para el vector z(t) =

[2(t),0(t)] € R™P pueden ser reescritas como
d(t) = (co(t) + ar(t)2(t) + az(t)2(t)=" (t))dt + diag[b(t), LxpJd[Wy (8), W5 (1), (4)

z(to) = [0, o],

donde la matriz a,(t), tensor ciibico ay(t), y vector co(t) ya han sido definidos, e I, es
la matriz identidad de dimensién p x p. La ecuacién (4) es bilineal con respecto al vector
de estado extendido z(t) = [x(t), 0(¢)].

De este modo, el problema de estimacién es ahora reformulado como para encontrar
el estimado éptimo 2(t) = m(t) = [#(t),0(t)] para el vector de estado z(t) = [z(t), 6(t)],
gobernado por la ecuacién bilineal (4), basada sobre los procesos de observacién Y (t) =
{y(s),0 < s < t}, satisfaciendo la ecuacion (2). La solucién de este problema es obtenida

usando las ecuaciones de filtrado éptimo para estados lineales-bilineales con la parte lineal
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medida parcialmente sobre observaciones lineales, recientemente obtenida en [62], y es
dada por
dm(t) = (co(t) + ar(t)m(t) 4+ ao(t)ym(t)m” (t) + ag(t) P(t))dt+ (5)
P()[A(t), Omsp]" (B(6)B" (1))~ [dy(t) — A(t)ym(t)dt],
m(to) = [E(x(to) | F'), E(0(to) | F'),
dP(t) = (a1(t)P(t) + P(t)ai (t) + 2as(t)m(t) P(t) + 2(as(t)m(t) P(t))" + (6)
(diag[b(t), 1)) (diag[b(t), I,]"))dt—
P(t)[A(), Omscp] " (B()B" (£)) 7 [A(1), Omxp] P(£)dt,
P(to) = E((2(to) — m(to))(2(to) — m(to))" | F),
donde 0,,x, es la matriz cero de dimensién m x p; P(t) es la varianza condicional del error
de estimacion z(t) — m(t) con respecto a las observaciones Y ().
Por el significado de la deduccién anterior, el siguiente resultado es demostrado.
Teorema 1. El filtro éptimo finito dimensional para el vector de estado extendido
z(t) = [z(t), 0(t)], gobernado por la ecuacién (4), sobre las observaciones lineales (2) es da-
do por la ecuacién (5) para el estimado éptimo 2(t) = m(t) = [2(t),0(t)] = E([z(t),0(t)] |
F}) y la ecuacién (6) para la varianza del error de estimacién P(t) = E[(z(t)—m(t))(z(t)—
m(t))T | FY]. Este filtro,aplicado al subvector §(t), también sirve como el identificador
éptimo para el vector de pardmetros desconocidos 6(t) en la ecuacién (1), produciendo el
subvector estimado 9(t) como el estimado 6ptimo del vector de parametros.
De este modo, basado sobre las ecuaciones de filtrado 6ptimo general para estados
lineales-bilineales con la parte lineal medida parcialmente sobre observaciones lineales,
el filtro éptimo de estado y el identificador 6ptimo de parametros son obtenidos para el

estado del sistema lineal (1) con pardmetros desconocidos, modelados por (3), sobre las

observaciones lineales (2).
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5.3. Ejemplo

Esta seccion presenta un ejemplo de disenar el filtro e identificador éptimo para un
sistema lineal con un parametro multiplicativo desconocido, basado sobre el estado lineal

medible.

Sea el sistema de estado z(t) satisface la ecuacion lineal con un pardmetro desconocido

2(t) = 0x(t) + ¢ (1),  x(0) = xo, (7)

y el proceso de observacion dado por la ecuacion

y(t) = x(t) + 1y (1), (8)

donde 1, (t) y 14(t) son ruidos blancos Gaussianos, los cuales son las derivadas en prome-
dio cuadrético débiles de procesos de Wiener estandares (ver [63]). Las ecuaciones (7)—(8)
presentan la forma convencional para las ecuaciones (1)—(2), la cual es actualmente usada
en la préctica [80]. El pardmetro 6 es modelado como un proceso de Wiener estandar, i.e.,

satisface la ecuacion

do(t) = dWs(t), 6(0) = bo,

la cual puede también ser escrita como

0(t) = v3(1),  6(0) = o, (9)

donde 14(t) es un ruido blanco Gaussiano.

El problema de filtrado es encontrar el estimado éptimo para el estado lineal-bilineal
(7),(9), usando observaciones lineales (8) mezclados con perturbaciones independientes e
identicamente distribuidas modeladas como ruidos blancos Gaussianos. Colocaremos el

tiempo de horizonte de filtrado a T" = 10.
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Las ecuaciones de filtrado (5),(6) toman la siguiente forma particular para el sistema

(7)-09)
ri(t) = ma(t)ma(t) + Pra(t) + Pu(t)[y(t) — ma(1)], (10)

ritg(t) = Pra(t)[y(t) — ma(t)], (11)
con la condicidn inicial m1(0) = E(xq | y(0)) = myo y m2(0) = E(6y | y(0)) = may,
Ppi(t) = 14 2P (t)ma(t) — PA(1), (12)
Pio(t) = 1+ 2Py (t)ma(t) — Piy(t) Pra(t),
Po(t) =1 — Py(t),
con la condicién inicial P(0) = E(([xo, 0] — m(0))([zo, o] — m(0))T | y(0)) = .

Resultados de simulacién numérica son obtenidos resolviendo el sistema de ecuaciones
de filtrado (10)—(12). Los valores obtenidos de los estimados m (t), estimado para z(t), y
ma(t), estimado para 6(t), son comparados para los valores reales de la variable de estado
x(t) y el pardmetro 0 in (7)—(9).

Para el filtro (10)—(12) y el sistema de referencia (7)—(9) involucrados en la simulacién,
los siguientes valores iniciales son asignados: x¢g = 1000, myg = 0,1, mgg = 0, P19 = Piag =
Pssy = 100. El pardmetro desconocido 6 es asignado como 6 = 0,1 en la primera simulaciéon
y cuando # = —0,1 en la segunda simulacion, de este modo considerando el sistema (7)
estable e inestable, respectivamente.Perturbaciones Gaussianas 1, (t) y ¥4(t) en (9) son
efectuadas usando las funciones de ruido blanco disenadas en MatLab. Oscilaciones de
alta frecuencia en las graficas de salida son suavizadas por un filtro Butterworth de paso
bajo construido en MatLab, con entrada de paso bajo v = 30.

Las siguientes graficas obtenidas son: grafica de la variable de estado x(t), el estimado

6ptimo del estado my(t), y el estimado 6ptimo del pardmetro my(t) para el sistema in-

estable (7) (0 = 0,1); gréaficas de la variable de estado x(t), el estimado éptimo del estado
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my(t), y el estimado 6ptimo del pardmetro ms(t) para el sistema estable (7) (0 = —0,1).
Las graficas de todas esas variables son mostradas en el intervalo total de simulacién de
to =0 a T =10 en las figuras 1 y 2, respectivamente.

Puede ser observado que, en ambos casos, el estado estimado m4 (t) converge al estado
real z(t) y el parametro estimado my(t) converge al valor real (0,10 — 0,1) del parametro
desconocido 6(t) rapidamente, en menos de 10 unidades de tiempo. Este comportamiento
puede ser clasificado como muy seguro, especialmente tomando en cuenta largas desvia-
ciones en los valores iniciales para el estado real y su estimado y largos valores de las
varianzas del error inicial. Note que las entradas de la matriz de ganancia Pi1(t) y Pia(t)
converge a valores finitos cercanos a 1 cuando el tiempo tiende a infinito, los cuales son
esperados. Otra ventaja para ser mencionada es que el identificador de parametros y
el filtro disenados trabajan igualmente bien para sistemas estables e inestables, el cual
corresponde a operaciones de sistemas lineales en condiciones nominales y bajo perturba-

ciones externas, respectivamente.

5.4. Conclusiones

Este capitulo presenta la solucién éptima en promedio cuadratico para el problema
simultaneo de filtrado de estado e identificacién de parametros para sistemas estocasti-
cos lineales con pardmetros aditivos y multiplicativos desconocidos sobre observaciones
lineales con una matriz de observacion invertible, donde los parametros desconocidos son
considerados procesos de Wiener. El filtro de estado e identificador de pardmetros épti-
mos son disenados en la forma de un sistema cerrado de dimension finita de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias Estocasticas. Este resultado es teéricamente demostrado basa-

do sobre el filtro 6ptimo obtenido previamente para sistemas de estado polinomial con la
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parte lineal medida parcialmente sobre observaciones lineales y numéricamente verificado.
Los resultados de simulacién muestran muy confiable comportamiento del identificador de
parametros y el filtro disenados, los cuales trabajan igualmente bien para sistemas estables
e inestables. Esto debe ser notado que la técnica de identificacién desarrollada, basada
sobre el filtro 6ptimo para sistemas polinomiales con ruido multiplicativo polinomial,
también serd aplicable a sistemas con ecuacién de estado polinomial (no necesariamente
lineal), sistemas con parametros desconocidos en observaciones, y otras amplias clases de

sistemas.
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Figura 5.1: Grafica de la variable de estado z(t) (linea de arriba gruesa), el estimado épti-
mo de estado m; () (linea de arriba delgada), y grafica del estimado éptimo del pardmetro
ma(t) (linea de abajo gruesa) para el sistema inestable (7) sobre el intervalo de simulacién

[0, 10].
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Figura 5.2: Grafica de la variable de estado z(t) (linea de arriba gruesa), el estimado épti-
mo de estado m; () (linea de arriba delgada), y grafica del estimado éptimo del pardmetro
ma(t) (linea de abajo gruesa) para el sistema estable (7) sobre el intervalo de simulacién

[0, 10].
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Capitulo 6

Filtro Alternativo ()ptimo para
Sistemas Lineales con Retardo en el

Estado

6.1. Problema de Filtrado para Sistemas Lineales con

Retardo en el Estado

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad completo con una creciente familia real con-
tinua de o-dlgebras Fy,t > 0,y sea (Wy(t), Fy,t > 0)y (Wa(t), Fy, t > 0) procesos indepen-
dientes de Wiener. Los procesos aleatorios Fi-medibles observado parcialmente (z(t), y(t))

son descritos por una ecuacién diferencial de retardo para el estado del sistema

dx(t) = (ao(t) + a(t)x(t — h))dt + b(t)dWi(t), x(ty) = o, (1)

79



con la condicién inicial z(s) = ¢(s), s € [to — h, o], y una ecuacién diferencial para el

proceso de observacion:
dy(t) = (Ao(t) + AQ)z(t))dt + B(t)dWs(t), (2)

donde z(t) € R™ es el vector de estado, y(t) € R™ es el proceso de observacion, ¢(s) es un
proceso estocastico Gaussiano continuo a tramos en promedio cuadratico (ver [63] para
definicién) dado en el intervalo [to — h, to] tal que ¢(s), Wi (), y Wa(t) son independientes.
El estado del sistema z(t) depende del estado de retardo z(t — h), donde h es la desviacién
del retardo, la cual actualmente hace el espacio de estado del sistema dimensional infinito
(ver, por ejemplo, [47]). La funcién vectorial valuada ag(s) describe los efectos de entradas
del sistema (controles y perturbaciones). Supuesto que A(t) es una matriz diferente de
cero y B(t)BT(t) es una matriz definida positiva. Todos los coeficientes en (1)—(2) son
funciones deterministicas de dimensiones apropiadas.

El problema de estimacién es encontrar el estimado éptimo z(t) del estado del sistema
x(t), basado sobre los procesos de observacion Y (t) = {y(s),0 < s < t}, que minimiza la

norma-2 Euclideana
J = El(x(t) — &(t))" (x(t) — 2(t)) | F']

(
en cualquier momento de tiempo t. Aqui, F[z(t) | F}Y'] significa la esperanza condicional
(x

de un proceso estocéstico z(t) = (z(t) — 2(¢))T (z(t) — £(t)) con respecto a la o-algebra

F}Y generado por el proceso de observacién Y () en el intervalo [tg,]. Como es conocido

en [63], este estimado 6ptimo es dado por la esperanza condicional

B(t) =m(t) = E(x(t) | F)
del estado del sistema x(t) con respecto a la o-dlgebra F}Y generada por el proceso de

observacion Y (t) en el intervalo [ty,t]. Como es usual, la funcién matricial
P(t) = E[(x(t) — m(t))(z(t) —m(t))" | F']
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es la varianza del error de estimacion.
La solucion propuesta para este problema de filtrado 6ptimo es basado sobre las férmu-
las para el diferencial de Ito de la esperanza condicional E(z(t) | F}¥) y su varianza P(t)

(citada en [63]) y dada en la siguiente Seccién.

6.2. Filtro ()ptimo para Sistemas Lineales con Retar-

do en el Estado

Las ecuaciones de filtrado éptimo seran obtenidas usando de la férmula para el diferencial

de Tto de la esperanza condicional m(t) = E(xz(t) | F}') (ver [63])

dm(t) = E(p(x) | FY)dt + E(zlp, — E(py(z) | FOIT | FY)x (3)
(B(t)BT(£)) " (dy(t) — E(py(z) | EY)dt),

donde ¢(x) es el término ”drift”, en la ecuacién de estado igual a ¢(x) = ag(t) +
a(t)x(t —h) y ¢;(x) es el término "drift”, en la ecuacién de observacion ¢, () = Ag(t) +
A(t)x(t).

Note que las igualdades de la esperanza condicional E(z(t — h) | FY) = E(x(t — h) |
FY,) = m(t — h) son vélidas para cualquier h > 0, ya que, en vista de valor de retardo
positivo h > 0, el problema tratado (1),(2) es un problema de filtrado, no uno de suavidad,
y, por lo tanto, la férmula (3) produce el estimado éptimo m(s) para cualquier tiempo s,
to < s <, si las observaciones (2) son obtenidas hasta el momento actual ¢ (ver [63]).

Una vez sustituido el desempeno para ¢(z) y ¢;(x) y tomando en cuenta E(z(t —h) |

FY)=E(z(t—h) | FY,) = m(t — h) para cualquier h > 0, la ecuacién del estimado toma
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la forma
dm(t) = (ao(t) + a(tym(t — h))dt + E(x(t)[At)(x(t) — m()]" | F)(B(t)BT ()

(dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t)dt) = (4)
(ao(t) + altym(t — h))dt + P(t) AT (£) (B(6) BT (1)) (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt).
La forma obtenida de la ecuacion del estimado éptimo es similar a un filtro de Kalman,
excepto por el término a(t)m(t — h). Para formar un sistema cerrado de las ecuaciones de
filtrado, las ecuaciones para la matriz de varianza P(t) pueden ser obtenidas usando la
férmula para el diferencial de Ito de la varianza P(t) = E((z(t)—m(t))(x(t)—m(t))T | FY)
(citada otra vez [63]):

dP(t) = (B((x(t) = m(t))¢" () | F) + E(p(2)(@(t) —m(t)") | F)) + b(t)o" ()~

1

E(z(t)ler — B(en(@) | FOIT | FO)(BMOBT (1) Elpy — Eley () | FN)a™(0) | FY))dt+
B((w(t)=m(®)(x(t)=m(®) o= By (x) | NI | ) (BB (1) (dy(t)=E(py(x) | F))dt).

Aqui, el dltimo término serd entendido como un tensor 3D (bajo el signo de la esperanza)
convolucionado con un vector, que resulta en matriz. Una vez sustituyendo las expresiones

para ¢ y ¢, la tltima férmula toma la forma
dP(t) = (E((z(t) —m(t))z" (t — h)a’ (1) | F')+
E(a(t)x(t — h)(x(t) —m(t)") | F}) + b(t)b" ()~
B(x()((t) —m(t)" | F)AT() (BB (1)) [A®)E((x(t) — m(t)a" (1)) | FY))dt+
+E((w(t) — m(t))(w(t) — m(t)) (A (x(t) — m(t)" | F1)x

(BB (1)) (dy(t) — (Ao(t) + A(tym(t))dt).
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El dltimo término en esta férmula contiene el tercer momento central condicional
E((z(t)—m(t))(x(t)—m(t))(z(t)—m(t)) | F¥') de 2(t) con respecto a observaciones, el cual
es igual a cero, porque x(t) es condicionalmente Gaussiana, en vista de la Gaussianidad de
los ruidos y la condicion inicial y la linealidad de las ecuaciones de estado y observacion.
Asi, el dltimo término entero es desaparecido y la siguiente ecuacion de la varianza es

obtenida
dP(t) = (E((z(t) —m(t))z" (t = h)a® (t) | F) + E(a(t)x(t — h)(x(t) —m(t)") | F)+

bW (1) — P(H)AT(6)(B(t)BT (1) A(5)P()dr. (5)

Transformaremos el término E(z(t)(z(t—h) —m(t —h))T | FY) en la tltima ecuacién.
Denote como 1 (t) la solucién de la ecuacién @4 (t) = ao(t) +a(t)z1(t — h) con la condicién
inicial x;(t9) = xo. Entonces, la solucién z(t) de la ecuacién (1) puede ser representada

en la forma

x(t) = x1(t) +/ b(s)dWy(s). (6)

to

Introduciremos ahora la matriz ®(7,t), la cual servird como una andloga no lineal
para la matriz de transicién de estados en el tiempo inverso. Realmente, defina ®(7,t)
como una matriz mencionada tal que la igualdad ®(7,¢)z1(t) = z1(7), 7 < t, se mantiene
para cualquier t,7 >ty y 7 < t. Naturalmente, ®(7,¢) puede ser definida como la matriz
diagonal con elementos igual a z1,(7)/x1,(t), donde x1,(t) son los componentes del vector
x1(t), si x1,(t) # 0 con probabilidad 1. La definicién de ®(7,t) para el caso de x1,(t) =0
sera considerada separadamente abajo.

De aqui, usando la representaciéon (6) y la idea de la matriz ®(7,t), el término

E(x(t)(x(t — h) —m(t — h))T | FY) puede ser transformado como sigue

E(x(t)(z(t —h) —m(t — )" | F) = E((x(t) —m(t)(z(t — h)" | F) =
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E((w(t)—m(t))(xl(t—h)Jr/_ b(s)dWi(s))" | F') =

to

E((w(t) —=m(t)(@:(t = )" | FY) = E((@(t) = m(e)(@(t — b, )ar (6)" | FY) =
E((z(t) = m(t))(z1 ()" | EY)(@*(t — h,t))" =

E((x(t) = m(t))(z1(t) + / b{s)dWA(s)T | FY)(@(t — ht) =

to

E((x(t) —m(®)(@(0)" | FF)(@*(t = h, )" = P()(®*(t — h,1))", (7)
donde P(t) = E((x(t) — m(t))(z(t) — m(t))T | F}Y) es la varianza del error y ®*(t — h, t)
es la matriz de transicién de estados en el tiempo inverso para el proceso z7(t), que es la
solucién de la ecuacién 5 (t) = ag(t) +a(t)zi(t — h) con la condicién inicial 27 (tg) = mg =
E(x(to) | F}Y'). Note que la transicién del tercero al cuarto renglén en (7) es vélida en vista
de la independencia de la varianza del error P(t) de ambos, z(t) y m(t), en el momento
corriente, que sigue de las ecuaciones de filtrado en [36]. Esta es la misma situacién que

toma lugar en el filtro de Kalman-Bucy [15].
Definamos ahora la matriz ®(t — h,t) en el caso de xy,(t) = 0 con probabilidad 1
para uno de los componentes de z1(t). Entonces, la entrada diagonal correspondiente de

;i (t — h,t) puede ser asignada a 0 para cualquier h > 0, porque, para el componente

E(xi(t)(w;(t — h) —m;(t — b)) | ") = E((2,(¢) + (/ b(s)dWi(s)):) x

to
(2j(t = h) —my(t = h)) | F') = E@,(t)(2;(t = h) —my(t — h)) | F") =0,
con probabilidad 1 para cualquier j = 1,...,m. Entonces, la definicién ®;(7,t) = 0 para
cualquier 7 < ¢, si z1,(t) = 0, lleva al mismo resultado como en la ecuacién (7) y puede
ser empleada. El elemento diagonal @} (7,t) de la matriz ®*(7,t) es definido en efecto y
asignado a 0 para cualquier 7 < t, si los componentes correspondientes del proceso z7(t)

son iguales a cero al momento ¢, z7 (t) = 0.

84



Asi, en vista de la transformacién (7), la ecuacién (4) para el estimado 6ptimo toma
la forma

dm(t) = (ao(t) + a(t)m(t — h))dt + P(t) AT () x (8)
(B(t)BT ()" (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t — h))dt),

con la condicién inicial m(ty) = E(z(to) | F}Y).
Para formar un sistema de las ecuaciones de filtrado, la ecuacién (8) serd complemen-
tada con la ecuacion para la varianza del error P(t). En vista de la transformacién (7), la

ecuacion (5) para la varianza del error toma la forma
dP(t) = P(t)(®"(t — h,t))"a’ () + a(t)(®"(t — h,1)) P(t)+ (9)

b(t)b (1) — P(t)AT(t)(B(t)BT(t))’lA(t)P(t))dt.

La ecuacion (9) serda complementada con la condicién inicial
P(to) = E[(x(to) — mfto)(x(to) — m(to)" | Fyy].

Por significado de la precedente derivacién, el siguiente resultado es demostrado.

Teorema 1. El filtro 6ptimo de dimension finita para el estado lineal con retardo
(1) sobre las observaciones lineales (2) es dado por la ecuacién (8) para el estimado
6ptimo m(t) = E(z(t) | FY) y la ecuacién (9) para la varianza del error de estimacién
P(t) = El(@(t) = m(®)(x(t) — m(#))T | FY).

En la siguiente seccion, el desempeno del filtro 6ptimo disenado es verificado contra
el filtro éptimo para el estado lineal con retardo, que ha sido obtenido recientemente
en [36] en la forma de un conjunto de ecuaciones para el estimado de estado 6ptimo y la
varianza del error 6ptima, cuyo niimero crece cuando el horizonte de filtrado actual tiende

a infinito.
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6.3. Ejemplo

Esta seccién presenta un ejemplo de disenar el filtro 6ptimo alternativo para un estado
lineal con retardo sobre observaciones lineales y comparandolo con el filtro éptimo para
el estado lineal con retardo, que ha sido recientemente obtenido en [36].

Sea el estado no observado x(t) con retardo dado por
#(t) = a(t—5), a(s) = o(s), s € [=5,0], (10)

donde ¢(s) = N(0,1) para s < 0, y N(0,1) es una variable aleatoria Gaussiana con la

media cero y la varianza unitaria. El proceso de observacién es dado por

y(t) = =(t) + (1), (11)

donde () es un ruido blanco Gaussiano, el cual es la derivada en promedio cuadrético
débil de un proceso de Wiener estandar (ver [63]). Las ecuaciones (10) y (11) presentan
la forma convencional para las ecuaciones (1) y (2), la cual es actualmente usada en la
préctica [80].

El problema de filtrado es encontrar el estimado 6ptimo para el estado lineal con retar-
do (10), usando observaciones directas (11) mezcladas con perturbaciones independientes
idénticamente distribuidas modeladas como ruidos blancos Gaussianos. Colocaremos el
tiempo de horizonte de filtrado a T" = 10.

Las ecuaciones de filtrado (8),(9) toma la siguiente forma particular para el sistema
(10),(11)

m(t) = m(t = 5) + P()y(t) —m(t =5)], (12)
con la condicién inicial m(s) = E(¢(s)) =0, s € [-5,0) y m(0) = E(¢(0) | y(0)) = meo,
s=0;y

P(t) = 2P(t) — P*(t)(®*(t — 5,1)), (13)
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con la condicién inicial P(0) = E((z(0) — m(0))* | y(0)) = Fy. La variable auxiliar
O*(t — 5,t) es igual a *(t — 5,t) = z*(t — 5)/x*(t), donde zj(t) es la solucién de la
ecuacion

#1(t) = 21t = 5),

con la condicion inicial x7(0) = my.

Los estimados obtenidos una vez resolviendo las ecuaciones (12),(13) son comparados
con los estimados satisfaciendo las ecuaciones de filtrado éptimo para estado lineal con
retardo sobre observaciones lineales; que han sido obtenidas recientemente en [36], la cual

toma la siguiente forma particular para el sistema (10),(11)
mia(t) =ma(t =5) + Pa(t)[y(t) — ma(?)), (14)

con la condicién inicial ma(s) = E(¢(s)) =0, s € [=5,0) y ma(0) = E(¢(0) | y(0)) = mo,
s=0;
Pu(t) = 2Py (t) — P2(t), (15)

con la condicién inicial P(0) = E((z(0) —m(0))? | y(0)) = Po; y
Py(t) = 2P4(t — 5) + Pa(t) — Pa(t)Pa(t —5), (16)

con la condicién inicial Pi(s) = E((z(s) — m(s))(z(s —5) —m(s —5)) | FY), s € [0,5];
finalmente, P5(s) = E((z(s) —m(s))(z(s —10) —m(s —10)) | FY), s € [5,10). Las formas
particulares de las ecuaciones (12) y (14) y la condicién inicial para z(t) implican que
Pi(s) = Py para s € [0,5] y Pa(s) = By para s € [5,10).

Los resultados numéricos son obtenidos resolviendo los sistemas ecuaciones de filtrado
(12)-(13) y (14)—(16). Los valores obtenidos de los estimados m(t) y m4(t) satisfaciendo
las ecuaciones (12) y (14), respectivamente, son comparados con los valores reales de la

variable de estado z(t) en (10).
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Para cada uno de los dos filtros (12)—(13) y (14)—(16) y el sistema de referencia (10)
involucrados, los siguientes valores iniciales son asignados: xo = 2, mg = 10, Py, = 100.
Los resultados son obtenidos usando realizaciones de las perturbaciones Gaussianas 1 (t)
en (11) generadas por la funcién de ruido blanco construida en MatLab.

Los siguientes valores de la variable de estado x(t) y los estimados m(t) y m4(t) son
obtenidas y comparadas en los momentos del tiempo 7' = 8,9, 10: para T' = 8, x(8) = 17,5,
m(8) = 17,64, ma(8) = 17,55; para T = 9, x(9) = 23,0, m(9) = 23,08, m4(9) = 23,02;
para T = 10, x(10) = 29,5, m(10) = 29,5, m4(10) = 29,5.

Asi, puede ser concluido que el filtro éptimo alternativo obtenido (12)—(13) produce
valores diferentes insignificativamente del estimado en comparacion con el filtro éptimo
(14)—(16) obtenido en [36]. Ademds, esta pequena diferencia se origina debido a realiza-
ciones diferentes del ruido blanco Gaussiano en (11). La solucién ejercida proporciona sélo
una comparacion numérica entre dos formas diferentes del filtro éptimo para el sistema
(10),(11), considerando que la comparacién del filtro éptimo a otro filtro aproximado,
tal como un filtro de Kalman extendido (EKF), revelando un mejor desempeno del filtro
6ptimo, puede ser encontrado en [36].

Note que el filtro éptimo alternativo consiste de sélo dos ecuaciones, cuyos nimero
y estructura no cambia cuando el horizonte de filtrado tiende a infinito. La discusion

subsecuente de los resultados obtenidos pueden ser encontrados en la Conclusion.

6.4. Conclusiones

Los resultados muestran que los valores del estimado calculados usando el filtro 6pti-
mo alternativo obtenido para un sistema lineal con retardo de estado muestran sélo una

diferencia insignificativa de los valores estimados proporcionados por el filtro éptimo pre-
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viamente obtenido en [36]. Ademds, los estimados producidos por ambos filtros éptimos
convergen asintéticamente a los valores reales del estado del sistema cuando el tiempo
tiende a infinito. La ventaja significante del filtro alternativo es que consiste de solo dos
ecuaciones, para el estimado 6ptimo y la estimacion de la varianza del error, cuyos niimero
y estructura no cambian cuando el horizonte de filtrado tiende a infinito. Por el contrario,
el filtro 6ptimo obtenido previamente de [36] incluye un nimero variable de las ecuaciones
de covarianza, el cual crece ilimitadamente cuando el horizonte de filtrado tiende a infini-
to, y la estructura de las ecuaciones de covarianza también varia con el ntimero. El filtro
alternativo obtenido es libre de esas complicaciones y proporciona la adecuada calidad

buena de la estimacion del estado.

89



Capitulo 7

Regulador ()ptimo para Sistemas
Lineales con Miltiples Retardos en

el Estado

7.1. Planteamiento del Problema de Control ()ptimo

Considere un sistema lineal con retardos de tiempo multiples en el estado

p

B(t) =D ai(t)z(t — hi) + B(t)u(t), (1)

i=0
donde la condicidn inicial z(s) = ¢(s), s € [to— h, to], ho = 0, h = méax (hy, ..., h,), donde
x(-) € C([to — h,to]; R™) es el estado del sistema, u(t) € R™ es la variable de control,
y ¢(s) es una funcién continua dada en el intervalo [tqg — h,to]. Los coeficientes a;(t) y
B(t) son considerados funciones continuas de tiempo. Note que el estado de un sistema
retardado (1) de dimensién infinita [47]. La existencia de la solucién hacia adelante tinica

de la ecuacién (1) es asegurada por el teorema de Carathéodory (ver, por ejemplo, [83]),
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y la existencia de la tinica solucién hacia atras sigue de la analiticidad del lado derecho
del funcional con respecto al estado del sistema (ver [49, 84])

La funciéon de costo cuadrética para ser minimizada es definida como sigue:

J = Sla(D)] la(T))+

N | —

1

5 / (u” (s)R(s)u(s)ds + 2" (s)L(s)x(s))ds, (2)

donde R es una funciéon matricial simétrica positiva definida y 1, L son funciones ma-
triciales simétricas continuas definidas no negativas, y T' > ¢y es un momento de tiempo
positivo.

El problema de control éptimo es encontrar el control u*(t), t € [ty, T], que minimiza
el criterio J a lo largo de la trayectoria z*(t), t € [to,T], generada bajo la sustitucién
u*(t) dentro de la ecuacién de estado (1). La solucién del problema de control éptimo

establecido es dada en la siguiente Seccion y entonces demostrada en el Apéndice.

7.2. Solucién al Problema de Control ()ptimo

La solucion al problema de control 6ptimo para el sistema lineal con retardos de estado
miultiple (1) y un criterio cuadrético (2) es dada como sigue. La ley de control toma la

forma
u'(t) = (R(t) ' BT ()Qt)x(1), (3)
donde la funcién matricial Q(t) satisface la ecuacién de Riccati matricial con coeficientes

dependientes de estado y variantes en el tiempo

Q(t) = L(t) — Q(t)(z a;(t)Ni(t)) — (Z N ()i (1)Q(t)—
Q)BH)R™ ()BT ()Q(1), (4)
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con la condicién final Q(T) = —1.

Cada una de las matrices auxiliares N;(t), i = 0,...,p, es definida como una solucién
de la ecuacién algebraica N;(t)x(t) = x(t— h;), la cudl puede siempre ser satisfecha, si z(t)
no es el vector de ceros. Por otro lado, si la igualdad z(t) = 0 es satisfecha solo en un
conjunto de puntos de tiempo aislados t = 74, £ = 1,2,..., donde el valor del control
6ptimo (3) es también igual a cero, entonces los valores de (7)) pueden ser asignados
como los limites de los valores de @(t) por la derecha, asi asegurando la continuidad de
Q(t) como la solucién de (4). Si la igualdad z(t) = 0 es satisfecha en un intervalo de
tiempo continuo [tq,%s], ta < T, donde el valor del control 6ptimo (3) es otra vez igual
a cero, entonces la matriz Q(t) en este intervalo puede ser encontrada como la solucién
de (4) continuada del intervalo [ta, T]. Ademads, ya que la velocidad del estado dxz(t)/dt
es también igual a cero en [t1, t5], los valores de x(t — h;), i = 1,...,p serdn igual a cero,
x(t — h;) = 0, en este intervalo. Asi, las matrices N;(t), i = 1,...,p, pueden ser asignadas
arbitrariamente para t € [t, t5, por ejemplo, como los limites de los valores de N;(t) desde
el intervalo [ty, T, asi asegurando la suavidad de Q(t) como la solucién de (4). Detalles
de la demostracion son dados en el Apéndice.

Note que las matrices N;(t) son actualmente las matrices de transicién de estado del
instante actual ¢ al instante ¢t — h; para el sistema con retardos original (1). La matriz Ny(t)
correspondiendo al término sin retardo ag(t)z(t) es igual a la matriz identidad, Ny(t) = I.

Al sustituir el control éptimo (3) a la ecuacién de estado (1), la ecuacién de estado
controlado 6ptimamente es obtenida

p

() =Y a(t)x(t — hi) + BE)R™(6) BT (£)Q(1)=(1), (5)

i=0
con la condicién inicial z(s) = ¢(s), s € [to — h, to].

Note que el regulador 6ptimo obtenido hace una ventaja con respecto a resultados
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6ptimos en general para sistemas con retardos del tiempo (tal como es dado en [46, 45,
47, 53]), ya que (a) la ley de control 6ptima es dada explicitamente y no como una solucién
de un sistema ecuaciones integrodiferenciales o diferenciales parciales, y (b) la ecuacién de
Riccati para la matriz de ganancia no contiene argumentos avanzados en el tiempo y, por
consiguiente, resulta de dos puntos generados en el problema de valor en la frontera en el
problema de control éptimo con criterio cuadrético y horizonte finito (ver, por ejemplo,
[50]). Asi, el regulador 6ptimo obtenido es realizable usando dos ecuaciones diferenciales
con retardo.

Observacién 1. A la primera mirada, las matrices V;(t) parecen depender también
de los estados del sistema z(t) y x(t — h;). Sin embargo, esto no es asi. Como sigue del
teorema 3.2.6 en [47], la férmula x(t) = ®(¢, 7)z(7), la cudl es convencional para sistemas
lineales sin retardos (ver [50]), también tiene lugar para los estados z(t), z(7) y la matriz
fundamental ®(t,7) del sistema con retardos del tiempo lineal (1), donde el control u(t)
es dado por (3). Note que ®(¢,7) no depende de x(t) o z(7); en particular, (¢, — h;) no
depende de x(t) o x(t—h;). Por lo tanto, cualquier matriz N;(t) formando una combinacién
lineal entre z(t) y z(t — h;) es independiente de los estados del sistema.

Observacién 2. Esto puede ser observado que las funciones matriciales N;(t) pueden
ser no acotadas en vecindades de los momentos del tiempo aislados t = 74, k = 1,2, ...,
donde z(7) = 0. Esto ocasiona la pregunta si la teoria LQR dptima es aplicable al sistema

transformado
P

B(t) = ai(t)Ni(t)z(t) + B(t)u(t), (6)

i=0
donde los coeficientes, que dependen de N;(t), pueden también ser no acotados. La
respuesta afirmativa a esta pregunta sigue de la suposicion general de la teoria de sis-
temas de control 6ptimo (ver [85], capitulo 2), donde sélo continuidad a pedazos del lado

derecho es requerido, si la solucién de la ecuacion del sistema existe. Ya que la solucion de
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(6) coincide, por construccién, con la solucién de la ecuacién del sistema original (1), cuya
existencia es verificada en el parrafo después de (1), la teoria LQR 6ptima se mantiene
aplicable al sistema (6).

Observacién 3. En algunos articulos (ver, por ejemplo, [53]), el control éptimo u*(¢)
es obtenido como una integral de los valores previos de z(t) sobre el intervalo [t — h, t].
Sin embargo, ya que la solucién hacia atras de la ecuacién (1) existe y es unica, como
fue mencionado en la Seccién 2, cualquier valor previo z(s), s € [t — h,t] puede ser
representado tinicamente como una funcién del valor actual x(¢) (igual como de cualquier
valor retardado x(t — ), r > 0). Asi, el control 6ptimo u*(t) puede ser obtenido como una
funcién de z(t) en la forma (3). El valor actual z(t) es seleccionado para formar el control
de lazo cerrado (3), primero, porque la condicién de tranversalidad (ver [85]) inducida por
la funcién de costo (2) puede facilmente ser satisfecha y, segundo, debido a la aplicabilidad

practica del control del tiempo actual en problemas técnicos reales.

7.3. Ejemplo

Esta seccién presenta un ejemplo de disenar el regulador éptimo para un sistema (1)
con un criterio (2), usando el esquema (3)—(5), y comparandolo con el regulador donde la
matriz () es seleccionada como en el regulador lineal 6ptimo para un sistema sin retardos.
Ademés, el regulador éptimo (3)—(5) es comparado con dos reguladores lineales basado
sobre aproximaciones racionales del sistema con retardos del tiempo original.

Comenzaremos con un sistema lineal escalar
(t) = x(t) + 10z(t — 0,25) + u(t), (7)

con la condicién inicial z(s) = 1 para s € [—0,25,0]. El problema de control es encontrar
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el control u(t), t € [0,T], T = 0,5, que minimice el criterio

J:%[/O u2(t)dt+/0 22(t)d]. (8)

En otras palabras, el problema de control es para minimizar la energia total del estado x
usando la minima energia total de control .

Construiremos primero el regulador donde la ley de control y la matriz (¢) son
calculadas en la misma manera como para el regulador lineal 6ptimo para un sistema
lineal sin retardos, que es u(t) = R~'(¢)BT (t)Q(t)z(t) (ver [50] para referencia). Ya que

B(t)=1en (7) y R(t) =1 en (8), el control 6ptimo es realmente igual a

u(t) = Q(t)x(t), (9)

donde Q(t) satisface la ecuacién de Riccati
Q(t) = —(ao(t) + a1 (1) Q(t) — Q(t)(ao(t) + ar(t)) + L(t)—

Q)BH)R™ ()BT ()Q(1),

con la condicién final Q(T) = —. Ya que ap(t) = 1, ai(t) = 10, ao(t) + a1(t) = 11,
B(t)=1en (7),y L(t) =1, ¥ = 0 en (8), la dltima ecuacién cambia a

Q) =1-22Q(t) - Q*(1),  Q(0,5) =0. (10)
Bajo la subtitucién del control (9) dentro de (7), el sistema controlado toma la forma
&(t) = z(t) + 10x(t — 0,25) + Q(t)x(t). (11)

Los resultados de aplicar el regulador (9)—(11) al sistema (7) son mostrados en la Fig.
1, la cudl presenta las graficas del criterio (8) J(t) y el control (9) u(t) en el intervalo

[0,T]. El valor del criterio (8) al momento final 7= 0,5 es J(0,5) = 19,16.
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Aplicaremos ahora el regulador éptimo (3)—(5) para sistemas lineales con retardos de

estado multiples para el sistema (7). La ley de control (3) toma la misma forma como (9)

u'(t) = Q" (t)x(t), (12)

donde Q*(t) satisface la ecuacion
Q(t) = 1-2Q°(t) = 20Q" ()M () - Q(),  Q(05) =0, (13)

donde Ny(t) =1y Ny(t) = z(t — 0,25)/x(t) para t € [0,0,5].

Note que la ecuacién obtenida (13) no contiene argumentos avanzados y, por lo tanto,
puede ser resuelta usando métodos numéricos simples, tal como ”shooting”. Este método
consiste en variar las condiciones iniciales (13), tomando en cuenta monotonia de la solu-
ci6én de (13) con respecto a condiciones iniciales, hasta que la condicién final es satisfecha.
En este ejemplo, la ecuacién (13) ha sido resuelta con la aproximacién de condicién final
Q*(0,5) = 0,05, para reducir el tiempo de calculo.

Al sustituir el control (12) dentro de (7), el sistema controlado 6ptimamente toma la

misma forma como (11)
&(t) = x(t) + 10x(t — 0,25) + Q" () (t). (14)

Los resultados de aplicar el regulador (12)—(14) al sistema (7) son mostrados en Fig.
2, en la cudl presenta las graficas del criterio (8) J(t) y el control (12) u*(¢) en el intervalo
[0,7]. El valor del criterio (8) al momento final 7" = 0,5 es J(0,5) = 6,56. Hay un
mejoramiento definitivo (a tres veces) en los valores de la funcién de costo en comparacién
al caso precedente, debido a la 6ptimalidad del regulador (3)—(5) para sistemas lineales
con retardos de estado multiples.

Comparemos también el regulador éptimo (3)—(5) con el mejor regulador lineal basa-

do sobre las aproximaciones racionales lineales y cuadraticas del sistema con retardos
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del tiempo (7). Primero, la funcién de transferencia entrada-estado, G(s) = (s — 1 —
10exp (—sh))™t, h = 0,25, es aproximada por una funcién racional hasta el primer orden
de h: G7Y(s) = s(1 + 10h) — 11 + O(h?), la cudl resulta en la siguiente realizacién en el
dominio del tiempo (h = 0,25)

() = (22/7)2(t) + (2/T)u(t), (15)

con la condicién inicial z(0) = 1. La ley de control es calculado como el control éptimo

para el sistema lineal sin retardos (15):

ur(t) = (2/7)Q1 (1) (1), (16)

y Q1(t) satisface la ecuacién de Riccati

Qi(t) =1 - (44/7)Qu (1) — (2/7)*Q1(1), (17)

con la condicién final 1(0,5) = 0. El control (16) es luego subtituido dentro del sistema
con retardos del tiempo original (7).

Los resultados de aplicar el regulador (15)—-(17) al sistema (7) son mostrados en Fig.
3, la cudl presenta las gréficas del criterio (8) J(t) y el control (16) wu; () en el intervalo
[0,7]. El valor del criterio (8) al momento final 7" = 0,5 is J(0,5) = 7,39. Asi, los re-
sultados de simulacién muestran que la aplicacién del regulador (15)—(17), basado sobre
aproximaciones racionales de primer orden, produce todavia valores no satisfactorios de
la funcién de costo en comparacién con el regulador 6ptimo (3)—(5).

Después, la funcién de transferencia G(s) es aproximada por una funcién racional hasta
el segundo orden de h: G71(s) = s(1+10h) — 11 —10(h?/2)s* 4+ O(h?). Esta aproximacién

resulta en la siguiente realizacién del dominio de tiempo (h = 0,25)
(10/32)(d?(x(t))/dt*) = (T/2)d(x(t))/dt — 11a(t) — u(?),
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la cual es representada en la forma estandar de dos ecuaciones diferenciales de primer
orden

B(t) = 2(t), () = 11,22(t) — 35,22(t) — 3,2u(t), (18)

con las condiciones iniciales z(0) = 1, 2(0) = 0. La ley de control es calculada como el

control éptimo para el sistema lineal sin retardos (18):

us(t) = By Qa(t)[a(t)2(1)]", (19)

y la matriz Q2(t) bidimensional satisface la ecuaci’on de Riccati

Q2(t) = Ly — a3 Qx(t) — Qa(t)ay — Q2(t) Ba By Qa(t), (20)

con la condicién final Qo(T) = 0, donde By = [0 — 32|, a, =01 | —35211,2] y
Ly = diag[l 0]. El control (19) es luego subtituido dentro del sistema con retardos del
tiempo original (7).

Los resultados de aplicar el regulador (18)-(20) al sistema (7) son mostrados en Fig.
4, la cudl presenta las gréficas del criterio (8) J(t) y el control (19) wus(t) en el intervalo
[0, 7. El valor del criterio (8) al momento final 7' = 0,5 es J(0,5) = 52,25, el cuél es mucho
peor que en cualquier caso precedente. Asi, la aproximacion racional del segundo orden
ocurre de ser practicamente inutil, ya que esto resulta en un incremento en la dimension
del problema, produciendo dificultades computacionales adicionales y valores grandes de
la funcién de costo. El tltimo fenémeno es explicado por el hecho que la funcion de trans-
ferencia polinomial del segundo orden G(s) = (s(1 + 10h) — 11 — 10(h?/2)s*)™! tiene
dos polos complejos inestables con partes reales positivas, las cuales no se aproximan al
polo inestable real (s = 3,83). Esto produce dindmicas inestables adicionales en la aproxi-
macién del sistema, las cuales no estan presentes en el sistema original (7), asi produciendo

deformaciones demasiado largas en el diseno del control.
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Finalmente note que la funcién de transferencia racional correspondiendo a la aproxima-
cién Pade exp (—sh) = (1 —sh/2)/(1+ sh/2) no es considerada aqui, ya que esta produce
un polo inestable grande s = 21,16, que aproxima al polo inestable real (el segundo polo es

negativo, i.e., estable), y también resulta en un incremento en la dimensién del problema.

7.4. Apéndice

Demostraciéon de la solucién del problema de control éptimo. Al introducir
las funciones auxiliares N;(t), 0 =1,...,p, as { como definidas en la Seccién 3 , la ecuacién
de estado (1) puede ser escrita en la forma

p

(1) =Y a()Ni(t)a(t) + B(t)u(?), (21)

i=0
con la condicién inicial z(0) = ¢(0). Ya que las matrices N;(¢) son funciones dependientes
del tiempo conocidas al momento de tiempo actual t, el problema de control 6ptimo
original para un sistema con retardos del tiempo es ahora reducido al problema LQR
6ptimo convencional para el estado (21) y la misma funcién de costo cuadrética (2), en
donde la matriz de la dindmica del estado A es igual a A = i a;(t)N;(t). La bien conocida
solucién a este problema (ver, por ejemplo, [50]) produce Zgiorectamente la ley de control
éptima (3) y la ecuacién de la matriz de ganancia en la forma (4).

Sin embargo, hay que demostrar que el control éptimo puede ser definido consis-
tentemente en los momentos del tiempo donde z(t) = 0. Realmente, si el conjunto
{mx : x(tx) = 0,k = 1,2,...} es un conjunto de puntos de tiempo aislados, entonces
el control 6ptimo u*(7y) es igual a cero en cualquier tiempo 7, en vista de linealidad y

continuidad de la ley de control (3). Asi, el valor de la matriz de ganancia Q(7) no par-

ticipa realmente en la formacion del control 6ptimo y puede ser asignado como el limite de
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los valores de Q(t) desde la derecha, Q(7) = t_)il;r’tnyk Q(t), asi asignando la continuidad
de Q(t) como la solucién de (4). Asuma ahora que el conjunto {t : z(t) = 0} contiene un
intervalo del tiempo continuo, [t1,t5], to < T. Esto implica que el control éptimo (3) es
igual a cero en este intervalo, u*(t) = 0, ¢ € [t1,t2]. Por lo tanto, los valores de la matriz
Q(t) para t € [t1, 1] no participa en la formacion del control éptimo en el intervalo [ty t]
y pueden ser asignados arbitrariamente. Por otro lado, el problema de control éptimo re-
ducido al intervalo [tg, ¢;] no induce ninguna otra condicién de transversalidad adicional al
punto t1, ya que el valor del estado es fijo a cero t = ¢, x(t1) = 0, (ver [85]). Por lo tanto,
cualquier funcién Q(t) satisfaciendo (4) en [to, t2] podria ser usada para formar la ley de
control ptima (3). Asi, la matriz de ganancia Q(¢) puede ser encontrada en el intervalo
[to, t2] como la solucién de (4) continuada del intervalo [to, T]. Ademads, la velocidad del
estado dxz(t)/dt es también igual a cero en el intervalo [t1, 5], dz(t)/dt =0, t € [t1,ts], si
x(t) = 0 para t € [t1,t5]. Andlisis de la ecuacién de estado (1) muestran que la igualdad
dx(t)/dt = 0 en un intervalo de tiempo continuo es valida si z(t — h;) = 0 para cualquier
i = 1,...,p en este intervalo. Asi, las matrices N;(t), ¢ = 1,...,p, pueden ser también
asignadas arbitrariamente para t € [ty, 2], por ejemplo, como los limites de los valores de
N;(t) del intervalo [t9, T, asi asignando la suavidad de Q(¢) como la solucién de (4).
Finalmente, hay que considerar el caso del valor del estado cero al punto inicial, z(tg) =
0, y verificar que ninguna situacion especial es generada. Realmente, ya que todos los
coeficientes en (1),(2) y la funcién inicial ¢(s) son continuos, la ley de control 6ptima
es tambien continua con respecto a condiciones iniciales. Al aproximar la funcién inicial
dada por funciones iniciales con valores diferentes de cero en t = ¢y convergiendo a cero en
el limite, las leyes de control éptima (3) son obtenidas para cada aproximacién prelimite.

Eso resulta en el valor limite de control cero, u(ty) = 0, en vista del valor limite de estado

cero, z(tg) = ¢(to) = 0, y la continuidad con respecto a condiciones iniciales. Asi, el valor
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inicial de la matriz Q(tp) no es importante para formar el valor del control u(tq) y puede

ser dejado tal como habia obtenido resolviendo la ecuacién (4).

La soluciéon del problema de control 6ptimo es demostrada.

criterion

control

20 T T T T T T T T T

151 N

10 b

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
time

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
time

Figura 7.1: El mejor regulador disponible para sistemas lineales sin retardos. Graficas del

criterio (8) J(t) y el control (9) u(t) en el intervalo [0,0,5].
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Figura 7.2: Regulador éptimo obtenido para sistemas lineales con multiples retardos en el

estado. Graficas del criterio (8) J(t) y el control éptimo (12) u*(¢) en el intervalo [0, 0,5].
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Figura 7.3: Regulador basado en una aproximacion de primer orden del sistema con retardo

original. Graficas del criterio (8) J(t) y el control (16) wu;(t) en el intervalo [0, 0,5].
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Figura 7.4: Regulador basado en una aproximacion de segundo orden del sistema con

retardo. Graficas del criterio (8) J(t) y el control (19) us(t) en el intervalo [0, 0,5].
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Capitulo 8

Un Regulador ()ptimo para Sistemas
Lineales con Retardos Multiples en

la Entrada y el Estado

8.1. Planteamiento del Problema de Control ()ptimo

Considerare un sistema lineal con retardos de tiempo muiltiples en el estado y la entrada

de control ) ,
B(t) = ai(t)z(t —hi) + > Bi(t)ult —7y), (1)
i=0 =0
con las condiciones iniciales z(s) = ¢(s), s € [to — h,to], ho = 0, h = méx (hy,..., hy),

donde z(-) € C([to — h,to]; R") es el estado del sistema, y u(s) = ¢,(s), s € [to — 7, o],
7o = 0, 7 = max (7q,..., 7,), donde u(-) € C([ty — 7,to]; R™) es la variable de control,
vy ¢(s) vy ¢,(s) son funciones continuas dadas en los intervalos [ty — h,to] ¥ [to — T, to],

respectivamente. Los coeficientes a;(t) y B;(t) son consideradas funciones continuas del
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tiempo. Note que el estado de un sistema retardado (1) de dimensién infinita [47]. La
existencia de la solucién unica de la ecuacién (1) es por el teorema de Carathéodory
(ver, por ejemplo, [83]), v existencia de la tnica solucién sigue de la analiticidad del lado
derecho del funcional con respecto al estado del sistema (see [49, 84])

La funcién de costo cuadratica para ser minimizada es definida como sigue:

7= ST+ 5 [ (I ORE)s +a" () La(ds, (@)

2

donde R es positiva 1, L son funciones matriciales simétricas continuas definidas no
negativas, y T' > ¢y es un momento de tiempo positivo.

El problema de control éptimo es encontrar el control u*(t), t € [ty, T], que minimiza
el criterio J a lo largo de la trayectoria z*(t), t € [to,T], generada bajo la sustitucién
u*(t) dentro de la ecuacién de estado (1). La solucién del problema de control éptimo

establecido es dado en la siguiente Seccién y entonces demostrada en el Apéndice.

8.2. Solucién al Problema de Control Optimo

La solucion al problema de control 6ptimo para el sistema lineal con retardos de estado
miultiples (1) y un criterio cuadratico (2) es dado como sigue. La ley de control toma la

forma
u(t) = R’l(t)(z M () B] (£)Q(t)x(t), (3)

donde la funcién matricial Q(t) satisface la ecuacién de Riccati matricial con coeficientes

dependientes de estado y variantes en el tiempo

Q) = L(t) = Q) (D _ ai(t)Ni(1)) — (Z N ()i (1)Q(t)—



con la condicién final Q(T) = —1.

Cada una de las matrices auxiliares N;(t), i = 0,...,p, es definida como una solucién
de la ecuacién algebraica N;(t)x(t) = x(t — h;), la cudl puede siempre ser satisfecha, si
x(t) no es el vector de ceros. Por otro lado, si la igualdad () = 0 es satisfecha solo en
un conjunto de puntos de tiempo aislados t = 74, k = 1,2, ..., donde el valor del control
6ptimo (3) es también igual a cero, entonces los valores de (7)) pueden ser asignados
como los limites de los valores de Q(t), asi asegurando la continuidad de Q(t) como la
solucién de (4). Si la igualdad z(t) = 0 es satisfecha en un intervalo de tiempo continuo
[t1,t2], to < T, donde el valor del control 6ptimo (3) es otra vez igual a cero, entonces la
matriz ()(t) en este intervalo puede ser encontrada como la solucién de (4) del intervalo
[to, T]. Ademds, ya que la velocidad del estado dz(t)/dt es también igual a cero en [ty, 5],
los valores de z(t —h;), i = 1,...,p seran igual a cero, x(t — h;) = 0, en este intervalo. Asi,
las matrices N;(t), i = 1,...,p, pueden ser asignadas arbitrariamente para t € [t1, t5], por
ejemplo, como los limites de los valores de N;(t) desde el intervalo [ty, T, asi asegurando
la suavidad de Q(t) como la solucién de (4). Detalles de la demostracién son dados en el
Apéndice.

Cada una de las matrices auxiliares M;(t), j =0,...,q, es definida como una solucién
de la ecuacién algebraica M;(t)u*(t) = u*(t — 7;), la cudl siempre puede ser satisfecha, si
u*(t) no es el vector de ceros. La igualdad u*(t) = 0 podria ser satisfecha en inspeccién de
las siguientes razones: 1) x(t) = 0; 2) Q(¢t) = 0; o 3) iﬂM]T(t)BjT(t) = 0. El primer caso,
x(t) = 0, ha sido ya discutido y los métodos para extél_lder las definiciones de las matrices
correspondientes han sido apuntados. El segundo caso, Q(t) = 0, permite no definir las
matrices M;(t), ya que los valores de () ya son conocidos. Finalmente, el tercer caso,
i)Mf (t)B] (t) = 0, implica que el término cuadrético en la ecuacién de Riccati (4) es
=

igual a cero (mientras que los otros términos no son cambiados) y , por lo tanto, también
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permite no definir las matrices M;(t).

Note que las matrices N;(t) y M;(t) son realmente las matrices de transicién del
control y del estado del instante actual ¢ a los instantes ¢t — h; y t — 7; para el sistema con
retardos de tiempo original (1). Las matrices Ny(t) y My(t) correspondiendo a los términos
sin retardo ao(t)x(t) y Bo(t)u*(t) son iguales a la matriz de identidad, No(t) = My(t) = I,
por todas partes.

El control 6ptimo (3) dentro de la ecuacién de estado (1), la ecuacién de estado
controlada 6ptimamente es obtenida

p q

() =Y ai(t)x(t — hi) + BORT ()Y M](8)Bf (1) Q(8)x(t), ()

i=0 Jj=0
con las condiciones iniciales x(s) = ¢(s), s € [to — h,to], y u(s) = ¢1(s), s € [to — T, o]
El regulador 6ptimo obtenido hace una mejora con respecto a resultados de 6ptimalidad
general para sistemas con retardos del tiempo (tal como dados en [45, 46, 47, 53]), ya que
(a) la ley de control 6ptima es dada explicitamente y no como una solucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales o integrodiferenciales, y (b) la ecuacién de Riccati
para la matriz de ganancia no contiene argumentos avanzados de tiempo y,por lo tanto,
de control 6ptimo con criterio cuadratico y horizonte finito (ver, por ejemplo, [50]). Asi, el
regulador 6ptimo obtenido es realizable usando dos ecuaciones diferenciales con retardos.
Observacién. En algunos articulos (ver, por ejemplo, [53]), el control éptimo u*(t) es
obtenido como una integral de los valores previos de x(t) sobre el intervalo [t — h,t]. Sin
embargo, ya que la solucion retraida de la ecuacién (1) existe y es tinica, como mencionada
en la Seccién 2, cualquier valor previo x(s), s € [t—h, t] puede ser representado tinicamente
como una funcién del valor actual z(t) (tan buena como de cualquier valor retardado
x(t—r), r > 0). Asi, el control 6ptimo u*(t) puede ser obtenido como una funcién de z(t)

en la forma (3). El valor actual z(t) es seleccionado para formar el control de lazo cerrado
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(3), primero, porque la condicién de tranversalidad (ver [85]) inducida por la funcién de
costo (2) puede facilmente ser satisfecha y, segundo, debido a aplicabilidad del causal

control de tiempo actual en problemas técnicos reales.

8.3. Ejemplo

Esta seccion presenta un ejemplo de diseniar el regulador 6ptimo para un sistema (1)
con un criterio (2), usando el esquema (3)—(5), y comparandolo con el regulador donde la
matriz () es seleccionada como en el regulador lineal éptimo para un sistema sin retardos.
Ademas, el regulador 6ptimo (3)—(5) es comparado con dos reguladores lineales basados
sobre aproximaciones racionales del sistema con retardos de tiempo original.

Comenzaremos con un sistema lineal escalar
&(t) = x(t) + 10z(t — 0,25) + u(t — 0,5), (6)

con la condicién inicial z(s) = 0,1 para s € [—0,25,0] y u(s) = 10 para s € [—0,5,0]. El
problema de control 6ptimo es encontrar el control u(t), t € [0,7], T = 1, que minimiza
el criterio
1 [T T
J= -[/ W2 (8)dt +/ 22(8)d). (7)
2" Jo 0
En otras palabras, el problema de control es para minimizar la energia total del estado x
usando la minima energia total de control w.
Construiremos primero el regulador donde la ley de control y la matriz Q(t) son
calculadas en la misma manera como para el regulador lineal 6ptimo para un sistema
lineal sin retardos, que es u(t) = R~Y(t)BT(t)Q(t)z(t) (ver [50] para referencia). Ya que

B(t)=1en (6) y R(t) =1 en (7), el control éptimo es realmente igual a

u(t) = Q(t)x(2), (8)



donde Q(t) satisface la ecuacién de Riccati

Q(t) = —(ao(t) + a1 ()T Q(t) — Q(t)(ao(t) + ar (1)) + L(t) — Q)BH)R™ () BT (1)Q(1),

con la condicién final Q(T) = —1b. Ya que ag(t) = 1, a1(t) = 10, ap(t) + a1(t) = 11,
B(t)=1en (6),y L(t) =1, ¢ =0 en (7), la ltima ecuacién cambia a

Q) =1-22Q(t) - Q*(t), Q(1)=0. (9)
Al sustituir el control (8) dentro de (6), el sistema controlado toma la forma
() = x(t) + 10x(t — 0,25) + Q(t)x(t). (10)

Los resultados de aplicar el regulador (8)—(10) al sistema (6) son mostrados en la Fig.
1, la cudl presenta las graficas del criterio (7) J(t) y el control (8) wu(t) en el intervalo
[0, 7. El valor del criterio (7) al momento final 7'= 1 es J(1) = 9113,63.

Aplicaremos ahora el regulador 6ptimo (3)—(5) para sistemas lineales con retardos de

estado multiples al sistema (6). La ley de control (3) toma la misma forma como (8)

u(t) = Q" (t)x(t), (11)

donde Q*(t) satisface la ecuacion

Q"(t) =1 —2Q(t) = 20Q* ()N (t) — M{(1)Q™(t), Q*(1) =0, (12)

donde Ny(t) =1, Ny(t) = z(t — 0,25)/x(t), y M;(t) = u*(t — 0,5)/u*(t) para t € [0, 1].
Note que la ecuacién obtenida (12) no contiene argumentos avanzados y, por lo tanto,

puede ser resuelta usando métodos numéricos simples, tal como ”shooting”. Este método

consiste en variar las condiciones iniciales (12), tomando en cuenta monotonia de la solu-

cién de (12) con respecto a condiciones iniciales, hasta que la condicién final es satisfecha.
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Al sustituir el control (11) dentro de (6), el sistema controlado éptimamente toma la

misma forma

#(t) = 2(t) + 102(t — 0,25) + M, (H)Q*(t)x(t). (13)

Al resultado aplicar el regulador (11)—(13) al sistema (6) son mostrados en la Fig. 2, en
la cudl presenta las gréficas del critero (7) J(¢) y el control (11) u*(¢) en el intervalo [0, T7.
Los valores del criterio (7) al momento final 7' = 1 es J(1) = 465,54. Hay un mejoramiento
definitivo (a veinte veces) en los valores de la funcién de costo en comparacién al caso
precedente, debido a la éptimalidad (3)—(5) para sistemas lineales con retardos multiples
en la entrada y el estado.

Comparemos también el regulador éptimo (3)—(5) con el mejor regulador basado sobre
las aproximaciones racionales lineal y cuadratica del sistema con retardo de tiempo (6).
Primero, la funcién de transferencia entrada-estado de (6), G(s) = (exp (—s7))(s — 1 —
10exp (=sh))™t, h = 0,25, 7 = 0,5 es aproximada por una funcién racional hasta el primer
orden de h and 7: G(s) = s(1+10h)—11—11s7+0(h+7), la cual resulta en la realizacién

en el dominio del tiempo (h = 0,25, 7 = 0,5)

(t) = —(11/2)x(t) + (1/2)uq (2), (14)

con la condicién inicial z(0) = 1. La ley de control es calculada como el control éptimo

para el sistema lineal sin retardos (14):
w(t) = {(Qi()(r), (15)

y Q1(t) satisface la ecuacién de Riccati
Qut) = 1+ 11Qu(t) — (1/4)Q5(1), (16)

con la condicién final @1(1) = 0. El control (15) es entonces sustituido dentro del sistema

con retardos del tiempo original (6).
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Los resultados de aplicar el regulador (14)—(16) al sistema (6) son mostrados en
la Fig. 3, la cudl presenta las gréficas del criterio (7) J(¢) y el control (15) wu;(t) en el
intervalo [0, 7. Los valores del criterio (7) al momento final 7" = 1 es J(1) = 544,44.
Asi, los resultados de simulacién muestran que la aplicacién del regulador (14)—(16),
basado sobre la aproximacion racional del primer orden, produce y mantiene valores no
satisfactorios de la funcién de costo en comparacion al regulador éptimo (3)—(5).

Después, la funcién de transferencia G(s) es aproximada por una funcién racional hasta
el segundo orden de hy 7: G~ 1(s) = s(1+10h) —11—-10(h?/2)s* —11s7—(11/2)(7%/2)s* +
o(h? + 72). Esta aproximacién resulta en la realizacién en el dominio del tiempo, la cudl
es representada en la forma estandar de dos ecuaciones diferenciales de primer orden

(h=0,25, 7 =0,5)
B(t) = 2(t),  A(t) = —(32/27)2(t) — (176/27)2(t) — (16/27)us(t), (17)

con las condiciones iniciales z(0) = 1, z(0) = 0. La ley de control es calculada como el

control 6ptimo para el sistema lineal sin retardos (17):

us(t) = BaQa(t)[x(t)2(t)]", (18)

y la matriz bidimensional Q(t) satisface la ecuacién de Riccati

Q2(t) = Ly — azTQQ(t> — Qa(t)ay — QQ(t)BzBQTQz(t)a (19)

con la condicién final Qo(T) = 0, donde By = [0 — 16/27]%,
ag =[01 | —176/27 — 32/27] y Ly = diag[l 0]. El control (18) es entonces sustituido
dentro del sistema con retardo de tiempo original (6).

Los resultados de aplicar el regulador (17)—(19) al sistema (6) son mostrados en la
Fig. 4, la cudl presenta las graficas del criterio (7) J(t) y el control (18) us(¢) en el intervalo
[0,T]. El valor del criterio (7) al momento final 7' = 1 es J(1) = 539,68, el cuél es solo
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un poco mejor que en el caso precedente. Asi, la aproximacion racional de segundo orden
ocurre para estar practicamente inttil, ya que esto guia a un incremento en la dimension
del problema, produciendo dificultades computacionales adicionales, y valores mejorados
insignificantemente de la funcién de costo en comparacién a una de primer orden.
Finalmente note que la funcion de transferencia racional correspondiente a la aproxi-
macién de Pade exp (—sh) = (1 — sh/2)/(1 4+ sh/2) no es considerada aqui, ya que esto
produce un polo inestable s = 21,16, el cual no se aproxima al polo inestable real, s = 3,83,
de la funcién de transferencia original de (6) (los otros dos polos producidos son negativos,
i.e., estables), y también gufa a un incremento en la dimensién del problema hasta un sis-
tema de tercer orden. Esto tambié odria ser facilmente observado que el polo inestable
del sistema sin retardos dado por el disenio del regulador (8),(9) es igual a s = 22, el cuél

es similar a aquella aproximacion de Pade.

8.4. Apéndice

Demostracion de la solucién del problema de control 6ptimo. Al introducir
las funciones N;(t), 0=1,...,p,y M;(t), 0 =1,...,¢, como son definidas en la Seccién
3, la ecuacién de estado (1) puede ser escrita en la forma

p

(1) =) a(t)Ni(t)z(t) + Z B (1) M;(t)u(t), (20)

=0
con la condicién inicial z(0) = ¢(0). Ya que las matrices N;(t) y M;(t) son conocidas como
funciones dependientes del tiempo al momento de tiempo actual ¢, el problema de control
optimo original para un sistema con retardo de tiempo es ahora reducido al problema
6ptimo convencional LQR para el estado (20) y la misma funcién de costo cuadratica (2),

p
en donde la matriz de dindmica del estado A es igual a A(t) = >_ a;(¢t)N;(t) y la matriz de

=0
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control B es igual a B(t) = i B;(t)M;(t). La solucién bien conocida para este problema
(ver, por ejemplo, [50]) dire]c?jamente produce la ley de control éptima (3) y la ecuacién
de la matriz de ganancia en la forma (4).

Esto de cualquier modo sera demostrado que el control éptimo puede ser consistente-
mente definida en los momentos de tiempo donde x(t) = 0 o u*(¢) = 0. Considere el primer
caso x(t) = 0. Realmente, si el conjunto {74 : z(7x) = 0,k = 1,2,...} es un conjunto de
puntos aislados, entonces el control éptimo u*(7y) es igual a cero en cualquier tiempo 7y,
en vista de linealidad y continuidad de la ley de control (3). Asi, el valor de la matriz
de ganancia Q(7}) en efecto no participa en la formacién del control éptimo y puede ser
asignado cuando el limite de los valores de Q(t) de la derecha, Q(1)) = t—>711];1,¥1>7'k Q(t),
asi asegurando la continuidad de Q(t) como la solucién de (4). Suponer ahora que el con-
junto {t : z(t) = 0} comprendido en un intervalo de tiempo continuo, [t1,ts], t2 < T. Esto
implica que el control éptimo (3) es igual a cero en este intervalo, u*(t) = 0, t € [ty,ts].
De aqui, los valores de la matriz Q(t) para t € [t1,t3] no participa en la formacién del
control 6ptimo en el intervalo [t1,%s] y puede ser asignado arbitrariamente. Por otro la-
do, el problema de control éptimo reducido para el intervalo [tg,t;] no induce cualquier
condicion de transversalidad adicional en el punto t;, ya que el valor del estado es fijo a
ceroen t = tq, x(t1) = 0, es dado en (ver [85]). Cualquier funcién Q(t) satisfaciendo (4) en
[to, t2] serd apropiado para formar la ley de control 6ptima (3). Asi, la matriz de ganancia
Q(t) puede ser establecida en el intervalo [tg, t5] como la solucién de (4) prolongado del
intervalo [ty, T]. Ademas, la velocidad del estado dz(t)/dt es también igual a cero en el in-
tervalo [ty,to], dz(t)/dt =0, t € [t1,to], si x(t) = 0 para t € [t1,t2]. Andlisis de la ecuacién
de estado (1) muestra que la igualdad dz(t)/dt = 0 en un intervalo de tiempo continuo
es obtenido si z(t — h;) = x(t — 7;) = 0 para cualquier ¢ = 1,...,p, j =1,...,¢, en este

intervalo. Asi, las matrices N;(t), i =1,...,p, y M;(t), j =1,...,q, pueden también ser
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asignadas arbitrariamente para t € [t1,ts], por ejemplo, cuando el limite de sus valores
del intervalo [ta, T, asi asegurando la suavidad de Q(t) como la solucién de (4).

Considere ahora el caso u*(t) = 0. Realmente, la igualdad u*(t) = 0 sera satisfecha
en vista de las siguientes razones: 1) z(t) = 0; 2) Q(¢) = 0; 0 3) i()Mf(t)Bf(t) = 0. El
primer caso, z(t) = 0, ha sido ya discutido y los métodos para extérzder las definiciones de
las matrices correspondientes han sido apuntados. El segundo caso, Q(t) = 0, permite a
uno no definir las matrices M;(t), ya que los valores de ()(¢) ya son conocidos. Finalmente,
el tercer caso, zq: M]T (t)BjT(t) = 0, implica que el término cuadratico en la ecuacién de
Riccati (4) es igjlzlgl a cero (mientras que los otros términos son inalterados) y, por lo tanto,
también permite no definir las matrices M;(t).

Finalmente, considere el caso del valor del estado cero en el punto inicial, z(tg) = 0,
y verificar que situacion no especial es generada. Realmente, ya que todos los coeficientes
en (1),(2) y la funcién inicial ¢(s) son continuos, la ley de control éptima es también
continua con respecto a condiciones iniciales. Al aproximar la funcién inicial dada por
funciones iniciales con valores diferentes de cero en t = t; convergiendo a cero en el limite,
las leyes de control 6ptimas (3) son obtenidas para cada aproximacién pre-restrictiva, la
cual produce los valores, u(tg) = 0, en vista del valor de estado, z(tg) = ¢(ty) = 0, y la
continuidad con respecto a condiciones iniciales. Asi, el valor inicial de la matriz Q(ty)
no es importante para formar el valor del control u(ty) y puede ser dejada tal como es
obtenida bajo la solucién de la ecuacién (4).

La solucion del problema de control éptimo es demostrado.
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Figura 8.1: Mejor regulador lineal disponible para sistemas lineales sin retardos. Graficas

del criterio (7) J(t) y el control (8) u(t) en el intervalo [0, 1]
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Figura 8.2: Regulador éptimo obtenido para sistemas lineales con multiples retardos en

el estado. Grafica del criterio (7) J(t) y el control 6ptimo (11) u*(¢) en el intervalo [0, 1].
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de tiempo original. Graficas del criterio (7) J(t) y el control (15) u(t) en el intervalo [0, 1]

y aumentada Grafica del control u,(t) en el intervalo [0,5, 1]
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Figura 8.4: Regulador basado en una aproximacion de segundo orden del sistema con
retardo de tiempo original. Gréfica del criterio (7) J(t) y el control (18) wus(t) en el
intervalo [0, 0,5] y aumentada Gréfica del control (18) us(t) en el intervalo [0,5, 1].
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Capitulo 9

Conclusiones y Trabajo Futuro

9.1. Conclusiones

La principal contribucién de este trabajo es el desarrollo, andlisis y verificacién a
nivel simulacién de la solucién a problemas de a) filtrado 6ptimo en sistemas de estado
polinomial y lineal con retardo, afectados por perturbaciones de naturaleza estocéstica,
utilizando las diferenciales de Ito, y b) control 6ptimo para sistemas lineales con retardos
multiples en el estado y /o en la entrada de control. La solucién propuesta a cada problema
estudiado en este trabajo fue obtenida considerando condiciones factibles y previamente

declaradas.

9.2. Trabajos Futuros

En el trabajo futuro se encuentra el estudio e investigacién de los siguientes problemas:
1) Controlador Optimo en Sistemas Lineales con Retardos Multiples en el Estado y/o

en la Entrada de Control.
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2)Controlador Optimo en Sistemas No Lineales con Retardo en la Entrada de Control.
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