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PREFACIO

El trabajo desarrollado en esta tesis trata el drea de prondstico en series de
tiempo y aprendizaje estadistico. Se presenta un algoritmo para prondstico en se-
ries de tiempo con relaciones lineales que solamente requiere la estimacién de un
pardmetro, ademas de que solo utiliza operaciones lineales para su funcionamiento,
permitiendo asi un computo eficiente. Para mostrar la eficiencia de este algoritmo
se realiza una comparacioén con un modelo clasico de prondstico, obteniendo resul-

tados comparables a éste y en algunos casos mejores.

Para el caso de aprendizaje estadistico, se presenta un algortimo para la obten-
cién de la funcién de densidad de probabilidad asociada un problema de optimiza-
cién no lineal continuo. Este algoritmo utiliza solamente operaciones lineales para
su funcionamiento. Es probado con distintos problemas de referencia obteniendo
muy buenos resultados en la localizacién del punto 6ptimo. Es probado ademas pa-
ra entrenar una red neuronal que pronostica una serie de tiempo con relaciones no
lineales, presentando un excelente desemperio. Ademads del algoritmo utilizado, se

presenta una metodologia para analisis de series de tiempo no lineales.

Con la introduccién de estos algoritmos se cubren los capos de series de tiempo
lineales y no lineales, utilizando algoritmos que requieren solamente operaciones
lineales obteniendo asi un conjunto de herramientas para prondstico que presentan

un bajo costo computacional.
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RESUMEN

Dexmont Alejandro Pefia Carrillo

Candidato para el grado de Maestro en Ciencias en Ingenieria de Sistemas
Universidad Auténoma de Nuevo Leén

Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica

Titulo del trabajo: Nuevas técnicas de procesos estocésticos y aprendizaje estadistico

para series de tiempo

El presente trabajo trata el drea de prondstico en series de tiempo con rela-
ciones lineales y aprendizaje estadistico. En el caso de series de tiempo lineales se
presenta un algoritmo para prondstico que requiere la estimacién de solamente un
parametro para su funcionamiento. Para el caso del aprendizaje estadistico se pre-
senta un algorimo capaz de estimar la funcién de densidad asociada a un problema

de optimizacién no lineal sin restricciones y con variables continuas.

Entre los principales aportes de estre trabajo se encuentra una comparacién
del modelo presentado con un modelo cldsico de pronostico en series de tiempo li-
neales, mostrando su efectividad bajo distintos escenarios de prueba, tanto reales

como simulados. Se resuelve la problematica de una empresa de la localidad, la cual
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consistia en determinar la posibilidad de realizar un prondstico para una familia
de productos de la cual se contaba con una cantidad de datos considerablemente
pequefia, sin embargo, se obtuvo un pronéstico cumpliendo holgadamente las ex-

pectativas de la empresa.

En el caso de aprendizaje estadistico se presenta un algoritmo con el que es po-
sible obtener una expresion para la funciéon de densidad de probabilidad asociada al
problema de optimizacién. Una de las ventajas de que presenta este algoritmo sobre
otros métodos radica en que utiliza solamente operaciones lineales para realizar la
estimacion de la funciéon de densidad, ademds de que es posible especificar la com-
plejidad de computo que se desea realizar. Este método es probado con distintos

problemas de prueba

Entre otros resultados se presenta la metodologia utilizada para el tratamiento
de series de tiempo con relaciones no lineales, ya que estas fueron utilizadas para
probar el exito obtenido al tratar el problema de aprendizaje de una red neuronal

mediante el algoritmo de aprendizaje estadistico propuesto.

Dr. Arturo Berrones Santos

Asesor
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INTRODUCCION

Al momento de analizar el funcionamiento de una organizacién eficiente, es
frecuente encontrar que estas invierten una cantidad considerable de tiempo, esfuer-
zo y personal en realizar una planeacion de lo que se realizard a distintos intervalos
de tiempo. Esta necesidad surge debido a que es indispensable prever las situaciones
a las que se debe enfrentar, tales como, variacién en la demanda de algtin producto,
precio de los materiales, etc. Sin embargo el tiempo de espera entre las planeacién
y la ejecucién de las acciones puede variar desde unos cuantos dias u horas como
en el caso de planes de produccién o transportacién, hasta varios afios, como es el
caso de las inversiones de capital. Existen diversas herramientas utilizadas para rea-
lizar una buena planeacion, sin embargo, en el juego del dia a dia, el pronéstico ha

obtenido papel cada vez mds importante en la toma de decisiones.

El pronéstico es utilizado en diversos campos de toda organizacion, los cuales
van del tipo cuantitativos como en la estimaciéon de la manera en que ocurre un
fenémeno de interés, el cual puede ser las ventas realizadas durante el afio en un
supermercado o la intensidad de una sefial en circuitos electrénicos; hasta del tipo
cualitativo, el cual ocurre por ejemplo, cuando un médico es capaz de diagnosticar
alguna enfermedad analizando los latidos del corazén y la presion sanguinea del

paciente por un determinado lapso de tiempo.
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Un caso de utilizacién de prondsticos muy conocido por todos estd en el anali-
sis climatolégico. En esta situacion se usa como referencia la variacién de tempera-
tura, humedad, velocidad y direccién del viento prevaleciente para pronosticar el

estado del clima los siguientes dfas.

1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

En el campo de prondsticos cuantitativos se han desarrollado diferentes méto-
dos para predecir el futuro. Sin embargo un problema encontrado frecuentemente
es que los modelos obtenidos para pronosticar el fenémeno deseado contienen una
gran cantidad de pardmetros, los cuales deben ser ajustados a los datos obtenidos
para lograr el mejor desempefio posible. Este procedimiento de ajuste es costoso
desde el punto de vista computacional. Debido a esto, un método capaz de calcular

los valores de los pardmetros de una manera eficiente es de gran importancia.

Para clasificar los tipos de métodos existentes para optimizar los pardmetros de
los modelos, es necesario primero clasificar los modelos en si; estos pueden dividirse
en modelos lineales, los cuales buscan una relacion lineal entre los datos de entrada
y salida para realizar su prondstico; y modelos no lineales, los cuales presentan una

relacién no lineal entre los datos de entrada y la salida del sistema.

En el contexto de modelos lineales, es comtn encontrarse con el problema de
ajustar el modelo a series de tiempo que presentan multiples periodos combinados,
es decir, contienen mas de una componente periddica y se encuentran mezcladas.
Esto es de particular importancia ya que ocurre al tratar de obtener informacién en
distintas escalas de tiempo, como puede ser a nivel mes, semanas, dias e incluso
horas, en las cuales se mezclan ciclos a nivel mensual con ciclos semanales y diarios,

por ejemplo.
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Hay ocasiones en las cuales una relacién lineal no es suficiente para represen-
tar los datos de la vida real, en estos casos se utilizan modelos no lineales, los cuales
ademads de la problematica que presentan los problemas lineales, sufren del hecho
que evaluar una funcién no lineal es computacionalmente méas costoso que la eva-

luacion de una funcién lineal.

Debido a esto es necesario aprovechar de una mejor manera la linealidad de
los datos cuando esto existe, utilizando modelos que utilicen una menor cantidad

de pardmetros ademas de tener un namero fijo de los mismos.

Para el caso de los métodos no lineales, es necesario obtener algoritmos que
permitan un ajuste de pardmetros eficiente y de ser posible obtener informacién

estadistica de los mismos.

1.2. OBJETIVO

Debido a que en la vida real es comtin encontrar la necesidad de obtener un
prondstico en intervalos de tiempo muy cortos (del orden de segundos o minutos),
ya que de esto dependen tareas criticas como el calculo de cantidad de combustible
que se debe proporcionar a un avién, o el diagndstico de un paciente con alguna
deficiencia nerviosa. El objetivo de este trabajo es presentar herramientas con un
bajo costo computacional, y que son capaces de obtener resultados comparables a
los obtenidos mediante métodos mas complejos y en algunos casos mejores. Con el

fin de alcanzar este objetivos se deben cumplir las siguientes metas a corto plazo:

» Presentar de un algoritmo lineal para pronéstico capaz de obtener un buen
prondstico en series de tiempo que presentan multiples periodos utilizando

solamente un pardmetro, asi como una comparacién con otros métodos exis-
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tentes. En este caso el modelo AR bajo distintos escenarios, uno de los cuales
son datos de ventas obtenidos de una empresa del ramo alimenticio de la lo-

calidad.

= Obtener un método capaz de obtener la funcién de densidad de probabilidad
asociada con el problema de ajuste de parametros en métodos de prondstico

no lineales. Ademads de evaluar este método bajo distintos escenarios.

1.3. JUSTIFICACION

Debido a la gran importancia de un pronéstico en las organizaciones es necesa-
rio contar con herramientas capaces de obtener resultados de calidad bajo distintos
escenarios. El algoritmo de prondstico lineal es de reciente aparicién, por lo que no
ha sido probado extensivamente. Debido a esto, en este trabajo se realizan distin-
tas pruebas en diversos escenarios, ademds de comparar sus resultados contra un

algoritmo clasico de pronostico con el fin de comparar su desempefio.

Para el caso de problemas no lineales, debido a que la evaluacién de funcién
de costo es costosa desde el punto de vista computacional, es necesario conocer
informacién acerca de los pardmetros del problema. En este caso, una expresion
para la funcién de densidad de probabilidad permite realizar un anélisis estadistico
de como se comportan estos pardmetros, permitiendo asi la mejor elecciéon de los

mismos.
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1.4. CONTRIBUCIONES

En este trabajo se presenta un algoritmo que aprovecha relaciones lineales en
los datos de entrada para realizar su prondstico, ademds presenta la ventaja de re-
querir la evaluacién de solamente un parametro, el cual es calculado a partir de los
datos de entrada, con esto se logra reducir el tiempo de computo ademds de obte-
ner resultados comparables y en algunos casos mejores que los obtenidos mediante
métodos mas complejos. Se realiza una comparacién contra un modelo clasico de
prondstico y se presentan los resultados. Este modelo es probado bajo diversos es-
cenarios, uno de los cuales es un problema del mundo real, en donde se pronostican

las ventas a nivel nacional de una empresa del ramo alimenticio de la localidad.

Para el caso en que se presentan relaciones no lineales se presenta un méto-
do capaz de obtener la funcién de densidad de probabilidad asociadas al problema
de ajuste de parametros. Este método es capaz de obtener una expresién matemati-
ca para la funcién de densidad con muy pocas evaluaciones de la funcién objeti-
vo, permitiendo ademads utilizar la expresién obtenida para obtener estadisticas del

comportamiento del problema tratado.

Como resultado del presente trabajo se realizo la escritura de tres articulos, dos
de ellos en publicaciones internacionales y una mds se encuentra en preparacion. Las

publicaciones son las siguientes:

» Dexmont Pefia, Ricardo Sdnchez, Arturo Berrones: Stationary Fokker - Plan-
ck Learning for the Optimization of Parameters in Nonlinear Models. MICAI

2007: 94-104

= Arturo Berrones, Dexmont Pefia, Ricardo Sanchez, Stationary Density of Sto-

chastic Search Process. Encyclopedia of Artificial Intelligence 2008.

= Arturo Berrones, Dexmont Pefia. Identification of Relevant Frequencies and
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Forecasting of Short Time Series Under Strong Additive Noise. En prepara-

cién.



CarITULO 2

MARCO TEORICO

En este capitulo se presenta la documentacién necesaria para entender el con-
texto en el que figura el aporte de este trabajo, por lo que se hace referencia a
teoria tomada de distintas fuentes, las cuales se enumeran a continuacién: impor-
tancia de un pronéstico [9, 14], prondsti co en series de tiempo [5,9, 14], modelos
estocdsticos [5], procesos estocdsticos estacionarios [5], Funciones de autocovarian-
za [5, 14], representaciones de fourier para series de tiempo [9], la transformada de
fourier [9,28], modelos no lineales para series de tiempo [11], pruebas para deter-
minar estacionalidad [11], metodos del espacio de fases [11], inspeccién visual de

datos [9,11], graficas de recurrencia [11], redes neuronales [8].

2.1. IMPORTANCIA DE UN PRONOSTICO

Toda organizaciéon que desea ser eficiente, se encuentra ante el problema de
realizar una buena planeacién de sus actividades a todos los niveles de la misma.
Sin embargo el tiempo de espera entre esta planeacion y la obtencién de los resul-
tados varia enormemente, puede ser desde afios, como en el caso de inversiones de
capital; unos cuantos dias u horas, como en el disefio de planes de produccién o

transportacion; hasta segundos como es el cdlculo de la respuesta del impulso de un
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motor en un automévil o un avién. Debido a esto es indispensable contar con herra-
mientas de prondstico capaces de proporcionar resultados de una manera efectiva y

eficiente.

Una manera de definir la palabra prondstico es predecir los eventos futuros
en base a la informacién con que se cuenta y que esta en el presente o el pasado.
El pronéstico es utilizado para predecir el valor de sefiales en el futuro, las cuales
se definen formalmente como la funcién de una o mds variables que transportan
informacién acerca de la naturaleza de un fenémeno fisico. Ejemplo de sefial puede
ser la voz en una conversacion, ya sea frente a frente o a través de un canal telefénico.
Otro ejemplo que presenta sefiales de interés, ocurre cuando al escuchar los latidos
del corazén de un paciente y el monitoreo de su presién sanguinea, un médico es

capaz de diagnosticar alguna lesién o enfermedad.

Debido a la necesidad de obtener prondsticos se han desarrollado diversos
modelos. Todos ellos trabajan sobre un conjunto de datos que provienen de una
secuencia de se observaciones en el tiempo, al cual se le llama serie de tiempo. Estas
observaciones provienen de una funcién continua y(¢) (la sefial) muestreada a una

tasa de tiempo uniforme.

2.2. PRONOSTICO DE SERIES DE TIEMPO

Dada la definicién de una serie de tiempo, se tiene que sus valores provienen
de una funcién continua y(t), por lo que el prondstico de la serie de tiempo consiste en
obtener el valor de la funcién y(¢+ k) en donde ¢ es el tiempo actual y & es el periodo

de tiempo que se desea pronosticar.
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2.2.1. RESUMENES GRAFICOS

La manera mds obvia de representar una serie de tiempo es una grdfica de tiem-
po, en la cual los datos se grafican sobre tiempo. Esta representacion inmediatamen-
te revela si existe alguna tendencia, algtin comportamiento estacional o alguna otra

caracteristica sistemética en los datos.

Existen distintas clasificaciones para una serie de tiempo en funcién de las ca-
racteristicas de la sefial que la produce. Se dice que se tiene una sefial par si satisface
la condicién y(—t) = y(t) para todo t. Una senal es impar si satisface la condicién
y(—t) = —y(t) para todo t. En otras palabras las sefiales pares son simétricas en
torno al eje vertical u origen del tiempo, en tanto que las sefiales impares son anti-

simétricas en torno al origen del tiempo.

También se tiene que una sefial puede ser periddica si es una funcién que satis-
face y(t) = y(t + T') para todo T, donde 7" es una constante positiva. Cualquier sefial
que exista valor de 7' que cumpla la condicién anterior recibe el nombre de sefial

aperiddica o no periddica.

Otra clasificacion de una sefial es en sefial determinista la cual es aquella que no
presenta incertidumbre con respecto a su valor en cualquier tiempo. En consecuen-
cia, las sefiales deterministas pueden modelarse como funciones de tiempo comple-
tamente especificadas. Una sefial que presenta incertidumbre en su ocurrencia real

recibe el nombre de sefial aleatoria.

Un paso importante en la seleccién del modelo de prondstico apropiado es
considerar los tipo de patrones en los datos, de tal manera que los métodos mas
apropiados para estos patrones sean utilizados. Se pueden distinguir cuatro tipo de
patrones comunes: horizontal, este existe cuando los datos flucttan alrededor de una

media (a esta serie se le llama estacionaria alrededor de la media); estacional, existe
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Figura 2.1: Distintos patrones encontrados en una serie de tiempo

cuando la serie es influenciada por un factor de estacion, es decir, que ocurre cada
determinado periodo de tiempo; se llama periddicas a una serie que repite sus valores
cada cierto numero de intervalos de tiempo, algunas series también son llamadas de
esta manera aunque no se repiten exactamente en cada periodo; patrén ciclico se le
llama cuando los incrementos y disminucién de los datos no son en un periodo fijo;
tendencia, se le llama cuando hay un incremento o decremento a largo plazo en los
datos. Un ejemplo de esto se puede apreciar en la figura 2.2.1. Es comtin encontrar

combinacién de los patrones mencionados anteriormente.

Para series de datos que son estacionales, frecuentemente se utiliza una grifica
estacional. Esta es similar a una gréfica de tiempo, sin embargo los datos de cada

estacion son traslapados. Una grafica estacional permite que se visualice con mayor
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Figura 2.2: La grafica estacional permite visualizar claramente los patrones estacio-
nales, en este caso se ve como los periodos 9 y 15 presentan incrementos en ambds
gréficas
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Figura 2.3: La gréfica de dispersién muestra la relaciéon entre dos factores
claridad el patrén estacional como se puede ver en la figura 2.2.

Otro tipo de gréfica es el de dispersion en la cual se grafican dos factores, uno
contra el otro. Este tipo de gréfica muestra la relacién entre estos dos factores, esto

se puede apreciar en la figura 2.3.
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2.2.2. RESUMENES NUMERICOS

Ademéds de graficas, los resimenes numéricos son de mucha utilidad. Para un
conjunto de datos univariado, estadisticas descriptivas comunes son la media de la
muestra, la desviacién estdndar y la varianza. Para conjuntos de datos bivariados es
importante describir como se relacionan los dos conjuntos de datos. Las estadisticas

utilizadas comtnmente son la covarianza y la correlacién.

La media de la muestra Y se define como la suma de las observaciones en la serie

de tiempo sobre la cantidad de observaciones, esto es

1 N
Y =— : 21

en donde N es la cantidad de observaciones en la serie de tiempo, y; es cada uno de
los valores de estas observaciones. Esto proporciona una medida de en que posicién

se encuentra el centro de la serie de tiempo.

Ademas del centro también existe una medida para determinar la dispersidad
de los datos: se resta la media de la muestra Y de cada observacion y; para obtener
la i-esima desviacion con respecto a la media (Y — ;). Otra medida es la desviacién
promedio absoluta (MAD por sus siglas en ingles) la cual se obtiene por la formula

N

1 _
MAD = > =Y. (2.2)

i=1

Otra medida utilizada comunmente es la desviacion cuadrada media (MSD

por sus siglas en ingles), la cual se define como

N
MSD = % ;(yz- —Y)2 (2.3)
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Muy relacionada a la desviacién media cuadrada (MSD) se encuentra la varian-
za de la muestra S?, la cual se define como la suma de las desviaciones al cuadrado
dividido entre el nimero de observaciones menos 1. Se divide entre N — 1 debido a
que este es el niimero de grados de libertad, el niimero de grados de libertad se defi-
ne como el nimero de observaciones en la muestra menos el nimero de pardmetros

estimados. La formula para la varianza es la siguiente:

1 & _
$*== g@ ~Y)% (2.4)

La varianza devuelve una cantidad en unidades cuadradas, para obtener una
medida en las mismas unidades que los datos de la muestra se define la desviacién

estandar S, la cual es la raiz cuadrada de la varianza.

S =52 (2.5)

Para el caso de series de tiempo bivariadas se tiene la covarianza, la cual indica
como estas dos variables varian en conjunto. La covarianza se define de la siguiente

manera:

1 _ _

COVXY = m Z($Z — X)(yl — Y) (26)

en donde z;,y; es el valor de las variables en la muestra y X,Y son las medias de

cada una de las muestras.

Un problema encontrado con la covarianza son las unidades y escala de los
posible valores que puede tomar. Para resolver este problema se define el coeficiente
de correlacion r, el cual es una medida de la covarianza que se encarga del proble-
ma de escala. Si la covarianza (Covyy) es dividida por dos desviaciones estdndar

(Sx y Sy) las unidades se cancelan dejando un numero adimensional, el cual es el
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coeficiente de correlacion entre X e Y. Esto se escribe de la siguiente manera:

Covyy _ Y@= X) (i =)

= . (2.7)
S Y - V)RS (- X)?

rxy =

El efecto de escalar es para restringir el rango de rxy al intervalo [—1,1]. Sin
embargo al utilizar esta medida se debe recordar que se esta explicando una asocia-
cién lineal entre las dos variables, por lo que no es apropiado aplicar esta medida

cuando hay una relacioén no lineal pronunciada.

En series de tiempo ademads existen la autocorrelacion y la autocovarianza , las
cuales tienen el mismo propésito, el cual es identificar relaciones descriptivas en la
serie de tiempo. Si se comparan por ejemplo Y; (observacion al tiempo ¢) con Y;_; se
puede ver como se relacionan las observaciones. La observacién Y;_; es llamada con

retardo (inglés: lag).

De la misma manera es posible comparar observaciones con retardos de dos,
tres, etc. periodos de tiempo. El nombre de autocovarianza y autocorrelacién pro-
viene de que se calculan tomando en cuenta la misma serie de datos como si fueran

dos distintas.

Ck = 7 Z Yo = Y) (Y- —Y) (2.8)
t k+1

_ Zt 1(yt )(yt k _Y) 29

" Et:l( Yt — )2 ( )

en donde N es la cantidad de datos de la serie de tiempo.

Al calcular la autocorrelacion con retardos de 1, 2, ..., se obtiene la funcién de au-
tocorrelacion o ACF (por sus siglas en ingles). En vez de analizar una serie de nlime-

ros es méas sencillo graficar la autocorrelaciéon contra el retardo. A esta gréfica se
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Figura 2.4: El correlograma ayuda visualizar la funcién de autocorrelacién de una
manera rdpida y sencilla.

le llama correlograma y ayuda a visualizar la ACF de una manera rdpida y sencilla,

como se puede ver en la figura 2.4.

El correlograma es una herramienta estdndar en la exploracién de una serie
de tiempo antes de realizar un pronéstico. Este provee una verificacién ttil para
estacionalidad, ciclos, y otros patrones. Ademads la ACF ayuda a identificar si los va-
lores anteriores en la serie de tiempo contienen informacién acerca de los siguientes

valores, o si existe alguna relacion entre una observacién y la siguiente.

2.2.3. MEDIDAS DE ERROR DE PRONOSTICO

Otro aspecto fundamental es como medir que tan bien se ajusta un pronéstico
dado a un conjunto de datos. En algunas ocasiones a esto se le llama bondad de ajuste,
la cual se refiere a que tan bien se pueden reproducir los datos conocidos por el
modelo de pronéstico. Para el usuario de un prondstico, esto es, la exactitud del

prondstico futuro.

Si y, es el valor de la observacién actual y f; es el prondstico para el mismo
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periodo, se define el error de prondstico como

e =y — fi- (2.10)

Usualmente f; se calcula utilizando los datos v, . .. ,y;—1. Esto es un pronéstico
a un paso ya que se prondstica un periodo adelante de la ultima observacién. Con-
secuentemente se define e, como error de prondstico a un paso. Esto es, la diferencia

entre la observacion y; y el prondstico obtenido.

ERROR DEPENDIENTE DE LA ESCALA

El error de prondstico e; se encuentra en la misma escala que los datos de
prondstico. Debido a esto las medidas de error basadas en e; son dependientes de la
escala. Las medidas mas comunes son Error medio ME, Error absoluto promedio MAE,

Error cuadrado medio MSE todos nombrados por sus siglas en ingles:

=
] =

ME = (2.11)
t=1
1 N
MAE = NZM (2.12)
t=1
1 N
_ 2
MSE = NZet (2.13)

N
Il
R

donde N es la cantidad de datos en la serie de tiempo.

Para el caso del ME, al realizar la sumatoria, los errores pueden cancelarse
entre si, por eso en las demds medidas se utiliza valor absoluto o cuadrados pa-
ra eliminar los valores negativos y prevenir la cancelacién. El problema con estos

métodos es que son dependientes de la escala por lo que no pueden ser comparados
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con diferentes series de datos. Para esto se presentan los errores porcentuales.

ERRORES PORCENTUALES

El porcentaje de error para el periodo ¢ esta dado por p; = 100%:. Los porcentajes
de error tienen la ventaja de ser independientes de la escala. Una medida comtn de
este tipo es error porcentual absoluto promedio MAPE por sus siglas en ingles:

1
MAPE = — 2.14
. (214)

=
=

en donde N es la cantidad de datos que se promedia.

Las medidas basadas en porcentaje de error tienen la desventaja de que se
vuelven infinitas o indefinidas si hay valores de 0 en la serie de datos, lo que es
frecuente para datos intermitentes. Una desventaja del MAPE es que da mas peso
a los errores positivos lo que propicia el uso del error porcentual absoluto promedio

simétrico SMAPE (por sus siglas en ingles) el cual se define como:

N
1
sMAPE = — E * 100. 2.15

Sin embargo si el valor de la serie es cercano a cero entonces el valor pronos-
ticado sera cercano a cero, lo que propicia una divisién por un niimero cercano a
cero, ademads el SMAPE puede tomar valores negativos lo que puede provocar am-

bigiiedad en su interpretacion.
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ERRORES LIBRES DE ESCALA

El error escalado absoluto promedio MASE (por sus siglas en ingles) fue propuesto
por Hyndman y Koehler [10] como una medida de exactitud de pronésticos aplica-
ble sin los problemas encontrados en las otras medidas. Esta medida propone es-
calar los errores basados en el MAE de la muestra utilizando el método ingenuo el
cual consiste en hacer (f; = y;,—1) generado para cada punto en la muestra. El error

escalado es el siguiente:
e

- t
= = .
ﬁ Zi:2 |yz - yifll

qt (2.16)

Este resultado es independiente de la escala de los datos. Un error escalado es
menor a uno si proviene de un error menor que el primedio del pronéstico ingenuo
de la muestra. De la misma manera es mayor que uno si el pronéstico es peor. El

MAGSE es el siguiente

N
1
ASE = — E . 2.17
M S N — IQt| ( )

La tnica circunstancia bajo la que el MASE puede ser infinito o indefinido
es cuando todas las observaciones historicas son iguales. Una ventaja que presenta
este método contra los demads es que no hace suposiciones respecto a la media de
los datos por lo que puede ser aplicado a series con tendencia, estacionalidad, o
demads patrones. Debido a que es libre de escala puede utilizarse para comparar los

resultados en diferentes series de tiempo.

En el presente trabajo se utilizard el MASE para calcular el error de prondstico

en las distintas series de tiempo que se utilizaran.
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2.2.4. OPERACIONES CON SERIES DE TIEMPO

En ocasiones el ajustar los datos histéricos lleva a un modelo de prondstico
mads simple e interpretable. Con este fin se realizan distintas transformaciones para
procesar o manipular los datos. Este aspecto suele implicar una combinacién de

algunas operaciones bésicas.

Escalamiento de amplitud. Considere que y(t) denota una serie de tiempo, la serie

resultante del escalamiento de amplitud aplicado a y(t) se define mediante

y'(t) = cy(t) (2.18)

donde c es el factor de escala. De acuerdo con esta ecuacion el valor 3/(t) se obtiene

multiplicando el valor correspondiente de y(t) por el escalar c.

Suma. Se considera que y;(t) y y2(t) son un par de series de tiempo. La serie

y'(t) obtenida por la suma de y; () y y2(t) estd definida por

y'(t) = yi(t) + yal(t). (2.19)

Multiplicacién. Sean y,(t) y y2(t) un par de funciones de series de tiempo. La

sefal y/'(t) resultante de la multiplicacion de y; (t) y y2(t) esta definida por

y'(t) = y1(t)y2(t). (2.20)

Escalamiento de tiempo. Sea y(t) una serie de tiempo. La serie /() obtenida por

el escalamiento de tiempo ¢ por un factor a se define como

y'(t) = ylat). (2.21)
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Sia > 1, la serie /(t) es una version comprimida de y(t). Si por otro lado 0 <

a < 1,la sefnal y/'(t) es una versién expandida de y(t).

Reflexion. Sea y(t) una serie de tiempo. Sea y/(t) la serie obtenida al sustituir el

tiempo ¢ con —t, como se muestra mediante

y'(t) = y(=1). (2.22)

La sefial y/'(¢) representa la versién reflejada de x(t) en torno al eje de la ampli-

tud.

De aqui se derivan los siguiente dos casos

» Senales pares, para las cuales y(—t) = y(t) para todo ¢; es decir, una sefial par

es la misma que su versién reflejada.

» Sefales impares, para las cuales se tiene que y(—t) = —y(t) para todo ¢; es

decir, una sefial impar es el negativo de su version reflejada.

Otra operacién comtn con series de tiempo es el corrimiento en el tiempo la cual

se define mediante

y'(t) = y(t —to) (2.23)

donde t, es el corrimiento en el tiempo. Si ¢, > 0, la serie que representa y(t) se corre
intacta hacia la derecha, con respecto al eje del tiempo, Si ty < 0, se corre hacia la

izquierda.

Cuando se tiene un conjunto de datos en donde se presenta un incremento
en la tendencia, es decir, un patrén estacional muy marcado en la variacién con el

nivel del tiempo, se debe utilizar un modelo de pronéstico que tome en cuenta estos
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patrones. Con el fin de disminuir el efecto de estos patrones en la serie de tiempo se

utilizan distintas transformaciones a la serie de tiempo.

Una de estas transformaciones es el aplicar la funcién raiz cuadrada . Esto se
realiza calculando la raiz cuadrada a cada uno de los datos de la serie de tiempo. Esta
es solo una de las distintas transformaciones que se aplican a series de tiempo, en
la préctica las mds comunes son la raiz cuadrada y el logaritmo, este tltimo debido
a que un cambio en el valor del logaritmo se interpreta como un cambio relativo

(porcentaje) a la escala original.

Estas transformaciones son miembros de la familia de transformaciones potencia:

_Y;p’ p< 07
Wi =4 log(Y1), p=0; (2.24)
Yy, p>0.

Es preferible elegir valores sencillos de p para realizar alguna de estas trans-
formaciones. Los modelos y prondsticos para una serie de tiempo son relativamente
insensibles al valor elegido de p (valores cercanos de p producen resultados simila-
res). Valoes de p como 0, —1 0 1/2, producen resultados mucho mas facil de interpre-
tar que un niimero como p = 0,38463. En muchas ocasiones no se necesita realizar

transformacién alguna, estoes p = 1

Cuando los datos han sido transformados los intervalos de prediccién nece-
sitan ser transformados a su escala original. La manera mds simple de proceder es
aplicando la transformacién inversa a los puntos finales. Es decir, si se utiliz6 el lo-
garitmo y el prondstico en la escala de logaritmo es f;,;, entonces el prondstico en

la escala original es e/t+1.
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2.3. MODELOS MATEMATICOS ESTOCASTICOS Y DETER-

MINISTICOS

La idea de utilizar un modelo matematico para describir el comportamiento
de un fenémeno fisico esta bien establecida. En particular,en ocasiones es posible
derivar un modelo basado en leyes fisicas, lo cual nos permite calcular el valor de
alguna cantidad dependiente del tiempo, casi a cualquier instante de tiempo. Por
consiguiente, podriamos calcular la trayectoria de un misil lanzado en un direccién
y velocidad conocidas. Si es posible realizar este calculo de manera exacta, el modelo

seria puramente deterministico .

Probablemente ningtin fenémeno es totalmente deterministico, debido a que
factores desconocidos pueden ocurrir como una velocidad de viento variable que
puede conducir a que el misil se desvie levemente. En muchos problemas hay que
considerar un fenémeno dependiente del tiempo, como las ventas mensuales de un
periddico, en las cuales hay muchos factores desconocidos para los cuales no es po-
sible escribir un modelo deterministico que permita el calculo exacto del comporta-
miento futuro del fenémeno. No obstante, si los valores futuros pueden pueden ser
descritos solamente en términos de una distribucién de probabilidad, se dice que la

serie de tiempo es no-determinista o simplemente es una serie de tiempo estadistica

Un fenémeno estadistico que se desarrolla en el tiempo de acuerdo a leyes
probabilisticas es llamado proceso estocistico . En ocasiones es referido simplemen-
te como “proceso” omitiendo la palabra “estocédstico”. Entonces la serie de tiempo
a analizar puede ser pensada como una realizacién particular producida por el me-
canismo de probabilidad subyacente del sistema en estudio. En otras palabras, al

analizar la serie de tiempo se toma como una realizacién de un proceso estocastico.
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2.4. PROCESOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

Una clase de proceso estocdstico muy especial, llamada proceso estacionario , es-
ta basado en la suposicién que el proceso se encuentra en un estado particular de
equilibrio estadistico . Se dice que un proceso estocdstico es estrictamente estacionario si
sus propiedades no son afectadas por un cambio en el origen, esto es, si la probabi-
lidad conjunta asociada con m observaciones z;,,zy,, . . . ,z;,,, tomadas en cualquier
conjunto de tiempos t1.ts, . . . ,t,,, €s el mismo que el asociado con las observaciones
Tty +k>Ttgtk, - - - L1, +k, tomado en los tiempos ¢, + k,ts +k, ... .t, + k. Por lo tanto para
que un proceso sea estrictamente estacionario, la distribucion conjunta de cualquier
conjunto de observaciones no debe ser afectado por desplazar los tiempos de obser-

vacion hacia adelante o atras en cualquier entero k.

2.4.1. MEDIA Y VARIANZA DE UN PROCESO ESTACIONARIO

Cuando m = 1, la suposicién de estacionariedad implica que la distribucién
de probabilidad p(z;) es la misma para todos los tiempos ¢ y puede ser escrita p(z).

De aqui que el proceso estocastico posea una media constante

w=Elz]= /00 zp(z)dx (2.25)

[e.e]

la cual define el nivel acerca del que fluctda, y una varianza constante
0? = El(z — u)*] (2.26)

que mide la dispersidad cerca de este nivel de tiempo. Debido a que la distribucién
de probabilidad p(z) es la misma para todos los tiempos ¢, su forma puede ser in-
ferida del histograma de las observaciones z1,zs,...,xy, obtenidas de la serie de

tiempo observada. Ademas, la media ;. del proceso estocastico puede ser estimado
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por la media de la muestra (2.1) de la serie de tiempo, y la varianza o2 del proce-
so estocdstico puede ser estimada por la varianza de la muestra (2.4) de la serie de

tiempo.

2.4.2. AUTOCOVARIANZA Y COEFICIENTES DE AUTOCORRELACION

La suposicién de estacionariedad ademds implica que la distribucién de pro-
babilidad conjunta p(z,,2:,) es la misma para todos los tiempos t;,t5, los cuales for-
man un intervalo constante independiente. De esto se tiene que la naturaleza de
esta distribucién conjunta puede ser inferida graficando un diagrama de dispersion
que utilize pares de valores (2;,2;1x) de la serie de tiempo separados por un retardo
constante k. La covarianza entre los valores x; y 7., separados por k intervalos de
tiempo, los cuales bajo la suposiciéon de estacionariedad deben ser los mismos para

todo t, es llamada la autocovarianza en el retardo k y se define por

e = coV(z 2] = El(z — 1) (Ze4r — p)]- (2.27)

Similarmente la autocorrelacién en el retardo k es

E[(zt - M)(Zt+k - M)]

T VBl — P Bk — 1)
_ El(z — M()T(Q'Zt-‘rk — )] (2.28)

donde, para un proceso estacionario, la varianza o2 = v, es la misma al tiempo ¢ + k
que en el tiempo ¢. Por lo tanto la correlacién en el retardo k, esto es, la correlaciéon

entre z; y 244y, €S

pr = % (2.29)

lo que implica que py = 1.
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2.4.3. MATRIZ DE AUTOCOVARIANZA Y DEFINIDA POSITIVA

La matriz de covarianza asociada con un proceso estacionario para las obser-

vaciones (21,22, . . . ,2,) tomadas en n tiempos sucesivos es
7o g Y2 Tn—-1

2! Yo g! Yn—2

I = V2 gi! 70 Tn—3

Tn-1 Tn—2 Tn-3

[\

_pnfl Pn—2 Pn-3

2
= o.F,.

7o
Pn—1
Pn—2
Pn—3

(2.30)

(2.31)

Una matriz de covarianza I',, de esta forma, que es simétrica con elemen-

tos constantes en cualquier diagonal sera llamada una matriz de autocovarianza y

la correspondiente matriz de correlaciéon P,, serd llamada una matriz de autocorre-

lacion . Ahora si se considera cualquier funcién lineal de las variables aleatorias

24,21, - - - ,Zt—nt1 SE tiene:

Li=lz+ bz g+ +lpzng.

lo cual es llamado un proceso estocéstico.

(2.32)



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 28

Dada cov|z;,2;| = 7];—| para un proceso estacionario, la varianza de L, es

noon

Var[Ly] = > > iy, (2.33)

i=1 j=1

la cual es necesariamente mayor que cero, si las I’s no son todas cero. De aqui viene
que ambas, la matriz de autocovarianza y la matriz de autocorrelaciéon son defi-
nidas positivas para un proceso estacionario. Correspondientemente, se tiene que
ambas, la funcién de autocovarianza v, y la funcién de autocorrelacién py, vistas
como funciones del retardo k, son funciones definidas positivas en el sentido que

> im1 22— lilj)j— > 0 para todo entero positivo n y todas las constantes Iy, . . . ..

2.4.4. CONDICIONES SATISFECHAS POR LAS AUTOCORRELACIONES

DE UN PROCESO ESTACIONARIO

La definicién positiva de la matriz de autocorrelacion (eq. 2.30) implica que su

determinante y los menores principales son mayores que cero. En particular para

n=2,
1
P1 =0
pr 1
asique 1 — p? > 0, de esto que —1 < p; < 1.
Similarmente, para n = 3 se tiene
1 1
. > 0, P2 >0

pr 1 p2 1
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L p1 p2
pr 1 p2
p2 p1 1

. . _ 2 .

lo cual implica que —1 < p; <1,—1 < pp < 1,—1 < £25 < 1. Debido a que P, debe
1

ser definida positiva para todos los valores de n las correlaciones de un proceso

estacionario deben satisfacer un gran niimero de condiciones. Estas se mencionan

en la seccién 2.8.1.

2.4.5. ESTACIONARIEDAD DE FUNCIONES LINEALES

De la definicién de estacionariedad se tiene que el proceso L,, obtenido rea-
lizando operaciones lineales (2.32) en un proceso estacionario z, para n fija y coe-
ficientes [y, ... I, fijos es también estacionario. En particular, la primera diferencia

V2 = 2z — 21 y mayores V4z,, son estacionarias.

2.4.6. PROCESO GAUSSIANO

Si la probabilidad de observaciones asociada con cualquier conjunto de tiem-
pos es una distribucién Normal multivariada, el proceso es llamado Normal o pro-
ceso Gaussiano. Dado que la distribucién Normal es completamente caracterizada
por sus momentos de primero y segundo orden, la existencia de una media fija 1 y
una matriz de autocovarianza I',, para todo n seria suficiente asegurar la estaciona-

riedad de un proceso Gaussiano.
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2.4.7. ESTACIONARIEDAD DEBIL

Se ha visto que para que un proceso sea estrictamente estacionario, la estruc-
tura de probabilidad debe depender s6lo de diferencias de tiempo. Un requisito
menos restrictivo, llamado estacionariedad débil de orden f consiste en que los mo-
mentos hasta algtn orden f dependen sélo de diferencias en el tiempo. Por ejem-
plo, la existencia de una media constante ;¢ y una matriz de autocovarianza I',, de la
forma (2.30) es suficiente para asegurar estacionariedad hasta segundo orden. En-
tonces, estacionariedad de segundo orden, mds una suposicién de normalidad, son

suficientes para producir estacionariedad débil.

2.5. FUNCIONES DE AUTOCOVARIANZA Y AUTOCORRE-

LACION

Se ha visto que el coeficiente de autocovarianza v, en el retardo k, mide la
covarianza entre dos valores z; y 244 a una distancia k. La gréafica de 7 contra el re-
tardo k es llamada funcidn de autocovarianza -y, del proceso estocéstico. Similarmente,
la gréfica del coeficiente de correlacion pj, como funcién del retardo k es llamada fun-
cion de autocorrelacion py, del proceso. Se observa que la funcién de autocorrelacion
no tiene dimension, esto es, es independiente de la escala de medicién de la serie
de tiempo. Dado que 7, = po?, el conocer la funcién de autocorrelacién py, y la

varianza o2 es equivalente a conocer la funcién de autocovarianza ;.

Dado que p, = p_, la funcién de autocorrelacion es necesariamente simétrica
en cero, y en la practica solo es necesario graficar la mitad positiva de la funcién. En

ocasiones la funcién de autocorrelacién es llamada correlograma.
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2.5.1. ESTIMACION DE LAS FUNCIONES DE AUTOCOVARIANZA Y

AUTOCORRELACION

En la préctica se tiene una serie de tiempo finita 21,29, ...,2y de N observacio-
nes, de las cuales solo se pueden obtener estimados de la media p y las autocorrela-
ciones. La media ;¢ = E[z] es estimada por la media de la muestra (2.1). Se puede

ver que E[Z] = p, de aqui que Z es un estimador insesgado de p. Como medida de

HEACHR|

Una aproximaciéon de “muestra grande” para esta expresion de la varianza

precisiéon de z como estimador de y se tiene que

N

| N
Var[z QZZ% s

t=1 s=1

esta dada por Var[Z] = (7,/N)(1 + 2>, px), en el sentido que NVar[z] — (1 +

2> 02, pr) cuando N — oo, suponiendo que > ;- |px| < .

Los estadistas han sugerido numerosos estimados para la funcién de autoco-
rrelacion, sin embargo, el estimador mas aceptado para la autocorrelaciéon p;, en el
retardo k-esimo es

ro = (2.34)

donde
N-—
Zzt—z 2w—2)  k=012,... K (2.35)
=1

es el estimado de la autocovarianza ~;, y Z es la media de la muestra de la serie de
tiempo. Los valores 7, en (2.34) pueden ser llamados funcién de autocorrelacion de la

muestra. .
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2.6. REPRESENTACIONES DE FOURIER PARA SERIES DE

TIEMPO

En este contexto se considera la funcién de una serie de tiempo como la su-
perposiciéon ponderada de funciones senoidales complejas. Si una sefial de este tipo
se aplica en un sistema lineal, entonces la salida del sistema es una superposicién

ponderada de la respuesta del sistema a cada senoide compleja.

Un proceso fisico puede ser descrito en un dominio de tiempo por los valores de
alguna cantidad % en funcién del tiempo ¢, por ejemplo A(t) o también en el dominio
de frecuencias en donde el proceso se describe por su amplitud H como funcién de
frecuencia f esto es H(f) con —oo < f < oo. Para muchos propésitos es ttil suponer
que h(t) y H(f) son dos distintas representaciones de la misma funcién, para las cuales
se puede ir y regresar entre estas dos representaciones mediante las ecuaciones de

la Transformada de Fourier,

H(f) = /OO h(t)e* It dt
h(t) = / h H(f)e 2™/tqf. (2.36)

Sit se mide en segundos, entonces f en la ecuacién 2.36 son ciclos por segundo
o Hertz (la unidad de medida de frecuencia). Sin embargo, las ecuaciones también
funcionan con otras unidades, si f es una funcién de la posicién z (en metros), H

serd una funcién de longitud de onda inversa (ciclos por metro), etc.

De la ecuacion 2.36 se tiene que la transformada de Fourier es una operacién
lineal. La transformada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las trans-
formadas. La transformada de una constante que multiplica una funcién es la cons-

tante multiplicando la transformada de la funcién.
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En el dominio de tiempo, la funcién h(t) puede tener una o mas simetrias, pue-
de ser completamente real o completamente imaginaria, puede ser par h(t) = h(—t),
impar h(t) = —h(—t). En el dominio de frecuencia, estas simetrias conllevan relacio-
nes entre H(f) y H(—f). El siguiente cuadro presenta la correspondencia entre las

simetrias en ambos dominios:

h(t) es imaginaria y par H(f

Si entonces...
h(t) es real H(—=f)=[H(f)]*
h(t) es imaginaria H(—f)=—-[H(f)]x
h(t) es par H(~f) = H(J) (H(f) es par)
h(t) es impar H(—f)=—H(f) (H(f) esimpar)
h(t) es real y par H(f) esrealy par
h(t) es real e impar H(f) es imaginaria e impar
(t) (
(t) (

)
)
) es imaginaria y par
)

h(t) es imaginaria e impar H(f) es real e impar

Estas propiedades son utilizadas para incrementar la eficiencia computacional

de los algoritmos para realizar la transformada de Fourier.

Algunas propiedades de la transformada de Fourier son (el simbolo “<=" se
utilizard para indicar la transformada). Si h(t) <= H(f) es una pareja de transfor-

macién, entonces las otras parejas de transformacién son:

h(at) <=
wh(s)
—

h (t) 6—27rifot

Q=

El)—‘

H (1) “escalamiento de tiempo”

“escalamiento de frecuencia”

\/

H(f
H(f)e 2mifto “corrimiento en el tiempo”
H(f -

fo)  “corrimiento de frecuencia”

Con dos funciones h(t), g(t) y sus correspondientes transformadas de Fourier

H(f),G(f), se pueden formar dos combinaciones de gran interés. La convolucion de
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ambas funciones, denotada g * h, se define como

gxh= /OO g(T)h(t — T)dT (2.37)

—00
la cual expresa el “empalme” de la funcién h conforme se desplaza sobre la funcién

g.

Se observa que g * h es una funcién en el dominio de tiempo y que g*h = h*g.

De esto se tiene que g * h es otra pareja de transformacién

gxh <= G(f)H(f) Teorema de convolucion (2.38)

En otras palabras, la transformada de Fourier de la convolucién es solo el pro-

ducto de las transformadas de Fourier individuales.

La correlacién de dos funciones, denotada Corr(g,h), esta definida por

Corr(g,h) = / g(T + t)h(r)dr (2.39)

—0o0

La correlacion es una funcién de ¢, la cual es llamada el retardo. Esta yace en el

dominio del tiempo, y se convierte en miembro de las pareja de transformacion:

Corr(g,h) <= G(f)H(—f) Teorema de correlacion (2.40)
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2.7. LA TRANSFORMADA DE FOURIER PARA MUESTRAS

TOMADAS DE DATOS DISCRETOS

s comun que la funcién sea muestreada en instantes espaciados en e
E la f h(t tread tant d 1
tiempo. Sea A el intervalo de tiempo entre muestras consecutivas, tal que la secuen-

cia de valores muestreados es

hp=hnA)  n=..,-3-2-10123,... (2.41)

El reciproco del intervalo de tiempo A es llamado tasa de muestreo; si A es medi-
da en segundos, por ejemplo, entonces la tasa de muestreo es el ntimero de muestras

obtenidas por segundo.

Para cualquier intervalo de muestreo A, hay una frecuencia especial f,, llama-

da la frecuencia critica de Nyquist, dada por

fo=—. (2.42)

Si una onda seno es muestreada con la frecuencia critica de Nyquist en su valor
pico positivo, entonces la siguiente muestra sera a través de su valor negativo, la
muestra siguiente estard en el valor positivo, y asi sucesivamente. Expresado de otra
manera: El muestreo critico de una onda seno es dos puntos de muestra por ciclo.
Frecuentemente se elige medir el tiempo en unidades del intervalo de muestreo A.

En este caso la frecuencia critica de Nyquist es la constante 1/2.
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2.8. LA TRANSFORMADA DE FOURIER EN TIEMPO DIS-

CRETO

Para realizar la estimacién de la transformada de Fourier de una funcién en
un ntmero finito de sus puntos muestreados, se supone que se tienen N valores

muestreados consecutivos

hk = h(tk), tp = ]CA, k= 0,1,. .. ,N —1 (243)

tal que el intervalo de muestreo es A. Con el fin de simplificar las operaciones, se
supone que N es par. Si la funcién h(t) es no cero solo en un intervalo de tiempo
finito, entonces se supone que todo el intervalo de tiempo esta contenido en el rango
de los N puntos obtenidos. Alternativamente, si la funcién A (t) es infinita, entonces
se supone que los puntos muestreados son al menos “tipicos” de h(t) en el resto del

tiempo.

Con N ntimeros de entrada, evidentemente sé6lo se produciran N ntimeros de
salida. Asi que, en vez de tratar de estimar la transformada de Fourier H () en todos

los valores de f en el rango —f. a f,, se estiman s6lo los valores discretos

fn = — n=— (2.44)

Los valores extremos de n en 2.44 corresponden exactamente a los limites su-

perior e inferior del rango de frecuencia critica de Nyquist.

El siguiente paso es aproximar la integral en la ecuacién 2.36 mediante una
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suma discreta:

00 N-1 N-1
H(f,) = / emintdt Z hpe*™ e A = A Z hye*m /N (2.45)
- k=0 k=0

o0

En la igualdad final se utilizaron las ecuaciones 2.43 y 2.44. La suma de la
ecuacion final 2.45 es llamada la transformada discreta de Fourier de los N puntos hy.

Es denotada por H,

H, =Y hye2ikn/N. (2.46)
0

=

e
Il

La transformada discreta de Fourier mapea N ntiimeros complejos (los h;) en
N ntmeros complejos (las H,,). No depende de ningtin pardmetro dimensional, tal

como la escala dimensional A.

La férmula para la transformada discreta inversa de Fourier, que obtiene el

conjunto hy, exactamente de Hj, es:

=

-1

hy, = H, e~ 2mikn/N (2.47)

1
N

i{ng

Se puede observar que las tinicas diferencias entre las ecuaciones 2.46 y 2.47

son: el cambio del signo de la exponencial y dividiendo el resultado en V.

2.8.1. PROPIEDADES ESPECTRALES DE MODELOS ESTACIONARIOS

EL PERIODOGRAMA DE UNA SERIE DE TIEMPO

El periodograma fue utilizado originalmente para detectar y estimar la am-

plitud de una componente seno, de frecuencia conocida y envuelta en ruido. Para
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ilustrar el calculo del periodograma, se supone que el nimero de observaciones

N = 2q + 1 es impar. Si se ajusta el modelo de series de Fourier

q
2 = Qo + Z(%‘Cit + Bisit) + e (2.48)
i=1
en donde ¢;; = cos(27 f;t),sir = sin(2m;t), y fi = i/N es el i-esimo armonico de la
frecuencia fundamental 1/N, el estimado de minimos cuadrados de los coeficientes

ap v (a;,0;) seran

ao = 2 (2.49)
a;, = 2 Z:C;
szvl o —12,....4 (2.50)
bi= % 2oy i
El periodograma consiste en los ¢ = (N — 1)/2 valores
V=N2iw -
I(f;) = 2(% + b7) i=12,...q (2.51)

en donde /(f;) es llamado la indensidad en la frecuencia f;.

Cuando N es par, se hace N = 2¢q y las ecuaciones 2.48, 2.49, 2.51, aplican para
i=12,...,(¢ — 1) excepto

aqg = _Z(_Dt?«’u (2.52)
b, = 0, (2.53)
I(f,) = 1(0,5) = NaZ. (2.54)
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ESPECTRO MUESTRA

La definicién 2.52 del periodograma supone que las frecuencias f; = i/N con
armonicos de la frecuencia fundamental 1/N. Por medio de la introduccién del es-
pectro se relaja esta suposicién y se permite a la frecuencia f variar continuamente
en el rango de 0 a 0,5. La definicién en la ecuacién 2.52 del periodograma puede ser
modificada a

(2.55)

N | —

)= S@+8)  0<f<

en donde /(f) es llamada el espectro de muestra .

ESPECTRO

El periodograma y el espectro de muestra son herramientas apropiadas pa-
ra analizar series de tiempo compuestas de mezclas de funciones seno y coseno en
frecuencias constantes y mezcladas con ruido. Sin embargo si se supone que el es-
pectro de muestra es calculado en una serie de tiempo de N observaciones, la cual es
una realizacién de un proceso estacionario Normal. Un proceso de este tipo no con-
tiene componentes deterministicas seno o coseno. Sin embargo se podria obtener,
mediante un andlisis de Fourier, valores de (ay,bs) para cualquier frecuencia dada f.
Si se toman varias muestras de NV observaciones de un proceso estocéstico, se puede
construir una poblacién de valores para af,by y I( f). Entonces es posible calcular el
valor promedio de /( f) en realizaciones repetidas de tamafio N, esto es

N-1

E[I(f)] =2 |E[co] + 2 _ Elc] cos(2mfk)| . (2.56)

k=1

Se puede demostrar que para N grande, el valor promedio del estimado del

coeficiente de autocovarianza c;, en muestras repetidas tiende a la autocovarianza
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tedrica v, esto es

lim Elcg] = . (2.57)

N—o0

Al tomar el limite de 2.56 conforme N tiende a infinito, el espectro potencia p(f)

se define como

p(f) = lim E[I(f)] =2

N—oo

Yo + 2§:% COS(Q?Tfk)] 0< f<1)/2. (2.58)

k=1
De aqui se tiene que

PO <2 (1ol +2) [l cos(2m k)|

k=1

<2 (I%I +2) I%I> , (2.59)
k=1

una condicién suficiente para la convergencia del espectro es que +;, decaiga sufi-
cientemente rdpido para que las serie de la ecuacién 2.59 sea convergente. Debido
a que el espectro potencia es la transformada de Fourier de coseno para la funcion
de autocovarianza, el conocimiento de la funcién de autocovarianza es matematica-

mente equivalente a conocer el espectro, y viceversa.

2.9. MODELOS NO LINEALES PARA SERIES DE TIEMPO

Los métodos lineales interpretan completamente la estructura regular en un
conjunto de datos, tal como una frecuencia dominante a través de correlaciones li-
neales. Esto significa, que la dindmica intrinseca del sistema esta regida por el para-
digma lineal que establece que pequefias causas provocan pequefios efectos. Debido
a que las ecuaciones lineales s6lo pueden tratar decaimiento (o crecimiento) expo-
nencial o soluciones oscilantes periddicas, el comportamiento irregular del sistema

debe ser atribuido a alguna entrada aleatoria en el sistema.
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Figura 2.5: Ejemplos de series de tiempo lieales con ruido y no lineales

Como se puede apreciar en la figura 2.5, en ocasiones es dificil realizar una
distincién entre una serie de tiempo lineal con ruido y una serie de tiempo con re-
laciones no lineales, debido a esto se han desarrollado distintas herramientas para
tratar de descifrar esta no linearidad en las series de tiempo. Algunas de estas se

resumen la siguiente.

2.9.1. RESUMENES GRAFICOS

Una manera practica de observar algtin patrén es graficando cada dato contra
su predecesor, como se muestra en la figura 2.6. Esta gréfica es llamada retrato de
fases. Esta representacion es una aplicaciéon particular de retardo de tiempo anidado,
la cual es una herramienta bdsica utilizada frecuentemente en anélisis no lineal de

series de tiempo.
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2.10. ESTACIONARIEDAD, PRUEBAS PARA DETERMINAR-

LA

En general, una medida cientifica de cualquier tipo es en principio mds ttil
conforme mads es reproducible. Se necesita saber que los ntimeros medidos corres-
ponden a las propiedades de un objeto estudiado, hasta alguna medida de error.
En el caso de medidas de series de tiempo, la capacidad de reproducir los datos

estd conectada a dos diferentes nociones de estacionariedad.

La més débil pero mas evidente forma de estacionariedad requiere que todos los
pardmetros que son relevantes para la dindmica del sistema son constantes durante
el periodo de medicién. En algunos casos se puede manejar un cambio sencillo en
un parametro una vez que se observa la ocurrencia de tal cambio. Si la calibracién
del aparato de medicién se modifica, se puede intentar reescalar los datos continua-

mente con el propdsito de mantener la media y varianza constante.

Desafortunadamente en muchos casos, no es posible tener acceso al sistema
que produce la sefial, por lo que no es posible establecer evidencia de que los pardme-
tros son constantes. Debido a esto, es necesario formular un segundo concepto de
estacionariedad, el cual estd basado en los datos obtenidos. Una manera formal de
definirla es, que una sefial es llamada estacionaria si todas probabilidades conjun-
tas de encontrar el sistema en un estado y en algtin tiempo despues en otro estado
son independientes del tiempo en el periodo de observaciéon. Esto implica que el
fendmeno asociado con la dindmica del sistema ocurre con suficiente frecuencia, tal

que las probabilidades o demas reglas puedan ser inferidas adecuadamente.

Las sefiales no estacionarias son muy comunes en particular al observar fenéme-
nos naturales o culturales. Tales sefiales pueden ser objeto interesante de estudio e

incluso se puede hacer dinero prediciendo precios de mercado en situaciones que
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no tienen paralelo en la historia.

Un problema encontrado con estas series de tiempo es el como determinar si
son o no estacionarias. Este problema se torna atin mas complicado debido a que los
requerimientos de estacionariedad varian de acuerdo a la aplicacién. Sin embargo

existen distintos requerimientos que una serie de tiempo estacionaria satisface.

El primer requerimiento es que la serie de tiempo debe cubrir un intervalo de
tiempo que es mucho mayor que la escala de tiempo de la caracteristica mas dura-
dera y que es relevante para la evolucion del sistema. Por ejemplo, la concentraciéon
de aztcar en la sangre de un humano estd regida por el consumo de alimentos y
este forma un ciclo aproximado de 24 horas. Si esta cantidad es medida por 24 ho-
ras o menos, el proceso puede ser considerado no estacionario, sin importar cuantos

puntos sean tomados durante este tiempo.

Las violaciones de los requerimientos basicos de que las propiedades del siste-
ma asociadas no deben cambiar durante el periodo de observacién se pueden checar
simplemente verificando tales propiedades en diversos segmentos del conjunto de

datos.

2.11. METODOS DEL ESPACIO DE FASES

2.11.1. DETERMINISMO, UNICIDAD EN EL ESPACIO DE FASES

Si se considera un sistema deterministico completamente, una vez que se tiene
definido el estado actual serd posible determinar los estados en cualquier instan-
te del futuro. Debido a esto es importante establecer un espacio vectorial (llamado

espacio de estados o espacio de fase ) para el sistema, tal que, especificando un pun-
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to en este espacio se especifique el estado del sistema y viceversa. Por consiguien-
te se puede estudiar la dindmica del sistema estudiando la dindmica definida por
los puntos correspondientes del espacio de fase. En teoria, los sistemas dindmicos
usualmente estan definidos por un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer

orden actuando en el espacio de fase.

El concepto de estado del sistema es muy ttil atin en sistemas no deterministas.
Una gran clase de sistemas puede ser descrito por un conjunto de estados (posible-
mente infinito) y algtin tipo de reglas de transicién que especifican como el sitema
puede evolucionar de un estado a otro. Si se restringe al caso en que el espacio de
fase es un vector de dimensién finita R™. Un estado esta especificado por un vec-
tor x € R™. Se puede describir la dindmica del sistema por medio de un mapa de
dimensién m o por un sistema explicito de m ecuaciones diferenciales de primer

orden. En el primer caso, el tiempo es una variable discreta:

Top1 = Flz,), neL., (2.60)

En el segundo caso, es una expresioén continua:

—x(t) = f(x(t)), teR. (2.61)

La segunda situacién es llamada flujo. El vector f en la ecuacién 2.61 esta de-
tinida de tal manera que no depende explicitamente del tiempo, debido a esto es

llamada auténoma.
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ATRACTOR

Un concepto importante en series de tiempo no lineales es el llamado atractor
. Existen muchas definiciones para este concepto, en dependiencia del autor que lo
maneja, sin embargo una definicién ampliamente aceptada y que es utilizada en este
trabajo consite en: un atractor es el cunjunto de puntos a los cuales una gran cantidad
de puntos evoluciona conforme el sistema itera, esto es, una regién en el espacio de

biisqueda a la cual el sistema evoluciona con mayor probabilidad.

2.11.2. RECONSTRUCCION DE RETARDOS

Un problema encontrado al realizar un experimento es que lo que se observa
no es un objeto en el espacio de fase, sino una serie de tiempo, es decir una secuencia
de mediciones escalares. Sin embargo, es necesario convertir las observaciones en
vectores de estado. Este es el prolema importante de la reconstruccion de estado de fase

el cual es resuelto basicamente mediante el método de retardos.

Comuinmente una serie de tiempo es una secuencia de medidas escalares de
alguna cantidad que depende del estado actual del sistema, tomadas en multiplos

de un tiempo de muestreo fijo:

Sp = s(z(nAt)) + ng (2.62)

Esto es, se observa el sistema a través de alguna funcién de medida s y se reali-

zan observaciones solo hasta algunas fluctuaciones aleatorias 7, el ruido de medicion

Una reconstruccion de retardos en m dimensiones estd formada por los vectores
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s,,, dados como

Sn = (Sn—(m—1)7+Sn—(m—2)7s - - - :Sn—7:5n)- (2.63)

La diferencia de tiempo en el ntimero de muestras 7 (o0 en unidades de tiempo
T7At) entre componentes adyacentes del retardo es llamado el retardo o tiempo de
retardo . Se puede observar que para 7 > 1, s6lo la ventana de tiempo cubierta por
cada vector es incrementada, mientras el niimero de vectores construidos de la serie
de tiempo escalar permanece a grandes rasgos igual. Esto ocurre debido a que se
crea un vector por cada observacién escalar, s, conn > (m—1)7. Bajo determinadas
circunstancias el atractor formado por s, es equivalente al atractor de el espacio
desconocido en el cual habita el sistema original si la dimensién m de la coordenada

de retardo es suficientemente grande.

Al iniciar el andlisis de una serie de tiempo no se conocen caracteristicas de la
funcién que la produce, como son la dimensién de conteo de segmentos,la cual es
a grandes rasgos, el numero de coordenadas necesarias para cubrir el subconjunto
invariante en el cual habita la dindmica. El cual es necesario para calcular m, tam-
poco se conoce el retardo de tiempo 7. Debido a esto se han desarrollado distintos
algoritmos para estimar estos componentes desconocidos pero indispensables para

determinar la funcién que genera la serie de tiempo.

2.11.3. OBTENCION DE DIMENSIONES DE RECURRENCIA: VECINOS

FALSOS

Si se asume que la dindmica en el espacio de fase es representado por un campo
vectorial suave, entonces los estados vecinos deben estar sujetos a casi la misma
evolucion en el tiempo. De aqui que despues de un intervalo de tiempo pequefio en

el futuro, ambas trayectorias que emergen de ellos deben ser vecinos cercanos.
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La idea bésica del concepto vecinos falsos consiste en buscar puntos en un con-
junto de datos que sean vecinos en el espacio incrustado, pero que no deben ser
vecinos debido a que la evolucién en el tiempo es muy distinta. Se supone que la
dimension anidada correcta para algiin conjunto de datos es m,, en donde la di-
mensién anidada es la dimensién de una estructura que se encuentra dentro de la
estructura principal de la serie de tiempo. Ahora se estudian los mismos datos en
una dimensién de anidamiento menor m < mg. La transicién de my a m es una
proyeccion, eliminando algunos ejes del sistema de coordenadas. De aqui, los pun-
tos cuyas coordenadas que son eliminadas por la proyeccién difieren fuertemente
pueden ser considerados vecinos falsos en el espacio de dimensién m. La estadisti-
ca a estudiar es entonces, para cada punto de la serie de tiempo, tomar su vecino
mas cercano en m dimensiones y calcular el cociente de la distancia entre estos dos
puntos en m + 1 dimensiones y en m dimensiones. Si este cociente es mayor que
un umbral 7, el vecino es falso. Este umbral debe ser suficientemente grande para

permitir divergencia exponencial debido a caos deterministico.

Si se denota la desviacion estdndar de los datos por o y se utiliza la norma

maxima, la estadistica a calcular es

(m+1) (m+1)

—m— ‘Sn - Skn | o m m
SO [ S = o (2= s = s
(m) _ (m) r

|sn Sk(m|

(2.64)
Zmefl /o) g . |S(m) N S(m) |

n=1 n k(n)

T

en donde sy, es el vecino mds cercano a s en m dimensiones, esto es, k(n) es el
indice en la serie de tiempo del elemento dado por argminy, |s, — si|. El primer
elemento en el numerador es la unidad si el vecino mads cercano es falso, esto es, si
la distancia se incrementa en un factor mas que r cuando se incrementa la dimensién
anidada en una unidad, mientras la segunda parte elimina los pares cuya distancia

inicial es mayor que o/r.
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Figura 2.6: Distintas representaciones para una serie de tiempo

2.12. INSPECCION VISUAL DE DATOS

A pesar de que existe una gran cantidad de herramientas para la caracteriza-
cién y andlisis de series de tiempo, se debe tener en cuenta que se deben observar de
diversas maneras. Una grafica de la sefial en funcién del tiempo proporciona los pri-
meros indicios de posibles problemas de estacionalidad, como desfaces, amplitudes
que varian sistemdticamente o escalas de tiempo y eventos atipicos. Esto permite se-
leccionar la parte de la serie de tiempo que parece ser més estacionaria. Es frecuente

encontrar errores en los datos visuales mediante inspeccién visual.

Como siguiente paso se puede realizar una representacion en dos dimensiones
como las mostradas en la figura 2.6. Adn cuando no siempre es posible obtener
una estructura visible se obtiene una idea de que retardo se podria utilizar para un
anidamiento del conjunto de datos. Un andlisis visual puede revelar simetrias en los
datos o puede ayudar a seleccionar una mejor representacion de los datos. En este
caso se puede apreciar como al incrementar el retardo con el que se gréfica se van
formando mas ondas en la curva, lo cual da una idea que un retardo de tamarfio 1 es

suficiente para describir el sistema.
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Figura 2.7: La gréfica de recurrencia permite visualizar los valores redundantes en
la serie de tiempo

2.13. GRAFICAS DE RECURRENCIA

Una de las aplicaciones de los andlisis de series de tiempo consiste en extraer
informacion significativa de los datos. Esto recae en encontrar redundancias en esta
informacion. Si los datos no son periédicos y no se puede definir alguna regla sim-
ple de sus dependencias en el tiempo, repeticiones aproximadas de algunos eventos
pueden ayudar en la construccién de reglas mas complicadas. Al suponer deter-
minismo y que un espacio de retardos anidado domina el espacio de estado del
sistema, una repeticiéon aproximada es llamada recurrencia , esto es, el regreso de la
trayectoria del espacio de estado al vecindario de un punto en donde ha estado an-
tes. Tales recurrencias existen en el espacio original para todo tipo de movimientos

que no son transitorios.

Un método simple para visualizar recurrencias es llamado grifica de recurrencia
. Se calcula la matriz

Mij = @(6 - ‘Sz‘ - Sj‘) (265)

en donde O(. ) es la funcién escaléon de Heaviside, € es un parametro de tolerancia, y
s; son vectores de retardo de alguna dimensién anidada. La matriz es simétrica por
construccion. Si la trayectoria en el espacio reconstruido regresa al tiempo 7 en el e-
vecindario de donde estuvo al tiempo j, entonces M;; = 1, de otra manera M;; = 0.
M;; puede ser dibujada como puntos blancos y negros en el plano de indices para

inspeccién visual, esta es la grafica de recurrencia 2.7.

Dos funciones importantes en este contexto son la funcién delta, o funcién

impulso, la cual se produce cuando ocurre una sefial por un tiempo inifinitesimal,
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la funcién que representa esto, contiene una unidad de &rea, y se escribe:

sy = 7Y (2.66)
0 z#0

y que esté restringida a satisfacer la densidad

/ T ) =1, (2.67)

oo

Debudo a que esto es imposible de obtener en la vida real, frecuentemente se

define un valor e muy pequefio utilizado de la siguiente manera:

0 x < —e/2
i(z) = 0 T >e/2 (2.68)
lje —e/2<zx<¢/2

y que esta restringida a satisfacer la densidad

/ h §(z) = 1. (2.69)

(e 9]

Asociada a la funcion delta de Dirac, se tiene la funcién de Heaviside, la cual

es la integral de la funcién delta de Dirac, esta se define de la siguiente manera:

Hiz) = / 5(t)dt. (2.70)
Esta funcién es llamada funcién escalon unitario, ya que toma los siguientes valores:

0 <0
H(z) = , - . (2.71)
€T =
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2.14. REDES NEURONALES

El trabajo conocido como redes neuronales ha sido motivado por el reconoci-
miento de como el cerebro humano procesa la informacién en una manera comple-
tamente distinta a como lo realiza una computadora digital comtn. El cerebro es
una computadora altamente no lineal, compleja y paralela. Posee la capacidad de
organizar sus componentes estructurales conocidos como neuronas, con el propdsi-
to de realizar determinados calculos muchas veces mas rdpido que la computadora

digital més poderosa de la actualidad.

En su forma mds general una red neuronal es una maquina que esta disefiada
para modelar la manera en que el cerebro realiza una tarea en particular; la red es
implementada comtinmente utilizando componentes electrénicos o simulada me-
diante software en una computadora digital. Para alcanzar buenos resultados, las
redes neuronales utilizan una interconexién masiva de células de computo llama-
das neuronas o unidades de procesamiento. Una definicién de red neuronal como

maquina adaptativa serfa la siguiente:

Una red neuronal es un procesador masivamente distribuido compuesto de
unidades de procesamiento simple, las cuales por naturaleza son propensas a al-
macenar conocimiento experimental y ponerlo disponible para su uso. Esto imita al

cerebro en los siguientes aspectos:

1. El conocimiento es adquirido por la red a través de un proceso de aprendizaje

del ambiente.

2. Se utilizan fuerzas de interconexiones llamados pesos sindpticos, para almace-

nar el conocimiento adquirido.

El procedimiento utilizado para realizar el procedimiento de aprendizaje es
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conocido como algoritmo de aprendizaje, su funcién es modificar los pesos sindpticos

en la red de una manera ordenada para obtener el objetivo de disefio deseado.

El uso de redes neuronales ofrece las siguientes propiedades y capacidades

utiles:

» No linealidad. Una red neuronal artificial puede ser lineal o no lineal. La red
neuronal compuesta de interconexiones de neuronas no lineales es en si, no

lineal.

= Mapeo de entrada - salida. Un método de aprendizaje popular llamado apren-
dizaje con maestro o aprendizaje supervisado implica la modificaciéon de los
pesos sindpticos aplicando un conjunto de muestras de entrenamiento. Cada

muestra consta de una sefial de entrada y una respuesta deseada tinicas.

» Adaptatividad. Las redes neuronales poseen la capacidad intrinseca de adap-

tar los pesos sindpticos a los cambios en el medio ambiente que la rodea.

» Evidencia de respuesta. En el contexto de clasificaciéon de patrones, una red
neuronal puede ser disefiada para proveer informacién no solo de como selec-

ciona un patrén, sino ademads de la confianza en la decisién tomada.

» Informacién contextual. Debido a la estructura de la red neuronal el conoci-
miento es representado por el estado de activacion de las neuronas. Cada neu-

rona es afectada por la actividad global de las demé&s neuronas en la red.

» Tolerancia de errores. Una red neuronal implementada en forma de hardware
tiene potencial de ser tolerante a errores por su naturaleza, o capaz de compu-
taciéon robusta; en el sentido que su desempefio se degrada lentamente con

forme se presentan condiciones de operacion adversas.

» Implementaciones a gran escala. La naturaleza de computo masivo en una red

neuronal la propicia para realizar ciertas tareas con gran rapidez.
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» Uniformidad de andlisis y disefio. Una red neuronal es universal a su aplica-
cion, es decir, los componentes de la red neuronal son basicamente los mismos

sin importar el dominio de la aplicacién.

La manera en la cual las neuronas de una red neuronal estdn estructuradas se
encuentra intimamente relacionada con el algoritmo de aprendizaje utilizado para

entrenarla.

En general se pueden identificar tres diferentes tipos fundamentales de clases

de arquitecturas de red:

REDES DE CAPA SIMPLE CON FLUJO HACIA ADELANTE

En una red neuronal con capas, las neuronas estan organizadas en forma de
capas. En la manera mas simple de una red por capas, se tiene una capa de entrada
de nodos origen que se proyectan en una capa de salida de neuronas, pero no en la

direccion opuesta. En otras palabras el flujo es de tipo hacia adelante o aciclica.

REDES MULTICAPA CON FLUJO HACIA ADELANTE

La segunda clase de redes neuronales con flujo hacia adelante se distingue por
la presencia de una o mas capas ocultas, cuyos nodos de computo se conocen como
neuronas ocultas o unidades ocultas. La funcién de las neuronas ocultas es intervenir
entre la entrada de datos y la salida de la red en alguna manera ttil. Al agregar una

0 maés capas ocultas es posible extraer estadisticas de orden mas alto.
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REDES RECURRENTES

Una red neuronal recurrente se distingue ya que tiene al menos un ciclo de flujo
de datos, es decir, la salida de la red neuronal es utilizada como una entrada de la

misma.

2.14.1. EL PROBLEMA DE FILTRADO ADAPTATIVO

Considere un sistema dindmico con una caracterizacién matemaética desco-
nocida. Toda la informacién que se tiene disponible es un conjunto de datos de
entrada-salida generados por el sistema en instantes de tiempo discretos con alguna
tasa uniforme. Especificamente cuando un estimulo m-dimensional z(7) es aplicado

a través de m nodos de entrada del sistema, este responde produciendo una salida

escalar d(i),en donde i = 1,2,... n..... Entonces el comportamiento externo del sis-
tema estd descrito por el conjunto de datos 7" : (i),d(i);i = 1,2,...,n,... en donde
£(0) = [21(0).22(0), ... T (D))"

Las muestras 7" son idénticamente distribuidas de acuerdo a una ley de pro-
babilidad desconocida. La dimensién m perteneciente al vector de entrada x(i) es

conocida como dimensionalidad del espacio de entrada o simplemente dimensionalidad .

El estimulo z(i) puede provenir basicamente de dos distintas maneras, uno

espacial y el otro temporal:

» Los m elementos de x(7) se originan en distintos puntos en el espacio; en este

caso z(i) es una fotografia de los datos.

» Los m elementos de x(i) representan el conjunto presente y m — 1 valores pa-

sados de alguna excitacién que estdn espaciados uniformemente en el tiempo.
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El problema encontrado es como disefiar un modelo de multiples entradas -
salida simple para el sistema desconocido. El modelo neuronal opera bajo la in-
fluencia de un algorimo que controla los ajustes necesarios a los pesos sindpticos de

las neuronas, con los siguientes puntos en mente:

» El algoritmo inicia de una configuracion arbitraria de pesos sindpticos.

» Los ajustes a los pesos sindpticos en respuesta a variaciones estadisticas en el

comportamiento del sistema se realizan en una base continua.

» Los calculos de los ajustes a los pesos sindpticos se completan en un intervalo

de tiempo que dura un periodo de muestreo.

En el caso de trabajar con una serie de tiempo, se tiene que las entradas de la
red neuronal estdn asociadas con observaciones obtenidas en el pasado de la misma
manera que el problema del filtrado, sin embargo las salidas de la red neuronal son
también observaciones del pasado. Para realizar un pronoéstico una red neuronal
es entrenada utilizando solo observaciones del pasado. Una vez que la red neuronal
ha logrado un buen desempefio al pronosticar los valores conocidos, es probada con

valores del futuro.

Existen distintas maneras en que una red neuronal puede ser utilizada para

pronostico:

» Utilizar m neuronas de entrada y producir una salida solamente. Esto es pro-

nosticar a un horizonte de 1.

» Utilizar m neuronas de entrada y producir n salidas, en donde cada salida

corresponde a el prondstico a un horizonte: = 1,2,... n.
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De esta manera se tiene que debido a la naturaleza no lineal de una red neuro-
nal y capacidad para caracterizar sistemas dindmicos desconocidos, es propicia para
realizar un prondstico en series de tiempo, sobre todo cuando se tiene la sospecha
de existencia de relaciones no lineales entre los datos de entrada - salida del sistema

tratado.
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MODELO

3.1. MODELOS LINEALES PARA SERIES DE TIEMPO

Cuando se tiene el caso de que una serie de tiempo presenta sélamente rela-
ciones lineales en sus datos, se utilizan modelos lineales. Una de las ventajas que
presenta el ultlizar modelos lineales es que sélamente requiere realizar operaciones
lineales con los datos de entrada; lo cual es sinénimo de un costo computacional
menor, en comparacién con el utilizado para evaluar una funcién no lineal. Esto

permite obtener respuesta en tiempos cortos.

Uno de los problemas encontrados con cualquier modelo de prénostico es la
obtencién de los pardmetros adecuados, ya que algunos necesitan la estimacién de
una gran cantidad de éstos. En este trabajo se compara el algoritmo propuesto contra

el modelo AR, el cual es un ejemplo clasico de modelo de pronéstico.

3.2. EL MODELO AR

Un modelo estocastico que puede ser muy ttil en la representacion de ciertas

series de tiempo que ocurren en la préctica es el modelo autoregresivo . En este mode-

57
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lo, el valor actual del proceso se expresa como un agregado lineal y finito de valores

anteriores en el proceso y un ruido blanco ¢;.

Se denota los valores de un proceso a tiempos igualmente espaciados ¢,t —
1t —2,...por 2,2 1,%_9,.... Ademas sean Z;,%_1,% o, ... las desviaciones de X,

por ejemplo, Z = 2, — X. Entonces
ZAt = alét,l + agét,Q + -4 apét,p + & (31)

es llamado proceso autoregresivo de orden p. La razén de este nombre es que un modelo
lineal

Z} = alil + agfi'g + -+ apfp + &¢ (32)

relaciona una variable “dependiente” z con un conjunto de variables “independien-
tes” 1,29, . ..,7, mas un término de error ¢, es llamado un modelo de regresion, y se
dice que z es “regresada” en z1,x9, . ..,x,. En la ecuacién 3.1 la variable z es regre-
sada en los valores previos de si misma; de aqui que el modelo reciba el nombre de

autoregresivo.

El modelo contiene p + 2 pardmetros desconocidos X ,ay,as, . . . ,a,,02 los cuales
en la practica tienen que ser estimados de los datos. El parametro adicional o2 es la

varianza del proceso de ruido blanco ¢;.

Si se define un operador autoregresivo de orden p
¢(B) =1~ ¢1B — ¢B* — -+ — $,B", (3.3)
el modelo autoregresivo puede ser escrito en una manera compacta

&(B)z = ay, (3.4)
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lo cual es equivalente a

Z = P(B)ay, (3.5)

en donde

U(B) = ¢ (B). (3.6)

El proceso autoregresivo puede ser o no estacionario. Para que el proceso sea
estacionario, las ¢ deben ser elegidas de manera que los pesos 11,1, ... en ¢(B) =
¢~'(B) formen una serie convergente. El requerimiento necesario para estacionarie-
dad es que el operador autoregresivo ¢(B) = 1—¢ B— ¢y B*—- - - — ¢, B? considerado
como un polinomio de grado p en B debe tener todas las raices de ¢(B) = 0 mayor
o igual que 1 en valor absoluto; esto es, todas las raices deben encontrarse fuera del

circulo unitario.

3.2.1. RAZON DE LA UTILIZACION DEL MODELO AR

Otro modelo clasico para prondstico en series de tiempo es el modelo ARMA,
el cual incorpora una ponderacién del error de prondstico obtenido. La forma gene-

ral de este modelo es

Z=ert iz FaZo+ - A apZip + 01641 + Oagpo + - 4 0164, (3.7)

en el cual se agregan los terminos 61,1 + 35,2 + - -+ + 016,_, en donde 6; son
los pardmetros del modelo y ¢,_; es el error de pronésttico en el horizonte i. Estos
modelos son llamados aurotegresivos con media mévil (ARMA por sus siglas en
inglés), su notacién es ARMA(p, q), en donde p es el orden del modelo autoregresivo

y ¢ es el orden del modelo de medias méviles.

Un problema encontrado en este tipo de modelos es que solamente mejoran el
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prondstico solamente hasta un horizonte g, el cual es el orden de la seccion de media
movil MA(q). Debido a que en este trabajo el modelo KNNR es capaz de trabajar
con horizontes mucho mayores que el orden ¢ del modelo ARMA(p,q). Se utiliza

solamente el modelo AR(p) como una generalizaciéon del modelo ARMA (p.q).

3.3. EL MODELO KNNR

La identificacion de procesos deterministicos en series de tiempo es muy im-
portante para obtencién de caracteristicas basicas y relaciones que se encuentran en
los datos. En muchos casos la separaciéon de componentes estocasticas y determi-
nisticas se realiza directamente del espectro de frecuencia de la sefial. Sin embargo
en muchos casos importantes, la identificacion de comportamiento deterministico
basado solamente en el espectro de Fourier es imposible de realizar debido a la pre-

sencia de ruido intenso, una dindmica cadtica o datos insuficientes.

El enfoque presentado en este trabajo involucra solamente operaciones linea-
les, lo cual es computacionalmente poco costoso en comparacién con la mayoria de

las técnicas.

El interés principal de este trabajo es el tratar series de tiempo producidas me-
diante dindmicas deterministas con presencia de ruido aditivo intenso. Para estos
casos el modelo estudiado es capaz de obtener resultados comparables y en algunos

casos mejor que las técnicas de andlisis lineal para series de tiempo.
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3.3.1. REDES DE CONOCIMIENTO

El método esta basado en la nocién de una red de conocimiento, un concepto
de reciente introduccion en el campo de mecanica estadistica, utilizado para respon-
der preguntas relacionadas con algunas redes de interaccién que provienen de cam-
pos como biologia y sociologia. En una red de conocimiento los nodos son caracteri-
zados por un nimero interno de grados de libertad, mientras los enlaces transportan
el producto escalar de los dos nodos que conectan. Una pregunta muy importante
para las aplicaciones de redes de conocimiento ocurre cuando solo es posible obser-

var directamente el producto escalar.

En este caso el problema consiste en extraer alguna informacién de una base
de datos con escasa informacién de productos escalares. En el contexto de series de
tiempo, las cantidades observables son valores de una serie de tiempo estaciona-
ria univariada. Los nodos son las amplitudes y la frecuencia son componentes de
la parte deterministica de la serie de tiempo, la cual es en general desconocida por
anticipacion. De hecho, se tiene que con la estimacién del ntimero oculto de compo-

nentes de Fourier, es posible reconstruir caracteristicas importantes de los datos.

El método KNNNR recae en la nocién de una red de conocimiento [1,16]. Las
redes de conocimiento son motivadas originalmente del estudio de algunas estruc-
turas particulares que surgen en el campo de la economia y biologia, como puede ser
la interaccién entre clientes y productos en un mercado o proteinas que presentan

interacciones de sustratos [15, 16].

Una red de conocimiento se define como una red en donde los nodos son ca-
racterizados por L grados de libertad internos, mientas las conexiones corresponden
al producto vectorial de los nodos que conectan [16]. Con el propésito de ordenar las
ideas se puede considerar el siguiente modelo de red de conocimiento de informa-

cién de opiniones [1,16]: se supone que existe una base de datos de opiniones dadas
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por agentes en un conjunto dado de productos. Esta base de datos puede ser una
matriz dispersa, en donde los datos faltantes corresponden a opiniones faltantes, es

decir, agentes que no han expresado su opinién para determinado producto.

En palabras geométricas, las preferencias de un agente son representadas como
un vectores en un espacio de gustos hipotético, cuya dimensién y vectores base son
generalmente desconocidos. Un producto es representado por un vector similar de
caracteristicas, la cuales pueden ser expresadas por el producto escalar entre vecto-
res correspondientes. Se asume que la opinién de un agente respecto a cierto pro-
ducto es proporcional al cruce entre preferencias y caracteristicas, las cuales pueden
ser expresadas por el producto escalar entre vectores correspondientes. De esta ma-
nera los productos acttian como una base, y las opiniones como coordenadas de los

agentes en esta base.

Se considera una poblacién de M agentes interactuando con N productos. Es-
tos dos conjuntos de vectores yacen en un espacio L-dimensional, a,, = (a',a?,. .. ,a%)
y b, = (b',b%,...bF),donden =1,2,...,.N ym = 1,2,...,M. En este sentido el cruce
de ¥, = by, - a, representa la opinién del agente b,, en el producto a,. Solo los
cruces Y, » = by, - a, pueden ser directamente observables. El objetivo es entonces,

reconstruir las cantidades ocultas a partir de una fraccién de los productos escalares.

Para el caso en el cual L es conocido, Maslov y Zhang [16] han mostrado la
existencia de umbrales para la fraccién de p cruces conocidos, sobre el cual es po-
sible reconstruir en distintos intervalos la informacién perdida. Bagnoli, Berrones y
Franci [1], han generalizado el estudio de Maslov y Zhang a el caso en el cual la di-
mensionalidad L es desconocida. El modelo KNNR se basa principalmente en este

enfoque.

Se supone que los componentes de b,, y a,, son variables aleatorias distribui-
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das de acuerdo a

P(alb,) = Poi(a) Py (b) (3.8)

n»>m

y se define (h) como el promedio calculado en el estado estacionario, sobre P(al,,b.,)
de una funcién arbitraria h(a',,b!,). Para un conjunto de componentes ocultos distri-
buidos de acuerdo a la ecuacién 3.8, las y son no correlacionadas. Sin embargo las

correlaciones se incrementan debido a que L es finito.

Con el propésito de conservar simplicidad se asume que (al,) = (b}) = 0.
Promediando sobre la distribucion de la ecuacidon 3.8 la varianza de los cruces se

escribe:

(v°) = L(a®) (V%) (3.9)

Para esta configuraciéon de modelo Bagnoli, Berrones y Franci [1] demostraron
que cualquier cruce puede ser expresado en términos de un promedio ponderado

de los demas cruces,

L

M
ym,n = M 1 ; Cm,iyi,n + EL,M,Nv { 7é m (310)

en donde C; ; es la correlacion entre y; y y;, especificamente, la correlacién calcula-
da sobre las opiniones de los agentes ¢ y j en diferentes productos. Esta correlaciéon
aintiticamente converge al cruce entre los vectores correspondientes de gustos de
los agentes. La cantidad oculta L puede ser extraida ajustando el factor de propor-

. . L
cionalidad T
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El termino de error € esta dado por

VM + VN
€~ /{a2) () [PP— .
Vv {a?) (b*)L i (3.11)

Un aspecto de este formalismo importante para aplicaciones es que no existe
la necesidad de tener una matriz de opiniones completamente conectada. Los re-
sultados se expanden a conjuntos dispersos simplemente por la definicién de los
pardmetros M y N como funciones del par (m,n). De esta manera M, representa el
nuimero de opiniones sobre el producto n disponibles dadas cualquier agente, y N,,

es el naumero de opiniones expresadas por el agente m hacia cualquier producto [1].

3.4. REDES DE CONOCIMIENTO Y ANALISIS DE SERIES DE

TIEMPO

La reduccién de ruido e identificacién de comportamiento deterministico sub-
yacente son puntos fundamentales de las sefiales en campos como comunicacién
[28] y analisis de series de tiempo [5,11]. Una configuracién clasica de modelos rela-
tiva a la medicion de tales senales [28] considera cada observacion en una secuencia
Y1,Y2,- - - Yir. - - ,yr que puede ser descompuesta como la suma de una componente

deterministica y una perturbacién aleatoria.

Los términos aleatorios (¢;) son estadisticamente independientes entre medi-

ciones. Se considera una sefial limpia que puede ser modelada adecuadamente por
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una combinacion lineal de la forma

L

Ft) =Y apbiti + c) (3.13)

=1

en donde los términos en la suma son componentes de Fourier.Se proporciona un
framework para redes de conocimiento [2] en sefiales como las descritas por las

ecuaciones 3.13 y 3.12 puede ser construido para cierta clase de sefiales estacionarias.

Sin perdida de generalidad se puede suponer que la sefial y el ruido tienen
media cero. Si N submuestras ordenadas de tamafio M se extraen de la secuencia
observada y1,Y2,. . . ,Yis- - - Y1, Ymn S€ refiere al valor medido en el tiempo ¢,, en la
submuestran,conn =1,2,... Nym =12,...,M.La presencia de ruido y el tamafio
finito de cada submuestra permiten que cada sefial extraida pueda ser representada
como la combinacién lineal de componentes de frecuencia de la sefial limpia mas

los nuevos componentes introducidos por el ruido,

L
Ymmn = Z Ap 1Pm,l + Emn- (314)

=1

El modelo 3.14 representa la variabilidad en las amplitudes medidas para di-

ferentes frecuencias de Fourier en una muestra finita, tal que

N—oo

N
3 1
lim N ; Apy = ay. (3.15)
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Otros promedios relacionados con la ecuacién 3.14 son los siguientes:

lim — Z Omi = (3.16)

M~>oo

lim — g € =

M;)OO M m,n 7
lim — g Emm = 0
N—>oo

los cuales provienen de las propiedades del ruido dada la estacionalidad supuesta

y a que la sefial y tiene media cero. Ademas

A}lﬂnoo M Z P,y Pty = 0, Ly # 1 (3.17)

&@wﬁzwmwmzz (2, L=l

El modelo de sefial 3.14 obtiene fuertemente la estructura de los cruces dis-
cutidos anteriormente, un enfoque similar puede ser utilizado con el propésito de
obtener un formalismo para prondstico que relaciona la dimensionalidad L con las

fluctuaciones observadas.

Se considera el promedio (h) de una funcién arbitraria i(a,,¢1,,) en el limite

N — oo, M — o0,

CLn 1Pl m (318)

Mz

b« |

L N
1
E E 11
M
=1 n:]_
en este limite la varianza de la sefial es expresada por

(y*) = L{a®) (¢*) + (¢”) (3.19)
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Introduciendo las definiciones

a1 ... GN; Y11 .- PM1
a-| o le=]| . (3.20)
ayyr ... QNI YL, --- YM,L
y
€11 --- E1N
r=| . _ : (3.21)
EM1 .-+ EMN

la configuracién del modelo dado por la ecuacién 3.14 puede ser escrita en forma

matricial como

Y =®TA+T. (3.22)

Posteriormente se introduce la operacién

ok
Y = O, (3.23)

en donde C' es la matriz de correlacién de las y. Ahora se muestra que Y=Y -Ten

el limite N — oo, M — oo, utilizando un valor adecuado para el factor k.
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La formula 3.23 se expande:

~ EYYT™
Y _—— 3.24

M ) (.24
k [®TA+T][A™® +T'7]

MNPy (et

ki [@TAATOPTA + IT7O7A]
M N[L{a®)(¢*)+(c*)]

Introduciendo los resultados 3.17 en la ecuacion 3.24

ok M(a®) (") +2(7)
V= T e A (3.25)

El factor k debe ser elegido como

(3.26)

Al utilizar la ecuacién 3.19 en la ecuacion 3.26 se obtiene una expresion para L

en términos de caracteristicas medibles

aM[(y*) — (€%)]

L= —aae)

(3.27)

endonde a = &

Con el prop6sito de mostrar como se obtienen los términos del lado derecho
en la ecuacién 3.27 se considera el siguiente algoritmo para reducciéon de ruido y

estimacion de complejidad 6ptima en modelos para sefiales estacionarias.
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La formula de anticipacién en esta caso es

M

i) =57 > Cltwylts — 1), 3.28)
h=1,hi

La sefial es procesada realizando los siguientes pasos:

1. Calcular la funcién de autocorrelacién C(t).
2. Aplicar minimos cuadrados sobre una muestra de M puntos consecutivos para
estimar el factor & = - en la ecuacion 3.28.

El problema de minimos cuadrados puede ser resuelto exactamente tomando

o ) S L Cltlyl— ) 629

> iin Somet Cltn)y(ts = tn) 30y Cltn)y(ty — try)

i # T?j 7£ Tlaj 7£ T2,

con M menor o igual a un medio de la longitud total de la sefial. El termino
(£?) es estimado despues del filtrado, utilizando los datos filtrados como apro-

ximacién a la sefial deterministica subyacente y realizando la substraccién
(%) = () — (/%)

3. Utilizando la ecuacién 3.27, calcular L en términos de las cantidades observa-

bles

Los pasos 1 - 3 definen lo que es llamado algoritmo de red de conocimiento
para reduccién de ruido, KNNR por sus siglas en ingles (Knowledge Network for

Noise Reduction).
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3.5. OBTENCION DE FUNCIONES DE DENSIDAD PARA PRO-

BLEMAS DE OPTIMIZACION NO LINEALES

Cada dia los modelos no lineales se vuelven més importantes en todos los cam-
pos de la ciencia e ingenieria, por ejemplo, se consideran esenciales las interacciones
no lineales para la obtencién de comportamiento colectivo en sistemas dindmicos
extendidos [23]. Por otro lado es ampliamente aceptado [11] que las sefiales genera-
das por muchos sistemas complejos pueden ser modelados mediante ecuaciones de
evolucién no lineales. Otro ejemplo importante es la pregunta general para disefio
6ptimo en ingenieria, en donde los modelos lineales no son méds que aproximaciones
burdas [18]. Una limitacién en el uso de modelos no lineales es que con el propésito
de ser cuantitativamente significativos, los modelos deben ser ajustados a los datos.
Este paso implica la optimizacién de cierta funcién de costo o verosimilitud, la cual

es frecuentemente definida en un espacio de pardmetros altamente dimensional.

En este trabajo se presenta la implementaciéon de una técnica estocéstica re-
cientemente introducida [1]. El método propuesto esta fundamentado en la rela-
cién entre los ambientes de trabajo de procesos estocasticos en los cuales se uti-
liza la ecuacién de Langevin y de Fokker - Planck, lo cuales son conocidos en el
estudio de sistemas fisicos fuera de equilibrio [22,26]. Dada una funcién de costo
V (21,22, .. ,Tn,...,TN), Una busqueda estocastica puede ser modelada por la ecua-

cién de Lnagevin

oV
oz,

T, = +¢(t) (3.30)
en donde ¢(t) es un ruido aditivo con media cero y segundo momento E|s(t)e(t)] =
Dé(t —t'). La cantidad D es llamada coeficiente de difusién. Con un D constante, el
proceso 3.30 produce una busqueda mediante difusiéon. Considerando un coeficien-

te de difusién que disminuye lentamente con el tiempo la ecuacién 3.30 representa
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un proceso de recocido simulado [13,25].

Ademés otras estrategias de busqueda (por ejemplo, aquellas que involucran
memoria) pueden ser modeladas por la ecuacién 3.30 después de la adicion de corre-
laciones al ruido aditivo. Se considera que () es ruido blanco Gaussiano con media
cero y segundo momento E[e(t)e(t')] = Di(t —t') en donde D es constante y 6(t —t')
es la funcién delta de Dirac. Con estas suposiciones, la densidad de probabilidad
asociada al proceso estocastico de la ecuaciéon 3.30 estd dado por la ecuacion de

Fokker—Planck [22,26].

2
oV ] L p2? (3.31)

.0 jov 9°p
p_&?c 8xp 0x?

El principio fundamental de este enfoque es que para espacios de busqueda
acotados con condiciones reflejantes en los extremos, la densidad p converge al es-
tado estacionario [7]. De esta manera se puede estudiar el limite ¢ — oo del proceso
de busqueda 3.30 observando las soluciones estacionarias de la ecuacién 3.31, dado

esto, el problema de optimizacién asociado se define en la regiéon

Ll,n S Tp S L2,n- (332)

3.6. ALGORITMO FOKKER-PLANCK ESTACIONARIO

En esta seccion se tratan las generalidades del algoritmo propuesto en [1]. La

proyeccién unidimensional de la ecuacién 3.31 en t — oo estd dada por

Op(xn{xjpn = 2}}) OV
D 6]37” T2+ p(ap){@)jn = xj})aa:n = 0. (3.33)
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En el estado estacionario la proyeccién unidimensional proporciona la densi-
dad de probabilidad dependiente que corresponde al proceso N dimensional origi-
nal [1]. De la ecuacién 3.33 se obtiene una ecuacién diferencial de segundo orden

para la distribucién de probabilidad acumulada para z,, denotada por y(z,,)

d®y 10V dy
il — 34
dx? D Oz, dx, 0 (3.34)

Y(L1y) =0, y(Lapn) =1

Es posible generar puntos aleatorios provenientes de la densidad p(x, |{z;., =
7 }) por el hecho de que y es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el
intervalo y € [0,1], lo cual se tiene mediante las leyes de transformacién de funciones
de probabilidad [1]. Al ver y(z,) como una funcién de la variable aleatoria x,,, pue-
de ser aproximada mediante una combinacién lineal de funciones de un conjunto

completo que satisfaga las condiciones de los extremos en el intervalo de interés.

i=> (). (3.35)

=1

Eligiendo, por ejemplo, una base en la cual ¢;(0) = 0, los L coeficientes son
definidos tinicamente por la evaluacién de la ecuaciéon 3.34 en L — 1 puntos interio-
res. De esta manera la aproximacién de y se realiza resolviendo un conjunto de L

ecuaciones algebraicas, implicando L — 1 evaluaciones de la derivada de V.

El procedimiento propuesto esta basado en la interaccién de los siguientes pa-

SOS

1. Fijar las variables z;., = z} y aproximar y(z, ) mediante el uso de las ecuacio-

nes 3.34 y 3.35.
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2. Mediante el uso de y(z,) se obtienen puntos de la distribucién estacionaria

P(anl{Tjn = 27})-

3. Actualizar x,, = z}, y repetir el procedimiento para la siguiente variable x ;..

Este procedimiento bésico es llamado Fokker-Planck Estacionario (SFP, por
sus siglas en inglés, Stationary Fokker - Planck), en donde el nombre indica la ma-
nera en que se aprende la distribucién en equilibrio del proceso de biisqueda es-

tocastico dado por 3.30, utilizando la iteracion de los pasos anteriores.

El algoritmo tiene sus raices en la ecuacién de Fokker-Planck estacionaria. En
contraste con la Mdquina de aprendizaje Fokker—Planck [25], la cual usa una version
dependiente del tiempo de la misma ecuacion. El procedimiento aqui presentado no
trata con la busqueda de un 6ptimo global mediante poblaciones de puntos finitas,
el cual es el caso de la Maquina de Fokker - Planck Estacionaria y otros métodos
relacionados [24, 25], el método presentado estima la expresién para la funcién de

distribucién de probabilidad.

La convergencia del algoritmo SFP a la distribucién en equilibrio proviene del
hecho que el procedimiento representa un muestreo de Gibbs. Bajo condiciones ge-
nerales [6], los puntos generados mediante el muestreo de Gibbs estdn asintotica-

mente distribuidos de acuerdo a la distribuciéon N-dimensional asociada.

En este trabajo se presenta una implementacion del algoritmo que es capaz
de generar aproximaciones a la distribucién en equilibrio en una manera eficiente

desde el punto de vista computacional.
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DESCRIPCION DEL PROBLEMA

4.1. SERIES DE TIEMPO LINEALES, EL MODELO KNNR

Existen distintos tipos de modelos para series de tiempo que trabajan con re-
laciones lineales en los datos de entrada, sin embargo es comtin encontrar que éstos
modelos requieren la estimacién de una cantidad considerable de pardmetros. Esta
estimacion de pardmetros en muchas ocasiones requiere de una cantidad considera-

ble de célculos, lo cual puede tomar un cantidad de tiempo considerable.

En una situacién en donde se debe tomar una decisién en base al prondstico
obtenido el tiempo de respuesta entre la generacion de los datos de entrada para la
serie de tiempo y el ajuste del modelo es crucial, por ejemplo al realizar el calculo
de la cantidad de combustible que se inyectard a un motor que controla la velocidad
en un avién. Otro caso encontrado comtnmente es la ausencia de un gran equipo
de computo y almacenamiento como puede ser el caso del control del motor en un
refrigerador en donde los recursos de computo son muy limitados, debido a que se

utilizan microcontroladores con capacidad pequefia por cuestiones de costo.

Este tipo de aplicaciones requieren modelos que contengan una cantidad pe-
quefia de pardmetros por estimar ademds de un algoritmo que pueda estimar los

valores con una potencia de computo considerada.

74
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Dados estos casos, un modelo de prondstico que contenga un solo pardmetro
es de mucha utilidad. Debido a esto se presenta el modelo KNNR, el cual requiere la
estimacion de solamente un pardmetro y que ademas presenta solamente operacio-
nes lineales para obtener su pronoéstico. Ademads el pardmetro se estima mediante

minimos cuadrados con los datos de entrada.

Otra bondad del modelo KNNR contra los demads existentes es que presenta
un gran desempefio cuando se cuenta con pocos valores de entrada, obteniendo

resultados que incluso mejoran modelos mas complejos como el AR.

La importancia del modelo KNNR recae en que sélo requiere la estimacién
de un pardmetro y que ademas es calculado por medio de operaciones lineales que
requieren un esfuerzo computacional considerado. Ademds de obtener resultados

comparables contra métodos complejos.

4.2. SERIES DE TIEMPO NO LINEALES, OBTENCION DE

FUNCIONES DE DENSIDAD

En la naturaleza es comtin encontrar modelos no lineales para describir proce-
sos los procesos que ocurren de manera cotidiana, como en el caso de el prondstico
del clima, en donde un cambio pequefio en ciertas condiciones produce resultados
complejos a través del sistema. Debido a la naturaleza no lineal de estos modelos, es
dificil para una computadora evaluar las funciones de costo asociadas a los mismos.
Ademads de esta evaluacion es necesario ajustar los pardmetros para lograr un de-
sempefio Optimo. Este ultimo problema requiere la utilizacién de herramientas que
permitan obtener informacién acerca de como se afecta cada uno de éstos parame-

tros a la respuesta del sistema.
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En este trabajo se presenta un método para la obtecion de la funcién de den-
sidad de probabilidad asociada a cada uno de los pardmetros en un modelo de
prondstico no lineal. Este método ademads utiliza solamente operaciones del tipo
lineal para realizar la estimacién de la funcién de densidad, ademas de que el es-
fuerzo computacional puede ser regulado en base a que tanta precisién se desea en
la funcién de densidad, es decir, al aplicar mayor esfuerzo se obtiene una funcién
mads precisa, sin embargo con muy poco esfuerzo es posible obtener resultados muy

buenos, o con una gran precision.

El obtener una expresioén para estos valores permite obtener una aplicacién
robusta respecto a los cambios en los valores de los pardmetros ya que en algunas
aplicaciones es imposible controlarlos por completo, ya que pueden ser valores ajus-
tados en base a una sefial de entrada, como es el caso de aplicaciénes de hardware
en las cuales es valor de los pardmetros puede ser un voltaje de entrada que puede

tener variaciones debido a la naturaleza del sistema.

Con el proposito de ilustrar la amplia gama de aplicaciénes que tiene el ob-
tener funciones de densidad para los pardmetros de un modelo, éste se aplica en
distintos contextos que van desde funciénes de benchmark, hasta el entrenamiento
de una red neuronal; obteniendo resultados muy buenos utilizandos un esfuerzo

computacional considerado.
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EXPERIMENTACION

5.1. COMPARACION DE LOS MODELOS AR Y KNNR

El algoritmo KNNR es probado numéricamente generando datos mediante si-
mulacion, a estos datos simulados, representando f(¢), se agrega un termino de rui-
do blanco Gaussiano £(t) en cada realizacién La simulacién del ruido estd basada
en el algoritmo de L’ Ecuyer, el cual se sabe que presenta un desempefio adecuado
con respecto a las principales pruebas estadisticas, y produce secuencias de nime-
ros aleatorios con longitud de ~ 10'® [21]. El algoritmo KNNR utiliza los datos con

ruido y(t) = f(t) + e(t).

La funcién de autocorrelacion se calcula utilizando la transformada rdpida de
Fourier [21]. La funcién de autocorrelacion es calculada para un retardo maximo
de tamarfio igual a la mitad a la longitud de la sefial. Los pasos 2 y 3 del algoritmo

KNNR son calculados en la segunda mitad de los datos de entrada.

El algoritmo KNNR provee una caracterizaciéon de la complejidad del modelo
de sefial en términos de L, el nimero de componentes de Fourier necesarias para
describir la sefial, si ésta es separable en el sentido de la ecuacién (3.12). Si se cum-
plen las suficientes suposiciones, L deberia converger valor finito conforme el ta-

mafio de muestra crece. Este hecho puede ser utilizado para identificar la presencia
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de frecuencias relevantes en la sefial.

Se experiment6 con cuatro tipos de sefiales, tres de ellas obtenidas mediante
simulacién: sefiales generadas por combinaciones lineales de funciones coseno con
ruido aditivo, sefiales quasiperiodicas generadas por mapas no lineales, sefiales ge-
neradas por procesos estocdsticos lineales y datos experimentales. El prondéstico del
KNNR es comparado con el prondstico del mejor modelo AR obtenido de acuerdo
al criterio AIC, este modelo es obtenido utilizando el software estadistico R. Para
ambos casos se calcula el MSE del prondstico asi como la desviacién estdndar de los

datos de prueba para ser usada como referencia.

5.1.1. COMBINACIONES LINEALES DE FUNCIONES COSENO CON RUI-

DO ADITIVO

Para este caso se generan series de tiempo mediante simulaciones del modelo
de la ecuacién 3.12, tomando la funcién f(¢;) como una combinacién lineal de fun-
ciones coseno. Los pardmetros de amplitud, periodo y fase de las componentes C
provienen de ntimeros aleatorios con distribucién uniforme. Las amplitudes se en-
cuentran en el intervalo [0,1], mientras que los periodos y fases se encuentran en los

intervalos [17,75] y [P, %] respectivamente.

RESULTADOS OBTENIDOS

En la figura 5.1 se presentan dos graficas de ejemplo de los prondsticos obteni-
dos por los modelos (KNNR y AR). El cuadro (5.1) muestra los resultados obtenidos

para distintas serie de tiempo de este tipo.
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3 T T T T T 3 T

Datos originales
Pronostico KNNR

T
Datos originales
PronosticoAR

f(t)
f(t)

g 1 1 1 1 4 L1 1 1 1 1
2050 2060 2070 2080 2090 2100 2050 2060 2070 2080 2090 2100
horizonte de pronostico horizonte de pronostico
(a) Prondstico utilizando el modelo KNNR (b) Pronéstico utilizando el modelo AR

Figura 5.1: Pronostico para la combinacién lineal de diez funciones coseno sin ruido

CONCLUSIONES

Como puede verse en el cuadro 5.1, hay ocasiones en que el modelo AR es
mejor que el modelo KNNR. Esto es debido a que la representacién de Fourier para
estos datos presenta puntos de alta relevancia, esto es, la serie de tiempo presenta
periodicidad notable. Sin embargo en los casos en que no hay manera de distinguir

esta periodicidad, el modelo KNNR presenta un menor error.

5.1.2. MAPAS NO LINEALES

Bajo la suposiciéon de que es posible encontrar un comportamiento determi-
nista en un mapa caético, el modelo KNNR es probado con el mapa logistico [27].
Las series de tiempo son generadas utilizando la ecuacién del mapa logistico z,,41 =
rz,(1 — x,) con un valor r de r = 3,6, ademés contiene ruido blanco Gaussiano

aditivo.
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RESULTADOS OBTENIDOS

En la figura 5.2 se muestra un ejemplo del resultado de aplicar el modelo
KNNR y el AR a series de tiempo generadas por el mapa logistico. En el cuadro

5.2 se presentan los resultados para distintas realizaciones del mapa logistico.
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0.9 0.9 T T T
Datos originales

T T T
Datos originales
Pronostico AR

Pronostico KNNR

0.8 0.8

0.7 0.7

0.6 0.6

()
()

0.5 0.5

0.4 0.4

03 1 1 1 1 1 1 1 1 03 1 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 5.2: Pronéstico para el mapa logistico con parametro r = 3,6 sin ruido.

CONCLUSIONES

La diferencia en el error de prondstico para ambos modelos es muy pequeia.
Sin embargo es importante resaltar que el modelo KNNR solo requiere la estimacién
de un pardmetro, en contraste con el modelo AR el cual en todas las series de tiempo

generadas por el mapa logistico tiene un orden “grande”.

Debido a esto el modelo AR requiere la estimaciéon de una cantidad de parame-
tros considerable, ademas de que presenta la necesidad de un criterio para determi-
nar cual es el mejor 6rden para el modelo AR. Todo esto implica un mayor nimero

de célculos computacionales para obtener un modelo adecuado a los datos.

5.1.3. PROCESOS ESTOCASTICOS LINEALES

Con el propésito de comparar el desempefio del modelo KNNR contra la me-
todologia para obtener el mejor modelo AR se generan series de tiempo mediante

un modelo AR de orden 12, con ruido blanco Gaussiano.
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Figura 5.3: Resultado del pronéstico para una serie de tiempo generada mediante
un modelo AR de orden 23 y con intensidad de ruido de 0,1

RESULTADOS OBTENIDOS

La figura 5.3 presenta un ejemplo del resultado de aplicar los modelos AR y
KNNR a series de tiempo generadas por el modelo AR. El cuadro 5.3 presenta los

resultados obtenidos para distintas series de tiempo generadas por el modelo AR.

CONCLUSIONES

Como se puede apreciar en el cuadro 5.3, los resultados de ambos modelos son
muy similares. En ocasiones el error del modelo KNNR es inferior al del modelo AR.
Esto se presenta cuando se tienen pocos datos de entrada, esto es de importancia ya
que en aplicaciones de la vida real es comtn encontrar series de tiempo con pocos
datos. En estas situaciones el modelo KNNR aparentemente es un buen modelo de
pronoéstico, ademads de las ventajas de que solo requiere la estimacion de un pardme-

tro.
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Figura 5.4: Pronostico de los modelos AR y KNNR para el producto 1 de los datos
experimentales

5.1.4. DATOS EXPERIMENTALES

Debido a la importancia de utilizar datos de la vida real, ademads de los datos
generedados mediante simulacién se utilizan datos provenientes de una industria
local del ramo alimenticio. Estos datos son ventas por semana a nivel nacional. Los
productos 1, 2 y 3 provienen de la misma familia, mientras el producto 4 es una clase
distinta de productos. En todos los casos se aplican diferencias con retardo de 1, con

el propésito de eliminar la tendencia de la serie de tiempo.

RESULTADOS OBTENIDOS

En la figura 5.4 se presenta un ejemplo de las series de tiempo obtenidas de
datos de la vida real. El cuadro 5.4 presenta los resultados del prondéstico obtenido

mediante los modelos AR y KNNR.
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CONCLUSIONES

A pesar de que las series de tiempo no son completamente estacionarias, el
modelo KNNR puede pronosticar una porcion de la forma de los datos. Esto es im-
portante ya que el modelo es lineal, cuando es probable que la serie de tiempo con-
tenga relaciones no lineales. Esto muestra la flexibilidad del modelo a los distintos

tipos de series de tiempo que se presentan en la vida real.

5.2. OBTENCION DE FUNCIONES DE DENSIDAD PARA PRO-

BLEMAS DE OPTIMIZACION NO LINEALES

Existe una gran variedad de series de tiempo para las cuales los modelos li-
neales presentan un error de prondstico muy grande. Las posibles causas de esto

son:

1. No existen dependencias en la serie que se puedan aprovechar para hacer

pronosticos.

2. Existen dependencias no-lineales.

Cuando los datos caen en el segundo caso, es necesario utilizar modelos que
incluyan la no linealidad de los datos. Sin embargo la utilizacién de estos mode-
los presenta la desventaja de que para encontrar los valores adecuados para sus
pardmetros, es necesario resolver un problema de optimizacioén global. Dada esta
necesidad, el algoritmo SFP busca proporcionar una herramienta mas para la so-
lucién de problemas de optimizacién global, la cual es la funcién de densidad de

probabilidad asociada al problema tratado.
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El algoritmo SFP es aplicado en distintos problemas de optimizacién no lineal
utilizandolo como generador de puntos iniciales para algoritmos deterministicos.
Esto con el propésito de mostrar que al utilizar puntos generados mediante la fun-
cién de densidad obtenida por SFP se presenta una mejora notoria en la calidad
de las soluciones obtenidas por los algoritmos deterministicos. Esto solo es posible
si la densidad obtenida mediante SFP es acorde con la densidad del problema de

optimizacion tratado.

Otra de las ventajas de SFP es que se puede controlar la complejidad compu-
tacional que se desea. El algoritmo requiere de 2(L — 1) M N evaluaciones de la fun-
cién objetivo por lo que de pueden obtener funciones de densidad tan “ajustadas”

como se desee.

El algoritmo deterministico utilizado en la experimentacion es el algoritmo de
Powell, el cual se basa en direcciones conjugadas, teniendo la ventaja de no necesitar

calcular el gradiente de la funcién objetivo.

En este trabajo se utiliza el algoritmo SFP para calcular la funcién de densidad
para optimizar los siguientes problemas: funcién de Levy No 5 5.1, una red neuronal
para aprender la tabla XOR, una red neuronal que aprende el mapa logistico las

cuales son estructuras altamente no lineales.

5.2.1. FUNCION DE LEVY NO. 5

La funcién de Levy No. 5 es una comtinmente utilizada como prueba para

algoritmos de solucién de problemas de optimizacién no lineal [19]. La funcién de
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Levy No. 5 es la siguiente:

icos((i — 1)y + 1) chos((j + 1)xg + j) (5.1)

j=1

WE

flx) =

1

+ (1 + 1,42513)% + (24 + 0,80032)?,

I
—

con espacio de busqueda definido en el hipercubo [—-10,10], contiene 760 minimos
locales y un 6ptimo global con valor de f(z*) = —176,1375, en el punto z* =
(—1,3068, — 1,4248)". El gran numero de minimos locales la hace dificil para cual-

quier método para encontrar el minimo global.

La implementacién de la busqueda estocéstica a través de la ecuacion 3.30 im-
plica la simulacién de un sistema estocastico dindmico compuesto por dos particulas
con interacciones altamente no lineales. Utilizando la metodologia de SFP en con-
traste, se obtienen funciones de densidad utilizando operaciones lineales ademas de

solo realizar una cantidad moderada de evaluaciones de la funcién de costo.

En la figura 5.5 se muestran las funciones de densidad generadas por 10 ite-
raciones de SFP con pardmetros L = 50 y D = 200. Las densidades obtenidas son
perfectamente consistentes con las propiedades globales del problema, dado que el
punto 6ptimo z* = (—1,3068, — 1,4248)" conocido se encuentra en la region de méxi-
ma probabilidad. El esfuerzo computacional es bajo en el sentido que la cantidad de
evaluaciones de la funcién objetivo es 2(L — 1) M N = 4900. Esto es comparable con
el esfuerzo requerido por técnicas avanzadas basadas en poblaciones que obtienen

soluciones de buena calidad para este problema [19].

El experimento realizado consiste en generar la funcién de densidad mediante
SFP. Posteriormente se utiliza como semilla para el algoritmo de Powell el punto
con méaxima probabilidad proveniente de la densidad generada, con el propésito

de el valor 6ptimo para cada una de las variables de decision. Esto se repite en 100
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Figura 5.5: Densidades de probabilidad generadas por 10 iteraciones de SFP para la
funcién de Levy No. 5. Los pardmetros de SFP son L = 50 y D = 200. El 6ptimo
global se encuentra en la regién de méxima probabilidad.

Cuadro 5.5: Tasa de éxitos para el problema de Levy No. 5, utilizando el punto con
maéxima probabilidad como punto inicial para el algoritmo de Powell. Cada reali-
zacion consiste de 100 ejecuciones del algoritmo de Powell. Se considera éxito si el
valor objetivo difiere en 0,0001 con el 6ptimo global.

Realizaciéon 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tasa de éxito | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00

ocasiones y se calcula un promedio de éxito. Este procedimiento se realiza 10 veces.
De la misma manera se utiliza una funcién de densidad uniforme en lugar de la

generada por SFP y se ejecuta el algorimo Powell para encontrar el 6ptimo global.

RESULTADOS OBTENIDOS

El cuadro 5.2.1 presenta los resultados obtenidos utilizando la funcién de den-
sidad generada mediante el algoritmo SFP. En el cuadro 5.2.1 se presentan los re-
sultados obtenidos utilizando la funcién de densidad uniforme como generador de
numeros aleatorios para el algoritmo de Powell. En ambos casos se considera éxito

si el valor objetivo difiere en 0,0001 con el 6ptimo global.
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Cuadro 5.6: Tasa de éxitos para el problema de Levy No. 5, utilizando puntos ge-
nerados de una distribuciéon uniforme como puntos iniciales para el algoritmo de
Powell. Cada realizacién consiste de 100 ejecuciones del algoritmo de Powell. Se
considera éxito si el valor objetivo difiere en 0,0001 con el 6ptimo global.

Realizaciéon 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tasa de éxito | 0.00 | 0.04 | 0.01 | 0.05 | 0.02 | 0.03 | 0.07 | 0.08 | 0.08 | 0.05

CONCLUSIONES

La tasa de éxito promedio para el algoritmo de Powell utilizando puntos ge-
nerados mediante la funcién de densidad obtenida por SFP es 1,00, en contraste.
La tasa de éxito promedio utilizando puntos iniciales generados mediante la distri-
bucién uniforme es de solo 0,043. Esto implica que SFP fue capaz de aprender la

funcién de densidad con tan solo 9800 evaluaciones de la funcién objetivo.

5.2.2. PROBLEMA XOR

La optimizacion de los pesos de una red neuronal que aprende la tabla XOR
es un ejemplo cldsico que muestra las dificultades en el ajuste de pardmetros de
modelos no lineales. Se tiene una arquitectura definida por dos nodos lineales de
entrada, dos nodos en la capa oculta y un nodo en la capa de saluda utilizando la

funcién de activacion logistica. El problema de optimizacion es:

min  f, (5.2)
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Cuadro 5.7: Tasa de éxitos para el problema XOR, utilizando puntos iniciales para el
algoritmo de Powell generados a partir de la funcién de densidad obtenida median-
te SFP. Cada realizacion consiste de 100 ejecuciones del algoritmo de Powell, cada
una de ellas con una semilla distinta.

Realizacion 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tasa de éxito | 0.79 | 048 | 0.27 | 0.86 | 0.7 | 1.00 | 0.83 | 0.36 | 0.75 | 0.72

-2
X7 xs

= l+exp| — - —x

/ { P ( 1+exp(—x1 — @3 —x5) 1 +exp(—x3 — 24 — T) 9) }

N ( L7 L3 }_2
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{ [ P ( 1+exp(—xo —x5) 14 exp(—z4 — x6) 9)} }
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El experimento consiste en utilizar la densidad generada por SFP como ge-
nerador de ntimeros aleatorios y utilizarlos como semillas para el algoritmo deter-
ministico de Powell, se generan 100 semillas distintas y se ejecuta el algoritmo de
Powell con cada una de ellas para encontrar el 6ptimo global. Este procedimiento se
repite en 10 ocasiones. La funcién de densidad es obtenida por 10 iteraciones de SFP,
con los pardmetros L = 60, D = 0,03. Este mismo procedimiento se repite utilizando
puntos aleatorios generados por una distribucién uniforme. El espacio de biisqueda

se define en el intervalo [—10,10].

RESULTADOS OBTENIDOS

El resultado de cada una de las 10 iteraciones independientes se resume en el
cuadro 5.7 para puntos generados a partir de la funcién de densidad obtenida por

SFP y en el cuadro 5.8 para puntos generados por una distribucién uniforme.
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Cuadro 5.8: Tasa de éxitos para el problema XOR, utilizando puntos iniciales para
el algoritmo de Powell generados a partir una distribucién uniforme. Cada realiza-
cién consiste de 100 ejecuciones del algoritmo de Powell, cada una de ellas con una
semilla distinta.

Realizaciéon 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tasa de éxito | 0.27 | 0.21 [ 0.18 | 0.27 | 0.18 | 0.15| 0.24 | 0.33 | 0.19 | 0.26

CONCLUSIONES

Al utilizar el algoritmo SFP para generar ntimeros aleatorios y utilizarlos con
el algoritmo de Powell se tiene una tasa de éxito promedio de 0,675, a diferencia de
si se utilizan nimeros aleatorios provenientes de una distribucién uniforme se tiene
una tasa de éxito promedio de solo 0,228, lo cual presenta una notable mejora en los
resultados, lo cual sugiere que el algoritmo SFP aprendié correctamente la funcién

de densidad de probabilidad asociada con el problema XOR.

5.2.3. RED NEURONAL PARA APRENDER EL MAPA LOGISTICO

Ademéds de las aplicaciones anteriores SFP es utilizado para aprender las fun-
ciones de densidad asociadas a los pesos de una red neuronal que aprende el mapa
logistico. Un problema encontrado es el determinar la arquitectura apropiada para
la red neuronal utilizada, en este caso se utiliz6 el algoritmo Vecinos falsos [12] para
determinar la cantidad de neuronas a colocar en la capa de entrada, el cual trata de
identificar la dimensién minima suficiente embebida en los datos. La cantidad de
neuronas en la capa oculta fue determinada experimentalmente. La importancia de
utilizar una arquitectura de red neuronal adecuada recae en que es necesario opti-

mizar los pesos de esta red; esto implica resolver problemas con alta no linealidad.

En este caso se utiliza el algorimo SFP con los parametros M = 10,L = 750,D =

0,002 con intervalo de btusqueda [—10,10], se utilizan solamente 64 datos para apren-
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Figura 5.6: Grafica del MSE en el horizonte i obtenido al pronosticar datos por una
red neuronal entrenada mediante SFP y el software NEURAL

der la funcién de densidad teniendo como funcién objetivo minimizar el MSE de los
datos de entrenamiento. Por otro lado se utiliza el software “neural” encontrado en

la libreria de Numerical Recipes for Neural Networks [17].

RESULTADOS OBTENIDOS

La grafica de la funcién de error al utilizar ambas redes neuronales para pro-
nosticar el mapa logistico se presenta en la figura 5.6. La funcién de error es el MSE

de los datos que se han pronosticado hasta el horizonte h.

CONCLUSIONES

Al utilizar SFP para entrenar la red neuronal la funcién de error obtenida se
encuentra por “abajo” de la funcién de error en el caso en que la red neuronal es
entrenada mediante el software NEURAL. Esto proporciona evidencia de que la
funcién de densidad obtenida mediante SFP es acorde con el problema de optimi-
zacioén, ademads de que se tiene una expresion para esta densidad, teniendo por ello,

propiedades estadisticas que se pueden aprovechar como en este caso fue el primer
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momento para cada una de las variables, el cual fue el valor utilizado como los pesos

de la red neuronal.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se presentan herramientas para trabajar distintos tipos de series
de tiempo, desde el tipo lineal hasta series de tiempo que presentan relaciones no

lineales.

En el aspecto lineal se presenta una herramienta para pronoéstico de series de
tiempo que utiliza solamente un pardmetro para realizar sus calculos, ademds este
es obtenido en base a los datos de la serie de tiempo tratada. Ademads de utilizar
solamente un parametro los resultados de este modelos son comparables a los obte-

nidos mediante modelos méas complejos, como es el caso del modelo AR.

Se realiza una comparacion en el desempefio del modelo KNNR contra el mo-
delo AR utilizando distintas series de tiempo, una de las cuales proviene de datos
experimentales tomados de una empresa del ramo alimenticio de la localidad. En
todos los casos se obtienen resultados que son comparables a los obtenidos por el
modelo AR, y en algunas ocasiones se superan los resultados del mismo, mostrando
asi, que el modelo KNNR es capaz de encontrar las relaciones ocultas en las series

de tiempo utilizando series de tiempo con pocos datos.

Para el caso de series de tiempo no lineales, se presenta un algoritmo para

encontrar una expresion de la funcién de densidad de probabilidad asociada con el

95
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problema de ajuste de pardametros en modelos no lineales. Esto presenta una serie de
ventajas debido a que al obtener una expresion para esta funcién de densidad utili-
zando la cantidad de calculos definida por el usuario, se puede obtener informacién

del comportamiento de los pardmetros con un costo computacional considerado.

Este algoritmo es probado con distintos modelos de benchmark, ademas de
ser utilizado como algoritmo de entrenamiento para una red neuronal. Una carac-
teristica importante de la red neuronal utilizada, es que se utilizan métodos para
identificar patrones en series de tiempo no lineales, con esto se obtiene una arqui-
tectura de red neuronal mas eficiente de lo que se podria obtener si no se utilizan

estos métodos.

6.1. TRABAJO FUTURO

Como se ha mostrado, existe un gran numero de aplicacidnes para estos mode-
los. En el caso de series de tiempo con relaciones liineales, el utilizar un modelo con
solamente un parametro tiene una gran drea de aplicaciones en donde la capacidad

de computo es limitada, como lo es la electronica.

Para el caso de series de tiempo no lineales, se presento una herramienta capaz
de obtener una expresién para la funcién de densidad asociada con el problema de
optimizacion, esto abre una gran variedad de aplicaciones y variaciones del algorit-
mo. Algunas de las posibles aplicaciones son: creacién de una heuristica basada en
este algoritmo utilizando probabilidades para determinar la localizacién del punto
optimo, utilizarla como generacién de puntos iniciales en distintos algoritmos del
tipo poblacional. Ademads de que es necesario agregar al algoritmo la capacidad de
trabajar con problemas de optimizacién con restricciones, no continuos y con varia-

bles enteras.
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LISTA DE SIMBOLOS

X Media de la muestra.
S? Varianza de la muestra.
S Desviacion esténdar de la muestra.

Covyy Covarianza de las variables XY.

rxy Correlacion de las variables X Y.
Cre Autocovarianza para el retardo k.
Tk Autocorrelacion para el retardo k.
Yt Observacion al tiempo t.

It Pronéstico al tiempo t.

e Error de prondstico al tiempo ¢.
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LISTA DE ABREVIACIONES

MAD  Desviacién promedio absoluta.

MSD Desviacion cuadrada media.
ACF Funcién de autocorrelacion.
ME Error medio.

MSE Error cuadrado medio.

MAE Error absoluto promedio.

MAPE  Error porcentual absoluto promedio.

sMAPE Error porcentual absoluto promedio simétrico.
MASE  Error escalado absoluto promedio.

AR Autoregresivo.

ARMA Autoregresivo con media movil.

MA Media mévil.

KNNR  Redes de conocimiento para reduccién de ruido.

SFP Fokker—Planck estacionario.
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