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 La conclusión del asunto, habiéndose oído todo, es: 
Teme al Dios verdadero y guarda sus mandamientos. 

Porque este es todo el deber del hombre. 
 

Eclesiastés 12:13 
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PROLOGO 
 
 

 
     En el lenguaje que utilizamos diariamente un adjetivo resulta suficiente para 

determinar las características de un objeto. Así cuando alguien dice “la casa 

roja”, inmediatamente viene a nuestra mente el objeto y su color, sin que haya 

gran problema con las variaciones que pudiera haber entre la visión que cada 

persona se hace. Si quisiéramos dar más detalles podemos agregar otras 

palabras y ahora podemos decir que la casa es “roja fuerte” o “roja intenso”. 

 

     Además de las palabras, todo se puede medir de manera que es posible 

definir con precisión cierta característica en un objeto, por ejemplo para el color, 

además de los patrones que utilizan los pintores para igualar la pintura, está la 

longitud de onda. 

 

     Así se puede afirmar que describimos las cosas con la precisión que la 

situación requiera, y en la ciencia y en la ingeniería usualmente se requiere 

mucha, ya que la tolerancia se reduce y los términos ambiguos prácticamente 

no tienen lugar. 

 

     El diseño es una actividad común que se realiza en ingeniería y básicamente 

consiste en crear lo que nunca ha sido basándonos en lo que conocemos. Algo 

que es indispensable conocer para el diseño son las propiedades de los 

materiales o de las sustancias y cómo evolucionan conforme las condiciones 

cambian, cuál es su comportamiento, y esto es algo que simplemente no se 

puede describir con palabras, aunque sean muchas.  

 

     Entonces para describir y predecir el comportamiento de una sustancia dada 

se utilizan los modelos, los cuales están formados por ecuaciones que 
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describen los fenómenos que en conjunto lo rigen. Si por ejemplo se habla de la 

elasticidad de un polímero, como es el caso de este trabajo, ésta tiene que ver 

con la manera en que las moléculas están acomodadas, la manera en que 

están unidas, la energía que involucra cambiar su estado básico, la manera en 

la que la energía se almacena o se disipa en el material y un millón de cosas 

más. En general se buscan las contribuciones principales a un fenómeno y con 

ellas se construye un modelo que describe el comportamiento que se esté 

estudiando, pero dado que no es posible tomar todas las contribuciones, ya sea 

porque su aportación es pequeña, ya sea porque aun no se han identificado y 

no se toman dentro de un sistema o sencillamente por simplificación para fines 

de soluciones analíticas o para la implementación de algoritmos 

computacionales, lo que se tiene al final son aproximaciones ya que las 

ecuaciones tienen que cargar con aquellos elementos que no hemos tomado en 

cuenta, pero que en la naturaleza están, porque en el comportamiento real 

están incluidos todos los fenómenos, no solamente aquellos que consideramos 

más relevantes. 

 

     Un modelo que se evalúa con los mismos datos siempre da el mismo 

resultado mientras que en la realidad existen desviaciones porque un 

experimento no es igual a otro por mucho que nos esforcemos; la igualdad es 

estadística. La validez de un modelo tiene que ver con lo bien que predice este 

comportamiento estadístico cuando sus resultados se comparan con los que el 

experimento proporciona. 

 

     Este trabajo es un ejemplo de cómo se toma en cuenta todo lo anterior al 

utilizar palabras que ilustran y explican claramente porqué es necesario modelar 

el comportamiento reológico de polímeros amorfos, junto con las ecuaciones 

que constituyen el modelo que describe y predice este comportamiento que 

involucra varios fenómenos. Así como en un escrito a veces se necesitan otras 

palabras para explicar mejor las cosas, aquí el autor agregó el cálculo fraccional 

para modelar el comportamiento reológico de la manera más sencilla posible. 
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Veamos los diagramas teóricos que produjo para que apreciemos como logra 

además la precisión que ordinariamente se necesita en la ciencia y en la 

ingeniería. 

Juan Antonio Aguilar Garib 

Marzo 2008 
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RESUMEN 
 
 
 

     Utilizando como herramienta de base la derivada y la integral de orden 

fraccional se desarrolló un modelo (MZFE) capaz de describir el 

comportamiento reológico de un polímero amorfo bajo un ensayo mecánico 

dinámico a temperatura constante, desde la elasticidad vítrea hasta el 

comportamiento de flujo. Además, utilizando en conjunto con el modelo 

desarrollado, los conceptos de movilidad molecular cooperativa, fue posible 

describir las propiedades reológicas del polímero amorfo manteniendo fija la 

frecuencia y haciendo variar la temperatura. Se variaron en forma sistemática 

cada  uno de los ordenes fraccionales del MZFE con el fin de verificar su efecto 

en los espectros teóricos de la parte real del módulo complejo y el factor de 

pérdida, con lo cual se corroboró que cada orden fraccional se relaciona con 

cierto tipo de movilidad molecular. Se comprobó que los espectros teóricos del 

MZFE son consistentes con los espectros experimentales obtenidos de la 

literatura para poliestireno y polibutadieno. Finalmente, utilizando la 

transformación inversa de Stieltjes se calculó la función de la distribución de 

tiempos de relajación, esencial para el cálculo de las propiedades reológicas. 

En la distribución de tiempos de relajación también se corroboró que cada uno 

de los órdenes fraccionales del MZFE afecta dicha distribución relacionándose 

con la movilidad molecular.  
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CAPITULO 1 
 
 
 

INTRODUCCIÓN 
 
 

 

     El modelado de las propiedades reológicas de los materiales poliméricos es 

fundamental para lograr una mejor comprensión de la compleja relación que 

existe entre la estructura de estos materiales y su comportamiento reológico. La 

reología es la ciencia que se encarga del estudio del flujo y la deformación de la 

materia. En el caso de los polímeros, el comportamiento reológico es de tipo 

viscoelástico y en general las propiedades de estos materiales dependen tanto 

del tiempo como de la temperatura [1-3,5-7]. Como consecuencia de su 

viscoelásticidad, los polímeros requieren de un tiempo para responder a la 

acción de una fuerza externa, a lo anterior se le conoce como fenómeno de 

relajación [2,4,45,62]. A nivel molecular este fenómeno está asociado a diversos 

tipos de movilidad molecular de las entidades químicas que conforman las 

cadenas poliméricas [45,62]. 

 

     Una alternativa para estudiar estos fenómenos de relajación en lo particular, 

y el comportamiento reológico en lo general, es mediante el análisis de 

mediciones experimentales de una propiedad reológica, como por ejemplo el 

módulo elástico complejo, '''* iEEE  , el cual puede expresarse en función de 

la frecuencia (tiempo) o bien en función de la temperatura, estas mediciones 

experimentales se obtienen mediante el Análisis Mecánico Dinámico (AMD) 

[1,5-7]. Sin embargo es importante mencionar que para el análisis de los 
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espectros experimentales del módulo complejo se recurre al apoyo de un 

modelo matemático. Para tal efecto, tradicionalmente se utilizan modelos 

reológicos análogos, los cuales son arreglos de resortes (ley de Hooke) y 

amortiguadores (ley de Newton de los líquidos viscosos puros). Estos modelos 

clásicos solamente pueden describir de manera cualitativa el comportamiento 

reológico complejo que presentan los polímeros [6,7,18,19]. Entre otras razones 

esto se debe a que las ecuaciones diferenciales de estos modelos clásicos 

están basadas en operadores diferenciales de orden entero, en este sentido el 

cálculo fraccional con el cual se definen operadores diferenciales de orden no 

entero, ha mostrado ser una potente herramienta. Mediante el cálculo fraccional 

ha sido posible definir un nuevo elemento reológico denominado spring-pot. 

 

     El spring-pot es un elemento reológico basado en un  operador diferencial de 

orden fraccionario de magnitud entre 0 y 1 [24,37,38]. El spring-pot representa 

un comportamiento intermediario entre el de un solidó elástico ideal (ley de 

Hooke) y el de un líquido viscoso puro (ley de Newton). Por si solo un spring-pot 

no es capaz de describir el comportamiento reológico de los polímeros, sin 

embargo se ha demostrado que en conjunto con resortes y amortiguadores 

pueden representar procesos de disipación parcial de energía. Este tipo de 

procesos son característicos del comportamiento reológico de los materiales 

poliméricos [42]. En este sentido, en trabajos recientes se ha propuesto 

modificar los modelos clásicos mediante el spring-pot con la finalidad de 

describir de una manera más precisa el comportamiento reológico de materiales 

poliméricos que presentan varios fenómenos de relajación [27,33-53,81-83].  

 

     Uno de los estudios más relevantes es el análisis de los fenómenos de 

relajación de películas delgadas de tipo poliéster, como lo son el Politereftalato 

de etilen glicol o PET y el Polinaftalato de etilen glicol o PEN, utilizando para tal 

efecto el Modelo Fraccional Mecánico (MFM). El MFM es un arreglo de tres 

Modelos de Zener Fraccionales (MZF). Cada MZF se modificó sustituyendo el 

amortiguador del Modelo de Zener Clásico por uno o dos spring-pots. Con este 
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modelo se describen de manera precisa tres fenómenos de relajación, la 

transición vítrea y dos relajaciones secundarias [45-48]. Es importante recalcar 

que con el MFM se ha logrado obtener una mejor descripción e interpretación 

de los espectros experimentales de los polímeros, los cuales están asociados a 

la compleja relación estructura-propiedades de estos materiales. Estos 

resultados sugieren que debe existir una cierta relación entre el grado de 

cristalinidad del polímero y la magnitud de los órdenes de los operadores 

fraccionales del MFM [45], sin embargo en este estudio no se tomó en cuenta el 

comportamiento reológico a temperaturas mayores a la, Tg, en donde el 

polímero tiene un comportamiento de flujo y que por lo general es de tipo no 

Newtoniano. 

 

     Con respecto al flujo que se presenta en los polímeros, debemos mencionar 

que en la literatura se encuentran algunos modelos basados en la derivada e 

integral de orden fraccional que describen únicamente el flujo en polímeros, es 

decir no toman en cuenta a la relajación principal o transición vítrea. 

[9,24,34,36,69,83]. Bajo este contexto en este trabajo de tesis se plantea la 

siguiente hipótesis y objetivo:  

 

     Hipótesis: 

 

     La utilización de la derivada e integral fraccional, permitirán el desarrollo de 

un modelo mecánico análogo a base de resortes y spring-pots, con el cual se 

debe poder describir de manera precisa tanto la transición vítrea como el 

comportamiento del flujo de materiales poliméricos amorfos. 

 

     Objetivo: 

 

     Desarrollar un modelo reológico utilizando como herramienta matemática de 

base a la derivada e integral de orden no entero (cálculo fraccional), con la 
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finalidad de describir tanto a la transición vítrea como al comportamiento del 

flujo de materiales poliméricos amorfos. 

 

     Lo anterior es de suma importancia en el entendimiento de la relación 

estructura-propiedades de los polímeros, y en el procesamiento de estos 

materiales, puesto que es necesario para tal efecto pasar de una temperatura 

sub-vítrea hasta temperaturas donde el polímero se debe hacer fluir, aspecto 

importante en los diversos procesos de transformación de estos materiales: 

extrusión, inyección, moldeo, etc. 

 

     El presente trabajo se divide en siete capítulos: 

 

     En el capítulo 1 se da un panorama general de el tema a desarrollar. 

 

     En el capítulo 2 se plantean los antecedentes del presente trabajo, lo cual 

incluye los principios básicos de la viscoelásticidad en los polímeros y la 

descripción de los principales modelos reológicos desarrollados hasta la 

actualidad. 

 

     En el capítulo 3 se presenta el desarrollo del modelo reológico planteado en 

la hipótesis y objetivo. 

 

     En el capítulo 4 se efectúa el análisis teórico del modelo desarrollado.       

 

     En el capítulo 5 se hace una comparación de los resultados teóricos del 

modelo desarrollado y los resultados experimentales de un polímero. 

 

     En el capítulo 6 se presenta el desarrollo y análisis teórico de la función de la 

distribución de tiempos de relajación del modelo desarrollado. 
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     En el capítulo 7 se presentan las conclusiones en base a los resultados 

obtenidos y un posible trabajo futuro en línea con los resultados obtenidos en el 

presente trabajo. 
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CAPITULO 2  
 
 
 

ANTECEDENTES 
 
 
 

2.1 Aspectos generales de los polímeros. 

 

     Los materiales poliméricos son macromoléculas que se forman a partir de la 

unión mediante enlaces covalentes de moléculas más simples denominadas 

unidades repetitivas. La base química de las cadenas poliméricas es el 

carbono, el hidrógeno y el oxígeno principalmente [1-3,6]. El tamaño o longitud 

de las macromoléculas varía, dependiendo del número de unidades repetitivas 

en la molécula, pudiendo ser del orden de 102 a 105 unidades [3], además la 

morfología de las cadenas puede ser lineal o bien presentar cierto grado de 

ramificación y/o entrecruzamiento [1-3,6] tal como se ejemplifica en la figura 2.1  

 

 

Figura 2.1 Esquema de las diferentes morfologías que se pueden presentar en 

las cadenas poliméricas, a) lineales, b) ramificadas, c) entrecruzadas. 

 

     Por otra parte, dependiendo de la morfología, de la presión y de la 

temperatura a la que se encuentre el polímero, las cadenas pueden presentar 
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varios grados de libertad de movimiento. En la figura 2.2 se muestra un 

esquema de algunos de estos posibles movimientos. La figura 2.2a representa 

los movimientos posibles de los átomos de carbono que conforman la cadena 

principal de un determinado polímero, estos movimientos a lo largo de la 

cadena dan origen a la relajación principal. En la figura 2.2b se muestra una 

unidad repetitiva del poliestireno, cuyo grupo químico lateral (grupo benceno) 

puede presentar dos tipos de movimientos rotacionales, y que dan origen a dos 

tipos de relajaciones secundarias. 

 

                    

Figura 2.2 Movilidad en de una cadena ideal (a) y rotaciones en los grupos 

funcionales en una unidad repetitiva del poliestireno (b). 

 

     El enlace covalente entre dos unidades repetitivas permite cierto giro (figura 

2a), el cual depende de los grupos químicos laterales de la cadena, de la 

presión y de la temperatura, lo que a su vez permite que una cadena polimérica 

pueda tener movimientos de largo alcance y adquirir diferentes estructuras 

conformacionales en el espacio. Un movimiento de largo alcance se considera a 

aquel que se lleva acabo a distancias superiores al tamaño de una unidad 

repetitiva [3]. A escalas más pequeñas (inferiores al tamaño de una unidad 

repetitiva) se pueden presentar movimientos más localizados (figura 2b), en los 

grupos químicos de las cadenas [3]. Cabe hacer mención que la interacciones 

entre cadenas vecinas son de tipo puentes de hidrógeno y fuerzas de tipo Van 

der Waals, las cuales son demasiado importantes en los diferentes tipos de 

conformaciones que pueden adquirir las cadenas poliméricas. Una 
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conformación es un determinado tipo de arreglo espacial que puede presentar 

una cadena. El número de conformaciones que puede adquirir una cadena 

polimérica aumenta considerablemente con el número de unidades repetitivas 

de la cadena polimérica.  Lo anterior nos da una idea del grado de complejidad 

que presenta la estructura y morfología de los polímeros. 

 

     Por otra parte, a temperaturas elevadas las cadenas poliméricas presentan 

movimientos tanto de largo como de corto alcance. Sin embargo, a medida que 

la temperatura desciende (a presión constante), los espacios entre las cadenas 

se reducen, y los movimientos moleculares también. Si la estructura de la 

cadena lo permite, algunos polímeros pueden formar estructuras ordenadas 

(cristales) de largo alcance, sin embargo está comprobado que estos materiales 

no pueden cristalizar en un 100%. La temperatura a la cual se funden las 

estructuras ordenadas para pasar de su estado sólido cristalino al líquido es la 

temperatura de fusión, Tm, [2].  

 

     Por otra parte, cuando la estructura de las unidades repetitivas no permite la 

cristalización, el polímero es completamente amorfo. En un polímero 

semicristalino o completamente amorfo, la temperatura de transición vítrea, Tg, , 

es aquella a la cual se observa una “transición” de un estado amorfo con 

movimientos de largo alcance a un estado amorfo vítreo en el cual ya no se 

pueden desarrollar movimientos de largo alcance (fenómeno conocido como 

relajación principal) [5,10,57-60], sin embargo es posible que existan 

movimientos moleculares muy localizados, que se reflejan como fenómenos de 

relajación secundarios [57-60]. Los polímeros completamente amorfos no 

presentan punto de fusión, mientras que un polímero semicristalino presenta 

tanto, Tm, como, Tg. 

 

     Con la finalidad de poder identificar de manera clara lo que es la transición 

vítrea y el punto de fusión en los polímeros, describiremos primeramente lo que 

pasa en un material no polimérico que puede cristalizar en un 100%, 
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posteriormente lo que se presenta en un polímero 100% amorfo (el cual no 

puede cristalizar) y finalmente el caso de un polímero semicristalino. 

 

     En un diagrama volumen-temperatura, para un material 100% cristalino, la, 

Tm, es la temperatura donde se presenta un cambio abrupto del volumen 

específico a temperatura constante (figura 2.3), este fenómeno va acompañado 

de un flujo de calor latente debido al cambio de fase (sólido-líquido) [2]. La 

situación es diferente para un polímero amorfo, al disminuir la temperatura 

desde condiciones de “líquido” no se observa un cambio abrupto en el volumen 

específico, sino más bien un cambio gradual en la pendiente del diagrama 

volumen-temperatura (figura 2.4), este cambio gradual corresponde a la 

“transición vítrea”, la temperatura a la cual se presenta este proceso se le 

conoce como, Tg,  Cabe hacer mención que este cambio gradual depende de la 

rapidez de enfriamiento (figura 2.4). 

 

 

     

 

     

 

 

 

 

 

 

Figura 2.3 Diagrama volumen-temperatura para un material cristalino.  
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Figura 2.4 Diagrama volumen-temperatura para un material amorfo.  

 

     En la figura 2.4 se muestra como la, Tg, depende de la velocidad de 

enfriamiento, Q = dT/dt. Por esta razón la transición vítrea no se le considera 

como una verdadera transición termodinámica.  

 

     Para el caso de los polímeros semicristalinos las unidades repetitivas tienen 

una estructura tal que cuando el polímero se enfría a una determinada rapidez, 

las cadenas pueden adquirir cierto ordenamiento periódico de largo alcance, 

formando una estructura cristalina saturada (máximo grado de cristalinidad que 

puede presentar un polímero) [45]. Como resultado se obtiene una estructura 

semicristalina muy compleja que se puede definir como una íntima mezcla de 

una fase amorfa y otra cristalina. En este caso, los polímeros presentan tanto, 

Tg, como, Tm. 
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Figura 2.5 Cadenas poliméricas amorfas (a) y semicristalinas (b). 

 

     En las partes cristalinas, las cadenas poliméricas se ordenan formando 

pliegues, lo que corresponde a la formación de estructuras laminares. En la 

figura 2.5 se ilustran las cadenas poliméricas formando estructuras amorfas y 

semicristalinas. Mediante microscopia electrónica de transmisión se ha 

demostrado que el espesor de las laminitas puede ser del orden de 100 nm, y 

fuera de estas estructuras laminares las cadenas forman una estructura amorfa. 

A manera de ejemplo en las figuras 2.6 y 2.7, se muestra la estructura 

semicristilanina del polipropileno isotáctico [20]: 

 

                                                                                                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.6 Imagen 2D de la morfología esferulítica del polipropileno. 
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Figura 2.7 Imagen 3D de la superficie de una muestra de polipropileno [21]. 

 

     Las laminitas crecen formando diversas estructuras cuyas geometrías 

dependen de las condiciones termodinámicas, generalmente forman esferulitas. 

En la figura 2.6 se muestra una imagen de la morfología de un polímero 

semicristalino, el polipropileno, cabe hacer mención que mediante esta técnica 

no es posible ver el material amorfo. Por el contrario, en la figura 2.7 se observa 

a más detalle la intima mezcla de material amorfo y cristalino que constituyen la 

superficie del polipropileno, esta última imagen fue obtenida mediante 

microscopía de fuerza atómica y nos permite identificar de manera más clara el 

carácter esferulítico de un polímero semicristalino, así como también efectuar 

un análisis cuantitativo de la rugosidad debida al carácter esferulítico de los 

polímeros. 

           

     En general la estructura semicristalina de los polímeros es muy compleja, 

por lo cual el modelado de sus propiedades macroscópicas en lo general y las 

reológicas en lo particular requiere de herramientas matemáticas que sean 

capaces de describir dicho comportamiento reológico complejo. En este sentido, 

se ha demostrado que la utilización de operadores diferenciales y/o integrales 

de orden no entero (cálculo fraccional) es una alternativa interesante para el 

modelado de las propiedades reológicas de los polímeros [9,33-53,81-83].  
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     Es importante mencionar que el comportamiento reológico complejo de los 

polímeros también es una consecuencia directa de que la fase amorfa se 

encuentra alejada del equilibrio termodinámico, por lo que los polímeros 

presentan propiedades con un comportamiento reológico de tipo viscoelástico, y 

por ende son la sede de varios fenómenos de relajación. Desde un punto de 

vista macroscópico, un fenómeno de relajación se define como el ajuste en el 

tiempo por parte de un sistema cuando una variable exterior ha sido modificada 

[2]. A escalas pequeñas, inferiores al tamaño de una cadena polimérica, un 

fenómeno de relajación está relacionado con cambios conformacionales o bien 

movimientos moleculares más localizados, con los cuales se busca obtener una 

estructura con menor contenido de energía, es decir la búsqueda del equilibrio 

termodinámico.  

 

     Por lo anterior, resulta más que evidente la necesidad de estudiar el 

comportamiento reológico de estos materiales. Para tal efecto una alternativa es 

el análisis de una de sus propiedades macroscópicas, como lo es el módulo 

elástico en función del tiempo (frecuencia) a temperatura constante, o bien en 

función de la temperatura a una frecuencia constante. Para poder interpretar los 

espectros experimentales del módulo, es de vital importancia contar con un 

modelo matemático que sea capaz de relacionar las propiedades 

macroscópicas con la estructura o morfología de los polímeros. Razón por la 

cual en este trabajo de tesis se aborda el desarrollo de un modelo matemático 

que sea capaz de describir el comportamiento reológico de un polímero amorfo 

en un amplio intervalo de temperaturas, desde temperaturas inferiores a la 

transición vítrea hasta temperaturas donde se tiene un comportamiento de flujo. 

En base a lo anterior podemos establecer que la ausencia de una fase cristalina 

deberá hacer menos complejo el análisis del comportamiento de las 

propiedades reológicas. 
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2.2 Caracterización del comportamiento reológico de polímeros 

amorfos. 

 

     Una de las técnicas más importantes para la caracterización del 

comportamiento reológico de los materiales poliméricos es el Análisis Mecánico 

Dinámico (AMD) [1,5-7]. En realidad a esta técnica se le considera como una 

verdadera sonda de los diversos tipos de movilidad molecular que se pueden 

presentar en los materiales poliméricos. En la siguiente sección se describe el 

principio físico del AMD. 

 

2.2.1 El Análisis Mecánico Dinámico (AMD). 

 

     En el Análisis Mecánico Dinámico se aplica a la muestra un estímulo 

mecánico (deformación) de manera periódica y se mide experimentalmente la 

respuesta obtenida (esfuerzo), lo que permite determinar un módulo elástico 

complejo, E
*
 = E’+ iE’’, sea en función de la frecuencia (tiempo) a una 

temperatura constante (ensayo isotérmico), o bien sea en función de la 

temperatura a una frecuencia constante (ensayo isócrono). En el ensayo 

isotérmico, el polímero se somete a una deformación sinusoidal  (ecuación 2.1), 

a una determinada frecuencia angular en radianes/segundo, ω = 2πf , donde,  f , 

es la frecuencia en Hertz.   

 

                                                                                                                                                             (2.1)  

 

     La respuesta que se obtiene es un esfuerzo (ecuación 2.2) que también es 

de forma sinusoidal, pero se encuentra en desfase un ángulo, δ, con respecto a 

la deformación aplicada.      

                                          

                                                       (2.2) 

 

   tsent  

     tsent 
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     Consecuentemente el módulo elástico calculado a partir del esfuerzo y la 

deformación se puede separar en dos partes, una que está en fase con la 

deformación aplicada y otra que está en desfase /2, por lo tanto dicho módulo 

se puede expresar como un número complejo (ecuación 2.3). 

 

          (2.3)      

 

     Posteriormente se repite el análisis manteniendo la temperatura constante 

pero a otra frecuencia angular, con la finalidad de obtener diagramas en función 

de la frecuencia, tanto para la parte real, E’, como para la parte imaginaria, E’’. 

A partir de la parte real y la imaginaria del módulo complejo, se calcula el factor 

de pérdida, tan(δ), en función de la frecuencia angular (ecuación 2.4). 

    

                                                                                                     (2.4)      

               

     La parte real del módulo complejo se asocia al almacenamiento de energía 

en forma elástica, la ecuación 2.5 representa la energía almacenada por cada 

ciclo, U, [6]: 

 

                       (2.5)   

          

     La parte imaginaria se asocia a la disipación de energía en forma viscosa, 

ΔU, y la ecuación 2.6 es la energía disipada por cada ciclo [6]: 

 

         (2.6) 

 

 

     El factor de pérdida también puede interpretarse como la relación que existe 

entre la energía disipada y la energía almacenada y se representa mediante la 

ecuación 2.7 [6]:        

 

      EiEiE 

      EE tan
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         (2.7) 

 

 

     En el ensayo isotérmico la frecuencia del estimulo mecánico aplicado induce 

diferentes tipos de movimientos moleculares, en el ensayo isócrono los 

movimientos moleculares se activan manteniendo fija la frecuencia, , y 

haciendo variar la temperatura, T. De esta manera se obtiene un modulo 

complejo en función de la temperatura, T, ecuación 2.8: 

 

(2.8)                                                                                      

 

     Es importante mencionar que, experimentalmente, el rango de frecuencias 

del AMD esta limitado a aproximadamente 0.1 Hz a 10 Hz. Los espectros 

experimentales de, E’, y, tan(), en un amplio intervalo de frecuencias se 

obtienen a partir de ensayos isócronos a varias frecuencias fijas dentro del 

rango de 0.1 Hz a 10 Hz,  [5,6].  

  

     Adicionalmente, cabe aclarar que tradicionalmente en la literatura, E
*, se 

refiere a un ensayo en tensión mientras que, G
*, se utiliza para representar el 

módulo complejo calculado a partir de un ensayo de corte, cuando las 

deformaciones aplicadas son pequeñas, los módulos en corte y en tensión se 

relacionan de la siguiente manera:   GE 3 .  Los modelos reológicos que se 

presentarán en este trabajo se pueden utilizar indistintamente en términos del 

módulo complejo en tensión o en corte. En la siguiente sección se describen los 

espectros típicos que se pueden obtener experimentalmente para un polímero 

amorfo a partir del AMD. 

 

2.2.2 Espectros dinámicos de los polímeros amorfos. 

 

     Como se mencionó anteriormente, la parte real del módulo complejo nos 

representa la energía almacenada, y tanto la parte imaginaria como el factor de 

 
U

U




2
tan
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pérdida están relacionados con la disipación de energía. Por esta razón y 

solamente con la finalidad de hacer menos complejo el análisis de los espectros 

obtenidos mediante AMD, en este trabajo de tesis se seleccionaron los 

espectros de, E’, y, tan(), para el estudio del comportamiento reológico 

complejo que se pretende modelar. Los espectros típicos de, E’, y, tan(δ), para 

un polímero amorfo de alto peso molecular en condiciones isotérmicas (figura 

2.8) e isócronas (figura 2.9) son los siguientes: 

 

 

Figura 2.8 Espectros isotérmicos de, E’, y, tan(δ), de un polímero amorfo de alto 

peso molecular. 

 

Figura 2.9 Espectros isócronos de, E’, y, tan(δ), de un polímero amorfo de alto 

peso molecular. 
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     A muy altas frecuencias (figura 2.8), lo que corresponde a las más bajas 

temperaturas (figura 2.9), se observa el comportamiento vítreo, en el cual, E‟, y, 

tan(), son independientes de la frecuencia y de la temperatura. 

Macroscópicamente el polímero se comporta como un sólido y puede decirse 

que no se presentan movimientos moleculares de largo alcance. A estas 

frecuencias tan altas el periodo del ensayo del AMD es sumamente corto, lo 

que equivale a una temperatura muy baja, de tal forma que las cadenas 

poliméricas no tienen el tiempo o la energía suficiente para poder relajarse, a 

este tipo de respuesta se le conoce como estado vítreo, aunque en realidad no 

es un estado ya que el polímero se encuentra alejado del equilibrio 

termodinámico. 

 

     Tanto en los espectros isotérmicos (figura 2.8) como en los isócronos (figura 

2.9), la transición vítrea se observa como una variación importante de, E’, que 

corresponde con un máximo en el espectro de, tan(δ), a este comportamiento se 

le asocia con movimientos conformacionales (de largo alcance) de las cadenas 

poliméricas [5,10, 57-60]. 

 

     Por otra parte a las frecuencias más bajas (figura 2.8) que corresponden a 

las temperaturas más altas (figura 2.9), se presenta el comportamiento del flujo 

del polímero, para este caso, E’, presenta una caída importante cuando la 

frecuencia disminuye (figura 2.8) o bien cuando la temperatura aumenta (figura 

2.9),  esta caída de, E’, corresponde a un aumento considerable de, tan(δ). Este 

comportamiento del flujo tiene su origen en el deslizamiento de las cadenas 

unas sobre otras, lo cual es posible a bajas frecuencias (tiempos largos) o bien 

a altas temperaturas [5,7].  

 

     A frecuencias mayores o temperaturas inferiores a las que se presenta la 

transición vítrea, pueden existir relajaciones secundarias, las cuales están 

asociadas a movimientos moleculares cada vez más localizados por parte de 

ciertos grupos químicos que forman parte de las cadenas poliméricas [45-50], 
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estas relajaciones corresponden a variaciones en, E’, y a máximos en, tan(δ), de 

mucho menor magnitud que la transición vítrea y no se muestran en las figuras 

2.8 y 2.9.. 

 

     Finalmente abordemos el fenómeno del comportamiento cauchótico, el cual 

se observa en los espectros de, E’, y, tan(), entre la transición vítrea y el flujo, 

en este caso tanto, E’, es prácticamente independiente de la frecuencia y/o de 

la temperatura mientras que, tan(), disminuye considerablemente, sin embargo 

debemos aclarar que la presencia o no de este comportamiento es función del 

grado de polidispersidad del polímero [5-7], así como también del número de 

entrecruzamientos físicos que se presentan en las cadenas poliméricas. A 

medida que la polidispersidad aumenta este fenómeno es menos observable en 

los espectros (figura 2.10c). Los entrecruzamientos físicos o fuerzas de tipo Van 

der Waals se rompen al incrementarse la temperatura o con el paso del tiempo 

lo cual se refleja macroscópicamente como un flujo del polímero (figura 2.10b). 

Los polímeros entrecruzados químicamente no presentan flujo (figura 2.10a).     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.10 Espectros isotérmicos de, E’, y, tan(δ), para un polímero amorfo 

entrecruzado químicamente (a), un polímero amorfo de alto peso molecular 

monodisperso (b) y un polímero amorfo de bajo peso molecular polidisperso (c).  

 

     En el presente trabajo, el modelado del comportamiento reológico de los 

polímeros se limita al estudio de un polímero amorfo que presente solamente la 
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transición vítrea y el flujo, sin considerar las relajaciones secundarias. También 

es importante mencionar que los espectros para un polímero semicristalino son 

más complejos, pues reflejan además de las relajaciones de la fase amorfa, las 

interacciones entre ambas fases [5,6,8,11,12,45-48] la cristalina y la amorfa. En 

la siguiente sección se describen los modelos clásicos más importantes que se 

utilizan de manera tradicional para el estudio de los espectros de, E’, y, tan(), 

para materiales poliméricos. 

 

2.3 Modelos empíricos que describen un fenómeno de relajación. 

 

     La manera más simple de estudiar un fenómeno de relajación es mediante 

una prueba de relajación de esfuerzos, la cual consiste en aplicar una 

deformación constante, γo, durante un intervalo de tiempo determinado y 

monitorear la evolución del esfuerzo, ζ. El modelo más simple que describe un 

fenómeno de relajación [10] establece que la variación del esfuerzo en el tiempo 

es directamente proporcional a la magnitud del esfuerzo, siendo, ,el factor de 

proporcionalidad.  

 

     (2.9) 

      

     La solución de la ecuación diferencial de este modelo simple (ecuación 2.9) 

establece que el esfuerzo decae siguiendo una función exponencial: 

 

                                             (2.10) 

 

     Una relajación que sigue a la ecuación 2.10 se dice que es de tipo 

exponencial,  la relajación de tipo exponencial en un ensayo dinámico queda 

definida por la siguiente ecuación [6,22]: 

                                                                                            

                                                                                                                            (2.11)            
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     En la ecuación 2.10, ζo, se interpreta como el esfuerzo inicial al aplicarse la 

deformación constante, o, condición necesaria para una prueba de relajación 

de esfuerzos. En la ecuación 2.11, ζo, se interpreta como la amplitud máxima de 

esfuerzo en el ensayo dinámico. Como es de esperarse los polímeros 

presentan un comportamiento reológico que se aleja de este modelo, tanto para 

la transición vítrea [10,44-52,69] como para el comportamiento del flujo [9,13-

17,53,69,71,73,86], en base a esto se dice que los polímeros presentan 

fenómenos de relajación no exponenciales. En la literatura se pueden encontrar 

varias correcciones hechas a este modelo con la finalidad de describir de una 

manera más precisa el comportamiento no exponencial que caracteriza a los 

polímeros, entre los modelos corregidos más importantes tenemos a las 

ecuaciones de Kolhraush [10,15,16,71] (ecuación 2.12), la de Colé-colé 

[31,36,41] (ecuación 2.13) y la de Havriliak-Negami [11,12] (ecuación 2.14). 

                                                      

                                                                                 (2.12) 

 

 

                                                      (2.13)    

    

             

                                                                      (2.14) 

             

     Las funciones empíricas de Kolhrausch (ecuación 2.12), Colé-colé (ecuación 

2.13) contienen un exponente, , el cual caracteriza la no exponencialidad del 

comportamiento reológico; experimentalmente se ha observado que este 

exponente varía entre 0 y 1 [10,15,16,31,36,41,71]. La ecuación de Havriliak-

Negami (ecuación 2.14) además del exponente, , contiene un segundo 

exponente, β,  mediante el cual se puede lograr una mejor descripción del 

comportamiento real de los polímeros. Aunque estos modelos en algunos casos 
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se pueden ajustar a los datos experimentales con relativa precisión, en la 

mayoría de los casos no se obtiene más que una primera aproximación.  

 

     Los fenómenos de relajación no exponenciales en polímeros se asocian a la 

existencia de fuertes irregularidades morfológicas al cambiar la escala, en este 

sentido, algunos autores [63,64] han demostrado que los fenómenos de 

relajación no exponenciales se pueden describir siguiendo un modelo de tipo 

ley de potencia son un reflejo de cierta jerarquización de los diferentes tipos de 

movilidad molecular. 

 

     Otra alternativa para abordar el modelado del comportamiento reológico de 

los polímeros es utilizar modelos a base de combinaciones de elementos 

reológicos análogos (resortes y amortiguadores), a continuación se describen 

los modelos clásicos más importantes. 
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2.4 Linealidad de los modelos reológicos. 

 

     En el presente trabajo los modelos viscoelásticos se analizan y desarrollan 

en el marco de la viscoelásticidad lineal, en la cual se cumple el principio de 

superposición de Boltzmann [6]: 

 

                                                  (2.15) 

 

 

     El principio de superposición implica que cada estímulo aplicado de 

deformación, dγ(t)/d, en el intervalo de tiempo de, -∞, a, t, hace una 

contribución independiente a la respuesta o historial de esfuerzo, ζ(t), y que 

este historia de esfuerzo depende de todo el historial de deformaciones, γ(t). El 

módulo de relajación, E(t-), representa la respuesta del material en términos de 

esfuerzo a un estímulo de deformación.  

 

     Para el cumplimiento de la linealidad en el polímero es necesario que las 

deformaciones en el ensayo dinámico no superen el 1%. Para que la linealidad 

se cumpla en los modelos reológicos es necesario que los parámetros del 

modelo, como el modulo elástico, E, y tiempo característico, ,sean 

independientes del estimulo aplicado. 

 

2.5 Modelos reológicos clásicos. 

 

     Tradicionalmente y solo como una primera aproximación, se utilizan modelos 

mecánicos análogos (resortes y amortiguadores) para describir el 

comportamiento reológico de los materiales poliméricos. La ley de Hooke de los 

sólidos elásticos ideales se representa mediante un resorte (figura 2.11): 
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Figura 2.11 Resorte. 

 

     En la ecuación constitutiva que describe el comportamiento mecánico de un 

resorte (ecuación 2.16), el esfuerzo, , es proporcional a la deformación, , la 

cual se puede expresar como una derivada de orden cero de la deformación 

respecto al tiempo (ecuación 2.17), el factor de proporcionalidad es el modulo 

elástico, E. 

 

                                                 (2.16) 

 

                                                   (2.17) 

 

     Por otra parte, la ley de Newton de los líquidos viscosos puros se representa 

mediante un amortiguador (figura 2.12) y en este caso la ecuación constitutiva  

del amortiguador (ecuación 2.18) es una expresión en el que el esfuerzo es 

directamente proporcional a la derivada de primer orden de la deformación con 

respecto al tiempo, y el factor de proporcionalidad es la viscosidad, η. 

        

 

 

 Figura 2.12 Amortiguador. 

                                                                                                       

                                                       (2.18) 

 

     Un sólido elástico ideal, representado por un resorte (figura 2.11, ecuación 

2.16-17) responde a un esfuerzo con una deformación casi inmediata. Al retirar 

la fuerza que genera el esfuerzo el resorte recupera sus dimensiones originales 

también de manera casi inmediata. Se almacena energía al deformar y se libera 

al retirar el esfuerzo, por esta razón a este tipo de elasticidad se le conoce 
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como elasticidad energética. En los materiales que se aproximan al 

comportamiento elástico, los átomos mantienen posiciones de equilibrio, y ante 

la aplicación de un estímulo externo los átomos tienden a buscar el equilibrio 

correspondiente en una nueva configuración estructural de mínima energía [2]. 

En consecuencia, el módulo elástico, E, puede considerarse como un reflejo de 

las fuerzas entre los átomos que mantienen un equilibrio termodinámico.   

 

     Sin embargo, en los materiales poliméricos existe un segundo tipo de 

elasticidad que está asociado con la entropía de las cadenas poliméricas [5-7]. 

La deformación asociada a este tipo de elasticidad no es inmediata, y al 

eliminar la fuerza que produce la deformación, el polímero recupera sus 

dimensiones originales de una manera que no es inmediata, es decir hay un 

tiempo respuesta. En este tipo de elasticidad la deformación no produce un 

almacenamiento de energía en la deformación, sino que se produce una 

disminución de la entropía, y de acuerdo con la segunda ley de la 

termodinámica, al eliminar la fuerza que produjo la deformación el polímero 

tiende a incrementar su entropía, recuperando sus dimensiones originales. Es 

importante mencionar que este tipo de elasticidad no se puede representar con 

un resorte. Por otra parte, un líquido viscoso puro responde a un esfuerzo con 

una deformación irreversible que se incrementa indefinidamente conforme el 

tiempo avanza, la energía de deformación se disipa por fricción entre sus 

moléculas, y  la viscosidad, η, refleja las fuerzas que se oponen al flujo [2]. 

 

     Es bien conocido que la combinación de resortes y amortiguadores da como 

resultado la obtención de un comportamiento reológico intermediario entre un 

resorte y un amortiguador [6,7,18,19], lo cual corresponde como una primera 

aproximación al comportamiento reológico de los materiales poliméricos. A 

continuación se describen los principales modelos clásicos que se encuentran 

en la literatura y que son construidos a partir de los comportamientos ideales de 

Hooke y de Newton; son los modelos de Voigt-Kelvin [6,7,18,19], Maxwell 
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[6,7,18,19], Zener [6] y Burgers [18,19], cuyos esquemas se presentan en la 

figura 2.13: 

 

      Maxwell               Voigt-Kelvin                     Zener                   Burgers 

                                                      

Figura 2.13. Esquemas de los principales modelos reológicos clásicos. 

 

     A partir de los esquemas de la figura 2.13, nos podemos dar cuenta que el 

modelo de Maxwell y el de Voigt-Kelvin, son modelos constituidos por dos 

elementos reológicos (un resorte y un amortiguador), mientras que el de Zener 

está compuesto por un arreglo de 3 elementos reológicos y el de Burgers 

consta de 4 elementos. En general a medida que se incrementa el número de 

elementos en estos modelos, la descripción del comportamiento reológico se 

acerca más al comportamiento real de los polímeros, sin embargo la 

complejidad matemática aumenta y el número de parámetros empíricos también 

se incrementa, no teniéndose un significado físico para cada parámetro.  

 

     Los espectros isotérmicas teóricos de, E’, y, tan(δ), en función de la 

frecuencia,  f, en Hertz, de de los modelos de Maxwell, Voigt-Kelvin, Zener y 

Burgers se presentan en las figuras 2.14 a la 2.21, estos espectros se obtienen 

aplicando la transformada de Fourier a las ecuaciones diferenciales de los 

modelos antes mencionados, procedimiento el cual se expone información mas 

detallada sobre la transformada de Fourier en el Apéndice 1. Tanto las 

ecuaciones diferenciales como las expresiones del modulo complejo para cada 

uno de estos modelos clásicos se presentan en el Apéndice 2.    
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Figura 2.14 Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Maxwell clásico para,  E 

= 1x 1010 Pa, y,  η = 1 s. 
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Figura 2.15 Espectro isotérmico de, tan(), del  modelo de Maxwell clásico para, 

E = 1x1010 Pa, η = 1 s. 
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Figura 2.16 Espectro isotérmico de, E’, del  modelo de Voigt-Kelvin clásico para, 

E = 1x1010
 Pa, y, η = 1 s. 
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Figura 2.17 Espectro isotérmico de, tan(), del modelo de Voigt-Kelvin clásico 

para, E = 1x1010
 Pa, y, η = 1 s. 
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     En la figuras 2.14 y 2.15 se observa que a alta frecuencia, f > 1/η, el modelo 

de Maxwell clásico describe una respuesta elástica ya que, E’, es independiente 

de la frecuencia y, tan(δ), tiene valores muy cercanos a cero. Por el contrario a 

frecuencias bajas, f < 1/η, se observa una disminución de, E’, cuando la 

frecuencia disminuye, lo que corresponde con un incremento importante en, 

tan(δ), este comportamiento continua indefinidamente al disminuir la frecuencia 

y corresponde al de un líquido viscoso puro. En el modelo de Maxwell, , es un 

tiempo característico alrededor del cual se da el comportamiento en flujo. El 

modelo de Maxwell es similar al modelo reológico más simple que describe un 

fenómeno de relajación que sigue una función exponencial (ver sección 2.3). El 

modelo de Voigt-Kelvin describe un respuesta elástica, ya que, E’, es 

independiente de la frecuencia (figura 2.16), mientras que, tan(δ), se incrementa 

indefinidamente al aumentar la frecuencia (figura 2.17). 

 

     Si comparamos la forma de estas curvas con los espectros típicos de un 

polímero amorfo (figura 2.8), resulta más que evidente que los modelos de 

Maxwell y de Voigt-Kelvin no pueden ser utilizados para modelar tanto a la 

transición vítrea como el comportamiento del flujo. Si se utilizan mas elementos 

reológicos, se puede mejorar la descripción reológica de estos modelos, tal es 

el caso del modelo de Zener y del modelo de Burgers, cuyos espectros teóricos 

se muestran en figuras 2.18 y 2.21. 
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Figura 2.18 Espectro isotérmico de, E’, del  modelo de Zener clásico para, Eu = 

1x1010 Pa, Eo  = 1x106 Pa, η = 1 s.       
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Figura 2.19 Espectro isotérmico de, tan(), del modelo de Zener clásico para, Eu 

= 1x1010 Pa, Eo  = 1x106 Pa, η = 1 s. 
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Figura 2.20 Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Burgers para, Eu = 1x1010
 

Pa, Eo  = 1x106 Pa, ηp = 1x109
 s, ηs = 10 s. 
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Figura 2.21 Espectro isotérmico de, tan(), del modelo de Burgers para, Eu = 

1x1010 Pa, Eo  = 1x106 Pa, ηp = 1x109
 s. ηs = 10 s. 
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     En modelo de Zener presenta dos comportamientos elásticos, uno a alta 

frecuencia, f > 1/η, y otro a baja frecuencia,  f << 1/η, a frecuencias intermedias, 

hay una variación de, E’, que corresponde con un máximo en, tan(δ), este 

comportamiento es similar al correspondiente a la transición vítrea (figuras 2.18 

y 2.19). En el modelo de Zener, , es un tiempo característico el cual se puede 

relacionar al tiempo alrededor del cual inicia la transición vítrea. Sin embargo 

con este modelo no se puede representar al comportamiento del flujo. 

                 

     Para el modelo de Burgers, en el espectro de, E’, se observa una transición 

entre dos comportamientos elásticos, esta variación de, E’, corresponde a un 

máximo en, tan(δ). Por otra parte, a frecuencias bajas, el modelo describe el 

comportamiento de un líquido viscoso puro, E’, disminuye cuando la frecuencia 

disminuye mientras que, tan(δ), se incrementa. (figuras 2.20 y 2.21).   

 

     El modelo de Zener puede representar en forma cualitativa la transición 

vítrea en un polímero amorfo utilizando 3 elementos reológicos. El modelo de 

Burgers con 4 elementos reológicos es capaz de describir al menos en forma 

cualitativa la transición vítrea y el flujo de un polímero amorfo. De esta forma se 

observa como al incrementarse el número de elementos reológicos los modelos 

clásicos se acercan más a describir la reología del polímero. Hacer una 

descripción cuantitativa de los espectros experimentales de los polímeros 

mediante modelos clásicos requeriría de utilizar arreglos con una cantidad muy 

grande de elementos reológicos y de parámetros que seria difícil de darles 

algún significado físico.  

 

     En la siguiente sección se describen los modelos reológicos fraccionales, los 

cuales se fundamentan en la utilización de derivadas e integrales de orden no 

entero. Estos modelos fraccionales deben describir de manera más precisa los 

espectros reológicos de un polímero amorfo, que los modelos clásicos no 

pueden describir.               
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2.6 Modelos reológicos fraccionales. 

 

     A continuación se analizan las bases de los operadores diferenciales e 

integrales de orden no entero (cálculo fraccional) por medio de los cuales se 

define un elemento reológico fraccionario, denominado spring-pot, el cual sirve 

de base para el desarrollo de los modelos reológicos fraccionales. 

                                                  

2.6.1 Cálculo fraccional. 

 

     En el cálculo tradicional los operadores diferenciales o derivadas solamente 

tienen un orden entero (0,1,2,3,…n), lo cual tambieén se aplica para los 

operadores integrales o antiderivadas. La derivada de primer orden [77] puede 

definirse mediante la ecuación 2.19: 

 

                                                 (2.19)  

 

  

     Considerando que,  f(t), representa a una variable que depende del tiempo, t, 

la derivada clásica representa la razón de cambio de la variable en un instante 

de tiempo. Por otra parte, la integral clásica [77]  puede definirse de la siguiente 

manera (ecuación 2.20).                                                                                                                                                              

 

                                                                     (2.20) 

      

     La integral clásica puede considerarse como el área bajo la curva de la 

función, f(t), en un cierto intervalo. En forma más general, la integral clásica se 

considera la operación inversa a la derivación (ecuación 2.19) o antiderivada.   
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     Las derivadas e integrales de orden no entero son una generalización de la 

derivada e integral clásicas, y pueden definirse a partir de la fórmula de Cauchy 

[24], la cual sirve para calcular una integral clasica de orden, n, (ecuación 2.21). 

 

                                                                                       

                                               (2.21) 

 

 

     En la fórmula de Cauchy (ecuación 2.21) el factorial, (n-1)!, es función del 

orden de integración y toma solamente valores enteros, este factorial puede 

generalizarse a valores no enteros de por medio de la función gama [75] 

(ecuación 2.22). 

 

                                                                (2.22) 

 

                                                           (2.23) 

                                                                                                                 

     La función gamma, , (ecuación 2.22) es función del parámetro, α, el cual 

puede tomar valores positivos, fraccionales o enteros (ecuación 2.23). 

Sustituyendo el factorial de la fórmula de Cauchy por la función gama y 

restringiendo el valor de, α, entre 0 y 1, se obtiene la integral de orden fraccional 

entre 0 y 1 (ecuación 2.24). 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                             (2.24) 

      

 

     Aplicando la derivada clásica de orden 1 a la integral fraccional de orden, 1 – 

α, (ecuación 2.25). 
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     Por medio de la ecuación 2.25 se obtiene la derivada de orden fraccional 

entre 0 y 1 (ecuación 2.26). 

                                                                                 

                                            (2.26) 

 

      

     Los operadores fraccionales presentados (ecuaciones 2.24 y 2.26) son la 

versión de Riemann de la integral y derivada de orden fraccional [23-24], 

existen otras definiciones de los operadores fraccionales que consideran un 

límite inferior diferente de cero [23-26], en el marco teórico de la 

viscoelásticidad lineal siempre se considera que el material bajo estudio está 

completamente relajado, es decir que no tiene historia térmica ni mecánica 

antes de iniciar el experimento y que la excitación se aplica a partir de un 

tiempo, t > 0,  por lo cual se puede hacer uso del operador de Riemann. 

 

2.6.2 Interpretación física. 

 

     Para poder darle un significado físico a los operadores fraccionales, éstos 

pueden considerarse como operaciones de convolución [29], La integral de 

orden fraccional (ecuación 2.27) sería la convolución,  , de la función, f(t), con 

una función de ley de potencia, (ecuación 2.29) y la derivada de orden 

fraccional (ecuación 2.28) sería la convolución,  , de la derivada de primer 

orden de la función, f(t), con una función de ley de potencia, (ecuación 2.29). 

 

                                          (2.27)    

        

                                                (2.28) 
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     La función, h-, representa la respuesta del sistema físico a una excitación. 

Entonces mediante las integrales de convolución [74], se obtiene la respuesta 

del sistema físico a una excitación arbitraria representada en este caso por,  f(t). 

 

     Algunas de las características más importantes de la derivada e integral de 

orden fraccional vistas como integrales de convolución son las siguientes: 

 

 La convolución es una integral de memoria, por lo cual los operadores 

fraccionales recuerdan o toman en cuenta todo el historial de la 

excitación del sistema físico [23,26,27,29]. 

 

 La función, h-a, (ecuación 2.29) define el tipo de memoria de los 

operadores fraccionales, al ser ley de potencia le da más peso al estado 

presente de la excitación del sistema físico y pesos menores y 

decrecientes a los estados pasados de la excitación. Cuando el orden 

fraccional, α, se acerca al 1, el operador fraccional tiende a dar más 

peso a los estados pasados de la excitación y cuando el orden fraccional 

se acerca al cero, el operador fraccional tiende a dar menos peso a los 

estados pasados de la excitación. [26,27,29]. 

 

 En un sistema con almacenamiento y pérdida de energía como es el 

caso de los polímeros, el orden de la integral fraccional puede asociarse 

a la energía acumulada y el orden de la derivada fraccional puede 

asociarse a la razón de pérdida de energía [29]. 

 

     Estas características de la derivada y la integral de orden fraccional tienen 

su contraparte en la física de la mayoría de los polímeros: se ha observado 

experimentalmente que el historial de estímulos aplicados a un polímero influye 

en las propiedades mecánicas, térmicas y eléctricas [42,49,50,78], asimismo la 

evolución en el tiempo de estas propiedades se aproxima a leyes de potencia 

[9,13-17,33,35,36,41,42,44-53,64,69,71]. 
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     Otra característica importante de la derivada e integral de orden fraccional es 

su relación con los fractales [24,25,28-32]. Un fractal se caracteriza por la 

repetición de un patrón geométrico a cada nivel de escala hasta infinito. Estas 

características se reflejan en las dimensiones geométricas no enteras de estos 

objetos matemáticos.  

 

     Uno de los fractales más conocidos y que permite dar cierta interpretación 

física a los operadores fraccionales es el conjunto de Cantor [29,45], el cual se 

representa en la figura 2.24. La construcción del conjunto de Cantor que inicia 

con una barra de largo, t , en la primera etapa, n = 0; en la siguiente etapa, n = 

1, se retira la parte central de la barra, quedando dos barras de largo, t , 

donde, ε < 1/2, a estas dos barras se les llama conjunto generador, en la etapa, 

n = 2, cada una de las dos barras de largo, t , se divide de la misma manera y 

el proceso continua asi hasta, n = ∞.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.22 Construcción el conjunto de Cantor. 

 

     Algunas de relaciones entre el conjunto de Cantor y la integral fraccional son 

las siguientes [29]: 
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 El conjunto de Cantor puede considerarse como una versión discreta 

de la función, h-, que como se mencionó anteriormente puede 

relacionarse con el efecto memoria que presentan los polímeros y que 

definen a los operadores de orden fraccional. 

                            

 En el límite, cuando, n = , el conjunto de Cantor de dimensión 

fractal, , converge a una integral fraccional de orden, , de una 

función escalón. 

 

 La dimensión fractal del conjunto de Cantor es una medida de la 

densidad de las fracciones de barra que se preservan. Si 

interpretamos a las barras del conjunto de Cantor como energía, la 

dimensión fractal, , sería una indicación de la energía almacenada 

durante el proceso de construcción del conjunto. 

 

 

2.6.3 El elemento reológico fraccional: el „spring-pot‟. 

 

     Por medio de un operador diferencial de orden no entero se define un 

elemento reológico adicional al resorte y al amortiguador con propiedades 

viscoelásticas, este elemento reológico se denomina spring-pot [24,37,38,43,45-

52]. La ecuación 2.30 es la ecuación constitutiva del „‟spring-pot‟‟ que relaciona 

al esfuerzo con la derivada de orden fraccional, a, entre 0 y 1 de la deformación, 

el modulo elástico, E, y el tiempo, , son parámetros de este elemento. 

    

 

 

Figura 2.23  Representación del spring-pot. 
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                                               (2.30) 

 

                                                                             (2.31)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

 

     El spring-pot representa un comportamiento intermedio entre el de un sólido 

elástico ideal de Hooke (figura 2.11) y el de un líquido viscoso puro de Newton 

(figura 2.12), cuando el orden fraccional en la ecuación del spring-pot (ecuación 

2.30) toma el valor de 0 se obtiene la ley de Hooke (ecuación 2.16) y cuando 

toma el valor de 1 se obtiene la ley de Newton (ecuación 2.17). Valores del 

orden fraccional, a, entre 0 y 1 corresponden a un comportamiento intermedio 

entre la ley de Hooke y la ley de Newton. En la figura 2.24 se muestra la 

respuesta de deformación de un spring-pot, cuando es sometido a una fuerza 

que genera un esfuerzo constante, ζo, durante cierto tiempo (a este ensayo 

mecánico también se le conoce como fluencia).    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.24 Respuesta de deformación en fluencia del spring-pot para, o  = 

1x107 Pa,  E = 1x109 Pa,   = 2 s. 
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     La gráfica de la figura 2.24 pueden calcularse mediante la ecuación 2.32 la 

cual es la solución para el ensayo de fluencia de la ecuación del spring-pot [24]; 

en esta ecuación, E, y, , son los parámetros del spring-pot, a, es el orden 

fraccional  y, ,  es la función gama. 

 

                                              (2.32) 

 

 

     La deformación que se obtiene como respuesta al someter al spring-pot a un 

ensayo de fluencia sigue un comportamiento de tipo ley de potencia (figura 

2.24), para tiempos largos, t > , Un aspecto muy importante a mencionar es 

que tanto en la ley de Hooke como en la de Newton, el esfuerzo en un instante 

de tiempo depende solamente de la deformación en ese instante de tiempo, tal 

como la derivada clásica (ecuación 2.19) depende solamente del instante de 

tiempo en que se evalúa, mientras que en el spring-pot, el esfuerzo en un 

instante de tiempo depende de todo el historial de deformaciones, tal como la 

derivada de orden fraccional (ecuación 2.26) depende de un intervalo de 

tiempo. Este último punto es muy importante ya que nos podría permitir 

describir el efecto memoria que tienen los materiales poliméricos. 

 

     Ahora veamos el comportamiento de un spring-pot al someterse a una 

prueba de Análisis Mecánico Dinámico. Para este caso, el módulo complejo se 

obtiene aplicando la transformación de Fourier (Apéndice 1) a la ecuación 

diferencial del spring-pot (ecuación 2.30 y 2.31), estas ecuaciones se presentan 

en la tabla 2.1 junto con el módulo complejo del resorte y del amortiguador, para 

fines de comparación. En las figuras 2.25 y 2.26 se muestran los espectros 

teóricos de, E’, y, tan(), para un spring-pot. 
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Tabla 2.1 Ecuaciones del resorte, spring-pot y del amortiguador  para el análisis 

mecánico dinámico (AMD). 

 resorte spring-pot    amortiguador 

modulo 

complejo 

  0 iEiE 

 

   aiEiE          iiE 0

 

parte real    EE    
    










2
cos


 aEE

a

 

       0 iE  

parte 

imaginari

a 

  0 E  
    










2


 asenEE

a

 

     iiE  

factor de 

pérdida 

  0tan   
  










2
tantan


 a  

  tan  

 

     La, E’, del spring-pot varia como una ley de potencia que depende del orden 

fraccional; conforme el orden fraccional se acerca a 0 la respuesta es más 

elástica y al acercarse a 1 la respuesta es más viscosa (figura 2.26). Por otra 

parte, tan(), es independiente de la frecuencia y su magnitud depende 

solamente de orden fraccional (figura 2.29). 

 

     Las ecuaciones y los espectros del spring-pot describen un comportamiento 

viscoelástico, sin embargo este tipo de viscoelásticidad no corresponde a la de 

un polímero amorfo [40,43] como el que se pretende modelar en este trabajo de 

tesis, por esta razón una alternativa es combinar el spring-pot con otros 

elementos reológicos como resortes, amortiguadores u otros spring-pots para 

describir el comportamiento reológico de un polímero amorfo. A continuación se 

presentan los modelos reológicos fraccionales que se encuentran en la 

literatura. 
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Figura 2.25. Espectro isotérmico de, E’, del spring-pot al variar el orden 

fraccional, a, para: E = 1x1010 Pa,   = 1 s.  
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Figura 2.26. Espectro isotérmico de, tan(), del spring-pot al variar el orden 

fraccional, a, para: E = 1x1010 Pa,   = 1 s. 
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2.6.4 Modelos reológicos fraccionales basados en el spring-pot. 

 

     En la siguiente sección se exponen algunos de los modelos reológicos 

fraccionales, los cuales son el resultado de modificar los modelos reológicos 

clásicos, sustituyendo alguno de los elementos mecánicos (resorte o 

amortiguador) por un spring-pot. Estos modelos fraccionales han sido utilizados 

con éxito para describir de manera precisa la viscoelásticidad de ciertos 

materiales poliméricos, sin embargo ninguno de ellos puede describir a la vez 

tanto a la transición vítrea como al comportamiento del flujo de estos materiales.  

 

2.6.4.1 Modelo de Maxwell Fraccional. 

 

     El modelo de Maxwell Fraccional [24] (figura 2.27) es un modelo de Maxwell 

modificado en el cual se ha sustituido el amortiguador por un spring-pot. 

 

   

 

 

 

Figura 2.27. Modelo de Maxwell Fraccional con un spring-pot. 

 

     En la figura 2.27, ζ, es el esfuerzo, E, es el módulo elástico, τ, es el tiempo 

característico del modelo, γSP, es la deformación del spring-pot, γR, es la 

deformación del resorte y, a, es el orden fraccional. La ecuación diferencial que 

representa a este modelo es la siguiente: 

 

                                                   (2.33) 

 

     En la ecuación 2.33, γ, es la deformación total del modelo. Aplicando la 

transformada de Fourier (Apéndice 1) a la ecuación 2.33, se obtiene la 

expresión analítica que define al módulo elástico complejo, (ecuación 2.34). Las 
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ecuaciones de, E’, E’’, y, tan(), del modelo de Maxwell fraccional se presentan 

en el Apéndice 2. 

     

                                                 (2.34) 

 

     Tal y como se observa en las figuras 2.28 y 2.29 el modelo de Maxwell 

fraccional a alta frecuencia, f > 1/η, presenta un comportamiento elástico donde, 

E’, es independiente de la frecuencia y, tan(), es casi cero. Por otra parte, a 

baja frecuencia,  f < 1/η, disminuye, E’, considerablemente cuando la frecuencia 

disminuye, este comportamiento reológico corresponde al del flujo de un 

material viscoelástico cuando el orden fraccional es menor a 1. En el espectro 

de la figura 2.29, se observa que la, tan(), se incrementa en forma mas 

pronunciada al acercarse el orden fraccional a 1 y se incrementa en forma 

menos pronunciada al acercarse el orden fraccional a 0, a frecuencias mas 

bajas se observa que la, tan(), es independiente de la frecuencia. 

 

     En conclusión podemos decir que el modelo de Maxwell Fraccional, describe 

curvas teóricas de, E’ y tan(), que no corresponden a los espectros típicos de 

un polímero amorfo. A continuación se describe el modelo de Voigt-Kelvin el 

cual al igual que el modelo de Maxwell ha sido modificado sustituyendo el 

amortiguador por un spring pot. 
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Figura 2.28. Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Maxwell fraccional al 

variar el orden, a, para: E = 1x10
10

 Pa,  = 1 s. 
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Figura 2.29. Espectro isotérmico de, tan(), del modelo de Maxwell fraccional al 

variar el orden, a, para: E = 1x1010 Pa,  = 1.                    
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2.6.4.2 Modelo de Voigt-Kelvin Fraccional. 

 

     El modelo de Voigt-Kelvin fraccional [24], es un arreglo que consiste de un 

resorte y un spring-pot en paralelo, ver figura 2.30. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.30 Modelo de Voigt-Kelvin fraccional. 

 

     En la figura 2.30, ζSP, es el esfuerzo del spring-pot, ζR, es el esfuerzo del 

resorte, γ, es la deformación total del modelo. La ecuación diferencial que 

representa al modelo de Voigt-Kelvin fraccional donde, ζ, es el esfuerzo total del 

modelo y, a, es el orden fraccional, es la siguiente: 

 

                                              (2.35) 

 

     Aplicando la transformada de Fourier (Apéndice 1) a la ecuación 2.35 se 

obtiene la expresión analítica del módulo complejo (ecuación 2.36). 

 

                                             (2.36) 

 

     A partir de la ecuación 2.36 se obtienen las expresiones analíticas tanto 

para, E’, como para, tan(), las cuales se presentan en el Apéndice 2 y cuyos 

gráficos se muestran en la figuras 2.31 y 2.32, para diferentes valores del orden 

fraccional, a. 
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Figura 2.31. Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Voigt-Kelvin fraccional al 

variar el orden, a, para: E = 1x10
10

 Pa,  = 1 s. 
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Figura 2.32 Espectro isotérmico de, tan(δ), del modelo de Voigt-Kelvin fraccional 

al variar el orden, a, para: E = 1x1010 Pa,  = 1 s. 
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     Tal y como se observa en las curvas teóricas de la figura 2.31 y 2.32, estos 

espectros son muy diferentes a los espectros típicos del comportamiento 

reológico del polímero amorfo que se pretende modelar en este trabajo de tesis 

(ver figura 2.8 capitulo 2). A continuación se describe el modelo de Zener 

fraccional, el cual es una modificación del modelo clásico de Zener. 

 

2.6.4.3 Modelo de Zener Fraccional (MZF). 

 

     A partir de la configuración del modelo clásico de Zener (figura 2.13) se 

desarrolló el modelo de Zener fraccional (MZF) [45-50] reemplazando el 

amortiguador por un spring-pot. El esquema del modelo de Zener con un spring-

pot se muestra en la figura 2.33 donde, ζ1, es el esfuerzo del spring-pot y del 

resorte con módulo Eu - Eo, el esfuerzo ζ2, es del resorte de modulo, Eo, la 

deformación, γSP, es del spring-pot, la deformación, γRu,  del resorte con modulo, 

Eu - Eo, la deformación, γRo, corresponde al resorte de módulo, Eo, el tiempo 

característico del modelo es, τ, y, a, es el orden fraccional.  

 

 

Figura 2.33 Modelo de Zener fraccional (MZF) con un spring-pot. 

 

     De la ecuación del MZF con 1 spring-pot (ecuación 2.37) se deduce el 

modulo complejo (ecuación 2.38) aplicando la transformada de Fourier 

(Apéndice 1). Las ecuaciones para E’, y, tan(), se presentan en el Apéndice 2. 
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                                    (2.37) 

                                                     

                                             (2.38) 

 

 

     En la figura 2.34 y 2.35 se muestran los espectros isotérmicos de, E’, y, 

tan(δ), para el MZF con un spring-pot. 
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Figura 2.34. Espectro isotérmico de, E’, del MZF con un spring-pot al variar el 

orden, a, para: Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa,   = 1x10-3 s. 
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Figura 2.35. Espectro isotérmico de, tan(), del MZF con un spring-pot al variar 

el orden, a, para, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa,   = 1x10-3 s. 

 

     Los espectros teóricos de la figuras 2.34 y 2.35, son muy similares a los 

espectros que describen la transición vítrea de un polímero amorfo, es decir una 

variación importante de, E’, la cual está asociada con un valor máximo de, 

tan(). El resultado más importante de estos espectros es que su forma se 

puede modificar haciendo variar el orden fraccional del spring-pot.  

 

     Se ha demostrado en trabajos anteriores [45-50] que la principal desventaja 

de este modelo es que los espectros de, E’ y tan(), son muy simétricos, y los 

espectros reales de los polímeros presentan cierto grado de disimetría. Para 

resolver este problema, Alcoutlabi [49,50] propuso utilizar dos spring-pots, el 

esquema de este modelo se muestra en la figura 2.36.  
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Figura 2.36 Modelo de Zener fraccional (MZF) con dos spring-pot. 

 

     El significado de los parámetros del esquema de la figura 2.36 son similares 

a los del esquema de la figura 2.33, solo que ahora aparece un spring-pot 

adicional de orden, b. La ecuación 2.39 es la ecuación del MZF con dos spring-

pots.  

                                     

(2.39)   

  

     La ecuación 2.40 es el módulo complejo de este modelo el cual se obtiene a 

partir de la ecuación 2.39 por medio de la transformada de Fourier (Apéndice 1). 

Las ecuaciones para E’, y, tan(), se presentan en el Apéndice 2. 

 

 

                                       (2.40) 

      

 

     En la figura 2.37 y 2.38 se muestran los espectros de, E’, y, tan(), para 

valores constantes del orden fraccional, b, haciendo variar el orden fraccional, a. 

En la figura 2.39 y 2.40 se muestran los espectros de, ’y tan(), para valores 

constantes del orden fraccional, a, haciendo variar el orden fraccional, b. 
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Figura 2.37. Espectro isotérmico de, E’, del MZF con dos spring-pot al variar el 

orden, a, para: b = 0.8, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-3 s, b = 5x10-3 s. 
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Figura 2.38 Espectro isotérmico de, tan(), del MZF con dos spring-pot al variar 

el orden, a, para: b = 0.8, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-3 s, b=5x10-3 s 
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Figura 2.39. Espectro isotérmico de, E’, del MZF con dos spring-pot al variar el 

orden, b, para: a = 0.3, Eu = 1x10
10

 Pa, Eo = 1x10
6
 Pa, a = 1x10

-3 
s, b = 5x10

-3
 s. 
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Figura 2.40 Espectro isotérmico de, tan(), del MZF con dos spring-pot al variar, 

el orden, b, para: a = 0.3, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a =1x10-3 s, b=5x10-3 s. 
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     Se observa en las figuras 2.37-2.40 como los ordenes fraccionales, a, y, b, 

definen la forma de los espectros de, E’ y tan(). Puede decirse que ambas 

versiones del MZF describen espectros de tipo no exponencial lo cual es más 

cercano al comportamiento real de los polímeros. Entre estos dos modelos 

quien describe mejor a la transición vítrea es el Modelo Fraccional de Zener con 

2 spring pots, sin embargo, este modelo no es capaz de describir el 

comportamiento del flujo de los polímeros. 

 

     Como se verá más adelante, el Modelo de Zener Fraccional con 2 spring-

pots, puede extenderse para así poder describir también al comportamiento del 

flujo de los polímeros amorfos, sin embargo antes de abordar el desarrollo del 

modelo que se pretende construir en este trabajo de tesis, se abordará los 

conceptos de base necesarios para poder relacionar la estructura o morfología 

de los polímeros con su comportamiento reológico. Estos conceptos también 

nos servirán para poder obtener los espectros de, E’, y, tan(), en función de la 

temperatura a una frecuencia fija. 
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2.7 Interpretación molecular de los espectros del módulo complejo. 

 

     Todos los espectros teóricos de, E’, y, tan(), presentados hasta este 

momento son función de la frecuencia (inverso del tiempo), lo anterior se debe a 

que el o los parámetros, , en los modelos reológicos se consideran con un 

valor constante (esto es válido a temperatura constante), este parámetro 

representa el tiempo de respuesta de dicho modelo y puede relacionarse con el 

tiempo de relajación que presentan los distintos tipos de movilidad molecular 

que puede tener un polímero. En este caso, el tiempo de relajación es función 

de la temperatura. 

 

     A continuación se describe los conceptos que definen el comportamiento en 

temperatura del tiempo de relajación, el cual puede seguir un comportamiento 

similar al que define la teoría de movimientos cooperativos o no cooperativos. 

En este trabajo de tesis utilizaremos estas ideas o herramientas para poder 

calcular los espectros de, E’, y, tan(), en función de la temperatura a una 

frecuencia fija.  

 

2.7.1 Movilidad molecular no-cooperativa y cooperativa. 

 

     En los polímeros los tiempos de relajación pueden seguir dos tipos de 

comportamientos [54-60,70,72]: 

 

1. Uno de tipo no-cooperativo en el cual los tiempos de relajación son 

función de la temperatura siguiendo una ecuación tipo Arrhenius (figura 

2.41). 

 

2. Otro de tipo cooperativo, en la cual los tiempos de relajación se 

incrementan considerablemente al disminuir la temperatura (figura 2.41), 

este comportamiento se aleja considerablemente de lo que describe una 

ecuación de tipo Arrhenieus. 
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Figura 2.41 Tiempos de relajación cooperativos y no-cooperativos. 

 

     Para poder modelar los tiempos de relajación no-cooperativos recurriremos 

al modelo de dos sitios [6,45], el cual se describe a continuación. 

 

2.7.2 Modelo de dos sitios. 

 

     La idea básica del modelo de dos sitios [6] se muestra en la figura 2.42. En 

este modelo un fenómeno de relajación implica el paso de un estado 

termodinámico de mínima energía o un sitio, X1, a otro estado termodinámico de 

más baja energía o un sitio, X2.  
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Figura 2.42 Esquema del modelo de dos sitios. 

 

     Para pasar de un estado a otro es necesario pasar por un nivel de energía 

mas elevado o ´´saltar´´ una barrera de potencial,  ∆G, (figura 2.42). El modelo 

de dos sitios considera que el tiempo de relajación, τ, es el inverso de la 

probabilidad, P, de pasar de un estado a otro (ecuación 2.41). 

 

(2.41)                                                                                             

 

     La probabilidad de cambiar el estado termodinámico se puede estimar 

mediante el principio de equipartición de energía de Maxwell-Boltzmann 

(ecuación 2.42). 

 

                                                                           (2.42)  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                

     En la ecuación 2.42, kB, es la constante de Boltzmann y, T, es la temperatura 

absoluta. En base a las ecuaciones 2.41 y 2.42 se establece que el tiempo de 
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relajación en el modelo de dos sitios corresponde a una ecuación tipo Arrhenius 

(ecuación 2.43).                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

 

                                                                 (2.43) 

      

     La temperatura absoluta es una medida de la fluctuación térmica que debe 

aportarse para que haya un cambio de estado termodinámico saltando la 

barrera de potencial.  En factor preexponencial, o, (ecuación 2.43) toma valores 

entre 10-16 y 10-13 donde el valor más alto se asocia a la vibración atómica y el 

valor mas bajo se asocia a una contribución de la entropía [79] tal y como lo 

establece el Modelo de Eyring [80], en el cual la expresión para los tiempos de 

relajación es la siguiente: 

 

                                                                    (2.44) 

 

     En el modelo de Eyring (ecuación 2.44), ∆G, es la energía libre de activación 

entre los estados activos y no activos y, h, es la constante de Plank. Por medio 

de la expresión de la energía libre de Gibbs (ecuación 2.45): 

 

                                                (2.45) 

 

     La energía libre de activación se expresa en términos de la entalpía de 

activación, ∆H, y de la entropía de activación, ∆S, (ecuación 2.46). 

 

 

                                                                       (2.46)     

 

     Al comparar las expresiones para el tiempo de relajación de la teoría de dos 

sitios (ecuación 2.43) con la teoría de Eyring (ecuación 2.46) se obtiene una 

ecuación para el factor preexponencial en términos de la entropía de activación 

(ecuación 2.47). 
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                                            (2.47)   

 

 

     La entropía de activación es proporcional al número de estados activos 

posibles, ,  (ecuación 2.48). 

   

                                                                   (2.48) 

 

     El modelo de dos sitios es el modelo más simple para describir la movilidad 

molecular de tipo no-cooperativa implica que los movimientos moleculares 

involucrados son completamente independientes unos de otros. El modelo de 

dos sitios es valido para el caso de movimientos muy localizados, de corto 

alcance, por lo que la transición vítrea cuyos movimientos moleculares son de 

largo alcance no pueden ser representados por este modelo.  

 

     Para poder describir los movimientos moleculares cooperativos de la 

transición vítrea utilizaremos las ideas de Matsuoka, las cuales se describen a 

continuación. 

 

2.7.3 Modelo de cooperatividad de Matsuoka. 

 

     El modelo de cooperatividad de Matsuoka [10,65-68] considera los efectos 

en la movilidad molecular de las interacciones entre las moléculas vecinas. Este 

modelo considera que los segmentos de las cadenas poliméricas requieren del 

movimiento simultaneo de los segmentos adyacentes para poder moverse, 

como si se tratara de una red de engranes (figura 2.43). 

 

 

 

 

  lnBkS








 


BB

o
k

S

Tk

h
exp



 72 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.43 Modelo de cooperatividad de Matsuoka. 

 

     El modelo de cooperatividad de Matsuoka considera que el modo de 

movilidad molecular más elemental en los polímeros es el de rotación de los 

enlaces principales de las cadenas poliméricas entre los estados gauche y 

trans. Al segmento de cadena polimérica que efectúa este movimiento 

elemental se le llama conformero. La probabilidad y tiempo de relajación de que 

un conformero efectue el movimiento elemental en forma independiente de los 

demás conformeros que lo rodean esta dadá por el modelo de dos sitios 

(ecuación 2.43).  

 

     Debido a la interacción de los conformeros adyacentes, existen grupos de 

conformeros que deben moverse (o rotar) simultáneamente. Entonces, La 

probabilidad de movimiento de, z, conformeros se define mediante la ecuación 

2.49, donde, elem, es el tiempo de relajación del movimiento elemental de un 

conformero. 

 

(2.49)                                

 

                                                 

     El inverso de la probabilidad de los movimientos cooperativos define el 

tiempo de relajación para estos movimientos (ecuación 2.50). 
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                                                                          (2.50)  

 

                   

     En la ecuación 2.50, ηcop, es el tiempo de relajación de los movimientos 

cooperativos y, ηo, es el factor preexponencial. Sustituyendo, elem, de la ecuación 

2.50 por la ecuación 2.43 queda la ecuación 2.51.          

                                                    

 

                                                          (2.51) 

 

 

     A partir de la ecuación 2.51 se observa que la energía de activación, ΔE, del 

movimiento simultaneo de, z, conformeros es, z, veces la energía de activación 

del movimiento elemental. El parámetro, z, define el número de conformeros 

que se mueven simultáneamente y depende de la temperatura, pudiéndose 

estimar con la ecuación 2.52. 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       (2.52) 

     

 

     A la temperatura, To, todos los conformeros forman una estructura muy 

compacta donde la probabilidad del movimiento es cero y el tiempo de 

relajación es infinito, de hecho la ecuación 2.52 se deduce asumiendo que la 

entropía configuracional decae a cero a la temperatura, To, (ver Apéndice 3) lo 

cual implicaría equilibrio termodinámico a esta temperatura, esto no es posible 

en un polímero. A temperaturas superiores a la de transición vítrea el modelo 

considera una temperatura, T
*, a la cual, z = 1, a esta temperatura los 

conformeros pueden moverse en forma independiente de los demás.  










 


Tk

zE

B

ocop exp

z

elem
cop 


















 TTTo
 

o

*

o

*

TT

T

T

TT
Tz








 74 

     La ecuación 2.52 es válida solamente en el rango de temperaturas de, To, a, 

T
*
. En el presente trabajo las temperaturas, To, y, T*, se calculan a partir de las 

siguientes ecuaciones empíricas válidas para los polímeros amorfos [60]: 

 

                                                           (2.53)  

             

                                                                      (2.54) 

 

     Las ecuaciones presentadas para el modelo de cooperatividad de Matsuoka 

consideran un número de conformeros, z, el cual forma un dominio de 

cooperatividad. Por el tipo de estructura de los polímeros debe considerarse la 

existencia de una distribución de dominios de cooperatividad, cada uno con 

número diferente de conformeros y por ende con un tiempo de relajación 

diferente.  

 

     En el presente trabajo se hará uso de las ecuaciones 2.50 a la 2.54 para 

definir las expresiones analíticas de los tiempos de relajación en función de la 

temperatura. 
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CAPITULO 3 
 
 
 

DESARROLLO DE UN MODELO 
FRACCIONAL QUE DESCRIBE LA 

TRANSICIÓN VÍTREA Y EL 
COMPORTAMIENTO DEL FLUJO DE 

POLÍMEROS AMORFOS 
 
 
 
     El Modelo de Zener Fraccional (MZF) describe de una manera muy 

aproximada la manifestación mecánica de la transición vítrea. Además, es 

importante mencionar que la magnitud de los órdenes fraccionales de las 

derivadas o integrales del MFZ se pueden relacionar con los movimientos 

moleculares asociados a la transición vítrea de los polímeros [45]. Sin embargo 

el MZF no puede describir el comportamiento del flujo que presentan estos 

materiales a temperaturas superiores a la temperatura de transición vítrea, Tg, 

es decir el comportamiento del flujo.  

 

     Por lo general, el modelado del comportamiento del flujo de los polímeros, 

tradicionalmente se realiza de manera individual, es decir sin tomar en cuenta la 

transición vítrea. Además, los modelos empíricos que se utilizan 

tradicionalmente [7,19,73], tienen parámetros los cuales difícilmente se pueden 

relacionar con la movilidad molecular de las cadenas poliméricas, aspecto 
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importante para poder establecer una relación entre propiedades y estructura 

de los polímeros.  

 

     En esta sección se plantea el desarrollo de un modelo reológico utilizando 

como herramienta matemática de base a las derivadas e integrales de orden no 

entero (cálculo fraccional), con la finalidad de describir tanto la transición vítrea 

como al comportamiento del flujo. Tal y como se planteó en la hipótesis, el uso 

de estos operadores fraccionales nos permitirá analizar el efecto de los 

parámetros fraccionales del modelo a desarrollar sobre la forma de los 

espectros teóricos del módulo complejo. Los resultados teóricos serán 

comparados con resultados experimentales, lo que permitirá aportar algunas 

ideas que relacionen los parámetros fraccionales con la movilidad y estructura 

que presentan las cadenas poliméricas. 

 

3.1 Desarrollo del Modelo de Zener Fraccional Extendido (MZFE). 

 

     Para el desarrollo del modelo que describa tanto a la transición vítrea como 

al comportamiento del flujo en un polímero amorfo, se propone extender el 

Modelo de Zener Fraccional (MZF). Mediante la adición de otro elemento 

reológico (resorte, amortiguador o un spring-pot). Ante esta situación es más 

que evidente que adicionar un resorte al MZF no es una opción viable, ya que lo 

que se quiere describir además de la transición vítrea, es un comportamiento de 

flujo, que está más relacionado con un amortiguador o bien con un spring-pot.  

 

     En este trabajo se analizan las dos opciones (amortiguador y spring-pot), en 

una primera parte se presentan los resultados teóricos que resultan de haber 

considerado un amortiguador y posteriormente serán presentados los 

resultados obtenidos cuando el elemento reológico adicionado fue un spring-

pot.  
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     Para el primer caso, es decir, adicionar un amortiguador al MZF, como punto 

de partida es importante determinar si el amortiguador debe ensamblarse en 

serie o en paralelo. Este cuestionamiento se resuelve comparando el arreglo 

que se obtiene con los arreglos clásicos de los modelos de Voigt-Kelvin y de 

Maxwell. Primeramente analizaremos los resultados obtenidos cuando se 

adiciona un amortiguador en paralelo al MZF y posteriormente cuando el arreglo 

se hace en serie.  

 

     Si se agrega un amortiguador al MZF en paralelo se obtiene una 

configuración tipo Voigt-Kelvin (figura 3.1) en la cual la parte elástica del resorte 

ha sido remplazada por el MZF.   

 

 

 

 

 

 

Figura 3.1 Configuración tipo Voigt-Kelvin. 

 

     Las ecuaciones 3.1 y 3.2 representan las relaciones entre los esfuerzos y las 

deformaciones de los componentes de la configuración tipo Voigt-Kelvin de la 

figura 3.1. 

                                                     (3.1) 

 

                                             (3.2) 

 

     En el arreglo de la figura 3.1, el MZF se utiliza para representar la transición 

vítrea y el amortiguador para representar el flujo, recordemos que un 

amortiguador describe el comportamiento del flujo de un fluido Newtoniano, es 

decir un fluido viscoso puro, cuya viscosidad es constante (ver sección 2.5).  
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     Debido al arreglo en paralelo del MZF y del amortiguador, tanto la transición 

vítrea como el comportamiento del flujo se llevan a cabo de manera paralela, 

esto equivale a que ambos fenómenos se llevan a cabo en el mismo intervalo 

de tiempo o en el mismo intervalo de temperatura, lo cual no corresponde a los 

resultados experimentales que muestran los materiales poliméricos (ver sección 

2.2.2), el flujo se presenta a temperaturas mayores a la, Tg.  

 

     Este análisis cualitativo nos demuestra de una manera muy clara que el 

arreglo tipo Voigt-Kelvin no es una alternativa viable para describir de manera 

precisa ambos fenómenos, la transición vítrea y el flujo, los cuales se presentan 

en intervalos de tiempo (frecuencia) y temperatura diferentes para cada 

fenómeno reológico. 

 

     A diferencia del arreglo en paralelo mostrado en la figura 3.1, la 

configuración tipo Maxwell (figura 3.2) es un arreglo en serie de un 

amortiguador con el MZF. 

 

 

 

 

Figura 3.2 Configuración tipo Maxwell. 

 

     Las ecuaciones 3.3 y 3.4 representan la relación entre los esfuerzos y 

deformaciones de los componentes de la configuración tipo Maxwell.  

 

                                            (3.3) 

 

                                                                                                                                               (3.4) 

 

     El esquema de la figura 3.3 es el mismo arreglo de la figura 3.2, solo que 

aquí se muestran los elementos reológicos que forman parte del MZF, tal y 

AMZFT  

AMZFT  
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como se ha demostrado en trabajos anteriores el MZF que mejor representa a 

la transición vítrea es aquel que presenta 2 spring-pots [45-50], razón por la 

cual utilizaremos este MZF. En la figura 3.3 se muestran también las 

ecuaciones constitutivas de cada uno de los elementos reológicos. 

 

 

Figura 3.3 Modelo de Zener Fraccional extendido por un amortiguador. 

 

     A partir de las ecuaciones 3.3 y 3.4, y de las ecuaciones constitutivas de 

cada uno de los elementos reológicos del MZF extendido por un amortiguador 

se dedujo su ecuación integro-diferencial (ecuación 3.5) la cual se muestra a 

continuación. 

(3.5)          

 

     En el esquema de la figura 3.3 y la ecuación 3.5, , es la viscosidad, γA, es la 

deformación del amortiguador y, ζT, es el esfuerzo total del modelo, los demás 

parámetros tienen el mismo significado que en el MZF (ver sección 2.6.4.3). La 

ecuación 3.5 se basa principalmente en los operadores diferenciales e 

integrales de orden no entero del MZF, además de la ecuación constitutiva del 

amortiguador (ley de Newton), la cual se define mediante un operador 

diferencial de orden 1. 
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     A partir de la ecuación 3.5 se calculó el módulo complejo (ecuación 3.6) 

aplicando la transformada de Fourier (Apéndice 1) a dicha ecuación, el 

procedimiento detallado se muestra en el Apéndice 4.  

 

    

   

     A partir de la ecuación 3.6 y apoyándonos en la ecuación 3.7 se obtienen la 

parte real (ecuación 3.8), la parte imaginaria (ecuación 3.9) y el factor de 

pérdida (ecuación 3.10), en el Apéndice 4 se describe de manera detallada 

como fueron obtenidas estas ecuaciones. 

 

                                           (3.7) 

 

(3.8)                                                      

 

                                      (3.9) 

                            

                                              (3.10) 

  

     En las ecuaciones 3.8, 3.9 y 3.10, A1, A2, A3 y A4, quedan definidas de la 

siguiente manera: 

 

                                                                                                                                                  (3.11) 

                                                                    

                           (3.12)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

 

                   (3.13) 
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                         (3.14)  

      

     

 

     A partir de las ecuaciones 3.8 a 3.14 se obtienen los espectros isotérmicos 

de, E’, y, tan(), los cuales se muestran en las figuras 3.4 y 3.5 respectivamente. 

Estos espectros teóricos son muy similares a los espectros típicos que se 

obtienen experimentalmente para un polímero amorfo. 
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Figura 3.4 Espectro isotérmico de, E’, del MZF extendido con amortiguador 

para: Eu =1x1010 Pa, Eo =1x106 Pa, a = 0.3, b = 0.9, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s,  

=1x107 Pa-s. 
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Figura 3.5 Espectro isotérmico de, tan(), del MZF extendido con un 

amortiguador para: Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 0.3, b = 0.9, a = 1x10-9 s, 

b = 5x10-9 s,  = 1x107 Pa-s. 

 

     En estos espectros teóricos (figuras 3.4 y 3.5) se muestran de manera muy 

clara, tanto a la transición vítrea como al comportamiento del flujo, que como se 

puede corroborar, cada fenómeno reológico se presenta a intervalos de 

frecuencia (tiempo) diferentes. A muy bajas frecuencias se presenta el 

comportamiento del flujo y a frecuencias mayores la transición vítrea. El flujo 

que modela el amortiguador es de tipo newtoniano, y es función únicamente del 

valor de la viscosidad. 

 

     Las figuras 3.6 y 3.7 muestran respectivamente los espectros de, E’, y, 

tan(), para diferentes valores de viscosidad del amortiguador y se puede 

observar como al variar la viscosidad, el comportamiento del flujo se desplaza 

hacia bajas o altas frecuencias según la viscosidad disminuya o aumente. 

Recordemos que  conforme un fluido es más viscoso, éste tardará más en fluir. 
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Figura 3.6. Espectro isotérmico de, E’, del MZF extendido con un amortiguador 

al variar la viscosidad, , para, Eu, Eo, a, b, a, b, de la figura 3.4. 
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Figura 3.7. Espectro isotérmico de, tan(), del MZF extendido con un 

amortiguador al variar la viscosidad, , para, Eu, Eo, a, b, a, b, de la figura 3.4. 
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     En las figuras 3.6 y 3.7, debido a que es un amortiguador (fluido newtoniano) 

el que representa al flujo, a bajas frecuencias las pendientes tanto de la parte 

real del módulo complejo así como en el factor de pérdida son constantes, y se 

definen mediante las ecuaciones 3.15 y 3.16 respectivamente [19,86]. 

 

                                                        (3.15)  

           

                                                        (3.16) 

 

     Diversos espectros experimentales de polímeros amorfos muestran que las 

ecuaciones 3.15 y 3.16 no se cumplen, ya que por lo general el comportamiento 

del flujo a baja frecuencia es de tipo no-newtoniano [19,86]. Esto implica que 

para un polímero amorfo la forma de los espectros tanto de la parte real como el 

del factor de pérdida cambian a baja frecuencia según el grado de 

viscoelásticidad [13-17,86], por lo que estos espectros teóricos no pueden 

considerarse como una descripción precisa del comportamiento reológico de los 

polímeros amorfos, particularmente en el intervalo de frecuencias que 

corresponde al flujo. 

 

     Una alternativa para resolver esta problemática es extender el MZF con un 

spring-pot, mediante un arreglo en serie en lugar de utilizar un amortiguador, a 

este nuevo modelo lo denominaremos Modelo de Zener Fraccional Extendido o 

MZFE. Un spring-pot, tal como se mostró en la figura 2.24 del capítulo 2, puede 

modelar un flujo no-newtoniano, cuando el orden fraccional del spring-pot toma 

valores muy cercanos a 1. 

 

     La figura 3.8 muestra el arreglo que corresponde al MZFE, en el cual se 

observan dos spring-pots de órdenes, a y b, y un resorte de módulo, Eu - Eo, 

unidos en serie, éstos a su vez se unen en paralelo a otro resorte de módulo Eo, 

este arreglo corresponde a un MZF y se encuentra unido en serie a otro spring-
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pot de orden, c.  El MZF deberá describir a la transición vítrea y el spring-pot de 

orden, c, deberá describir el comportamiento del flujo. 

 

 

Figura 3.8 Modelo de Zener Fraccional Extendido (MZFE). 

 

     La ecuación 3.17 es la ecuación integro-diferencial que relaciona la 

deformación y el esfuerzo para el MZFE, donde, γc, y, ηc, son la deformación y 

tiempo característico del spring-pot de orden, c, los demás parámetros tanto del 

esquema de la figura 3.8 y de la ecuación 3.17 corresponden con los del MZF 

con dos spring-pot‟s (ver sección 2.6.4.3). La deducción detallada de esta 

ecuación se presenta en el apéndice 4. 

     (3.17) 

 

     Aplicando la transformación de Fourier (apéndice 1) a la ecuación 3.17 se 

obtiene la expresión analítica del módulo elástico complejo en función de la 

frecuencia angular para el MZFE (ecuación 3.18). 

 

   

(3.18) 
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     A partir de la ecuación 3.18, se obtienen la parte real (ecuación 3.19), y la 

parte imaginaria (ecuación 3.20) del módulo complejo, así como también el 

factor de pérdida (ecuación 3.21), el procedimiento detallado se describe en el 

Apéndice 4. 

 

                                    (3.19)    

 

                                               (3.20)     

 

 

                                                                                                        (3.21) 

 

     En las ecuaciones 3.19, 3.20 y 3.21, A1, A2, A3 y A4, quedan definidas de la 

siguiente manera: 

 

                       (3.22)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

                                            (3.23) 
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     A partir de las ecuaciones 3.19 a la 3.25, pueden calcularse los espectros 

teóricos del modulo complejo, sea en función de la frecuencia (a temperatura 

constante) o bien sea en función de la temperatura (a frecuencia constante). A 

continuación se presentan los resultados teóricos que se obtienen cuando se 

consideran condiciones isotérmicas, y en la sección 3.2 de este capítulo se 

abordan los resultados teóricos que se obtienen bajo condiciones isócronas. En 

la figuras 3.9 y 3.10 se muestran los espectros isotérmicos de, E’, y, tan(δ), del 

MZFE.  
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Figura 3.9. Espectro isotérmico de, E’, del MZFE para, a = 0.3, b = 0.9, y, c = 

0.95, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 
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Figura 3.10. Espectro isotérmico de, tan(), del MZFE para, a = 0.3, b = 0.9, y, c 

= 0.95, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 

 

     En los espectros de las figuras 3.9 y 3.10 se logra identificar claramente, 

tanto la transición vítrea como al comportamiento del flujo. La transición vítrea 

se manifiesta como una variación de, E’, lo cual corresponde a un valor máximo 

en el espectro de, tan(δ). Por otra parte, el comportamiento del flujo se observa 

a bajas frecuencias como una disminución de, E’, y un incremento pronunciado 

en, tan(δ), cuando la frecuencia disminuye, a muy bajas frecuencias, tan, 

tiende a un valor que depende de la magnitud del orden fraccional, c. 

 

     Un aspecto importante a recalcar en los espectros de las figuras 3.9 y 3.10, 

es que se presentan dos regiones en las cuales, E’, es prácticamente 

independiente de la frecuencia y que corresponden a valores muy cercanos a 

cero en el espectro de, tan(δ). Una de estas regiones es cuando, E’~Eu, y se 

observa a altas frecuencias, mayores al intervalo donde se observa la transición 

vítrea, este valor casi constante de, E’, puede considerarse como una 
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cauchótico 

transición 
vítrea 
 

flujo 
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manifestación elástica del comportamiento vítreo del polímero.  La otra región 

es cuando, E’~Eo, y se presenta en un intervalo de frecuencias localizado entre 

la transición vítrea y el flujo, en este caso dicho comportamiento puede 

asociarse a la elasticidad de tipo entrópico que presentan los polímeros, 

también se le conoce a este comportamiento como cauchótico.  

 

     El efecto que tienen los órdenes, a, y, b, sobre la forma de los espectros 

teóricos presentados en la figuras 3.9 y 3.10 es más notable en el intervalo de 

frecuencias donde se presenta la transición vítrea. Por otra parte el efecto del 

orden, c, se refleja principalmente en el intervalo de frecuencias donde se 

manifiesta el flujo. El efecto de los órdenes fraccionales sobre la forma de las 

curvas teóricas del MZFE se analizará con más detalle en el capítulo 4.  

 

     La magnitud de cada uno de los ocho parámetros del MZFE afecta la forma 

de los espectros teóricos de, E’, y, tan(). En el caso de los espectros 

experimentales, la forma de éstos depende de la estructura y morfología del 

material así como también de la temperatura. Por lo anterior, es muy importante 

analizar el efecto de cada uno de los parámetros sobre los espectros teóricos y 

hacer una comparación con espectros experimentales, lo que nos deberá 

permitir asociar los parámetros del MFZE con las variables estructurales y/o 

morfológicas que definen el comportamiento reológico de los polímeros. Pero 

antes de abordar este análisis, en la siguiente sección se describe la manera 

como se calculan los espectros de, E’, y, tan(), en función de la temperatura a 

una frecuencia constante. Esto es muy importante ya que en la práctica es 

menos complicado obtener espectros isócronos que isotérmicos. 
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3.2 Modelo de Zener Fraccional Extendido (MZFE), espectros en 

función de la temperatura. 

 

     Como se mencionó anteriormente a partir de las ecuaciones 3.19 a la 3.25 

se pueden obtener tanto el comportamiento en frecuencia (isotérmico) como el 

comportamiento en temperatura (isócrono), en esta sección se describe la 

manera como se obtienen los espectros isócronos de, E’, y, tan(). Para tal 

efecto es necesario considerar la dependencia en temperatura de los 

parámetros, τ, del MZFE.  

 

     Tal y como se describió anteriormente los parámetros, η, del MZFE deben 

estar asociados a los tiempos de relajación de los movimientos moleculares que 

se presentan tanto en la transición vítrea como en el comportamiento del flujo. 

En la ecuación 3.26 se representa en forma resumida la dependencia del 

módulo complejo del MZFE de sus ocho parámetros y de la temperatura, T,  

 

                      (3.26) 

 

     Específicamente los tiempos de relajación pueden relacionarse con la 

temperatura por medio de la teorías moleculares (ecuación 3.27). 

 

                                 (3.27) 

 

 

     Basándonos en los modelos de dos sitios y el de la teoría de cooperatividad 

los cuales se detallan en la sección 2.6 del capítulo 2, se proponen las 

ecuaciones que relacionan los tiempos de relajación del MZFE, ηa, τb,τc, con la 

temperatura. 

 

     Tanto la transición vítrea como el comportamiento del flujo deben presentar 

movilidad de tipo cooperativa, ya que son movimientos moleculares de largo 
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alcance, por lo que deben efectuarse de manera simultánea y coordinada.  La 

ecuación 3.28 define los tiempos de relajación en la transición vítrea, ηa, τb,con 

la temperatura y la ecuación 3.29 describe los tiempos de relajación del flujo, τc, 

con la temperatura. 

 

                                          (3.28)   

               

 

                                                  (3.29) 

 

 

     En el modelo isócrono del MZFE se asumirá que los tiempos de la relajación 

cortos, ηa, y largos, τb,de la transición vítrea son del mismo orden de magnitud, 

pero no iguales, teóricamente se ha encontrado que estos tiempos difieren en 

menos de una década [45-50].  

 

     Es necesario mencionar que en el comportamiento del flujo los movimientos 

moleculares pueden considerarse principalmente como deslizamientos de 

cadenas por lo que se requiere de mayor energía que los movimientos 

conformacionales que se suscitan en la transición vítrea, los cuales se 

presentan a menor temperatura, por lo que en el MZFE isócrono se considera 

válida la siguiente condición entre las energías de activación de la transición 

vítrea y del flujo (ecuación 3.30). 

 

                                                        (3.30) 

 

     El parámetro, z, se calcula con las ecuaciones 2.52 a 2.54 del capítulo 2. 

Según las ecuaciones 3.28-3.30, existirán dos curvas de tiempos de relajación 

en función de la temperatura, una para los tiempos de relajación asociados a la 

transición vítrea, (ecuación 3.28) y otra para los tiempos de relajación asociados 

al flujo (ecuación 3.29). Las graficas de, a ~ b,  y c, en función de la 
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temperatura se muestran en las figuras 3.11 y 3.12 para un polímero con una 

temperatura de transición vítrea de 100°C.   
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Figura 3.11. Gráfica de los tiempos de relajación asociados a la transición 

vítrea, τa ~ τb,  y al flujo, τc, en función de la temperatura para: ΔETg = 6.92 

KCal/mol,  ΔEflujo = 29.98 KCal/mol, To = 50°C, T
*
 = 211.9°C, τo = 1x10-14 s. 

 

     A temperaturas alrededor de la, Tg, e inferiores, los tiempos de relajación de 

la transición vítrea y el flujo tienden a aumentar demasiado (figura 3.11), en el 

modelo esto es consecuencia del incremento de z, ya que a temperaturas 

inferiores a la, Tg, el modelo de cooperatividad predice que a la temperatura, To, 

el parámetro, z, tiende a infinito, consecuentemente los tiempos de relajación 

también tienden a infinito, en términos físicos esto implica a la temperatura, To, 

la entropía conformacional del polímero decae a cero y alcanza el equilibrio 

termodinámico. (ver sección 2.7 del capitulo 2 y Apéndice 3). En la realidad es 

difícil confirmar si un polímero alcanza el equilibrio termodinámico a la 

temperatura, To, por lo cual el modelo de cooperatividad es solo una 

aproximación. En las figuras 3.12 y 3.13 se muestran los espectros isócronos 

de, E’, y, tan(δ), para el MZFE para los tiempos de relajación de la figura 3.11. 
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Figura 3.12. Espectro isócrono de, E’, del MZFE para,  fo = 10 Hz, Eu = 1x1010
 

Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 0.3, b = 0.9, c = 0.95 y, τa,  τb,  τc,  de la figura 3.11. 
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Figura 3.13 Espectro isócrono de, tan(), del MZFE para, fo = 10 Hz, Eu = 1x1010
 

Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 0.3, b = 0.9, c = 0.95 y, τa,  τb,  τc,  de la figura 3.11. 
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     La versión isocróna del MZFE predice los cuatro comportamientos 

esenciales de un polímero amorfo al igual que la versión isotérmica: la 

transición vítrea como una baja de, E’, y un máximo en, tan(δ), alrededor de 

100°C y a mayor temperatura, ≈211°C, el flujo como una caída en, E’, y una 

elevación en tan(δ), a temperaturas más bajas que la temperatura de transición 

vítrea se observa la elasticidad vítrea y a temperaturas intermedias entre la 

transición vítrea y el flujo se observan la elásticidad retardada o de tipo 

cauchótico en las cuales, E’, es prácticamente independiente de la temperatura 

y, tan(δ), tiene valores muy pequeños. Es importante mencionar que el intervalo 

de temperatura en el que se presenta la transición vítrea y el comportamiento 

del flujo en las figuras 3.11 y 3.12 son función de la magnitud de los parámetros 

del MFZE que fueron utilizados, los cuales fueron escogidos para este caso de 

una manera tal que no representan el comportamiento reológico de algún 

polímero en particular. 

 

     Al comparar los espectros isócronos (figuras 3.10 y 3.11) con los espectros 

isotérmicos del MZFE se observa que el comportamiento reológico corresponde 

en alta frecuencia (tiempos cortos) a baja temperatura y en baja frecuencia 

(tiempos largos) a alta temperatura.  

 

     En forma equivalente al caso isotérmico los órdenes fraccionales, a, y, b, 

deben tener un efecto principalmente en el intervalo de temperaturas desde la 

elasticidad vítrea, la transición vítrea y la elasticidad cauchótica y el orden 

fraccional, c, debe afectar principalmente en el intervalo de temperaturas donde 

se observa el comportamiento en flujo. El efecto de variar los órdenes 

fraccionales del modelo se analizara en detalle en el capítulo 4.  
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CAPITULO 4 
 
 
 

ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS 
OBTENIDOS A PARTIR DEL MODELO 

FRACCIONAL 
 
 

 
     En este capítulo se presenta un análisis del efecto de los órdenes 

fraccionales, a, b, y, c, del MZFE sobre los espectros teóricos de, E‟, y, tan(). La 

parte real, E‟, representa el almacenamiento elástico de energía debido a la 

deformación y, tan(), se relaciona con la disipación de la misma (ver sección 

2.2.1, capítulo 2). Es importante mencionar que los órdenes fraccionales 

pueden tomar solamente valores entre 0 y 1 (ver sección 2.6, capítulo 2) 

 

     El MZFE fue desarrollado con la finalidad de describir tanto la transición 

vítrea como el comportamiento del flujo, bajo este contexto, el análisis de los 

espectros de, E’, y, tan(), se efectúan en dos partes. En una primera parte se 

analiza el efecto de los parámetros relacionados con la transición vítrea, en la 

segunda parte se analiza el efecto de los órdenes fraccionales relacionados con 

el comportamiento del flujo. En ambas partes se consideran tanto a las 

condiciones isotérmicas (espectros en función de la frecuencia) como a las 

condiciones isócronas (espectros en función de la temperatura).  
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     En el capítulo 5 se comparan los espectros teóricos del MZFE y resultados 

experimentales extraídos de la literatura, esto con la finalidad de validar los 

resultados teóricos obtenidos. 

 

     En el capitulo 6 se presenta un análisis complementario que consiste en 

calcular la función de la distribución de tiempos de relajación, H(η). Esta función 

se calcula a partir de la ecuación integro-diferencial del MZFE y es 

indispensable para definir a todas la propiedades reológicas de los materiales 

poliméricos. 

                  

4.1 Efecto de los órdenes fraccionales del MZFE relacionados con la 

transición vítrea. 

 

     Tal y como ya se ha mencionado en secciones anteriores, los órdenes 

fraccionales, a, y, b, deben estar relacionados principalmente con la transición 

vítrea. Con la finalidad de corroborar dicho comportamiento, en esta sección se 

procede a variar sistemáticamente los valores tanto del orden fraccional, a, 

como el de el orden fraccional, b, asignándole diferentes valores entre 0 y 1, 

mientras que el orden fraccional, c, se mantiene constante, ya que este 

parámetro en particular debe estar relacionado con el comportamiento del flujo. 

Con la finalidad de identificar el efecto de los ordenes, a, y, b, sobre los 

espectros calculados, primeramente se hace variar, b, manteniendo, a, y c 

constantes, y finalmente se hace variar, a, manteniendo, b, y, c, constantes. 

 

     Los espectros de, E’, y, tan(δ), del MZFE se muestran en su versión 

isotérmica en las figuras 4.1 y 4.2 y en su versión isócrona en las figuras 4.3 y 

4.4 al variar el orden fraccional, b, manteniendo fijos los ordenes fraccionales, a, 

y, c. 
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Figura 4.1 Espectro isotérmico de, E’, del MZFE al variar el orden, b, para a  

=0.3,  c =0.95, Eu =1x1010 Pa, Eo =1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 
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Figura 4.2. Espectro isotérmico de, tan(, del MZFE al variar el orden, b, para a 

= 0.3,  c = 0.95, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 
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Figura 4.3 Espectro isócrono de, E’, del MZFE al variar el orden, b, para a = 0.3,  

c = 0.95,  fo = 10 Hz,  Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, y, a, b, c, de la figura 3.11 
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Figura 4.4 Espectro isócrono de, tan(), del MZFE al variar el orden, b, para a = 

0.3,  c = 0.95,  fo = 10 Hz, Eu =1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, y, a, b, c, de la fig. 3.11 
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     Los efectos del orden fraccional, b, son más notables en la transición vítrea a 

baja frecuencia (figura 4.1 y 4.2) o alta temperatura (figura 4.3 y 4.4), en la cual 

hay movimientos de gran escala (a distancias del orden de una cadena 

polimérica). Cuando la magnitud del orden fraccional, b, se acerca a 0 la 

variación de, E’, es menos pronunciada y disminuye la amplitud del pico de, 

tan(), lo cual indica una respuesta más elástica y por ende menor disipación de 

energía en la transición vítrea, al acercarse el orden fraccional, b, a 1 la 

variación de, E’, se hace más pronunciada y aumenta la amplitud del pico de, 

tan(), indicando una respuesta más viscosa y por ende mayor disipación de 

energía en la transición vítrea (figuras 4.1-4.4). 

 

     Cuando el orden fraccional, b, se encuentra cerca del 0 tiene un efecto 

considerable en el rango de frecuencia (figura 4.1 y 4.2) y temperatura (figura 

4.3 y 4.4) donde se presenta la elasticidad cauchótica ya que ésta tiende a 

desaparecer, debido a que la transición vítrea y el flujo tienden a sobreponerse. 

La elasticidad cauchótica depende del peso molecular del polímero (ver sección 

2.2.2, capítulo 2). A su vez la magnitud de, E’, en la elásticidad cauchótica 

depende del numero de entrecruzamientos fijos [5-7]. Por lo anterior el orden 

fraccional, b, pudiera asociarse además de los movimientos conformacionales 

de la transición vítrea, al peso molecular y número de entrecruzamientos físicos 

del polímero. 

 

     En los espectros de las figuras 4.1 a 4.4 queda corroborado que el orden 

fraccional, b, esta relacionado con la transición vítrea y la elasticidad cauchotica 

del polímero, en lo siguiente de esta sección se muestra el efecto del orden 

fraccional, a, en los espectros teóricos de, E’ , y, tan(δ).  

 

     Los espectros de, E’, y, tan(δ), del MZFE al variar el orden fraccional, a, 

manteniendo fijo el orden fraccional, b, y, c, se muestran en versión isotérmica 

en las figuras 4.5 y 4.6 y en su versión isócrona en las figuras 4.7 y 4.8.  

 



 100 

           

1.E+04

1.E+05

1.E+06

1.E+07

1.E+08

1.E+09

1.E+10

1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12

frecuencia (Hz)

E
'
 (

P
a
)

a = 0.1

a = 0.3

a = 0.5

a = 0.7

a = 0.9

 

Figura 4.5 Espectro isotérmico de, E’, del MZFE al variar el orden, a, para b 

=0.9,  c =0.95, Eu = 1x1010Pa, Eo = 1x106Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9s, c = 1s. 
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Figura 4.6 Espectro isotérmico de, tan(), del MZFE al variar el orden, a, para: b 

= 0.9,  c = 0.95, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 
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Figura 4.7 Espectro isócrono de, E’, del MZFE al variar el orden, a, para b = 0.9,  

c = 0.95,  fo =10 Hz, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, y, a, b, c, de la figura 3.11. 
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Figura 4.8 Espectro isócrono de, tan(), del MZFE al variar el orden, a, para b = 

0.9,  c = 0.95,  fo =10 Hz, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, y , a, b, c, de la fig. 3.11 
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     Cuando la magnitud el orden fraccional, a, se acerca al 1 la variación de, E’, 

se hace más pronunciada e indica una respuesta mas viscosa y cuando, a, se 

acerca al 0 la variación de, E’, es menos pronunciada indicando una respuesta 

mas elástica tal como se observa en las figuras 4.5 a la 4.8.  

 

     El efecto del orden fraccional, a, es de menor magnitud que el efecto del 

orden fraccional, b, y tiende a hacerse mas pronunciado en la región de alta 

frecuencia (figuras 4.5 y 4.6) o baja temperatura (figura 4.7 y 4.8) de la 

transición vítrea, lo anterior se explica porque el orden fraccional, a, representa 

a los movimientos moleculares más localizados asociados a la transición vítrea.  

 

     Cuando el orden fraccional, a, disminuye y es menor a, 0.7, la amplitud de 

los espectros isotérmicos e isócronos de, tan(δ), se incrementa (figuras 4.6 y 

4.8), esto inconsistente desde el punto de vista reológico y termodinámico ya 

que indicaría una mayor disipación de energía al disminuir el orden fraccional, a. 

Este efecto inconsistente se debe a que los ordenes fraccionales, a, y, b, no 

pueden variar en forma independiente.  

 

     Para verificar la posible relación entre los órdenes fraccionales, a, y, b,  se 

hicieron variar ambos ordenes fraccionales manteniendo constante la diferencia 

entre ellos, estos resultados se muestran en las figuras 4.9 y 4.10 para los 

espectros isotérmicos de, E’, y, tan(δ), y en las figuras 4.11 y 4.12 para los 

espectros isocronicos, E’, y, tan(δ). 
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Figura 4.9 Espectro isotérmico de, E’, del MZFE al variar los órdenes, a, y, b, 

para: c = 0.95, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a =1x10-9 s, b =5x10-9 s, c =1 s. 
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Figura 4.10 Espectro isotérmico de, tan(), al variar los órdenes, a, y, b, para: c = 

0.95, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 
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Figura 4.11 Espectro isócrono de, E’, del MZFE al variar los órdenes, a, y, b, 

para: c = 0.95,  fo =10 Hz, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, y, a, b, c, de la fig. 3.11 
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Figura 4.12 Espectro isócrono de, tan(), del MZFE al variar los órdenes, a, y, b, 

para: c = 0.95,  fo =10 Hz, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106Pa, y, a, b, c, de la fig. 3.11  
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     Tal como se observa en los espectros de la figuras 4.9 a la 4.12, el efecto de 

variar los ordenes fraccionales, a, y, b, manteniendo constante, la diferencia, b-

a, es consistente desde el punto de vista termodinámico y reológico ya que 

conforme ambos órdenes se acercan a 1 la transición vítrea es más viscosa y 

con mayor disipación de energía y al acercarse al 0 la transición vítrea es más 

elástica y con menor disipación energía, se observa el mismo comportamiento 

tanto en frecuencia (figuras 4.9 y 4.10) como en temperatura (figuras 4.11 y 

4.12), lo anterior permite pensar que estos ordenes fraccionales no son 

independientes, sino que debe existir alguna relación entre ellos. 

 

     Desde el punto de vista de movilidad molecular la independencia de los 

órdenes fraccionales, a, y, b, implicaría la independencia de los movimientos 

moleculares de alta frecuencia y baja frecuencia en la transición vítrea, esto no 

es posible ya que los movimientos de baja frecuencia (movimientos 

conformacionales) deben estar relacionados con los movimientos a alta 

frecuencia (movimientos localizados en los grupos funcionales), por ejemplo, un 

movimiento localizado en un grupo funcional puede inducir resonancia y 

movimientos a gran escala o de largo alcance en la cadena polimérica. 

 

     Para determinar una relación mas aproximada entre los órdenes 

fraccionales, a, y, b, se requiere de un estudio a más profundidad de la 

movilidad molecular en el polímero y entender el significado físico de la posible 

relación matemática entre ambos ordenes fraccionales.  

 

4.2. Efecto de los órdenes fraccionales del MZFE en el flujo. 

 

     Los espectros, E’, y, tan(δ), al variar el orden fraccional, c, manteniendo los 

ordenes fraccionales, a, y, b, constantes se muestran en las figuras 4.13 y 4.14 

para condiciones isotérmicas y en las figuras 4.15 y 4.16 para las condiciones 

isócronas.  
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Figura 4.13 Espectro isotérmico de, E’, del MZFE al variar el orden, c, para: a = 

0.3,  b = 0.9, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a =1x10-9 s, b =5x10-9 s, c =1 s. 
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Figura 4.14 Espectro isotérmico de, tan(), del MZFE al variar el orden, c, para: 

a = 0.3, b = 0.9, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 
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Figura 4.15 Espectro isócrono de, E’, al variar el orden, c, para: a = 0.3,  b = 0.9,  

fo =10 Hz, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, y para, a, b, c, de la figura. 3.11. 
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Figura 4.16 Espectro isócrono de, tan(), del MZFE al variar el orden, c, para: a 

= 0.3,  b = 0.9,  f =10 Hz, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, y, a, b, c, de la fig. 3.11   
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     Se observa en los espectros de las figuras 4.13 a la 4.16 que el orden 

fraccional, c, afecta solamente el intervalo de frecuencia y temperatura donde 

se presenta el comportamiento en flujo, se espera que al modelar un flujo, el 

orden, c, se mantenga cercano a 1. En el intervalo de frecuencia o temperatura 

donde se presenta el flujo, E’, decae y, tan(δ), se incrementa lo cual indica que 

el polímero se hace mas viscoso y disipa cada vez mas energía.    

 

     Si el orden fraccional, c, es igual a 1 el MZFE predice un flujo de tipo 

Newtoniano (figura 4.13-4.16), el comportamiento viscoso puro se alcanza 

cuando, E’ = 0, y, tan(δ) = ∞, según los resultados teóricos del MZFE, la 

tendencia es que el comportamiento viscoso puro se alcanza a frecuencia cero 

(tiempo infinito) o temperaturas muy elevadas, a frecuencias mayores o 

temperatura menores, el flujo tiene una componente elástica.  

 

     Cuando el orden fraccional, c, es menor a 1 el MZFE predice un flujo de tipo 

no-Newtoniano viscoelástico (figura 4.13-4.16), en este caso al disminuir la 

frecuencia o incrementarse la temperatura la caída de, E’, y la elevación de, 

tan(δ), se hacen menos pronunciadas indicando que la componente elástica del 

flujo se incrementa y que disminuye la disipación de energía, este incremento 

de la elásticidad tiene su origen en la estructura del polímero en la cual los 

tiempos de respuesta se incrementan debido a la cooperatividad en el 

movimiento de las macromoléculas. 

     

     El comportamiento en flujo en frecuencia se observa alrededor de una 

frecuencia de, f ≈ 1/c, por lo tanto el tiempo característico, c, del MZFE puede 

estar relacionado con los movimientos moleculares que contribuyen al flujo. Si 

el polímero presenta elasticidad cauchotica antes del flujo, entonces, c, también 

podría asociarse a la duración de los enlaces físicos en los cuales se origina la 

elasticidad cauchotica ya que primero deben romperse estos enlaces para que 

el flujo se presente. 
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     Cuando el orden fraccional, c, es menor a 1 y cierto intervalo de frecuencia o 

temperatura después de iniciado el comportamiento de flujo, tan(δ), tiende a un 

límite cuya magnitud depende solamente del orden fraccional, c, en este mismo 

intervalo de frecuencia y temperatura, E’, varia como una ley de potencia que 

depende solamente del orden fraccional, c, (figura 4.14 y 4.16). Este tipo de 

comportamiento de, E’, y, tan(δ), es similar al de un solo spring-pot (ver sección 

2.6.3 del capitulo 2). 

 

     El que, tan(δ), sea independiente de la frecuencia (tiempo) y de la 

temperatura, implica que la disipación de energía es independiente de la 

frecuencia (tiempo) o de la temperatura. Este resultado se puede interpretar 

como un flujo en equilibrio termodinámico, el cual hasta el momento no se ha 

observado experimentalmente en el caso de un polímero. En este sentido 

podemos mencionar que los geles presentan un valor de, E’, la el cual se 

comporta como una ley de potencia en frecuencia y temperatura y una, tan(δ), 

independiente de la frecuencia y de la temperatura, por lo tanto el 

comportamiento del MZFE a baja frecuencia o alta temperatura podría 

representar la gelación de un polímero. El que un polímero presente gelación 

depende de su estructura química. 
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CAPITULO 5 
 

 
 

COMPARACIÓN DE RESULTADOS 
TEÓRICOS CON RESULTADOS 

EXPERIMENTALES 
 
 
 

     Con el objetivo de dar validez al modelo desarrollado (MZFE) en este trabajo 

de tesis, en este capítulo se hace una comparación de los resultados teóricos 

obtenidos a partir del MZFE con resultados experimentales extraídos de la 

literatura para materiales poliméricos amorfos y cuyos espectros experimentales 

muestran los dos fenómenos estudiados en este trabajo de tesis: la transición 

vítrea y el comportamiento del flujo. Los resultados experimentales utilizados 

corresponden al poliestireno el cual se caracteriza por ser un polímero amorfo. 

Adicionalmente se hace una comparación de los espectros experimentales con 

el modelo de Burgers, el cual es el modelo clásico que más se aproxima a 

describir la transición vítrea y el flujo, con el fin de ver la ventaja del modelo 

fraccional desarrollado (MZFE).  

 

     A pesar que este polímero también puede presentar fenómenos de 

relajación secundaria en este trabajo no se toman en cuenta, ya que el intervalo 

de frecuencias analizado solamente muestra la transición vítrea y el 

comportamiento del flujo. Los espectros analizados son los de la parte real del 

módulo complejo, E’, y el factor de pérdida, tan(). Para ambos casos 

primeramente se hace un análisis bajo condiciones isotérmicas y en una 
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segunda parte se estiman los espectros isócronos tanto para, E’, como para, 

tan().  

 

5.1 Análisis bajo condiciones isotérmicas. 

 

     Los espectros experimentales isotérmicos son de poliestireno [5], y de dos 

polibutadienos de diferentes pesos moleculares [53,88] los cuales se presentan 

en la forma, G’, y, tan(δ), en función de la frecuencia angular, , a una 

temperatura de referencia de 100°C para el poliestireno y de 25°C para los 

polibutadienos. El espectro de, E’, se calculó a partir de la relación,   GE 3 , 

(ver sección 2.2.1, capítulo 2) y los datos de frecuencia en Hertz, f, se 

calcularon a partir de la relación,  = f.  

 

     Los espectros experimentales se comparan con los espectros teóricos 

calculados a partir del MZFE,  en las figuras 5.1-5.6. Los parámetros utilizados 

para obtener los espectros teóricos se del MZFE se muestran en las tablas 5.1-

5.3. 

 

Tabla 5.1 Parámetros utilizados en la comparación de los espectros teóricos del 

MZFE con los espectros experimentales del poliestireno con un peso molecular 

en numero (Mn) de 600,000 (figuras 5.1 y 5.2) 

parámetro magnitud 

a 0.33 

b 0.91 

c 0.98 

a (seg.) 3  

b (seg.) 20  

c  (seg.) 3x109  

Eu (Pa) 4x1010 

Eo (Pa) 5x106  
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Tabla 5.2 Parámetros utilizados en la comparación de los espectros teóricos del 

MZFE con los espectros experimentales de polibutadieno con peso molecular 

en numero (Mn) de 161,600. (figuras 5.3 y 5.4) 

 

parámetro magnitud 

a 0.1 

b 0.79 

c 0.97 

a (seg.) 1 x10-11 

b (seg.) 3.5x10-11 

c  (seg.) 1.7x10-1  

Eu (Pa) 3.6x109 

Eo (Pa) 3.6x106  

 

Tabla 5.3 Parámetros utilizados en la comparación de los espectros teóricos del 

MZFE con los espectros experimentales de polibutadieno con peso molecular 

en numero (Mn) de 76,600. (figuras 5.5 y 5.6) 

 

parámetro magnitud 

a 0.15 

b 0.77 

c 0.97 

a (seg.) 1x10-12 

b (seg.) 4.5x10-11 

c  (seg.) 2.5x10-1 

Eu (Pa) 4.5x109 

Eo (Pa) 6x106 
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Figura 5.1 Comparación del espectro isotérmico de, E’, del poliestireno y del 

MZFE según los parámetros de la tabla 5.1. 

 

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

1,E-13 1,E-11 1,E-09 1,E-07 1,E-05 1,E-03 1,E-01 1,E+01 1,E+03

frecuencia (Hz)

ta
n

( 
)

Poliestireno Mn =
600,000

MZFE

 

Figura 5.2 Comparación del espectro isotérmico de, tan(, del poliestireno y del 

MZFE según los parámetros de la tabla 5.1. 
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Figura 5.3 Comparación del espectro isotérmico de, E’, de polibutadieno y del 

MZFE según los parámetros de la tabla 5.2. 
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Figura 5.4 Comparación del espectro isotérmico de, tan(, del polibutadieno y 

del MZFE según los parámetros de la tabla 5.2. 
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Figura 5.5 Comparación del espectro isotérmico de, E’, del polibutadieno y del 

MZFE según los parámetros de la tabla 5.3. 
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Figura 5.6 Comparación del espectro isotérmico de, tan(, del polibutadieno y 

del MZFE según los parámetros de la tabla 5.3. 
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     Tal y como se puede constatar en las figuras 5.1-5.6, el MZFE es capaz de 

describir los espectros isotérmicos del poliestireno y de polibutadieno desde la 

elasticidad vítrea hasta el flujo. En general se puede decir que existe una buena 

predicción por parte del MZFE del comportamiento reológico de estos polímeros 

amorfos. Debemos hacer mención que para obtener los espectros teóricos de, 

E’, y, tan(), se utilizaron los mismos parámetros, este hecho presenta una gran 

ventaja sobre los modelos clásicos, ya que para poder ajustar estos espectros 

experimentales normalmente se utilizan parámetros diferentes. Esta ventaja se 

hace evidente en las figuras 5.7-5.12 en las cuales se hace una comparación de 

los espectros teóricos del modelo de Burgers con los espectros experimentales 

del poliestireno y polibutadieno previamente comparados con el MZFE. 
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Figura 5.7 Comparación del espectro isotérmico de, E’, del poliestireno y del 

modelo de Burgers para, Eu =3.5x1010
 Pa, Eo=6x106

 Pa, ηp = 7x101s, ηs = 7x109s.  
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Figura 5.8 Comparación del espectro isotérmico de, tan(), del poliestireno y del 

modelo de Burgers para, Eu=3.5x1010
 Pa, Eo =6x106

 Pa, ηp=7x101
 s, ηs = 7x109s. 
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Figura 5.9 Comparación del espectro isotérmico de, E’, del polibutadieno y del 

modelo de Burgers, Eu=2.4x109
 Pa, Eo=3.4x106

 Pa, ηp=1x10-10s, ηs =1.7x10-1s.  
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Figura 5.10 Comparación del espectro isotérmico de, tan(), del polibutadieno y 

del modelo de Burgers para, Eu=2.4x109
 Pa, Eo=3.4x106

 Pa, ηp=1x10-10
 s, ηs = 

1.7x10-1s. 
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Figura 5.11 Comparación del espectro isotérmico de, E’, del polibutadieno y del 

modelo de Burgers, Eu=1.8x109
 Pa, Eo=6x106

 Pa, ηp=4.5x10-11s, ηs =2.5x10-2s.   
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Figura 5.12 Comparación del espectro isotérmico de, tan(), del polibutadieno y 

del modelo de Burgers para, Eu=1.8x109
 Pa, Eo=6x106

 Pa, ηp=4.5x10-11
 s, ηs = 

2.5x10-2s. 
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     Tal como se observa en las figuras 5.7-5.12 el modelo clásico de Burgers no 

puede ajustarse a los espectros de, E’, y, tan(), con el mismo conjunto de 

parámetros, adicionalmente el modelo de Burgers se ajusta a los espectros de, 

E’, y, tan(), en forma mucho menos precisa que el MZFE. De esta manera 

queda evidente que el modelo desarrollado en base a los operadores 

fraccionales (MZFE) describe mucho mejor la reología del poliestireno amorfo 

que el modelo de Burgers en base a los operadores diferenciales e integrales 

clásicos. 

 

     En el caso del MZFE las magnitudes de los parámetros, a, y, b, pueden 

relacionarse a los tiempos característicos de los movimientos conformacionales 

(o de largo alcance) que están asociados a la transición vítrea. Por otra parte el 

parámetro, c, el cual se relaciona al flujo puede asociarse al tiempo 

característico que requieren las cadenas poliméricas para deslizarse unas sobre 

otras, lo que se refleja macroscópicamente como un flujo del material 

polimérico. Los parámetros utilizados son consistentes con el hecho de que al 

disminuir la frecuencia los movimientos moleculares son de mayor escala en 

espacio y tiempo, por esta razón los órdenes fraccionales y los tiempos 

característicos asociados al flujo son mayores que los que se asocian a la 

transición vítrea (ecuaciones 5.1 y 5.2).  

 

                                                     (5.1) 

      

                                                    (5.2) 

 

     Lo indicado por las ecuaciones 5.1 y 5.2 es una indicación de que los 

ordenes fraccionales pueden considerarse como una medida relativa de 

movilidad molecular en polímeros de acuerdo con lo indicado en la tabla 5.2. 

 

 

 

abc 

abc  
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  Tabla 5.4 Relación de los ordenes fraccionales a la movilidad molecular. 

orden 

fraccional 

tipo de movilidad molecular 

relacionada 

a 
movimientos localizados en las 

cadenas. 

b 
movimientos conformacionales de las 

cadenas. 

c deslizamiento de las cadenas. 
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5.2 Estimación de los espectros de, E’, y, tan(), bajo condiciones 

isócronas. 

 

     En las figuras 5.13-5.18 presentan los espectros isócronos de, E’, y, tan(δ), 

del MZFE, los cuales corresponden a los espectros isotérmicos teóricos y 

experimentales del poliestireno (figuras 5.1 y 5.2) y de los polibutadienos 

(figuras 5.3-5.6), los parámetros utilizados para calcular los espectros isócronos 

muestran en la tabla 5.5-5.7. 

 

Tabla 5.5 Parámetros del MZFE para calcular los espectros isócronos teóricos 

del poliestireno (figuras 5.13 y 5.14). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

parámetro magnitud 

a 0.33 

b 0.91 

c 0.98 

Eu (Pa) 4x1010 

Eo (Pa) 5x106 

∆ETg  (KCal/mol) 6.9 

∆EFlujo (KCal/mol) 30 

τo (seg.) 1 x 10-14 

To (°C) 50 

T
*
 (°C) 211.9 

fo (Hz) 10 
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Tabla 5.6 Parámetros del MZFE para calcular los espectros isócronos teóricos 

del polibutadieno de peso molecular, Mn = 161,600. (figuras 5.15 y 5.16). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 5.6 Parámetros del MZFE para calcular los espectros isócronos teóricos 

del polibutadieno de peso molecular, Mn = 76,600. (figuras 5.17 y 5.18). 

 

 

 

 

parámetro magnitud 

a 0.1 

b 0.79 

c 0.97 

Eu (Pa) 3.6x109 

Eo (Pa) 3.6x106 

∆ETg  (KCal/mol) 6.9 

∆EFlujo (KCal/mol) 20.8 

τo (seg.) 1x10-14 

To (°C) -140 

T
*
 (°C) -35 

fo (Hz) 10 

parámetro magnitud 

a 0.15 

b 0.77 

c 0.97 

Eu (Pa) 4.5x109 

Eo (Pa) 6x106 

∆ETg  (KCal/mol) 6.9 

∆EFlujo (KCal/mol) 20.8 

τo (seg.) 1x10-14 

To (°C) -140 

T
*
 (°C) -35 

fo (Hz) 10 
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Figura 5.13 Espectro teórico isócrono de, E’, del MZFE correspondiente a los  

espectros isotérmicos del poliestireno de la figura 5.1 
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Figura 5.14 Espectro teórico isócrono de, tan(), del MZFE correspondiente al 

espectro isotérmicos del poliestireno de la figura 5.2. 
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Figura 5.15 Espectro teórico isócrono de, E’, del MZFE correspondiente a los  

espectros isotérmicos del polibutadieno (Mn = 161,600) de la figura 5.3 
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Figura 5.16 Espectro teórico isócrono de, tan(), del MZFE correspondiente a 

los espectros isotérmicos del polibutadieno (Mn = 161,600) de la figura 5.4. 
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Figura 5.17 Espectro teórico isócrono de, E’, del MZFE correspondiente a los  

espectros isotérmicos del polibutadieno (Mn = 76,600) de la figura 5.5 
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Figura 5.18 Espectro teórico isócrono de, tan(), del MZFE correspondiente a 

los espectros isotérmicos del polibutadieno (Mn = 76,600) de la figura 5.6. 
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     Tal como se observa en las figuras 5.13-5.18 el MZFE es capaz de describir 

el comportamiento reológico del poliestireno en un amplio intervalo de 

temperatura, desde la elástcidad vítrea hasta el flujo. 

 

     En el caso isócrono los órdenes fraccionales y las energías de activación 

asociadas con el flujo son mayores que los asociados con la transición vítrea, 

ya que en el flujo los movimientos de las cadenas poliméricas son de mayor 

escala en espacio y tiempo y requieren de mayor energía, por lo cual en la 

versión isócrona del MZFE también se cumple la relación de la ecuación 5.1 

para los ordenes fraccionales, además de la relación de la ecuación 3.30 del 

capitulo 3 para las energías de activación. Esto también es consistente con 

considerar a los ordenes fraccionales como una medida relativa de la movilidad 

molecular en polímeros de acuerdo con lo expuesto en la tabla 5.4. 

 

     En esta sección han sido comparados espectros experimentales con los 

resultados teóricos del modelo,  y se ha corroborado como el MZFE puede 

describir de manera satisfactoria tanto la transición vítrea como el 

comportamiento del flujo. Adicionalmente a esto a partir de las ecuaciones del 

MZFE es posible calcular la función de distribución de tiempos de relajación, 

esta función es muy importante ya que a partir de ella se definen todas las 

propiedades reológicas de un polímero. En la siguiente sección se describe la 

manera como se calcula la función de distribución de tiempos de relajación para 

nuestro nuevo modelo el MZFE. 
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CAPITULO 6 
 
 
 

LA FUNCIÓN DE LA DISTRIBUCIÓN 
DE TIEMPOS DE RELAJACIÓN 

 
 
 

6.1 Desarrollo de la función de distribución de tiempos de relajación. 

 

     El comportamiento reológico de los polímeros puede definirse mediante el 

análisis de las funciones matemáticas que caracterizan a las propiedades 

viscoelásticas de estos materiales y que son accesibles experimentalmente 

hablando. En este caso en particular, la caracterización de las propiedades 

reológicas se estudio desde el punto de vista del Análisis Mecánico Dinámico. 

 

     Una de las funciones matemáticas que caracterizan a las propiedades 

reológicas de los polímeros es la función que define al espectro de los tiempos 

de relajación, H() . La determinación de esta función es el principal objetivo de 

esta sección de la tesis. 

 

     Como ya se vio en los capítulos 3, 4 y 5, el modelo propuesto, MZFE, 

describe de manera satisfactoria el comportamiento reológico de los polímeros 

amorfos en un amplio intervalo de frecuencias y/o temperaturas que abarca 

tanto a la transición vítrea como el comportamiento del flujo. A partir de las 

expresiones analíticas del MZFE, se pretende tener acceso a la función de la 

distribución de tiempos de relajación, para tal efecto se aplicará la transformada 
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inversa de Stieltjes, tal y como ha sido propuesto por Alcoutlabi [50]. El espectro 

continúo de los tiempos de relajación de los polímeros amorfos, H(), se puede 

relacionar con el módulo complejo mediante la siguiente ecuación [5-7]: 

 

                                                        (6.1) 

 

     Para poder calcular, H(), a partir de la ecuación 6.1, es necesario invertir la 

integral de esta ecuación. En la literatura existen varios trabajos [17,83] en los 

cuales se calcula la función, H(), a partir de datos experimentales pero 

solamente en el intervalo de frecuencias o temperaturas característicos del flujo. 

Más recientemente, Alcoutlabi [50], calculó el espectro continuo, H(),  tomando 

en cuenta la relajación secundaria y la transición vítrea de un polímero amorfo. 

En este trabajo de tesis, aplicaremos la misma metodología para estimar la 

función, H(), tanto para la transición vítrea como para el comportamiento del 

flujo de  los polímeros amorfos. La metodología en cuestión se basa 

principalmente en la aplicación la transformada inversa de Stieltjes [36], la cual 

es una transformada de Laplace iterada 2 veces [87]. 

 

     La transformada de Laplace, L, de una función, f(t), se define de la siguiente 

manera [74,76]: 

              

                                                                     (6.2) 

 

     En la ecuación 6.2, s, es la variable de Laplace. La transformada de Laplace 

para un operador diferencial fraccional y para un operador integral fraccional, se 

pueden escribir de acuerdo con la siguiente ecuación [24]: 

 

                                     (6.3) 

 

                                   (6.4)                                                    

 

    



 d
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     Cabe aclarar que las ecuaciones 6.3 y 6.4 son validas solamente para 

condiciones iniciales cero, que en el caso de los polímeros implica deformación 

y esfuerzo iniciales igual a cero. 

 

     Recordemos que la ecuación diferencial de nuestro nuevo modelo el MZFE 

(ecuación 3.17, capítulo 3) es la siguiente: 

 

                           (6.5) 

 

 

    

 

 

  A partir de la ecuación 6.5 se obtiene una relación, Q(s), la cual es equivalente 

a la Ley de Hooke en el dominio de Laplace: 

 

                                                                   (6.6) 

 

     Entonces aplicando la transformada de Laplace a la ecuación del MZFE por 

medio de las ecuaciones 6.3 y 6.4 y considerando a la ecuación 7.6 se obtiene, 

Q(s), para el MZFE: 

 

(6.7) 

 

 

     Aplicando la transformada inversa de Stieltjes a la ecuación 6.7 es posible 

determinar, H(),el procedimiento se resume mediante la siguiente ecuación 

[36]: 

                        

                             (6.8) 
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     Por medio del procedimiento indicado en la ecuación 6.8 se puede obtener 

una expresión analítica para la función de la distribución de tiempos de 

relajación, H(), del MZFE, la cual está definida mediante la siguiente ecuación: 

 

                                                     (6.9)  

    

     En la ecuación 6.9, B1, B2, B3, y, B4, quedan definidas de la siguiente manera: 

  

                              (6.10)  

                       

(6.11)                                 

 

 

                             (6.12)   

    

                                

 

                                     (6.13) 

 

 

 

 

     El procedimiento detallado para la obtención de la función, H(), se presenta 

en el Apéndice 5. Por medio de las ecuaciones 6.9 a 6.13 se obtienen los 

gráficos de, H(), del MZFE, estos gráficos se muestran en las figuras 6.1-6.3. 

En este caso se utilizaron los mismos parámetros utilizados para calcular los 

espectros teóricos de, E’, y, tan(), correspondientes al poliestireno y 

polibutadieno los cuales se muestran de las figuras 5.1-5.6 del capítulo 5 por lo 

cual estas son las funciones de la distribución de tiempos de relajación que 

corresponden a estos espectros. 
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Figura 6.1 Distribución de tiempos de relajación del MZFE para el poliestireno. a 

= 0.33, b = 0.91, c = 0.98, Eu = 4x1010 Pa, Eo = 5x106 Pa, a = 3 s, b = 20 s, c = 

3x109 s. 
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Figura 6.2 Distribución de tiempos de relajación del MZFE para el polibutadieno 

de, Mn = 161,600. a = 0.1, b = 0.79, c = 0.97, Eu = 3.6x109 Pa, Eo = 3.6x106 Pa, a 

=1x10-11 s, b = 3.5x10-11 s, c = 1.7x10-1 s. 
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Figura 6.3 Distribución de tiempos de relajación del MZFE para el polibutadieno 

de Mn = 76,600. a = 0.15, b = 0.77, c = 0.97, Eu = 4.5x109 Pa, Eo = 6x106 Pa, a 

=1x10-12 s, b = 4.5x10-11 s, c = 2.5x10-1 s. 

 

     Al comparar las gráficas de, H(, (figura 6.1-6.3) con los espectros de, E’, y, 

tan(δ), correspondientes (figuras 5.1-5.3,capítulo 5), y tomando en cuenta que la 

frecuencia puede considerarse como el inverso del tiempo, se observa que los 

tiempos de relajación alrededor de la cúspide de mayor magnitud contribuyen 

principalmente a la transición vítrea, y que esta cúspide coincide 

aproximadamente con las magnitudes de, a,  y, b, y que los tiempos de 

relajación alrededor de la cúspide de menor magnitud contribuyen 

principalmente al flujo, y que esta segunda cúspide coincide aproximadamente 

con, c.  

 

     La magnitud de, H(, se puede interpretar como la abundancia relativa de 

los segmentos o entidades químicas que se mueven con determinado tiempo 

de relajación, en este caso en las gráficas de las figuras 6.1-6.3 indica que los 

tiempos de relajación asociados al flujo son menos frecuentes que los tiempos 
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de relajación asociados a la transición vítrea, esto es consistente con el hecho 

de que los movimientos moleculares en el flujo deben requerir de mayor energía 

que los movimientos moleculares asociados a la transición vítrea y por lo tanto 

los tiempos de relajación relacionados con el flujo son más escasos que los 

asociados a la transición vítrea.  

 

     Un aspecto importante que se observa es que la, H(), no toma valor cero en 

rangos de tiempo que corresponden a frecuencias donde se presenta la 

elasticidad vítrea y cauchótica (figura 6.1-6.3), esto indica que estas 

elasticidades no son perfectas y que aun en estos rangos de frecuencia existen 

tiempos de relajación que se asocian a cierto tipo de movilidad molecular.  

 

     Solo a manera de ejemplo en la siguiente sección se muestra la manera en 

que afectan a la distribución de tiempos de relajación los órdenes fraccionales 

del MZFE, en estas gráficas se utilizan parámetros típicos de, Eu, Eo,a,b, y,c, 

los cuales no corresponden a un polímero en particular.  

 

6.2 Efecto de variar los órdenes fraccionales del MZFE en la función 

de distribución de los tiempos de relajación. 

 

     En la figura 6.4 se muestra la, H(t), al variar el orden fraccional, a, y 

manteniendo constante el orden fraccional, b, y en la figura 6.5 se grafica la, 

H(t), al variar el orden fraccional, b, y manteniendo constante el orden 

fraccional, a.   
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Figura 6.4. Grafica de, H( ),del MZFE al variar el orden, a, para: b = 0.9, c = 

0.95, Eu = 1x1010 Pa, Eo =1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c =1 s.    
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Figura 6.5 Grafica de, H( ),del MZFE al variar el orden, b, para: a = 0.3,  c = 

0.95, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a = 1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 
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     Se observa claramente que el orden fraccional, a, afecta principalmente los 

tiempos de relajación cortos de la transición vítrea,  < a, (figura 6.4) y el orden 

fraccional, b, afecta principalmente los tiempos de relajación largos de la 

transición vítrea, b<  < c (figura 6.5). Al disminuir el orden fraccional, a, la 

pendiente de la, H(), para los tiempos de relajación cortos de la transición 

vítrea disminuye lo cual implica que los movimientos moleculares localizados en 

las cadenas poliméricas, tienen una mayor contribución a la transición vítrea. 

 

     Al disminuir el orden fraccional, b, la pendiente de la, H(), para tiempos 

largos de la transición vítrea disminuye (figura 6.5), esto implica una mayor 

contribución de tiempos largos o de movimientos moleculares de gran escala en 

las cadenas poliméricas en la transición vítrea. Al acercarse al 0 el orden 

fraccional, b, tienden a sobreponerse las cúspides asociadas a la transición 

vítrea y al flujo (figura 6.5), de la misma forma que en los espectros isotérmicos 

e isócronos de, E’ y tan(δ), se da un paso más directo de la transición vítrea al 

flujo (ver figuras 4.1 y 4.3 del capitulo 4). En la figura 6.6 se grafica la, H(), del 

MZFE al variar el orden fraccional, c, manteniendo constante los órdenes, a, y, 

b. 
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Figura 6.6 Gráfica de, H( ),del MZFE al variar el orden, c, para: a = 0.3,  b = 

0.9, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a =1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 

 

     El orden fraccional, c, afecta solamente el rango de tiempos de relajación 

asociados al flujo, (figura 6.6) alrededor de la cúspide de menor magnitud de, 

H(). Conforme el orden fraccional, c, se aleja de 1 esta parte de, H(), se 

ensancha dándole mas peso relativo a los tiempos de relajación mas cortos y 

mas largos que el tiempo característico del flujo, c. por lo tanto hay una mayor 

contribución de diferentes tipos de movilidad molecular al flujo.  

 

     Cuando el orden fraccional, c, vale exactamente 1 la parte de, H(), asociada 

al flujo tiende convertirse en una delta (figura 6.7), es decir, H(), tiende a un 

solo tiempo de relajación de magnitud, c,  este es el caso de un solo tiempo de 

relajación en un flujo newtoniano ideal.  
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Figura 6.7 Gráfica de, H( ),del MZFE comparando, c = 0.99, y, c = 1,  para: a = 

0.3,  b = 0.9, Eu = 1x1010 Pa, Eo = 1x106 Pa, a =1x10-9 s, b = 5x10-9 s, c = 1 s. 

 

     Para tiempos de relajación mayores a, c , la, H(), sigue una ley de potencia 

proporcional al orden fraccional, c, este tipo de distribución podría indicar un tipo 

específico de jerarquización de la movilidad molecular en la cual se origina la 

respuesta tipo gel o de líquido en equilibrio termodinámico que genera el MZFE 

a muy baja frecuencia. (ver figuras 4.14 y 4.16 del capitulo 4) 

 

     La respuesta del MZFE bien puede descomponerse en otro tipo de 

respuestas diferentes a la exponencial, por lo cual pueden existir diferentes 

tipos de funciones, H(), que satisfagan a la ecuación 6.1. Es muy importante 

aclarar que experimentalmente es difícil determinar, H(),en forma directa y que 

dada la complejidad de la estructura del polimero los tiempos de relajación 

pueden distribuirse de diferentes maneras.  
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     La, H(,teórica que se ha obtenido en el presente trabajo es útil para dar 

una idea de los diferentes tipos de movilidad molecular que pueden estar 

originando la respuesta a nivel macro del polímero y para una comparación del 

modelo fraccional con otros modelos que expliquen la movilidad a nivel 

molecular. 
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CAPITULO 7 
 
 
 

CONCLUSIONES Y TRABAJO 
FUTURO 

 
 
 
7.1 Conclusiones. 

 

     Por medio de la derivada e integral de orden fraccional fue posible 

desarrollar un modelo, el MZFE, que representa el comportamiento reológico de 

un polímero amorfo, tomando en cuenta tanto a la transición vítrea como al flujo 

en términos del análisis mecánico dinámico (AMD) bajo condiciones 

isotérmicas. 

 

     Al considerar la naturaleza cooperativa o no-cooperativa de los movimientos 

moleculares fue posible que el MZFE modelara el comportamiento reológico en 

función de la temperatura tanto de la transición vítrea como del flujo 

(condiciones isócronas).  

 

     Los resultados teóricos del MZFE son consistentes con los resultados 

experimentales del poliestireno y polibutadieno. 

 

     Los órdenes fraccionales del MZFE pueden interpretarse como una medida 

relativa de la movilidad molecular en el polímero.  
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     El uso de la derivada e integral de orden fraccional permitió determinar una 

función de distribución de tiempos de relajación para un polímero amorfo que 

incluye a la transición vítrea y el flujo. 

 

     Mediante el análisis teórico del MZFE se determinó que los órdenes 

fraccionales, a, y, b, los cuales se relacionan a la transición vítrea, no son 

independientes.  

 

     El comportamiento del MZFE a baja frecuencia y alta temperatura presenta 

un factor de pérdida constante lo cual se podría asociar a un proceso de 

gelación o a un líquido en equilibrio termodinámico. 

 

7.2 Trabajo futuro. 

 

     Relacionar en forma cuantitativa los órdenes fraccionales del MZFE con la 

estructura y morfología del polímero, por medio de comparar los resultados 

teóricos del modelo con resultados experimentales y con resultados de 

simulación molecular de las cadenas poliméricas. 

 

     Extender el MZFE para la modelación de las relajaciones secundarias a 

temperaturas inferiores a la temperatura de transición vítrea. 

 

     Adaptar el MZFE para la modelación de las propiedades eléctricas, 

magnéticas y térmicas de polímeros amorfos y relacionar entre si estas 

propiedades. 

 

     Calcular partir del MZFE la viscosidad en función de la velocidad de corte 

para modelar al polímero durante el procesamiento y relacionar este 

comportamiento con los ordenes fraccionales. 
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     Estudiar los polímeros semicristalinos y las mezclas de polímeros mediante 

el MZFE o mediante una modificación de este modelo. 

 

     Buscar una posible evidencia experimental de la gelación o el líquido en 

equilibrio termodinámico que predice el MZFE a baja frecuencia o alta 

temperatura. 
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APLICACIÓN A MODELOS 
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A1.1 Definición de la transformada de Fourier. 
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     La transformada de Fourier [74,76] se calcula de la siguiente manera:   

 

                                                             (A1.1) 

 

                                           (A1.2) 

 

     La transformada de Fourier,  , (ecuación A1.1) es una integral donde se 

convoluciona una función que depende del tiempo, f(t), con un exponencial 

complejo definido por la ecuación A1.2, el resultado es una función depende de 

la frecuencia y del numero imaginario,  f(iω). En la transformada de Fourier los 

límites van desde menos infinito hasta infinito pero para la transformación de 

variables físicas el límite inferior se toma como cero ya que no tiene sentido 

hablar de tiempos negativos. 

 

     Por medio de esta transformada es posible analizar un sistema sometido a 

un excitación periódica de tipo circular (senoidal o cosenoidal) (figura A1.1), en 

términos de la frecuencia, ,. La transformada  de Fourier no es aplicable a 

sistemas excitados por otro tipo de funciones periódicas como por ejemplo: las 

ondas cuadradas (Figura A1.2) u ondas triangulares (Figura A1.3).        

   

 

 

 

 

 

Figura A1.1 Onda senoidal. 
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Figura A1.2 Onda cuadrada. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura A1.3 Onda triangular. 

 

     La ecuación A1.3 y A1.4 representan las transformadas de Fourier de la 

derivada e integral clásica (de primer orden), respectivamente. 

 

                                                      (A1.3) 

 

                                     (A1.4) 

 

     La transformada de Fourier de la derivada de orden fraccional [24] (ecuación 

A1.5) y de la integral de orden fraccional [24] (ecuación A1.6) se pueden 

considerar como generalizaciones de las transformadas de Fourier de los 

operadores clásicos.  

 

                    (A1.5) 

 

               (A1.6) 

 

     La potencia fraccional del número imaginario puede expresarse mediante la 

siguiente identidad: 

           ifiiitfDt  1
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                                       (A1.7) 

 

     Geométricamente el numero imaginario, i, representa una rotación de 90° en 

el plano complejo, por lo que la potencia fraccional del numero, i
, representa 

una rotación entre 0° y 90° en el plano complejo según la potencia, α, que varía 

entre cero y uno. La identidad representada por la ecuación A1.7 es útil en la 

separación de las partes real e imaginaria de una ecuación diferencial o integral 

a la que se le ha aplicado la transformada de Fourier.  

 

A1.2 Aplicación de la transformada de Fourier a un modelo reológico 

clásico. 

 

     En lo siguiente se ilustra la aplicación de la transformada de Fourier para 

obtener el modulo complejo de un modelo reológico clásico, para lo cual se usa 

como ejemplo el modelo de Zener clásico (ver sección 2.5 del capitulo 2). La 

ecuación diferencial del modelo de Zener clásico es la siguiente: 

 

                                                                                                                           (A1.8) 

 

     Aplicando la transformada de Fourier a la ecuación A1.8, considerando que 

la derivada de orden cero de una función es la función misma, la ecuación A1.8 

queda como sigue: 

 

                                  (A1.9) 

           

     La ecuación A1.9 representa al modelo de Zener clásico en el dominio de la 

frecuencia.  Asumiendo que estamos en la región del comportamiento lineal, 

entonces se puede considerar que la relación entre esfuerzo y deformación en 
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el dominio de la frecuencia define a un modulo elástico complejo, definido por la 

ecuación A1.10.                                                                                                     

 

                                                       (A1.10) 

 

     La ecuación A1.10 representa a la ley de Hooke transformada por Fourier o 

en el dominio de la frecuencia. El modulo elástico complejo del modelo de 

Zener se determina aplicando la ecuación A1.10, a la ecuación A1.9, entonces 

el modulo elástico complejo queda definido de la siguiente manera:                               

 

                                                (A1.11) 

                                              

     Para separar la parte real e imaginaria de la ecuación A1.11, el denominador 

y numerador la ecuación A1.11 se multiplica por el conjugado complejo del 

denominador de la misma ecuación A1.11:                                                                                                                                                                                                                                   

                                                                                                                    

                                                                                                                                                                                                                                                                         (A1.12) 

     Desarrollando las operaciones 

algebraicas en la ecuación A1.12:      

                                

                                    (A1.13)       

 

      

     Las partes real e imaginaria del modulo complejo y el factor de pérdida del 

modelo clásico de Zener de acuerdo con la ecuación A1.13 son las siguientes: 

 

                                                             (A1.14) 

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                           (A1.15) 
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                                                      (A1.16)                           

 

 

A1.3 Aplicación de la transformada de Fourier a modelos reológicos 

fraccionales. 

 

     Ahora se ilustrara el procedimiento de aplicación de la transformada de 

Fourier para obtener el modulo elástico complejo de un modelo fraccional, en 

este caso se ejemplifica con el modelo de Zener Fraccional (MZF) con un 

spring-pot (ver sección 2.6.4.3 del capitulo 2). 

 

                                                                                                                         (A1.17)      

 

     La ecuación A1.17 representa la ecuación en el dominio del tiempo del MZF 

con un spring-pot, aplicando la transformada de Fourier a la ecuación A1.17, 

esta queda de la siguiente forma: 

                         

             (A1.18) 

 

     Aplicando la ecuación A1.10 a la ecuación A1.17 se obtiene el modulo 

complejo del MZF: 

 

                                                      (A1.19)  

 

 

     A continuación debemos sustituir el número imaginario elevado a un 

exponente fraccionario en la ecuación A1.19 por la ecuación A1.7:           

                                 

 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      (A1.20) 
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     En la ecuación A1.20 el denominador y numerador se multiplican por el 

conjugado del denominador para separar las partes real e imaginaria, en los 

modelos reológicos fraccionales esta operación se complica demasiado, 

especialmente para los modelos con dos y tres spring pot. Por esta razón la 

separación de la parte real e imaginaria del modulo complejo se efectúa en 

forma simbólica, para esto primeramente el modulo complejo (ecuación A1.19) 

se expresa de la siguiente forma:  

       

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      (A1.21) 

 

     En la ecuación A1.21, A1, A2, A3, y, A4, tienen el siguiente significado:  

                                                                                                                   

                                                                                                     (A1.22)           

                                        

                                                         (A1.23) 

 

                                               (A1.24) 

 
 

                                              (A1.25)                                                                                                                                                                                                                                        

 

     La ecuación A1.21 se multiplica por del conjugado complejo del 

denominador: 

                                       

                                      (A1.26) 

 

     Después de efectuar las operaciones algebraicas expresadas en la ecuación 

A1.26 queda la siguiente ecuación: 
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                                                  (A1.27) 

                                       

     Las partes real e imaginaria del modulo complejo y el factor de pérdida del 

MZF de acuerdo con la ecuación A1.27 son las siguientes: 

 

                                                         (A1.28) 

                                          

                                            (A1.29) 

 

 

                                                  (A1.30) 

 

     Si se sustituyen, A1, A2, A3, y, A4, en las ecuaciones A1.28 a la A1.30 y se 

desarrollan las expresiones, se pueden obtener expresiones explicitas para la 

parte real, la parte imaginaria y el factor de perdida del MZF con un spring-pot, 

aunque se debe tomar en cuenta que las operaciones algebraicas para obtener 

expresiones explicitas del modulo complejo y sus componentes se complican 

demasiado para modelos con dos o mas spring-pots. 

 

     Siguiendo los procedimientos expuestos en el presente apéndice se 

determino el modulo complejo y sus componentes para todos los modelos 

reológicos clásicos y fraccionales analizados en el presente trabajo. Las 

ecuaciones correspondientes a los modelos que se analizaron en el capitulo de 

antecedentes se presentan en el Apéndice 2 y las ecuaciones para el modelo 

desarrollado en el presente trabajo (MZFE) se presenta en el Apéndice 4. 
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ECUACIONES DE LOS MODELOS 
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     En el presente apéndice se hace un resumen de las ecuaciones 

diferenciales y/o integrales y del modulo complejo, E*, y sus componentes: parte 

real, E’, parte imaginaria, E’’, y factor de pérdida, tan(), de los modelos 

reológicos clásicos y fraccionales presentados en el capitulo de antecedentes 

de esta tesis (ver secciones 2.5 y 2.6 del capitulo 2), también se presenta el 

esquema de cada modelo para una mayor claridad, el significado de los 

parámetros de las ecuaciones se presentan en la sección de se presentan 

además del capitulo 2, en la sección de Nomenclatura. 

 

A2.1 Modelo de Maxwell clásico. 
 

 

 

 

 

                                                 (A2.1)  

                      

                                                                                (A2.2)     

                    

                                                                                    

                                                   (A2.3) 

 

 

                                                                                                                      (A2.4) 
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A2.2 Modelo de Voigt-Kelvin clásico. 
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                                                                                                 (A2.6) 

                                                  

                                               (A2.7) 

                        

                                                       (A2.8) 

 

                                                    (A2.9) 

 

                                                             (A2.10) 

 
 
A2.3 Modelo de Zener clásico. 
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                                                      (A2.14) 

 

                                            

                                          (A2.15) 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
A2.4 Modelo de Burgers clásico. 
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                                  (A2.17) 

 

 

 

                             (A2.18) 

                          

 

 

                                 (A2.19) 

 

       

 

                                  (A2.20) 

     

   

 

       

 

A2.5 Modelo de Maxwell fraccional con 1 spring-pot. 
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                                           (A2.24) 

 

 

 

 

                                                   (A2.25) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A2.6 Modelo de Voigt-Kelvin fraccional. 
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                                             (A2.28) 

 

 

                                          (A2.29) 

 

 

                                        (A2.30) 

 

 

 

 

 

 

 

 

A2.7 Modelo de Zener Fraccional (MZF) con un spring-pot.  
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                                    (A2.31) 

 

                                                     

                                             (A2.32) 

 

 

                              (A2.33) 

 

 

                                    

                                     (A2.34) 

 

 

                                  

                                           (A2.35) 

 

A2.8 Modelo de 

Zener Fraccional (MZF) con 2 spring-pots. 
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                                          (A2.37)                                   

 
 

                         (A2.38) 
 

                              
 

 (A2.39) 
 

 
 

            (A2.40) 
 

 

APENDICE 3 
 
 
 

DEDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN DEL 
PARÁMTERO, Z, EN EL MODELO DE 

COOPERATIVIDAD 
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     La entropía configuraciónal, Sc, [61] sin considerar efectos de cooperatividad 

se calcula por medio la teoría del estado isométrico rotacional [67] según las 

ecuaciones A3.1 y A3.2. 

 

                                            (A3.1)  

                               

                                                                (A3.2)     

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              

     La entropía configuracional sin cooperatividad depende la concentración el 

estado gauche, Φ, (ecuación A3.2) que a su vez depende de la diferencia de 

energía con el estado trans, ΔΓ, y de la temperatura, T . 

 

     En la figura A3.1 se grafican las entropías configuracionales sin considerar 

efectos de cooperatividad, Sc, y considerando efectos de cooperatividad, Sz. en 

función de la temperatura absoluta. 
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Figura A3.1 Entropía configuraciónal para el estado isomérico rotacional, Sc, y 

para la teoría de cooperatividad, Sz. 

 

     En la teoría del estado isomérico rotacional el polímero alcanza el equilibrio 

termodinámico, Sc = 0, a una temperatura de cero Kelvin, en la teoría de 

cooperatividad la entropía con efecto de cooperatividad, Sz, llega a cero a una 

temperatura superior a los cero Kelvin (figura A3.1), temperatura a la cual se 

alcanza el equilibrio termodinámico. Las entropías con y sin cooperatividad 

convergen a la temperatura, T*.  

 

     El modelo de cooperatividad asume que la forma de la curva de, Sz, es 

similar a la forma de la curva de,  Sc, es decir, que el equilibrio termodinámico se 

alcanza de la misma manera con y sin efectos de cooperatividad y que la 

diferencia entre ambos casos es la escala de temperatura [10]. La entropía 

configuracional al considerar los efectos de cooperativos, Sz, se define de la 

siguiente manera a partir de la entropía sin cooperatividad y del parámetro, z : 

 

                                                        (A3.3) 

 

     Al efectuar un cambio en la escala de temperatura del rango de, 0, a, T*, al 

rango de, To, a, T*, se obtiene la dependencia en temperatura del parámetro, z, 

la cual queda definida por la siguiente ecuación [10]: 

 

                                                                           (A3.4) 
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     La ecuación A3.4 relaciona al parámetro, z, con la temperatura y se 

presento en el capitulo 2 como la ecuación 2.52. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

APENDICE 4 
 
 
 
DEDUCCIÓN DE LAS ECUACIONES 

DEL MZFE 
 



 179 

 
 
A4.1 Ecuación constitutiva del MZFE. 

 

     A continuación se describe la manera en como se obtuvo la ecuación 

integro-diferencial del MZFE la cual es una expresión matemática que relaciona 

el esfuerzo con la deformación. El desarrollo parte de considerar las conexiones 

entre los elementos reológicos del MZFE según se muestra en el esquema del 

modelo el cual se presenta en la figura 3.8 del capitulo 3 y que se repite aquí 

por conveniencia: 

 

 

Figura A4.1 Arreglo del MZFE 

 

 

     Del esquema del MZFE (figura A4.1) se deducen las siguientes relaciones 

para los esfuerzos y las deformaciones entre los elementos reológicos que 

constituyen al MZFE (ecuaciones A4.1-A4.3). 

             

                                         (A4.1) 

 

                                                                                                                        (A4.2) 

 

                                                                                                                  (A4.3) 

cRoT  

21  T

cbaRuT  



 180 

 

     En las ecuaciones A4.1 a A4.3, T, es la deformación total del modelo, a, b, 

y, c, son respectivamente las deformaciones del los spring pots de ordenes, a, 

b, y, c. Las deformaciones, Ru, y, Ro, son de los resortes con modulo, Eu - Eo,  y 

con modulo, Eo, respectivamente. T, es el esfuerzo total del modelo, , el 

esfuerzo en la rama con el resorte y dos spring pots en serie y, , es el 

esfuerzo en el resorte con modulo, Eo.  

 

     Adicionalmente, es necesario considerar la ecuación constitutiva del spring-

pot, definida mediante un operador integral [24,38] (ecuación A4.4). 

 

                                                      (A4.4) 

 

 

      

 

     La ecuación constitutiva del spring-pot definida mediante un operador 

integral (ecuación A4.4) es valida solamente cuando la deformación y el 

esfuerzo iniciales son cero.  La ecuación del resorte en términos del esfuerzo 

es: 

                    

                                                        (A4.5) 

     Primeramente, para la deducción de la ecuación integro-diferencial del 

MZFE, se sustituye a la ecuación A4.1 por medio de la ecuaciónes A4.4 y A4.5, 

dando como resultado la ecuación A4.6. 

 

 (A4.6) 

 

     La ecuación A4.6 se multiplica a ambos lados por, Eu - Eo, quedando la 

ecuación A4.7:          
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(A4.7) 

                                                       

     En la ecuación A4.7, T, esta expresada en términos de, σT, y de, σ1. Es 

necesario expresar, σ1, en términos de,  σT, esto se efectúa por medio de la 

ecuación A4.3, para lo cual primeramente se sustituye en esta ecuación, σ2, con 

la ayuda de la ecuación A4.5, quedando la siguiente ecuación: 

 

                                           (A4.8) 

 

     Antes de sustituir, σ1, en A4.7 con la ecuación A4.8 es necesario expresar en 

esta ecuación, γRo,  en términos de, γT, y, σT, para lo cual se hace uso de la 

ecuación A4.2, en la cual primero se despeja, γRo, y, c, se sustituye con la 

ecuación A4.4 quedando la siguiente ecuación:  

      

                                          (A4.9) 

 

     La ecuación A4.9 se sustituye en la ecuación A4.8 quedando: 

 

                                                 (A4.10) 

 

 

 

     Simplificando la ecuación A4.10: 

                            

                                   (A4.11) 

 

     Ahora la ecuación A4.11 se sustituye en la ecuación A4.7 con lo cual queda 

la ecuación A4.12: 
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                     (A4.12) 

 

 

                                                 

 

 

 

 

 

     En la ecuación A4.12 solo hay deformaciones totales, γT, y esfuerzos totales, 

σT, y se han incluido las ecuaciones de todos los elementos reológicos del 

MZFE. El siguiente paso es simplificar la ecuación A4.12, para lo cual 

primeramente se aplican los operadores diferenciales e integrales a los 

términos dentro de los paréntesis.    

                                                                                                                              

                     (A4.13)                                                                                         

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     En la ecuación A4.13 el término de la izquierda se puede simplificar con el 

segundo término de la derecha y el tercer término de la derecha se puede 

simplificar con el último 

término de la derecha, con 

lo cual queda la siguiente 

ecuación: 

                                  (A4.14) 
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     Finalmente se agrupan los términos de esfuerzo y los términos de 

deformación en la ecuación A4.14 y se elimina el subíndice, T, para obtener la 

ecuación del MZFE.  

 

                       (A4.15) 

   

 

 

      

 

     La ecuación A4.15 la ecuación integro-diferencial del MZFE la cual se 

presenta como la ecuación 3.17 en capitulo 3. 

 

A4.2 Modulo complejo del MZFE. 

 

     A continuación se efectúa el procedimiento detallado para la deducción del 

modulo complejo del MZFE (ecuaciones 3.18-3.25, capitulo 3) a partir de la 

ecuación constitutiva (ecuación A4.15, ecuación 3.17 del capitulo 3) para lo cual 

se utiliza el procedimiento expuesto en el Apéndice 1 por medio de la 

transformada de Fourier. 

 

     Primeramente se aplica la transformada de Fourier a cada uno de los 

términos de la ecuación A5.15 quedando la ecuación A4.16. 
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(A4.16) 

 

 

   

 

 

     El modulo elástico complejo se obtiene a partir de la ley de Hook en el 

dominio de la frecuencia (ecuación A1.10, Apéndice 1) la cual se repite aquí por 

conveniencia: 

  

                                                  (A4.17) 

 

     Aplicando la ecuación A4.17 a la ecuación A4.16 queda lo siguiente: 

 

 

(A4.18) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Al efectuar las divisiones indicadas en la ecuación A4.18 queda lo siguiente: 

 

                           (A4.19) 
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     El modulo complejo, E
*, se despeja de la ecuación A4.19 y queda la 

siguiente ecuación: 

 

(A4.20) 

 

 

     La ecuación A4.20 es el modulo complejo del MZFE el cual se presenta en el 

capitulo 3 como la ecuación 3.18. La parte real e imaginaria del modulo 

complejo del MZFE (ecuación A4.20) se separan por medio de la siguiente 

identidad (ecuación A1.7, apéndice 1) la cual se repite aquí por conveniencia: 

      

                                               (A4.21) 

      

     Sustituyendo la ecuación A4.21 en cada uno de los términos con número 

imaginario de la ecuación A4.20, el modulo complejo del MZFE puede 

expresarse de la siguiente manera: 

 

                                     (A4.22) 

 

Donde, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, representan: 

 

                (A4.23)                 

 

                                     (A4.24) 

 

 

                   (A4.25) 
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                  (A4.26) 

 

 

                 (A4.27) 

 

 

                (A4.28) 

 

 

                                                     (A4.29) 

 

      

     Agrupando los términos reales e imaginarios en el numerador y en el 

denominador de la ecuación A4.22, esta ecuación puede expresarse de la 

siguiente manera: 
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                      (A4.31) 

 

 

                                       (A4.32) 

 

 

 

(A4.33)                        
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                                  (A4.34) 

 

 

 

     Para separar la parte real e imaginaria del modulo complejo (ecuación 

A4.30-A4.34) es necesario multiplicar el numerador y denominador de la 

ecuación A4.30 por el conjugado complejo del denominador, tal como lo indica 

la siguiente ecuación: 

                                                   (A4.35) 

 

                                                   

     Después de efectuar las operaciones indicadas en la ecuación A4.35 quedan 

separadas las partes real e imanaría del modulo complejo del MZFE: 

 

                                                                                                                                                            (A4.36) 

 

     Las partes real, imaginaria y factor de pérdida del modulo complejo del 

MZFE son según la ecuación A4.36 son: 

 

                                                    (A4.37) 

 

               

                                                 (A4.38) 

 

      

                                          (A4.39) 
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     Las ecuaciones A4.37-A4.39 y A4.31-A4.34 son las mismas que se 

presentan en el capitulo 3 como las ecuaciones 3.19-3.25, para las 

componentes del modulo complejo del MZFE. 
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DEDUCCIÓN DE LA FUNCIÓN DE 
DISTRIBUCIÓN DE TIEMPOS DE 

RELAJACIÓN 
 
 
 

A5.1 Transformada de Laplace y transformada inversa de Stieltjes. 

 

     La transformada de Laplace [75,76] de una función, L[f(t)], se define de la 

siguiente manera: 

                                            

                                          (A5.1)  

                            

                                                              (A5.2) 

 

     La transformada de Laplace, es una convolución una función, f(t), con un 

exponencial de argumento complejo, exp(s). La función se transforma del 

dominio del tiempo, t, al dominio de Laplace, s, la cual es una variable compleja 

(ecuación A5.2). Cuando,  = 0, en la ecuación A5.2, la transformada de 

Laplace coincide con la transformada de Fourier (Apéndice 1). Aunque 

estrictamente hablando, el límite inferior de la integral de la transformada de 

Laplace es menos infinito, en este caso se toma como cero ya que desde un 

punto de vista físico no tiene sentido hablar de tiempos negativos.   

                                                                                   

     La transformada de Laplace de la derivada e integral de orden fraccional 

[23,24,35,36] se define de la siguiente manera: 

      dsstfsftfL  


exp)(
0

 is 
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                                            (A5.3) 

 

                                                 (A5.4) 

 

     El operador diferencial fraccional en el dominio de Laplace es una 

multiplicación por, s
α, (ecuación A5.3) y el operador integral en el dominio de 

Laplace es una división por, sα, (ecuación A5.4) ambos operadores actúan sobre 

la función en el dominio de Laplace,  f(s). La ecuación A5.4 es valida solamente 

para condiciones iniciales cero, que desde el punto de vista de un polímero 

implica cero esfuerzo y cero deformación iniciales. 

 

     La función de la distribución de tiempos de relajación de los modelos 

reológicos fraccionales se calcula por medio de la transformada inversa de 

Stieltjes [36]: 

 

                                           (A5.5) 
 
 
     La transformada inversa de Stieltjes (ecuación A5.5) se aplica a la 

transformada de Laplace de la ecuación diferencial y/o integral del modelo 

reológico, Q(s).  

 

A5.2 Deducción de la función de la distribución de tiempos de 

relajación del MZFE. 

 

     La ecuación integro-diferencial del MZFE en el dominio del tiempo es la 

ecuación 3.17 del capitulo 3, la cual se repite aquí por conveniencia: 
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     Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación integro-diferencial del 

MZFE, esta ecuación queda como sigue: 

 

                               (A5.7) 

 

 

 

 

   

     La ecuación A5.7 es la ecuación del MZFE en el dominio de Laplace. Por 

medio de la siguiente ecuación, la cual es equivalente a la Ley de Hook en el 

dominio de Laplace se obtiene, Q(s). 

 

                                                   (A5.8) 

 

     Aplicar la ecuación A5.8 a la ecuación A5.7 equivale a dividir la ecuación 

A5.6 por la deformación en el dominio de Laplace, (s): 

 

                     (A5.9)  

 

 

 

 

 

     Al efectuar la división en la ecuación A5.9 queda la siguiente ecuación: 
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                        (A5.10) 

 

 

      

 

     De la ecuación A5.10 se despeja, Q(s): 

 

(A5.11) 

 

 

     A la ecuación A5.11 se aplica la transformada inversa de Stieltjes (ecuación 

A5.5) para determinar la función de la distribución de tiempos de relajación. El 

primer paso es sustituir, s, en, Q(s), según la ecuación A5.5: 

(A5.12) 

 

     En la ecuación A5.12 se aplican los exponentes, a, b, c, a las expresiones 

dentro de los paréntesis quedando de la siguiente manera: 

     (A5.13) 

 

     Los exponenciales complejos de la ecuación A5.13 se pueden expresar en 

una parte real y otra imaginaria según la siguiente identidad: 

 

                                      (A5.14) 

 

     Sustituyendo los exponenciales complejos de la ecuación A5.13 con la 

ecuación A5.14 la ecuación A5.13 se puede expresar como sigue: 
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                                       (A5.15) 

 

(A5.16)                   

 

(A5.17)                     

 

(A5.18)                              

 

(A5.19)                              

 

(A5.20)                  

 

                (A5.21)  

 

              (A5.22) 

 

     Seguido de esto se agrupan los términos reales e imaginarios en el 

numerador y en el denominador de la ecuación A5.15, la cual queda de la 

siguiente forma: 
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                      (A5.27) 

 

 

 

     Es necesario obtener la parte imaginaria de la ecuación A5.23 según lo 

indica la ecuación A5.5, para lo cual el numerador y el denominador de la 

ecuación A5.23 se multiplican por el conjugado complejo del denominador de la 

misma ecuación A5.23 según se expresa como sigue: 

 

                                                 (A5.28) 

 

     Al efectuar las operaciones algebraicas indicadas en la ecuación A5.28 

quedan separadas la parte real e imaginaria de la ecuación A5.23: 

 

                                     (A5.29) 

 

     La ecuación A5.29 se sustituye en la definición de la transformada inversa 

de Stieltjes (ecuación A5.5):  

                     

                                  (A5.30) 

 

     Se toma solamente la parte imaginaria de la expresión dentro del paréntesis 

de la ecuación A5.30: 

 

                                             (A5.31) 

     Al simplificar los signos  de la ecuación 

A5.31 queda la siguiente expresión para la función de la distribución de tiempos 

de relajación del MZFE: 
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                                               (A5.32) 

 

     En la ecuación A5.32, B1, B2, B3, B4, quedan definidos por las ecuaciones 

A5.24 a la A5.27. 

 

     Si se compara la ecuación A5.32 con la expresión para la parte imaginaria 

del modulo complejo (ecuaciones 3.20, 3.22-3.25, capitulo 3), se observa que la 

función de la distribución de tiempos de relajación puede definirse a partir de la 

parte imaginaria modulo complejo sustituyendo, ω, por, 1/η, y, π/2,  por, π, tal 

como lo indica la siguiente ecuación:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

                                        

                                                                   (A5.33) 

 

                         

 

     El hecho que la función de la distribución de tiempos de relajación pueda 

definirse de acuerdo con la ecuación A5.33 le da sustento físico a la función de 

la distribución de tiempos de relajación, ya que es en la parte imaginaria del 

modulo complejo, E’’, quien cuantifica la disipación viscosa de energía del 

polímero y por lo tanto es quien cuantifica el retardo del material ante la 

aplicación de un estimulo externo. 
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TERMODINÁMICA DE LOS MODELOS 

REOLÓGICOS 
 
 
 
A6.1 Principios básicos de termodinámica. 

 

     La primera ley de la termodinámica establece la conservación de la energía 

[2,4] (ecuación A6.1): 

 

                                              (A6.1) 

 

     La segunda ley impone una restricción sobre los procesos físicamente 

realizables: solamente son posibles los procesos donde la entropía se 

incrementa, además establece que la entropía de un sistema en equilibrio es 

cero (ecuación A6.2). 

 

                                                           (A6.2) 

 

     Por medio de un potencial termodinámico [2,4] se impone la restricción de la 

segunda ley sobre la primera ley, en este caso se considera como potencial a la 

libre de Gibbs, valida para procesos a temperatura y presión constante 

(ecuación A6.3): 

 

                                                        (A6.3)    
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     La energía libre de Gibbs (ecuación A6.3) debe ser negativa para que un 

proceso sea físicamente realizable, es cero para un sistema en equilibrio, y el 

proceso no es posible si la energía libre de Gibbs es positiva (ecuación A6.4). 

 

                                                             (A6.4) 

 

A6.2 Aplicación de principios termodinámicos a los modelos 

reológicos. 

 

     Para una muestra de polímero que se somete a un análisis mecánico 

dinámico (AMD) puede plantearse una expresión similar a la de energía libre de 

Gibbs asumiendo que la presión y temperatura son constantes (ecuación A6.5),  

 

                                                           (A6.5) 

 

     Se puede asumir la condición de temperatura constante cuando la muestra 

de polímero es pequeña y la deformación aplicada es uniforme y de estado 

estable [31]. En la ecuación A6.5, , es la razón de cambio en la energía libre, 

w, es la razón de cambio del trabajo mecánico interno y,  q, es la razón de 

cambio en la disipación de trabajo mecánico interno.  

 

     Para que un modelo reológico cumpla con la primera y segunda ley de la 

termodinámica es necesario que la energía libre sea negativa, para que esta 

condición se cumpla, es necesario que el modelo reológico prediga un trabajo 

mecánico interno positivo (ecuación A6.6). 

 

                                                                                                                                                       (A6.6)     
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     La condición representada por la ecuación A6.6 es posible solamente si el 

modelo reológico predice una disipación de trabajo mecánico interno positiva 

(ecuación A6.7) [33-34].                      

                                                                                                    (A6.7) 

 

     Las condiciones sobre el trabajo mecánico y la disipación de energía se 

cumplen en el modelo reológico cuando la parte real del modulo complejo, E’, 

es una función positiva y creciente de la frecuencia (ecuaciones A6.8 y A6.9) y 

el factor de perdida, tan(), es una función positiva de la frecuencia (ecuación 

A6.10) [33, 34]. Cuando el modelo reológico en la frecuencia predice un 

comportamiento elástico, E’, no presenta crecimiento, dE’/d= 0 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 (A6.8) 

                                                

                                                                              (A6.9)                                                                                                                                                                                                                

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

                                                                                                                                                                                                           (A6.10) 
 

 
     Los modelos reológicos en el dominio del tiempo cumplen con la 

compatibilidad termodinámica cuando el modulo elástico, E, es una función 

positiva y decreciente del tiempo (ecuación A6.11 y A6.12) [33, 34]. Si el  

modelo reológico en el tiempo predice un comportamiento elástico, E’, no 

presenta decrecimiento, dE’/dT= 0 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   (A6.11) 

 

 
                                                (A6.12)      
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     En base a las condiciones resumidas por las ecuaciones A6.8  a la A6.12  se 

puede determinar la compatibilidad termodinámica de un modelo reológico ya 

sea clásico o fraccional en el dominio de la frecuencia o del tiempo. 
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APENDICE 7  
 
 
 

RESPUESTA DEL MZFE BAJO 
CONDICIONES DE RELAJACIÓN DE 

ESFUERZOS Y DE FLUENCIA 
 

 
 
A7.1 Definición de los ensayos de relajación y fluencia. 

 

     En este apéndice se presenta la respuesta del MZFE en los ensayos de 

relajación y fluencia, es decir, la respuesta del modelo en el tiempo a una 

deformación constante, γo, o a un esfuerzo constante, ζo, los cuales se 

mantienen durante cierto intervalo de tiempo. 

             

Figura A7.1 Condiciones iniciales para los ensayos de relajación de esfuerzos, 

a), y fluencia, b). 

      

                                          (A7.1) 
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                                                        (A7.2) 

 

 

     Las condiciones iniciales para el ensayo de relajación de esfuerzos se 

presentan gráficamente en la figura A7.1a y matemáticamente en la ecuación 

A7.1 y las condiciones iniciales para el ensayo de fluencia se presentan 

gráficamente en la figura A7.1b y matemáticamente en la ecuación A7.2. 

 

     Cabe señalar que las condiciones iniciales para relajación y fluencia se están 

modelando (ecuaciones A7.1 y A7.2) mediante funciones escalón [74,75] las 

cuales asumen que la excitación se aplica instantáneamente después de un 

tiempo, t = 0, esta alternativa es una aproximación ya que las deformaciones y 

los esfuerzos no pueden ser aplicados en forma instantánea. 

 

A7.2 Consideraciones sobre los métodos de solución analíticos y 

numéricos. 

 

     La respuesta que se obtiene del MZFE en un ensayo de relajación de 

esfuerzos requiere encontrar una función (ecuación A7.4) que relacione el 

esfuerzo con el tiempo y con los parámetros del MZFE y que satisfaga a la 

ecuación del MZFE (ecuación A7.3) y a las condiciones iniciales de deformación 

(ecuación A7.1). 

 

(A7.3) 
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                                    (A7.5) 
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     Por otra parte, la respuesta que se obtiene del MZFE en un ensayo de 

fluencia requiere encontrar una función (ecuación A7.5) que relacione la 

deformación con el tiempo y con los parámetros del MZFE y que satisfaga a la 

ecuación del MZFE (ecuación A7.3) y a las condiciones iniciales de esfuerzo 

(ecuación A7.2). 

 

     Los métodos de solución en el dominio del tiempo de una ecuación como la 

del MZFE se dividen esencialmente en analíticos y numéricos, en los métodos 

analíticos las ecuaciones integro-diferenciales fraccionales se resuelven 

mediante transformaciones como las de Laplace, Mellin y Fourier, la solución 

que se obtiene mediante estos métodos se basa en series infinitas de 

potencias. Hasta ahora muchas ecuaciones de modelos reológicos fraccionales 

se han resuelto mediante estos métodos [24,33-37,81,82], sin embargo la 

principal desventaja de estos métodos es que las soluciones fallan para tiempos 

cortos, t < , y para tiempos largos, t > ,  estas soluciones se pueden evaluar 

solamente para intervalos de tiempo alrededor del tiempo característico, .  

 

     De acuerdo con el ajuste del MZFE a los espectros isotérmicos 

experimentales del poliestireno presentados en el capitulo 5, la razón entre las 

magnitudes del tiempo característico del flujo y el tiempo característico largo de 

la transición vítrea es de varias décadas, que para este caso: c/b ≈ 109
. Las 

soluciones analíticas de modelos reológicos fraccionales desarrolladas hasta 

ahora fallan cuando el intervalo de tiempo analizado difiere en mas de una 

década del tiempo característico, t/>101 [82], por esta razón no se desarrollo 

la solución analítica para el MZFE y se ha optado por desarrollar una solución 

numérica.  
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A7.3 Método para la solución de la ecuación del MZFE. 

 

     La solución numérica de la ecuación del MZFE se basa en la generalización 

de la diferencia finita de la derivada e integral clásica para las derivadas e 

integrales de orden fraccional según la ecuación A7.6 y A7.7. 

 

                                               (A7.6) 

 

 

                                                        (A7.7) 

 

     La ecuación A7.6 es la definición Grunwald de la derivada de orden 

fraccional [24,26], esta misma definición es valida para la integral de orden 

fraccional cuando el exponente, , es negativo. En el limite, cuando,  N = ∞, la 

definición de Grunwald converge a la derivada fraccional o integral fraccional de 

Riemann (sección 2.6.1 del capitulo 2) para una amplia variedad de funciones 

[24,26].  

 

     La definición de Grunwald de los operadores fraccionales (ecuación A7.6) es 

una convolución discreta de una función evaluada en puntos discretos de 

tiempo,   Ntjtf  , con los coeficientes de Grunwald, Aj+1, (ecuación A7.7) 

los cuales son una versión discreta de la función de ley de potencia de los 

operadores fraccionales de Riemann (ecuaciones 2.29, capitulo 2). La 

interpretación física de los operadores de Grunwlad es análoga a la de los 

operadores de Riemann (ver sección 2.6.2, capitulo 2).  

 

     Con el objetivo de desarrollar un procedimiento más general para la solución 

de los modelos reológicos fraccionales la definición de Grunwald se implemento 

según un método recientemente desarrollado en base a matrices [83]. En este 

método la derivada de orden fraccional de una función se expresa de la 

siguiente manera (ecuación A7.8). 
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 (A7.8)  

                                                                                                                                                                              

     La derivada fraccional de una función, A7.8 (1), se aproxima en, N, instantes 

de tiempo, A7.8 (2), por medio de multiplicar la matriz de coeficientes de 

Grunwald, A7.8 (4), con el vector de la función evaluada en, N, instantes de 

tiempo, A7.8 (5), y con el intervalo de tiempo elevado al exponente fraccional, 

A7.8 (3). En la siguiente ecuación se presenta en forma compacta la ecuación 

A7.8: 

 

                                   (A7.9) 

 

     Según la notación de la ecuación A7.9 la derivada de orden fraccional de 

una función,  tfDt


0 , se aproxima en, N, instantes de tiempo,   Nt tfD

0 , por 

medio de multiplicar la matriz de coeficientes de Grunwald,  A , con el vector de 

la función evaluada en, N, instantes de tiempo,   Ntf , y con el intervalo de 

tiempo elevado al exponente fraccional,   
Nt . 

 

     De acuerdo con las ecuaciones A7.8 y A7.9 el operador diferencial fraccional 

en su versión discreta esta definido de la siguiente manera: 

 

                                          (A7.10) 
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     La versión discreta del operador integral fraccional es el inverso del la 

ecuación A7.10: 

                        

                                            (A7.11) 

      

     Para obtener la solución numérica de la ecuación del MZFE, primeramente 

se sustituyen las derivadas e integrales del MZFE por los operadores discretos 

(ecuaciones A7.10 y A7.11)  quedando de la siguiente manera la ecuación del 

MZFE: 

 

  (A7.12)   

 

 

 

 

     La  ecuación A7.12 representa la versión discreta de la ecuación del MZFE 

para, N, instantes de tiempo. El operador diferencial discreto de orden 0 es igual 

a la matriz identidad,    IDt 0
, la cual es una matriz cuadrada con 1‟s en la 

diagonal y 0´s todos los demás coeficientes.  

 

     Ahora, en la ecuación discreta del MZFE (ecuación A7.12), se agrupan los 

operadores fraccionales que actúan sobre el esfuerzo y los operadores 

fraccionales que actúan sobre la deformación quedando de la siguiente manera: 
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     Los operadores y parámetros que actúan sobre el esfuerzo pueden 

agruparse en una sola matriz a la igual que los operadores y parámetros que 
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actúan sobre la deformación de tal forma que la ecuación A7.13 puede 

expresarse de la siguiente manera:  

 

                                         (A7.14) 

 

     En la ecuación A7.14 la matriz,  
tE0 , representa a los operadores 

fraccionales y parámetros que actúan sobre el esfuerzo y,  tE0 , representa a 

los operadores fraccionales y parámetros que actúan sobre la deformación. 

 

    Si se despeja el esfuerzo de la ecuación A7.14, esta ecuación se puede 

expresar de la siguiente manera: 

                                     

                                                                      (A7.15)                       

 

                                            (A7.16) 

 

     Finalmente la relación deformación-esfuerzo discreta para, N, instantes de 

tiempo del MZFE queda representada por la ecuación A7.15. En la matriz,  E , 

(ecuación A7.16) se agrupan todos los operadores fraccionales y parámetros de 

la ecuación constitutiva en su versión discreta del MZFE y es esta matriz quien 

define la respuesta del modelo ante el esfuerzo o la deformación, lo cual le da 

significado físico.  

 

     Las condiciones iniciales para relajación de esfuerzos y fluencia deben 

definirse en forma discreta, según las siguientes ecuaciones: 

 

                                            (A7.17)                            

 

                                                    (A7.18) 
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     La ecuación A7.17 representa la condición inicial de deformación para 

relajación de esfuerzos y la ecuación A7.18 representa la condición inicial de 

esfuerzo para fluencia, ambas ecuaciones son validas para, N, instantes de 

tiempo. Las ecuaciones A7.17 y A7.18 se definen mediante una matriz identidad 

de orden, N, multiplicada por la magnitud de la deformación, . o del esfuerzo, 

. Las condiciones iniciales se aplican por medio de sustituir las ecuaciones 

A7.17 y A7.18 en la ecuación A7.15: 

 

                                                (A7.19) 

 

                                                       (A7.20)     

 

     Al evaluar las ecuaciones A7.19 y A7.20 se obtiene la respuesta del MZFE 

en relajación de esfuerzos (ecuación A7.19) y en fluencia (ecuación A7.20).  

 

     Si en las ecuaciones A7.19 y A7.20 se consideran esfuerzos y 

deformaciones unitarias, ζo  = 1, y, γo  = 1, se obtiene la respuesta del MZFE en 

términos del modulo de relajación, E(tN), (ecuación A7.21) y de la complianza, 

J(tN), (ecuación A7.22). 

                                          (A7.21) 

 

                                          (A7.22) 

 

     La solución numérica del MZFE tiende a ser menos aproximada para los 

instantes de tiempo iniciales t0, t1,…, la razón de esto es que en la aproximación 

de los operadores fraccionales en base a matrices (ecuación A7.8) el numero 

de los coeficientes de Grunwald es menor para los instantes de tiempo iniciales 

que para los instantes de tiempo finales tal como se observa en la ecuación 

A7.8. El error inducido por este efecto es mínimo para intervalos de tiempo 

relativamente cortos de alrededor de una década pero se hace muy 

considerable para intervalos de tiempo mayores a una década. Para minimizar 

      oNtN IEt  0

       oNtN IEt 
1

0




       11
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este error es necesario que las ecuaciones A7.21 y A7.22 se apliquen a 

intervalos de tiempo crecientes, tal como se ejemplifica a continuación para 

relajación de esfuerzos en términos del modulo de relajación: 

 

                                                                                                                         

                                       (A7.23)                                                                                                                                                   

                                                                                      

          

 

 

     En las ecuaciones A7.23 se indica que el modulo se evalúa a intervalos de 

tiempo crecientes de década en década iniciando cada intervalo desde el 

tiempo cero. Después de calcular el modulo para los intervalos de tiempo 

indicados en las ecuaciones A7.23, se toman los módulos de la ultima década 

de tiempo de cada uno de los intervalos, y se unen estos datos para así obtener 

la respuesta de relajación en todo el intervalo de tiempo considerado, tal como 

se indica en la siguiente ecuación donde, , indica la unión de conjuntos de 

datos.  

                             

(A7.24) 

 

     El mismo procedimiento descrito por las ecuaciones A7.23 y A7.24 se aplica 

para el cálculo de la fluencia en términos de la complianza: 

 

                                                                                                                         

                                       (A7.25)                                                                                                                                                   
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     En el caso de fluencia la complianza se evalúa a intervalos de tiempo 

crecientes de década en década, iniciando cada intervalo desde el tiempo cero 

(ecuaciones A7.25), posteriormente se toma la complianza de la ultima década 

de tiempo de cada intervalo de tiempo de las ecuaciones A7.25 y se unen estos 

datos de complianza para así obtener la respuesta de fluencia para todo el 

intervalo de tiempo considerado tal como se expone en la siguiente ecuación: 

 

(A7.26) 

 

A7.4 Resultados del MZFE en relajación de esfuerzos y fluencia. 

                       

     Aplicando el procedimiento descrito en la sección A7.3 ha sido posible 

obtener la respuesta del MZFE para el ensayo de relajación de esfuerzos en 

términos del modulo de relajación (figuras A7.2 y A7.3) y para el ensayo de 

fluencia en términos de la complianza (figura A7.4 y A7.5). 
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a = 0.1, b = 0.6

a = 0.2, b = 0.7
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a = 0.4, b = 0.9

             

Figura A7.2 MZFE en relajación de esfuerzos al variar los ordenes, a, y, b, para, 

c = 0.95, ηa =1x10-9 s, τb =5x10-9 s, τc =1 s,  Eu =1x1010 Pa, Eo =1x106 Pa. 
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Figura A7.3. MZFE en relajación de esfuerzos al variar el orden, c, para:  a = 0.3, 

b = 0.8, τa = 1x10-9 s, τb = 5x10-9 s, τc = 1 s,  Eu =1x1010 Pa, y, Eo =1x106 Pa. 



 211 

           

1.E-10

1.E-09

1.E-08

1.E-07

1.E-06

1.E-05

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E-13 1.E-10 1.E-07 1.E-04 1.E-01 1.E+02 1.E+05

tiempo (s)

J
 (

1
/P

a
)

a = 0.1, b = 0.6

a = 0.2, b = 0.7

a = 0.3, b = 0.8

a = 0.4, b = 0.9

 

Figura A7.4. MZFE en fluencia al variar los ordenes, a, y, b, para: c = 0.95, τa = 

1x10-9s, τb = 5x10-9 s, τc = 1 s,  Eu = 1x1010 Pa, y, Eo = 1x106 Pa. 
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Figura A7.5. MZFE en fluencia al variar el orden, c, para  a = 0.3, b = 0.8, τa = 

1x10-9s, τb = 5x10-9 s, τc = 1 s,  Eu  = 1x1010 Pa y Eo = 1x106 Pa. 
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     El MZFE en relajación de esfuerzos (figuras A7.2 y A7.3) y fluencia (figuras 

A7.4 y A7.5) muestra los cuatro comportamientos reológicos de un polímero 

amorfo: la elásticidad vítrea, la transición vítrea, la elásticidad cauchotica y el 

flujo. Tanto en relajación de esfuerzos así como en fluencia los 

comportamientos elásticos se muestran como intervalos de tiempo donde la 

variación del esfuerzo o de la deformación con el tiempo es mínima, la 

transición vítrea se muestra como una caída del modulo de relajación o un 

crecimiento de la complianza entre la elasticidad vítrea y la elasticidad 

cauchotica, el flujo se muestra como una reducción del modulo elástico con el 

tiempo o un crecimiento con el tiempo de la complianza. 

 

     Al igual que en el MZFE en el ensayo dinámico (AMD) ya sea isotérmico o 

isócrono (ver capitulo 6), en el MZFE en el dominio del tiempo (relajación y 

fluencia) los ordenes fraccionales, a, y, b, tienen efecto en el rango de tiempo 

donde se presenta la transición vítrea (figuras A7.2 y A7.4) y el orden fraccional, 

c, tiene efecto principalmente en el rango de tiempo donde se presenta el flujo 

(figuras A7.3 y A7.5).  

 

     Asimismo los efectos de variar los ordenes fraccionales en el MZFE en el 

tiempo concuerdan con los efectos de variar los ordenes fraccionales en el 

MZFE en ensayo dinámico (AMD) isotérmico e isócrono: cuando los ordenes 

fraccionales, a, y, b, se acercan al 0 la respuesta en la transición vítrea es mas 

elástica y tiende a desaparecer la elasticidad cauchotica y a darse un paso mas 

directo de la transición vítrea al flujo (figuras A7.2 y A7.4) y cuando los ordenes 

fraccionales, a, y, b, se acercan al 1 la transición vítrea es mas viscosa y es mas 

definido el efecto de la elasticidad cauchotica (figuras A7.2 y A7.4), en el caso 

de flujo, cuando el orden fraccional, c, es menor a 1 el MZFE predice un flujo de 

tipo no-newtoniano (figuras A7.3 y A7.5), y cuando el orden fraccional, c, es 

igual a 1 el MZFE predice un flujo de tipo newtoniano. 
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A7.5 Comparación del MZFE en el dominio del tiempo con espectros 

experimentales. 

 

     Con el objetivo de validar la solución desarrollada para el MZFE en el 

dominio del tiempo se hace una comparación del espectro teórico el MZFE en 

fluencia con un espectro experimental de un polímero amorfo, el cual se obtuvo 

de la estos referencia 5. Los datos experimentales de fluencia son de 

poliestireno a una temperatura de referencia de 100°C y se comparan con el 

MZFE en la figura A7.6. En la tabla A7.1 se presentan los parámetros del MZFE 

que se utilizaron para la comparación con el espectro experimental de fluencia. 
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Figura A7.7 Comparación de complianza del MZFE (línea gris) con la 

complianza del poliestireno (puntos negros). 
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Tabla A7.1 Parámetros utilizados en la comparación del MZFE en fluencia con 

datos experimentales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     El MZFE en fluencia muestra buena concordancia con los datos 

experimentales desde la elasticidad vítrea hasta el flujo (figuras A7.6). Los 

ordenes fraccionales y tiempos característicos del MZFE en relajación de 

esfuerzos y fluencia también cumplen con las relaciones expresadas en las 

ecuaciones 5.1 y 5.2 del capitulo 5 las cuales también se cumplen para el MZFE 

en análisis mecánico dinámico isotérmico e isócrono. Estas relaciones indican 

que en el MZFE en relajación de esfuerzos y fluencia también se puede 

considerar a los ordenes fraccionales como una medida relativa de la movilidad 

molecular en polímeros amorfos de acuerdo con lo expuesto en la tabla 5.4 del 

capitulo 5. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

parámetro magnitud 

a 0.33 

b 0.85 

c 0.97 

a (seg.) 40 

b (seg.) 50 

c (seg.) 1x10
9
  

Eu (Pa) 1x1010 

Eo (Pa) 2x106  

(Pa) 1 
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complex modulus, E‟ is the storage modulus, or real part of the complex 
modulus, and E‟‟ is the loss modulus, or imaginary part of the complex modulus) 
under isothermal and isochronal conditions for amorphous polymers, including 
both the glass transition process and the flow behavior. The differential 
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alternative to study these phenomena is by experimental measurements of a 
mechanical property, like complex modulus, measured by Dynamical 
Mechanical Analysis. These experimental results must be interpreted using a 
mathematical model. The Mechanical Fractional Model is a powerful tool to 
describe the relaxation phenomena of polymers in a very large temperature 
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transition temperature (Tg). In this work we proposed to extend the Mechanical 
Fractional Model for modelling the viscoelastic behaviour in a greater 
temperature range in order to describe also the melt behaviour of polymer 
materials. From this new Extended Mechanical Fractional Model (EMFM) we 
have computed the real and imaginary parts of the complex modulus. The 
fractional parameters of the Model are associated to nature cooperative or not 
cooperative of molecular motions of polymer chains. Keywords: Fractional 
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A8.4 Presentaciones en congresos nacionales: 
 
 

 
Modelamiento de propiedades reológicas de materiales poliméricos en un 

amplio intervalo de temperatura mediante operadores integrales y 

diferenciales de orden no entero. 

 

Tesista: Ing. Felipe García. 
 
Asesor: Dr. Edgar Reyes-Melo  
 
Facultad de Ingeniería Mecánica y Eléctrica, Programa Doctoral en Ingeniería 
de los Materiales. 
 
La viscoelásticidad en los polímeros se manifiesta a través de fenómenos de 
relajación. Una alternativa para estudiar estos fenómenos es por medio de la 
medición experimental de una propiedad mecánica, como por ejemplo el 
modulo complejo, estimado por medio del Análisis Mecánico Dinámico. Los 
espectros experimentales del modulo complejo deben interpretarse apoyándose 
en un modelo matemático. En trabajos recientes se ha propuesto modificar el 
modelo clásico de Zener por medio de operadores diferenciales o integrales de 
orden no entero, con la finalidad de describir de una manera más precisa las 
propiedades mecánicas de los polímeros. De tal manera que el Modelo de 
Zener Fraccional  es una poderosa herramienta que describe los fenómenos de 
relajación de los polímeros en un amplio intervalo de temperatura, desde la 
temperatura subvítrea hasta una temperatura ligeramente mayor a la  
temperatura de transición vítrea (Tg). En el presente trabajo se pretende 
extender el Modelo de Zener Fraccional para describir el comportamiento 
viscoelástico en un intervalo de temperatura mayor que describa también el 
comportamiento en flujo de los materiales poliméricos. A partir de este Modelo 
de Zener Fraccional Extendido (MZFE) hemos podido calcular la parte real e 
imaginaria del modulo complejo. Los parámetros fraccionarios del modelo están 
asociados a la naturaleza cooperativa o no cooperativa de los movimientos 
moleculares de las cadenas poliméricas. 
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NOMENCLATURA 
 
 
 
a, b, c – ordenes fraccionales de las derivadas e integrales de los modelos 

reológicos. 

 

A – matriz de coeficientes de Grunwald. 

 

A1, A2, A3, A4  – componentes de las ecuaciones de la parte real e imaginaria del 

modulo complejo del MZF y del MZFE. 

 

Aj+1 – coeficientes de Grunwald. 

 

B1, B2, B3, B4  – componentes de la ecuación de la distribución de tiempos de 

relajación del MZFE. 

 

cos – función coseno. 

 

dG – diferencial exacta de energía libre de Gibbs. 

 

dU – diferencial exacta de energia interna. 

 

d/dω – derivada de primer orden respecto a la frecuencia angular. 

 

1

tD  – integral de primer orden respecto a, t. 

 

E – modulo elástico. 

 

Eo – modulo elástico relajado. 
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Eu – modulo elástico no relajado. 

 

tE0  – matriz de elasticidad del MZFE. 

 


tE0 – matriz de esfuerzo del MZFE. 

 


tE0  – matriz de deformación del MZFE. 

 

E
* – modulo elástico complejo. 

 

E’ – parte real del modulo elástico complejo. 

 

E’’ – parte imaginaria del modulo elástico complejo. 

 

exp – función exponencial. 

 

f – frecuencia en Hertz. 

 

– transformada de Fourier. 

 

G – energía libre de Gibbs. 

 

G
*
 – modulo elástico complejo en corte. 

 

h – constante de Plank. 

 

Hz – Hertz. 

 

H  – distribución de tiempos de relajación. 
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h-α  –  función de potencia de la derivada e integral de orden fraccional. 

 

i – numero imaginario. 

 

I – matriz identidad. 

 

Im – parte imaginaria. 

 

j – puntos de evaluación de la función en la integral clásica. 

 

 j – puntos de evaluación de la definición de Grunwald de la derivada o integral 

de orden fraccional. 

 

J – complianza o modulo de fluencia. 

 

k – proporcionalidad elevada a cierta potencia. 

 

kB  – constante de Boltzmann. 

 

L – transformada de Laplace. 

 

lim – limite. 

 

ln – logaritmo base natural. 

 

log10 – logaritmo base 10. 

 

n – orden entero de la integral. 

 

n – numero de etapas en la construcción del conjunto de Cantor. 
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N – total de puntos de evaluación de la definición de Grunwald de la derivada o 

integral de orden fraccional. 

 

P – probabilidad de cambiar el estado termodinámico. 

 

Pa – Pascal. 

 

q – razón de cambio en la disipación de trabajo mecánico interno. 

 

Q1, Q2, Q3 – velocidades de enfriamiento. 

 

Q(s) – transformada de Laplace de ecuación de modelo reológico. 

 

s – variable de Laplace. 

 

s – segundos. 

 

seg. – segundos. 

 

sen – función seno. 

 

Sc – entropía configuracional sin cooperatividad. 

 

Sz – entropía configuracional con cooperatividad. 

 

t – tiempo.  

 

t – largo inicial de la barra del conjunto de Cantor. 

 

t’ – cambio de variable.  
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t’ – instante de tempo. 

 

tN  – instantes de tiempo. 

 

tan – función tangente. 

 

tan(δ) – factor de pérdida 

 

T – temperatura absoluta. 

 

Tg – temperatura de transición vítrea. 

 

Tg’, Tg’’, Tg’’’ – temperaturas de transición vítrea a diferentes velocidades de                                                                 

enfriamiento. 

 

Tm – temperatura de fusión. 

 

To – temperatura a la cual,  z, tienden a infinito. 

 

T* – temperatura a la cual,  z = 1.  

 

u – variable de integración en la función gamma. 

 

U – máxima energía almacenada por ciclo. 

 

V – volumen. 

 

w – razón de cambio de trabajo mecánico interno.   

 

X – variable termodinámica de configuración. 
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X1 – estado termodinámico 1. 

 

X2 – estado termodinámico 2. 

 

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7   – componentes del modulo complejo en la separación de 

las partes real e imaginaria. 

 

z – numero de conformeros que se mueven cooperativamente. 

 

α – exponentes de modelo reológico empírico. 

 

α – orden fraccional de la derivada e integral. 

 

γ – deformación. 

 

a  – deformación del spring-pot de orden, a. 

 

A  – deformación del amortiguador. 

 

b – deformación del spring-pot de orden, b. 

 

c – deformación del spring-pot de orden, c. 

 

γo – amplitud de deformación, deformación constante. 

 

R  – deformación del resorte. 

 

Ro  – deformación del resorte de modulo elástico, Eo. 

 

Ru  – deformación del resorte de modulo elástico, Eu - Eo. 
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MZF   – deformación del MZF. 

 

T   – deformación total. 

 

ε – fracción de fragmento retirado en cada etapa de la construcción del conjunto 

de Cantor. 

 

η – viscosidad. 

 

 – parte real de la variable de Laplace. 

 

  – tiempo de característico, tiempo de relajación. 

 

a – tiempo característico del spring-pot de orden a. 

 

b – tiempo característico del spring-pot de orden b. 

 

c – tiempo característico del spring-pot de orden c. 

 

cop –  tiempo de relajación con cooperatividad. 

 

elem  – tiempo de relajación elemental. 

 

o – factor preexponencial. 

 

p – tiempo de respuesta del resorte y del amortiguador en paralelo en el modelo 

de Burgers. 

 

s – tiempo de respuesta del resorte y del amortiguador en serie en el modelo de 

Burgers. 
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 -- razón de cambio en la energía libre. 

 

exponente de modelo reológico empírico. 

 

δ – ángulo de desfasamiento. 

 

Q – diferencial inexacta de calor. 

 

S – diferencial exacta de entropía. 

 

δW – diferencial inexacta de trabajo. 

 

π – numero pi. 

 

ζ – esfuerzo. 

 

A  – esfuerzo en el amortiguador. 

 

ζo  – amplitud de esfuerzo. 

 

ζo  – esfuerzo constante. 

 

R  – esfuerzo en el resorte. 

 

T  – esfuerzo total. 

 

ω – frecuencia angular. 

 

ωo – frecuencia angular constante. 
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Г – función gamma. 

 

Φ – concentración del estado gauche. 

 

∆E – energía de activación del movimiento elemental. 

 

∆G – diferencia de energía libre de Gibbs. 

 

∆H – diferencia de entalpía. 

 

∆H – entalpía de activación. 

 

∆U – máxima energía disipada por ciclo. 

 

∆S – diferencia de entropía. 

 

∆S – entropía de activación. 

 

∆t – intervalo de tiempo. 

 

∆Γ – diferencia de energía entre los estados gauche y trans. 

 

 – numero de estados activos posibles. 
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SIMBOLOGÍA 
 
 
 
d/dt – derivada de primer orden respecto a, t. 

 

1

tD  – derivada de primer orden respecto a, t. 

 

 
t

0

– integral de primer orden respecto a, t. 

 

 1

tD  – integral de primer orden respecto a, t. 

 

  – operación de convolución. 

 

→ – tiende a. 

 

→ – sustitución. 

 

  – proporcionalidad. 

 

 

∑ – sumatoria. 

 

 

   – matriz cuadrada. 

 

  1
– matriz cuadrada inversa. 
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  – vector. 

 

  – unión de conjuntos de datos. 
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