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PROLOGO

En el lenguaje que utilizamos diariamente un adjetivo resulta suficiente para
determinar las caracteristicas de un objeto. Asi cuando alguien dice “la casa
roja”, inmediatamente viene a nuestra mente el objeto y su color, sin que haya
gran problema con las variaciones que pudiera haber entre la visibn que cada
persona se hace. Si quisiéramos dar mas detalles podemos agregar otras

palabras y ahora podemos decir que la casa es “roja fuerte” o “roja intenso”.

Ademas de las palabras, todo se puede medir de manera que es posible
definir con precision cierta caracteristica en un objeto, por ejemplo para el color,
ademas de los patrones que utilizan los pintores para igualar la pintura, esta la

longitud de onda.

Asi se puede afirmar que describimos las cosas con la precision que la
situacion requiera, y en la ciencia y en la ingenieria usualmente se requiere
mucha, ya que la tolerancia se reduce y los términos ambiguos practicamente

no tienen lugar.

El disefio es una actividad comun que se realiza en ingenieria y basicamente
consiste en crear lo que nunca ha sido basandonos en lo que conocemos. Algo
gue es indispensable conocer para el disefio son las propiedades de los
materiales o de las sustancias y como evolucionan conforme las condiciones
cambian, cudl es su comportamiento, y esto es algo que simplemente no se

puede describir con palabras, aunque sean muchas.

Entonces para describir y predecir el comportamiento de una sustancia dada

se utilizan los modelos, los cuales estan formados por ecuaciones que



describen los fendmenos que en conjunto lo rigen. Si por ejemplo se habla de la
elasticidad de un polimero, como es el caso de este trabajo, ésta tiene que ver
con la manera en que las moléculas estan acomodadas, la manera en que
estan unidas, la energia que involucra cambiar su estado basico, la manera en
la que la energia se almacena o se disipa en el material y un millén de cosas
mas. En general se buscan las contribuciones principales a un fenbmeno y con
ellas se construye un modelo que describe el comportamiento que se esté
estudiando, pero dado que no es posible tomar todas las contribuciones, ya sea
porque su aportacion es pequefia, ya sea porque aun no se han identificado y
no se toman dentro de un sistema o sencillamente por simplificacion para fines
de soluciones analiticas o para la implementacion de algoritmos
computacionales, lo que se tiene al final son aproximaciones ya que las
ecuaciones tienen que cargar con aquellos elementos que no hemos tomado en
cuenta, pero que en la naturaleza estan, porque en el comportamiento real
estan incluidos todos los fendmenos, no solamente aquellos que consideramos

mas relevantes.

Un modelo que se evallda con los mismos datos siempre da el mismo
resultado mientras que en la realidad existen desviaciones porque un
experimento no es igual a otro por mucho que nos esforcemos; la igualdad es
estadistica. La validez de un modelo tiene que ver con lo bien que predice este
comportamiento estadistico cuando sus resultados se comparan con los que el

experimento proporciona.

Este trabajo es un ejemplo de cdmo se toma en cuenta todo lo anterior al
utilizar palabras que ilustran y explican claramente porqué es necesario modelar
el comportamiento reolégico de polimeros amorfos, junto con las ecuaciones
que constituyen el modelo que describe y predice este comportamiento que
involucra varios fendmenos. Asi como en un escrito a veces se necesitan otras
palabras para explicar mejor las cosas, aqui el autor agrego el célculo fraccional

para modelar el comportamiento reoldgico de la manera mas sencilla posible.



Veamos los diagramas tedricos que produjo para que apreciemos como logra

ademas la precision que ordinariamente se necesita en la ciencia y en la
ingenieria.

Juan Antonio Aguilar Garib

Marzo 2008
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RESUMEN

Utilizando como herramienta de base la derivada y la integral de orden
fraccional se desarroll6 un modelo (MZFE) capaz de describir el
comportamiento reoldgico de un polimero amorfo bajo un ensayo mecanico
dinamico a temperatura constante, desde la elasticidad vitrea hasta el
comportamiento de flujo. Ademas, utilizando en conjunto con el modelo
desarrollado, los conceptos de movilidad molecular cooperativa, fue posible
describir las propiedades reologicas del polimero amorfo manteniendo fija la
frecuencia y haciendo variar la temperatura. Se variaron en forma sisteméatica
cada uno de los ordenes fraccionales del MZFE con el fin de verificar su efecto
en los espectros tedricos de la parte real del médulo complejo y el factor de
pérdida, con lo cual se corroboré que cada orden fraccional se relaciona con
cierto tipo de movilidad molecular. Se comprob6 que los espectros tedricos del
MZFE son consistentes con los espectros experimentales obtenidos de la
literatura para poliestireno y polibutadieno. Finalmente, utilizando la
transformacion inversa de Stieltjes se calculé la funcidon de la distribucion de
tiempos de relajacion, esencial para el calculo de las propiedades reoldgicas.
En la distribucién de tiempos de relajacién también se corrobor6é que cada uno
de los ordenes fraccionales del MZFE afecta dicha distribucion relacionandose

con la movilidad molecular.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

El modelado de las propiedades reoldgicas de los materiales poliméricos es
fundamental para lograr una mejor comprension de la compleja relacion que
existe entre la estructura de estos materiales y su comportamiento reoldgico. La
reologia es la ciencia que se encarga del estudio del flujo y la deformacion de la
materia. En el caso de los polimeros, el comportamiento reolégico es de tipo
viscoelastico y en general las propiedades de estos materiales dependen tanto
del tiempo como de la temperatura [1-3,5-7]. Como consecuencia de su
viscoelasticidad, los polimeros requieren de un tiempo para responder a la
accion de una fuerza externa, a lo anterior se le conoce como fenomeno de
relajacion [2,4,45,62]. A nivel molecular este fenébmeno esté asociado a diversos
tipos de movilidad molecular de las entidades quimicas que conforman las

cadenas poliméricas [45,62].

Una alternativa para estudiar estos fenomenos de relajacion en lo particular,
y el comportamiento reolégico en lo general, es mediante el analisis de
mediciones experimentales de una propiedad reolégica, como por ejemplo el
mo&dulo elastico complejo, E*=E'+HIE", el cual puede expresarse en funcién de
la frecuencia (tiempo) o bien en funcion de la temperatura, estas mediciones
experimentales se obtienen mediante el Analisis Mecanico Dinamico (AMD)

[1,5-7]. Sin embargo es importante mencionar que para el analisis de los
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espectros experimentales del moédulo complejo se recurre al apoyo de un
modelo matematico. Para tal efecto, tradicionalmente se utilizan modelos
reolégicos analogos, los cuales son arreglos de resortes (ley de Hooke) y
amortiguadores (ley de Newton de los liquidos viscosos puros). Estos modelos
clasicos solamente pueden describir de manera cualitativa el comportamiento
reologico complejo que presentan los polimeros [6,7,18,19]. Entre otras razones
esto se debe a que las ecuaciones diferenciales de estos modelos clasicos
estan basadas en operadores diferenciales de orden entero, en este sentido el
calculo fraccional con el cual se definen operadores diferenciales de orden no
entero, ha mostrado ser una potente herramienta. Mediante el calculo fraccional

ha sido posible definir un nuevo elemento reolégico denominado spring-pot.

El spring-pot es un elemento reoldgico basado en un operador diferencial de
orden fraccionario de magnitud entre 0 y 1 [24,37,38]. El spring-pot representa
un comportamiento intermediario entre el de un solid6é elastico ideal (ley de
Hooke) y el de un liquido viscoso puro (ley de Newton). Por si solo un spring-pot
no es capaz de describir el comportamiento reoldgico de los polimeros, sin
embargo se ha demostrado que en conjunto con resortes y amortiguadores
pueden representar procesos de disipacion parcial de energia. Este tipo de
procesos son caracteristicos del comportamiento reoldgico de los materiales
poliméricos [42]. En este sentido, en trabajos recientes se ha propuesto
modificar los modelos clasicos mediante el spring-pot con la finalidad de
describir de una manera mas precisa el comportamiento reoldgico de materiales

poliméricos que presentan varios fenébmenos de relajacion [27,33-53,81-83].

Uno de los estudios mas relevantes es el andlisis de los fendmenos de
relajacion de peliculas delgadas de tipo poliéster, como lo son el Politereftalato
de etilen glicol o PET vy el Polinaftalato de etilen glicol o PEN, utilizando para tal
efecto el Modelo Fraccional Mecanico (MFM). EI MFM es un arreglo de tres
Modelos de Zener Fraccionales (MZF). Cada MZF se modificé sustituyendo el

amortiguador del Modelo de Zener Clasico por uno o dos spring-pots. Con este
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modelo se describen de manera precisa tres fendmenos de relajacion, la
transicion vitrea y dos relajaciones secundarias [45-48]. Es importante recalcar
que con el MFM se ha logrado obtener una mejor descripcién e interpretacion
de los espectros experimentales de los polimeros, los cuales estan asociados a
la compleja relacion estructura-propiedades de estos materiales. Estos
resultados sugieren que debe existir una cierta relacion entre el grado de
cristalinidad del polimero y la magnitud de los 6rdenes de los operadores
fraccionales del MFM [45], sin embargo en este estudio no se tomé en cuenta el
comportamiento reoldgico a temperaturas mayores a la, Ty, en donde el
polimero tiene un comportamiento de flujo y que por lo general es de tipo no

Newtoniano.

Con respecto al flujo que se presenta en los polimeros, debemos mencionar
gue en la literatura se encuentran algunos modelos basados en la derivada e
integral de orden fraccional que describen Unicamente el flujo en polimeros, es
decir no toman en cuenta a la relajacion principal o transicion vitrea.
[9,24,34,36,69,83]. Bajo este contexto en este trabajo de tesis se plantea la

siguiente hipotesis y objetivo:

Hipotesis:

La utilizacion de la derivada e integral fraccional, permitirdn el desarrollo de
un modelo mecanico analogo a base de resortes y spring-pots, con el cual se
debe poder describir de manera precisa tanto la transicion vitrea como el
comportamiento del flujo de materiales poliméricos amorfos.

Objetivo:

Desarrollar un modelo reoldgico utilizando como herramienta matematica de

base a la derivada e integral de orden no entero (célculo fraccional), con la
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finalidad de describir tanto a la transicion vitrea como al comportamiento del

flujo de materiales poliméricos amorfos.

Lo anterior es de suma importancia en el entendimiento de la relacién
estructura-propiedades de los polimeros, y en el procesamiento de estos
materiales, puesto que es necesario para tal efecto pasar de una temperatura
sub-vitrea hasta temperaturas donde el polimero se debe hacer fluir, aspecto
importante en los diversos procesos de transformacion de estos materiales:

extrusion, inyeccién, moldeo, etc.

El presente trabajo se divide en siete capitulos:

En el capitulo 1 se da un panorama general de el tema a desarrollar.

En el capitulo 2 se plantean los antecedentes del presente trabajo, lo cual
incluye los principios basicos de la viscoelasticidad en los polimeros y la
descripcion de los principales modelos reolégicos desarrollados hasta la

actualidad.

En el capitulo 3 se presenta el desarrollo del modelo reoldgico planteado en
la hipétesis y obijetivo.

En el capitulo 4 se efectla el andlisis tedrico del modelo desarrollado.

En el capitulo 5 se hace una comparacion de los resultados tedricos del

modelo desarrollado y los resultados experimentales de un polimero.

En el capitulo 6 se presenta el desarrollo y analisis tedrico de la funcion de la

distribucion de tiempos de relajacion del modelo desarrollado.
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En el capitulo 7 se presentan las conclusiones en base a los resultados
obtenidos y un posible trabajo futuro en linea con los resultados obtenidos en el
presente trabajo.
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CAPITULO 2

ANTECEDENTES

2.1 Aspectos generales de los polimeros.

Los materiales poliméricos son macromoléculas que se forman a partir de la
union mediante enlaces covalentes de moléculas mas simples denominadas
unidades repetitivas. La base quimica de las cadenas poliméricas es el
carbono, el hidrogeno y el oxigeno principalmente [1-3,6]. El tamafio o longitud
de las macromoléculas varia, dependiendo del nimero de unidades repetitivas
en la molécula, pudiendo ser del orden de 10? a 10° unidades [3], ademas la
morfologia de las cadenas puede ser lineal o bien presentar cierto grado de
ramificacion y/o entrecruzamiento [1-3,6] tal como se ejemplifica en la figura 2.1

Figura 2.1 Esquema de las diferentes morfologias que se pueden presentar en

las cadenas poliméricas, a) lineales, b) ramificadas, c) entrecruzadas.

Por otra parte, dependiendo de la morfologia, de la presiéon y de la

temperatura a la que se encuentre el polimero, las cadenas pueden presentar
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varios grados de libertad de movimiento. En la figura 2.2 se muestra un
esquema de algunos de estos posibles movimientos. La figura 2.2a representa
los movimientos posibles de los atomos de carbono que conforman la cadena
principal de un determinado polimero, estos movimientos a lo largo de la
cadena dan origen a la relajaciéon principal. En la figura 2.2b se muestra una
unidad repetitiva del poliestireno, cuyo grupo quimico lateral (grupo benceno)
puede presentar dos tipos de movimientos rotacionales, y que dan origen a dos

tipos de relajaciones secundarias.

(a) (b)

1

L | i
.k‘-.-‘ ,--'I ( J
M

Figura 2.2 Movilidad en de una cadena ideal (a) y rotaciones en los grupos

s

funcionales en una unidad repetitiva del poliestireno (b).

El enlace covalente entre dos unidades repetitivas permite cierto giro (figura
2a), el cual depende de los grupos quimicos laterales de la cadena, de la
presion y de la temperatura, lo que a su vez permite que una cadena polimérica
pueda tener movimientos de largo alcance y adquirir diferentes estructuras
conformacionales en el espacio. Un movimiento de largo alcance se considera a
aquel que se lleva acabo a distancias superiores al tamafio de una unidad
repetitiva [3]. A escalas mas pequefias (inferiores al tamafio de una unidad
repetitiva) se pueden presentar movimientos mas localizados (figura 2b), en los
grupos quimicos de las cadenas [3]. Cabe hacer mencion que la interacciones
entre cadenas vecinas son de tipo puentes de hidrégeno y fuerzas de tipo Van
der Waals, las cuales son demasiado importantes en los diferentes tipos de

conformaciones que pueden adquirir las cadenas poliméricas. Una
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conformacion es un determinado tipo de arreglo espacial que puede presentar
una cadena. El nimero de conformaciones que puede adquirir una cadena
polimérica aumenta considerablemente con el nimero de unidades repetitivas
de la cadena polimérica. Lo anterior nos da una idea del grado de complejidad

gue presenta la estructura y morfologia de los polimeros.

Por otra parte, a temperaturas elevadas las cadenas poliméricas presentan
movimientos tanto de largo como de corto alcance. Sin embargo, a medida que
la temperatura desciende (a presion constante), los espacios entre las cadenas
se reducen, y los movimientos moleculares también. Si la estructura de la
cadena lo permite, algunos polimeros pueden formar estructuras ordenadas
(cristales) de largo alcance, sin embargo estd comprobado que estos materiales
no pueden cristalizar en un 100%. La temperatura a la cual se funden las
estructuras ordenadas para pasar de su estado sélido cristalino al liquido es la

temperatura de fusion, Tp, [2].

Por otra parte, cuando la estructura de las unidades repetitivas no permite la
cristalizacion, el polimero es completamente amorfo. En un polimero
semicristalino o completamente amorfo, la temperatura de transicion vitrea, T, ,
es aquella a la cual se observa una “transicion” de un estado amorfo con
movimientos de largo alcance a un estado amorfo vitreo en el cual ya no se
pueden desarrollar movimientos de largo alcance (fenbmeno conocido como
relajacion principal) [5,10,57-60], sin embargo es posible que existan
movimientos moleculares muy localizados, que se reflejan como fenbmenos de
relajacion secundarios [57-60]. Los polimeros completamente amorfos no
presentan punto de fusién, mientras que un polimero semicristalino presenta

tanto, Ty, como, Tg.

Con la finalidad de poder identificar de manera clara lo que es la transicion
vitrea y el punto de fusién en los polimeros, describiremos primeramente lo que

pasa en un material no polimérico que puede cristalizar en un 100%,
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posteriormente lo que se presenta en un polimero 100% amorfo (el cual no

puede cristalizar) y finalmente el caso de un polimero semicristalino.

En un diagrama volumen-temperatura, para un material 100% cristalino, la,
Tm, €s la temperatura donde se presenta un cambio abrupto del volumen
especifico a temperatura constante (figura 2.3), este fenbmeno va acompafado
de un flujo de calor latente debido al cambio de fase (sdlido-liquido) [2]. La
situacion es diferente para un polimero amorfo, al disminuir la temperatura
desde condiciones de “liquido” no se observa un cambio abrupto en el volumen
especifico, sino mas bien un cambio gradual en la pendiente del diagrama
volumen-temperatura (figura 2.4), este cambio gradual corresponde a la
“transicion vitrea”, la temperatura a la cual se presenta este proceso se le
conoce como, Ty, Cabe hacer mencion que este cambio gradual depende de la

rapidez de enfriamiento (figura 2.4).

]”n

Tim T

Figura 2.3 Diagrama volumen-temperatura para un material cristalino.
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liquido

velocidad de

solido enfriamiento

Al aumentar la velocidad
de enfriamiento disminuye
la Tz

Q1> Q>

Figura 2.4 Diagrama volumen-temperatura para un material amorfo.

En la figura 2.4 se muestra como la, Ty, depende de la velocidad de
enfriamiento, Q = dT/dt. Por esta razon la transicion vitrea no se le considera

como una verdadera transicién termodinamica.

Para el caso de los polimeros semicristalinos las unidades repetitivas tienen
una estructura tal que cuando el polimero se enfria a una determinada rapidez,
las cadenas pueden adquirir cierto ordenamiento periddico de largo alcance,
formando una estructura cristalina saturada (maximo grado de cristalinidad que
puede presentar un polimero) [45]. Como resultado se obtiene una estructura
semicristalina muy compleja que se puede definir como una intima mezcla de
una fase amorfa y otra cristalina. En este caso, los polimeros presentan tanto,

Tg, como, Tp,.
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Figura 2.5 Cadenas poliméricas amorfas (a) y semicristalinas (b).

En las partes cristalinas, las cadenas poliméricas se ordenan formando
pliegues, lo que corresponde a la formacién de estructuras laminares. En la
figura 2.5 se ilustran las cadenas poliméricas formando estructuras amorfas y
semicristalinas. Mediante microscopia electronica de transmision se ha
demostrado que el espesor de las laminitas puede ser del orden de 100 nm, y
fuera de estas estructuras laminares las cadenas forman una estructura amorfa.
A manera de ejemplo en las figuras 2.6 y 2.7, se muestra la estructura

semicristilanina del polipropileno isotactico [20]:

Figura 2.6 Imagen 2D de la morfologia esferulitica del polipropileno.
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Figura 2.7 Imagen 3D de la superficie de una muestra de polipropileno [21].

Las laminitas crecen formando diversas estructuras cuyas geometrias
dependen de las condiciones termodinamicas, generalmente forman esferulitas.
En la figura 2.6 se muestra una imagen de la morfologia de un polimero
semicristalino, el polipropileno, cabe hacer mencién que mediante esta técnica
no es posible ver el material amorfo. Por el contrario, en la figura 2.7 se observa
a mas detalle la intima mezcla de material amorfo y cristalino que constituyen la
superficie del polipropileno, esta Ultima imagen fue obtenida mediante
microscopia de fuerza atdmica y nos permite identificar de manera mas clara el
caracter esferulitico de un polimero semicristalino, asi como también efectuar
un analisis cuantitativo de la rugosidad debida al caracter esferulitico de los

polimeros.

En general la estructura semicristalina de los polimeros es muy compleja,
por lo cual el modelado de sus propiedades macroscépicas en lo general y las
reolégicas en lo particular requiere de herramientas matematicas que sean
capaces de describir dicho comportamiento reolégico complejo. En este sentido,
se ha demostrado que la utilizacion de operadores diferenciales y/o integrales
de orden no entero (calculo fraccional) es una alternativa interesante para el

modelado de las propiedades reologicas de los polimeros [9,33-53,81-83].



25

Es importante mencionar que el comportamiento reolégico complejo de los
polimeros también es una consecuencia directa de que la fase amorfa se
encuentra alejada del equilibrio termodindmico, por lo que los polimeros
presentan propiedades con un comportamiento reoldgico de tipo viscoelastico, y
por ende son la sede de varios fendmenos de relajacion. Desde un punto de
vista macroscopico, un fenomeno de relajacion se define como el ajuste en el
tiempo por parte de un sistema cuando una variable exterior ha sido modificada
[2]. A escalas pequefias, inferiores al tamafio de una cadena polimérica, un
fendmeno de relajacion esta relacionado con cambios conformacionales o bien
movimientos moleculares mas localizados, con los cuales se busca obtener una
estructura con menor contenido de energia, es decir la busqueda del equilibrio

termodinamico.

Por lo anterior, resulta mas que evidente la necesidad de estudiar el
comportamiento reoldgico de estos materiales. Para tal efecto una alternativa es
el andlisis de una de sus propiedades macroscopicas, como lo es el modulo
elastico en funcion del tiempo (frecuencia) a temperatura constante, o bien en
funcién de la temperatura a una frecuencia constante. Para poder interpretar los
espectros experimentales del modulo, es de vital importancia contar con un
modelo matematico que sea capaz de relacionar las propiedades
macroscopicas con la estructura o morfologia de los polimeros. Razén por la
cual en este trabajo de tesis se aborda el desarrollo de un modelo matemético
gue sea capaz de describir el comportamiento reoldgico de un polimero amorfo
en un amplio intervalo de temperaturas, desde temperaturas inferiores a la
transicion vitrea hasta temperaturas donde se tiene un comportamiento de flujo.
En base a lo anterior podemos establecer que la ausencia de una fase cristalina
deberd hacer menos complejo el andlisis del comportamiento de las

propiedades reologicas.
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2.2 Caracterizacion del comportamiento reolégico de polimeros

amorfos.

Una de las técnicas mas importantes para la caracterizacion del
comportamiento reologico de los materiales poliméricos es el Analisis Mecéanico
Dindmico (AMD) [1,5-7]. En realidad a esta técnica se le considera como una
verdadera sonda de los diversos tipos de movilidad molecular que se pueden
presentar en los materiales poliméricos. En la siguiente seccién se describe el

principio fisico del AMD.
2.2.1 El Analisis Mecéanico Dinamico (AMD).

En el Analisis Mecanico Dinamico se aplica a la muestra un estimulo
mecanico (deformacion) de manera periddica y se mide experimentalmente la
respuesta obtenida (esfuerzo), lo que permite determinar un modulo eldstico
complejo, E* = E’+ iE”, sea en funcién de la frecuencia (tiempo) a una
temperatura constante (ensayo isotérmico), o bien sea en funcion de la
temperatura a una frecuencia constante (ensayo isécrono). En el ensayo
isotérmico, el polimero se somete a una deformacion sinusoidal (ecuacion 2.1),
a una determinada frecuencia angular en radianes/segundo, o = 2zf, donde, f,

es la frecuencia en Hertz.

y(t)=y.sen(at) (2.1)

La respuesta que se obtiene es un esfuerzo (ecuacién 2.2) que también es
de forma sinusoidal, pero se encuentra en desfase un angulo, J, con respecto a

la deformacion aplicada.

o(t)=o.sen(awt +5) (2.2)
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Consecuentemente el modulo elastico calculado a partir del esfuerzo y la
deformacion se puede separar en dos partes, una que esta en fase con la
deformacion aplicada y otra que esta en desfase n/2, por lo tanto dicho médulo

se puede expresar como un numero complejo (ecuacion 2.3).
E*'(iw)=E'(w)+iE"(0) (2.3)

Posteriormente se repite el analisis manteniendo la temperatura constante
pero a otra frecuencia angular, con la finalidad de obtener diagramas en funcion
de la frecuencia, tanto para la parte real, £’, como para la parte imaginaria, £’
A partir de la parte real y la imaginaria del moédulo complejo, se calcula el factor
de pérdida, tan(d), en funcion de la frecuencia angular (ecuacion 2.4).

tan(5) = E"(w)/E'(@) (2.4)

La parte real del médulo complejo se asocia al almacenamiento de energia
en forma elastica, la ecuacion 2.5 representa la energia almacenada por cada
ciclo, U, [6]:

U=2E(o), (2.5)

La parte imaginaria se asocia a la disipacion de energia en forma viscosa,

AU, y la ecuacién 2.6 es la energia disipada por cada ciclo [6]:

1

AU = 5 E"(w)y, (2.6)

El factor de pérdida también puede interpretarse como la relacién que existe
entre la energia disipada y la energia almacenada y se representa mediante la

ecuacion 2.7 [6]:
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tan(5) = 2A7thJJ (2.7)

En el ensayo isotérmico la frecuencia del estimulo mecanico aplicado induce
diferentes tipos de movimientos moleculares, en el ensayo isécrono los
movimientos moleculares se activan manteniendo fija la frecuencia, ®,, Yy
haciendo variar la temperatura, T. De esta manera se obtiene un modulo

complejo en funcién de la temperatura, T, ecuacion 2.8:
E'(i,w,T)=E(w, T)+iE"(w,T) (2.8)

Es importante mencionar que, experimentalmente, el rango de frecuencias
del AMD esta limitado a aproximadamente 0.1 Hz a 10 Hz. Los espectros
experimentales de, E’, y, tan(d), en un amplio intervalo de frecuencias se
obtienen a partir de ensayos isocronos a varias frecuencias fijas dentro del
rango de 0.1 Hz a 10 Hz, [5,6].

Adicionalmente, cabe aclarar que tradicionalmente en la literatura, E’, se
refiere a un ensayo en tensién mientras que, G, se utiliza para representar el
mobdulo complejo calculado a partir de un ensayo de corte, cuando las
deformaciones aplicadas son pequefias, los médulos en corte y en tension se
relacionan de la siguiente manera: E* =3-G". Los modelos reol6gicos que se
presentaran en este trabajo se pueden utilizar indistintamente en términos del
mddulo complejo en tensidon o en corte. En la siguiente seccion se describen los
espectros tipicos que se pueden obtener experimentalmente para un polimero

amorfo a partir del AMD.

2.2.2 Espectros dinamicos de los polimeros amorfos.

Como se mencion6 anteriormente, la parte real del médulo complejo nos

representa la energia almacenada, y tanto la parte imaginaria como el factor de
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pérdida estan relacionados con la disipacion de energia. Por esta razén y

solamente con la finalidad de hacer menos complejo el analisis de los espectros

obtenidos mediante AMD, en este trabajo de tesis se seleccionaron los

espectros de, E’, y, tan(o), para el estudio del comportamiento reoldgico

complejo que se pretende modelar. Los espectros tipicos de, E’, y, tan(d), para

un polimero amorfo de alto peso molecular en condiciones isotérmicas (figura

2.8) e isdcronas (figura 2.9) son los siguientes:

vitreo

transicion
vitrea

cauchotico

Iﬂgm Er {Pa)

|Og10 f (HZ)

tan(s)

[ flujo

transicién
vitrea
cauchotico i
1

I
}

vitreo

|Dg1|] f {Hz)

Figura 2.8 Espectros isotérmicos de, E’, Y, tan(d), de un polimero amorfo de alto

peso molecular.
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|
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Figura 2.9 Espectros isécronos de, E’, Y, tan(d), de un polimero amorfo de alto

peso molecular.
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A muy altas frecuencias (figura 2.8), lo que corresponde a las mas bajas
temperaturas (figura 2.9), se observa el comportamiento vitreo, en el cual, E’, v,
tan(d), son independientes de la frecuencia y de la temperatura.
Macroscépicamente el polimero se comporta como un sélido y puede decirse
gue no se presentan movimientos moleculares de largo alcance. A estas
frecuencias tan altas el periodo del ensayo del AMD es sumamente corto, lo
gue equivale a una temperatura muy baja, de tal forma que las cadenas
poliméricas no tienen el tiempo o la energia suficiente para poder relajarse, a
este tipo de respuesta se le conoce como estado vitreo, aunque en realidad no
es un estado ya que el polimero se encuentra alejado del equilibrio

termodinamico.

Tanto en los espectros isotérmicos (figura 2.8) como en los isécronos (figura
2.9), la transicion vitrea se observa como una variacion importante de, E’, que
corresponde con un maximo en el espectro de, tan(d), a este comportamiento se
le asocia con movimientos conformacionales (de largo alcance) de las cadenas
poliméricas [5,10, 57-60].

Por otra parte a las frecuencias mas bajas (figura 2.8) que corresponden a
las temperaturas mas altas (figura 2.9), se presenta el comportamiento del flujo
del polimero, para este caso, E’, presenta una caida importante cuando la
frecuencia disminuye (figura 2.8) o bien cuando la temperatura aumenta (figura
2.9), esta caida de, E’, corresponde a un aumento considerable de, tan(d). Este
comportamiento del flujo tiene su origen en el deslizamiento de las cadenas
unas sobre otras, lo cual es posible a bajas frecuencias (tiempos largos) o bien

a altas temperaturas [5,7].

A frecuencias mayores o0 temperaturas inferiores a las que se presenta la
transicion vitrea, pueden existir relajaciones secundarias, las cuales estan
asociadas a movimientos moleculares cada vez mas localizados por parte de

ciertos grupos quimicos que forman parte de las cadenas poliméricas [45-50],



31

estas relajaciones corresponden a variaciones en, E’, y a maximos en, tan(d), de
mucho menor magnitud que la transicion vitrea y no se muestran en las figuras
2.8y 29.

Finalmente abordemos el fendbmeno del comportamiento cauchdético, el cual
se observa en los espectros de, E’, y, tan(o), entre la transicion vitrea y el flujo,
en este caso tanto, E’, es practicamente independiente de la frecuencia y/o de
la temperatura mientras que, tan(o), disminuye considerablemente, sin embargo
debemos aclarar que la presencia o no de este comportamiento es funcion del
grado de polidispersidad del polimero [5-7], asi como también del nimero de
entrecruzamientos fisicos que se presentan en las cadenas poliméricas. A
medida que la polidispersidad aumenta este fendbmeno es menos observable en
los espectros (figura 2.10c). Los entrecruzamientos fisicos o fuerzas de tipo Van
der Waals se rompen al incrementarse la temperatura o con el paso del tiempo
lo cual se refleja macroscopicamente como un flujo del polimero (figura 2.10b).

Los polimeros entrecruzados quimicamente no presentan flujo (figura 2.10a).

logy E' (Pa)
tan(s)

|C'g-|[|f (Hz) Iog-mf (HZ)

Figura 2.10 Espectros isotérmicos de, E’, vy, tan(d), para un polimero amorfo
entrecruzado quimicamente (a), un polimero amorfo de alto peso molecular

monodisperso (b) y un polimero amorfo de bajo peso molecular polidisperso (c).

En el presente trabajo, el modelado del comportamiento reologico de los

polimeros se limita al estudio de un polimero amorfo que presente solamente la
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transicion vitrea y el flujo, sin considerar las relajaciones secundarias. También
es importante mencionar que los espectros para un polimero semicristalino son
mas complejos, pues reflejan ademas de las relajaciones de la fase amorfa, las
interacciones entre ambas fases [5,6,8,11,12,45-48] la cristalina y la amorfa. En
la siguiente seccion se describen los modelos clasicos mas importantes que se
utilizan de manera tradicional para el estudio de los espectros de, E’, y, tan(o),

para materiales poliméricos.

2.3 Modelos empiricos que describen un fenémeno de relajacion.

La manera mas simple de estudiar un fenomeno de relajacion es mediante
una prueba de relajacion de esfuerzos, la cual consiste en aplicar una
deformacion constante, y,, durante un intervalo de tiempo determinado y
monitorear la evolucion del esfuerzo, ¢. El modelo mas simple que describe un
fendmeno de relajacion [10] establece que la variacion del esfuerzo en el tiempo
es directamente proporcional a la magnitud del esfuerzo, siendo, z, el factor de
proporcionalidad.

do
TE =0 (2.9)

La solucion de la ecuacién diferencial de este modelo simple (ecuacién 2.9)

establece que el esfuerzo decae siguiendo una funcion exponencial:

o(t)=o, exp(— tj (2.10)
T

Una relajacion que sigue a la ecuacion 2.10 se dice que es de tipo
exponencial, la relajacion de tipo exponencial en un ensayo dinAmico queda

definida por la siguiente ecuacion [6,22]:

o'(iw)= “ it

(2.11)
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En la ecuacion 2.10, o,, se interpreta como el esfuerzo inicial al aplicarse la
deformacion constante, y, condicidn necesaria para una prueba de relajacion
de esfuerzos. En la ecuacion 2.11, o,, se interpreta como la amplitud maxima de
esfuerzo en el ensayo dinamico. Como es de esperarse los polimeros
presentan un comportamiento reoldgico que se aleja de este modelo, tanto para
la transicion vitrea [10,44-52,69] como para el comportamiento del flujo [9,13-
17,53,69,71,73,86], en base a esto se dice que los polimeros presentan
fendmenos de relajacion no exponenciales. En la literatura se pueden encontrar
varias correcciones hechas a este modelo con la finalidad de describir de una
manera mas precisa el comportamiento no exponencial que caracteriza a los
polimeros, entre los modelos corregidos mas importantes tenemos a las
ecuaciones de Kolhraush [10,15,16,71] (ecuacién 2.12), la de Colé-colé
[31,36,41] (ecuacion 2.13) y la de Havriliak-Negami [11,12] (ecuacion 2.14).

olt)=o. .exp[[;ja] (2.12)

o'(iw)=0, Lr (i) (2.13)
(i) = o 1
o (l )_ o 7(l+(ira))ay (2.14)

Las funciones empiricas de Kolhrausch (ecuacién 2.12), Colé-colé (ecuacién
2.13) contienen un exponente, «, el cual caracteriza la no exponencialidad del
comportamiento reoldgico; experimentalmente se ha observado que este
exponente varia entre 0 y 1 [10,15,16,31,36,41,71]. La ecuacion de Havriliak-
Negami (ecuacién 2.14) ademas del exponente, «, contiene un segundo
exponente, 5, mediante el cual se puede lograr una mejor descripcion del

comportamiento real de los polimeros. Aunque estos modelos en algunos casos
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se pueden ajustar a los datos experimentales con relativa precision, en la

mayoria de los casos no se obtiene mas que una primera aproximacion.

Los fendbmenos de relajacion no exponenciales en polimeros se asocian a la
existencia de fuertes irregularidades morfolégicas al cambiar la escala, en este
sentido, algunos autores [63,64] han demostrado que los fendmenos de
relajaciébn no exponenciales se pueden describir siguiendo un modelo de tipo
ley de potencia son un reflejo de cierta jerarquizacion de los diferentes tipos de

movilidad molecular.

Otra alternativa para abordar el modelado del comportamiento reoldgico de
los polimeros es utilizar modelos a base de combinaciones de elementos
reoldgicos analogos (resortes y amortiguadores), a continuacion se describen

los modelos clasicos mas importantes.
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2.4 Linealidad de los modelos reoldgicos.

En el presente trabajo los modelos viscoelasticos se analizan y desarrollan
en el marco de la viscoelasticidad lineal, en la cual se cumple el principio de

superposicion de Boltzmann [6]:

il dr(t) (2.15)
o(t)= [E(t t)wdt

El principio de superposicion implica que cada estimulo aplicado de
deformacion, dy(t)/dz, en el intervalo de tiempo de, -o, a, t, hace una
contribucion independiente a la respuesta o historial de esfuerzo, a(?), y que
este historia de esfuerzo depende de todo el historial de deformaciones, y(t). El
moddulo de relajacion, E(t-7), representa la respuesta del material en términos de

esfuerzo a un estimulo de deformacion.

Para el cumplimiento de la linealidad en el polimero es necesario que las
deformaciones en el ensayo dinamico no superen el 1%. Para que la linealidad
se cumpla en los modelos reoldgicos es necesario que los parametros del
modelo, como el modulo elastico, E, y tiempo caracteristico, r,sean

independientes del estimulo aplicado.
2.5 Modelos reoldgicos clasicos.

Tradicionalmente y solo como una primera aproximacion, se utilizan modelos
mecanicos analogos (resortes y amortiguadores) para describir el
comportamiento reolégico de los materiales poliméricos. La ley de Hooke de los

sélidos elasticos ideales se representa mediante un resorte (figura 2.11):
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AVAVAVa

Figura 2.11 Resorte.

En la ecuacion constitutiva que describe el comportamiento mecanico de un
resorte (ecuacion 2.16), el esfuerzo, o, es proporcional a la deformacién, y, la
cual se puede expresar como una derivada de orden cero de la deformacién
respecto al tiempo (ecuacién 2.17), el factor de proporcionalidad es el modulo

elastico, E.
o=Ey (2.16)
o=E-Dy (2.17)

Por otra parte, la ley de Newton de los liquidos viscosos puros se representa
mediante un amortiguador (figura 2.12) y en este caso la ecuacion constitutiva
del amortiguador (ecuacion 2.18) es una expresion en el que el esfuerzo es
directamente proporcional a la derivada de primer orden de la deformacion con

respecto al tiempo, y el factor de proporcionalidad es la viscosidad, 7.

o—1 |7n

Figura 2.12 Amortiguador.
o= ;7Dt17 (2.18)

Un sdlido elastico ideal, representado por un resorte (figura 2.11, ecuacion
2.16-17) responde a un esfuerzo con una deformacién casi inmediata. Al retirar
la fuerza que genera el esfuerzo el resorte recupera sus dimensiones originales
también de manera casi inmediata. Se almacena energia al deformar y se libera

al retirar el esfuerzo, por esta razon a este tipo de elasticidad se le conoce
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como elasticidad energética. En los materiales que se aproximan al
comportamiento elastico, los atomos mantienen posiciones de equilibrio, y ante
la aplicacion de un estimulo externo los atomos tienden a buscar el equilibrio
correspondiente en una nueva configuracion estructural de minima energia [2].
En consecuencia, el médulo elastico, E, puede considerarse como un reflejo de

las fuerzas entre los atomos que mantienen un equilibrio termodinamico.

Sin embargo, en los materiales poliméricos existe un segundo tipo de
elasticidad que estd asociado con la entropia de las cadenas poliméricas [5-7].
La deformacion asociada a este tipo de elasticidad no es inmediata, y al
eliminar la fuerza que produce la deformacion, el polimero recupera sus
dimensiones originales de una manera que no es inmediata, es decir hay un
tiempo respuesta. En este tipo de elasticidad la deformacion no produce un
almacenamiento de energia en la deformacion, sino que se produce una
disminucion de la entropia, y de acuerdo con la segunda ley de la
termodinamica, al eliminar la fuerza que produjo la deformacion el polimero
tiende a incrementar su entropia, recuperando sus dimensiones originales. Es
importante mencionar que este tipo de elasticidad no se puede representar con
un resorte. Por otra parte, un liquido viscoso puro responde a un esfuerzo con
una deformacion irreversible que se incrementa indefinidamente conforme el
tiempo avanza, la energia de deformacion se disipa por friccion entre sus

moléculas, y la viscosidad, 7, refleja las fuerzas que se oponen al flujo [2].

Es bien conocido que la combinacion de resortes y amortiguadores da como
resultado la obtencion de un comportamiento reoldgico intermediario entre un
resorte y un amortiguador [6,7,18,19], lo cual corresponde como una primera
aproximacion al comportamiento reologico de los materiales poliméricos. A
continuacion se describen los principales modelos clasicos que se encuentran
en la literatura y que son construidos a partir de los comportamientos ideales de
Hooke y de Newton; son los modelos de Voigt-Kelvin [6,7,18,19], Maxwell
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[6,7,18,19], Zener [6] y Burgers [18,19], cuyos esquemas se presentan en la
figura 2.13:

Maxwell Voigt-Kelvin Zener Burgers
L
E Eu-FEo Eo p
T:i FE 7 E
E o
_— n Eu TP:%
77
= s
T:i T= n -[ T b= Eo
E Eu-Eo

Figura 2.13. Esquemas de los principales modelos reolégicos clésicos.

A partir de los esquemas de la figura 2.13, nos podemos dar cuenta que el
modelo de Maxwell y el de Voigt-Kelvin, son modelos constituidos por dos
elementos reoldgicos (un resorte y un amortiguador), mientras que el de Zener
esta compuesto por un arreglo de 3 elementos reolégicos y el de Burgers
consta de 4 elementos. En general a medida que se incrementa el nimero de
elementos en estos modelos, la descripcion del comportamiento reologico se
acerca mas al comportamiento real de los polimeros, sin embargo la
complejidad matemética aumenta y el nimero de parametros empiricos también

se incrementa, no teniéndose un significado fisico para cada parametro.

Los espectros isotérmicas tedricos de, E’, vy, tan(d), en funcion de la
frecuencia, f, en Hertz, de de los modelos de Maxwell, Voigt-Kelvin, Zener y
Burgers se presentan en las figuras 2.14 a la 2.21, estos espectros se obtienen
aplicando la transformada de Fourier a las ecuaciones diferenciales de los
modelos antes mencionados, procedimiento el cual se expone informacion mas
detallada sobre la transformada de Fourier en el Apéndice 1. Tanto las
ecuaciones diferenciales como las expresiones del modulo complejo para cada

uno de estos modelos clasicos se presentan en el Apéndice 2.
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Figura 2.14 Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Maxwell clésico para, E

=1x 10°Pa,y, r=1s.
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Figura 2.15 Espectro isotérmico de, tan(o), del modelo de Maxwell clasico para,

E=1x10°Pa,r=1s.
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Figura 2.16 Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Voigt-Kelvin clasico para,

E=1x10"Pa,y,r=1s.
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Figura 2.17 Espectro isotérmico de, tan(d), del modelo de Voigt-Kelvin clasico

para, E = 1x10"° Pa,y, r=1s.
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En la figuras 2.14 y 2.15 se observa que a alta frecuencia, > 1/, el modelo
de Maxwell clasico describe una respuesta elastica ya que, E’, es independiente
de la frecuencia y, tan(9), tiene valores muy cercanos a cero. Por el contrario a
frecuencias bajas, f < I/z, se observa una disminucion de, E’, cuando la
frecuencia disminuye, lo que corresponde con un incremento importante en,
tan(d), este comportamiento continua indefinidamente al disminuir la frecuencia
y corresponde al de un liquido viscoso puro. En el modelo de Maxwell, 7, es un
tiempo caracteristico alrededor del cual se da el comportamiento en flujo. El
modelo de Maxwell es similar al modelo reolégico mas simple que describe un
fendbmeno de relajacion que sigue una funcién exponencial (ver seccion 2.3). El
modelo de Voigt-Kelvin describe un respuesta elastica, ya que, E’, es
independiente de la frecuencia (figura 2.16), mientras que, tan(d), Se incrementa

indefinidamente al aumentar la frecuencia (figura 2.17).

Si comparamos la forma de estas curvas con los espectros tipicos de un
polimero amorfo (figura 2.8), resulta mas que evidente que los modelos de
Maxwell y de Voigt-Kelvin no pueden ser utilizados para modelar tanto a la
transicion vitrea como el comportamiento del flujo. Si se utilizan mas elementos
reolégicos, se puede mejorar la descripcion reoldgica de estos modelos, tal es
el caso del modelo de Zener y del modelo de Burgers, cuyos espectros tedricos

se muestran en figuras 2.18 y 2.21.
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Figura 2.18 Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Zener clasico para, E, =
1x10™ Pa, E, = 1x10° Pa, 7 =1s.
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Figura 2.19 Espectro isotérmico de, tan(o), del modelo de Zener clasico para, E,
= 1x10" Pa, E, = 1x10° Pa, 7 =1 s.
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Figura 2.20 Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Burgers para, E, = 1x10™°
Pa, E, = 1x10° Pa, 7, = 1x10° s, ;= 10 s.
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Figura 2.21 Espectro isotérmico de, tan(o), del modelo de Burgers para, Ey =

1x10'° Pa, E, = 1x10° Pa, 7, = 1x10°s. z;= 10 s.
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En modelo de Zener presenta dos comportamientos elasticos, uno a alta
frecuencia, f> 1/, y otro a baja frecuencia, f << 1/z, a frecuencias intermedias,
hay una variacion de, E’, que corresponde con un maximo en, tan(d), este
comportamiento es similar al correspondiente a la transicion vitrea (figuras 2.18
y 2.19). En el modelo de Zener, 7, es un tiempo caracteristico el cual se puede
relacionar al tiempo alrededor del cual inicia la transicion vitrea. Sin embargo

con este modelo no se puede representar al comportamiento del flujo.

Para el modelo de Burgers, en el espectro de, E’, se observa una transicion
entre dos comportamientos elasticos, esta variacion de, E’, corresponde a un
maximo en, tan(d). Por otra parte, a frecuencias bajas, el modelo describe el
comportamiento de un liquido viscoso puro, E’, disminuye cuando la frecuencia

disminuye mientras que, fan(d), se incrementa. (figuras 2.20 y 2.21).

El modelo de Zener puede representar en forma cualitativa la transicion
vitrea en un polimero amorfo utilizando 3 elementos reoldgicos. EI modelo de
Burgers con 4 elementos reoldgicos es capaz de describir al menos en forma
cualitativa la transicion vitrea y el flujo de un polimero amorfo. De esta forma se
observa como al incrementarse el numero de elementos reoldgicos los modelos
cldsicos se acercan mas a describir la reologia del polimero. Hacer una
descripcion cuantitativa de los espectros experimentales de los polimeros
mediante modelos clasicos requeriria de utilizar arreglos con una cantidad muy
grande de elementos reoldgicos y de parametros que seria dificil de darles
algun significado fisico.

En la siguiente seccion se describen los modelos reoldgicos fraccionales, los
cuales se fundamentan en la utilizacion de derivadas e integrales de orden no
entero. Estos modelos fraccionales deben describir de manera mas precisa los
espectros reoldgicos de un polimero amorfo, que los modelos clasicos no

pueden describir.
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2.6 Modelos reoldgicos fraccionales.

A continuacion se analizan las bases de los operadores diferenciales e
integrales de orden no entero (calculo fraccional) por medio de los cuales se
define un elemento reoldgico fraccionario, denominado spring-pot, el cual sirve

de base para el desarrollo de los modelos reolégicos fraccionales.

2.6.1 Calculo fraccional.

En el célculo tradicional los operadores diferenciales o derivadas solamente
tienen un orden entero (0,1,2,3,...n), lo cual tambieén se aplica para los
operadores integrales o antiderivadas. La derivada de primer orden [77] puede

definirse mediante la ecuacion 2.19:

DI (t) = lim f(t+At)— f(t)

2.1
At—0 At ( 9)

Considerando que, f(t), representa a una variable que depende del tiempo, t,
la derivada clasica representa la razén de cambio de la variable en un instante
de tiempo. Por otra parte, la integral clasica [77] puede definirse de la siguiente

manera (ecuacion 2.20).

oD f t)—llme() (2.20)

La integral clasica puede considerarse como el area bajo la curva de la
funcion, f(t), en un cierto intervalo. En forma mas general, la integral clasica se

considera la operacién inversa a la derivacion (ecuacion 2.19) o antiderivada.
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Las derivadas e integrales de orden no entero son una generalizacién de la
derivada e integral clasicas, y pueden definirse a partir de la férmula de Cauchy
[24], la cual sirve para calcular una integral clasica de orden, n, (ecuacion 2.21).

010 [ rem

(n-1) (2.21)
n=012..0

En la férmula de Cauchy (ecuacién 2.21) el factorial, (n-1)!, es funcion del
orden de integracién y toma solamente valores enteros, este factorial puede
generalizarse a valores no enteros de por medio de la funcion gama [75]
(ecuacion 2.22).

Ia)= Texp(— u)-u®*du (2.22)
n-l<a<n n=012.....00 (2.23)

La funcion gamma, T', (ecuacion 2.22) es funcion del parametro, «, el cual
puede tomar valores positivos, fraccionales o enteros (ecuacion 2.23).
Sustituyendo el factorial de la formula de Cauchy por la funcibn gama y
restringiendo el valor de, «, entre 0 y 1, se obtiene la integral de orden fraccional

entre 0 y 1 (ecuacion 2.24).

DA (1) (2.24)

1l
O )
~+
N
Q
AR
—
—
=
—

O<axl

Aplicando la derivada clasica de orden 1 a la integral fraccional de orden, 1 —

a, (ecuacion 2.25).

D2 F(t)= Dy D £ 1) 2.25)
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Por medio de la ecuacién 2.25 se obtiene la derivada de orden fraccional

entre 0 y 1 (ecuacion 2.26).

oD ()= Dﬁfm ()t (2.26)

O<axl

Los operadores fraccionales presentados (ecuaciones 2.24 y 2.26) son la
version de Riemann de la integral y derivada de orden fraccional [23-24],
existen otras definiciones de los operadores fraccionales que consideran un
limite inferior diferente de cero [23-26], en el marco tedrico de la
viscoelasticidad lineal siempre se considera que el material bajo estudio esta
completamente relajado, es decir que no tiene historia térmica ni mecanica
antes de iniciar el experimento y que la excitacion se aplica a partir de un

tiempo, t >0, por lo cual se puede hacer uso del operador de Riemann.
2.6.2 Interpretacion fisica.

Para poder darle un significado fisico a los operadores fraccionales, éstos
pueden considerarse como operaciones de convolucion [29], La integral de
orden fraccional (ecuacion 2.27) seria la convolucion, *, de la funcién, f(t), con
una funcion de ley de potencia, (ecuacién 2.29) y la derivada de orden
fraccional (ecuacion 2.28) seria la convolucion, *, de la derivada de primer

orden de la funcion, f(t), con una funcion de ley de potencia, (ecuacion 2.29).

D f(t)=h_(t)* f(t) (2.27)
D f(t)=h_(t)* D (t) (2.28)
h (t)= e (2.29)
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La funcion, h.,, representa la respuesta del sistema fisico a una excitacion.

Entonces mediante las integrales de convolucion [74], se obtiene la respuesta

del sistema fisico a una excitacion arbitraria representada en este caso por, f(t).

Algunas de las caracteristicas mas importantes de la derivada e integral de

orden fraccional vistas como integrales de convolucion son las siguientes:

La convolucién es una integral de memoria, por lo cual los operadores
fraccionales recuerdan o toman en cuenta todo el historial de la

excitacion del sistema fisico [23,26,27,29].

La funcion, h,, (ecuacién 2.29) define el tipo de memoria de los
operadores fraccionales, al ser ley de potencia le da mas peso al estado
presente de la excitacion del sistema fisico y pesos menores y
decrecientes a los estados pasados de la excitacion. Cuando el orden
fraccional, a, se acerca al 1, el operador fraccional tiende a dar mas
peso a los estados pasados de la excitacion y cuando el orden fraccional
se acerca al cero, el operador fraccional tiende a dar menos peso a los

estados pasados de la excitacién. [26,27,29].

En un sistema con almacenamiento y pérdida de energia como es el
caso de los polimeros, el orden de la integral fraccional puede asociarse
a la energia acumulada y el orden de la derivada fraccional puede
asociarse a la razon de pérdida de energia [29].

Estas caracteristicas de la derivada y la integral de orden fraccional tienen

su contraparte en la fisica de la mayoria de los polimeros: se ha observado

experimentalmente que el historial de estimulos aplicados a un polimero influye

en las propiedades mecanicas, térmicas y eléctricas [42,49,50,78], asimismo la

evolucion en el tiempo de estas propiedades se aproxima a leyes de potencia
[9,13-17,33,35,36,41,42,44-53,64,69,71].
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Otra caracteristica importante de la derivada e integral de orden fraccional es
su relacion con los fractales [24,25,28-32]. Un fractal se caracteriza por la
repeticion de un patron geométrico a cada nivel de escala hasta infinito. Estas
caracteristicas se reflejan en las dimensiones geométricas no enteras de estos

objetos matematicos.

Uno de los fractales mas conocidos y que permite dar cierta interpretacion
fisica a los operadores fraccionales es el conjunto de Cantor [29,45], el cual se
representa en la figura 2.24. La construccion del conjunto de Cantor que inicia
con una barra de largo, t, en la primera etapa, n = 0; en la siguiente etapa, n =
1, se retira la parte central de la barra, quedando dos barras de largo, ¢-t,
donde, ¢ < 1/2, a estas dos barras se les llama conjunto generador, en la etapa,
n = 2, cada una de las dos barras de largo, ¢-t, se divide de la misma manera y

el proceso continua asi hasta, n = .

n=0 n=1 n=2 n=3 n=-4...n—>w

T T

st

Il

0
~

|

Figura 2.22 Construccion el conjunto de Cantor.

Algunas de relaciones entre el conjunto de Cantor y la integral fraccional son

las siguientes [29]:
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El conjunto de Cantor puede considerarse como una version discreta
de la funcién, h.,, que como se menciondé anteriormente puede
relacionarse con el efecto memoria que presentan los polimeros y que

definen a los operadores de orden fraccional.

En el limite, cuando, n = o, el conjunto de Cantor de dimension
fractal, «, converge a una integral fraccional de orden, «, de una

funcién escalon.

La dimension fractal del conjunto de Cantor es una medida de la
densidad de las fracciones de barra que se preservan. Si
interpretamos a las barras del conjunto de Cantor como energia, la
dimensién fractal, «, seria una indicacion de la energia almacenada

durante el proceso de construccién del conjunto.

2.6.3 El elemento reoldgico fraccional: el ‘spring-pot’.

Por medio de un operador diferencial de orden no entero se define un
elemento reoldgico adicional al resorte y al amortiguador con propiedades
viscoelasticas, este elemento reoldgico se denomina spring-pot [24,37,38,43,45-
52]. La ecuacion 2.30 es la ecuacién constitutiva del “spring-pot” que relaciona
al esfuerzo con la derivada de orden fraccional, a, entre 0 y 1 de la deformacion,

el modulo eléstico, E, y el tiempo, 7, son parametros de este elemento.

spring-pot

Figura 2.23 Representacion del spring-pot.
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oc=E7r*,Dy (2.30)
O<ax<l r=n/E (2.31)

El spring-pot representa un comportamiento intermedio entre el de un solido
elastico ideal de Hooke (figura 2.11) y el de un liquido viscoso puro de Newton
(figura 2.12), cuando el orden fraccional en la ecuacion del spring-pot (ecuacién
2.30) toma el valor de 0 se obtiene la ley de Hooke (ecuacion 2.16) y cuando
toma el valor de 1 se obtiene la ley de Newton (ecuacion 2.17). Valores del
orden fraccional, a, entre 0 y 1 corresponden a un comportamiento intermedio
entre la ley de Hooke y la ley de Newton. En la figura 2.24 se muestra la
respuesta de deformacion de un spring-pot, cuando es sometido a una fuerza
que genera un esfuerzo constante, g, durante cierto tiempo (a este ensayo

mecanico también se le conoce como fluencia).

0.05 -

0.04 A

0.03 A

0.02 A

deformaciéon (adimensional)

tiempo (segundos)

Figura 2.24 Respuesta de deformacion en fluencia del spring-pot para, o, =
1x10" Pa, E=1x10°Pa, r = 2s.
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La grafica de la figura 2.24 pueden calcularse mediante la ecuaciéon 2.32 la
cual es la solucion para el ensayo de fluencia de la ecuacion del spring-pot [24];
en esta ecuacion, E, y, 7, son los parametros del spring-pot, a, es el orden

fraccional y, T', es la funcibn gama.

I)= _ -(tr/(?i . (2.32)

La deformacién que se obtiene como respuesta al someter al spring-pot a un
ensayo de fluencia sigue un comportamiento de tipo ley de potencia (figura
2.24), para tiempos largos, t > 7, Un aspecto muy importante a mencionar es
gue tanto en la ley de Hooke como en la de Newton, el esfuerzo en un instante
de tiempo depende solamente de la deformacion en ese instante de tiempo, tal
como la derivada clasica (ecuacion 2.19) depende solamente del instante de
tiempo en que se evalla, mientras que en el spring-pot, el esfuerzo en un
instante de tiempo depende de todo el historial de deformaciones, tal como la
derivada de orden fraccional (ecuacion 2.26) depende de un intervalo de
tiempo. Este dltimo punto es muy importante ya que nos podria permitir

describir el efecto memoria que tienen los materiales poliméricos.

Ahora veamos el comportamiento de un spring-pot al someterse a una
prueba de Andlisis Mecanico Dinamico. Para este caso, el médulo complejo se
obtiene aplicando la transformacion de Fourier (Apéndice 1) a la ecuacion
diferencial del spring-pot (ecuacion 2.30 y 2.31), estas ecuaciones se presentan
en la tabla 2.1 junto con el médulo complejo del resorte y del amortiguador, para
fines de comparacion. En las figuras 2.25 y 2.26 se muestran los espectros

tedricos de, E’, y, tan(o), para un spring-pot.
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Tabla 2.1 Ecuaciones del resorte, spring-pot y del amortiguador para el analisis

mecanico dinamico (AMD).

resorte spring-pot amortiguador

modulo | E*(iw)=E+i-0| E'(iw)=E-(im) | E(0)=0+i(w)
complejo

parte real E’(a)) -E

E'(0)=E - (r0)’ co{az E'(iw)=0

t " _ n(: —i.
imaginari 2
a
factor de tan (5) =0 an (5) —tan(a” tan (5 ) =00
pérdida -

La, E’, del spring-pot varia como una ley de potencia que depende del orden
fraccional; conforme el orden fraccional se acerca a 0 la respuesta es mas
elastica y al acercarse a 1 la respuesta es mas viscosa (figura 2.26). Por otra
parte, tan(o), es independiente de la frecuencia y su magnitud depende

solamente de orden fraccional (figura 2.29).

Las ecuaciones y los espectros del spring-pot describen un comportamiento
viscoelastico, sin embargo este tipo de viscoelasticidad no corresponde a la de
un polimero amorfo [40,43] como el que se pretende modelar en este trabajo de
tesis, por esta razon una alternativa es combinar el spring-pot con otros
elementos reoldgicos como resortes, amortiguadores u otros spring-pots para
describir el comportamiento reolégico de un polimero amorfo. A continuaciéon se
presentan los modelos reoldgicos fraccionales que se encuentran en la

literatura.
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Figura 2.25. Espectro isotérmico de, E’, del spring-pot al variar el orden

fraccional, a, para: E = 1x10"° Pa, r =1 s.

tan(o)

2 ¢

1 4

4

+a=01
*xa=0.3
2a=05
*a=0.7
ea=09

000000000000 000000009009000000000000000000000000009090

AAAAAAAAAAAAAAAAAAALAALALAALLALALAALAALLAALALALAALAAALAAAAA

XXX KKXXXKKXXXKKXXXKKXXXXXXXXXXKKKXXKKXXXX XXX XXX
A EEEEE LR E L ELE R R R R L E RS RS R EEE R R R R R E L EES]

0
1E

-05 1.E-03 1.E-01 1.E+01 1.E+03 1.E+05

frecuencia (Hz)

Figura 2.26. Espectro isotérmico de, tan(s), del spring-pot al variar el orden

fraccional, a, para: E = 1x10*° Pa, 7 = 1 s.
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2.6.4 Modelos reoldgicos fraccionales basados en el spring-pot.

En la siguiente seccién se exponen algunos de los modelos reoldgicos
fraccionales, los cuales son el resultado de modificar los modelos reoldgicos
clasicos, sustituyendo alguno de los elementos mecanicos (resorte o
amortiguador) por un spring-pot. Estos modelos fraccionales han sido utilizados
con éxito para describir de manera precisa la viscoelasticidad de ciertos
materiales poliméricos, sin embargo ninguno de ellos puede describir a la vez

tanto a la transicion vitrea como al comportamiento del flujo de estos materiales.

2.6.4.1 Modelo de Maxwell Fraccional.

El modelo de Maxwell Fraccional [24] (figura 2.27) es un modelo de Maxwell

modificado en el cual se ha sustituido el amortiguador por un spring-pot.

Figura 2.27. Modelo de Maxwell Fraccional con un spring-pot.

En la figura 2.27, o, es el esfuerzo, E, es el modulo eléstico, t, es el tiempo
caracteristico del modelo, ysp, es la deformacion del spring-pot, y&, es la
deformacion del resorte y, a, es el orden fraccional. La ecuacion diferencial que

representa a este modelo es la siguiente:

o+ ,Dfo=Ey (2.33)

En la ecuacion 2.33, y, es la deformacion total del modelo. Aplicando la
transformada de Fourier (Apéndice 1) a la ecuacion 2.33, se obtiene la

expresion analitica que define al médulo elastico complejo, (ecuacion 2.34). Las
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ecuaciones de, E’, E’’, y, tan(o), del modelo de Maxwell fraccional se presentan

en el Apéndice 2.

Eiw)= = (2.34)
1+ (i)

Tal y como se observa en las figuras 2.28 y 2.29 el modelo de Maxwell
fraccional a alta frecuencia, /> 1/z, presenta un comportamiento elastico donde,
E’, es independiente de la frecuencia y, tan(o), es casi cero. Por otra parte, a
baja frecuencia, f < I/, disminuye, E’, considerablemente cuando la frecuencia
disminuye, este comportamiento reoldgico corresponde al del flujo de un
material viscoelastico cuando el orden fraccional es menor a 1. En el espectro
de la figura 2.29, se observa que la, tan(o), se incrementa en forma mas
pronunciada al acercarse el orden fraccional a 1 y se incrementa en forma
menos pronunciada al acercarse el orden fraccional a 0, a frecuencias mas

bajas se observa que la, tan(o), es independiente de la frecuencia.

En conclusion podemos decir que el modelo de Maxwell Fraccional, describe
curvas teoricas de, E’ y tan(d), que no corresponden a los espectros tipicos de
un polimero amorfo. A continuacion se describe el modelo de Voigt-Kelvin el
cual al igual que el modelo de Maxwell ha sido modificado sustituyendo el

amortiguador por un spring pot.
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Figura 2.28. Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Maxwell fraccional al

variar el orden, a, para: E = 1x10'° Pa, r=1s.
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Figura 2.29. Espectro isotérmico de, tan(d), del modelo de Maxwell fraccional al

variar el orden, a, para: E = 1x10'° Pa, 7= 1.
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2.6.4.2 Modelo de Voigt-Kelvin Fraccional.

El modelo de Voigt-Kelvin fraccional [24], es un arreglo que consiste de un
resorte y un spring-pot en paralelo, ver figura 2.30.

_<o-SP =Et° oDza}/>_

e AVAVAVAY e
o, =E-Dy

Figura 2.30 Modelo de Voigt-Kelvin fraccional.

En la figura 2.30, osp, €s el esfuerzo del spring-pot, or es el esfuerzo del
resorte, y, es la deformacion total del modelo. La ecuacion diferencial que
representa al modelo de Voigt-Kelvin fraccional donde, o, es el esfuerzo total del

modelo y, a, es el orden fraccional, es la siguiente:
oc=Ey+E7*,Dy (2.35)

Aplicando la transformada de Fourier (Apéndice 1) a la ecuacion 2.35 se

obtiene la expresion analitica del modulo complejo (ecuacion 2.36).
E(iw)=E+E-(iw) (2.36)

A partir de la ecuacion 2.36 se obtienen las expresiones analiticas tanto
para, E’, como para, tan(o), las cuales se presentan en el Apéndice 2 y cuyos
graficos se muestran en la figuras 2.31 y 2.32, para diferentes valores del orden

fraccional, a.
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Figura 2.31. Espectro isotérmico de, E’, del modelo de Voigt-Kelvin fraccional al

variar el orden, a, para: E = 1x10% Pa, r=1s.
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Figura 2.32 Espectro isotérmico de, tan(d), del modelo de Voigt-Kelvin fraccional

al variar el orden, a, para: E = 1x10'° Pa, r= 1.
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Tal y como se observa en las curvas tedricas de la figura 2.31 y 2.32, estos
espectros son muy diferentes a los espectros tipicos del comportamiento
reolégico del polimero amorfo que se pretende modelar en este trabajo de tesis
(ver figura 2.8 capitulo 2). A continuacion se describe el modelo de Zener

fraccional, el cual es una modificacién del modelo clasico de Zener.

2.6.4.3 Modelo de Zener Fraccional (MZF).

A partir de la configuracion del modelo clasico de Zener (figura 2.13) se
desarroll6 el modelo de Zener fraccional (MZF) [45-50] reemplazando el
amortiguador por un spring-pot. El esquema del modelo de Zener con un spring-
pot se muestra en la figura 2.33 donde, o3, es el esfuerzo del spring-pot y del
resorte con moédulo E, - E,, el esfuerzo o,, es del resorte de modulo, E,, la
deformacion, ysp es del spring-pot, la deformacién, yg,, del resorte con modulo,
E, - E,, la deformacion, yro,, corresponde al resorte de moédulo, E,, el tiempo

caracteristico del modelo es, 1, y, a, es el orden fraccional.

o= {Eu - Eo )IP:IRM a

- 0.
O-E = Eo ’ Dr .r'{RG

Figura 2.33 Modelo de Zener fraccional (MZF) con un spring-pot.

De la ecuacion del MZF con 1 spring-pot (ecuacion 2.37) se deduce el
modulo complejo (ecuacion 2.38) aplicando la transformada de Fourier

(Apéndice 1). Las ecuaciones para E’, y, tan(9), se presentan en el Apéndice 2.
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o+t %D *c=Ey+E, %, ,D %y (2.37)
E* (i) = E., +E.0 (i rc_o)_ (2.38)
1+(itw)™®

En la figura 2.34 y 2.35 se muestran los espectros isotérmicos de, E’, v,

tan(o), para el MZF con un spring-pot.

9.E+09 -

8.E+09 -

7.E+09 -

6.E+09 -

5.E+09 -

E' (Pa)

4.E+09 -

3.E+09 -

2.E+09 -

1.E+09 -

1.E+06 T i
1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08

frecuencia (Hz)

Figura 2.34. Espectro isotérmico de, E’, del MZF con un spring-pot al variar el

orden, a, para: E, = 1x10'° Pa, E, = 1x10° Pa, r = 1x103s.
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tan(s)

1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08

frecuencia (Hz)

Figura 2.35. Espectro isotérmico de, tan(o), del MZF con un spring-pot al variar

el orden, a, para, E, = 1x10% Pa, E, = 1x10° Pa, 7 = 1x107s.

Los espectros teodricos de la figuras 2.34 y 2.35, son muy similares a los
espectros que describen la transicion vitrea de un polimero amorfo, es decir una
variacion importante de, E’, la cual estd asociada con un valor maximo de,
tan(o). El resultado mas importante de estos espectros es que su forma se

puede modificar haciendo variar el orden fraccional del spring-pot.

Se ha demostrado en trabajos anteriores [45-50] que la principal desventaja
de este modelo es que los espectros de, E’ y tan(d), son muy simétricos, y los
espectros reales de los polimeros presentan cierto grado de disimetria. Para
resolver este problema, Alcoutlabi [49,50] propuso utilizar dos spring-pots, el

esquema de este modelo se muestra en la figura 2.36.
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Figura 2.36 Modelo de Zener fraccional (MZF) con dos spring-pot.

El significado de los parametros del esquema de la figura 2.36 son similares
a los del esquema de la figura 2.33, solo que ahora aparece un spring-pot
adicional de orden, b. La ecuacion 2.39 es la ecuacion del MZF con dos spring-

pots.
oc+7,°,D%c+r,°,D°’c=E,y+E,r;°,D %y +E,7;° , D"y (2.39)
La ecuacion 2.40 es el modulo complejo de este modelo el cual se obtiene a

partir de la ecuacién 2.39 por medio de la transformada de Fourier (Apéndice 1).

Las ecuaciones para E’, y, tan(0), se presentan en el Apéndice 2.

£ (i) = E,+E (ir,0)° +E,(ir,0)"
 1+(ine)* +(inw)”

(2.40)

En la figura 2.37 y 2.38 se muestran los espectros de, E’, y, tan(o), para
valores constantes del orden fraccional, b, haciendo variar el orden fraccional, a.
En la figura 2.39 y 2.40 se muestran los espectros de, £,y tan(o), para valores

constantes del orden fraccional, a, haciendo variar el orden fraccional, b.
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Figura 2.37. Espectro isotérmico de, E’, del MZF con dos spring-pot al variar el

orden, a, para: b = 0.8, E, = 1x10*° Pa, E, = 1x10° Pa, = 1x107s, 7,= 5x107° s.
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Figura 2.38 Espectro isotérmico de, tan(s), del MZF con dos spring-pot al variar

el orden, a, para: b= 0.8, E, = 1x10'° Pa, E, = 1x10°Pa, 7= 1x103s, %=5x10"s
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Figura 2.39. Espectro isotérmico de, E’, del MZF con dos spring-pot al variar el

orden, b, para: a = 0.3, E, = 1x10™ Pa, E, = 1x10° Pa, %= 1x1073s, 4,= 5x107 s.
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frecuencia (Hz)

Figura 2.40 Espectro isotérmico de, tan(o), del MZF con dos spring-pot al variar,

el orden, b, para: a=0.3, E, = 1x10*° Pa, E, = 1x10° Pa, % =1x103s, 4,=5x107"s.
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Se observa en las figuras 2.37-2.40 como los ordenes fraccionales, a, y, b,
definen la forma de los espectros de, E’ y tan(o). Puede decirse que ambas
versiones del MZF describen espectros de tipo no exponencial lo cual es mas
cercano al comportamiento real de los polimeros. Entre estos dos modelos
quien describe mejor a la transicion vitrea es el Modelo Fraccional de Zener con
2 spring pots, sin embargo, este modelo no es capaz de describir el

comportamiento del flujo de los polimeros.

Como se verad mas adelante, el Modelo de Zener Fraccional con 2 spring-
pots, puede extenderse para asi poder describir también al comportamiento del
flujo de los polimeros amorfos, sin embargo antes de abordar el desarrollo del
modelo que se pretende construir en este trabajo de tesis, se abordara los
conceptos de base necesarios para poder relacionar la estructura o morfologia
de los polimeros con su comportamiento reoldgico. Estos conceptos también
nos servirdn para poder obtener los espectros de, E’, y, tan(o), en funcién de la

temperatura a una frecuencia fija.
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2.7 Interpretaciéon molecular de los espectros del médulo complejo.

Todos los espectros tedricos de, E’, y, tan(d), presentados hasta este
momento son funcion de la frecuencia (inverso del tiempo), lo anterior se debe a
que el o los parametros, 7, en los modelos reolégicos se consideran con un
valor constante (esto es valido a temperatura constante), este parametro
representa el tiempo de respuesta de dicho modelo y puede relacionarse con el
tiempo de relajaciébn que presentan los distintos tipos de movilidad molecular
gue puede tener un polimero. En este caso, el tiempo de relajacion es funcion

de la temperatura.

A continuacion se describe los conceptos que definen el comportamiento en
temperatura del tiempo de relajacion, el cual puede seguir un comportamiento
similar al que define la teoria de movimientos cooperativos 0 no cooperativos.
En este trabajo de tesis utilizaremos estas ideas o herramientas para poder
calcular los espectros de, E’, y, tan(d), en funcion de la temperatura a una

frecuencia fija.

2.7.1 Movilidad molecular no-cooperativa y cooperativa.

En los polimeros los tiempos de relajacion pueden seguir dos tipos de

comportamientos [54-60,70,72]:

1. Uno de tipo no-cooperativo en el cual los tiempos de relajacion son
funcion de la temperatura siguiendo una ecuacion tipo Arrhenius (figura
2.41).

2. Otro de tipo cooperativo, en la cual los tiempos de relajacion se
incrementan considerablemente al disminuir la temperatura (figura 2.41),
este comportamiento se aleja considerablemente de lo que describe una

ecuacion de tipo Arrhenieus.
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Figura 2.41 Tiempos de relajacion cooperativos y ho-cooperativos.

Para poder modelar los tiempos de relajacion no-cooperativos recurriremos

al modelo de dos sitios [6,45], el cual se describe a continuacion.

2.7.2 Modelo de dos sitios.

La idea béasica del modelo de dos sitios [6] se muestra en la figura 2.42. En
este modelo un fendémeno de relajacion implica el paso de un estado
termodinamico de minima energia o un sitio, X;, a otro estado termodindmico de
mas baja energia o un sitio, X.
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Figura 2.42 Esquema del modelo de dos sitios.

Para pasar de un estado a otro es necesario pasar por un nivel de energia
mas elevado o ““saltar”” una barrera de potencial, AG, (figura 2.42). El modelo
de dos sitios considera que el tiempo de relajacion, 1, es el inverso de la

probabilidad, P, de pasar de un estado a otro (ecuacion 2.41).

pt
T

(2.41)

La probabilidad de cambiar el estado termodinamico se puede estimar
mediante el principio de equiparticion de energia de Maxwell-Boltzmann

(ecuacion 2.42).

P oc exp(kA(_;I_J (2.42)

B

En la ecuacion 2.42, kg, es la constante de Boltzmann y, T, es la temperatura

absoluta. En base a las ecuaciones 2.41 y 2.42 se establece que el tiempo de
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relajacion en el modelo de dos sitios corresponde a una ecuacion tipo Arrhenius

(ecuacion 2.43).

AG
=1, eXp(kTJ (2.43)
B

La temperatura absoluta es una medida de la fluctuacion térmica que debe
aportarse para que haya un cambio de estado termodinamico saltando la
barrera de potencial. En factor preexponencial, z, (ecuacion 2.43) toma valores
entre 10° y 10 donde el valor méas alto se asocia a la vibracién atémica y el
valor mas bajo se asocia a una contribucion de la entropia [79] tal y como lo
establece el Modelo de Eyring [80], en el cual la expresion para los tiempos de

relajacion es la siguiente:

o N o AC
KT\ K,T (2.44)

En el modelo de Eyring (ecuacion 2.44), AG, es la energia libre de activaciéon
entre los estados activos y no activos y, h, es la constante de Plank. Por medio

de la expresion de la energia libre de Gibbs (ecuacion 2.45):
AG =AH —TAS (2.45)

La energia libre de activacion se expresa en términos de la entalpia de

activacion, AH, y de la entropia de activacion, AS, (ecuacion 2.46).

keT Ko ) LKgT (2.46)

Al comparar las expresiones para el tiempo de relajacion de la teoria de dos
sitios (ecuacion 2.43) con la teoria de Eyring (ecuacién 2.46) se obtiene una
ecuacion para el factor preexponencial en términos de la entropia de activacion

(ecuacion 2.47).
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T = L exp(_ A_Sj (247)

La entropia de activacion es proporcional al nimero de estados activos

posibles, 2, (ecuacién 2.48).
AS =kg In(Q) (2.48)

El modelo de dos sitios es el modelo mas simple para describir la movilidad
molecular de tipo no-cooperativa implica que los movimientos moleculares
involucrados son completamente independientes unos de otros. El modelo de
dos sitios es valido para el caso de movimientos muy localizados, de corto
alcance, por lo que la transicidn vitrea cuyos movimientos moleculares son de

largo alcance no pueden ser representados por este modelo.

Para poder describir los movimientos moleculares cooperativos de la
transicion vitrea utilizaremos las ideas de Matsuoka, las cuales se describen a

continuacion.
2.7.3 Modelo de cooperatividad de Matsuoka.

El modelo de cooperatividad de Matsuoka [10,65-68] considera los efectos
en la movilidad molecular de las interacciones entre las moléculas vecinas. Este
modelo considera que los segmentos de las cadenas poliméricas requieren del
movimiento simultaneo de los segmentos adyacentes para poder moverse,

como si se tratara de una red de engranes (figura 2.43).
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Figura 2.43 Modelo de cooperatividad de Matsuoka.

El modelo de cooperatividad de Matsuoka considera que el modo de
movilidad molecular mas elemental en los polimeros es el de rotacion de los
enlaces principales de las cadenas poliméricas entre los estados gauche y
trans. Al segmento de cadena polimérica que efectia este movimiento
elemental se le llama conformero. La probabilidad y tiempo de relajacion de que
un conformero efectue el movimiento elemental en forma independiente de los
demas conformeros que lo rodean esta dada por el modelo de dos sitios

(ecuacion 2.43).

Debido a la interaccion de los conformeros adyacentes, existen grupos de
conformeros que deben moverse (o rotar) simultAneamente. Entonces, La
probabilidad de movimiento de, z, conformeros se define mediante la ecuacién
2.49, donde, zem €s el tiempo de relajacion del movimiento elemental de un

conformero.

P=PP,.P, =(P) = £1J (2.49)

El inverso de la probabilidad de los movimientos cooperativos define el

tiempo de relajacion para estos movimientos (ecuacion 2.50).
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- =

En la ecuacion 2.50, 7, €s el tiempo de relajacion de los movimientos
cooperativos y, 7, es el factor preexponencial. Sustituyendo, z.m de la ecuacion

2.50 por la ecuacion 2.43 queda la ecuacion 2.51.

Teop = To eXp(AkE_I._Zj (2.51)
B

A partir de la ecuacion 2.51 se observa que la energia de activacion, 4E, del
movimiento simultaneo de, z, conformeros es, z, veces la energia de activacion
del movimiento elemental. El parametro, z, define el nUmero de conformeros
gue se mueven simultdneamente y depende de la temperatura, pudiéndose

estimar con la ecuacion 2.52.

(2.52)

A la temperatura, T,, todos los conformeros forman una estructura muy
compacta donde la probabilidad del movimiento es cero y el tiempo de
relajacion es infinito, de hecho la ecuacion 2.52 se deduce asumiendo que la
entropia configuracional decae a cero a la temperatura, T,, (ver Apéndice 3) lo
cual implicaria equilibrio termodinamico a esta temperatura, esto no es posible
en un polimero. A temperaturas superiores a la de transicion vitrea el modelo
considera una temperatura, T, a la cual, z = 1, a esta temperatura los

conformeros pueden moverse en forma independiente de los demas.
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La ecuacién 2.52 es valida solamente en el rango de temperaturas de, T,, a,
T". En el presente trabajo las temperaturas, To, y, T, se calculan a partir de las

siguientes ecuaciones empiricas validas para los polimeros amorfos [60]:
T, ~T, —50 (2.53)

T ~1.3-T, (2.54)

Las ecuaciones presentadas para el modelo de cooperatividad de Matsuoka
consideran un numero de conformeros, z, el cual forma un dominio de
cooperatividad. Por el tipo de estructura de los polimeros debe considerarse la
existencia de una distribucion de dominios de cooperatividad, cada uno con
namero diferente de conformeros y por ende con un tiempo de relajacion

diferente.

En el presente trabajo se hard uso de las ecuaciones 2.50 a la 2.54 para
definir las expresiones analiticas de los tiempos de relajacion en funcion de la

temperatura.
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CAPITULO 3

DESARROLLO DE UN MODELO
FRACCIONAL QUE DESCRIBE LA
TRANSICION VITREA Y EL
COMPORTAMIENTO DEL FLUJO DE
POLIMEROS AMORFOS

El Modelo de Zener Fraccional (MZF) describe de una manera muy
aproximada la manifestacion mecanica de la transicion vitrea. Ademas, es
importante mencionar que la magnitud de los o6rdenes fraccionales de las
derivadas o integrales del MFZ se pueden relacionar con los movimientos
moleculares asociados a la transicion vitrea de los polimeros [45]. Sin embargo
el MZF no puede describir el comportamiento del flujo que presentan estos
materiales a temperaturas superiores a la temperatura de transicion vitrea, Ty,

es decir el comportamiento del flujo.

Por lo general, el modelado del comportamiento del flujo de los polimeros,
tradicionalmente se realiza de manera individual, es decir sin tomar en cuenta la
transicion vitrea. Ademas, los modelos empiricos que se utilizan
tradicionalmente [7,19,73], tienen parametros los cuales dificilmente se pueden

relacionar con la movilidad molecular de las cadenas poliméricas, aspecto
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importante para poder establecer una relacién entre propiedades y estructura

de los polimeros.

En esta seccion se plantea el desarrollo de un modelo reolégico utilizando
como herramienta matematica de base a las derivadas e integrales de orden no
entero (céalculo fraccional), con la finalidad de describir tanto la transicion vitrea
como al comportamiento del flujo. Tal y como se plante6 en la hipétesis, el uso
de estos operadores fraccionales nos permitird analizar el efecto de los
parametros fraccionales del modelo a desarrollar sobre la forma de los
espectros tedricos del moédulo complejo. Los resultados tedricos seran
comparados con resultados experimentales, lo que permitira aportar algunas
ideas que relacionen los parametros fraccionales con la movilidad y estructura

gue presentan las cadenas poliméricas.

3.1 Desarrollo del Modelo de Zener Fraccional Extendido (MZFE).

Para el desarrollo del modelo que describa tanto a la transicion vitrea como
al comportamiento del flujo en un polimero amorfo, se propone extender el
Modelo de Zener Fraccional (MZF). Mediante la adicibn de otro elemento
reologico (resorte, amortiguador o un spring-pot). Ante esta situacion es mas
que evidente que adicionar un resorte al MZF no es una opcion viable, ya que lo
gue se quiere describir ademas de la transicion vitrea, es un comportamiento de

flujo, que esta mas relacionado con un amortiguador o bien con un spring-pot.

En este trabajo se analizan las dos opciones (amortiguador y spring-pot), en
una primera parte se presentan los resultados tedricos que resultan de haber
considerado un amortiguador y posteriormente seran presentados los
resultados obtenidos cuando el elemento reoldgico adicionado fue un spring-

pot.
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Para el primer caso, es decir, adicionar un amortiguador al MZF, como punto
de partida es importante determinar si el amortiguador debe ensamblarse en
serie 0 en paralelo. Este cuestionamiento se resuelve comparando el arreglo
gue se obtiene con los arreglos clasicos de los modelos de Voigt-Kelvin y de
Maxwell. Primeramente analizaremos los resultados obtenidos cuando se
adiciona un amortiguador en paralelo al MZF y posteriormente cuando el arreglo

se hace en serie.

Si se agrega un amortiguador al MZF en paralelo se obtiene una
configuracion tipo Voigt-Kelvin (figura 3.1) en la cual la parte elastica del resorte

ha sido remplazada por el MZF.

MZF

Figura 3.1 Configuracion tipo Voigt-Kelvin.

Las ecuaciones 3.1 y 3.2 representan las relaciones entre los esfuerzos y las
deformaciones de los componentes de la configuracion tipo Voigt-Kelvin de la
figura 3.1.

_ _ 3.1
YT =Vvzr =7a (3-1)

Or =Owzr T O, (3.2)

En el arreglo de la figura 3.1, el MZF se utiliza para representar la transicion
vitrea y el amortiguador para representar el flujo, recordemos que un
amortiguador describe el comportamiento del flujo de un fluido Newtoniano, es

decir un fluido viscoso puro, cuya viscosidad es constante (ver seccion 2.5).
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Debido al arreglo en paralelo del MZF y del amortiguador, tanto la transicion
vitrea como el comportamiento del flujo se llevan a cabo de manera paralela,
esto equivale a que ambos fendmenos se llevan a cabo en el mismo intervalo
de tiempo o en el mismo intervalo de temperatura, lo cual no corresponde a los
resultados experimentales que muestran los materiales poliméricos (ver seccién

2.2.2), el flujo se presenta a temperaturas mayores a la, T.

Este andlisis cualitativo nos demuestra de una manera muy clara que el
arreglo tipo Voigt-Kelvin no es una alternativa viable para describir de manera
precisa ambos fendmenos, la transicion vitrea y el flujo, los cuales se presentan
en intervalos de tiempo (frecuencia) y temperatura diferentes para cada

fendbmeno reoldgico.

A diferencia del arreglo en paralelo mostrado en la figura 3.1, la
configuracion tipo Maxwell (figura 3.2) es un arreglo en serie de un
amortiguador con el MZF.

MZF : -

Figura 3.2 Configuracion tipo Maxwell.

Las ecuaciones 3.3 y 3.4 representan la relacion entre los esfuerzos y

deformaciones de los componentes de la configuracion tipo Maxwell.

3.3
O1 =Omzr =0 (3:3)

Y1 =Vwvze T VA (3.4)

El esquema de la figura 3.3 es el mismo arreglo de la figura 3.2, solo que

aqui se muestran los elementos reolégicos que forman parte del MZF, tal y
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como se ha demostrado en trabajos anteriores el MZF que mejor representa a
la transicion vitrea es aquel que presenta 2 spring-pots [45-50], razén por la
cual utilizaremos este MZF. En la figura 3.3 se muestran también las

ecuaciones constitutivas de cada uno de los elementos reolégicos.

— AN\ =B, B, ), Df :->‘<“1— (B, ~E, ) D17,

o =(E,~E, D74, a b

L.
or=nl7,

H—

. i
o, =E, Dy

Figura 3.3 Modelo de Zener Fraccional extendido por un amortiguador.

A partir de las ecuaciones 3.3 y 3.4, y de las ecuaciones constitutivas de
cada uno de los elementos reolégicos del MZF extendido por un amortiguador
se dedujo su ecuacion integro-diferencial (ecuacion 3.5) la cual se muestra a
continuacion.

(3.5)

o+ Z'a_a 0 Dt_aG + Tb_b 0 Dt_bo- + (Eu /77)0 Dt—la + T;G(EO /77)0 Dt—a—lo_ + Tb_b (EO /77)0 Dt_b_la _
Euy/ + EOT;aO Dtiay + Eorgb 0 Dtibj/

En el esquema de la figura 3.3 y la ecuacion 3.5, n, es la viscosidad, ya, €s la
deformacion del amortiguador vy, ot, es el esfuerzo total del modelo, los demas
pardmetros tienen el mismo significado que en el MZF (ver seccion 2.6.4.3). La
ecuacién 3.5 se basa principalmente en los operadores diferenciales e
integrales de orden no entero del MZF, ademas de la ecuacion constitutiva del
amortiguador (ley de Newton), la cual se define mediante un operador

diferencial de orden 1.
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A partir de la ecuacion 3.5 se calculd el médulo complejo (ecuacién 3.6)
aplicando la transformada de Fourier (Apéndice 1) a dicha ecuacion, el
procedimiento detallado se muestra en el Apéndice 4.

E,+E,r;%(iw)* +E,;°(iw)™

) o)+ 57a) "+ B i), (B i) * 4 (B, i)

A partir de la ecuacion 3.6 y apoyandonos en la ecuacion 3.7 se obtienen la
parte real (ecuacion 3.8), la parte imaginaria (ecuacién 3.9) y el factor de
pérdida (ecuacién 3.10), en el Apéndice 4 se describe de manera detallada

como fueron obtenidas estas ecuaciones.

i :cos(a;r}_ri-sen[a Zj (3.7)

E'(w)= AiA32+A22A4 (3.8)
A+ A
E"(w)= AZAZB_AizAA (3.9)
A+ A
tan(5) = AA - AA, (3.10)
AR+ AA,

En las ecuaciones 3.8, 3.9 y 3.10, A;, A, A3 ¥y A4, quedan definidas de la

siguiente manera:

A =E,+E (r,0)" co{a;rj +E,(r,0)"° cos(b ;Tj (3.11)
A =—E (r,0)* sen(a Z} —E,(r,0)" sen(b Zj (3.12)
A =1+(r,0)" co{a Zj +(z,0)° co{b Zj + (3.13)

7 a(lf;j(w)_a‘l co{(a + 1)2) +7, ”(i"}(m)‘b‘l co{(b + 1)9
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A =—(r,0)" sen(a Z) ~(r,0)" sen(b 727) - (E“j(a))l - (3.14)

n

oo oo

A partir de las ecuaciones 3.8 a 3.14 se obtienen los espectros isotérmicos
de, E’,y, tan(0), los cuales se muestran en las figuras 3.4 y 3.5 respectivamente.
Estos espectros tedricos son muy similares a los espectros tipicos que se

obtienen experimentalmente para un polimero amorfo.

1.E+10 -
transiciéon \
1.E+09 - Vl'trea

1.E+08 -

T

vitreo
1.E+07 |
1.E+06 -

1.E+05 +

E' (Pa)

cauchotico

1.E+04 -
1.E+03 - fluio
1.E+02 4

1.E+01 -

l.E+00 T T T T T T T 1
1E-04 1E-02 1E+00 LEpQRudfel4 (06 1E+08 LE+10 LE+12

Figura 3.4 Espectro isotérmico de, E’, del MZF extendido con amortiguador
para: E, =1x10'° Pa, E, =1x10° Pa, a = 0.3, b= 0.9, 72 = 1x107s, 5= 5x107s, n
=1x10’ Pa-s.
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transicion
vitrea
<+— flujo

tan(s)

cauchético

0 T T T
1.E-04 1E-02 1E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12

frecuencia (Hz)

Figura 3.5 Espectro isotérmico de, tan(d), del MZF extendido con un
amortiguador para: E, = 1x10'° Pa, E, = 1x10° Pa, a= 0.3, b= 0.9, 7 = 1x107 s,
= 5x107s, = 1x10’ Pa-s.

En estos espectros tedricos (figuras 3.4 y 3.5) se muestran de manera muy
clara, tanto a la transicion vitrea como al comportamiento del flujo, que como se
puede corroborar, cada fendmeno reolégico se presenta a intervalos de
frecuencia (tiempo) diferentes. A muy bajas frecuencias se presenta el
comportamiento del flujo y a frecuencias mayores la transicion vitrea. El flujo
que modela el amortiguador es de tipo newtoniano, y es funcién unicamente del

valor de la viscosidad.

Las figuras 3.6 y 3.7 muestran respectivamente los espectros de, E’, v,
tan(o), para diferentes valores de viscosidad del amortiguador y se puede
observar como al variar la viscosidad, el comportamiento del flujo se desplaza
hacia bajas o altas frecuencias segun la viscosidad disminuya o aumente.

Recordemos que conforme un fluido es mas viscoso, éste tardara mas en fluir.
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= 1.E+06 Pa-s
» 1.E+07 Pa-s

E' (Pa)
m

1.E+04 -
1.E+03 4 i » 1.E+08 Pa-s
S OF - 1.E+09 Pa-s
1E+02 4 & F
§OF
LE+014 & § &
1E+00 45 & & & ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12

frecuencia (Hz)

Figura 3.6. Espectro isotérmico de, E’, del MZF extendido con un amortiguador

al variar la viscosidad, 7, para, E, Eo, &, b, @, », de la figura 3.4.

5 .
— - —-1.E+06 Pa-s
R N e A N 1.E+07 Pa-s
— — — 1.E+08 Pa-s
1.E+09 Pa-s
—~ 3
“Q
N
c
©
S
2 -
1 -
O T T T T T T T T 1
1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12
frecuencia (Hz)

Figura 3.7. Espectro isotérmico de, tan(o), del MZF extendido con un

amortiguador al variar la viscosidad, 7, para, E,, Eo, &, b, @, %, de lafigura 3.4.
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En las figuras 3.6 y 3.7, debido a que es un amortiguador (fluido newtoniano)
el que representa al flujo, a bajas frecuencias las pendientes tanto de la parte
real del médulo complejo asi como en el factor de pérdida son constantes, y se

definen mediante las ecuaciones 3.15 y 3.16 respectivamente [19,86].

dlog,, E’
) 3.15
dlog, f (3.15)
d log,, tan(s) _ 1 (3.16)
dlog,, f

Diversos espectros experimentales de polimeros amorfos muestran que las
ecuaciones 3.15 y 3.16 no se cumplen, ya que por lo general el comportamiento
del flujo a baja frecuencia es de tipo no-newtoniano [19,86]. Esto implica que
para un polimero amorfo la forma de los espectros tanto de la parte real como el
del factor de pérdida cambian a baja frecuencia segun el grado de
viscoelasticidad [13-17,86], por lo que estos espectros tedricos no pueden
considerarse como una descripcidon precisa del comportamiento reoldgico de los
polimeros amorfos, particularmente en el intervalo de frecuencias que

corresponde al flujo.

Una alternativa para resolver esta probleméatica es extender el MZF con un
spring-pot, mediante un arreglo en serie en lugar de utilizar un amortiguador, a
este nuevo modelo lo denominaremos Modelo de Zener Fraccional Extendido o
MZFE. Un spring-pot, tal como se mostré en la figura 2.24 del capitulo 2, puede
modelar un flujo no-newtoniano, cuando el orden fraccional del spring-pot toma

valores muy cercanos a 1.

La figura 3.8 muestra el arreglo que corresponde al MZFE, en el cual se
observan dos spring-pots de 6rdenes, a y b, y un resorte de médulo, E; - E,,
unidos en serie, éstos a su vez se unen en paralelo a otro resorte de médulo E,,

este arreglo corresponde a un MZF y se encuentra unido en serie a otro spring-
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pot de orden, c. El MZF deberéa describir a la transicion vitrea y el spring-pot de

orden, ¢, debera describir el comportamiento del flujo.

_/\/\/\/\/ o =(E,—-E ) ,Df ;>_<rl —(E —E,), D,

o =(E,—E,)D7p, a b

_ c -
o, =E1. D7,

o el

— 0.
o, =E, Dy,

Figura 3.8 Modelo de Zener Fraccional Extendido (MZFE).

La ecuacion 3.17 es la ecuacion integro-diferencial que relaciona la
deformacion y el esfuerzo para el MZFE, donde, y., vy, 7, son la deformacion y
tiempo caracteristico del spring-pot de orden, c, los demas parametros tanto del
esquema de la figura 3.8 y de la ecuacién 3.17 corresponden con los del MZF
con dos spring-pot’s (ver seccion 2.6.4.3). La deduccion detallada de esta
ecuacion se presenta en el apéndice 4.

(3.17)

-a -a -b -b —C —C -a__—C —-a—C -b__—c —-b—c _
o+7,°,Dc+1,",D, o'+(Eu/E0)rC oD o+7.°t. D Fo+1, 1. D, o=
-a -a -b -b
Euj/—i_EoTa ODt 7/+EoTb ODt V4

Aplicando la transformacion de Fourier (apéndice 1) a la ecuacion 3.17 se
obtiene la expresion analitica del modulo elastico complejo en funcion de la

frecuencia angular para el MZFE (ecuacion 3.18).

E, +E,7.%(iw)  +E,z,°(iw)™®

E'(iw)= (3.18)

1+7.%(iw) ™ +Tb’b(ia))’b + 7 (o) +7r, . (lw) ™ +Tb’brc’°(ia))’b’°

o
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A partir de la ecuacién 3.18, se obtienen la parte real (ecuacion 3.19), y la
parte imaginaria (ecuacion 3.20) del médulo complejo, asi como también el
factor de pérdida (ecuacion 3.21), el procedimiento detallado se describe en el

Apéndice 4.
E'(w) = AT AA (3.19)
A+ A
() - Pefs— AA
E (w)_A§+Af (3.20)

_AA-AA
tan(é“)—AiAS+A2A4 (3.21)

En las ecuaciones 3.19, 3.20 y 3.21, Ay, Az, Az y A4, quedan definidas de la

siguiente manera:

A =E, +E(r0)" Co{ag +E,(r,0)" cos(b ’27) (3.22)
A, =—E,(r,0)" sen(a;rj ~E,(r,0)" Sen(b Zj (3.23)

A =1+(r,0)° Co{a Zj +(z,0)" co{b Zj + E:(TCG))_C co{c Zj + (3.24)
7 (@) " co{(a + c)’;) +5,0 (@) co{(b + c)’z’)

A, =—(r,0)" sen(a%j ~(zy0)” sen(b%} - % (r0)* sen(c%j - (3.25)

(o]

27 () sen((a + c)%) Ot () I Seﬂ((b + C)%J
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A partir de las ecuaciones 3.19 a la 3.25, pueden calcularse los espectros
teodricos del modulo complejo, sea en funcion de la frecuencia (a temperatura
constante) o bien sea en funcién de la temperatura (a frecuencia constante). A
continuacion se presentan los resultados tedricos que se obtienen cuando se
consideran condiciones isotérmicas, y en la seccion 3.2 de este capitulo se
abordan los resultados teoricos que se obtienen bajo condiciones isocronas. En
la figuras 3.9 y 3.10 se muestran los espectros isotérmicos de, E’, vy, tan(d), del

MZFE.

1.E+10 - transicion

vitrea
1.E+09 -
1.E+08 -

cauchoético

LE+o7 | vitreo

1.E+06 +

1.E+05 4

E' (Pa)

1.E+04 -
1.E+03 +

1.E+02 1 flujo

l.E'Ol T T T T T T T T 1
1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12

frecuencia (Hz)

Figura 3.9. Espectro isotérmico de, E’, del MZFE para, a=0.3,b=0.9,y, c =
0.95, E,= 1x10'°Pa, E,= 1x10°Pa, z = 1x10° s, 4,=5x10° s, =1 s.
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14 -
12 A / flujo
10 -
transiciéon
—~ 81 vitrea
“Q
N
c
@G 6 -
)
cauchoético
4 _
vitreo
2 _
0 T T T T T T T T 1
1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12
frecuencia (Hz)

Figura 3.10. Espectro isotérmico de, tan(9), del MZFE para, a=0.3,b=0.9,y, c
=0.95, E,= 1x10° Pa, E,= 1x10°Pa, 7,= 1x10° s, 4,=5x10°s, 7= 1.

En los espectros de las figuras 3.9 y 3.10 se logra identificar claramente,
tanto la transicion vitrea como al comportamiento del flujo. La transicion vitrea
se manifiesta como una variacion de, E’, lo cual corresponde a un valor maximo
en el espectro de, ran(d). Por otra parte, el comportamiento del flujo se observa
a bajas frecuencias como una disminucién de, E’, y un incremento pronunciado
en, tan(@), cuando la frecuencia disminuye, a muy bajas frecuencias, tan(o),

tiende a un valor que depende de la magnitud del orden fraccional, c.

Un aspecto importante a recalcar en los espectros de las figuras 3.9 y 3.10,
es que se presentan dos regiones en las cuales, E’, es practicamente
independiente de la frecuencia y que corresponden a valores muy cercanos a
cero en el espectro de, tan(d). Una de estas regiones es cuando, E'~E,, y se
observa a altas frecuencias, mayores al intervalo donde se observa la transicion

vitrea, este valor casi constante de, E’, puede considerarse como una
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manifestacion elastica del comportamiento vitreo del polimero. La otra region
es cuando, E’~E,, y se presenta en un intervalo de frecuencias localizado entre
la transicion vitrea y el flujo, en este caso dicho comportamiento puede
asociarse a la elasticidad de tipo entropico que presentan los polimeros,

también se le conoce a este comportamiento como cauchdtico.

El efecto que tienen los érdenes, a, y, b, sobre la forma de los espectros
tedricos presentados en la figuras 3.9 y 3.10 es mas notable en el intervalo de
frecuencias donde se presenta la transicion vitrea. Por otra parte el efecto del
orden, ¢, se refleja principalmente en el intervalo de frecuencias donde se
manifiesta el flujo. El efecto de los 6rdenes fraccionales sobre la forma de las

curvas teéricas del MZFE se analizara con mas detalle en el capitulo 4.

La magnitud de cada uno de los ocho parametros del MZFE afecta la forma
de los espectros tedricos de, E’, y, tan(d). En el caso de los espectros
experimentales, la forma de éstos depende de la estructura y morfologia del
material asi como también de la temperatura. Por lo anterior, es muy importante
analizar el efecto de cada uno de los parametros sobre los espectros teéricos y
hacer una comparacion con espectros experimentales, lo que nos debera
permitir asociar los parametros del MFZE con las variables estructurales y/o
morfologicas que definen el comportamiento reolégico de los polimeros. Pero
antes de abordar este andlisis, en la siguiente seccién se describe la manera
como se calculan los espectros de, E’, y, tan(o), en funcion de la temperatura a
una frecuencia constante. Esto es muy importante ya que en la practica es

menos complicado obtener espectros isdcronos que isotérmicos.
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3.2 Modelo de Zener Fraccional Extendido (MZFE), espectros en

funcion de la temperatura.

Como se mencion6 anteriormente a partir de las ecuaciones 3.19 a la 3.25
se pueden obtener tanto el comportamiento en frecuencia (isotérmico) como el
comportamiento en temperatura (isécrono), en esta seccion se describe la
manera como se obtienen los espectros isdcronos de, E’, y, tan(o). Para tal
efecto es necesario considerar la dependencia en temperatura de los
parametros, t, del MZFE.

Tal y como se describié anteriormente los parametros, z, del MZFE deben
estar asociados a los tiempos de relajacion de los movimientos moleculares que
se presentan tanto en la transicion vitrea como en el comportamiento del flujo.
En la ecuacion 3.26 se representa en forma resumida la dependencia del

mddulo complejo del MZFE de sus ocho parametros y de la temperatura, T,

E*(i,0.T)=f(E,.E,,ab.c,z,(T)z(T)zT) (3.26)

Especificamente los tiempos de relajacion pueden relacionarse con la

temperatura por medio de la teorias moleculares (ecuacion 3.27).

teoria 327

7 (M), (T) 2 (T) - (3:27)
molecular

Basandonos en los modelos de dos sitios y el de la teoria de cooperatividad

los cuales se detallan en la seccion 2.6 del capitulo 2, se proponen las

ecuaciones que relacionan los tiempos de relajacion del MZFE, z, 1, 1, con la

temperatura.

Tanto la transicidn vitrea como el comportamiento del flujo deben presentar

movilidad de tipo cooperativa, ya que son movimientos moleculares de largo
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alcance, por lo que deben efectuarse de manera simultanea y coordinada. La
ecuacion 3.28 define los tiempos de relajacion en la transicion vitrea, ., 1, con
la temperatura y la ecuacion 3.29 describe los tiempos de relajacion del flujo, .,

con la temperatura.

AE |
T, ~T, =1, exp( ng (3.28)
kgT
AEq, |
7, = r{exp(””"" ﬂ (3.29)
kgT

En el modelo isécrono del MZFE se asumira que los tiempos de la relajacion
cortos, ,, y largos, 1, de la transicion vitrea son del mismo orden de magnitud,
pero no iguales, tedricamente se ha encontrado que estos tiempos difieren en

menos de una década [45-50].

Es necesario mencionar que en el comportamiento del flujo los movimientos
moleculares pueden considerarse principalmente como deslizamientos de
cadenas por lo que se requiere de mayor energia que los movimientos
conformacionales que se suscitan en la transicion vitrea, los cuales se
presentan a menor temperatura, por lo que en el MZFE is6crono se considera
valida la siguiente condicion entre las energias de activacion de la transicion
vitrea y del flujo (ecuacion 3.30).

AEo > AE (3.30)

Flujo

El parametro, z, se calcula con las ecuaciones 2.52 a 2.54 del capitulo 2.
Segun las ecuaciones 3.28-3.30, existiran dos curvas de tiempos de relajacion
en funcién de la temperatura, una para los tiempos de relajacién asociados a la
transicion vitrea, (ecuacion 3.28) y otra para los tiempos de relajacion asociados

al flujo (ecuacién 3.29). Las graficas de, »n ~ m» Y =% en funcién de la
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temperatura se muestran en las figuras 3.11 y 3.12 para un polimero con una

temperatura de transicion vitrea de 100°C.

1.E+30 -
1.E+27
1.E+24 - transicion vitrea
1.E+21 — flujo

1.E+18
1.E+15 -
1.E+12 -
1.E+09
1.E+06
1.E+03
1.E+00
1.E-03
1.E-06 -
1.E-09 -

1 . E_ 12 T T T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

T (segundos)

temperatura (°C)

Figura 3.11. Gréfica de los tiempos de relajacion asociados a la transicion
vitrea, 1, ~ 1, Yy al flujo, 1, en funcion de la temperatura para: 4Etq = 6.92
KCal/mol, AEn,,=29.98 KCal/mol, T,=50°C, T =211.9°C, 1,= 1x10™s.

A temperaturas alrededor de la, Ty, e inferiores, los tiempos de relajacion de
la transicion vitrea y el flujo tienden a aumentar demasiado (figura 3.11), en el
modelo esto es consecuencia del incremento de z, ya que a temperaturas
inferiores a la, Ty, el modelo de cooperatividad predice que a la temperatura, T,
el parametro, z, tiende a infinito, consecuentemente los tiempos de relajacion
también tienden a infinito, en términos fisicos esto implica a la temperatura, T,
la entropia conformacional del polimero decae a cero y alcanza el equilibrio
termodinamico. (ver seccion 2.7 del capitulo 2 y Apéndice 3). En la realidad es
dificil confirmar si un polimero alcanza el equilibrio termodinamico a la
temperatura, T,, por lo cual el modelo de cooperatividad es solo una
aproximacion. En las figuras 3.12 y 3.13 se muestran los espectros isécronos
de, E’, y, tan(d), para el MZFE para los tiempos de relajacion de la figura 3.11.
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Figura 3.12. Espectro

Pa, E, = 1x10° Pa,a=0.3,b = 0.9, ¢ = 0.95 Y, Ta, Th, Tc, de la figura 3.11.
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isocrono de, E’, del MZFE para, f, = 10 Hz, E, = 1x10%

!‘/ vitrea
.y
Sg

6,
5,
4 as
— [N ]
| ]
2 .n
c 3 at
(U | ]
+— ag
[ |
2 - ol
vitreo 7 8
.l
-
] l '-
0 -

transiciéon

cauchoético

l

200

temperatura (°C)

300 400

Figura 3.13 Espectro iscrono de, tan(), del MZFE para, f, = 10 Hz, E, = 1x10*

Pa, E, = 1x10° Pa,a=0.3,b=0.9, ¢ = 0.95 Y, Ta, Th, Tc, de la figura 3.11.



94

La version isocrona del MZFE predice los cuatro comportamientos
esenciales de un polimero amorfo al igual que la version isotérmica: la
transicion vitrea como una baja de, E’, y un maximo en, tan(d), alrededor de
100°C y a mayor temperatura, =211°C, el flujo como una caida en, E’, y una
elevacion en ran(d), a temperaturas mas bajas que la temperatura de transicion
vitrea se observa la elasticidad vitrea y a temperaturas intermedias entre la
transicion vitrea y el flujo se observan la elasticidad retardada o de tipo
cauchdtico en las cuales, E’, es practicamente independiente de la temperatura
y, tan(d), tiene valores muy pequeinos. Es importante mencionar que el intervalo
de temperatura en el que se presenta la transicion vitrea y el comportamiento
del flujo en las figuras 3.11 y 3.12 son funcion de la magnitud de los parametros
del MFZE que fueron utilizados, los cuales fueron escogidos para este caso de
una manera tal que no representan el comportamiento reolégico de algun

polimero en particular.

Al comparar los espectros isocronos (figuras 3.10 y 3.11) con los espectros
isotérmicos del MZFE se observa que el comportamiento reoldgico corresponde
en alta frecuencia (tiempos cortos) a baja temperatura y en baja frecuencia

(tiempos largos) a alta temperatura.

En forma equivalente al caso isotérmico los 6rdenes fraccionales, a, y, b,
deben tener un efecto principalmente en el intervalo de temperaturas desde la
elasticidad vitrea, la transicion vitrea y la elasticidad cauchética y el orden
fraccional, ¢, debe afectar principalmente en el intervalo de temperaturas donde
se observa el comportamiento en flujo. El efecto de variar los 6érdenes

fraccionales del modelo se analizara en detalle en el capitulo 4.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE LOS RESULTADOS
OBTENIDOS A PARTIR DEL MODELO
FRACCIONAL

En este capitulo se presenta un analisis del efecto de los 6érdenes
fraccionales, a, b, y, ¢, del MZFE sobre los espectros tedricos de, E’, y, tan(o). La

parte real, E’, representa el almacenamiento elastico de energia debido a la
deformacion vy, tan(d), se relaciona con la disipacion de la misma (ver seccion
2.2.1, capitulo 2). Es importante mencionar que los o6rdenes fraccionales

pueden tomar solamente valores entre 0y 1 (ver seccion 2.6, capitulo 2)

El MZFE fue desarrollado con la finalidad de describir tanto la transicién
vitrea como el comportamiento del flujo, bajo este contexto, el andlisis de los
espectros de, E’, y, tan(o), se efectian en dos partes. En una primera parte se
analiza el efecto de los parametros relacionados con la transicion vitrea, en la
segunda parte se analiza el efecto de los 6rdenes fraccionales relacionados con
el comportamiento del flujo. En ambas partes se consideran tanto a las
condiciones isotérmicas (espectros en funcioén de la frecuencia) como a las

condiciones is6cronas (espectros en funcién de la temperatura).
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En el capitulo 5 se comparan los espectros tedricos del MZFE vy resultados
experimentales extraidos de la literatura, esto con la finalidad de validar los

resultados tedricos obtenidos.

En el capitulo 6 se presenta un analisis complementario que consiste en
calcular la funcion de la distribucion de tiempos de relajaciéon, H(z). Esta funcién
se calcula a partir de la ecuacion integro-diferencial del MZFE y es
indispensable para definir a todas la propiedades reolégicas de los materiales

poliméricos.

4.1 Efecto de los 6rdenes fraccionales del MZFE relacionados con la

transicion vitrea.

Tal y como ya se ha mencionado en secciones anteriores, los ordenes
fraccionales, a, y, b, deben estar relacionados principalmente con la transicion
vitrea. Con la finalidad de corroborar dicho comportamiento, en esta seccion se
procede a variar sistematicamente los valores tanto del orden fraccional, a,
como el de el orden fraccional, b, asignandole diferentes valores entre 0 y 1,
mientras que el orden fraccional, ¢, se mantiene constante, ya que este
pardmetro en particular debe estar relacionado con el comportamiento del flujo.
Con la finalidad de identificar el efecto de los ordenes, a, y, b, sobre los
espectros calculados, primeramente se hace variar, b, manteniendo, a, y ¢

constantes, y finalmente se hace variar, a, manteniendo, b, y, ¢, constantes.

Los espectros de, E’, vy, tan(d), del MZFE se muestran en su version
isotérmica en las figuras 4.1 y 4.2 y en su version isocrona en las figuras 4.3 y

4.4 al variar el orden fraccional, b, manteniendo fijos los ordenes fraccionales, a,

y, C.
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Figura 4.3 Espectro isocrono de, E’, del MZFE al variar el orden, b, paraa = 0.3,
c=0.95, f,= 10 Hz, E,= 1x10'°Pa, E,= 1x10°Pa, y, @, ®, %, de la figura 3.11
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Figura 4.4 Espectro isocrono de, tan(o), del MZFE al variar el orden, b, para a =
0.3, ¢=0.95, f,= 10 Hz, E,=1x10*°Pa, E,= 1x10°Pa, y, %, @, %, de la fig. 3.11
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Los efectos del orden fraccional, b, son mas notables en la transicion vitrea a
baja frecuencia (figura 4.1 y 4.2) o alta temperatura (figura 4.3 y 4.4), en la cual
hay movimientos de gran escala (a distancias del orden de una cadena
polimérica). Cuando la magnitud del orden fraccional, b, se acerca a 0 la
variacion de, E’, es menos pronunciada y disminuye la amplitud del pico de,
tan(9), lo cual indica una respuesta mas elastica y por ende menor disipacién de
energia en la transicion vitrea, al acercarse el orden fraccional, b, a 1 la
variacion de, E’, se hace mas pronunciada y aumenta la amplitud del pico de,
tan(o), indicando una respuesta mas viscosa y por ende mayor disipacion de

energia en la transicion vitrea (figuras 4.1-4.4).

Cuando el orden fraccional, b, se encuentra cerca del O tiene un efecto
considerable en el rango de frecuencia (figura 4.1 y 4.2) y temperatura (figura
4.3 y 4.4) donde se presenta la elasticidad cauchética ya que ésta tiende a
desaparecer, debido a que la transicion vitrea y el flujo tienden a sobreponerse.
La elasticidad cauchética depende del peso molecular del polimero (ver seccién
2.2.2, capitulo 2). A su vez la magnitud de, E’, en la elasticidad cauchética
depende del numero de entrecruzamientos fijos [5-7]. Por lo anterior el orden
fraccional, b, pudiera asociarse ademas de los movimientos conformacionales
de la transicién vitrea, al peso molecular y nUmero de entrecruzamientos fisicos

del polimero.

En los espectros de las figuras 4.1 a 4.4 queda corroborado que el orden
fraccional, b, esta relacionado con la transicidn vitrea y la elasticidad cauchotica
del polimero, en lo siguiente de esta seccion se muestra el efecto del orden

fraccional, a, en los espectros teoricos de, E’, Y, tan(d).

Los espectros de, E’, vy, tan(d), del MZFE al variar el orden fraccional, a,
manteniendo fijo el orden fraccional, b, y, ¢, se muestran en version isotérmica

en las figuras 4.5 y 4.6 y en su version isocrona en las figuras 4.7 y 4.8.
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Cuando la magnitud el orden fraccional, a, se acerca al 1 la variacion de, E’,
se hace mas pronunciada e indica una respuesta mas viscosa y cuando, a, se
acerca al 0 la variacion de, E’, es menos pronunciada indicando una respuesta

mas elastica tal como se observa en las figuras 4.5 a la 4.8.

El efecto del orden fraccional, a, es de menor magnitud que el efecto del
orden fraccional, b, y tiende a hacerse mas pronunciado en la region de alta
frecuencia (figuras 4.5 y 4.6) o baja temperatura (figura 4.7 y 4.8) de la
transicion vitrea, lo anterior se explica porque el orden fraccional, a, representa

a los movimientos moleculares mas localizados asociados a la transicion vitrea.

Cuando el orden fraccional, a, disminuye y es menor a, 0.7, la amplitud de
los espectros isotérmicos e isdcronos de, tan(d), se incrementa (figuras 4.6 y
4.8), esto inconsistente desde el punto de vista reoldgico y termodinamico ya
gue indicaria una mayor disipacion de energia al disminuir el orden fraccional, a.
Este efecto inconsistente se debe a que los ordenes fraccionales, a, y, b, no

pueden variar en forma independiente.

Para verificar la posible relacion entre los 6rdenes fraccionales, a, y, b, se
hicieron variar ambos ordenes fraccionales manteniendo constante la diferencia
entre ellos, estos resultados se muestran en las figuras 4.9 y 4.10 para los
espectros isotérmicos de, E’, y, tan(d), y en las figuras 4.11 y 4.12 para los

espectros isocronicos, E’, Y, tan(o).
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Figura 4.11 Espectro isocrono de, E’, del MZFE al variar los 6rdenes, a, v, b,

para: ¢ = 0.95, f,=10 Hz, E,= 1x10'° Pa, E,= 1x10°Pa, y, 7, ®, %, de la fig. 3.11
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Figura 4.12 Espectro isdcrono de, tan(o), del MZFE al variar los érdenes, a, v, b,

para: ¢ = 0.95, f,=10 Hz, E,= 1x10%° Pa, E,= 1x10°Pa, y, %, w, %, de la fig. 3.11
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Tal como se observa en los espectros de la figuras 4.9 a la 4.12, el efecto de
variar los ordenes fraccionales, a, y, b, manteniendo constante, la diferencia, b-
a, es consistente desde el punto de vista termodinamico y reoldgico ya que
conforme ambos Ordenes se acercan a 1 la transicion vitrea es mas viscosa y
con mayor disipacién de energia y al acercarse al 0 la transicion vitrea es mas
elastica y con menor disipacion energia, se observa el mismo comportamiento
tanto en frecuencia (figuras 4.9 y 4.10) como en temperatura (figuras 4.11 y
4.12), lo anterior permite pensar que estos ordenes fraccionales no son

independientes, sino que debe existir alguna relacién entre ellos.

Desde el punto de vista de movilidad molecular la independencia de los
ordenes fraccionales, a, y, b, implicaria la independencia de los movimientos
moleculares de alta frecuencia y baja frecuencia en la transicion vitrea, esto no
es posible ya que los movimientos de baja frecuencia (movimientos
conformacionales) deben estar relacionados con los movimientos a alta
frecuencia (movimientos localizados en los grupos funcionales), por ejemplo, un
movimiento localizado en un grupo funcional puede inducir resonancia y

movimientos a gran escala o de largo alcance en la cadena polimérica.

Para determinar una relacibn mas aproximada entre los O6rdenes
fraccionales, a, y, b, se requiere de un estudio a mas profundidad de la
movilidad molecular en el polimero y entender el significado fisico de la posible

relacion matematica entre ambos ordenes fraccionales.

4.2. Efecto de los ordenes fraccionales del MZFE en el flujo.

Los espectros, E’, Y, tan(d), al variar el orden fraccional, ¢, manteniendo los
ordenes fraccionales, a, y, b, constantes se muestran en las figuras 4.13 y 4.14
para condiciones isotérmicas y en las figuras 4.15 y 4.16 para las condiciones

isécronas.
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Se observa en los espectros de las figuras 4.13 a la 4.16 que el orden
fraccional, c, afecta solamente el intervalo de frecuencia y temperatura donde
se presenta el comportamiento en flujo, se espera que al modelar un flujo, el
orden, ¢, se mantenga cercano a 1. En el intervalo de frecuencia o temperatura
donde se presenta el flujo, E£’, decae vy, ran(o), se incrementa lo cual indica que

el polimero se hace mas viscoso y disipa cada vez mas energia.

Si el orden fraccional, c, es igual a 1 el MZFE predice un flujo de tipo
Newtoniano (figura 4.13-4.16), el comportamiento viscoso puro se alcanza
cuando, E’ = 0, vy, tan(®) = «, segun los resultados teoricos del MZFE, la
tendencia es que el comportamiento viscoso puro se alcanza a frecuencia cero
(tiempo infinito) o temperaturas muy elevadas, a frecuencias mayores 0

temperatura menores, el flujo tiene una componente elastica.

Cuando el orden fraccional, c, es menor a 1 el MZFE predice un flujo de tipo
no-Newtoniano viscoelastico (figura 4.13-4.16), en este caso al disminuir la
frecuencia o incrementarse la temperatura la caida de, E’, y la elevacion de,
tan(d), se hacen menos pronunciadas indicando que la componente elastica del
flujo se incrementa y que disminuye la disipacion de energia, este incremento
de la elasticidad tiene su origen en la estructura del polimero en la cual los
tiempos de respuesta se incrementan debido a la cooperatividad en el

movimiento de las macromoléculas.

El comportamiento en flujo en frecuencia se observa alrededor de una
frecuencia de, f = 1/, por lo tanto el tiempo caracteristico, z, del MZFE puede
estar relacionado con los movimientos moleculares que contribuyen al flujo. Si
el polimero presenta elasticidad cauchotica antes del flujo, entonces, z, también
podria asociarse a la duracion de los enlaces fisicos en los cuales se origina la
elasticidad cauchotica ya que primero deben romperse estos enlaces para que

el flujo se presente.
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Cuando el orden fraccional, ¢, es menor a 1 y cierto intervalo de frecuencia o
temperatura después de iniciado el comportamiento de flujo, tan(9), tiende a un
limite cuya magnitud depende solamente del orden fraccional, c, en este mismo
intervalo de frecuencia y temperatura, £’, varia como una ley de potencia que
depende solamente del orden fraccional, c, (figura 4.14 y 4.16). Este tipo de
comportamiento de, E’, y, tan(d), es similar al de un solo spring-pot (ver seccién
2.6.3 del capitulo 2).

El que, wn(), sea independiente de la frecuencia (tiempo) y de la
temperatura, implica que la disipacion de energia es independiente de la
frecuencia (tiempo) o de la temperatura. Este resultado se puede interpretar
como un flujo en equilibrio termodinamico, el cual hasta el momento no se ha
observado experimentalmente en el caso de un polimero. En este sentido
podemos mencionar que los geles presentan un valor de, E’, la el cual se
comporta como una ley de potencia en frecuencia y temperatura y una, tan(o),
independiente de la frecuencia y de la temperatura, por lo tanto el
comportamiento del MZFE a baja frecuencia o alta temperatura podria
representar la gelacion de un polimero. El que un polimero presente gelacion

depende de su estructura quimica.
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CAPITULO 5

COMPARACION DE RESULTADOS
TEORICOS CON RESULTADOS
EXPERIMENTALES

Con el objetivo de dar validez al modelo desarrollado (MZFE) en este trabajo
de tesis, en este capitulo se hace una comparacion de los resultados tedricos
obtenidos a partir del MZFE con resultados experimentales extraidos de la
literatura para materiales poliméricos amorfos y cuyos espectros experimentales
muestran los dos fendmenos estudiados en este trabajo de tesis: la transicion
vitrea y el comportamiento del flujo. Los resultados experimentales utilizados
corresponden al poliestireno el cual se caracteriza por ser un polimero amorfo.
Adicionalmente se hace una comparacion de los espectros experimentales con
el modelo de Burgers, el cual es el modelo clasico que mas se aproxima a
describir la transicién vitrea y el flujo, con el fin de ver la ventaja del modelo

fraccional desarrollado (MZFE).

A pesar que este polimero también puede presentar fenédmenos de
relajacion secundaria en este trabajo no se toman en cuenta, ya que el intervalo
de frecuencias analizado solamente muestra la transicion vitrea y el
comportamiento del flujo. Los espectros analizados son los de la parte real del
mobdulo complejo, E’, y el factor de pérdida, tan(s). Para ambos casos

primeramente se hace un analisis bajo condiciones isotérmicas y en una
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segunda parte se estiman los espectros isocronos tanto para, E’, como para,

tan(o).

5.1 Analisis bajo condiciones isotérmicas.

Los espectros experimentales isotérmicos son de poliestireno [5], y de dos
polibutadienos de diferentes pesos moleculares [53,88] los cuales se presentan
en la forma, G’, vy, tan(), en funcion de la frecuencia angular, », a una
temperatura de referencia de 100°C para el poliestireno y de 25°C para los
polibutadienos. El espectro de, E’, se calculd a partir de la relacion, E* =3-G*,
(ver seccion 2.2.1, capitulo 2) y los datos de frecuencia en Hertz, f, se

calcularon a partir de la relacion, o = 24f.

Los espectros experimentales se comparan con los espectros teoricos
calculados a partir del MZFE, en las figuras 5.1-5.6. Los parametros utilizados
para obtener los espectros tedricos se del MZFE se muestran en las tablas 5.1-
5.3.

Tabla 5.1 Parametros utilizados en la comparacion de los espectros teoricos del
MZFE con los espectros experimentales del poliestireno con un peso molecular
en numero (M,) de 600,000 (figuras 5.1y 5.2)

parametro magnitud
a 0.33
b 0.91
c 0.98
7. (seg.) 3
% (Seg.) 20
% (seg.) 3x10’
E. (Pa) 4x10™
E, (Pa) 5x10°
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Tabla 5.2 Parametros utilizados en la comparacion de los espectros tedricos del
MZFE con los espectros experimentales de polibutadieno con peso molecular

en numero (M,) de 161,600. (figuras 5.3y 5.4)

parametro maghnitud
a 0.1
b 0.79
c 0.97
7. (seg.) 1x10™M
% (seg.) 3.5x10™M
7 (seg.) 1.7x10*
E. (Pa) 3.6x10°
E, (Pa) 3.6x10°

Tabla 5.3 Parametros utilizados en la comparacion de los espectros tedricos del
MZFE con los espectros experimentales de polibutadieno con peso molecular

en numero (M,) de 76,600. (figuras 5.5y 5.6)

parametro maghnitud
a 0.15
b 0.77
c 0.97
7. (seg.) 1x10™*
% (Seg.) 4.5x10™"
% (seg.) 2.5x107"
E. (Pa) 4.5x10°
E, (Pa) 6x10°
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Figura 5.1 Comparacion del espectro isotérmico de, E’, del poliestireno y del

MZFE segun los parametros de la tabla 5.1.

tan(s)

¢ Poliestireno Mn =
600,000

== MZFE

1E-13 1,E-11 1,E-09 1,E-07 1,E-05 1,E-03 1,E-01 1,E+01 1,E+03

frecuencia (Hz)

Figura 5.2 Comparacion del espectro isotérmico de, tan(sd), del poliestireno y del

MZFE segun los parametros de la tabla 5.1.
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1.E+10 -
e Polibutadieno
1 E+09 - Mn = 161,600
— MZFE

1.E+08 -
<
[l
~ 1.E+07 -
LL

1.E+06 -

1.E+05 -

1.E+04 T T T T T T T T

1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12 1.E+14
frecuencia (Hz)

Figura 5.3 Comparacion del espectro isotérmico de, E’, de polibutadieno y del

MZFE segun los parametros de la tabla 5.2.

8 - . .
q + Polibutadieno
7 Mn=161,600
— MZFE
6 _
5 _
~
&,
c
©
L 3 _
2 4 *
*
l _
0 - T AAA\ T T T AA\AA'::\A
1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12 1.E+14
frecuencia (Hz)

Figura 5.4 Comparacion del espectro isotérmico de, tan(s), del polibutadieno y

del MZFE segun los parametros de la tabla 5.2.



115

1g+10 , ® Polibutadieno
Mn = 76,600
1,E+09 - MZFE
1,E+08 -
‘©  1,E+07 -
[a
~ o
- ®
W 1,E+06 -
1,E+05 -
1,E+04 -4
l,E+03 T T T T T T 1
1,E-01 1,E+01 1,E+03 1,E+05 1,E+07 1,E+09 1,E+11 1,E+13
frecuencia (Hz)

Figura 5.5 Comparacion del espectro isotérmico de, E’, del polibutadieno y del

MZFE segun los parametros de la tabla 5.3.

7| ¢ Polibutadieno
Mn=76,600

61 e M| ZFE

tan(o)

O T T T T T T 1
1.e-01 1.E+01 1E+03 1.E+05 1.E+07 1.E+09 1.E+11 1.E+13

frecuencia (Hz)

Figura 5.6 Comparacion del espectro isotérmico de, tan(s), del polibutadieno y

del MZFE segun los parametros de la tabla 5.3.
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Tal y como se puede constatar en las figuras 5.1-5.6, el MZFE es capaz de
describir los espectros isotérmicos del poliestireno y de polibutadieno desde la
elasticidad vitrea hasta el flujo. En general se puede decir que existe una buena
prediccion por parte del MZFE del comportamiento reoldgico de estos polimeros
amorfos. Debemos hacer mencidn que para obtener los espectros tedricos de,
E’,y, tan(o), se utilizaron los mismos parametros, este hecho presenta una gran
ventaja sobre los modelos clasicos, ya que para poder ajustar estos espectros
experimentales normalmente se utilizan parametros diferentes. Esta ventaja se
hace evidente en las figuras 5.7-5.12 en las cuales se hace una comparacion de
los espectros teoricos del modelo de Burgers con los espectros experimentales

del poliestireno y polibutadieno previamente comparados con el MZFE.
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1,E+11 - o
¢ Poliestireno Mn =

1,E+10 - 600,000

= BUrgers
1,E+09 |

1,E+08 -

1,E+07 1 cesest®®®’

1,E+06

E' (Pa)

1,E+05

1,E+04

1,E+03

1,E+02
1E-13 1E-112 1,E-09 1,E-07 1,E-05 1,E-03 1,E-01 1,E+01
frecuencia (Hz)

Figura 5.7 Comparacion del espectro isotérmico de, E’, del poliestireno y del
modelo de Burgers para, E, =3.5x10'° Pa, E,=6x10° Pa, 7, = 7x10's, ;= 7x10°.

40 - & Poliestireno Mn =
600,000

- Burgers

35 4

30 -

25 4

2041 &

tan(s)

15 A

10 +

5,

0 T T T
1,E-13 1E-11 1,E-09 1,E-07 1,E-05 1,E-03 1,E-01 1E+01

frecuencia (Hz)

Figura 5.8 Comparacion del espectro isotérmico de, tan(o), del poliestireno y del
modelo de Burgers para, E,=3.5x10" Pa, E, =6x10° Pa, 7,=7x10" s, 7, = 7x10°s.
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LE+10 4 ® Polibutadieno
Mn = 161,600
1.E+09 - — Burgers ..
1.E+08 -
<
a
-~ 1E+07 |
L
1.E+06 -
1.E+05 4
1.E+O4 T T T T T T T 1
1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12 1.E+14
frecuencia (Hz)

Figura 5.9 Comparacion del espectro isotérmico de, E’, del polibutadieno y del
modelo de Burgers, E,=2.4x10° Pa, E,=3.4x10° Pa, 7,=1x10™"°s, 7,=1.7x10"'s.

& Polibutadieno
14 | Mn=161,600

m= Burgers

tan(s)

0,
1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08 1.E+10 1.E+12 1.E+14

frecuencia (Hz)

Figura 5.10 Comparacién del espectro isotérmico de, tan(s), del polibutadieno y
del modelo de Burgers para, E,=2.4x10° Pa, E,=3.4x10° Pa, 7,=1x10"° s, 7y =
1.7x10's.
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1.E+10 -

¢ Polibutadieno
1.E+09 1 Mn = 76,600 .

1.e+08 { = Burgers .

1.E+07 ~

E' (Pa)

1.E+06 -

1.E+05 +

1.E+04 ~

1.E+03 # T T T T T )
1.E-01 1.E+01 1.E+03 1.E+05 1.E+07 1.E+09 1.E+11

frecuencia (Hz)

Figura 5.11 Comparacion del espectro isotérmico de, E’, del polibutadieno y del
modelo de Burgers, E,=1.8x10° Pa, E,=6x10° Pa, 7,=4.5x10"'s, 7,=2.5x10"%s.

111 & Polibutadieno Mn =
10 - 76,600

9 == Burgers

tan(s)

1.E-01 1.E+01 1.E+03 1.E+05 1.E+07 1.E+09 1.E+11

frecuencia (Hz)

Figura 5.12 Comparacion del espectro isotérmico de, tan(o), del polibutadieno y
del modelo de Burgers para, E,=1.8x10° Pa, E,=6x10° Pa, 7,=4.5x10™" s, 7, =
2.5x107s.
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Tal como se observa en las figuras 5.7-5.12 el modelo clasico de Burgers no
puede ajustarse a los espectros de, E’, y, tan(d), con el mismo conjunto de
parametros, adicionalmente el modelo de Burgers se ajusta a los espectros de,
E’, y, tan(o), en forma mucho menos precisa que el MZFE. De esta manera
gueda evidente que el modelo desarrollado en base a los operadores
fraccionales (MZFE) describe mucho mejor la reologia del poliestireno amorfo
gue el modelo de Burgers en base a los operadores diferenciales e integrales

clasicos.

En el caso del MZFE las magnitudes de los parametros, =, y, =, pueden
relacionarse a los tiempos caracteristicos de los movimientos conformacionales
(o de largo alcance) que estan asociados a la transicion vitrea. Por otra parte el
parametro, z, el cual se relaciona al flujo puede asociarse al tiempo
caracteristico que requieren las cadenas poliméricas para deslizarse unas sobre
otras, lo que se refleja macroscopicamente como un flujo del material
polimérico. Los parametros utilizados son consistentes con el hecho de que al
disminuir la frecuencia los movimientos moleculares son de mayor escala en
espacio y tiempo, por esta razon los 6rdenes fraccionales y los tiempos
caracteristicos asociados al flujo son mayores que los que se asocian a la

transicion vitrea (ecuaciones 5.1y 5.2).

c>b>a (5_1)
Tc > Tp > Ta (52)
Lo indicado por las ecuaciones 5.1 y 5.2 es una indicacion de que los

ordenes fraccionales pueden considerarse como una medida relativa de

movilidad molecular en polimeros de acuerdo con lo indicado en la tabla 5.2.



121

Tabla 5.4 Relaciéon de los ordenes fraccionales a la movilidad molecular.

orden tipo de movilidad molecular
fraccional relacionada
movimientos localizados en las
: cadenas.
5 movimientos conformacionales de las

cadenas.

c deslizamiento de las cadenas.
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5.2 Estimacion de los espectros de, E’, vy, tan(o), bajo condiciones

isdcronas.

En las figuras 5.13-5.18 presentan los espectros isécronos de, E’, Yy, tan(d),
del MZFE, los cuales corresponden a los espectros isotérmicos tedricos y
experimentales del poliestireno (figuras 5.1 y 5.2) y de los polibutadienos
(figuras 5.3-5.6), los parametros utilizados para calcular los espectros isécronos
muestran en la tabla 5.5-5.7.

Tabla 5.5 Parametros del MZFE para calcular los espectros isdcronos tedricos

del poliestireno (figuras 5.13 y 5.14).

parametro magnitud
a 0.33
b 0.91
c 0.98
E. (Pa) 4x10"
E, (Pa) 5x10°
AE7y (KCal/mol) 6.9
AEgj (KCal/mol) 30
7, (seg.) 1x10™*
T, (°C) 50
T (°C) 211.9
f, (Hz) 10
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Tabla 5.6 Parametros del MZFE para calcular los espectros isdcronos tedricos

del polibutadieno de peso molecular, M, = 161,600. (figuras 5.15 y 5.16).

parametro magnitud
a 0.1
b 0.79
c 0.97
E. (Pa) 3.6x10°
E, (Pa) 3.6x10°
AE7y (KCal/mol) 6.9
AEgj0 (KCal/mol) 20.8
7, (seg.) 1x10™*
T, (°C) -140
T (°C) -35
f, (H2) 10

del polibutadieno de peso molecular, M, = 76,600. (figuras 5.17 y 5.18).

parametro magnitud
a 0.15
b 0.77
c 0.97
E. (Pa) 4.5x10°
E, (Pa) 6x10°
AEtq (KCal/mol) 6.9
AEg (KCal/mol) 20.8
7, (seg.) 1x10*
T, (°C) -140
T (°C) -35
fo (Hz) 10

Tabla 5.6 Parametros del MZFE para calcular los espectros isécronos tedricos
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Figura 5.13 Espectro tedrico isocrono de, E’, del MZFE correspondiente a los

espectros isotérmicos del poliestireno de la figura 5.1

20 4
18 -
16 -

tan(s)

50

= Polestireno Mn =

600,000

100

150 200 250

temperatura (°C)

300

350

400

Figura 5.14 Espectro tedrico isdcrono de, tan(s), del MZFE correspondiente al

espectro isotérmicos del poliestireno de la figura 5.2.
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1,E+10 A

1,E+09 = Polibutadieno
Mn = 161,600

1,E+08 A

E' (Pa)

1,E+07 A

1,E+06 A

1,E+05 A

1,E+04 T T T T T ]
-150 -100 -50 0 50 100 150

temperatura (°C)

Figura 5.15 Espectro tedrico isocrono de, E’, del MZFE correspondiente a los

espectros isotérmicos del polibutadieno (M, = 161,600) de la figura 5.3

7 1 = Polibutadieno Mn =
161,600

-150 -100 -50 0 50 100 150
temperatura (°C)

Figura 5.16 Espectro teorico isocrono de, tan(o), del MZFE correspondiente a

los espectros isotérmicos del polibutadieno (M, = 161,600) de la figura 5.4.
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1.E+09 | = Polibutadieno
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Figura 5.17 Espectro tedrico isécrono de, E’, del MZFE correspondiente a los

espectros isotérmicos del polibutadieno (M, = 76,600) de la figura 5.5
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—~
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temperatura (°C)

Figura 5.18 Espectro tedrico isécrono de, tan(o), del MZFE correspondiente a

los espectros isotérmicos del polibutadieno (M, = 76,600) de la figura 5.6.
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Tal como se observa en las figuras 5.13-5.18 el MZFE es capaz de describir
el comportamiento reoldgico del poliestireno en un amplio intervalo de

temperatura, desde la elastcidad vitrea hasta el flujo.

En el caso isécrono los érdenes fraccionales y las energias de activacion
asociadas con el flujo son mayores que los asociados con la transicion vitrea,
ya que en el flujo los movimientos de las cadenas poliméricas son de mayor
escala en espacio y tiempo y requieren de mayor energia, por lo cual en la
version isocrona del MZFE también se cumple la relacién de la ecuacion 5.1
para los ordenes fraccionales, ademas de la relacién de la ecuacion 3.30 del
capitulo 3 para las energias de activacion. Esto también es consistente con
considerar a los ordenes fraccionales como una medida relativa de la movilidad

molecular en polimeros de acuerdo con lo expuesto en la tabla 5.4.

En esta seccion han sido comparados espectros experimentales con los
resultados tedricos del modelo, y se ha corroborado como el MZFE puede
describir de manera satisfactoria tanto la transicion vitrea como el
comportamiento del flujo. Adicionalmente a esto a partir de las ecuaciones del
MZFE es posible calcular la funcion de distribucion de tiempos de relajacion,
esta funcibn es muy importante ya que a partir de ella se definen todas las
propiedades reolégicas de un polimero. En la siguiente seccién se describe la
manera como se calcula la funcion de distribucién de tiempos de relajacién para

nuestro nuevo modelo el MZFE.
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CAPITULO 6

LA FUNCION DE LA DISTRIBUCION
DE TIEMPOS DE RELAJACION

6.1 Desarrollo de la funcion de distribucion de tiempos de relajacion.

El comportamiento reoldgico de los polimeros puede definirse mediante el
analisis de las funciones matematicas que caracterizan a las propiedades
viscoelasticas de estos materiales y que son accesibles experimentalmente
hablando. En este caso en particular, la caracterizacion de las propiedades

reologicas se estudio desde el punto de vista del Andlisis Mecanico Dinamico.

Una de las funciones matematicas que caracterizan a las propiedades
reoldgicas de los polimeros es la funcion que define al espectro de los tiempos
de relajacion, H(z) . La determinacion de esta funcion es el principal objetivo de

esta seccion de la tesis.

Como ya se vio en los capitulos 3, 4 y 5, el modelo propuesto, MZFE,
describe de manera satisfactoria el comportamiento reoldgico de los polimeros
amorfos en un amplio intervalo de frecuencias y/o temperaturas que abarca
tanto a la transicion vitrea como el comportamiento del flujo. A partir de las
expresiones analiticas del MZFE, se pretende tener acceso a la funcion de la

distribucion de tiempos de relajacion, para tal efecto se aplicara la transformada
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inversa de Stieltjes, tal y como ha sido propuesto por Alcoutlabi [50]. El espectro
continuo de los tiempos de relajacion de los polimeros amorfos, H(z), se puede

relacionar con el médulo complejo mediante la siguiente ecuacion [5-7]:

E*(ia))zzH(z‘)gdliria;w T (6.1)

Para poder calcular, H(z), a partir de la ecuacion 6.1, es necesario invertir la
integral de esta ecuacién. En la literatura existen varios trabajos [17,83] en los
cuales se calcula la funcién, H(z), a partir de datos experimentales pero
solamente en el intervalo de frecuencias o temperaturas caracteristicos del flujo.
Mas recientemente, Alcoutlabi [50], calcul6 el espectro continuo, H(z), tomando
en cuenta la relajacion secundaria y la transicion vitrea de un polimero amorfo.
En este trabajo de tesis, aplicaremos la misma metodologia para estimar la
funcioén, H(z), tanto para la transicion vitrea como para el comportamiento del
flup de los polimeros amorfos. La metodologia en cuestion se basa
principalmente en la aplicacion la transformada inversa de Stieltjes [36], la cual

es una transformada de Laplace iterada 2 veces [87].

La transformada de Laplace, L, de una funcién, f(t), se define de la siguiente
manera [74,76]:

L[f(t)]= f(s)=j f (t)exp(—s)ds (6.2)
0
En la ecuacién 6.2, s, es la variable de Laplace. La transformada de Laplace
para un operador diferencial fraccional y para un operador integral fraccional, se
pueden escribir de acuerdo con la siguiente ecuacion [24]:

L|,D¢ |=s“L[f (t)]=s(s) (6.3)

L, D« |=s“L[f{t)]=s(s) (6.4)
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Cabe aclarar que las ecuaciones 6.3 y 6.4 son validas solamente para
condiciones iniciales cero, que en el caso de los polimeros implica deformacion

y esfuerzo iniciales igual a cero.

Recordemos que la ecuacion diferencial de nuestro nuevo modelo el MZFE

(ecuacion 3.17, capitulo 3) es la siguiente:

o(t)+7.% D" o(t)+ 7," o Do (t) + (B, /B, ot o Do (t) + (6-3)
7750 Do (t) + 7,7, D For(t) =

E.7(t)+E,7.% o D (t)+ Eyz,” o D"y (t)

A partir de la ecuacion 6.5 se obtiene una relacion, Q(s), la cual es equivalente

a la Ley de Hooke en el dominio de Laplace:

5)= EG) (6.6)
Q)=

Entonces aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion del MZFE por
medio de las ecuaciones 6.3 y 6.4 y considerando a la ecuacion 7.6 se obtiene,
Q(s), para el MZFE:

E,+E, ;% +E, ;s

_ (6.7)
1+7,%s % +1,°s " +(E, /E, )r.°s ° +7,27.°s 4+ 1,7, °s°

Qls)

Aplicando la transformada inversa de Stieltjes a la ecuacién 6.7 es posible
determinar, H(z), el procedimiento se resume mediante la siguiente ecuacion
[36]:

H(r):iilm{Q(s),s _ (1Y7)-exp(xix)} (6.8)
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Por medio del procedimiento indicado en la ecuacién 6.8 se puede obtener
una expresion analitica para la funcion de la distribucion de tiempos de

relajacion, H(z), del MZFE, la cual esté definida mediante la siguiente ecuacion:

H(r)= _(1) B,B, — BB, 6.9)

2 2
r) Bi+B;

En la ecuacion 6.9, By, By, Bs, y, Bs, quedan definidas de la siguiente manera:

B,=E,+ EO(T;)a cos(ar)+ Eo[z;’jb cos(bz) (6.10)
B, = EO(%‘)_asen(aﬂ)Jr E (b)_b sen(br) (6.11)
T T
B, =1+ (T;ja cos(ar)+ (T;’jb cos(br)+ E:(?j_c cos(cz)+ (6.12)

(2] (5] ot (2] (2] s

B, = [T j_asen(azz) [Tbj'bsen(bm?(%j‘csen(cﬂ)+ (6.13)

(;j (;) sen((a+c)r)+ [?Jb(?jcsen((b%)n)

El procedimiento detallado para la obtencién de la funcién, H(z), se presenta
en el Apéndice 5. Por medio de las ecuaciones 6.9 a 6.13 se obtienen los
graficos de, H(z), del MZFE, estos graficos se muestran en las figuras 6.1-6.3.
En este caso se utilizaron los mismos parametros utilizados para calcular los
espectros teodricos de, E’, y, tan(o), correspondientes al poliestireno y
polibutadieno los cuales se muestran de las figuras 5.1-5.6 del capitulo 5 por lo
cual estas son las funciones de la distribucién de tiempos de relajacion que

corresponden a estos espectros.
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Figura 6.1 Distribucién de tiempos de relajacion del MZFE para el poliestireno. a
=0.33,b=0.91, c = 0.98, E, = 4x10"° Pa, E,= 5x10°Pa, %n=3s, =20S, %=
3x10°s.
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Figura 6.2 Distribucién de tiempos de relajacion del MZFE para el polibutadieno
de, M, = 161,600. a= 0.1, b= 0.79, ¢ = 0.97, E, = 3.6x10° Pa, E, = 3.6x10° Pa, n
=1x10"'s, = 3.5x10™" s, = 1.7x107"s.
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Figura 6.3 Distribucion de tiempos de relajacion del MZFE para el polibutadieno
de M, = 76,600. a = 0.15, b = 0.77, ¢ = 0.97, E, = 4.5x10° Pa, E, = 6x10° Pa, n
=1x10"? s, 5= 4.5x10""'s, .= 2.5x10"s.

Al comparar las graficas de, H(z), (figura 6.1-6.3) con los espectros de, E’, Y,
tan(o), correspondientes (figuras 5.1-5.3,capitulo 5), y tomando en cuenta que la
frecuencia puede considerarse como el inverso del tiempo, se observa que los
tiempos de relajacion alrededor de la cuspide de mayor magnitud contribuyen
principalmente a la transicibn vitrea, y que esta cuspide coincide
aproximadamente con las magnitudes de, z, VY, m», Y que los tiempos de
relajacion alrededor de la cuspide de menor magnitud contribuyen
principalmente al flujo, y que esta segunda cuspide coincide aproximadamente

con, 7.

La magnitud de, H(z), se puede interpretar como la abundancia relativa de
los segmentos o entidades quimicas que se mueven con determinado tiempo
de relajacion, en este caso en las gréficas de las figuras 6.1-6.3 indica que los

tiempos de relajacion asociados al flujo son menos frecuentes que los tiempos
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de relajaciéon asociados a la transicion vitrea, esto es consistente con el hecho
de que los movimientos moleculares en el flujo deben requerir de mayor energia
que los movimientos moleculares asociados a la transicion vitrea y por lo tanto
los tiempos de relajacién relacionados con el flujo son mas escasos que los

asociados a la transicion vitrea.

Un aspecto importante que se observa es que la, H(z), no toma valor cero en
rangos de tiempo que corresponden a frecuencias donde se presenta la
elasticidad vitrea y cauchética (figura 6.1-6.3), esto indica que estas
elasticidades no son perfectas y que aun en estos rangos de frecuencia existen

tiempos de relajacién que se asocian a cierto tipo de movilidad molecular.

Solo a manera de ejemplo en la siguiente seccion se muestra la manera en
gue afectan a la distribucién de tiempos de relajacion los o6rdenes fraccionales
del MZFE, en estas gréficas se utilizan parametros tipicos de, E,, Eo, @, », VY, %,

los cuales no corresponden a un polimero en particular.

6.2 Efecto de variar los 6rdenes fraccionales del MZFE en la funciéon

de distribucion de los tiempos de relajacion.

En la figura 6.4 se muestra la, H(t), al variar el orden fraccional, a, y
manteniendo constante el orden fraccional, b, y en la figura 6.5 se grafica la,
H(t), al variar el orden fraccional, b, y manteniendo constante el orden

fraccional, a.
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Figura 6.4. Grafica de, H(r ), del MZFE al variar el orden, a, para: b = 0.9, ¢ =
0.95, E, = 1x10%° Pa, E,=1x10°Pa, r,= 1x10°s, 7,=5x10°s, =1 s.
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Figura 6.5 Grafica de, H(7 ), del MZFE al variar el orden, b, para: a = 0.3, ¢ =
0.95, E, = 1x10'° Pa, E, = 1x10° Pa, 7, = 1x10°s, 1,= 5x10°s, z=1s.
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Se observa claramente que el orden fraccional, a, afecta principalmente los
tiempos de relajacion cortos de la transicion vitrea, < z, (figura 6.4) y el orden
fraccional, b, afecta principalmente los tiempos de relajacion largos de la
transicion vitrea, < 7 < 7 (figura 6.5). Al disminuir el orden fraccional, a, la
pendiente de la, H(7), para los tiempos de relajacion cortos de la transicion
vitrea disminuye lo cual implica que los movimientos moleculares localizados en

las cadenas poliméricas, tienen una mayor contribucion a la transicién vitrea.

Al disminuir el orden fraccional, b, la pendiente de la, H(z), para tiempos
largos de la transicion vitrea disminuye (figura 6.5), esto implica una mayor
contribucién de tiempos largos o de movimientos moleculares de gran escala en
las cadenas poliméricas en la transicion vitrea. Al acercarse al 0 el orden
fraccional, b, tienden a sobreponerse las cuspides asociadas a la transicion
vitrea y al flujo (figura 6.5), de la misma forma que en los espectros isotérmicos
e isdcronos de, E’ y tan(d), se da un paso mas directo de la transicion vitrea al
flujo (ver figuras 4.1 y 4.3 del capitulo 4). En la figura 6.6 se grafica la, H(z), del
MZFE al variar el orden fraccional, ¢, manteniendo constante los ordenes, a, Y,
b.
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Figura 6.6 Gréfica de, H(r), del MZFE al variar el orden, c, para: a = 0.3, b =
0.9, E,= 1x10 Pa, E,= 1x10°Pa, 7,=1x107°s, 4,=5x10°s, .= 1 s.

El orden fraccional, c, afecta solamente el rango de tiempos de relajacion
asociados al flujo, (figura 6.6) alrededor de la cuspide de menor magnitud de,
H(z). Conforme el orden fraccional, c, se aleja de 1 esta parte de, H(7), se
ensancha dandole mas peso relativo a los tiempos de relajacion mas cortos y
mas largos que el tiempo caracteristico del flujo, z. por lo tanto hay una mayor

contribucién de diferentes tipos de movilidad molecular al flujo.

Cuando el orden fraccional, c, vale exactamente 1 la parte de, H(z), asociada
al flujo tiende convertirse en una delta (figura 6.7), es decir, H(z), tiende a un
solo tiempo de relajacion de magnitud, z, este es el caso de un solo tiempo de

relajacion en un flujo newtoniano ideal.
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Figura 6.7 Grafica de, H(z), del MZFE comparando, ¢ =0.99,y,c=1, para: a=
0.3, b=0.9, E,= 1x10"° Pa, E,= 1x10° Pa, 7 =1x107s, ,=5x10°s, =1s.

Para tiempos de relajacion mayores a, =, la, H(7), sigue una ley de potencia
proporcional al orden fraccional, c, este tipo de distribucidén podria indicar un tipo
especifico de jerarquizacion de la movilidad molecular en la cual se origina la
respuesta tipo gel o de liquido en equilibrio termodinamico que genera el MZFE

a muy baja frecuencia. (ver figuras 4.14 y 4.16 del capitulo 4)

La respuesta del MZFE bien puede descomponerse en otro tipo de
respuestas diferentes a la exponencial, por lo cual pueden existir diferentes
tipos de funciones, H(z), que satisfagan a la ecuacién 6.1. Es muy importante
aclarar que experimentalmente es dificil determinar, H(z), en forma directa y que
dada la complejidad de la estructura del polimero los tiempos de relajacion

pueden distribuirse de diferentes maneras.
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La, H(z), tedrica que se ha obtenido en el presente trabajo es util para dar
una idea de los diferentes tipos de movilidad molecular que pueden estar
originando la respuesta a nivel macro del polimero y para una comparacion del
modelo fraccional con otros modelos que expliguen la movilidad a nivel

molecular.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

7.1 Conclusiones.

Por medio de la derivada e integral de orden fraccional fue posible
desarrollar un modelo, el MZFE, que representa el comportamiento reoldgico de
un polimero amorfo, tomando en cuenta tanto a la transicion vitrea como al flujo
en términos del andlisis mecanico dinamico (AMD) bajo condiciones

isotérmicas.

Al considerar la naturaleza cooperativa 0 no-cooperativa de los movimientos
moleculares fue posible que el MZFE modelara el comportamiento reol6gico en
funcién de la temperatura tanto de la transicion vitrea como del flujo

(condiciones isécronas).

Los resultados tedricos del MZFE son consistentes con los resultados

experimentales del poliestireno y polibutadieno.

Los ordenes fraccionales del MZFE pueden interpretarse como una medida

relativa de la movilidad molecular en el polimero.
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El uso de la derivada e integral de orden fraccional permiti6 determinar una
funcion de distribucion de tiempos de relajacion para un polimero amorfo que

incluye a la transicion vitrea y el flujo.

Mediante el andlisis tedérico del MZFE se determind que los ordenes
fraccionales, a, y, b, los cuales se relacionan a la transicion vitrea, no son

independientes.

El comportamiento del MZFE a baja frecuencia y alta temperatura presenta
un factor de pérdida constante lo cual se podria asociar a un proceso de

gelacion o a un liquido en equilibrio termodinamico.

7.2 Trabajo futuro.

Relacionar en forma cuantitativa los 6rdenes fraccionales del MZFE con la
estructura y morfologia del polimero, por medio de comparar los resultados
tedricos del modelo con resultados experimentales y con resultados de

simulacién molecular de las cadenas poliméricas.

Extender el MZFE para la modelacion de las relajaciones secundarias a

temperaturas inferiores a la temperatura de transicion vitrea.

Adaptar el MZFE para la modelacion de las propiedades eléctricas,
magnéticas y térmicas de polimeros amorfos y relacionar entre si estas

propiedades.

Calcular partir del MZFE la viscosidad en funcién de la velocidad de corte
para modelar al polimero durante el procesamiento y relacionar este

comportamiento con los ordenes fraccionales.
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Estudiar los polimeros semicristalinos y las mezclas de polimeros mediante

el MZFE o mediante una modificacion de este modelo.

Buscar una posible evidencia experimental de la gelacion o el liquido en
equilibrio termodinamico que predice el MZFE a baja frecuencia o alta

temperatura.
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APENDICE 1

TRANSFORMADA DE FOURIER Y SU
APLICACION A MODELOS
REOLOGICOS

Al.1 Definicidon de la transformada de Fourier.
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La transformada de Fourier [74,76] se calcula de la siguiente manera:
3(H(t)= f(io)= [exp(-ict)f (t)dt (AL.1)
0

exp(—iaot)=cos(wt)—isen(wt) (A1.2)

La transformada de Fourier, 3, (ecuacion Al.1) es una integral donde se
convoluciona una funciéon que depende del tiempo, f(t), con un exponencial
complejo definido por la ecuacién Al.2, el resultado es una funcion depende de
la frecuencia y del numero imaginario, f(iw). En la transformada de Fourier los
limites van desde menos infinito hasta infinito pero para la transformacién de
variables fisicas el limite inferior se toma como cero ya que no tiene sentido

hablar de tiempos negativos.

Por medio de esta transformada es posible analizar un sistema sometido a
un excitacion periodica de tipo circular (senoidal o cosenoidal) (figura Al.1), en
términos de la frecuencia, o,. La transformada de Fourier no es aplicable a
sistemas excitados por otro tipo de funciones periddicas como por ejemplo: las

ondas cuadradas (Figura Al.2) u ondas triangulares (Figura A1.3).

/AN ANYAN,
vV

Figura Al.1 Onda senoidal.
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Figura A1.2 Onda cuadrada.

t

Figura A1.3 Onda triangular.

La ecuacion Al.3 y Al.4 representan las transformadas de Fourier de la

derivada e integral clasica (de primer orden), respectivamente.
(D! (1)) =) w) = (i) f (iw) (AL3)
3, D (1)) = (i0) * Siw) = (i0)™ f (iw) (AL.4)

La transformada de Fourier de la derivada de orden fraccional [24] (ecuacién
Al.5) y de la integral de orden fraccional [24] (ecuacién Al.6) se pueden
considerar como generalizaciones de las transformadas de Fourier de los

operadores clasicos.
3(, D7 £(t)=(i0)* -3(f(t) = (i) fliw)  O<a<l (AL5)
3,0 F1)=(0) -t M)=(0) fw) O<a<l  (ALE)

La potencia fraccional del nimero imaginario puede expresarse mediante la

siguiente identidad:
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i = co{a ”J +i- sen(a ﬂj (AL1.7)
2 2

Geométricamente el numero imaginario, i, representa una rotacion de 90° en
el plano complejo, por lo que la potencia fraccional del numero, i representa
una rotacion entre 0° y 90° en el plano complejo segun la potencia, «a, que varia
entre cero y uno. La identidad representada por la ecuacion Al1.7 es util en la
separacion de las partes real e imaginaria de una ecuacion diferencial o integral

a la que se le ha aplicado la transformada de Fourier.

Al.2 Aplicacion de la transformada de Fourier a un modelo reolégico

clasico.

En lo siguiente se ilustra la aplicacion de la transformada de Fourier para
obtener el modulo complejo de un modelo reolégico clasico, para lo cual se usa
como ejemplo el modelo de Zener clasico (ver seccion 2.5 del capitulo 2). La

ecuacion diferencial del modelo de Zener clasico es la siguiente:

Do (t)+D}o(t)= E, - DY y(t)+ E,D(t) (A1.8)

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion Al1.8, considerando que
la derivada de orden cero de una funcién es la funcién misma, la ecuacion Al1.8

gueda como sigue:
olio)+r-(iw)o(io)=E yio)+E,r-(io)ylio) (A1.9)
La ecuacidén Al1.9 representa al modelo de Zener clasico en el dominio de la

frecuencia. Asumiendo que estamos en la region del comportamiento lineal,

entonces se puede considerar que la relacion entre esfuerzo y deformacién en
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el dominio de la frecuencia define a un modulo elastico complejo, definido por la

ecuacion A1.10.

E*(iw)=" (A1.10)

La ecuacion A1.10 representa a la ley de Hooke transformada por Fourier o
en el dominio de la frecuencia. EI modulo elastico complejo del modelo de
Zener se determina aplicando la ecuacion A1.10, a la ecuacion A1.9, entonces

el modulo elastico complejo queda definido de la siguiente manera:

i v By +E, (ire) A1.11
E(ie)= 1+(ito) ( )

Para separar la parte real e imaginaria de la ecuacion A1.11, el denominador
y numerador la ecuacion Al.11 se multiplica por el conjugado complejo del

denominador de la misma ecuacion A1.11:

£ (i) = E,+E,(iw) 1-(iww)

T 1 (rw)  1-(imw) (AL.12)

Desarrollando las operaciones
algebraicas en la ecuacion A1.12:

£ (i) = E, +E,(t0) : (E, —E, \w) (A1.13)

1+(ra))2 ’ 1+(m))2

Las partes real e imaginaria del modulo complejo y el factor de pérdida del

modelo clasico de Zener de acuerdo con la ecuacion A1.13 son las siguientes:

, E, +E,(r0)’ (Al.14)
E'(w)= —°  —u\"™/

(@) 1+ (t0)
E"(w)= (E, +E, Jzw) (AL.15)

1+ (Z'a))2
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(E, +E, Yro) (A1.16)

tan(d)= E, + E,(t0)

A1.3 Aplicacion de la transformada de Fourier a modelos reoldgicos

fraccionales.

Ahora se ilustrara el procedimiento de aplicacion de la transformada de
Fourier para obtener el modulo elastico complejo de un modelo fraccional, en
este caso se ejemplifica con el modelo de Zener Fraccional (MZF) con un

spring-pot (ver seccién 2.6.4.3 del capitulo 2).
olt)+77?,D%c(t)= E(t)+ E,z 2, D ?¥(t) (A1.17)
La ecuacion Al1.17 representa la ecuacion en el dominio del tiempo del MZF

con un spring-pot, aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion Al1.17,

esta queda de la siguiente forma:
olio)+r2(iw) oliw)=E y(iow)+E,r ?(iw) c(iw) (AL.18)

Aplicando la ecuacion A1.10 a la ecuacién Al.17 se obtiene el modulo

complejo del MZF:

£ (i) = B +E,(iz0)” (AL.19)

A continuacion debemos sustituir el nimero imaginario elevado a un

exponente fraccionario en la ecuacion A1.19 por la ecuacion A1.7:

E, +E, cos(a;[j(m))a —i Eosen[a;[](m))a (AL.20)

1+ cos[a Zj(fw)_a —i- sen(a Zj(m’)_a

E'(iw)=
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En la ecuacion Al1.20 el denominador y numerador se multiplican por el
conjugado del denominador para separar las partes real e imaginaria, en los
modelos reoldgicos fraccionales esta operacion se complica demasiado,
especialmente para los modelos con dos y tres spring pot. Por esta razén la
separacion de la parte real e imaginaria del modulo complejo se efectia en
forma simbdlica, para esto primeramente el modulo complejo (ecuacion A1.19)

se expresa de la siguiente forma:

ooy A HIA,
E(iw)= ACiA, (A1.21)

En la ecuacion A1.21, A, Az, As, Y, A4, tienen el siguiente significado:

A =E, +E, cos(a Zj(m))a (A1.22)
A, = —Eosen(a;zj(m))‘a (A1.23)
A, =1+ CO{a Zj(fw)_a (A1.24)

A, = —sen(a Zj(ra))“ (A1.25)

La ecuacion Al1.21 se multiplica por del conjugado complejo del

denominador:

(As +iA4) (As _iA4)

E* (i) = (A +iA) (A —TA,) (A1.26)

Después de efectuar las operaciones algebraicas expresadas en la ecuacion

Al.26 queda la siguiente ecuacion:
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. AA, AA -AA
E*(Ia))= A1A32+ 22 4 i 23 A12 4 (A1.27)
A; + A A + A

Las partes real e imaginaria del modulo complejo y el factor de pérdida del

MZF de acuerdo con la ecuacion A1.27 son las siguientes:

(. AR +HAA
E'(w)= Ay A (A1.28)

oy PR~ AA,

_AA-AA

Si se sustituyen, A;, Az, Az, Y, A4, en las ecuaciones Al1.28 a la A1.30 y se
desarrollan las expresiones, se pueden obtener expresiones explicitas para la
parte real, la parte imaginaria y el factor de perdida del MZF con un spring-pot,
aunque se debe tomar en cuenta que las operaciones algebraicas para obtener
expresiones explicitas del modulo complejo y sus componentes se complican

demasiado para modelos con dos 0 mas spring-pots.

Siguiendo los procedimientos expuestos en el presente apéndice se
determino el modulo complejo y sus componentes para todos los modelos
reoldgicos clasicos y fraccionales analizados en el presente trabajo. Las
ecuaciones correspondientes a los modelos que se analizaron en el capitulo de
antecedentes se presentan en el Apéndice 2 y las ecuaciones para el modelo

desarrollado en el presente trabajo (MZFE) se presenta en el Apéndice 4.



167

APENDICE 2

ECUACIONES DE LOS MODELOS
REOLOGICOS CLASICOS Y
FRACCIONALES
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En el presente apéndice se hace un resumen de las ecuaciones
diferenciales y/o integrales y del modulo complejo, E”, y sus componentes: parte
real, E’, parte imaginaria, E’’, y factor de pérdida, tan(s), de los modelos
reoldgicos clasicos y fraccionales presentados en el capitulo de antecedentes
de esta tesis (ver secciones 2.5 y 2.6 del capitulo 2), también se presenta el
esquema de cada modelo para una mayor claridad, el significado de los
parametros de las ecuaciones se presentan en la seccion de se presentan

ademas del capitulo 2, en la seccién de Nomenclatura.

A2.1 Modelo de Maxwell clasico.

E n
% PAVIVAN ||:,_
-7
o+ =EdDy (A2.1)
oo\ E-(iw) (A2.2)
Elio)= 1+ (i)
' _ E : (Ta))z
E'(w)= . (A2.3)
y E (Ta))
E"(w)= . (A2.4)
tan(5) = ES (A2.5)
T

A2.2 Modelo de Voigt-Kelvin clasico.
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E
NN
_n

n
(VE)o =Diy+y (A2.6)
E'(iw)=E +E (i) (A2.7)
Eiw)=E (A2.8)
E"(iw)=Erw (A2.9)
tan(5) = rw (A2.10)

A2.3 Modelo de Zener clasico.
Eu-Ey n
|_.
— 7T = 17
EH _EO
Eo

PAVAVAN
o+mDc=Ey+E, Dy (A2.11)
E(i)= B0t E.U(iM)) (A2.12)

1+(itw)
2

E'(0)= E, +E, () (A2.13)

1+ (m))z



A2.4 Modelo de Burgers clasico.

Tlp
] Ey L n 7
— NN — Tp =12 1'5:T
E, — Eu 0

Ko + rthlo'+ r.',D o = Euz'thly +E,»

E
K =1+5+ «p

u EOTS

E,(iz,0)+E,
K+ (i rpa))+ (ir.0)™

E*(iw)=

170

(A2.14)

(A2.15)

(A2.16)
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(A2.17)

2
-E
E'(a))z Eu(rgrsa))erIZEOKrs : uTpTs (A2.18)
(rprsa)) +(K2'S) +(l/a)) —2-7,7,

rprfa)s(Eu K- EO)

E"(w)= A2.19
(@) (Tsta))z +(Kz, ) + (o) - 27,7, ( )
‘0’ (E,K —E
tan(s) = 5 (E, : o) (A2.20)
E, (rprsa))z +E Kz —E, 7,7,
A2.5 Modelo de Maxwell fraccional con 1 spring-pot.
I JZET&ODfaySP\_)
I oc=ED]y,
oc+7 %D fc=Ey (A2.21)
. E
E'liw)=— ——
(i) 1+ (i) ° (A2.22)
E +E(r0)™ co{a;[j
E'(w)= (A2.23)
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T

E-(r0)* Sen(a 2) (A2.24)

1+ Z(Tw)co{a;rj +(r)

E "(a)) =

()™ sen(a ZJ
1+ () ™® cos(a 72[)

(A2.25)

tan(s)=

A2.6 Modelo de Voigt-Kelvin fraccional.
_<JSP =ET" 0D5a7>—

% -,

—— AN

Or = E.Dfoy

oc=Ey+Er*,Dly (A2.26)

E'(iw)=E+E-(it0) (A2.27)
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E'(w)=E+E- () co{a’;j (A2.28)
E"(w)=E -(ra))asen(a;[j (A2.29)
(rw)*senl a
tan(5) = ( 2) (A2.30)
1+ (r0)? cos(a ”j
2

A2.7 Modelo de Zener Fraccional (MZF) con un spring-pot.

— NN e = (B, - E, ) D>_

o, =(E,—E, ‘_)Dfn . .

- 0.,
gl :EO'I)I' / Ro

AVAVAVAVan

o+t D fo=Ey+E,;z D"
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(A2.31)
y E,+E (iz’a))_a
E'lilw)=——2
( ) l+(im))_a (A2.32)
B 4 —2a
E, +(E, +E, \zw) " cog a_ |+ E (zw
E'(w) ( ) { j (ro) (A2.33)
1+ Z(Ta))cos(aZJ+(Tw)2a
(E, +E, w0)™® sen[a”j
E"(w)= 2 (A2.34)
1+ 2(ra))co{a72rj+(m))2a
(E, +E, )(Tw)_asen(a;[j (A2.35)
tan(5) =
—a T -2a
E, +(E, +E e
A2.8 o + (B + By Jro) Co{azj+ )™ Modelo de
Wl =(8,-E, )quDf:-;>—<cr1 =(2,- £, }sguaf;b>_
6, =(E,—E,)D] 7, a b

_ 0.
o, =E, D vg,

A

Zener Fraccional (MZF) con 2 spring-pots.

oc+7,%,Dc+7,",D,°c =E,y+E,r;*,D°y +E,7;°, D"y  (A2.36)
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E, +E0(i z'aa))_a +E, (i Tba))_b

Eio)= 1+(iz,0) +(ir,0)" (A2.37)
(A2.38)
o). E, +E,(r,0) ® +E,(r,0) ® +(E, +E, Jr,0) " ¢ { ) +(E, +E, )r,0) cos(b%j+2 E,( (cos(a b)z)
o 1+ (r.0) % +(r,0) + 2r.0) co{ ) 2Aey)’c { ]+z( o) (,0) (cos(a b) j
(A2.39)
(E, +E, ){(raa})a sen[a;r) +(r,0)” sen(b ZH
E ”(a)) =
1+(c,0)* +(r,0) " +2(zr,0)° CO{aZj +2(r,0)”° Co{b 72[) +2(z,0)(z, a))b(cos(a - b);rj
(A2.40)
- (E, +E, ){(raw)’a sen(a %]+(rba))’b sen(b %H

E, +E,(r,0)* +E, (rba))’Zb +(E, +E, Yr,0)® co{a %] +(E, +E, (ry0)° Co{b %)4— 2-E,(r,0)" (rbw)’b(cos(a— b)%j

APENDICE 3

DEDUCCION DE LA ECUACION DEL
PARAMTERO, Z, EN EL MODELO DE
COOPERATIVIDAD
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La entropia configuraciénal, S, [61] sin considerar efectos de cooperatividad
se calcula por medio la teoria del estado isométrico rotacional [67] segun las

ecuaciones A3.1y A3.2.

S. =—6kg[gIng+(1—¢)In(L-¢)] (A3.1)

_ 2exp(— AF/kBT) (A3.2)
1+ 2exp(~ AT /k,T)

La entropia configuracional sin cooperatividad depende la concentracion el
estado gauche, @, (ecuacion A3.2) que a su vez depende de la diferencia de

energia con el estado trans, AT', y de la temperatura, T .

En la figura A3.1 se grafican las entropias configuracionales sin considerar
efectos de cooperatividad, S, y considerando efectos de cooperatividad, S, en

funcion de la temperatura absoluta.

34

L
O
T

[y
M
T

20

S (J/imol-K)

—_
=
T

a 100 200 300 400 500 &OO 700 a0o 800
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Figura A3.1 Entropia configuracional para el estado isomérico rotacional, S, y

para la teoria de cooperatividad, S,.

En la teoria del estado isomérico rotacional el polimero alcanza el equilibrio
termodinamico, S; = 0, a una temperatura de cero Kelvin, en la teoria de
cooperatividad la entropia con efecto de cooperatividad, S;, llega a cero a una
temperatura superior a los cero Kelvin (figura A3.1), temperatura a la cual se
alcanza el equilibrio termodinamico. Las entropias con y sin cooperatividad

convergen a la temperatura, T*.

El modelo de cooperatividad asume que la forma de la curva de, S;, es
similar a la forma de la curva de, S, es decir, que el equilibrio termodinamico se
alcanza de la misma manera con y sin efectos de cooperatividad y que la
diferencia entre ambos casos es la escala de temperatura [10]. La entropia
configuracional al considerar los efectos de cooperativos, S;, se define de la

siguiente manera a partir de la entropia sin cooperatividad y del parametro, z :

S = ‘¢ (A3.3)

Al efectuar un cambio en la escala de temperatura del rango de, 0, a, T*, al
rango de, T,, a, T*, se obtiene la dependencia en temperatura del parametro, z,

la cual queda definida por la siguiente ecuacion [10]:

Se_gm)=T 5 T T, <T<T (A3.9)
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La ecuacion A3.4 relaciona al parametro, z, con la temperatura y se

presento en el capitulo 2 como la ecuacion 2.52.

APENDICE 4

DEDUCCION DE LAS ECUACIONES
DEL MZFE
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A4.1 Ecuacion constitutiva del MZFE.

A continuacion se describe la manera en como se obtuvo la ecuacion
integro-diferencial del MZFE la cual es una expresion matematica que relaciona
el esfuerzo con la deformacion. El desarrollo parte de considerar las conexiones
entre los elementos reoldgicos del MZFE segun se muestra en el esquema del
modelo el cual se presenta en la figura 3.8 del capitulo 3 y que se repite aqui

por conveniencia:

— AN — = (&, —E‘,)f:nofqu (B -E )i,

o-l :(Eu _Eo )DrDyRy a b

C’-’1":12 TC D:yc

o¥c

c

o, = E, 'D:DJ"Ro

Figura A4.1 Arreglo del MZFE

Del esquema del MZFE (figura A4.1) se deducen las siguientes relaciones
para los esfuerzos y las deformaciones entre los elementos reoldgicos que
constituyen al MZFE (ecuaciones A4.1-A4.3).

V1 =Vre TYa TV T7c (A4.1)

7T:7Ro+7/c (A4-2)

o, =0,+0, (A4.3)
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En las ecuaciones A4.1 a A4.3, y, es la deformacion total del modelo, 7, i,
Y, %, Son respectivamente las deformaciones del los spring pots de ordenes, a,
b, y, c. Las deformaciones, jku, Y, /o, SON de los resortes con modulo, E; - E,, Yy
con modulo, E,, respectivamente. oy, es el esfuerzo total del modelo, o, el
esfuerzo en la rama con el resorte y dos spring pots en serie y, o, es el

esfuerzo en el resorte con modulo, E,.

Adicionalmente, es necesario considerar la ecuacion constitutiva del spring-

pot, definida mediante un operador integral [24,38] (ecuacion A4.4).

y = iz'_"‘ oD ‘o (A4.4)
E

y(t=0)=0

o(t=0)=0

La ecuacion constitutiva del spring-pot definida mediante un operador
integral (ecuacion A4.4) es valida solamente cuando la deformacion y el
esfuerzo iniciales son cero. La ecuacion del resorte en términos del esfuerzo

es:

1 5o
y=gho (A4.5)
Primeramente, para la deduccion de la ecuacion integro-diferencial del
MZFE, se sustituye a la ecuacion A4.1 por medio de la ecuaciones A4.4 y A4.5,

dando como resultado la ecuacion A4.6.

1 1 —-a -a 1 - —i 1 —C —C
VY = E_E Dt00'1+ﬁfa ODt O'l+ﬁfbbthb61+Eirc ODt Ot (A46)

u o u o u (0] (0]

La ecuacién A4.6 se multiplica a ambos lados por, E, - E,, quedando la

ecuacion A4.7:

E —E
0 -a -a —b —b —C —C
(Eu_Eo)yT =Dyoy+7,7 (Do, +7, (D, oy + UE >7. oDy o7
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(A4.7)

En la ecuacion A4.7, y, esta expresada en términos de, oy, y de, 0;. Es
necesario expresar, o; en términos de, oy, esto se efectta por medio de la
ecuacion A4.3, para lo cual primeramente se sustituye en esta ecuacion, o,, con

la ayuda de la ecuaciéon A4.5, quedando la siguiente ecuacion:
0
o, =01 —Ey D yg, (A4.8)

Antes de sustituir, 0; en A4.7 con la ecuacion A4.8 es necesario expresar en
esta ecuacion, yr,, €n términos de, yr, y, o1, para lo cual se hace uso de la
ecuacion A4.2, en la cual primero se despeja, yro, Y, %, S€ Sustituye con la

ecuacion A4.4 quedando la siguiente ecuacion:

1 _ -
7Ro:7T_E_TcCODtCO-T (A4-9)

0

La ecuacion A4.9 se sustituye en la ecuacion A4.8 quedando:

1
o,=07 —E,- Dto(}/T - ET;C 0 DticGT ] (A4.10)
o]
Simplificando la ecuacion A4.10:
o, =0, —E, -Dy. +7.°,D o (A4.11)

Ahora la ecuacion A4.11 se sustituye en la ecuacién A4.7 con lo cual queda
la ecuacion A4.12:
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(A4.12)

(Eu _Eo)7T = DIO(O-T -E 'Dt07/T +Tc_cth_CO'T)

0
—a —-a 0 —C —C
+7, ODt (GT_Eth7T+Tc ODt O_T)
+1,°,D;°(o; —E,D%; +7.°,D %0 )
b ot T ot VT T oY O

Eu - Eo - —c

En la ecuacion A4.12 solo hay deformaciones totales, yr, y esfuerzos totales,
or, Y se han incluido las ecuaciones de todos los elementos reologicos del
MZFE. El siguiente paso es simplificar la ecuacion A4.12, para lo cual
primeramente se aplican los operadores diferenciales e integrales a los

términos dentro de los paréntesis.
(Eu -E, )7T =o; —Eyyr +7.°,D; "oy (A4.13)
+7, oDy ot —Eo7, Dty + 7,77 0 D oy
+7,° 0D 07 —Eo7,° D yy + 7,7, D oy

c 0™t

Eu - Eo - -

En la ecuacion A4.13 el término de la izquierda se puede simplificar con el

segundo término de la derecha y el tercer término de la derecha se puede

simplificar con el dltimo
término de la Euyr =0y derecha, con
lo cual queda la siguiente
ecuacion: + T;a 0 DtiaO-T - EoT;a 0 DtiayT + T;arr;c 0 thachT

(A4.14)
b ~-b b ~-b b ~-b-
+7, (D07 —Ey7,7 oDy A1, 1. oD oy

E
u —C —C
+E—TC oDy o7
0o
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Finalmente se agrupan los términos de esfuerzo y los términos de
deformacion en la ecuacién A4.14 y se elimina el subindice, T, para obtener la

ecuacion del MZFE.
_ _ —b —b _ _
c+7,°D%c+1,°,D;°c +(E, /E, )r;° D °c (A4.15)

-a_—C —-a—c b __-c -b—c __
+7,°t. Oy o+, ., D o=

Eu7 + EoT;a 0 Dtiaj/ + EoTt?b 0 Dt7b7

La ecuacion A4.15 la ecuacion integro-diferencial del MZFE la cual se

presenta como la ecuacién 3.17 en capitulo 3.
A4.2 Modulo complejo del MZFE.

A continuacion se efecttia el procedimiento detallado para la deduccion del
modulo complejo del MZFE (ecuaciones 3.18-3.25, capitulo 3) a partir de la
ecuacion constitutiva (ecuacion A4.15, ecuacion 3.17 del capitulo 3) para lo cual
se utiliza el procedimiento expuesto en el Apéndice 1 por medio de la

transformada de Fourier.

Primeramente se aplica la transformada de Fourier a cada uno de los

términos de la ecuacién A5.15 quedando la ecuacion A4.16.
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oliw)+ 7% (iw)  oliw)+ 7, (iw) "oliw)+(E, /E, )i (iw) *ol(iw) (A4.16)

+7.°%7(i0) * olio)+ 7, (i0) " oliw) =

E,/(iw)+E,r;%(i0) * y(iw)+ E, 7, (i0) " y(iw)

El modulo elastico complejo se obtiene a partir de la ley de Hook en el
dominio de la frecuencia (ecuacion A1.10, Apéndice 1) la cual se repite aqui por

conveniencia:
E'(iw)= olio) (A4.17)

Aplicando la ecuacion A4.17 a la ecuacion A4.16 queda lo siguiente:

o(iw)+ 2 (iw)  oliow)+7,°(iw) " olio)+ (E, /E, ). (iw)  oliw) N (A4.18)
yio)
21 (iw) * Colio)+7,° 7 (i0) " olio)

yio)

E,(io)+E, ;% (i0) " y(io)+ E,r," (io) " y(io)
y(io)

Al efectuar las divisiones indicadas en la ecuacién A4.18 queda lo siguiente:
E+7r,%(i0) *E" +7,°(i0) "E" +(E, /E, )r.*(iw) "E" + (A4.19)
.27 (iw) " E" +7,°c(iw) " °E" =

E,+E,.° (i a))*a + Eorl;b (i a))fb
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El modulo complejo, E*, se despeja de la ecuacién A4.19 y queda la

siguiente ecuacion:

—afx —-a —b 3 -b
E*(iw)= E,+E, 7. (i) " +E 7, (iw) (A4.20)

. . E . . .
1+ (iw) 2 +1,° (i)™ + E—“TC_C (i) +7.2c (i) > ° +7,°7, (i)™ °
(0]

La ecuacion A4.20 es el modulo complejo del MZFE el cual se presenta en el
capitulo 3 como la ecuacién 3.18. La parte real e imaginaria del modulo
complejo del MZFE (ecuacion A4.20) se separan por medio de la siguiente

identidad (ecuacion Al.7, apéndice 1) la cual se repite aqui por conveniencia:

i = cos(a Zji i -sen(a Zj (A4.21)

Sustituyendo la ecuacién A4.21 en cada uno de los términos con numero
imaginario de la ecuacion A4.20, el modulo complejo del MZFE puede

expresarse de la siguiente manera:

E*(io)= E, X, + X, (A4.22)
1+ X, + X, + X, + X + X,
Donde, X1, Xz, X3, X4, X5, Xg, X7, representan:
X, =E,7;°w™ co{a%) —i- Eor;aa)‘asen[a%J (A4.23)
X, =E, 5,0 co{b%)— i Eorb‘ba)‘bsen(bgj (A4.24)

X, =r"0" cos(a%) —i .raaa)asen(a%j (A4.25)
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X, =7, 0" CO{b %) —i- rbba)bsen(b%) (A4.26)

Xg = (E—:]rc‘ ‘@ cos(c %} —i -(E—:jrjaﬁsen(c %} (A4.27)

X, =12 cO{(a + c)%j _i- Taarfa)“sen((a . C)%j (A4.28)
X; =1,z 0" CO{(b + C)%j —i- rb‘brfafb—Csen((b + c)%) (A4.29)

Agrupando los términos reales e imaginarios en el numerador y en el
denominador de la ecuacion A4.22, esta ecuacidn puede expresarse de la

siguiente manera:

oy AFIA,
E'(iw)= AiA (A4.30)
A=E,+E(r,0)" cos(a;[) +E,(r,0)" cos(b 72[) (A4.31)
A, =-E, (r,0)? sen(aZJ —E,(r,0)" sen(b Zj (A4.32)

A =1t (r0) cof a2 |+ (o) cofb |+ Bl cofoT |+ (A439)

0

o) Ceod fa0) e (o) o )7
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A, = —(raw)‘asen(a%j - (rba))_bsen(b %) _ E_ (r.o)® Sen(c %j (A4.34)

0

B Taach(w)acsen[(a + c)%} R ) Sen((b + C)%J

Para separar la parte real e imaginaria del modulo complejo (ecuacion
A4.30-A4.34) es necesario multiplicar el numerador y denominador de la
ecuacion A4.30 por el conjugado complejo del denominador, tal como lo indica
la siguiente ecuacion:

E*(i)= Al+i_A2 A —?A4 (A4.35)
A +IA, A —-IA,

Después de efectuar las operaciones indicadas en la ecuacion A4.35 quedan

separadas las partes real e imanaria del modulo complejo del MZFE:

E(iw)= AA; +AA, i A A - AA,
A+ A A+ A

(A4.36)

Las partes real, imaginaria y factor de pérdida del modulo complejo del

MZFE son segun la ecuacion A4.36 son:

E'(0)= AT AA (A4.37)
A+ A

E"(w)= AT AA (A4.38)
A+ A

tan(s)= 2 T AA (A4.39)

Al +AA,
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Las ecuaciones A4.37-A4.39 y A4.31-A4.34 son las mismas que se
presentan en el capitulo 3 como las ecuaciones 3.19-3.25, para las
componentes del modulo complejo del MZFE.

APENDICE 5
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DEDUCCION DE LA FUNCION DE
DISTRIBUCION DE TIEMPOS DE
RELAJACION

A5.1 Transformada de Laplace y transformada inversa de Stieltjes.

La transformada de Laplace [75,76] de una funcion, L[f(t)], se define de la

siguiente manera:

L[F()]= 1(5) = [ FX)exp(s)ds (A5.1)
s=v+iw (A5.2)

La transformada de Laplace, es una convolucién una funcién, f(t), con un
exponencial de argumento complejo, exp(s). La funcién se transforma del
dominio del tiempo, t, al dominio de Laplace, s, la cual es una variable compleja
(ecuacion A5.2). Cuando, v = 0, en la ecuacion A5.2, la transformada de
Laplace coincide con la transformada de Fourier (Apéndice 1). Aunque
estrictamente hablando, el limite inferior de la integral de la transformada de
Laplace es menos infinito, en este caso se toma como cero ya que desde un

punto de vista fisico no tiene sentido hablar de tiempos negativos.

La transformada de Laplace de la derivada e integral de orden fraccional

[23,24,35,36] se define de la siguiente manera:
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L|, D¢ |= s L[f ()] =5 (s) (A5.3)

LoDy |=s L[t ()] =sf(s) (A5.4)

El operador diferencial fraccional en el dominio de Laplace es una
multiplicacion por, s% (ecuacion A5.3) y el operador integral en el dominio de
Laplace es una division por, s%, (ecuaciéon A5.4) ambos operadores actian sobre
la funcién en el dominio de Laplace, f(s). La ecuacion A5.4 es valida solamente
para condiciones iniciales cero, que desde el punto de vista de un polimero

implica cero esfuerzo y cero deformacion iniciales.

La funcion de la distribucion de tiempos de relajacion de los modelos
reologicos fraccionales se calcula por medio de la transformada inversa de
Stieltjes [36]:

H(p) =2 Im{Q(s) s = Wr)-exp(z i) (A5.5)
La transformada inversa de Stielties (ecuacion A5.5) se aplica a la

transformada de Laplace de la ecuacion diferencial y/o integral del modelo
reolégico, Q(S).

A5.2 Deduccion de la funcién de la distribucion de tiempos de

relajacion del MZFE.

La ecuacion integro-diferencial del MZFE en el dominio del tiempo es la

ecuacion 3.17 del capitulo 3, la cual se repite aqui por conveniencia:

o(t)+7,% D %c(t)+7,° D, °c(t)+(E, /E, )r.° D °a(t)  (A5.6)
7,77, D o (t)+7,°7. % D o(t) =

E.7(t)+E,z.% Dy (t)+ E,7,°, D" (t)



191

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion integro-diferencial del

MZFE, esta ecuacién queda como sigue:

G(S)+ Z';aS*aG(S)_i_ z-b*bsfbo_(s)_}_ (Eu /Eo )z_gcs—ca(s) (A57)

+ T;arc_cs_a_ca(s)+ rb_bz'c_CS_b_co(S) =
E 7 (s)+ E,7.2s 7(s)+ Eorp s "x(s)

La ecuacién A5.7 es la ecuacion del MZFE en el dominio de Laplace. Por
medio de la siguiente ecuacion, la cual es equivalente a la Ley de Hook en el
dominio de Laplace se obtiene, Q(S).

Q(s)= ((3 (A5.8)

Aplicar la ecuacion A5.8 a la ecuacion A5.7 equivale a dividir la ecuacion

A5.6 por la deformacion en el dominio de Laplace, y(s):

o(s)+7,%s%0(s)+7,°s o (s)+(E, /E, Jr.°s Co(s) N (A5.9)
y(s)
727,50 (s) +7,°7.°s o (s)
y(s) B
E,7(s)+Eoza"s 7(s)+ Eozp,°s " #(s)

¥(s)

Al efectuar la division en la ecuacién A5.9 queda la siguiente ecuacion:
Q(s)+7."57*Q(s)+7,°s"Q(s)+(E, /E, )r s °Q(s)+
27557 Q(s)+ 7,7, °s " Q(s) =

E,+E,7,°s * +E_z;,°s™
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(A5.10)

De la ecuacion A5.10 se despeja, Q(S):

B E, +E,7.%s " +E,7,°s ™ (A5.11)
1+7.2s % +17,°5° +(E, /E, )r.°s C + 7,27, 4+ 1,7, °s°

Q(s)

A la ecuacion A5.11 se aplica la transformada inversa de Stieltjes (ecuacion
A5.5) para determinar la funcidn de la distribucion de tiempos de relajacion. El
primer paso es sustituir, s, en, Q(s), segun la ecuaciéon A5.5:

(A5.12)

Qlyz)exp(xiz)]=
E, + E,r"[/2)exp(xin)]* + E,," [ )exp(xin)]®

L U)o )]+ o [ )ep( im)] + (B /B, e [ e)expx im)]* + 2.z, [We)exp(e i) + ryor, [ e)expl )]

En la ecuacion A5.12 se aplican los exponentes, a, b, ¢, a las expresiones
dentro de los paréntesis quedando de la siguiente manera:
(A5.13)
QWz)expltiz)]=

E, +E,(r, /) exp(Fiarz)+E,(z, /) exp(Fibx)
1+(, /r) " exp(Fiaz)+ (z, /z) " exp(F ibz)+ (E, /E, Ne, /o) exp(Ficz)+ (z, /2) 2 (z, Jo) “ exp(Fila+c)z)+ (z, /z) " (z, /z) * exp(Fi(b + C)7)

Los exponenciales complejos de la ecuacion A5.13 se pueden expresar en

una parte real y otra imaginaria segun la siguiente identidad:
exp(Fiar)=cos(ar)¥Fi-sen(ar) (A5.14)

Sustituyendo los exponenciales complejos de la ecuacion A5.13 con la

ecuacion A5.14 la ecuacion A5.13 se puede expresar como sigue:

E, +W, +W,

QW lerole i)l W, w




W, = E (r,/7)*coslaz)Fi-E,(r,/7) *sen(ax)
W, = E,(z,/z)° coslbrz)Fi-E,(z,/7) "sen(br)

W, =(z, /z) *cos(arz)Fi-(r,/7) *sen(ar)

W, =(z,/7) " cos(bz)Fi-(z,/z) "sen(bz)
W, = (E,/E, Xz, /z) ‘ coslcz)Fi-(E,/E, Nz, /7)  sen(cr)
W, =(z,/7) *(r,/7) ° cos((a+c)r)Fi-(r,/z) *(z, /) “sen((a+c)r)

W, =(z, /r)fb (z,/7) ° cos((b+c)z)Fi-(z, /r)fb (z,/7) *sen((b+c)r)
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(A5.15)

(A5.16)

(A5.17)

(A5.18)

(A5.19)

(A5.20)

(A5.21)

(A5.22)

Seguido de esto se agrupan los términos reales e imaginarios en el

numerador y en el denominador de la ecuacion A5.15, la cual queda de la

siguiente forma:

Qllt/z)exp(xiz)]= :1;7:?2

—-a -b
B,=E, + EO(T""] cos(arz)+ Eo(rbj cos(br)
T

T

B, = EO(Taj_a sen(ar)+ E{Tbj_b sen(bz)

T T

-a -b —C
B,=1+ T] cos(aﬁ)+(TbJ cos(b;r)+|é“(f°j cos(cr) +
T

o\ T

(2] (2] oteromn () 3] wtorom

(A5.23)

(A5.24)

(A5.25)

(A5.26)
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B, = [?j_a sen(ar)+ [Tbj_b sen(bz)+ E“(TCJ_C sen(cz)+ (A5.27)

T o\ T

[T;j_a [T;]_C sen((a+c)r)+ [T;’j_b (T;]_C sen((b+c)z)

Es necesario obtener la parte imaginaria de la ecuacion A5.23 segun lo
indica la ecuacion A5.5, para lo cual el numerador y el denominador de la
ecuacion A5.23 se multiplican por el conjugado complejo del denominador de la

misma ecuacion A5.23 segln se expresa como sigue:

B,¥iB, B,+iB,
B,¥iB, B,+iB,

Ql1/r)exp(xix)]=

(A5.28)

Al efectuar las operaciones algebraicas indicadas en la ecuacion A5.28

guedan separadas la parte real e imaginaria de la ecuacion A5.23:

BB,+BB, .TBB,+BB,

Ab.29
BZ+B; BZ+B; ( )

Qll/r)exp(tiz)|=

La ecuacion A5.29 se sustituye en la definicion de la transformada inversa

de Stieltjes (ecuacion A5.5):

H(r):iilm B,B, + B,B, +i$BzBsJ_rBlB4 (A5.30)
7 B? + B? BZ + B
Se toma solamente la parte imaginaria de la expresion dentro del paréntesis

de la ecuacion A5.30:

H (2’)2 J_rl($ Bz?s + ElB4J (A5.31)
B, +B

Al simplificar los " o signos de la ecuacion

A5.31 gueda la siguiente expresion para la funcion de la distribucion de tiempos

de relajacion del MZFE:
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1(B,B, - B,B
HT - 2%3 1-4
(z) ﬂ(B§+Bf J (A5.32)

En la ecuacion A5.32, B;, B, Bz, B4, quedan definidos por las ecuaciones
A5.24 ala A5.27.

Si se compara la ecuacion A5.32 con la expresion para la parte imaginaria
del modulo complejo (ecuaciones 3.20, 3.22-3.25, capitulo 3), se observa que la
funcioén de la distribucion de tiempos de relajacion puede definirse a partir de la
parte imaginaria modulo complejo sustituyendo, o, por, 1/z, y, /2, por, =, tal

como lo indica la siguiente ecuacion:

H(r)=-1 E(a) sen(a ZD (A5.33)

co—)(l/r)
2> 7

El hecho que la funcién de la distribucién de tiempos de relajaciéon pueda
definirse de acuerdo con la ecuacién A5.33 le da sustento fisico a la funcion de
la distribucion de tiempos de relajacion, ya que es en la parte imaginaria del
modulo complejo, E’’, quien cuantifica la disipacion viscosa de energia del
polimero y por lo tanto es quien cuantifica el retardo del material ante la

aplicacion de un estimulo externo.

APENDICE 6
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TERMODINAMICA DE LOS MODELOS
REOLOGICOS

A6.1 Principios basicos de termodinamica.

La primera ley de la termodinamica establece la conservacion de la energia
[2,4] (ecuacion A6.1):

dU =W -RQ (A6.1)

La segunda ley impone una restriccion sobre los procesos fisicamente
realizables: solamente son posibles los procesos donde la entropia se
incrementa, ademas establece que la entropia de un sistema en equilibrio es

cero (ecuacion A6.2).

dS=X/T =0 (A6.2)

Por medio de un potencial termodinamico [2,4] se impone la restriccion de la
segunda ley sobre la primera ley, en este caso se considera como potencial a la
libre de Gibbs, valida para procesos a temperatura y presion constante
(ecuacion A6.3):

dG=dH -TdS (A6.3)
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La energia libre de Gibbs (ecuacion A6.3) debe ser negativa para que un
proceso sea fisicamente realizable, es cero para un sistema en equilibrio, y el

proceso no es posible si la energia libre de Gibbs es positiva (ecuacion A6.4).

dG<0 (A6.4)

A6.2 Aplicacion de principios termodinamicos a los modelos

reologicos.

Para una muestra de polimero que se somete a un andlisis mecanico
dinamico (AMD) puede plantearse una expresion similar a la de energia libre de

Gibbs asumiendo que la presién y temperatura son constantes (ecuacion A6.5),

w=w-( (A6.5)

Se puede asumir la condicion de temperatura constante cuando la muestra
de polimero es pequefa y la deformacion aplicada es uniforme y de estado
estable [31]. En la ecuacion A6.5, ¥, es la razén de cambio en la energia libre,
w, es la razén de cambio del trabajo mecéanico interno y, ¢, es la razon de

cambio en la disipacion de trabajo mecanico interno.

Para que un modelo reolégico cumpla con la primera y segunda ley de la
termodinamica es necesario que la energia libre sea negativa, para que esta
condicion se cumpla, es necesario que el modelo reoldgico prediga un trabajo

mecanico interno positivo (ecuacion A6.6).

W0 (A6.6)
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La condicidon representada por la ecuacion A6.6 es posible solamente si el
modelo reoldgico predice una disipacion de trabajo mecanico interno positiva
(ecuacién A6.7) [33-34].
q>0 (A6.7)

Las condiciones sobre el trabajo mecanico y la disipacion de energia se
cumplen en el modelo reologico cuando la parte real del modulo complejo, E’,
es una funcion positiva y creciente de la frecuencia (ecuaciones A6.8 y A6.9) y
el factor de perdida, tan(d), es una funcién positiva de la frecuencia (ecuacion
A6.10) [33, 34]. Cuando el modelo reoldgico en la frecuencia predice un

comportamiento elastico, E’, no presenta crecimiento, dE’/do =0

E'(w)>0 (A6.8)
dié(o‘") >0 (A6.9)
tan(5)> 0 (A6.10)

Los modelos reoldgicos en el dominio del tiempo cumplen con la
compatibilidad termodindmica cuando el modulo elastico, E, es una funcion
positiva y decreciente del tiempo (ecuacion A6.11 y A6.12) [33, 34]. Si el
modelo reoldgico en el tiempo predice un comportamiento elastico, E’, no

presenta decrecimiento, dE’/dT =0

E(t)>0 (A6.11)

<0 (A6.12)
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En base a las condiciones resumidas por las ecuaciones A6.8 ala A6.12 se
puede determinar la compatibilidad termodinamica de un modelo reoldgico ya

sea clasico o fraccional en el dominio de la frecuencia o del tiempo.
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APENDICE 7

RESPUESTA DEL MZFE BAJO
CONDICIONES DE RELAJACION DE
ESFUERZOS Y DE FLUENCIA

A7.1 Definicion de los ensayos de relajacion y fluencia.

En este apéndice se presenta la respuesta del MZFE en los ensayos de
relajacion y fluencia, es decir, la respuesta del modelo en el tiempo a una
deformacion constante, y,, 0 a un esfuerzo constante, o, l0os cuales se

mantienen durante cierto intervalo de tiempo.

a) 5 A

Y

Y

0 t 0 "
Figura A7.1 Condiciones iniciales para los ensayos de relajacion de esfuerzos,
a), y fluencia, b).

0t<0 (A7.1)
y.,t>0
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o(t)= {it t£>oo (A7.2)

Las condiciones iniciales para el ensayo de relajacibn de esfuerzos se
presentan graficamente en la figura A7.1la y matematicamente en la ecuacion
A7.1 y las condiciones iniciales para el ensayo de fluencia se presentan

graficamente en la figura A7.1b y mateméaticamente en la ecuacion A7.2.

Cabe sefalar que las condiciones iniciales para relajacion y fluencia se estan
modelando (ecuaciones A7.1 y A7.2) mediante funciones escalon [74,75] las
cuales asumen que la excitacion se aplica instantaneamente después de un
tiempo, t = 0, esta alternativa es una aproximacion ya que las deformaciones y

los esfuerzos no pueden ser aplicados en forma instantanea.

A7.2 Consideraciones sobre los métodos de solucion analiticos y

NUMEricos.

La respuesta que se obtiene del MZFE en un ensayo de relajacion de
esfuerzos requiere encontrar una funcion (ecuacion A7.4) que relacione el
esfuerzo con el tiempo y con los parametros del MZFE y que satisfaga a la
ecuacion del MZFE (ecuacion A7.3) y a las condiciones iniciales de deformacion
(ecuacion A7.1).

DY (t)+ 7%, D, %c(t)+7,°, D, °c(t)+ (E, /E, )r, %, D, °olt) + 7,%7.¢ , D “o(t) + (A73)

7,°7.%0 D" o(t) = E,DPy(t)+ E,7.% Dy (t) + Eo7,° o D2 (t)

0':f(t,yo,a,b,c,ra,rb,z'c,Eu,Eo) (A7.4)

y = f(t,0,,a,b,c,7,,7,,7.,E,,E,) (A7.5)
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Por otra parte, la respuesta que se obtiene del MZFE en un ensayo de
fluencia requiere encontrar una funcion (ecuacion A7.5) que relacione la
deformacion con el tiempo y con los parametros del MZFE y que satisfaga a la
ecuacion del MZFE (ecuacion A7.3) y a las condiciones iniciales de esfuerzo

(ecuacion A7.2).

Los métodos de solucién en el dominio del tiempo de una ecuacién como la
del MZFE se dividen esencialmente en analiticos y numéricos, en los métodos
analiticos las ecuaciones integro-diferenciales fraccionales se resuelven
mediante transformaciones como las de Laplace, Mellin y Fourier, la solucion
que se obtiene mediante estos meéetodos se basa en series infinitas de
potencias. Hasta ahora muchas ecuaciones de modelos reolégicos fraccionales
se han resuelto mediante estos métodos [24,33-37,81,82], sin embargo la
principal desventaja de estos métodos es que las soluciones fallan para tiempos
cortos, t < 7, y para tiempos largos, t > 7, estas soluciones se pueden evaluar

solamente para intervalos de tiempo alrededor del tiempo caracteristico, .

De acuerdo con el ajuste del MZFE a los espectros isotérmicos
experimentales del poliestireno presentados en el capitulo 5, la razén entre las
magnitudes del tiempo caracteristico del flujo y el tiempo caracteristico largo de
la transicion vitrea es de varias décadas, que para este caso: z/ 5 ~ 10°. Las
soluciones analiticas de modelos reoldgicos fraccionales desarrolladas hasta
ahora fallan cuando el intervalo de tiempo analizado difiere en mas de una
década del tiempo caracteristico, t/7 > 10" [82], por esta razén no se desarrollo
la solucion analitica para el MZFE y se ha optado por desarrollar una solucion

numeérica.
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A7.3 Método para la solucion de la ecuacion del MZFE.

La solucion numérica de la ecuacion del MZFE se basa en la generalizacion
de la diferencia finita de la derivada e integral cldsica para las derivadas e

integrales de orden fraccional segun la ecuacion A7.6 y A7.7.

D)~ KU&%AJN@‘ j ;ﬂ (A7.6)
j=0

_ Ii-a)

= ) (j +1) (A7)

La ecuacion A7.6 es la definicion Grunwald de la derivada de orden
fraccional [24,26], esta misma definicion es valida para la integral de orden
fraccional cuando el exponente, «, es negativo. En el limite, cuando, N = «, la
definicion de Grunwald converge a la derivada fraccional o integral fraccional de
Riemann (seccién 2.6.1 del capitulo 2) para una amplia variedad de funciones
[24,26].

La definicion de Grunwald de los operadores fraccionales (ecuacion A7.6) es
una convolucién discreta de una funcién evaluada en puntos discretos de

tiempo, f(t—j-(t/N)), con los coeficientes de Grunwald, Aj.1, (ecuacion A7.7)

los cuales son una versién discreta de la funcion de ley de potencia de los
operadores fraccionales de Riemann (ecuaciones 2.29, capitulo 2). La
interpretacion fisica de los operadores de Grunwlad es analoga a la de los

operadores de Riemann (ver seccion 2.6.2, capitulo 2).

Con el objetivo de desarrollar un procedimiento més general para la solucién
de los modelos reoldgicos fraccionales la definicion de Grunwald se implemento
segun un método recientemente desarrollado en base a matrices [83]. En este
método la derivada de orden fraccional de una funcion se expresa de la

siguiente manera (ecuacion A7.8).
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1) (2) 3) (4) (5)
oDy f(ty) A, 0 0 0 0 - 0] f(t)
oDy f(t,) A A 0 0 0 - 0] f(t)
DS f(t) JA A A 0 0 0]

DEf(t)~ =(|U g 0 (A7.8)
ODtN,l.f(tN—l) AN‘—l Az A1 A 0 f(t.N—l)
thO:,f(tN) _AN A o 0 A A Ao_ f(tN)

La derivada fraccional de una funcion, A7.8 (1), se aproxima en, N, instantes
de tiempo, A7.8 (2), por medio de multiplicar la matriz de coeficientes de
Grunwald, A7.8 (4), con el vector de la funcién evaluada en, N, instantes de
tiempo, A7.8 (5), y con el intervalo de tiempo elevado al exponente fraccional,
A7.8 (3). En la siguiente ecuacion se presenta en forma compacta la ecuacion
A7.8:

D7 1(0)~ {07 16} (/N) “[AJ 1 ) (A79)

Segun la notacién de la ecuaciéon A7.9 la derivada de orden fraccional de

una funcion, ,D7f(t), se aproxima en, N, instantes de tiempo, {0 Df‘f(tN)}, por

medio de multiplicar la matriz de coeficientes de Grunwald, [A], con el vector de

la funcion evaluada en, N, instantes de tiempo, {f(t,)}, y con el intervalo de

tiempo elevado al exponente fraccional, (t/N)™.

De acuerdo con las ecuaciones A7.8 y A7.9 el operador diferencial fraccional

en su version discreta esta definido de la siguiente manera:

[, )= (/N ) “[A] (A7.10)
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La version discreta del operador integral fraccional es el inverso del la

ecuacion A7.10:;

[,D“]= /N ) [A]" (A7.11)

Para obtener la solucion numérica de la ecuacion del MZFE, primeramente
se sustituyen las derivadas e integrales del MZFE por los operadores discretos
(ecuaciones A7.10 y A7.11) quedando de la siguiente manera la ecuacién del
MZFE:

[De ity )i+ 222 o D Jiotta )+ 75 [, D Jiorty )+ (Ej [0 Jiorlty )+ (A7.12)

(A [0 D" ]{G(tN )}+ 7,°7.° [o D" ]{O-(tN )} =

E, [0t )1+ Eyz22[o D J ()} + B[, D ity )

La ecuacion A7.12 representa la version discreta de la ecuacion del MZFE
para, N, instantes de tiempo. El operador diferencial discreto de orden 0 es igual

a la matriz identidad, [Dto]z[l], la cual es una matriz cuadrada con 1's en la

diagonal y 0’s todos los demas coeficientes.

Ahora, en la ecuacién discreta del MZFE (ecuacién A7.12), se agrupan los
operadores fraccionales que actian sobre el esfuerzo y los operadores

fraccionales que actuan sobre la deformacion quedando de la siguiente manera:

ot bore( g el e mel o Jearecloi ot )-

(A7.13)

0

[Eu [I ]+ E,z.° [o Dl_a]+ Eoz'b_b [o Dt_b ]]{7(tN )}

Los operadores y parametros que actian sobre el esfuerzo pueden

agruparse en una sola matriz a la igual que los operadores y parametros que
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actian sobre la deformacion de tal forma que la ecuacion A7.13 puede

expresarse de la siguiente manera:

LE Jotty = Jrtty )} (A7.14)

En la ecuacion A7.14 la matriz, [OE{’], representa a los operadores

fraccionales y parametros que actuan sobre el esfuerzo v, [0 E/ ] representa a

los operadores fraccionales y parametros que acttan sobre la deformacion.

Si se despeja el esfuerzo de la ecuacién A7.14, esta ecuacion se puede

expresar de la siguiente manera:

oty )} =[E ity )} (A7.15)
LE]=[E ][ E/] (A7.16)

Finalmente la relacion deformacion-esfuerzo discreta para, N, instantes de
tiempo del MZFE queda representada por la ecuacién A7.15. En la matriz, [E],
(ecuacion A7.16) se agrupan todos los operadores fraccionales y pardmetros de
la ecuacion constitutiva en su version discreta del MZFE y es esta matriz quien
define la respuesta del modelo ante el esfuerzo o la deformacion, lo cual le da

significado fisico.

Las condiciones iniciales para relajacion de esfuerzos y fluencia deben

definirse en forma discreta, segun las siguientes ecuaciones:

P =00 (A7.17)

oty )i =[1y]o. (A7.18)
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La ecuacion A7.17 representa la condicion inicial de deformacion para
relajacion de esfuerzos y la ecuacion A7.18 representa la condicidn inicial de
esfuerzo para fluencia, ambas ecuaciones son validas para, N, instantes de
tiempo. Las ecuaciones A7.17 y A7.18 se definen mediante una matriz identidad
de orden, N, multiplicada por la magnitud de la deformacién, y,. o del esfuerzo,
o,. Las condiciones iniciales se aplican por medio de sustituir las ecuaciones

A7.17 y A7.18 en la ecuacion A7.15:
oty )i=[EI Do (A7.19)

e =1E] 1o, (A7.20)

Al evaluar las ecuaciones A7.19 y A7.20 se obtiene la respuesta del MZFE

en relajacion de esfuerzos (ecuacion A7.19) y en fluencia (ecuacion A7.20).

Si en las ecuaciones A7.19 y A7.20 se consideran esfuerzos vy
deformaciones unitarias, o, = 1, Y, y, = 1, se obtiene la respuesta del MZFE en
términos del modulo de relajacion, E(ty), (ecuacion A7.21) y de la complianza,
J(tn), (ecuacion A7.22).

{E(tN )} = [0 E, ][I N ](1) (A7.21)

{‘] (tN )} = [o E, ]_1[| N ](1) (A7.22)

La solucién numérica del MZFE tiende a ser menos aproximada para los
instantes de tiempo iniciales to, ts,..., la razon de esto es que en la aproximacion
de los operadores fraccionales en base a matrices (ecuacion A7.8) el numero
de los coeficientes de Grunwald es menor para los instantes de tiempo iniciales
gue para los instantes de tiempo finales tal como se observa en la ecuacién
A7.8. El error inducido por este efecto es minimo para intervalos de tiempo
relativamente cortos de alrededor de una década pero se hace muy

considerable para intervalos de tiempo mayores a una década. Para minimizar
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este error es necesario que las ecuaciones A7.21 y A7.22 se apliquen a
intervalos de tiempo crecientes, tal como se ejemplifica a continuacion para

relajacion de esfuerzos en términos del modulo de relajacion:

{E(0 >10°seg.)}
{E(0 > 10'seg. )}

|-0 10°5egI ](1)
lO B, e II @ (A7.23)

E(0 —>10"seg )} =|,E,,.... [1n D)

En las ecuaciones A7.23 se indica que el modulo se evalla a intervalos de
tiempo crecientes de década en década iniciando cada intervalo desde el
tiempo cero. Después de calcular el modulo para los intervalos de tiempo
indicados en las ecuaciones A7.23, se toman los modulos de la ultima década
de tiempo de cada uno de los intervalos, y se unen estos datos para asi obtener
la respuesta de relajacion en todo el intervalo de tiempo considerado, tal como
se indica en la siguiente ecuacién donde, v, indica la unién de conjuntos de

datos.
{E(0—>10"seg.)}={E(0 - 10°seg.)}u {E(10°seg. 10 seg. ) - - L {E[L0"* seg. 10" seg. )} (A7.24)

El mismo procedimiento descrito por las ecuaciones A7.23 y A7.24 se aplica

para el calculo de la fluencia en términos de la complianza:

J=loB g [00]
00> 10'seg )= |, E, 114 ]

{3(0 > 10°seg. )

n (A7.25)

00 —10"seg)}= |, IO
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En el caso de fluencia la complianza se evalla a intervalos de tiempo
crecientes de década en década, iniciando cada intervalo desde el tiempo cero
(ecuaciones A7.25), posteriormente se toma la complianza de la ultima década
de tiempo de cada intervalo de tiempo de las ecuaciones A7.25 y se unen estos
datos de complianza para asi obtener la respuesta de fluencia para todo el

intervalo de tiempo considerado tal como se expone en la siguiente ecuacion:

{J (0 —10" seg.)}: {J (0 —10° seg.)}u {J (100 seg. — 1015eg.)}u U {J (10”’1seg. —10" seg.)} (A7.26)

A7.4 Resultados del MZFE en relajacion de esfuerzos y fluencia.

Aplicando el procedimiento descrito en la seccion A7.3 ha sido posible
obtener la respuesta del MZFE para el ensayo de relajacién de esfuerzos en
términos del modulo de relajacion (figuras A7.2 y A7.3) y para el ensayo de

fluencia en términos de la complianza (figura A7.4 y A7.5).



210

a=01,b=0.6
------ a=02,b=07
———a=03b=038
a=04,b=09

1.E+08 -

1.E+07 -

1.E+06 -

1.E+05 -

E (Pa)

1.E+04 -

1.E+03 -

1.E+02 -

1.E+01 -

1.E+00 \ \ \ \ \ \ \ \ \
1.E-13 1.E-11 1.E-09 1.E-07 1.E-05 1.E-03 1.E-01 1.E+01 1.E+03 1.E+05

tiempo (seg.)

Figura A7.2 MZFE en relajaciéon de esfuerzos al variar los ordenes, a, y, b, para,
¢ =0.95, 7, =1x107 s, 1, =5x10° 5, 7. =1 s, E,=1x10""Pa, E, =1x10° Pa.

1.E+08 +

1.E+07 4

1.E+06 +

1.E+05 ~

E (Pa)

1.E+04 +

1.E+03 A

1.E+02 -

1.E+01 A

1.E+00 T T
1.E-13 1.E-10 1.E-07 1.E-04 1.E-01 1.E+02 1.E+05

tiempo (s)

Figura A7.3. MZFE en relajacion de esfuerzos al variar el orden, c, para: a = 0.3,
b=0.8, 1= 1x10°s, 1, = 5x10°s, 1, = 1 s, E,=1x10" Pa, y, E, =1x10° Pa.
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1.E-01 -

1.E-02 - a=0.1,b=06 /
1E034 T a=02b=0.7 /
-———a=03,b=0.8

1.E-04 - :
= a=0.4,b=09 /
&
Q  1E-05 - /
— &
— LE-06 ‘ f;,;ffj;;ﬁ”
AR
1.E-07 A /;,/j,.g,-/
i
iy
1.E-08 - A
A
,é.r‘
1.E-09 - J;
1E-10 Fa===2r . . . . .
1E-13 1E-10 1E-07 1.E-04 1E-01 1E+02 1E+05
tiempo (s)

Figura A7.4. MZFE en fluencia al variar los ordenes, a, y, b, para: ¢ = 0.95, 1, =
1x107°, 1, = 5x10° s, 1. = 1's, E,= 1x10'°Pa, y, E, = 1x10° Pa.

1.E-01 -

1.E-02

1.E-03 ~

1.E-04

1.E-05 ~

J (1/Pa)

1.E-06 -

1.E-07 ~

1.E-08 -

1.E-09 -

1.E-10 \ \ \
1.E-12 1.E-09 1.E-06 1.E-03 1.E+00 1.E+03 1.E+06

tiempo (s)

Figura A7.5. MZFE en fluencia al variar el orden, ¢, para a=0.3,b = 0.8, 1, =
1x10%s, 1, = 5x10°s, 1. = 1's, E, = 1x10"° Pay E, = 1x10° Pa.
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El MZFE en relajacion de esfuerzos (figuras A7.2 y A7.3) y fluencia (figuras
A7.4 y A7.5) muestra los cuatro comportamientos reolégicos de un polimero
amorfo: la elasticidad vitrea, la transicion vitrea, la elasticidad cauchotica y el
flujp. Tanto en relajacibn de esfuerzos asi como en fluencia los
comportamientos elasticos se muestran como intervalos de tiempo donde la
variacion del esfuerzo o de la deformacion con el tiempo es minima, la
transicion vitrea se muestra como una caida del modulo de relajaciébn o un
crecimiento de la complianza entre la elasticidad vitrea y la elasticidad
cauchotica, el flujo se muestra como una reduccion del modulo elastico con el

tiempo o un crecimiento con el tiempo de la complianza.

Al igual que en el MZFE en el ensayo dinamico (AMD) ya sea isotérmico o
isécrono (ver capitulo 6), en el MZFE en el dominio del tiempo (relajacion y
fluencia) los ordenes fraccionales, a, y, b, tienen efecto en el rango de tiempo
donde se presenta la transicion vitrea (figuras A7.2 y A7.4) y el orden fraccional,
c, tiene efecto principalmente en el rango de tiempo donde se presenta el flujo
(figuras A7.3 y A7.5).

Asimismo los efectos de variar los ordenes fraccionales en el MZFE en el
tiempo concuerdan con los efectos de variar los ordenes fraccionales en el
MZFE en ensayo dinamico (AMD) isotérmico e isocrono: cuando los ordenes
fraccionales, a, y, b, se acercan al 0 la respuesta en la transicion vitrea es mas
elastica y tiende a desaparecer la elasticidad cauchotica y a darse un paso mas
directo de la transicion vitrea al flujo (figuras A7.2 y A7.4) y cuando los ordenes
fraccionales, a, y, b, se acercan al 1 la transicion vitrea es mas viscosa y es mas
definido el efecto de la elasticidad cauchotica (figuras A7.2 y A7.4), en el caso
de flujo, cuando el orden fraccional, ¢, es menor a 1 el MZFE predice un flujo de
tipo no-newtoniano (figuras A7.3 y A7.5), y cuando el orden fraccional, c, es

igual a 1 el MZFE predice un flujo de tipo newtoniano.
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A7.5 Comparacion del MZFE en el dominio del tiempo con espectros

experimentales.

Con el objetivo de validar la solucion desarrollada para el MZFE en el
dominio del tiempo se hace una comparacion del espectro teérico el MZFE en
fluencia con un espectro experimental de un polimero amorfo, el cual se obtuvo
de la estos referencia 5. Los datos experimentales de fluencia son de
poliestireno a una temperatura de referencia de 100°C y se comparan con el
MZFE en la figura A7.6. En la tabla A7.1 se presentan los pardmetros del MZFE

gue se utilizaron para la comparacion con el espectro experimental de fluencia.

1.E+00 -
1.E-01 A /
1.E-02 - /
1.E-03 - /
1.E-04 - /

1.E-05 - /
1.E-06 -

P2 244
1.E-07 - /

1.E-08 - /

1.E-09 -

1.E-10 «—vw-v""‘/

1.E-11 ; ; : : : .
1.E-03 1.E+00 1.E+03 1.E+06 1.E+09 1.E+12 1.E+15

J (1/Pa)

tiempo (seg.)

Figura A7.7 Comparacion de complianza del MZFE (linea gris) con la

complianza del poliestireno (puntos negros).
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Tabla A7.1 Parametros utilizados en la comparacién del MZFE en fluencia con

datos experimentales.

parametro magnitud
a 0.33
b 0.85
c 0.97
7 (seg.) 40
5 (seg.) 50
% (seg.) 1x10°
E.(Pa) 1x10*°
Eo (Pa) 2x10°
o, (Pa) 1

El MZFE en fluencia muestra buena concordancia con

los datos

experimentales desde la elasticidad vitrea hasta el flujo (figuras A7.6). Los

ordenes fraccionales y tiempos caracteristicos del MZFE en relajacion de

esfuerzos y fluencia también cumplen con las relaciones expresadas en las

ecuaciones 5.1 y 5.2 del capitulo 5 las cuales también se cumplen para el MZFE

en analisis mecanico dinamico isotérmico e isécrono. Estas relaciones indican

que en el MZFE en relajacion de esfuerzos y fluencia también se puede

considerar a los ordenes fraccionales como una medida relativa de la movilidad

molecular en polimeros amorfos de acuerdo con lo expuesto en la tabla 5.4 del

capitulo 5.
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Abstract

A model based on the concept of fractional calculus is proposed for the
description of the dynamic elastic modulus (E* = E’ + iE”, where E* is the
complex modulus, E’ is the storage modulus, or real part of the complex
modulus, and E” is the loss modulus, or imaginary part of the complex modulus)
under isothermal and isochronal conditions for amorphous polymers, including
both the glass transition process and the flow behavior. The differential
equations obtained for this model, which we call the extended fractional Zener
model (EFZM), have differential and/or integral operators of fractional order
between 0 and 1. The application of the Fourier transform to the fractional
equation of the EFZM, the association of their parameters to the relaxation times
of the cooperative or noncooperative molecular movements of polymer chains,
and the isothermal and isochronal diagrams of E’ and tan(é) = E”/E’ were
evaluated. These theoretical diagrams were typical curves that clearly showed
the glass-transition (a-relaxation) and flow behavior. The EFZM will enable us to
analyze the complex rheological behavior of amorphous polymers. © 2008 Wiley
Periodicals, Inc. J Appl Polym Sci, 2008
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RESUMEN

En el presente trabajo se propone un modelo reolégico a base de elementos
mecdnicos fraccionarios denominados “spring-pots . El modelo propuesto es un
Modelo de Zener Fraccional Extendido, MZFE, que describe el comportamiento
reoldgico de materiales poliméricos amorfos en un amplio intervalo de
[frecuencias que abarcan desde el estado vitreo hasta la frecuencia donde el
polimero presenta propiedades de flujo. A partiv del MZFE se constriven
diagramas teéricos de la parte veal (E’) y de la parte imaginaria (E”) del modulo
complejo, E* = E’+ iE”, asi como también de tan(d) = E/E". Los diagramas
tedricos son validados compardndolos con dafos experimentales de un polimero
amorfo (poliestiveno). Lo anterior nos permitio aportar algunas ideas acerca de
la movilidad molecular que se asocia a la variacién que presentan E’y tan(d)
en fincion de la frecuencia.
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The viscoelasticity is manifested by relaxation phenomena in polymers. An
alternative to study these phenomena is by experimental measurements of a
mechanical property, like complex modulus, measured by Dynamical
Mechanical Analysis. These experimental results must be interpreted using a
mathematical model. The Mechanical Fractional Model is a powerful tool to
describe the relaxation phenomena of polymers in a very large temperature
range, from sub-vitreous temperature to slightly greater temperature to glass
transition temperature (Tg). In this work we proposed to extend the Mechanical
Fractional Model for modelling the viscoelastic behaviour in a greater
temperature range in order to describe also the melt behaviour of polymer
materials. From this new Extended Mechanical Fractional Model (EMFM) we
have computed the real and imaginary parts of the complex modulus. The
fractional parameters of the Model are associated to nature cooperative or not
cooperative of molecular motions of polymer chains. Keywords: Fractional
calculus, viscoelasticity, polymers, modelling
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La viscoelasticidad en los polimeros se manifiesta a través de fendmenos de
relajacion. Una alternativa para estudiar estos fenomenos es por medio de la
medicion experimental de una propiedad mecanica, como por ejemplo el
modulo complejo, estimado por medio del Analisis Mecanico Dinamico. Los
espectros experimentales del modulo complejo deben interpretarse apoyandose
en un modelo matematico. En trabajos recientes se ha propuesto modificar el
modelo clasico de Zener por medio de operadores diferenciales o integrales de
orden no entero, con la finalidad de describir de una manera mas precisa las
propiedades mecanicas de los polimeros. De tal manera que el Modelo de
Zener Fraccional es una poderosa herramienta que describe los fendmenos de
relajacion de los polimeros en un amplio intervalo de temperatura, desde la
temperatura subvitrea hasta una temperatura ligeramente mayor a la
temperatura de transicion vitrea (Tg). En el presente trabajo se pretende
extender el Modelo de Zener Fraccional para describir el comportamiento
viscoelastico en un intervalo de temperatura mayor que describa también el
comportamiento en flujo de los materiales poliméricos. A partir de este Modelo
de Zener Fraccional Extendido (MZFE) hemos podido calcular la parte real e
imaginaria del modulo complejo. Los parametros fraccionarios del modelo estan
asociados a la naturaleza cooperativa 0 no cooperativa de los movimientos
moleculares de las cadenas poliméricas.
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Resumen.- En el presente trabajo se propone un modelo reclégico utilizando como base elementos fraccionarios mecdnicos
denominados “spring-pots”. Este nuevo modele fraccionario denominade “Modelo de Zeper Modificado Extendido,
MZME, describe el comportamiento recldgico de materiales poliméricos en un amplio intervalo de frecuencias que abarcan
desde el estado vitreo hasta la frecuencia donde el polimero presenta propiedades de flujo. A partir del MZME se
construyen diagramas tedricos de la parte real (E') y de la parte imaginaria (E"") del module complejo, E¥ = E+HE" . asi
come también de tanid) = EE’ Los diagramas tedricos son validados comparindolos con datos experimentales para un

determinade polimero. Lo anterior nos permitid aportar algunas ideas acerca de la movilidad molecular que se asocia a la
variacion que presentan E' y tan(d) en funcién de la frecuencia.

Palabras clave: Polimeros, reclogia, modelacidn, calculo fraceional.

Abstract.- In this work we proposed a rheological model using mechanical fractional elements named “spring-pots”. This
fractional model, named “Extended Zener Moedified Model”, EZMM, describes the rheclogical behaviour of polymers in a
very large frequency range, from sub-vitreous behaviour to frequency in which the pelymer reaches the flow behaviour.
From EZMM we computed theoretical spectra of the real part (E') and imaginary (E") parts of complex modulus,
E*=E'+iE". in addition tan(&)=E"/E" also was computed. To valid the EZMM the theoretical results were compared

with experimental data and we have associated the frequency dependence of both E* and tan(8) to molecular mobility of
polymer chains.
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NOMENCLATURA

a, b, ¢ — ordenes fraccionales de las derivadas e integrales de los modelos

reologicos.
A — matriz de coeficientes de Grunwald.

A1 A, As A, — componentes de las ecuaciones de la parte real e imaginaria del
modulo complejo del MZF y del MZFE.

Aj+1 — coeficientes de Grunwald.

B;, B, Bs, Bs — componentes de la ecuacion de la distribucion de tiempos de

relajacion del MZFE.

cos — funcion coseno.

dG — diferencial exacta de energia libre de Gibbs.

dU — diferencial exacta de energia interna.

d/dw — derivada de primer orden respecto a la frecuencia angular.

D,* —integral de primer orden respecto a, t.

E — modulo elastico.

E,— modulo elastico relajado.



E,— modulo elastico no relajado.

o E;, — matriz de elasticidad del MZFE.

» EZ — matriz de esfuerzo del MZFE.

» E/ — matriz de deformacion del MZFE.

E" — modulo elastico complejo.

E’— parte real del modulo elastico complejo.

E” — parte imaginaria del modulo elastico complejo.
exp — funcion exponencial.

f — frecuencia en Hertz.

3 —transformada de Fourier.

G — energia libre de Gibbs.

G" — modulo elastico complejo en corte.

h — constante de Plank.

Hz — Hertz.

H — distribucion de tiempos de relajacion.
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h., — funcién de potencia de la derivada e integral de orden fraccional.

I — numero imaginario.

| — matriz identidad.

Im — parte imaginaria.

j — puntos de evaluacion de la funcion en la integral clasica.

j — puntos de evaluacion de la definicion de Grunwald de la derivada o integral

de orden fraccional.

J — complianza o modulo de fluencia.

k — proporcionalidad elevada a cierta potencia.

kg — constante de Boltzmann.

L — transformada de Laplace.

lim — limite.

In — logaritmo base natural.

logio — logaritmo base 10.

n — orden entero de la integral.

n — numero de etapas en la construccion del conjunto de Cantor.
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N — total de puntos de evaluacién de la definicion de Grunwald de la derivada o

integral de orden fraccional.

P — probabilidad de cambiar el estado termodindmico.

Pa — Pascal.

g — razén de cambio en la disipacién de trabajo mecéanico interno.

Q1, Q2, Q3 — velocidades de enfriamiento.

Q(s) — transformada de Laplace de ecuacion de modelo reoldgico.

s — variable de Laplace.

s — segundos.

seg. — segundos.

sen — funcién seno.

Sc.— entropia configuracional sin cooperatividad.

S, — entropia configuracional con cooperatividad.

t — tiempo.

t — largo inicial de la barra del conjunto de Cantor.

t’— cambio de variable.
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t’ — instante de tempo.

ty — instantes de tiempo.

tan — funcién tangente.

tan(o) — factor de pérdida

T — temperatura absoluta.

Ty — temperatura de transicion vitrea.

Ty, Tg'’, Tg'” — temperaturas de transicion vitrea a diferentes velocidades de

enfriamiento.

Tm — temperatura de fusion.

T,— temperatura a la cual, z, tienden a infinito.

T* —temperatura a la cual, z=1.

u — variable de integracién en la funcibn gamma.

U — maxima energia almacenada por ciclo.

V —volumen.

w — razon de cambio de trabajo mecanico interno.

X — variable termodinamica de configuracion.
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X1 — estado termodinamico 1.

X, — estado termodinamico 2.

X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7 —componentes del modulo complejo en la separacion de

las partes real e imaginaria.

Z— numero de conformeros que se mueven cooperativamente.

a — exponentes de modelo reolégico empirico.

a — orden fraccional de la derivada e integral.

y — deformacion.

7a — deformacion del spring-pot de orden, a.

yn — deformacion del amortiguador.

n — deformacion del spring-pot de orden, b.

7. — deformacion del spring-pot de orden, c.

yo— amplitud de deformacion, deformacién constante.

i — deformacion del resorte.

1o — deformacion del resorte de modulo elastico, E,.

e — deformacion del resorte de modulo eléastico, E, - E,.
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mize — deformacion del MZF.

yr — deformacion total.

¢ — fraccion de fragmento retirado en cada etapa de la construccién del conjunto

de Cantor.

n — viscosidad.

v— parte real de la variable de Laplace.

7 — tiempo de caracteristico, tiempo de relajacion.

7, — tiempo caracteristico del spring-pot de orden a.

7, —tiempo caracteristico del spring-pot de orden b.

. —tiempo caracteristico del spring-pot de orden c.

7op — tiempo de relajacion con cooperatividad.

Tlem — tiempo de relajacion elemental.

7, — factor preexponencial.

7, — tiempo de respuesta del resorte y del amortiguador en paralelo en el modelo

de Burgers.

. — tiempo de respuesta del resorte y del amortiguador en serie en el modelo de

Burgers.
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¥ -- razO6n de cambio en la energia libre.

S — exponente de modelo reoldgico empirico.

0 — angulo de desfasamiento.

X — diferencial inexacta de calor.

oS — diferencial exacta de entropia.

oW — diferencial inexacta de trabajo.

7T — NuUMero pi.

o — esfuerzo.

on — esfuerzo en el amortiguador.

o, —amplitud de esfuerzo.

o, — esfuerzo constante.

or — esfuerzo en el resorte.

ot — esfuerzo total.

 — frecuencia angular.

w, —frecuencia angular constante.
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I' — funcién gamma.

@ — concentracion del estado gauche.

AE — energia de activacion del movimiento elemental.

AG — diferencia de energia libre de Gibbs.

AH — diferencia de entalpia.

AH — entalpia de activacion.

AU — méxima energia disipada por ciclo.

AS — diferencia de entropia.

AS — entropia de activacion.

At — intervalo de tiempo.

AI' — diferencia de energia entre los estados gauche y trans.

Q — numero de estados activos posibles.



SIMBOLOGIA

d/dt — derivada de primer orden respecto a, t.

D; — derivada de primer orden respecto a, t.
t

I — integral de primer orden respecto a, t.
0

D, —integral de primer orden respecto a, t.

* — operacion de convolucién.

—> —tiende a.

—> — sustitucion.

C — proporcionalidad.
> — sumatoria.

[ ] - matriz cuadrada.

[ |- matriz cuadrada inversa.

230



231

{ } —vector.

U — union de conjuntos de datos.
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