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Notacion

Evento.

Probabilidad del evento A.

Espacio muestral.

Evento imposible o conjunto vacio.
o-algebra.

Unién de conjuntos.

Interseccién de conjuntos.

Algebra de Borel.

Vector aleatorio.

Componentes del vector aleatorio X.
Distribuciéon de la variable aleatoria X

R xR x...x R (n veces).

Funciéon de distribucion de X.

Funcién de densidad de probabilidad de X.
Valor esperado de X o esperanza matematica.
Esperanza condicional de X dada Y.
Matriz de covarianza.

Vector de variables reales.

Trasposicién del vector X.

Valor esperado de X.
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Continuacion de la Notacion
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Norma del vector X.

Intensidad del ruido blanco.

Funciéon delta de Dirac.

X — my.

Proceso de Wiener.

Realizaciones de W (t).

Covarianza del proceso de Wiener.

Ruido blanco.

Entrada de control.

Ley de control 6ptima.

Proceso de salida.

Procesos de Wiener.

Risk-Sensitive

Monocitos

Macrofagos

Puntos de ajuste para x1 y xo.

Coeficiente del término de difusion en la ecuacic
Tasa de produccién de (M)

Nivel de atenuacion para problema de optimiza
Término de difusién en e estado dinamico.
Parametros del sistema

Diferencia entre el estado y los puntos de ajuste

Cociente de err; como A, 7 =1,2.



Resumen

Algoritmos de filtrado y control aplicando el método Risk-sensitive y
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En la presente tesis se presentan los trabajos obtenidos como los algo-
ritmos del filtrado sub-6ptimo risk-sensitive para sistemas polinomiales de
tercer grado con observaciones lineales; con un parametro de intensidad,
multiplicando al término de difusién en las ecuaciones de estado y obser-
vaciones; la funcion de costo cuadratico exponencial a ser minimizada; se
obtienen las ecuaciones de filtrado sub-6ptimo risk-sensitive y son aplicados
a un péndulo con friccién, tales ecuaciones se comparan con otros méto-
dos (Polinomial de tercer grado y Kalman-Bucy), comprobando la eficacia
del método risk-sensitive. También se trabaja con los algoritmos del con-
trolador 6ptimo risk-sensitive para sistemas polinomiales de primer grado

con un parametro de intensidad, multiplicando al término de difusién en
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las ecuaciones de estado y observaciones; la funciéon de costo cuadratico-
exponencial a ser minimizada; a través de una aplicaciéon se comprueba
la eficacia del método risk-sensitive en comparacién con el método lineal
cuadratico para diferentes valores del parametro e. Se trabaja también con
los algoritmos del control 6ptimo risk-sensitive para sistemas polinomiales
de segundo y tercer grado y parametros de intensidad multiplicando al
término de difusién en la ecuacién del estado. Para los sistemas de se-
gundo grado se realiza una aplicacién a una tanque reactor de agitado
permanente y en los sistemas polinomiales de tercer grado se realiza la
aplicacién sobre un satélite monoxial, en ambos casos se verifica la eficacia
del método risk-sensitive en comparacion con el método tradicional para
diferentes valores del parametro €. Los algoritmos presentados en este tra-
bajo, son obtenidos matematicamente y su eficacia es mostrada mediante
simulaciéon usando Simulink en MatLab 7. También se presentan los algo-
ritmos del control sub 6ptimo RS hibrido para sistemas estocéasticos de
primer grado, con un parametro de intensidad, multiplicando al término
de difusion en las ecuaciones de estado y observaciones; la funcién de costo
cuadratico exponencial a ser minimizada, se aplican dichos algoritmos a
la poblacién de monocitos (M) y macréfagos (M) que se generan a par-

tir de una célula progenitora mieloide comun en la médula ésea, con un



pardmetro A que representa el indice de produccién de monocitos (M); la
eficacia de estos algoritmos son obtenidos matematicamente y su eficacia

es mostrada mediante la simulacion usando Scilab.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

En este trabajo se presentan casos particulares donde los procesos pre-
sentan disturbios los cuales son provocados por ruidos presentes en procesos
quimicos, mecanicos, etc. Estos disturbios pueden afectar el proceso y en
consecuencia los resultados del mismo; los disturbios se presentan con la
forma particular de ruidos blancos Gaussianos en este trabajo y se desea
eliminarlos o minimizarlos. Este aspecto de la calidad es estudiado por la
teoria de control para procesos estocasticos y en especifico, por la teoria
de filtrado. En esta tesis se desarrollan las ecuaciones de filtrado sub-6pti-
mo y control éptimo partiendo de la ecuaciéon de programacién dinamica

Hamilton Jacobi Bellman (HJB), el cual ofrece las condiciones mediante
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las cuales se podra minimizar el error. Y también se trabaja con el contro-
lador 6ptimo RS en el cual se minimiza el error, mediante las ecuaciones

de un estimado RS y se encuentra el control 6ptimo RS.

1.2. Antecedentes

La presente tesis presenta los algoritmos de filtrado y control épti-
mos para sistemas polinomiales, entonces, aqui se presentan algunos an-
tecedentes sobre el filtrado y control.

Dado que el filtrado 6ptimo lineal se obtuvo por Kalman y Bucy en los
60’s, numerosos trabajos se basan en él, véase, por ejemplo [77], [4], [34], [5],
[113], de la variedad de todos ellos. El modelo del filtrado deterministico in-
troducido por Mortensen [12] ofrece una alternativa a la teorfa estocastica
de filtrado. En este modelo, los errores en el estado dinamico y de las obser-
vaciones se modelan como ”funciones con perturbaciones” deterministicas,
y un error del criterio de costo exponencial media-cuadrada que se reduce al
minimo. Las condiciones especiales se dan para la existencia, la continuidad
y la acotacién de f(X(¢)) en la ecuaciéon del estado, que se considera no
lineal, y la funcién lineal H(X(t)) en la ecuacién de observacion. Un con-
cepto del estimador estocadstico RS, introducido mas recientemente por

McEneaney [36], lo que se refiere un sistema dindmico donde f(X(t)) es
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una funcion no lineal, observaciones lineales y la existencia de paramet-
ros € multiplicando el término de difusién en ambas ecuaciones (estado y
observaciones). En [118] y [56] se considera f(X(¢)) como una funcién no
lineal.

Despues de que el problema de control 6ptimo lineal estocastico fué re-
suelto (ver [34], [77]), la teoria de control 6ptimo para sistemas estocésticos
no lineales es basado en la ecuacién de programacién dindmica (Hamilton-
Jacobi-Bellman) [77] y el principio maximo de Pontryagin [59]. Una larga
tradicién del diseno de control 6ptimo se desarrollé para sistemas no lin-
eales con respecto a un criterio cuadratico Bolza-Meyer (ver, por ejemplo,
[75]-[32]). Los problemas de control éptimo con respecto al criterio no tradi-
cional también fueron considerados: el problema del regulador cuadratico-
exponencial estocdstico lineal (LEQR) fué introducido en [79], donde es
formulado para ambos sistemas, discreto y continuo. Ese tipo de crite-
rios son convencionalmente empleados en algunos de los problemas de la
mecdanica estocastica ([80], [26]) y la fisica cuantica [81]. Los problemas de
analisis de LEQR estocasticos no linelaes y juegos diferenciales se llevaron
a cabo en [82]. Ademads la conexién entre el problema LEQR y control
H a través de un principio de minima entropia se dié en [53]. Whittle

([83], [84]) considerd problemas en un tiempo de horizonte finito, usando
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ruido-pequeno asintotico. Cuando el proceso siendo controlado es gober-
nado por una ecuacion diferencial estocéstica, la férmula de Whittle para
la tasa optima de grandes derivaciones se obtuvo utilizando el método de
solucién viscosa para la ecuacién diferencial parcial en [82], [85]. Whittle
introdujo un parametro RS en la formulacién del problema [84], lo que
lleva el nombre de control RS. El parametro entra en la ecuacion de esta-
do, como un multiplicador de los ruidos de Gauss, y el criterio para tener
mas en cuenta las variaciones del estado general que afectan a los valores
del criterio. Runolfsson [86], [87] utiliz6 ideas de grandes derivaciones de
tipo Ponsker-Varadhan para obtener un correspondiente juego diferencial
estocastico para el que la recompensa es un juego con criterio ergddico
(costo promedio esperado por unidad de tiempo). La asociacién de la for-
mulacion del espacio de estados se encontré a través del analisis de Fourier
(ver Francis [88], Dyn and McKean [89]). Esta formulacién del espacio de
estados puede naturalmente ser vista en términos de dos jugadores, juego
de suma cero (ver, por ejemplo, Basar y Bernhard [16] y Limebeer entre
otros. [35]), que también permite ampliar la definicién del control H,, para
sistemas no lineales. La semejanza que se indica en los juegos diferenciales
también se utiliz6 en [27], [28], [15], y [30]. En [90], [91], [118], y [56], el

problema de control 6ptimo LEQR risk-averse para un sistema estocastico
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con ruidos blancos Gaussianos cuya intensidad depende de parametros, se
dijo y solucion6 usando una funcién valor, la cual es una solucién viscosa
de la ecuacién de programacién dindmica (HJB). Una ventaja del criterio
RS es la robustez de la solucion obtenida con respecto al nivel del ruido. De
hecho, ya que la solucion al problema clasico de LQ es independiente del
nivel de ruido, que se produce al ser demasiado sensible a las variaciones
de los parametros de la intensidad del ruido. Por otro lado, el problema RS
asume explicitamente la presencia de pequenos parametros en el criterio.
Esto conduce a una soluciéon mas robusta, que responde correctamente a
las variaciones de los parametros y los resultados de los valores del criterio
para ambos, valores grandes y pequenos de los parametros.

El criterio exponencial media-cuadrada (EMS), se introdujo en [48] para,
sistemas deterministicos y en [90] para problemas estocasticos, se utiliza
en lugar del criterio convencional media-cuadrada para proporcionar una
estimacion robusta, que es menos sensible a variaciones de los parametros
de la intensidad del ruido.

Los sistemas auténomos de segundo orden ocupan un espacio importante
en el estudio de sistemas lineales porque las trayectorias de solucién pueden
ser representadas por curvas en el plano [77]. Una ventaja del enfoque RS

es la robustez de la solucién obtenida para el nivel del ruido.
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Las ecuaciones del control éptimo son derivadas buscando las funciones
valor cuadratico como soluciones a las correspondientes ecuaciones Hamilton-
Jacobi-Bellman.

Sin definir pardmetros en las funciones valor son calculados a través
de ecuaciones diferenciales ordinarias compuestas mediante la recopilacion
de términos que corresponden a cada potencia del polinomio del estado
dependiente en cada una de las ecuaciones HJB. La forma cerrada de las
ecuaciones del regulador RS son obtenidos en forma explicita los problemas

de control.

1.3. Motivacion

La motivacion para realizar este trabajo es que no se contaba con algo-
ritmos para el filtrado de sistemas polinomiales de tercer grado, aclarando
que en este caso se obtienen estos algoritmos pero de forma subdéptima, es
decir, haciendo una linealizacién del sistema real usando la serie de Tay-
lor alrededor del punto de equilibrio. También obtenemos los algoritmos
del control 6ptimo para sistemas polinomiales de segundo y tercer grado
con presencia de un parametro de intensidad e multiplicando al término de

difusion en las ecuaciones de estado y observacion.
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1.4. Aportaciones

A continuacién son presentadas las aportaciones de esta tesis.

1.4.1. Aplicacion de los Algoritmos de Filtrado Sub-()ptimos

para Sistemas Estocasticos de Tercer Grado

El problema de filtrado RS con respecto al criterio exponencial media-
cuadrada es considerado para sistemas estocasticos Gaussianos con término
drift polinomial de tercer grado y parametros de intensidad multiplicando
al término de difusion en las ecuaciones de estado y observaciones. La forma
cerrada de los algoritmos de filtrado sub-6ptimo se obtiene linealizando un
sistema polinomial de tercer grado alrededor del punto de equilibrio y re-
duciendo el problema original al diseno del filtrado 6ptimo para un sistema
polinomial de primer grado. El problema de filtrado reducido se resuelve
usando una funcién valor cuadratica como solucién de la correspondiente
ecuacion HJB. El rendimiento del filtrado RS obtenido para sistemas poli-
nomiales de tercer grado es verificado en un ejemplo numérico contra el
filtrado 6ptimo de media-cuadrada para sistemas polinomiales de tercer
grado y el filtrado de Kalman-Bucy extendido, a través de la comparacion
de los valores del criterio exponencial media-cuadrada. Los resultados de

este capitulo se publicaron en: Society for Industrial and Applied Mathe-
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matics, 2009, USA; IEEE Multi-Conference on Systems and Control, 2009,
Rusia y XLI Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana,

2008, México.

1.4.2. Controlador ()ptimo RS para Sistemas Polinomiales Es-

tocasticos de Primer Grado

Este capitulo presenta el problema del controlador 6ptimo RS para sis-
temas estocasticos polinomiales de primer grado con un parametro de in-
tensidad, multiplicando al término de difusién en las ecuaciones de esta-
do y observaciones, también se presenta la funcién de costo cuadratico-
exponencial a ser minimizada. Las ecuaciones del controlador 6ptimo RS
son obtenidas basandose en las ecuaciones de filtrado y control 6ptimo RS
para sistemas polinomiales de primer grado y el principio de separacion.

En el ejemplo, las ecuaciones del controlador éptimo RS son compara-
das con las ecuaciones del controlador convencional lineal-cuadratico para
sistemas polinomiales de primer grado. Los resultados de la simulacion
revela significantes ventajas en los valores del criterio a favor del contro-
lador RS. Los resultados de este capitulo se publicaron en 6th International
Conference on Electrical Engineering, Computing Sciencie and Automatic

Control, 2009, Toluca, Mxico.
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1.4.3. Control C)ptimo RS para Sistemas Polinomiales Estocasti-

cos de Segundo Grado

El problema de control éptimo exponencial-cuadratico es considerado
para sistemas estocasticos Gaussianos con polinomios de segundo grado en
el término drift y pardametros de intensidad multiplicando al término de di-
fusion en la ecuacion del estado. Las ecuaciones de control éptimo de forma
cerrada son obtenidos usando funciones valor cuadraticas como soluciones
a las ecuaciones correspondientes HJB. El rendimiento del regulador RS
obtenido para sistemas polinomiales estocasticos de segundo grado es veri-
ficado en un ejemplo numérico, mediante la comparacion de los valores del
criterio exponencial-cuadratico para el control 6ptimo RS y las ecuaciones
del control bilineal. Los resultados de la simulacién revelan fuertes ventajas
a favor del diseno de las ecuaciones del control 6ptimo RS en relacion a los
valores del criterio final para diferentes valores del parametro e.

Los resultados de este capitulo se publicaron en IEEE Multi-Conference
on Systems and Control, Rusia; XLI Congreso Nacional de la Sociedad
Matematica Mexicana, 2008, México y V Encuentro de la Participacion de

la Mujer en la Ciencia, 2008, Guanajuato, México.
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1.4.4. Control ()ptimo RS para Sistemas Polinomiales de Tercer

Grado

En este trabajo, las ecuaciones de control éptimo, fueron obtenidos a
través del método RS para sistemas estocasticos de tercer grado, con los
parametros € y 7, como multiplicadores del término de difusién y el cri-
terio exponencial cuadratico a minimizar. Esto se logra al proponer una
funcién valor cuadratica como solucién viscosa de la ecuacién diferencial
HJB. El control 6ptimo, el estado 6ptimo y el valor del criterio exponencial
cuadratico son obtenidos en el tiempo final. Estas ecuaciones son compara-
das con las ecuaciones de control 6ptimo polinomial a través de un ejemplo
y usando la misma funcion criterio exponencial cuadratica. En este caso,
en el cual tenemos un sistema polinomial de tercer grado, es complicado
ajustar la matriz P en el control RS, ya que tenemos términos de X (t) y
XT(t)X (t), sin embargo, se observa una mayor eficacia en el control éptimo
RS para cualquier valor del parametro €. Los resultados de este capitulo se
publicaron en IEEE ICIT 2010, Chile y VI Encuentro de la Participacion

de la Mujer en la Ciencia, 2009, Guanajuato, México.
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1.4.5. Control estocastico RS sub 6ptimo Hibrido H,/H,, para

sistemas polinomiales de primer grado

En este trabajo se presenta el problema de control sub 6ptimo RS hibrido
H,/H, para sistemas polinomiales de primer grado. Es bien sabido que si
los problemas H, y H., presentan diferencias en términos de su naturaleza
y objetivos declarados, tienen conexiones notables en su formulacién [105].
Mientras que la metologia del controrl Hy propone minimizar una integral
de criterio cuadratico, independientemente de la robustez del diseno, el H,
se propone una metodologia de control robusto en términos de optimizacion
de la relacion de atenuacion de energia de un canal de entrada-salida dado,
incorporando la nocién de robustez en el diseno de control. Es importante
tener en cuenta que alcanzar robustez H,, a menudo produce un deterioro
del rendimiento 6ptimo, mientras que el diseno Hy; no posee en general
propiedades de robustez en el peor de los casos.

El objetivo de este trabajo es verificar la eficiencia del control 6ptimo de
RS con seguimiento, utilizando una funcién de criterio de costo cuadratico
exponencial J y comparando con J, por H, para valores de problema de
control RS en tiempo final T, para obtener valores del nivel de atenuaciéon
A1 sosteniendo la igualdad para el enfoque de control RS H,, con criterio

de costo J, identificar la solucién del problema restringido y no restringi-
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do. El sistema inmunolégico innato en este trabajo se considera como los
monocitos (M) y el sistema dindmico macrofagos (M,). Este sistema re-
quiere mantener en algunos niveles de produccién de (M) para un estado
saludable en un adulto humano. Estas celulas ((M) y (My)) son respon-
sables del reconocimiento y eliminaciéon de patdgenos y células muertas
en el organismo humano. El nivel de produccién de estas células ((M) y
(Mg)) como se muestra en el sistema inmunoldgico, asi como la salud y la
enfermedad pueden verse en [106]. El impacto de esta propuesta es obten-
er la modulacién del efecto bioldgico basal, considerando desde un punto
de vista médico, el caso del control negativo. X;(t)(M) y Xa(t)(My) estan
controlados y siguiendo los valores asintéticos para las condiciones de salud
en las personas mayores. La otra novedad de este trabajo, es la aplicacién
de control RS, con funcién de costo Jo, correspondiente al problema de
control Hy RS y problema de optimizacion restringida hibrida Hy/H., RS
al sistema dindmico de monocitos (M) y macréfagos (My). A este sistema
de ecuaciones dinamicas, se le ha agregado el término de ruido blanco, con
respecto a que el comportamiento en el cuerpo humano no es deterministi-
Co.

Los resultados de este capitulo se publicaron en ELSEVIER, Journal of
Process Control, 2021.
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1.5. Organizacién de la Tesis

En el Capitulo 2 se presenta una sintesis de la teoria de probabilidad,
teoria de analisis funcional, procesos estocasticos, ecuaciones de Ito, teoria
de filtrado, teoria de control, necesarias para dar al lector una idea de los
conceptos en los que se fundamentan los resultados obtenidos, asi como
las referencias en las que se sustenta la base tedrica de los mismos. En el
Capitulo 3 se presenta la obtencion de las ecuaciones del filtrado sub-6pti-
mo para sistemas polinomiales de tercer grado, con observaciones lineales.
Ademads se realiza un aplicacion a un péndulo con friccién para obtener
las ecuaciones de filtrado sub-6ptimo y verificar la eficacia de este método
en comparacion en el filtrado polinomial de tercer grado y el filtrado de
Kalman-Bucy extendido. En el capitulo 4 se presenta el caso del contro-
lador 6ptimo RS para sistemas polinomiales estocasticos de primer grado
en donde se pretende minimizar el error y encontrar el control éptimo del
sistema. Se realiza una aplicacién para verificar la eficacia del controlador
6ptimo RS en comparacion con el controlador convencional para cualquier
valor del pardmetro €. En el capitulo 5 se presenta el control 6ptimo RS
para sistemas polinomiales de segundo grado con un parametro de intensi-
dad multiplicando al término de difusion en la ecuacién del estado. Estas

ecuaciones del control se obtienen usando una funcion valor como solucion
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de la ecuacién correspondiente HJB. Se realiza una aplicaciéon sobre un
tanque reactor de agitado permanente para verificar que el control 6pti-
mo RS tiene mayor ventaja con respecto al control polinomial de segundo
grado, es decir se obtiene valores mas pequeos del criterio exponencial-
cuadratico para cualquier valor del parametro e. De igual forma se ob-
tienen las ecuaciones del control 6ptimo RS para sistemas polinomiales de
tercer grado en el capitulo 6, y se verifica la eficacia de este método a
través de la aplicacién a un satélite monoaxial. En el capitulo 7 se presenta
el Control estocastico RS sub 6ptimo hibrido Hs/H,, para sistemas poli-
nomiales de primer grado. En el capitulo 8 se presentan las conclusiones y

trabajos futuros.
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Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Probabilidad y Estadistica

2.1.1. Variables aleatorias

El modelo matematico para una cantidad aleatoria es una variable
aleatoria.
Definicién Si 2 es un conjunto dado, entonces una o — algebra F en

() es una familia F de subconjuntos de €2 con las siguientes propiedades:
e F

» F € F= FY¢c F,donde F® = Q\ F es el complemento de F en

Ay, A, .. EF$UAZ~€]-"

1=1
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El par (£2, F) es llamado espacio medible. Una medida de probabilidad

P en un espacio medible (€2, F) es una funcién P : F — [0, 1] tal que:
= P(0) =0, P(Q) =1,

msi Ay, Ao, .o € Fy {Ai}2 es disjunto ( esto es, A;(A; =0sii+#j)

entonces

La triada (€, F, P) es llamada un espacio de probabilidad. Esto
es llamado un espacio de probabilidad completo si F contiene to-
dos los subconjuntos G' de 2 con P- medida exterior cero, esto es, con
P*(G):=infP(F);F e F,GCF =0.

Los subconjuntos F' de €2 los cuales pertenecen a F son llamados conjun-

tos F — medibles.

En un contexto de probabilidad estos conjuntos son llamados eventos
y usamos la interpretacion:
P(F) = "la probabilidad de que el evento F' ocurra”.

En particular si P(F') = 1 decimos que ” F' ocurre con probabilidad 1”.
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Dada cualquier familia & de subconjuntos de () existe la menor o -
algebra Hy contenida en U: Hy = (\{H;H o-algebra de QU C H}.

Llamamos a H; la o-algebra generada por U.

Si U es la coleccién de todos los subconjuntos abiertos de un espacio
topoldgico Q (2 = R"), entonces B = H; es llamada la o-algebra de
Borel en 2 y los elementos B € B son llamados conjuntos de Borel. B
contiene todos los conjuntos abiertos, todos los conjuntos cerrados, todas
las uniones contables de los conjuntos cerrados, todas las intersecciones

contables de tales uniones contables, etc.

Si (2, F, P) es un espacio de probabilidad, entonces una funcién Y :

2 — R" es llamada F medible, si:

Y U)={weQYw eUleF

para todos los conjuntos abiertos U € R" (o equivalentemente, para todos

los conjuntos de Borel U C R").
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Si X : @ — R” es cualquier funcién, entonces la o-algebra Hy gen-

erada por X es la menor o-algebra en (2 conteniendo todos los conjuntos

X-YU);U Cc R" abierto.

No es dificil demostrar que Hy = {X}(B); B € B}, donde B es la
o-algebra de Borel en R". X sera entonces Hy-medible y Hy es la menor
o-algebra con estas propiedades.

Lema Si X,Y : @ — R" son dos funciones dadas, entonces Y esHy
medible si y sélo si existe una funciéon medible de Borel g : R" — R" tal
que:

Y = g(X)

Una variable X es una funciéon F- medible X : 2 — R"™. Cada variable

aleatoria induce a una medida de probabilidad px en R", definida por:

px es llamada la distribucion de X.

Si [, | X (w)|dP(w) < oo entonces el nimero

BIX)i= [ X(@dPw) = [ adux(a)

R
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es llamado la esperanza de X con respecto a P.

Mis generalmente, si f : R"” — R es una medida de Borel y [, |f(X(w))]dP(w) <

o0 entonces tenemos:

_ /Q FX@)AP) = | f()dpx(r)

Definiciéon: Dos subconjuntos A, B € F son llamados independientes
Si:
P(A()B) = P(A) - P(B).
Una coleccion A = {H;;i € I} de familias H; de conjuntos medibles es

independiente si

P(H; ()« -Hy) = P(Hy) - - - P(Hy,)

para todas las opciones de H;y € H;1,- - -H;, € H;, con diferentes indices
i1, 19, ..., ix. Una coleccién de variables aleatorias {X;;i € I} es independi-

ente si la coleccidn de las o-algebras Hx, generadas es independiente.

Si dos variables aleatorias X,Y : 2 — R son independientes, entonces:
E[XY] = FE[X]E[Y]
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siempre que E[|X|] < ooy E[Y]] < oc.

Definicién. Un proceso estocastico es una coleccion parametrizada de vari-
ables aleatorias {X;}ier definida en un espacio de probabilidad (2, F, P)
y suponiendo valores en R".

Extension del Teorema de Kolmogorov Para todo t1,....t, € T,k € N

sea 14, 4, la medida de probabilidad en R"™ tal que

Vtg(l),...,tg(k)(Fl X ... X Fk) = Vt17._.7tk(Fg—1(1) X ...Xg—l(k)), (2.1)
para todas las permutaciones o en {1,2,....k} y

Vi (F1 X X By) =1y Fi x ... x Fp,xR"x .. xR"2.2)

tk7tk+17---7tk+m(

para todo m € N, donde el conjunto del lado derecho tiene un total de
k + m factores. Entonces existe un espacio de probabilidad (€2, F, P) y un

proceso estocastico {X;} en Q, X; : 2 — R" tal que
th,...,tk(Fl X ... X Fk) = P[Xﬂ c Fl, ...,th € Fk],

para todo t; € T, k € N y todos los conjuntos de Borel F;.
Fijamos z € R" y definimos

2
%) para y € R",t > 0.

Si0 <t <ty <.. <t define una medida vy, ..., v en R™ por

p(t,z,y) = (2mt) "2 - exp(—

Vi ...t (F1 X ... X Fk) = / p(tl, x, xl)p(tg — 11,21, $2)...p(tk —lk—1, Tk—1, l’k)de‘l...(
Fix...xF}
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donde usamos la notacion dy = dy;...dy; para la medida de Lebesgue y la
convencién de que p(0,z,y)dy = 0,(y), la unidad de masa en el punto z.

Extendemos esta definicién para todas las secuencias de t.s mediante el
uso de (2.1). De [g.p(t,z,y)dy = 1 para todo t > 0, (2.2) se cumple,
asi que por el Teorema de Kolmogorov existe un espacio de probabilidad
(Q, F, P*) y un proceso estocastico { B;}+>¢ en €2 tal que las distribuciones

de dimensién finita de B; estan dadas por (2.3) esto es:

P*(By € Fy,...,By, € F) = / p(t, 2, 21)..p(te — tp—1, Tp—1, T )dw1.

Fix...xF},

Definicién. Este proceso es llamado movimiento Browniano a partir
de z (observe que P*(By =) = 1).

Propiedades basicas del movimiento Browniano:

= B; es un proceso Gaussiano, esto es, para todo 0 < t; < ... < {;
la variable aleatoria Z = (By,, ..., By,) € R™ tiene una distribucién

(multi)-normal.

» B, tiene incrementos independientes, esto es, By, By, — By, ..., By, —

B, , son independientes para todo 0 <t <9 < t3... < t;.

Definicién. Supongamos que {X;} y {Y:} son procesos estocdsticos en

.dxf2.4)

(Q, F, P). Entonces decimos que { X;} es una versién de {V;} si: P({w; X;(w) =
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Yi(w)}) = 1 para toda t.
Teorema de continuidad de Kolmogorov. Suponga que el proceso
X = {Xi}>0 satisface la siguiente condicién: Para todo T' > 0 existen

constantes positivas «, 5, D tales que:
Bl X, — X< D-|t—s|""0<s,t<T.
Entonces existe una version continua de X.

Ruido Blanco

Un buen modelo del ruido es el ruido blanco.
Definicién Una sucesion aleatoria {X,,n = 1,2,...} es una sucesién de
Markov para cada p(X|X;) = p(Xi), k > [. Si las variables aleatorias Xjs
son normalmente distribuidos, la sucesién { X, } es llamada sucesién aleato-
ria blanca Gaussiana. Podemos decir que el ruido blanco estd compuesto
por la superposicion de un gran numero de pequenos, independientes, y
aleatorios efectos, y tomando en cuenta el teorema del limite central, es
siempre (Gaussiano.

Si {X,,n =1,2,...} es una sucesién de vectores aleatorios blancos Gaus-
sianos, la ley de probabilidad es especificada mediante su media E(X,,) y

su matriz de covarianza E{(X, — E(X,))(X,, — E(Xu))'}, m,n > 1.
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Y que la sucesion es blanca, entonces:

E{(Xn - E(Xn))(Xm - E(Xm))T} = QmOmn (2-5)
Omn = L,n=m

= 0,n # m.

Donde @), es una matriz de covarianza semidefinida positiva y ¢ es la fun-
cion delta de Dirac. Para conocer mas propiedades acerca del ruido blanco
Gaussiano, consideremos la funcién de densidad de poder espectral, la cual
es definida como la transformada de Fourier de la funcién de correlacion:

flw) = /_oo e TNt + 7, t)dr (2.6)

o0
Para el proceso Gaussiano, estacionario, escalar, con funcién de

correlaciéon dada por:
Yt +T1,t) = 02(p/2)e_p|7|. (2.7)

La funcién de densidad de poder espectral para 2.7 esta dada por

0.2

(1+w/p)?

Con p = oo, fP(w) = 0, es una constante positiva. Este es el origen del

fw) = (2.8)

adjetivo blanco al proceso Gaussiano, ya que se compara con la luz blanca,

la cual contiene todas las frecuencias como sus componentes. Una densidad
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de poder espectral requiere de infinito poder, por lo cual el ruido blanco
Gaussiano no es fisicamente realizable. Se puede considerar el ruido blan-
co Gaussiano como una aproximacion cuando la densidad espectral es un
proceso de banda ancha. Partiendo de 2.7, tenemos que si p es un entero,

02,p1 < pa < ...} define una funcién delta de

entonces la sucesién {y”

Dirac:

7> = o%6(1).

Asi, se define formalmente un proceso blanco Gaussiano {X;,t € T'} como

un proceso Gaussiano con.
E{(z; — BE(X))(X; — E(X;))"} = Q(t)o(t — 7)

Sea W (t), —0o < t < oo, un proceso de Wiener con pardmetro o2. Sean
a y b numeros finitos y sea f una funciéon continuamente diferenciable
en el intervalo cerrado de a a b. Dado que el proceso de Wiener es no

diferenciable, la integral

/bf(t)W’(t)dt

/ F(HAW (1)

no existe en el sentido usual. Sin embargo, es posible dar un significado a
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ésta integral. Una forma de hacer esto es definir la integral como

h,m/f t+6) W(t))dt,

e—0

si el limite existe. Al evaluar explicitamente, observemos que

t+e
/f Wit+e) N\t = /f dt ~ [ W(s)syt

Calculando por partes la integral del lado derecho de la ecuacién, tenemos

que

/ i) t+5) W(t))dt (2.9

— sk [T wewst - [ o / W (s)ds)d

Dado que el proceso tiene funciones simples continuas, el lado derecho

W t)|g—/bf’(t)W t)dt

cuando € — 0. Asi, definimos

[ rwawe

como el limite del lado derecho de (2.9), cuando ¢ — 0, es decir, por la

converge a

formula

b b
/f(t)dW(t)Zf(b)W(b)—f(a)W(a)—/ fOW(t)dt — (2.10)
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El lado derecho de (2.10) es bién definido y coincide con la férmula de
integracién por partes. La derivada del proceso de Wiener es llamada rui-
do blanco. Y no es un proceso estocastico en el sentido usual. Ya que
dW(t) = W'(t)dt es un funcional que asigna valores a la integral que
aparece en el lado izquierdo de (2.10). El ruido blanco puede ser usado
para definir ciertas ecuaciones diferenciales estocésticas, las cuales son us-
adas en ciencias fisicas y especialmente en ciertas areas de ingenieria. Dado

que el proceso de Wiener es Gaussiano, de (2.10) tenemos que

| rwawe

se distribuye normalmente. Como es sabido, esta variable aleatoria tiene
media cero. Para calcular la varianza, tomemos a < by g como otra funcion

continuamente diferenciable en [a, 0],

b
/ F(H)dW (¢ / g(1)dW (1)) = o2 / fhgwd)  (@211)

Si f=gde (2.11), paraa <b

Var( / AW (1)) = o / P2()d(t)

2.2. Integrales de Ito

Definicién Sea B;(w) un movimiento Browniano n-dimensional. En-

tonces, definimos J; = F}' para ser la o-algebra generada por las variables
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=t =iV =20 =

que contiene todos los conjuntos de la forma:
{w; By, (w) € Fy,- -+, By, (w) € Fi},

donde t; <ty F; C R" son conjuntos de Borel, j <k =1,2,... (Asumimos
que todos los conjuntos de medida cero estan incluidos en F3).
Definicién Sea {N;};>o una familia creciente de o -algebra del subcon-
junto de €. Un proceso g(t,w) : [0,00) x 2 — R" es llamada N;-adapatada
si para cada t > 0 la funcién w — ¢(t,w) es N;- medible.
Definicién Sea V = V(S,T) la clase de funciones f(¢,w) : [0,00) x 2 —
R tal que:

» (f,w) — f(t,w) es B x F-medible, donde B denota la o-algebra de

Borel en [0, 00).
= f(t,w) es F., adaptada.
« Blf; f(t,w)2dt] <

Definicién: La integral de Ito. Sea f € V(S,T). Entonces la integral

de f esta definida por:

/ f(t,w)dBi(w) = lim Tqbn(t w)dBy(w)

n—oo
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donde {¢,} es una secuencia de funciones elementales tales que:

T
E[/S (f(t,w) — ¢u(t,w))?dt] = 0, cuando n — oo

2.3. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

X¢(w) es la solucién de la ecuacién diferencial estocastica:

dX;

- = b(t, X¢) +o(t, X)Wy, b(t,z) € R,o(t,z) e R, (2.12)

donde W; es un ruido blanco uni-dimensional. X; satisface la ecuacién

integral estocastica:
t t
X, = X+ / b(s, X,)ds + / o (s, X,)dB, (2.13)
0 0
o en forma diferencial:

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t7 Xt)dBt (214)

Teorema de la existencia y unicidad para ecuaciones diferen-
ciales estocasticas Sean 7' > 0y b(-,) : [0,7] x R" — R™™ funciones

medibles que satisfacen:

b(t, )| + ot 2)| < C(1 + |2]);z € Rt € [0, T] (2.15)
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para alguna constane C, ( donde |o]* = X|o;]*) y tal que:
b(t,x) —b(t,y)| + |o(t,z) —o(t,y)| < D|x — y|;x,y € R", ¢ € [0,7(2.16)

para alguna constante D. Sea Z una variable aleatoria la cual es independi-
ente de la o — algebraFs generada por By(+),s > 0y tal que E[|Z]?] < .

Entonces la ecuaciéon diferencial estocastica
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt, 0 S t S T, X() =7 (217)

tiene una unica solucion t — continua X;(w) con la propiedad de que X;(w)

es adaptda para la filtracién F7 generada por Z y B,(+); s <ty

E[/OT | X;2dt] < oc. (2.18)

2.4. Problema de Filtrado

Suponga que el estado X; € R" en el tiempo ¢ de un sistema esta dado

por una ecuacién diferencial estocéstica

d X,

—= = bt X)) + ot X)Wt > 0, (2.19)

donde b : R"" — R" ¢ : R"™ — R™? satisface las condiciones (2.15),

(2.17) y W} es un ruido blanco p-dimensional.
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En el problema de filtrado asumimos que las observaciones H; € R™ se

realizan continuamente y son de la forma:
Ht - C(ta Xt) + 7(157 Xt) ’ vah (220)

donde ¢ : R*"" — R™ ~ : R"" — R™ " son funciones que satisfacen
(2.15) y W, denota el ruido banco r — dimensional, independiente de U,
y Xo. Para obtener una interpretaciéon matemadtica manejable de (2.20)
introducimos Z; = fot H,ds y de tal modo obtenemos la representacién

integral estocastica de las observaciones:
dZt = C(t, Xt)dt + ’Y(t, Xt)d‘/;g, Z() = O, (221)

donde V; es un movimiento Browniano r-dimensional, independiente de U,

y Xo.

Teorema: Filtrado de Kalman Bucy uni-dimensional
La solucién X; = E[X;|G] del problema de filtrado lineal uni-dimensional
dX; = F(t)Xidt + C(t)dUy; F(t),C(t) € R sistema lineal
dZ; = G(t)Xydt + D(t)dVy; G(t), D(t) € R observaciones lineales
satisface la ecuacién diferencial estocéstica:
_GH)S(), 4 G(t)S5(t)

X 2\ a7, Xy = BlX
DQ(t) ) tdt+ d ty 0 [ 0]

dX, = (F(t) 50
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donde S(t) = E[(X, — X,)? satisface la ecuacién de Riccati (deterministi-
ca):

9 _ opws() - g%

7 S*(t) + C*(1), S(0) = E[(Xo — E[Xo])?].

Teorema: Filtrado de Kalman Bucy multi-dimensional

La solucién X, = F[X;|G] del problema de filtrado lineal multi-dimensional
dX; = F()Xidt + C(t)dUy; F(t) € RV", C(t) € R"P  sistema lineal

dZ; = G(t) Xydt+D(t)dVy; G(t) € R™ ", D(t) € R™*" observaciones lineales

satisface la ecuaciéon diferencial estocastica:
dX, = (F — SGY(DDTY '@\ X, dt + SGT(DDT) YdZ,; Xy = E[X]

donde S(t) := E[(X;—X;)(X,—X;)T] € R™" satisface la ecuacién matricial
de Riccati:

§F5+5FT_SGT(DDT)1GS+CCT; S(0) = E[(Xo—E[Xo))(Xo—E[Xo])"]

La condicién sobre D(t) € R™*" ahora es que D(t)D(t)! sea invertible

para todo t y que (D(t)D(t)T)~! sea acotada en cada intervalo ¢ acotado.
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2.5. Control ()ptimo

2.5.1. Planteamiento del problema

La idea de control puede ser expresada como el proceso mediante el cual
se ejerce una influencia sobre el comportamiento de un sistema dindmico
(que varia con el tiempo) para alcanzar un propdosito previamente fijado.
Una clase importante de modelos de sistemas dinamicos controlados, a los
cuales se les dice simplemente sistemas de control, es la representada por

la ecuacién diferencial en R”

2(t) = f2(t); u(t)); x(to) = o; (2.22)

donde la dindmica f es una funcién que satisface condiciones adecuadas y
el control u(-) pertenece a una familia especial U de funciones con valores
en un subconjunto U de R". Una vez elegido un control u € U, el sistema
(2.22) determina una trayectoria o estado x(-) con condicién inicial z en
el momento t.

Por ejemplo, si se desea controlar la trayectoria de un avién, con condi-
cién inicial z(ty), para lograr una condicién final x(ty), el estado del sis-
tema x(-) podria representar la posicion y velocidad del avién y el control
u(+) representaria la fuerza o aceleracién necesaria para lograr tal obje-

tivo. Con esta formulacién, este ejemplo representa un problema para la
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Teoria de Control, la cual hace énfasis en el andlisis sobre las condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de los controles adecuados, y su
computabilidad, asi como también de la existencia, unicidad, y estabilidad
de la trayectoria que garantice el logro de dicho objetivo. Ahora bién, si
ademas se desea lograr tal propésito en un tiempo minimo, o con minimo
uso de combustible, entonces este es un problema de control éptimo. En tal
caso, se quiere minimizar una funcional que depende del estado del sistema

y del control llamada funcional de costo
ty
J“(')(to,xo) = ((x(ty)) —i—/t L(x(t),u(t))dt. (2.23)
0
donde L y ¢ satisfacen las condiciones necesarias. La funciéon L representa
el costo incurrido por el desplazamiento x(-) y por la fuerza realizada u(-),
mientras que la funcion ¢ representa la penalizacién por la desviacion del
estado z(tf) en el instante final ¢ty de un estado deseado z;. En nuestro
ejemplo, si queremos minimizar la cantidad de tiempo transcurrido s ,
debemos tomar ¢ = 0; L = 1. Por otro lado, si deseamos minimizar el uso

de combustible, podemos tomar L(z;u) = u?. Si un control u* es tal que

minimiza la funcional de costo, es decir, si
JUO (g, 20) < T (to, x0),Yu(-) € U, (2.24)

entonces u* se denomina control éptimo.
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La Teoria de Control Optimo hace énfasis en el estudio de condiciones
necesarias y suficientes para la existencia y unicidad del control éptimo,
asi como también del desarrollo de metodologias para su determinaciéon y

computabilidad.

2.5.2. Principio Maximo de Pontryagin

En 1959, L.S. Pontryagin et al [14], presentaron condiciones necesarias
de optimalidad, las cuales han sido llamadas el Principio del Maximo de
Pontryagin, para el problema de optimizacién determinado por (2.22) y
(2.23). Este resultado establece, bajo ciertas condiciones para la dindmica
f v la familia de controles U, que si *(-) es un control 6ptimo y z*(-) es
la solucién de (2.22) que corresponde a u*(-), entonces existen una con-
stante A < 0 y una funcién vectorial ¢, tales que el vector (A;¢) no es

idénticamente nulo, ¢ es absolutamente continua y

o(t) = —Hy(x"(1),u*(t), (1)), (2.25)
vi(t) = Hy(a"(t),w'(t), 6(t)),
H(z™(t),u (), o(t)) = mazyerH (2" (t),u, ¢(t))

donde el Hamiltoniano H estd dado por H(z,u, ¢) = AL(z,u)+ ¢ - f(z,u).

Aqui ¢ - f denota el producto interno de ¢ y f. Para algunos problemas
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especiales de control, el Principio del Maximo de Pontryagin enunciado
arriba no aporta suficiente informacién para resolver el problema de con-
trol 6ptimo. Problemas de este tipo son los descritos como problemas de
control 6ptimo singulares y que han emergido en varias especialidades de
ingenieria, ciencias basicas, finanzas, etc. Un control éptimo se dice sin-
gular si el determinante det(H,,) se anula en todo punto a lo largo de la
trayectoria 6ptima. En caso contrario, el control 6ptimo se dice no singular.
En particular, si el Hamiltoniano H es lineal con respecto a una o mas de
las funciones componentes del control, entonces dicho problema resulta ser

singular.

2.5.3. Meétodo de Programacién Dinamica

En 1957, Richard Bellman presentd el Método de Programacién Dinami-
ca para resolver problemas de control 6ptimo. Este método consiste en
reemplazar el problema de optimizacion (2.22) y (2.23), el cual contiene
una minimizacion en el espacio de dimension infinita U, por una ecuacién
diferencial en derivadas parciales no lineal, llamada ecuacién de progra-

macién dindmica, o también ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

0=Vi(t,z)+ 52£{L(x,u) + Vi(t,x) - f(z,u)}, t €ty ty], =€ R2.26)
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que es satisfecha por una funcién denominada funcién de valor, la cual se

define como

Vitau) = fof, It ). (227

Durante dos décadas la Teoria de Control ()ptimo dedic6 mayor énfasis
al estudio, desarrollo y aplicacion del Principio del Maximo de Pontryagin
dado que éste es valido en condiciones mucho maés sencillas que las condi-
ciones requeridas para la validez del resultado de Bellman. En efecto, para
que la funcién de valor V satisfaga (2.26) en el sentido cldsico de ecuaciones
en derivadas parciales se necesita que V sea continuamente diferenciable,
pero para muchos problemas de control éptimo, la funcién de valor no es
diferenciable. Crandall y Lions [4] presentaron una nocién mas débil de
solucién de la ecuaciéon de programacién dinamica (2.26). Esta nocién se
conoce como la de solucién de viscosidad de (2.26). Con esta nocion el
método de programacion dinamica es aplicable en la mayoria de los casos
de interés, ain cuando la funcién de valor no sea diferenciable. En efecto,
se ha probado en condiciones muy generales que la funcién de valor es una
solucién de viscosidad de la ecuacién de programacion dindmica (2.26). Es
decir, la ecuacién de programacién dindmica (2.26) es una condicién nece-

saria que la funcién de valor debe satisfacer en el sentido de viscosidad.
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2.5.4. Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

Suponga que el estado de un sistema en el tiempo ¢ es descrito por un
proceso de Ito X; de la forma:
dXt = dXZL = b(t, Xt, Ut)dt + O'(t, Xt, Ut)dBt, (228)

donde X; e R", b : RxR"XU - R"o: RxR"xU — Ry B; es
un movimiento Browniano m-dimensional. u; € U C R* es un pardmetro
cuyos valores pueden ser elegidos en el conjunto dado de Borel U para
cualquier instante ¢ con el fin de controlar el proceso X;. Por lo tanto
u; = u(t,w) es un proceso estocdstico. Sea {X; "}, la solucién de (2.28)

tal que X" = z, esto es:
h h
X =u +/ b(r, X*, u,)dr —l—/ o(r, X" u.)dB,;h > s
S S
y sea la ley de probabilidad de X; a partir de x por t = s denotada por
Q%" as que:
Q[ Xy € F1, ... Xy, € Fi| = P[X)" € Fy,....,X;)" € ]

paras <t;, F; CR"1<i:<k k=1,2,..

Sean f: RXxR"xU — Ryg:R xR"—= R funciones continuas, sea

G un dominio fijo en R x R™ y sea T el primer tiempo de salida despues

de s de G para el proceso { X"}, >, esto es:
T = T%%(w) = mf{r > s; (r, X>*(w)) € G} < 0.
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Suponga que:
T A
E”[/ [fr(r, Xo)dr| + [g(T', X3)| X7 y] <00 para toda s, z, w.

donde f%(r,z) = F(r, z,u) Definimos la funcién criterio J"(s, x) por:

T
JU(S, .I') — ES,CC[/ fur(r’ Xr)dfr’ —+ g(T, XT>X{T<OO}]
Para obtener una notacién mas facil, introducimos:
Y;=(s+t, X)) para t>0, Yy=(s,x)

y observamos que si sustituimos esto en (2.28), obtenemos la siguiente
ecuacion:

dY;g = dY;u = b(Y;g, Ut>dt + O'(YVt, ut)dBt.

La ley de probabilidad de Y; a partir de y = (s, x) para t = 0 también se
denota por Q" = QY. Note que:

T T—s @
/ FUr(r, X, )dr = / fror(s +1, X )dt = / frr (Y,
S 0 0

donde 7¢ := inf{t > 0;Y; & G} = T—s. Sin embargo, ¢(T, X;) = g7 ) =
g(Y;.). Por lo tanto la funcién criterio puede ser escrita en términos de Y’
como sigue, con y = (s,x):
TG
70) = B[P0+ gV X
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El problema es encontrar el nimero ®(y) y el control v* = u*(t,w) =
u*(y,t,w) € A tal que ®(y) := sup,;,,) J/*(y) = J* (y), donde el supre-
mo es tomado sobre una familia A de controles admisibles contenidas en
el conjunto de todos ]-"t(m)—adaptada procesos {u;} con valores en U. Tal
control ux si existe, es llamado control éptimo y ® es llamado el criterio
6ptimo o la funcién valor.
Teorema. La ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman

Definiendo ®(y) = sup{J*(y);u = u(Y) Control de Markov}. Suponga
que & € C%(G) N C(G) satisface:

BY|6(Ya)| + / L)) < oo

para todo tiempo final acotado a@ < 7¢, todo y € G y todo v € U. Sin
embargo, suponga que un control 6ptimo de Markov u* existe y que 9G es

regular para Y;" . Entonces,

sup{f“(y) + (L'®)(y)} =0 para toda y € G

vel

y ®(y) =

g(y) para toda y € OG. El supremo es obtenido si v = u*(y)
donde u*(y) es 6ptimo. En otras palabras,

Fly,u(y) + (L W) (y) =0 para todo y € G.
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2.6. Control ()ptimo RS

2.7. Problema de Control ()ptimo Estocastico RS

El siguiente problema estocéastico RS esta dado con la dindmica del

estado:
€

dX(t) = f(t, X(t),u(t))dt + 2

dW (2.29)
X(s) = =,
con el criterio de costo cuadratico:

I(s,z,u) = elogEijexp{%[/T L(t, X(t),u(t))dt + (X (T))]}. (2.30)
5

donde X (t) es el estado en el tiempo t, X(t) € R", X es el estado inicial
en el tiempo s > 0, f(t, X¢, u¢) es una funcién no lineal, la cual representa
la dindmica nominal con control u; tomando valores en U € R! y {B, F}
es un movimiento Browniano m-dimensional en el espacio de probabilidad
(2, F, P). El pardmetro € es una medida de la sensibilidad de riesgo y escala
del término de difusion en (4.1) asi que el resto del costo acotado (para cada
x como una funcién de €), 0 < s < T < 00, T es un tiempo terminal fijo,
L(t, X¢,ug) es el costo cuadratico en curso y ¥(Xr) es el costo cuadrético

terminal. Definimos:
T
A(s,z,u,w) = / L(t, X3, w)dt + (X7),
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1
J(s,x,u) = Es yexp[-A(s, x,u,w)], (2.31)

€
asi que

1
I(s,x,u) = €logJ(s,z,u) = elogE; cexp[—A(s, z, u,w)]
€

Tomando en cuenta que el controlador u(t) es minimizado, la siguiente

funcién valor es considerada:
V(s,x) = infuea,, I(s, v, u) (2.32)

donde A, , es el conjunto de controles progresivamente medibles con valores

en U.
QD(S,.T) - infueAS,uJ(Sax7u)' (233)

Se muestra en [91] que sobre ciertas condiciones, si f(¢, Xy, u;) es una fun-
cion no lineal, V' es una solucion viscosa de la ecuacion de programacion
dinamica

0 = V.+ _© vaixj + mingeu {f(t, X, up) X

22
1
V.V + L(t, Xy, u) + WVVTVV} (2.34)

V(xtaT) - l/}(X)
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Este trabajo muestra que si f(t, X;, u;) = Ay + A1 Xy + A X Xi + By,
una solucién viscosa V' de la ecuacién de programaciéon dindmica (2.34)
puede encontrarse explicitamente. El problema de control éptimo consiste
en encontrar explicitamente una solucion viscosa V' para el ecuaciéon de
programacion dindmica (2.34) cuando f(¢, X¢, u;) es bilineal, y encontrar
el control 6ptimo el cual minimiza el criterio de costo cuadratico J y la
trayectoria 6ptima z*, sustituyendo uv* en la ecuaciéon del estado. Las condi-
ciones en [91] para f, L, ¥, U son supuestas en todo el trabajo; las cuales son
ciertas para f(t, Xy, ut) = Ay + Ay + Agpxpy + Byug. U es un subconjunto
compacto de R", A; € R", Ay € M, «,, Aoy es un tensor de dimensiones
nxXnxn

Como en [91], primero consideramos el problema ¢ut off”donde las fun-
ciones no acotadas de posibilidades f, L y 1 son reemplazadas por las
contrapartes acotadas. Obtenemos resultados andlogos para este problema
cut offz entonces tomamos un limite para obtener el reultado deseado. Las

funciones ¢ut off”, puestas por indice k£ son dadas por:

fk(taxtvut) = f(t7xt7ut) Zf | f(taxtyut) |S k
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En forma similar para L(t, x, u;), 1. De:

T
Af(s, x,u,w) = / L(t, X}, u)dt + p(XF),

1
J¥(s,z,u) = B, yexp[-AF(s, z,u,w)]
€

I"(s,z,u) = elogJ*(s,x,u)

La ecuacién de programacién dindmica para V* esta dada por:

E .
0 = Vi+ 2~2 E :V};,-xj + minueo {f*(t, X,
1
Ut)vxv + Lk(t, Xt; ’U,t) -+ WVVTVV}

V(e T) = ¢*(X) (2.36)

Se demuestra en [91] que V* es la solucién clésica, tnica, acotada para

(2.36), tomando en cuenta que f(¢, X, u;) es no lineal.

2.8. Control hibrido Hy/H

Las ecuaciones de control RS para sistemas no lineales se basan en [90],
[91]. Las ecuaciones de control RS para las ecuaciones del sistema estocas-

tico polinomial se pueden ver en [95] and [96]. Por otro lado los problemas
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de control Hy y H, se han estudiado exhaustivamente en los ultimos anos.
Algunos ejemplos recientes son: [97] donde un método de disefnio de con-
trolador de retroalimentacién de salida estatica H,, se proporciona para
garantizar la estabilidad del circuito cerrado correspondiente a sistemas
con la estructura de cuantificacién propuesta y satisfacen el rendimiento
H,, para la perturbacion delimitada externa en términos de desigualdades
de matrices lineales (LMI). Mediante el uso de la teoria Hy/H., y teoria
de matrices, el problema se transforma en un problema de optimizacién
no convexo en matrices diagonales. En [98], el estudio presenta andlisis de
desempeno Hs v H,, y procedimientos de sintesis para el diseno de contro-
ladores de retroalimentacién de salida estatica robustos y programados por
ganancia para sistemas lineales de tiempo discreto con parametros variables
en el tiempo. En [99], los autores investigan el problema de filtrado Hs y
H ., sub éptimo para sistemas lineales de tiempo continuo. En [100], los au-
tores abordan el problema de control robusto de Twin Rotor para sistema
de multiples entradas y multiples salidas (TRMS) a través de las técnicas
de control Hy y H;. Una técnica de optimizacién de errores de salida es
propuesto para desarrollar controladores Hs y H; para la planta bien posi-
cionada. En [101] dos controladores robustos que son retroalimentacién de

estado completo, Hy y retroalimentacion completa del estado H., se pro-
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ponen controladores para el sistema de péndulo invertido de dos ruedas.
En [102] los autores presentan el centro de dimensién finita del filtro Hy
para sistemas polinomiales no lineales, que es sub 6ptimo para un umbral
dado para un criterio cuadratico de Bolza-Meyer modificado que incluye
el término de control de atenuacién con el signo opuesto. El central fil-
tro sub 6ptimo H., también se deriva en una forma cerrada de dimension
finita para los estados del sistema polinomial de tercer (y menor) grado.
El controlador central de dimension finita H,, para sistemas lineales con
parametros desconocidos, que es sub 6ptimo para un umbral dado viejo ~
relativo a un criterio cuadratico de Bolza-Meyer modificado que incluye el
término de control de atenuacién con el signo opuesto se presenta en [103].
El controlador central de dimension finita H,, para sistemas variables en
el tiempo estocasticos lineales con perturbaciones deterministas acotadas
cuadraticamente, que es sub 6ptimo para un umbral dado v para un crite-
rio cuadratico de Bolza-Meyer modificado que incluye el término de control
de atenuacion con signo opuesto. Las ecuaciones del controlador en las ulti-
mas referencias se obtienen conectando las ecuaciones de la estimacién y
control para sistemas polinomiales en general, mientras que en este tra-
bajo solo se presenta el control RS para sistemas polinomiales de primer

grado. Es bien sabido que si los problemas Hs y H., presentan diferencias
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en términos de su naturaleza y objetivos declarados, tienen conexiones no-
tables en su formulacién [105]. Mientras que la metologia del control Hs
propone minimizar una integral de criterio cuadratico, independientemente
de la robustez del diseno, el H., se propone una metodologia de control ro-
busto en términos de optimizacion de la relacion de atenuacion de energia
de un canal de entrada-salida dado, incorporando la nocién de robustez en
el diseno de control. Es importante tener en cuenta que alcanzar robustez
H., a menudo produce un deterioro del rendimiento éptimo, mientras que
el diseno Hy no posee en general propiedades de robustez en el peor de
los casos. Luego, la robustez y la optimalidad juntas se presentan en [105].
Esta observacion justificé el estudio del llamado problema de control mix-
to Hy/Hs, en el que un problema Hs se resuelve sujeto a una restriccion
de desigualdad H.. El problema de control hibrido Hs/H,, subdptimo
para sistemas no lineales se presenta en [105]. El problema hibrido Hy/H,
subdptimo se obtiene cuando la restriccion de H,, se mantiene con el signo

de igualdad.
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Capitulo 3

Aplicacion de los Algoritmos de
Filtrado Sub-()ptimos para Sistemas

Estocasticos de Tercer Grado

3.1. Planteamiento del Problema de Filtrado.

Considere el siguiente modelo estocastico (3.1), donde X (¢) denota el
estado. Y (t) denota un proceso de observacién. X (t) satisface el modelo de
difusion dado por:

€

AX(0) = SXO)t+, 5

dw (t), (3.1)
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donde f(x(t)) representa la dindmica nominal, y W es un movimiento

Browniano, y el proceso de observacién Y (t) satisface la ecuacion:

dY (t) = h(X(t))dt+ \/;dﬁ/(t), Yy =0, (3.2)

donde h(X (t)) es uan funcién vectorial polinomial, € es un parametro 'y W
y W son movemientos Brownianos independientes, los cuales también son
independientes de la condicién inicial del estado X (¢). X (0) tiene densidad

de probabilidad k.exp(—e 1¢(xg)) para alguna constante k.. Consideramos

J = logE exp % / U L), mit). £)ds (3.3)

como la ecuaciéon del criterio de costo exponencial media cuadrada a ser
minimizado.
En el resto del trabajo, los siguientes axiomas (A1)-(A4) ([118]) son

cumplidas.
= (A1) f, g, h € R" con f,, h, acotadas.
= (A2) Di(/2/? = 1) < ¢(x) < Do(/x/* +1).

fz es la matriz de derivadas parciales de f con h, definida similarmente. ¢
es una funcién continua de valores reales que satisface (A2) para algunos

valores positivos de Dy y Ds.
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= (A3) f, h€ R" con f, h, acotadas y f,., h,, acotadas y globalmente
Hoélder continuas. (Una funcién u es globalmente Holder continua si
existe a € (0,1], K < oo tal que |u(z) —u(y)| < K|x — y|* para toda

x, y.)

» (A4) Dado R < oo, existe Kr < oo tal que |¢(z) — ¢(y)| < Kg|z —y|

para todo |z|, |y| < oco.

q(T,z) denota la densidad condicional no normalizada de X (7T), dadas
las observaciones Y (t) para 0 < ¢ < T. Esto satisface la ecuacién diferencial
parcial de Zakai, en un sentido preciso, por ejemplo en [121], sec. 7. Puesto
que la constante de normalizacion k. es poco importante para ¢, se asume

que

q(0,2) = exp(—e'd(z)) (3-4)
o(T,z) = p(T,x)exple 'Y (T) - h(z)

donde p(T, x) es llamado densidad del filtro no normalizado parte por parte.
Entonces, p satisface la siguiente ecuacion diferencial parcial parabdlica

PDE con coeficientes independientes sobre Y (7).

op . K
X (LT)Yp+ =
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donde para todo g € R", sea

Lg = gtr(agm)—kf-gx, (3.5)
L(T)g = Lg—a(¥(T)- 1), - oo,
K(T,x) = sa(e)(Y(T)-h). - (V(T)-h),

_L(Y(T) - h) %W.

L denota el generador diferencial de la difusion de Markov X (¢) en (3.1).
Por los axiomas (A1) y (A3) en [118], K es acotada y continua. (L(T))*
es la forma adjunta de L(T). De Y (0) = 0,p(0,z) = ¢(0,z). La condicién
inicial para (3.5) es (3.4). Dados algunos Y € Cy(0,T] (donde Cj denota el
espacio de Y continuos tal que Y (0) = 0, con la norma superior (|| ||). La
densidad del filtro no normalizada parte por parte p es la tnica solucién
robusta para (3.5) y (3.4), con p continua en [0,77] X R" y sus derivadas
parciales pr, Py, P, 1 J = 1,...,n continuas para 0 < T" < Ty ([111]
Cap. 1, y [21] Cap. 4).

Por otra parte, p(T,x;Y.) > 0. Reescribimos (3.5) de la siguiente man-

era:

op 1 B
37 = §tr(a(x)pm) +A-p,+ ?p, (3.6)
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donde

A = —f(@)+a(z)(Y(T) - h(z))s + (3.7)
ediva,(x)
B(T,z) = gtram(:v) —ediv[f(z) —a(z)(Y(T) -
h(z)).] + K(T' z)
(divay); = ¥i;-4(aij)e;, J=1,...m,
trage = X 1(aij)za;-
Estos supuestos implican acotaciones uniformes para A y B, dependiendo
de la norma superior ||Y.|| en [0, T1], pero no sobre e. Tomando el logaritmo:

Z(T,x) = elogp(T,x), que satisface la ecuacién diferencial no lineal

07 € 1

p— — _t Z.’L’l‘ A * Zx _Zx ¢ Z.’I: B, .

5T 5 T(Zya) + +3 + (3.8)
con la condicién inicial Z,(0,z) = —¢(x). El problema de filtrado 6ptimo

RS consiste en encontrar el estimado C(t), del estado X (¢) a través de la

verificacion de que:

Z(T.x) = 5o~ CT) QT —C(T)) + (39)

es una solucién viscosa de (3.8). z(t) € R", w(t) € R™, y(t), v(t) €
RP, f, h € R"con f,, h, acotadas.
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3.2. Filtro Optimo RS
Tomando

FIX(®) = At) + Ai(O)X () + Ao () X ()X (1) + A3 () X ()X (1) X3(ED)
hX(t) = Et)+ E(t)X(1),

con A(t) € R", Ai(t) € Myxn, E(t) € RP, E\(t) € Myxp, Aa(t) es un tensor

de dimensién n x n x n, Az(t) es un tensor de dimensiéon n X n X n X n.

Se obtiene el siguiente sistema estocastico de ecuaciones:

dX(t) = A@t)+ A O)X(1) + A X)X (1) + As()X ()X (1) X (@)1
VeédB,

dY (t) = E(t)+ E/()X(t) + VedB,,

c— €
donde € = 57

64



Teorema:
La solucién del problema de filtrado, para el sistema (3.11) con el criterio

exponencial media-cuadrada (3.3) toma la forma:
Ct) = Alt)+ A )TC@H) — Q' (t)EL(dY — Er(t)C(t) — E(t))3.12)
Q) = —A)TQ() — QA + Q)T Q) — Er(t) Ex(t).

Donde C(t) es el estimado del estado X (t)

Demostracion:

Se propone como funcién valor:
ﬂh@:%W@—C@V@MX®—C®HW@—Y@%ﬂﬂ+&@X@%

la cual es una solucién viscosa, con Z(0, X (t)) = —¢(X(t)), de la Ecuacion
Diferencial Parcial no Lineal Parabdlica de Zakai (3.8).

C(t), Q(t), p(t) son funciones de t € [0,T], C(t) € R", Q(t) es una
matriz simétrica de Riccati de dimension nxn y p(t) es una funcién escalar.

Zx, Zxx son las derivadas parciales de Z respecto a X y VZ es el gradiente

de Z.

65



Las derivadas parciales de Z estan dadas por:

9%~ (X0~ I QOX (M) — 1) + () — sCOT QX ()
~C(1) — 5(X(1) ~ COY QUIC(H) — dY (1) - (B(r) + Br()X (1)
oz 1 1 T
ox = 3RMXE) = C0)+5(X(H) - C1)) Q) — Y Ei(®),
0*Z
oxox ~ @0 1

Sustituyendo (3.13) y las expresiones para A, B en (3.8), agrupando los
términos de segundo grado e igualando a cero, haciéndolo también para los

términos de primer grado, se obtienen las ecuaciones de filtrado (3.14).

Ct) = A@®) + ATOC) — QO EL()(dY — Ey(H)C(t) — E(tYB.14)
Qt) = —AT Q) — Q) A (t) + Q) Q(t) — E1(t) Eq ().

Agrupando los términos independientes, se obtiene la ecuacién para p(t).
Aqui, Q(T) es una matriz simétrica definida negativa, y la condicién ini-

cial Q(0) = qo se obtiene a partir de las condiciones iniciales para Z. Si

P(X (1) = XT(DKX (1), Q(0) =K.

Es facil verificar que si Q(t) = —P71(t), (donde P(t) es la matriz de
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covarianza) estas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones del filtro

Kalman-Bucy que fueron mostradas en [36].

3.3. Aplicacién

Considere las ecuaciones del péndulo con friccién, de [10] el sistema

dinamico con ecuaciones de estado y observaciones esta considerado por:

X, = Xo, (3.15)
: k
XQ = _gSBTLXl__XQ

) m

Donde X; representa el angulo con respecto a la posicion vertical del péndu-
lo colgado. Por lo tanto si X; = 0, esto representa que el péndulo esta en un
posicion estatica. Xy representa la derivada de X;. Este sistema se reduce

a la forma polinomial:

X, = Xo, (3.16)
- g X3 k
X, = —Z2(X; -2 - =X,

2 l( ! 3!) m*?

Donde: X € R?, g =9.8m/s?, [ = 0.5m, m = 0.25Kg, k= 0.001 .
Note que X7 es una variable medible, cuando X es una variable observ-
able pero no medible. Expandiendo en Series de Taylor [125], alrededor del

punto de equilibrio, este sistema se reduce a un polinomio de tercer grado
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de la forma:

Xy + edW, (3.17)
g XP, K

—7(X1 - ?) - EXZ + VedWs,

X

Xidt + /edW,

Para obtener la linealizacion [124] debemos evaluar el sistema en los val-

ores nominales de las variables de nuestro sistema dindmico. Considerando

que al evaluar en un punto nominal, este puede representar ya sea un pun-

to de equilibrio o un punto de operacion del sistema dindmico. Como X;

representa el angulo respecto a la posicion vertical, si X; = 0 se encuentra

en la posicién estatica, entonces evaluamos en X; = 0 y como X, represen-

ta la derivada de esto, entonces Xo = 0. Por lo tanto, usando la igualdad

sen(X1) = Xj, tenemos el siguiente sistema dindmico linealizado:

dX\(t) =
dXy(t) =
Y(t) =

Xs(t),

(3.18)

k
—%Xl(t) — —Xo(t)dt + VedWy, Xip = X,
X, (t)dt + /edW,

donde W7y, W5, W; son movimientos Brownianos independientes, que ademas

son independientes de X;) = Xj,. € es un parametro variable.
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Sustituyendo los valores correspondientes en (3.14), las ecuaciones para

el filtrado sub-6ptimo RS estan dadas por:

Ci(t) = lcz(t) + 20 — (D) (g22()(Y(T) — C1 (1)) + qr2(t) Ca (1))
Colt) = C1(8) = 1-Co(t) = s (D (T) = C1(1)) 43.19)
q1(t)Ca (1)),

donde q12(t), go2(t), q11(t) son las soluciones de la siguiente ecuacién de

la matriz simétrica de Riccati:

an(T) = 27a(t) + (1) + aho(t) — 1 (3.20)
qi2(T) = %Qm(t) —qui(t) + %4112(15) + qu1(t)qi2(t) + qi2(t)goa(t)

(1) = Dinalt) — 24 () + olt) + alt) 1.

Las tltimas ecuaciones (3.19) fueron simuladas utilizando Simulink en

MatLab7. Las condiciones iniciales para la simulacién son X (0) = 0, ¢11(0) =

—8.9,¢12(0) = —1.75, g22(0) = —1.5, C1(0) = 1,C5(0) =1, T = 10.
Aplicando los algoritmos de filtrado de Kalman-Bucy extendido [9] para

las ecuaciones de estado (3.18), las ecuaciones para el vector estimado m(t)
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y la matriz simétrica de covarianza P(t) son obtenidas:

dmy(t) = mo)dt + 2 @y (1) - my (t)a)

dmatt) = ~Sun(o)at — Smatye-+ 2L @y () — ma(oyir
pu(t) = —2pu(t) — Pia(?) tp%Q(t) + €
Pra(t) = _%pn(t) - %pu(t) + paa(t) — P (t)pia(t) Jerp22(t)1912(t)
pa(t) = —2%1012(75) - 2%]922(75) _pal) Jgpm(t) + €

Este sistema de ecuaciones es simulado con las condiciones iniciales: m;(0) =

ms(0) = 1, p11(0) = 0.1678321, p12(0) = —0.1958041, pss(0) = 0.89510.
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valor de epsilon | J R— S | J TercerGrado | J K — Bext.

0.001 8.10669 0.5528 0.5647

0.01 8.1077 0,9272 1.4173

0.1 8.1105 7.1198 15.9131

1 8.12 10.7299 51.7838

10 8.255 1.285 x 10° 70.8296

100 9.3933 8.25 x 10° 69.6641

1000 21.4763 1.42 x 10" 62.0612

Las ecuaciones de filtrado polinomial de tercer grado de [77] estan dadas

por:

P11(t)
Pra(t)

P2a(t)

maft) + P 5 (1) — 1) (3.21)
Ina(t) ~ maft) + L @pa(mi () + mi @) + 2L 5 (1) - ma(e)
21a(t) + ¢ — p (1)

o) = (0 + pnlt) + S0 () + Spn(Omi0) — pn(pe®
o) =2 1)+ Ipn(epratt) + Lproltymi(e)

Tabla 2: Comparacién del critero media-cuadrada (3.3) para el filtro RS,

y los filtros Bilineal y Kalman-Bucy extendido, para algunos valores de e.
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error x1

error x2

Figura 3.1: Gréfica de los valores absolutos de la diferencia entre el estado X (t) y el
estimado RS Cr, para e = 1000.
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error x1

=200

-400 : ‘

time
x 10°
5

error x2

-5 i i

time

Figura 3.2: Grafica de los valores absolutos de la diferencia entre X (t) y el estimado

polinomial de tercer grado m(t), para e = 1000.
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arrar x1

arrar x2

Figura 3.3: Grafica de los valores absolutos de la diferencia entre X (¢) y el estimado

Kalman-Bucy extendido m(t), para e = 1000.
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Capitulo 4

Controlador ()ptimo RS para
Sistemas Polinomiales Estocasticos

de Primer Grado

4.1. Problema del controlador 6ptimo RS

4.1.1. Planteamiento del problema

Sea (2, F, P) el espacio de probabilidad completa con una familia

de o-algebras continuas crecientes por la derecha F'(t), ¢ > 0, y sean
(Wh(t), F(t), t > 0)y (Ws(t), F(t), t > 0) procesos de Wiener F'(t)—adaptada.

Consideremos el proceso aleatorio F'(t)-medible, no observable y X () gob-
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ernado por la ecuacién del estado polinomial de primer grado:

dX(t) = (Ag(t) + A1 ()X (1) + B(t)u(t))dt + \/;dwl(t), (4.1)
X(t()) = Xo,

y la ecuacién de observaciéon polinomial de primer grado

dy(t) = (ao(t) + ar () X (£))dt + \/;dm(t). (4.2)

El vector de estado X (t) € R", la entrada de control u(t) € R”, el proceso
de observacién y(t) € R1. Wi(t), Wa(t) son procesos Wiener independientes
representando disturbios aleatorios en las ecuaciones de estado y obser-
vacion, las cuales son independientes del vector inicial Gaussiano X. El
parametro € escala el término de difusién, el parametro v es una medida del
nivel de atenuacion del término de difusiéon (ver [57] para mas detalles).
El vector Ag(t) representa las preturbaciones que afectan el proceso. La
funcién de costo exponencial-cuadratico J a ser minimizada esta dada por:

J = elogEe:Up%(/ (X(s)'L(s)X (5) + u(s)' R(s)u(s))dt +

to
XH(T)YX(T)). (4.3)
Aqui, R(s) es una matriz simétrica definida positiva, L(s), 1 son matrices
simétricas definidas no negativas, T' > ty, E(() es el valor esperado de la

variable aleatoria ¢, CT(t) denota la traspuesta del de un vector o matriz
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C'(t). La ecuacion correspondiente HJB estd dada por:

€

272
1

VxV + L(t, X(t),u(t)) + Q—VQVVTVV}, (4.4)

0 = Vi+ -=52Vx,x, + mingeu{ f(t, X (1), u(t)) x

donde Vy,x, denota la segunda derivada parcial de V' con respecto a X; y

X. La siguiente funcién valor es considerada:
V(X,t) = infuea,, J(t, X(t),u(t)),

donde A;, es un conjunto de controles con valores en U = R”. La de-
mostracién de que V(X,t) es una solucién viscosa de la ecuaciéon HJB
(4.4) puede ser vista en [77]. El problema del controlador 6ptimo consiste
en lograr que el estado alcance al estimador, verificando que el error entre
el estado y su estimado tienda a cero, ademas de encontrar el control 6pti-
mo u*(t) que minimiza el criterio exponencial-cuadratico J a lo largo de
la trayectoria X*(¢) generada al sustituir u*(¢) en la ecuacién del estado

(4.1), tomando la funcién valor V (X, t) como la solucién de la ecuacién

HJB (4.4).
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4.1.2. Principio de separacién para sistemas polinomiales

En cuanto a los sistemas estocasticos lineales, el principio de separacion
se sigue cumpliendo para los sistemas estocasticos con los términos polino-
miales de primer grado en el término dri ft y las ecuaciones de observaciones
y el criterio exponencial-cuadratico para reducirse al minimo.

Usando los resultados obtenidos en [14] para el filtrado 6ptimo RS, va-
mos a sustituir la ecuacién del estado no medible (4.1) por la ecuacion del

estimador RS m(t):

dﬁ;—it) — A®) + AT ()m(t) + Bt)u(t) — Q' (1) AL () (dy(t) — ay(t)m(t) — ao(t)),

con la condicién inicial m(0) = mg, donde Q(t) es la solucién de la ecuacion

de Riccati

dQ(t) = (A7 ()Q(t) — Q1) Ax(t) + Q" (1)Q(t) — a (t)ax (t))dt,(4.5)
Q(to) = qo-

Siguiendo [34], el criterio exponencial-cuadrético puede ser representado

por:
J = dogBerp( / (m(s)" L(s)m(s) + u(s)" R(s)u(s))ds + m (T)m(y)

_|_/t tr[—Q 1 (s)L(s)]ds + tr[-Q (T)y]),
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donde tr[P] denota la traza de la matiz P.

En [36] se muestra que P(t) = —Q71(t), donde P(t) es la matriz de co-
varianza del error de las ecuaciones de filtrado Kalman-Bucy y Q(¢) es la
solucién de la ecuacion de Riccati (4.5). La tltima parte de J es indepen-
diente del control u(t) o del estado X (%), entonces la funcién del criterio

de costo J a ser minimizada se reduce y toma la forma:

~

J = elogEexp%(/t (m(s)T L(s)m(s) + u(s)T R(s)u(s))ds + m” (T )y (E)

Por lo tanto, la solucién para el problema de control éptimo especificado
por (4.1) y (4.3) se puede encontrar como la solucién del problema de
control éptimo dado por (4.5) y (4.7). Sin embargo, el valor minimo del
criterio exponencial-cuadratico J puede ser determinado usando (4.6). Esto
produce el principio de separacion en el problema del controlador éptimo

RS para sistemas polinomiales de primer grado.

4.1.3. Solucion al problema de Control ()ptimo RS

Usando los resultados obtenidos en [77] para el regulador éptimo RS
para sistemas polinomiales de primer grado, la soluciéon del problema del

controlador RS esta dada por la ley de control:
* 1 —
w'(t) = =5 BE PE)(m(t) - C(1), (4.8)
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la cudl minimiza el criterio cuadratico (4.6), donde las funciones matriciales

P(t) y C(t) satisfacen las ecuaciones:

= P20 e - TP - P -2,

= 0, (4.9)

Sustituyendo el control 6ptimo (4.8) en la ecuacién (4.5) para el sistema
de estados reconstruido para m(t), se obtiene la siguiente ecuacién del

estado éptimamente controlado:

I~ )+ AT@m() — BOBOPOX() — m(t) ~(4.10)

Q' (t)a1 (t)(dy(t) — ar(t)m(t) — ao(t)),

Por lo tanto, la solucién completa para el controlador éptimo RS para
sistemas polinomiales de primer grado estd dada por las ecuaciones del
estado optimamente controlado (4.10), la ley de control 6ptimo (4.8) y la
ecuacién de Riccati (4.5), las ecuaciones del filtrado RS (4.9) y el regulador

de la matriz de ganancia.
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4.2. Aplicacion

4.2.1. Controlador 6ptimo estocastico RS

Considere el problema del controlador é6ptimo RS para un sistema dinami-

co bi-dimensional gobernado por las ecuaciones de estado
dX,\(t) = Xo(t)dt+ ] ﬁdWl(t), X,(0) = X, (4.11)
dXo(t) = dt+u(t)dt+ /%dWQ(t),XQ(O) — X,
Y

donde v = 2, y € es un parametro variante. El criterio exponencial-cuadratico

toma la forma:

JOX (1), u(t) = elogEexp(% /0 (XT ()X (1) +

u' (s)u(s))ds + XT(T)X(T)), (4.12)

donde T > Tjy es un cierto momento del tiempo.
Sea el proceso de observacién dado por las observaciones lineales direc-
tas con un modelo de perturbaciones independientes e identicamente dis-

tribuidas como ruidos blancos Gaussianos:

dy(t) = Xi(t)+ /#dWl(t). (4.13)

Aplicando las ecuaciones del controlador 6ptimo obtenido para el sistema

(4.11), (4.13), la matriz de ecuaciones de ganancia (4.9), el control éptimo
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(4.8), v la ecuacién del estimador del estado optimamente controlado (4.10)

toma la siguiente forma particular:

qu(t)
12 (t)

goa (t)

1

_§(p21(t)(m1(t) — C1(t)) + paa(t) (Mma(t) —

Ca(1)),
5 9 1 1

24 G0 + PO — )

“pu@)pn(Op) + Pabpa(®)(; - 7).

2+ (h(0) + P05~ 23) — 2pralt).
201(75)2922(15) — Ca(t)pr2(t)
pa2(t)p11(t) — p3y(t)
Co(t)p11(t) — C1(t)pas(t)

L+ Gi(t) +2 paa(t)pn(t) — pia(t)
qo2(t)(dy(t) — ma(t)dt)

g2 (t)qui(t) — qi(t)

—qu2(t)(dy(t) —ma(t)dt) 1

o OO = )
(Ma(t) — Ci(t)) + paa(t) (Ma(t) — Ca(1)))dt,

—2q12(t) + g1, () + 5o (t) — 1,
—q2(t) + qi2(t)q11(t) + qia(t)gea(2),

aia(t) + @3 (t)-

ma(t)dt —
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El sistema (4.14), es estable si |y| > 1,40; el cual se obtiene al despejar ~y

de la siguiente ecuacién:

%BT“) - %)p(t) — AT (t)P(t) — P(t)Ay(t) — 21 = (@.15)

Al resolver las ecuaciones (4.14), el estado optimamente controlado X*(t)

Pr(t)(—

puede obtenerse como la solucion de las siguientes ecuaciones:
AXi(t) = Xa(t)dt + | [5dWi(b), Xi(0) = X, (4.16)
8

1
dXo(t) = dt — 5 (p2a(t)(mMu(t) — Ci(t)) + paa(t) (Ma(t) — Ca(t)))dt +
.
27?2
Las condiciones iniciales estdn dadas por: X;(0) = 0,1, X5(0) = 1. Los

dWs(t), X2(0) = Xo.

valores del criterio exponenicial-cuadratico minimizado J son obtenidos
usando el método de Monte Carlo. El tiempo final es para T' = 0,5seg. La
simulacion es hecha en Simulink Matlab7, para ciertos valores del parametro
e. Las condiciones iniciales para la simulacion son p11(0) = 1,75, p12(0) =
0, pea(0) = 1,75, para obtener p;1(0,5) = 1, p12(0,5) = 0, p0(0,5) =
1. ¢1(0) =0, ¢3(0) = —0,37, para obtener ¢;(0,5) = 0, ¢3(0,5) = 0. my(0) =
0,5, m2(0) = 0,4, q11(0) = —0,35484, ¢12(0) = 0,29032, g22(0) = —0,41935.
El diseno de controlador 6ptimo RS para sistemas estocédsticos polinomiales
de primer grado es comparado con respecto al controlador estocastico lineal

cuadratico en la siguiente seccién.
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4.2.2. Controlador Estocastico Lineal Cuadratico

Las ecuaciones del controlador lineal cuadrético (ver [34]) para el sistema,
(4.11), (4.13) con respecto al criterio exponencial-cuadratico (4.12) estan

dadas por:
u'(t) = —R7H (6B ()(QE)m(t) + p(t)), (4.17)

donde Q(t) es la solucién de la ecuacién de la matriz de ganancia:

% = —QMA) — AT(H)Q(H) + L — Q)BOR () B"(1)Q(1).
QT) = o, (4.18)

y p(t) es la solucién de la ecuacion diferencial:

plt) = —QB)A(t) — (' (HA®)" — Q)B(H)R™ (1) B (t)p(t),
p(T) = 0, (4.19)

Tomando en cuenta el control estocastico lineal cuadratico [34] y el filtro
de Kalman-Bucy [33], las ecuaciones del controlador LQ (lineal cuadrético)

toman la siguiente forma para el sistema (4.11), (4.13) y el criterio exponencial-
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cuadratico (4.12):

P11 (t)
Pi2(t)

P2a(t)

q21(t)m1 (t) + QQQ(t)mQ(t) + pg(t), (420)

(4.21)

B q12(t)g22(2)
— 5

— 2q12(%),

—qui(t) — —qlz(t;pg(t) ;

—p1(t) — qua(t) — 9
pu(t)(dy(t) —ma(t)dt)

— oy (t))dt

@22(t)pa(t)

par(t)(dy(?)

€

+(qa1(t)mi(t) + qoa(t)m
) —

Por(t) + prat p11(t)

paa(t) — (t) 2t )

p%Q(t)
€

dt +

2(t) + pa(t)dt),

+ €,

Las ecuaciones del estado optimamente controlado estan dadas por:

dX1(t)
04X (1)

Xo(t)dt + #dww, X,(0) = X4,

dt + qo1(t)my(t) + qoa(t)ma(t) +

¢
pa(t)dt + \/2—72dW2(t)7 X5(0) = Xo,
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Las graficas del estado, del estimador del estado, del control y del criterio
J para ambos controladores (RS y LQ) pueden ser vistas en las Figuras
4.1 y 4.2. Puede observarse que las trayectorias para las componentes de
X(t) y m(t) son similares, lo cuél se debe al valor del pardmetro e.

Las ecuaciones (4.20), (4.22) son simuladas usando Simulink en M at Lab?.
Las condiciones iniciales para la simulaciéon son X;(0) = 0,1, X5(0) =
I, qi(0) = =292, qo(t) = —0,97, @¢(t) = —2,356, para obtener
a1(T) = =2, q(T) =0, ¢n(T) = =2, pi(0) = —1,2115 py(0) =
—0,4485 para obtener pi(T) = 0 po(T) = 0; T = 0,5seg. m1(0) =
0,5,m9(0) = 0,4, p11(0) = 65000, p12(0) = 45000, p9o(0) = 55000. La
relacién entre la matriz P(t) en (4.20) y la matriz Q(¢) en (4.14)

El Cuadro4,1 presenta ciertos valores del criterio exponencial-cuadratico
para los controladores RS y L(Q). Podemos observar que los valores J,_4 son
significativamente menores que los valores Jx_p para grandes valores del

parametro epsilon.
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Figura 4.1: Graficas de la variable de estado X (t), del estimador del estado m;, control

u* y criterio J para el controlador LQ), para e = 100, v = 2.
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Figura 4.2: Graficas de la variable de estado X (t), del estimador del estado m;, control

u* y criterio J para el controlador RS, para e = 100, v = 2.
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€ value | Jr_g Jro

0,001 | 2.9787 | 2.5827
0,01 2.976 | 2.6962
0,1 2.9674 | 2.7535

1 2.9406 | 3.0066

10 2.8603 | 4.0642
100 2.6491 | 4.1434
1000 | 2.4084 | 4.1434

Cuadro 4.1: Comparacion del criterio exponencial-cuadratico para el controlador RS (4.12)

(4.14) y el controlador LQ (4.20)
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Capitulo 5

Control Optimo RS para Sistemas

Estocasticos de Segundo (Grado

5.1. Regulador ()ptimo RS para sistemas polinomi-
ales bilineales

Tomando en cuenta que f(¢, X (¢), u(t)) = A(t)+A1(t) X (t)+ A2 () X (1) X T (¢)+

B(t)u(t), se obtiene la siguiente ecuaciéon de estado:

dX(t) = (A1) + A)X (1) + A(0)X ()X (t) + B(t)u(t))dt + \/QLVQ(CZW,)
Xy = o,

donde X(t), A(t) € R", Ai(t) € M, donde M, y,, denota el campo de

matrices de dimensién n x n, y W es como en (4.1). Si  L(t, X (), u) =

XTHRX(t) + vl (t)Su(t), ¢(Xr) = XEX, la ecuacién del criterio de
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costo cuadratico tiene la forma:

J¥(s, z,u) = Esvxe:cp[%[/ (X(OTRX(t) +u(t)" Su(t))dt + ¢]] (5.2)

Teorema:
La solucion al problema de control estocastico, para el sistema dinamico

(5.1) con criterio de costo cuadratico (5.2) toma la forma:

P(t) = —A(1)P(t) — P(O)AL(t) — 24:(4) P() X (£) + 24:(4) P(H)C(t) 45.3)
1 1
P(t)(§B(t)BT(t) - ﬁ)PT(t) —21
Ct) = A(t) + AT(1)C(t) + 245()C (1) X (t) — 245()C(£)C(t) + %C(t),

y la ley de control 6ptimo que minimiza el criterio de costo cuadratico (5.2)

esta dado por:
u'(t) = —%B(t)TP(t)(X(t) — C(1)). (5.4)

Demostraciéon: Se propone la funcion valor:

V(s X) = %(X(t) = C()" PO(X(t) = C(t) +r(t) (5.5)

(C(t), P(t),r(t) son funciones de t € [0,T], C(t) € R" la cual representa el
valor deseado de X para que sea controlable, P(t) es una matriz simétrica

de dimensién n xn y r(t) es una funcién escalar) como una solucién viscosa
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de la ecuacién de programacion dinamica HJB:

0 = Vi+ zi,yg S Vi, + minuer {(A(t) + AL X (£) + As(£) X () X (2)

1
+B)u(t)) V.V + X(8)* +u(t)* + WVVTVV} (5.6)
V(X(#),T) = ¢(X)=X"
donde V4, V, son las derivadas parciales de V' respecto a t,z, respectiva-

mente, y VV es el gradiente de V. Entonces las derivadas parciales de V'

estan dadas por:

Vi = S(X(t) - Ct))" PI)(X(1) = C(1) +7(t) - %C ()" P()(X (1) — €3t7)

V, = SP(X(1) - C(1) + 5(X(1) — C(1))" P()

0 = S(X(t) = C)PE)X(t) — Ct) +7(t) — S(X(t) = C(t)T P(C(t5-8)

Agrupando los términos de X7 (¢)X(¢), la primer ecuacién de (5.3) es

obtenida. Agrupando los términos de X (¢) se obtiene la segunda ecuacién
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de (5.3). En forma similar para los términos independientes de X (¢), la

siguiente ecuacion es obtenida:

r(t) = —2C0)T POBOBHTPOCH) + 500 AW PHCE) -
SO AP — COC (1) - = ; pij

donde p;; son los elementos de la matriz P(t).
La ley de control 6ptimo (5.4) que minimiza el criterio de costo cuadratico

(5.2) toma la forma:

mingey{ f¥(t, X (), u(t)) V.V + LF(t, X (t),u;) + Z%QVVTVV} °.

5.2. Aplicacién

Considere el siguiente sistema estocastico asociado a un tanque reac-
tor de agitado permanente en el cual ocurre una reacciéon quimica. Esta
reaccion es en fase liquida y tiene un caracter isotérmico sobre multicom-

ponentes [60]
X1 = —(1+Dy)X; +u (5.9)
Xo = DuXi— Xo— Dn X3

donde X representa la concentracién no normalizada de cierta especie P

del reactor (Ib,./pie?) [126], X5 representa la concentracién no normaliza-
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da de certa especie Q (Iby01/pie?). La variable de control u esta definida
como la relacion entre la tasa de alimentacién molar por unidad volumétri-
ca de P y la concentracién nominal; ¢ representa el tiempo en minutos,
D,1 = 1, D, = 1. Considerando (5.9), se obtiene el siguiente sistema

dinamico estocastico:

. €
X, = —2X1+ut+,/2—72dwn (5.10)

. €
Xo = X1—Xo— X7+, /degt.

Se pretende obtener la ley de control 6ptimo u* la cual minimice el
criterio exponencial cuadratico, el cual en este caso representaria la en-
ergia utilizada al mezclar dos componentes quimicos, cuya concentracion
disminuye al irse mezclando.

Aplicando las ecuaciones (5.3), (5.4) al sistema (5.10), se obtienen las
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siguientes ecuaciones de control 6ptimo RS:

) 1 1 1

pu = 4pn —2p+ (5 - ﬁ)p% - ﬁpfz -2, (5.11)
) 1 1 1

P12 = 3p11 — P22+ (5 — ﬁ)pnpm — ¥p12p227

| 11, 1,

P22 = 2pa+ (5 — ?)Pu - ?pQZ + 2p12X4

+2paa Xy — 2p12C — 2p2Cy — 2,
2(]92201 - p1202)
P22pP11 — P%z

Cy = C)—Cy—202X,+202 +

C, = —204 +

Y

2(?1102 - p1201)
P22pP11 — P%z

)

donde G, R son matrices identidad I5«9, con las condiciones finales C(0,5) =
0, C5(0,5) =0, P11(0,5) =1, P12(0,5) =0, Pyn(0)=1.
La ley de control éptimo esta dada por:

—1
up = T(Pll(Xl — C1) + p12(Xa — Cy)), (5.12)

*_
uy = 0.

Los valores optimos de las concentraciones X;, X5 son obtenidas susti-

tuyendo la ley de control 6ptimo (5.12) en (5.10):

) 1
X| = —(1 —+ Dal)Xl — é(pn(Xl — Cl) + (513)

¢
p12(Xo — Cy)) + \/Z—VQdth,

. €
Xo = DuXi— Xo — Dy X3 + /WdWQt.
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Las condiciones iniciales para X son: X7(0) = 2, X5(0) = 10. El sistema,
formado por las ecuaciones (5.12), y (5.10) es simulado usando Simulink
en MatLab 7 y aplicando el método de Monte Carlo. El rendimiento de los
algoritmos disenados es comparado contra los algoritmos del control bilin-
eal [77], aplicado al sistema (5.10), que es éptimo con respecto al criterio

cuadratico convencional. Las ecuaciones correspondientes estan dadas por:

gu = 2+4q1 — 2q12 — Q%p (5.14)
g1z = 3q12 — @22 + 2q12X2 — q11q12,
Goo = 24 2qos + 4qoaXs — ¢,

con las condiciones finales ¢11(0,5) = —2, ¢12(0,5) = 0, ¢22(0) = —2. La ley

de control esta dada por:

1
u; = §Q11X1 + q12Xo, (5.15)
uy = 0,

y los correspondientes valores de concentracién que satisfacen las ecua-

clones:

. 1 c
X1 = —(14 Da) Xy + 5au Xy + 2 Xz + /delt, (5.16)

. €
Xo = DuiXi— Xo— Do X3+, /2—72dW2t.
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Epsilon | Poly. R-S.

0,1 7.912 | 7.8424
1 7.8903 | 7.8199
10 7.8223 | 7.749
100 7.6126 | 7.5305

1000 7.0046 | 6.8952
10000 | 5.6576 | 5.4689
100000 | 8.4357 | 8.0822

Cuadro 5.1: Valores del criterio exponencial-cuadrético para el control RS y control bilin-
eal, correspondiente a ciertos valores del pardametro e.

La tabla 5.1, muestra los valores del criterio de costo cuadratico obtenidos
para diferentes valores del parametro €, y se puede ver que los valores para
el control 6ptimo RS son mas pequenos para cualquier € de aqui la eficacia
de éste método.

Las figuras 5.1 y 5.2 muestran las gréaficas de los estados X7, X, el
control 6ptimo u;, y el criterio exponencial cuadratico J para ambos algo-
ritmos aplicados. En la grafica del estado se considera que la parte negativa

representa que no se encuentra cantidad de concentracion de las especies

PyQ.
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Figura 5.1: Graficas del estado, control y criterio para el Control RS para ¢ = 10000.
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Figura 5.2: Graficas del estado, control y criterio para el Control polinomial para € =

10000.
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Capitulo 6

Control Optimo RS para Sistemas

Polinomiales de Tercer Grado

6.1. Regulador 6ptimo RS para el estado polinomial
de tercer grado
Tomando en cuenta que f (¢, X (¢), u(t)) = A(t)+A1 (1) X (t)+Ax () X (1) X (#)T+
As(O)X () XT(t)XT(t)+B(t)u(t), se obtiene la siguiente ecuacién del estado
dX(t) = (A@)+ Ai(O)X(t) + AH)X )X (t) +
AsOXOXTOXT () + B(tyu(t))dt + , / 2%de,
X(t) = =, (6.1)

donde X(t), A(t) € R", Ai(t) € Muxn, As(t) € Mpsnxn vy As(t) €
M, xnxnxn, Mpx, denota el campo de las matrices de dimensiéon n X n,
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M, «nxn denota los tensores de dimension n X n X n, M,xnxnxn denota
el tensor de dimensién n x n x n x n. Si L(t, X (t)¢,u) = X(#)TGX(t) +
u(t)T Ru(t), Y(X(T)) = XE¢X, el criterio de costo exponencial cuadratico

tiene la forma:

J(s, X(t),u) = elogEs,xea:p[%[/ (XHTGX(t) + (6.2)
u(t)" Ru(t))dt + )]

donde GG, ¢ son matrices reales simétricas semi-definidas positivas, R es

una matriz real simétrica definida positiva.

Teorema
La solucién del problema de control éptimo estocastico para el sistema

dindmico (6.1) con el criterio (6.2) toma la forma:
P(t) = —2A1(t)P(t) — 2A,(t)P(t) X (t) + 2A45(t)P(t)C(t)  (6.3)
+3B()B(t) P(t) P(t) — 5 P(t)" P(t) — 21
+A; () P()C(H)X () — A ()P X ()X (1)
C(t) = —2P H)C(t)P(t) + Ao(t) — AL ()C(t) +

LB(t) BT (1)P(1)C(t) — LP(t)C(1)
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donde I es la matriz identidad de dimension n xn. La ley de control éptimo
que minimiza el criterio de costo exponencial cuadratico (6.2) esta dado

por:
u'(t) = =3B ()P()R™I(X(t) - C(t)). (6.4)
Demostracién: Se propone la funcion valor

V(L X(1) = 5(X(t) — C(1)" P()(X(t) — C(1) + r(t) (6.5)

— 2

(C(t), P(t),r(t) son funciones de s € [0,T],C(t) € R", P(t) es una matriz
simétrica de dimensiéon n x n y r(f) es una funcién escalar) como una

solucion viscosa de la ecuacion de programacion dinamica

0 = Vits% ) Vi, +minuer {(At) + A1 (D) X (1)
+A(OX ()X (1) + A3(O)X(OXT ()X (t) +
Bt)u(t)'V,V + Xt)'GX(t) +
u' (t)Ru(t) + 7z VVIVV}
V(X(®),T) = (X (1) =X"(1)oX(t) (6.6)

donde V;, V,. son las derivadas parciales de V' con respecto a t, z, respecti-

vamente, y VV es el gradiente de V. Entonces, las derivadas parciales de
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V estan dadas por:

Ve = 3(X(6) = C0) PO(X(t) — C(1) +7(t) -
;CHOPO(X (1) — C(t)) -
5(X(1) = CT()) P(H)C(1) (6.7)
Ve = sP()(X(1) = C(t) + 5(X(t) — CT (1) P(1)
Voo = P(t)

0 = 3(X(t)—CH)PHX(H) —Ct) +7(t) - (6.8)
(

—C()" P(X(1) — C(t) + 3(X(8) = C(1)" P(1)
(Bt)B" (1) P(t)(X(t) — C(1)) + X ()X (1) + 52(X (1)
—C()" PP )X (1) = C(t)).

Agrupando los términos de X (#)XT(t), X(¢)XT(t)XT(t) y se obtiene la
primer ecuacién de (6.3). Agrupando los términos de X(¢) se obtiene la

segunda ecuacién de (6.3). De la misma forma se agrupan los términos
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independientes de X (¢) para obtener la siguiente ecuacién.

r(t) = —gC(t)TP(t)(B(t)B(t)T)P(t)C(t)+

CHTABPHCE)  COTAMPHCEH)
2 2

Ct)C)" - QLVQ Z Pij

i.j=1

donde p;; son los elementos de la matriz P(t).
La ley de control éptimo (6.4) que minimiza el criterio de costo expo-

nencial cuadratico (6.2) se obtiene de la condicién:

minger { f7(t, X (), u(t))V,V 4+ LF(t, X (t),u(t)) + QL%VVTVV} o.

6.2. Aplicacién Satélite Monoaxial

Las ecuaciones de control 6ptimo RS para sistemas polinomiales de ter-
cer grado se aplicaran al modelo de un satélite monoaxial. Este modelo
esta asociado con el problema de orientaciéon de un satélite monoaxial en
el cual el angulo de orientacién es medido a través de la representaciéon
de Cayley-Rodrigues [60]. La descripcion es como sigue: es un objeto que
gira alrededor de un eje fijo sin impulsos de gravedad por torques. Estos
torques son producidos por la explosion controlada de los gases, a través de

un sistema de mini motores de reacciéon a adaptarse al objeto y la subasta
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en forma opuesta, como se puede ver en la Figura 6.1.

Figura 6.1: Satélite monoaxial.

Las ecuaciones de estado para este modelo estan dadas por:

Xi(t) = O,5(1+X12(t))X2(t)+,/#dWl(t) (6.9)
Xo(t) = %u(t)+ 2%2

donde X (t) representa el angulo de orientacion del satélite, éste es medido

dWs(t),

respecto a un eje oblicuo el cual no es coincidente con el eje principal. Xs(t)
es la velocidad angular con respecto al eje principal. La variable de control
u representa el torque aplicado. J representa el momento de inercia de un

2 m es la masa del objeto vy r es el radio.

disco y esta dado por J = %mr
En este caso consideramos m = 1, r = 1. El problema de control 6ptimo
consiste en obtener la ley de control u*(¢), que minimice la energia usada

por el torque, representada por la ecuacién (6.2). Aplicando las ecuaciones
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(6.3), (6.4) al sistema (6.9), se obtienen las siguientes ecuaciones del control

6ptimo RS:

P11

D12

D21

D22

—p21 — %(P% + 3y — 2) (6.10)
—p22 — %(pnpu + pa1p22) +
0,5p91 X2 X1 4 0,5p91Cy X7,

1
(Q—ﬁ)(pzlp11 + poapa1) — L2(2921]?11 + P2op21)
1
(2_ﬂ)(p21p12 + pgz) - i2(2912 +p22) 2
—2
m[l?zzcl(—pm -
12

1
W(p% +p3) — 2+ puCiXy +

P1202 X — p11. X1 Xo + p1aX3) + paaCa(—paz —
1 1

— (P1p12 + p2ap22)) — P2Ci(57 (Pup12 +
v 2J
1
P21P22) — ﬁ(pnplz + paipa2)) —
1 1
puCz(Q—Jg(pfz + D) — ﬁ(p% + p3) — 2)]

1
—0,5C — ?(pllcl + p12C5)
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—2
P22P11 — p%z

1
ﬁ(p% +p3) — 2+ puCi Xy +

[—p21C1(—pa1 —

P1209 X — p11. X1 Xy + p1aX3) — p1aCa(—paz —

1 1
ﬁ(pnpu + po1pa2)) +p1101(2—p(p11p12 +
1
Pa1P22) — ﬁ(pnpm + paip22)) +
1 1
p1102(2—J2(p%2 + sz) — ?(p%Q + sz) —2)]

1 1
+2—J2(p2101 + p2Cy) — ?(pmcl + p22C),

donde G, R son matrices identidad Is42, con las condiciones iniciales:
C1(0) = 0, Cy(0) =0, Py1(0) = 0,5995, Pi5(0) = 0,1195, Pe(0) = 0,1945
para obtener las siguientes condiciones finales: C1(0,5) = 0, C5(0,5) =
0, P1(0,5) = 1, P12(0,5) = 0, Py»(0) = 1. La ley de control éptimo
estda dada por:

us(t)” — ;—}<p21<xl—01>+p22<xz—02>>, (6.11)

*_
u; = 0.

Los valores 6ptimos del angulo y velocidad respectivamente, Xi(t), Xs(t)
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son obtenidos sustituyendo la ley de control 6ptimo (6.11) en (5.10):

X\(t) = O,5(1+X12(t))X2(t)+\/;dwl(t), (6.12)

—1

Xo(t) = Z—ﬁ(pm(xl—01)+p22(X2—02)>+,/Q—;dwz(t).

Las condiciones iniciales para X son: X;(0) = 0,2, X5(0) = 7. El sistema
formado por las ecuaciones (6.11) y (6.9) es simulado usando Simulink en
MatLab7 y aplicando el método de Monte Carlo. El rendimiento del disefio
de las ecuaciones del control éptimo RS es comparado con las ecuaciones
del control de tercer grado [77], aplicadas al sistema (6.9), que es éptimo
con respecto al criterio convencional cuadratico. Las ecuaciones correspon-

dientes estan dadas por:

Qu = —1—(%)6212@21, (6.13)

Q= —(05+05X:X1)Qn — (3@

Qu = 05+ 15X:X1)Qu1 — (35)QnCan

Qo = 1—(0,54+15XX7)Q12 — (0,5 + 0,5X5X1)Qo
(5@

con las condiciones finales: Q11(0,4) = —2, Q12(0,4) = 0, @2:(04) =0y
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(022(0,4) = —2. La ley de control estd dada por:
uy, = 2(QauX1 + Q2Xs), (6.14)
up = 0,

y los valores correspondientes al angulo y velocidad que satisfacen las ecua-

ciones
Xi(t) = 05(1+ X2(t)Xa(t) + /QLVdel(t),
Xg(t) = %2(@21)(1 -+ q22X2) + A / QL/}/QdWQ(t)

La tabla 6.1 muestra los valores del criterio exponencial cuadratico para
diferentes valores del parametro € y se puede verificar la eficacia del método
RS.

Las figuras 6.2 y 6.3 muestran las gréaficas de los estados X7, X, el con-

trol 6ptimo u;, y el criterio exponencial cuadratico J para los dos métodos.

109



€ JR-S | J Tercer grado
0,1 30.0154 32.4430
1 30.0468 32.4718
10 31.1466 32.5637
100 32.4689 32.8603
1000 | 33.5580 33.8654
10000 | 37.9024 37.8965

Cuadro 6.1: Valores del criterio exponencial cuadréatico para el Control RS, Control Poli-

nomial de Tercer Grado, tomando valores diferentes del parametro e.
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Figura 6.2: Graficas del estado, control y criterio correspondientes al regulador RS para

e = 1000.
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Figura 6.3: Gréficas del estado, control y criterio correspondientes al regulador polinomial

del tercer grado para e = 1000.
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Capitulo 7

Control sub-6ptimo estocastico RS
hibrido Hy/H, para sistemas

polinomiales de primer grado

7.1. Planteamiento del problema

El planteamiento del problema es similar al problema visto en el capitulo

7.2. Control sub 6ptimo RS hibrido Hs/H,

De acuerdo con [105] consideramos un sistema no lineal descrito por las

siguientes ecuaciones de la forma:
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y(t) = hx + Buu(t) (7.2)

2(t) = heoxr + Boou(t) (7.3)

Donde la primera ecuacién representa un sistema dindmico x(t) € R",
con entrada de control u(t) € RP, y entrada de difusién dW,(t) € (£2)7]0, c0).
La segunda y tercera ecuacion definen dos variables de desempeno y &€
R"™ y 2(t) € R™, que no dependen del término de difusién dWy(z) €
(45)7]0, 00) (como puede verse en la tabla 7.1). Las siguientes suposiciones
son verdaderas para (7.2): x = 0 es un punto de equilibrio, A(0) = 0 y
hoo = 0. Ademés la derivada f(x,t) en (7.1) contiene las no linealidades
del sistema dinamico y B, hx, By, hoox, Boo, son matrices constantes que
pueden ser consideradas como transformaciones lineales suaves y deben

satisfacer lo siguiente [105]:

h y By satisfacen h'xBy =0, B{B; = I. (7.4)
El par {f(x,t), B1} es estado — cero detectable.
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Considerando que la ley de control RS de retroalimentacion de estado
u = u(t) es admisible si #(t) = f(x,t) + B(t)u(t) es localmente asintética-
mente estable. Ademas, es la solucién del control 6ptimo RS de H; (7.2),

(7.3) y minimiza:

Jo(u) = eloget li Ive®Fa _ / ly(a(0))] 2t (7.5)
0

donde dWW = 0. Dado \; > 0, el problema de control RS H,, consiste en
encontrar un control RS admisible v = u(x), con un nivel de atenuacion

A1 para el sistema (7.1), (7.2), (7.3), que contiene:

Joo(u, A) = eLogEe* Jo M@ ulPde _ AeLogFEe+ S law e < . (7.6)

con z(0) = 0. El objetivo del problema de control sub-6ptimo RS hibrido
Hy/H, es (ver [105]) encontrar una retroalimentacién de estado admisible

de la ley de control v = u(z) resolviendo el problema de optimizacién

min, Jo(u) sujeto a Joo < 0. (7.7)

Aqui, la desigualdad (7.6) depende de A; . Si el pardmetro A\; mantiene la

igualdad en (7.6), Juo(topt, A1) = 0 luego otros valores Ay < A1 indicard que
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U = Ugu () es una solucion sin restricciones del problema de control de RS
Optimo (Joo(Uopt, A2) > 0). En la aplicacién, es encontrar los valores de A\

para la igualdad en (7.6), aplicando un control RS u(t).

7.2.1. Aplicacion
7.2.2. Descripcion del modelo

Tanto (M) como (M) se originan a partir de una célula progenitora,
mieloide comun en la médula dsea. En circunstancias normales, (M) circula
en el torrente sanguineo durante muy poco tiempo antes de pasar por la
apoptosis espontanea, [111]. En respuesta a la diferenciacion de factores,
(M) escapan a su destino apoptdtico al diferenciarse en( My ), celulas con
una vida 1til mas larga que se encuentran en casi todos los érganos, [112].
Las celulas ( M ) son los leucocitos mas grandes que pueden observarse
en los frotis de sangre y pueden alcanzar 12 a 20nm de didmetro con un
nicleo ovalado. Las celulas ( M ) se originan en la médula dsea. Luego
parten para la circulaciéon sanguinea. Algunas de estas celulas se encuen-
tran en los tejidos como los sinusoides hepaticos del bazo, que forma parte
del sistema fagocitico mononuclear. La funcién de ( M ) y ( M) no es
solo como fagocitica; la( M ) y ( My ) son celulas imprescindibles para que

el sistema inmunologico pueda mantenerse funcionando adecuadamente y

116



producen citocinesis (IL-1 , IL-6 y TNF) como puede verse en [113]. (M)
y (My) son células centrales del sistema inmunoldgico innato, encargadas
de defender al cuerpo humano contra diversos patégenos. Comprenden lo
que recientemente se reconocié como una familia heterogénea de células
fagociticas profesionales responsables del reconocimiento y eliminacién de
patégenos y células muertas, como se muestra en [114]. Las células (M) y
(Myg) juegan un papel central en el inicio y resolucién de la inflamacion,
principalmente a través de la fagocitosis, la liberacién de citocinesis in-
flamatoria, especies reactivas de oxigeno (ROS) y la activacion del sistema
inmunolégico adquirido, [115]. Aunque las células (M) representan una
parte importante de la defensa del huésped, la acumulacién de células (M)
puede ser danina y agravar enfermedades como aterosclerosis, artritis y
esclerosis multiple, [116]. Recientemente, la diferenciacién de (M)/(M,)
juega un papel biologico fundamental en el desarrollo, la cicatrizacién de
heridas, la homeostasis tisular e incluso la progresion del cancer generan
una necesidad por comprender los mecanismos moleculares que determi-
nan su duracién de vida y el destino celular. El exceso en la produccion de
(M) se llama: Monocitosis. Es un indicador de enfermedades como enfer-
medad inflamatoria croénica, infeccion parasitaria, tuberculosis, infeccion

viral, puede ver en [113]. La baja produccion de (M) se llama Monocitope-
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nia. Un recuento bajo de células sanguineas (M) aumenta la susceptibilidad
a las infecciones. El grado de aumento del riesgo depende de la gravedad y
la causa de la monocitopenia, asi como de la condiciéon médica general del
paciente. El sistema de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de
dos dimensiones que describe la dindmica poblacional de (M) y (M,) en

el tiempo [117], [118] estd dado por:

W () - o 0) (75)
d“”;t(t) — an(t) — poma(t).

donde x1(t), z2(t) representan la poblacion ( M ) y ( M, ) respectivamente
en el momento ¢ . El pardmetro A es el indice de produccién de ( M ), aprox-
imadamente 11,000celdas/seg ; ver [119]. Las celdas ( M ) permanecen en
la médula 6sea menos de 24 h, luego pasa al torrente sanguineo y se dis-
tribuyen por todo el cuerpo. En un adulto sano normal, la vida media
de ( M ), denotada por 1/u1, esta entre 8 y 72 horas, ver [119]; [120]. Los
macréfagos tienen una vida media denotado por 1/us de 3 a 6 semanas, ver
[120] y se reemplazan en un indice del 1 por ciento para cada dia. Cuando
( M ) sale de los capilares sanguineos y estédn ubicados en los tejidos, son
transformados en ( My). El paso de indice de ( M ) a ( M, ) se denota

por 1/¢ suele ser de 8 a 12 horas, consulte [120]. Las condiciones iniciales
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Figura 7.1: Dynamical of the population of monocytes and macrophages.

son z1(0) = o1, x2(0) = mg2 . La figura 7.1 ilustra el mecanismo de difer-
enciaciéon de monocitos a macrofagos. En este modelo, se consideré que los
macrofagos se derivan inicamente de monocitos.

La solucién de (7.8) estd dada por [92]:

A
Timaxr = 10 +¢ (79)
T (i + )z
(7.10)

Estas son las soluciones del estado de equilibrio libre de infeccién. Ademés

de la representaciéon matricial a partir de (7.8)
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¢ — 42

Los valores propios de A, obtenidos como las raices del polinomio det[A—
Al = 0 son dados por Ay = —pug, Ay = —p1 — ¢, esto indica que el estado
de equilibrio libre de infeccién es localmente asintoticamente estable. Dado
que las condiciones iniciales del estado son grandes (x10'), es dificil de
apreciar a simple vista, si los valores asintéticos se alcanzaron en el grafico.
Como solucién a este problema, la transformacién del registro (logaritmica
en base transformaciéon 10) se aplicé a la trama de los estados (z1(t)),
control (u(t)), Criterio, (J) y errores. El comportamiento de los estados en
condiciones normales, sin perturbaciones y libres de infeccién, se pueden
ver en Figura 7.2. Las condiciones iniciales para el estado (ver [118]) son:
71(0) = 0,1584x 10%, 25(0) = 0,16528 x 101°; Log(z1(0)) = (0,1584x 10'%) =
8,199, Log(z2(0) = Log(0,16528 x 10'Y) = 9,21822030417. Los valores de
los pardmetros (j1, j19, ¢) en (7.8) son fijos y se toman de la Tabla 7.2 .
Sustituyendo los valores de los pardametros A = 39600000, 111 = 0,025, o =
0,00194996, ¢ = 0,10 en (7.9) , los valores de la asintotas para el estado
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son dadas por Xinee = 316800000; X9y = 16246487107,42, aplicando
el logaritmo e transformacion, log(Xime:) = 8,5091, log(Xomaer) = 10,21.
Como puede ver en Fig. 7.2 | la poblacién de ( M) es mayor la poblacién de
( M) porque el tiempo de vida es diferente, como se puede ver en la Table
7.2 . Estos valores asintoticos de( M) y (My) (el estado) se consideran

normales en un adulto sano (libre de infeccion).

7.2.3. Aplicacién

AW (%)
a

Sumando la entrada de control u(t), el término de difusién asum-
iendo las condiciones para su existencia [109], y el enfoque RS, el sistema

dindmico (7.8) toma la forma:

S CAN I I B et T A (7.11)
(1) 0 ¢ — 2 w(t)

1o P AW (#)

0 1 272\ awa(t)
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g 1 og(x1)
10 H Log(x2)

Figura 7.2: Gréfica del estado de Monocitos x;(t) y Macréfagos xo(t) con condiciones

iniciales xg1, g2 en estado normal

Cuadro 7.1: Valores de los parametros en el modelo.

Parametro Descripcion Valor Referencias
A Indice de
prod de (M), z(t) 396 x 10°cell/h [119]
1/ Tiempo promedio
de vida de
(M), z1(t) 8-72h [119]
[120]
1/¢ Tiempo de paso
(M), z1(t) para Mep,zs(t). 8-12h [121]
1/ o Tiempo promedio
de vida
de 29, M 336-71080h [120]
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Aplicando el control 6ptimo RS a las ecuaciones del sistema de seguimien-
to para el problema de seguimiento (4.8), (4.9) al sistema nolineal(7.11) las

siguientes ecuaciones son obtenidas:

— ] — 0 10
A — p1— @ B-

¢ — [ 01

Las ecuaciones de control estan dadas por:

uilt) = —3Pu(ler(t) — Aa] + Po)lea(t) — Anll, (712

us(t) = —%[Pm(t)[xl(t) — Agt] + Paa(t)[z2(t) — Aso]].

donde los componentes de la matriz simétrica P(t) son la solucién de:

Pi(t) = —5lPh(0)+ Ph(n)] - %{Pﬁ(t) P20+ 20 + &) Pr()(7.13)

=20 P (t) — 2qu1(t),
Pio(t) = paPria(t) + Pia(t)(p1 + @) + Pao(t) + PriPor(t) + Pro(t) Pao(t) —

%[Pll(t)Pm(t) + Pra(t) P (t)],
P(t) = P3(t) + PA(t) — 2 Pan(t) — %@21@) T B2(1)] — 2amalt).

Las condiciones iniciales para Py;(t) son: Pp;(0) = 2, Pp(0) = —1, Py (0) =
2. Donde la matriz P(ty) es definida positiva. El sistema de ecuaciones
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(7.11), (7.12), (7.13) son simulados en Scilab para unos valores multi-
plicando la tasa de produccién de (M), estos son (M), los cuales estdn
considerando que producen un estado no saludable en el ser humano:
1,0A, 1,2, A, 0,81, 0,5\ y algunos valores del pardmetro € que aumentan
o disminuyen la intensidad del ruido en el proceso. La simulacién se ini-

cié con respecto al tiempo final T' = 720h = 30dias, segun [122].

Cuadro 7.2: Valores de los errores erry, erry %, errs, erry % Variables de estado, J, Jo y

A1 con control RS para 0,5\, para algunos valores del término de difusion e.

€ erry erry % erry erra % J Jo A
0,01 23983474 75705 14362035 0,0884 3,2008 1,289 x 10'? 1151,8241
0,1 23983064 7,5704 14361269 0,0883 3,1973 1,289 x 10 1153,3433

1 23987039 7,5716 14356489 0,0883 3,1969 1,289 x 10  1144,126
10 23987039 7,5716 14356489 0,0883 3,1969 1,289 x 10*° 1156,5089
100 24019198 7,5818 14398146 0,0886 3,196 1,289 x 10'° 1147,3401
1000 23845355 7,526 14140473 0,0870 3,1971 1,289 x 10 1157,118
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Cuadro 7.3: Valores de los errores erry, erry %, erry, erry % Variables de estado, J, Jo y

A1 con control RS para 0,8\, para algunos valores del término de difusion e.

€ erry err1 % erry errs % J Jo A
0,01 9592896,3 3,0280 5744421,3 0,0353 3,0925 1,249 x 10 1135,9779
0,1 9593107,5 3,0281 5744466,4 0,0353 3,0919 1,249 x 10! 1138,6441

1 9591423,8 3,0275 5740704,2 0,035 3,0918 1,249 x 10Y 1129,4185
10 9578004,9 3,0233 57227228 0,0352 3,0918 1,249 x 10*  1133,351
100 9575046,9 3,0224 5778504,8 0,0355 3,091 1,249 x 10 1131,8022
1000 9418037,7 2,9728 5500934,9 0,0338 3,0917 1,249 x 10* 1134,0604

Cuadro 7.4: Valores de los errores erry, erry %, errs, erre % Variables de estado, J, Jo y

A1 con control RS para 1\, para algunos valores del término de difusion e.

€ erry err1 % erry errs % J Jo A\

0,01 56,912317 0,0008 79,883249 0,0000 3,0583 1,235 x 101 1123,1057
0,1 1408,1118 0,0028 1258,143 0,0000 3,0583 1,235 x 10'° 1124,5103
1 6284,9977 0,0098 7656,4408 0,0001 3,0583 1,235 x 10 1120,1942
10 6754,3784 0,0286 14698,479 0,0006 3,0583 1,235 x 10'° 1129,9817
100 1812,1212 0,0804 10254,078 0,0019 3,0582 1,235 x 1019 1129,7785
1000 138513,87 0,2689 115382,17 0,0057 3,0583 1,235 x 1019 1122,6477
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Cuadro 7.5: Valores de los errores erry, erry %, erry, erry % Variables de estado, J, Jo v

A1 con control RS para 1,2\, para algunos valores del término de difusion e.

€ erry err1 % erry errs % J Jo A
0,01 9593652,2 3,0282 5744322,9 0,0353 3,0546 1,234 x 10 1121,9892
0,1 95943359 3,0285 57470452 0,0353 3,0540 1,234 x 10* 1123,6515

1 9599061,3 3,0300 5750299,7 0,0353 3,0540 1,234 x 10* 1132,4374
10 9575816  3,0226 5725556,6 0,0352 3,0539 1,234 x 10Y 1127,2845
100 9509840,9 3,0018 5702373,7 0,0350 3,0541 1,234 x 10 1126,8219
1000 9663936  3,0504 5900649,2 0,0363 3,0548 1,234 x 10*? 1128,9486

Cuadro 7.6: Valores de los errores erry, erry %, errs, erre % Variables de estado, J, Jo y

A1 con control RS para 1,5\, para algunos valores del término de difusion e.

€ erry erry % erry erra % J Jo A
0,01 23983157 17,5704 14361841 0,0883 3,1061 1,252 x 10'® 1146,4183
0,1 23982178 7,5701 14360000 0,0883 3,1026 1,252 x 10 1127,6445

1 23975897 7,5681 14358752 10,0883 3,1023 1,252 x 10' 1134,5117
10 23972085 7,5669 14331596 0,0882 3,1021 1,252 x 10*° 1131,2256
100 23966102 7,5650 14331596 0,0882 3,1021 1,252 x 10* 1131,2256
1000 23932333 7,5543 14435810 0,088 3,102 1,252 x 10 1136,727

En las tablas siguientes, puede ver los valores de los errores e1, e; %,
es, €9 %, y la funcién de criterio de costo exponencial cuadratico J, y Jo

para ser minimizado. Ademas, los valores del nivel de atenuacién A\; al-
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canzar el signo de igualdad en la restriccion para el problema de control
sub 6ptimo hibrido Hy/H,. Donde e; = |Ag — x1(T')|; en la misma forma
para es; la transformacién del logaritmo se aplica para tener la mejor apre-
ciaciéon en los graficos, haciendo una pequena escala. Columnas de error
porcentual e; %, es % se calculan como el cociente de los valores de error y
los valores asintéticos (Ay).

De acuerdo a las ecuaciones (7.2), (7.3) y (7.4),]as matrices h,hoo ¥

00 1 0
By, By, toman la forma: h = , B1 = , hoo = By =
00 0 —1
10
01

Los valores de A\ en las Tablas 3-7 hacen que alcancen la igualdad en
Joo(u, A1) en (7.6). Si Ay < Ay, entonces u = u(z(t)) es la solucion del
problema RS no restringido Jo(u, A1) > 0 . Si A3 > A;, entonces u =
u(z(t)) es la solucion del problema RS restringido Jo(u, A1) < 0. Se han
obtenido niveles de atenuacion para cada valor del coeficiente de difusion e
y variaciones en A, la gama de produccion de (M). El efecto de la entrada
de control 6ptimo RS con seguimiento esta en ventaja porque cuando se
aplica la entrada de control, el estado alcanza los valores asintéticos (estado
correcto) para todos los valores de la tasa de produccién. Los valores del

costo cuadratico exponencial J (control éptimo RS) para diferentes valores
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de € y coeficientes de A tienen pequenos cambios, en el rango de milésimas.
Mientras que los valores del criterio Jo correspondientes al enfoque del
control 6ptimo RS Hy son grandes. Lo anterior es comprensible porque .Jy
contiene la energia gastada por el control RS para mantener los valores
o6ptimos de los estados y como los valores de los estados estdan en orden
de miles de millones, la energia de control tiene esta escala. Por otro lado,
los valores del criterio de costo RS .J se mantienen pequenos, con pocas
variaciones.

Se ilustra el rendimiento del control éptimo RS H., el nivel de aten-
uacion Ay ( La restriccién H,, se mantiene con el signo de igualdad para
cada valor del parametro del término de difusion € y la tasa de produccién
de monocitos, A. El rendimiento del control sub éptimo RS hibrido Hs/Ho,
con el nivel de atenuacién A\; ha demostrado ser eficaz para todos los val-
ores del parametro de difusion € y la tasa de produccion de Monocitos,
A

El problema de optimizacién restringido se satisface para los valores
Ao, con Ay > Ap en (7.7) y el problema de optimizacién sin restricciones
esta satisfecho para Az, con A3 < 1.

La Fig. 7.3 ilustra el comportamiento del estado (log(M)),log(My))
cuando € = 10, 1,2)\.
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Figura 7.3: Graphic of states log(M) and log(M,) with epsilon = 10, and 1,2\.

El efecto de la entrada de control 6ptimo RS con seguimiento es la
ventaja porque cuando se aplica la entrada de control, el estado alcanza
los valores asintéticos (estado correcto) para todos los valores de la tasa de
produccion.

Conclusiones: Los resultados obtenidos de los experimentos han de-
mostrado que la entrada de control RS normaliza el nivel de monocitos
y macrofagos, alcanzando valores asintéticos en poco tiempo (menos de
24 h) utilizando un criterio exponencial cuadratico J. Segun los resulta-

dos del problema de control ptimo RS Hj, los valores de los criterios .Jy
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y J han demostrado que la energia gastada por el control RS es grande,
de acuerdo con las dimensiones del proceso simulado, lo que significa que
el rendimiento requerido se ha logrado en esta propuesta. Los resultados
obtenidos de la simulacién del problema de control RS H, con el nivel de
atenuacién Aj, han demostrado que el valor A\; para la restriccion Ho/ Hse
mantiene con el signo de igualdad para todos los valores de los parametros
de difusién € y los cambios en el rango de produccién de monocitos . El
problema de optimizacion restringido y sin restricciones propuesto se ha
satisfecho por los valores Ao, con Ay > Al y A3, con A\3 < Aq. El problema de
control sub 6ptimo RS hibrido Hs/H,, presenta un mejor rendimiento al
encontrar los valores de A1 que corresponden a la formulacién del problema

de optimizacion Hs sujeto a la restriccion J.
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Capitulo 8

Conclusiones

Se han obtenido matematicamente las ecuaciones del filtrado sub-6ptimo
RS para sistemas polinomiales de tercer grado con ruidos blancos Gaus-
sianos. Un criterio exponencial cuadratico fue minimizado, usando una fun-
cion valor cuadratica como solucién para las correspondientes ecuaciones
Hamilton-Jacobi-Bellman, y usando series de Taylor para linealizar la for-
ma polinomial de tercer grado de la ecuacién de estado. Las simulaciones
numeéricas son realizadas para comparar la eficacia de los algoritmos del
filtro RS obtenido contra los algoritmos de filtrado de tercer grado y el
filtro de Kalman Bucy extendido, a través de la comparacion de los valores
de la exponencial media-cuadrada. También se obtuvieron las ecuaciones
del controlador 6ptimo RS para sistemas polinomiales lineales en donde en

las ecuaciones de estado y observacion el término de difusiéon estd multi-
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plicandose por un parametro de intensidad.

Se presenta la solucién del problema del controlador 6ptimo RS para
sistemas estocasticos polinomiales de primer grado en presencia del ruido
blanco Gaussiano en las ecuaciones del estado y observaciones, la funcion
de costo exponencial-cuadratico fué minimizado escalando el paametro de
intensidad ¢ multiplicando al término de difusion. El principio de sepa-
racion y las soluciones a los problemas de control y filtrado éptimos RS
fueron utilizados para obtener las ecuaciones del controlador éptimo RS.
Simulaciones numéricas son conducidas haciendo una comparacién entre
el controlador 6ptimo RS y el controlador convencional L() para sistemas
lineales, calculando los valores del criterio de costo exponencial-cuadratico
para diferentes valores de la escala del parametro de intensidad €. Los re-
sultados de la simulaciéon muestran significantes ventajas a favor del diseno
del controlador RS, en particular, para valores grandes del parametro e.

También se presentan las soluciones 6ptimas de los problemas de control
6ptimo estocastico para sistemas polinomiales de segundo y tercer grado
con presencia del ruido blanco Gaussiano en las ecuaciones de estado y
observaciones, la funcién de criterio exponencial cuadratico fué minimiza-
da y el parametro de intensidad e multiplica al ruido blanco, usando las

funciones valor cuadraticas como soluciones de las correspondientes ecua-
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ciones de Hamilton-Jacobi-Bellman. Simulaciones numéricas fueron hechas
haciendo una comparacion entre el regulador RS y el regulador 6ptimo
polinomial, comparando el criterio exponencial cuadratico minimizado en
ambos métodos. Los resultados de la simulaciéon muestran ventaja en favor
de las ecuaciones del control RS para sistemas de segundo y tercer grado
para grandes valores de parametro € dependiendo de los valores del criterio

en el tiempo final con respecto al control éptimo polinomial.
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Capitulo 9

Trabajo futuro

Se trabajara con el problema control estocastico sub 6ptimo RS hibrido

H,/H., para sistemas polinomiales de segundo grado.
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