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Resumen

Actualmente, el término caos se refiere a un fenémeno de sistemas deterministicos, cuya ca-
racteristica es que la evolucion de un sistema tiene una sensible dependencia a las condiciones
iniciales. Esto causa impredictibilidad, tal como en modelos climaticos, por ello es deseable
eliminar las dinamicas cadticas, con la finalidad de trabajar con sistemas que presenten evolu-
cion regular, y por lo tanto, predecible.

Por otra parte, en trabajos publicados acerca del control de caos, se considera que se dispone
de la informacién de todos los estados, para aplicar alguna estrategia de control, lo cual no
siempre es el caso. En muchas situaciones practicas, solo se dispone de informacién parcial de
los estados. El problema se agudiza cuando se desconoce el valor de parametros del sistema.

El objetivo en este estudio consiste en la supresion de dindmicas caodticas, considerando
que no se encuentra disponible la medicién de todos los estados y que algunos parametros son
desconocidos. La metodologia propuesta para abordar este problema consiste, primeramente,
en analizar las caracteristicas dinamicas del sistema cadtico que se desea controlar. Particular-
mente se estudia sistemas dinamicos cadticos conocidos como clase P, cuya estructura algebraica
es la mas simple para la cual se presenta caos.

Luego, se estudia el problema de diseno de un observador adaptable, considerando que no se
dispone de todos los estados y parametros, con el fin de estimarlos. Se plantea una estrategia

de control linealizante mediante retroalimentaciéon de estados, considerando objetivos como



vi

estabilizacion en el origen y seguimiento a una senal de referencia. Entonces, se propone un
esquema completo de control basado en el observador, para supresion de caos en los sistemas
caodticos clase P.

Se presentan resultados obtenidos al implementar este esquema mediante simulaciones y
experimentalmente, mostrando su desempeno. Finalmente, se exponen conclusiones obtenidas

de este estudio.
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Capitulo 1

Introduccion

Debido a que en este trabajo se estudiara el problema de control para una clase de sistemas

caodticos, es necesario introducir el significado de algunos conceptos, como el de la palabra Caos.

El uso coloquial de la palabra caos es sinéonimo de desorden en frases tales como, "tu
cuarto es un caos", "mi vida es un caos", "el trafico es un caos", o "la situacién politica es
caotica", debido a la mezcla desordenada de todos sus elementos, asociando la palabra caos
con comportamientos muy complicados e impredecibles que son resultado de interacciones muy
complejas. De esta manera, el término caos es muy asociado, al desorden y confusion, con
carencia de leyes y principios, y por ende la suposicién de que es absurdo estudiarlo e imposible
entenderlo. Sin embargo, los mateméticos y fisicos le han dado un significado a la palabra caos

desde otra perspectiva.

1.1 Caos Deterministico

En la ciencia actual, se emplea el término CAOS para referirse a un fenémeno que tiene lugar

en sistemas no lineales, y es estudiado mediante la teoria de sistemas dinamicos deterministicos.

El Determinismo es la corriente ideologica que dice que cada acciéon es el resultado de



acciones precedentes. A Isaac Newton se le atribuye el establecimiento del determinismo en
la ciencia moderna, puesto que, las Leyes de Newton expresan que todos los eventos en cierto
instante de tiempo estdn basados completamente en los eventos ocurridos anteriormente. En
este modelo Newtoniano, la evolucién del universo puede predecirse mateméticamente a partir
de las condiciones iniciales en un momento determinado, como una pelicula que puede avanzar
o retroceder en el tiempo. De tal manera, los fenémenos de la naturaleza que son estudiados
en su evoluciéon temporal pueden ser analizados con las herramientas de la teoria de sistemas

dindmicos deterministicos.

En ese contexto, T. Li y J.A. Yorke fueron aparentemente los primeros autores quienes
introdujeron en 1975 [21] el término caos, o mas precisamente caos deterministico, el cual
es utilizado ampliamente desde entonces en la Teoria de Sistemas Dinédmicos. El caos deter-
ministico comparte con las apreciaciones filosoéficas la idea de comportamiento complicado e
impredecible, pero no como resultado de interacciones muy complicadas o aleatorias. De ahi el
concepto de caos deterministico, es decir, el caos que se presenta atin cuando las reglas que rigen
el comportamiento del sistema estan claramente especificadas y no haya aleatoriedad alguna.
El caos deterministico aparece no solo en sistemas fisicos, quimicos, o biologicos, sino también
en muchos otros campos, por ejemplo, la economia, la fisiologia, la psiquiatria y en fenémenos
como los movimientos de los planetas, los latidos del corazon, el desplazamiento de las ondas
de radio, la ascension del aire (y sus nubes) por conveccion, el crecimiento de una poblacion de
conejos, el movimiento de las moléculas de gases y de la bola en un billar, las variaciones de

precios en la Bolsa, unas bacterias o virus que se propagan en una poblaciéon humana.

Para analizar este tipo de sistemas se ha desarrollado la teoria del caos, la cual es considerada
una de las tres revoluciones cientificas del siglo XX. La primera y la segunda respectivamente,

son la teoria cuéntica y la teoria de la relatividad; la tercera, la teoria del caos [14]. Sin la



Teoria del caos, el status quo suponia que el comportamiento complejo tenia su origen necesa-
riamente en interacciones complicadas y/o de muchos cuerpos y, ademas, que sistemas sencillos
producirian comportamiento simple y predecible. La lecciéon principal de la teoria del caos,
desarrollada fuertemente durante los tltimos 30 anos, es que bajo ciertas condiciones, sistemas
simples también pueden producir dindmica con comportamiento cadtico. Se ha demostrado
[44] que la causa del comportamiento cadtico en sistemas dinamicos deterministicos es la gran

sensibilidad a la condiciones iniciales.

Precisamente esta sensibilidad respecto de las condiciones iniciales es la caracteristica mas
importante y definitoria de los fenémenos cadticos. La sensibilidad respecto de las condiciones
iniciales habia sido percibida, ya desde el siglo XIX, como causante del azar en ciertos feno-
menos fisicos. Pero en aquel entonces los estudios de dinamica estaban mas orientados hacia
los sistemas estables, esto es, los sistemas en que pequenas modificaciones en las condiciones
iniciales no producen mas que pequenas modificaciones en la evolucion futura. Esta propiedad
es particularmente importante dado que siempre se producen pequenos errores en las medi-
ciones, y la ubicacion inicial nunca se conoce con precision absoluta. Por tanto, la trayectoria
descrita no es nunca la exactamente calculada o deseada. Esto no es un problema mayor si en
la zona en que se trabaja el sistema es estable, en tal caso, la evolucion real va a ser cercana a

la prevista.

Ahora bien, sistemas tan comunes como los de fluidos turbulentos (que incluyen la dindmica
atmosférica), o el movimiento de las moléculas de un gas, no son estables en este sentido
(ni en otros), por lo tanto, las trayectorias de sus particulas no pueden ser predichas, y por
el contrario, un pequeno cambio en el presente provoca inmensas consecuencias en el futuro.
Edward Lorenz, meteorologo del M.I.T., llamé a esta caracteristica efecto mariposa: "El simple
aletear de una mariposa puede modificar las condiciones del sistema atmosférico y provocar

grandes modificaciones en el clima futuro".

Debemos distinguir entre eventos aleatorios y dinamicas caoticas. El término aleatorio es



reservado para problemas en los cuales no conocemos con certeza las entradas o sélo tenemos
informacion estadistica acerca de los parametros. En cambio, el término cadtico es reser-
vado para aquellos problemas deterministicos, con entradas o parametros no aleatorios, cuya
dindmica es altamente sensible a sus condiciones iniciales. Los sistemas ca6ticos representan
una clase de modelos con indeterminaciéon diferente de los modelos estocésticos. Mientras que
con el conocimiento del estado actual del sistema, un modelo deterministico puede predecir la
trayectoria futura para un periodo arbitrariamente largo, los modelos estocésticos no pueden
hacer un pronoéstico preciso, en general, ni atin para un tiempo arbitrariamente corto. Puesto
que los sistemas cadticos son deterministicos, es posible predecir su trayectoria futura, sin em-
bargo, debido a su sensibilidad a las condiciones iniciales, el error de predicciéon para estos
sistemas crece exponencialmente conforme se aleja el horizonte de predicciéon y, consecuente-
mente, sélo puede realizarse un pronoéstico para un intervalo de tiempo limitado por un error
de prediccion admisible. De esta manera, los sistemas cadticos son practicamente imposibles
de predecir, porque su intervalo temporal de prediccion es de corto plazo. A pesar de que no es
posible predecir los sistemas cadticos a largo plazo, es posible encontrar métodos y estrategias

para controlarlos, y de alguna manera eliminar ese comportamiento caotico [3].

1.2 Control de Caos

La Teoria de Control abarca los distintos marcos tedricos utilizados para el anélisis y diseno
de controladores, donde un controlador es un sistema disenado para interactuar con el sistema
dindmico a controlar, llamado planta, de tal manera, que se logre controlar la planta con carac-
teristicas dinamicas determinadas. Por caracteristicas dindmicas nos referimos a la forma en la
cual evoluciona el estado del sistema en el tiempo. Lo que se busca en el diseno de un sistema de
control es obtener un sistema controlado cuyos estados de equilibrio puedan ser establecidos a
voluntad y /o cuyos estados transitorios evolucionen dentro de ciertas especificaciones en cuanto

a transiciones en los valores de las variables y tiempos en los cuales ello se produce.



De tal modo que el término control de caos se utiliza generalmente para referirse al area de
estudio de los métodos de control de sistemas deterministicos que exhiben un comportamiento
irregular, cadtico. El propio intento de estudiar el caos deterministico parece disparatado: ya
desde los inicios, el ordenamiento del Caos fue "tarea sobrehumana". La combinaciéon "Control

de caos" supone un sentido paradéjico despertando un interés adicional en el topico.

1.3 Antecedentes del Problema de Control de Caos

Los problemas de control de caos se enfocan principalmente en tres clases de objetivos:

Supresion de caos. Eliminar la dindmica cadtica en los sistemas.
Caotizacidon o anticontrol. Inducir a un sistema no cadtico a manifestar dindmicas cadticas

Sincronizacioén. Inducir a las dindmicas de dos sistemas cadticos (un maestro y un esclavo)

para que coincidan en el tiempo.

Estos objetivos de control han sido abordados mediante diferentes técnicas y métodos, entre

los cuales se encuentran los siguientes [3]:

1.3.1 Control en lazo abierto

El principio de control por perturbacion se basa en el comportamiento variante de los sistemas
no lineales bajo la accion de entradas de control en funcién del tiempo, independientes a las
variables del proceso controlado. Estas entradas de control pueden realizar cierta acciéon sobre
las variables del sistema o sobre algiin parametro del sistema controlado. Esta estrategia es
atractiva debido a su simplicidad, ya que no requiere mediciones o sensores, es importante
donde los estados del sistema no pueden ser medidos. Algunos de los trabajos en este sentido

atacan los problemas de supresion de caos y la caotizacion de sistemas [33, 1, 22].



1.3.2 Control lineal y no lineal

Es posible utilizar estrategias tradicionales y métodos de control automatico en los problemas
de control de caos. El objetivo deseado puede alcanzarse algunas veces mediante simples leyes
de control proporcionales y de retroalimentacién. La teoria de control no lineal desarrolla una
diversidad de métodos para resolver problemas de control con mediciéon parcial de los estados.
Uno de los métodos mas elaborados es la linealizaciéon por retroalimentacion de estados o de
salida, aplicada a los sistemas caoticos en |2, 7, 48|. Una desventaja de esta estrategia consiste en
que, por no tomar en cuenta las dinamicas propias del sistema, en algunas ocasiones, se alcanzan
los objetivos de control a expensas de una senal de control que requiere mucha energia. Las
aplicaciones de retroalimentacion de dinamicas pueden ser mejoradas utilizando observadores,
esta estrategia provee un fundamento sistematico para control de sistemas con variables no
completamente medibles [32, 15, 29]. Ademas de estos métodos se han propuesto otros como
el procedimiento por backstepping [27], métodos de diseno basados en pasividad [12], el disefio
H..-6ptimo [45], los cuales han sido utilizados para resolver problemas de estabilizacion en un

estado dado o superficie objetivo.

1.3.3 Meétodo OGY: Ott-Grebogi-Yorke

En 1990, E. Ott, C. Grebogi, y J.A. Yorke publicaron un método de control de caos [33].
La estrategia OGY consiste en estabilizar el sistema aplicando pequenas perturbaciones en el
parametro que gobierna el caos, para estabilizar la 6rbita en un punto fijo, o en una 6rbita
periddica inestable presente en el atractor cadtico. Primeramente, se discretiza el sistema
mediante una secciéon de Poincaré. Luego, se linealiza el modelo discretizado alrededor de un
punto en la seccién de Poincaré. Entonces se aplica una perturbacion en el pardmetro, tal que,

el sistema linealizado se estabilice en el punto elegido en la seccién de Poincaré.
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Figura 1.1: Seccion de Poincaré para una orbita en el espacio de fase

1.3.4 Método de Pyragas

En 1992, K. Pyragas consider6 el problema de estabilizacion de orbitas T-periddicas inestables
en sistemas caoticos [34]. Propuso una ley de control que consiste basicamente en una retroa-
limentacion proporcional a la diferencia entre el estado actual y el mismo estado retardado en
un tiempo 7, correspondiente al periodo de la 6rbita que se quiere estabilizar. En la literatura
se encuentran reportados algunos trabajos donde se aplica este método para estabilizacion de

los modos coherentes en lasers [23, 30| y sistemas magnetoelasticos [16].

1.3.5 Sistemas discretos

Algunos de los algoritmos en tiempo discreto incluyen métodos basados en el mapa de Poincaré
[33] ¥ métodos de control con retroalimentacion con retardos de tiempo [34]. Estos pueden ser

considerados como variantes de las leyes de control por pulsos.



1.3.6 Control basado en redes neuronales

Como los sistemas cadticos son basicamente no lineales, algunas redes neuronales de aprendizaje
universales para el control de sistemas no lineales han sido sugeridas [18]. Las estructuras
de redes neuronales para control y predicciéon de los procesos en sistemas no lineales puede

encontrarse en [4].

1.3.7 Sistemas difusos

Estrategias mediante los sistemas difusos Takagi-Sugeno han sido propuestos en [46]| para es-
tabilizacion y sincronizaciéon de sistemas cadticos, también han sido utilizadas en problemas de
sincronizacion basada en observadores, y aplicado a los sistemas de transmision de informacion.
Otras estrategias para diseno de modelos difusos de sistemas cadticos se basan en identificacion
de sus pardmetros en combinacioén con los métodos estandares de diseno de sistemas no lineales
[6]. Sin embargo, no se consideran las caracteristicas dindmicas de los sistemas cadticos, y por

ende no se garantiza la efectividad de las leyes de control.

1.4 Objetivo de la Tesis

El problema de supresion de caos representa un tema interesante de estudio puesto que, en
muchos casos, el caos es indeseable debido a la presencia de las oscilaciones irregulares. Al
respecto, existen problemas en los cuales se trabaja actualmente y que muestran la utilizacion
de herramientas del estudio de dinamicas cadticas en las distintas ramas de la vida humana,
como lo son los estudios para entender los desoérdenes en el ritmo cardiaco, desde el punto de
vista mateméatico, donde a la luz de ese conocimiento se pretende construir marcapasos que
detecten las caracteristicas de ese desorden y tomen medidas para controlar el caos, que en este
caso, se ha producido en el corazén. Ademas, hay ejemplos similares en el control de laseres, de

sistemas de comunicaciones, en tecnologias quimicas, y en tratamientos médicos de epilepsia.



Como ya se ha mencionado, se han realizado trabajos con el fin de resolver problemas
para suprimir los efectos debidos a sistemas caéticos. Sin embargo, en muchos de los trabajos
publicados en la literatura al respecto, se considera que se dispone de toda la informaciéon de
los estados para aplicar alguna estrategia de control, lo cual no es siempre el caso. En muchos
sistemas fisicos, quimicos, biologicos, y demés, solo se dispone de informaciéon parcial del estado
del sistema. Ademas, si bien las ecuaciones de los modelos se pueden obtener con una razonable
exactitud, ellas van sufriendo pequenas modificaciones a lo largo del tiempo, en ecologia esto es
particularmente claro (variacion de los indices de crecimiento, de disponibilidad de alimentos).
Esto hace que el sistema no sea "un sistema", sino muchos, debido a la presencia continua de

perturbaciones y/o incertidumbres en sus parametros.

Para evitar estas limitaciones, en este estudio se analiza la posibilidad de utilizar una es-
trategia de control para atacar el problema de supresion de caos en una clase de sistemas
cadticos de dimension finita, en el cual se propone un esquema de control basado en obser-
vadores adaptables para considerar las incertidumbres y/o variaciones paramétricas, es decir,
se estudia el problema de control de una clase sistemas cadticos de dimension finita, donde

parte de la informacion de los estados y parametros del sistema no estan disponibles.

1.5 Estructura de la Tesis

En el capitulo 2 se introduce brevemente la Teoria de Caos. Partiendo de conceptos y defini-
ciones de Teoria de Sistemas Dindmicos, se abordan conceptos y resultados acerca del Caos
Deterministico, cuya comprension es importante para poder realizar un estudio de los sistemas

que presentan dindmicas conocidas como cadticas.

En el capitulo 3 se hace referencia a la clase de sistemas a estudiar, es decir, se presenta a
los sistemas caodticos de dimension finita de clase P. Se realiza una breve recopilacion acerca de

investigaciones recientes para encontrar los sistemas cadticos de mayor simplicidad algebraica,
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a partir de estas investigaciones surge la clase de sistemas P, la cual es reportada actualmente
en la literatura como la clase de sistemas mas simple, en términos algebraicos, que presenta

dinamicas cadticas. En este capitulo, se analizan las caracteristicas dinamicas de estos sistemas.

En el capitulo 4 se discute acerca de observadores adaptables. Se presenta la condicion
de observabilidad para sistemas no lineales, y los resultados previos para llegar al diseno de
un observador adaptable, el cual estima los estados y parametros desconocidos de un sistema
no lineal afin en el estado, para resolver el problema de informacién incompleta del vector de
estado y pardmetros. También se repasan conceptos sobre el control de sistemas no lineales,
tales como grado relativo, sistema inverso, dinamica cero, sistema de fase minima, y demas
conceptos que sirven de base para consideran posteriormente algunas estrategias de control no
lineal mediante retroalimentacion de estados para cierta clase de sistemas con los objetivos de

estabilizacion y seguimiento.

En el capitulo 5 se presentan los resultados necesarios para el disenio de un observador
adaptable y para el diseno de leyes de control para los sistemas cadticos clase P, con el fin
de obtener un esquema controlador-observador adaptable, bajo el cual se pretende controlar
esta clase de sistemas basados en la estimacion de los estados y parametros mediante dicho
observador. El objetivo de control principal es la supresion de caos en los sistemas cadticos
clase P, ademas, otros objetivos de control son la estabilizacion en un punto y seguimiento a

una senal de referencia.

En el capitulo 6 se presenta la construcciéon fisica de uno de los sistemas cadticos clase
P mediante circuitos electronicos con Amplificadores Operacionales. Ademas, se exponen los
resultados experimentales obtenidos de la implementacion del esquema controlador-observador

adaptable a este circuito caotico.

Por tltimo, se discuten las conclusiones generales de este estudio, asi como también los

trabajos futuros.



Capitulo 2

Teoria del Caos

2.1 Introduccion

La teoria de sistemas dinamicos deterministicos es una rama de las matematicas que pretende
entender y predecir los procesos en movimiento. El estudio de la dindamica comienza con
las Leyes de Newton, mediante las cuales, si las fuerzas entre particulas y sus posiciones y
velocidades iniciales fueran dadas, uno podria predecir la trayectoria o historial de un sistema
perpetuamente en el futuro. Ademaés, se suponia que el comportamiento complejo tenia su
origen necesariamente en interacciones complicadas y/o de muchos cuerpos y, ademas, que
sistemas sencillos producirian comportamiento simple y predecible. Sin embargo, bajo ciertas
condiciones, existen sistemas simples que también producen dinamica de comportamiento muy
complejo, erratico, y sobre todo, impredecible para un futuro lejano, estas dinamicas han sido

llamadas cadticas.

Varias definiciones matemaéticas de caos deterministico (o simplemente caos) son conocidas,
pero todas ellas expresan caracteristicas muy similares de los sistemas dindmicos concernientes
con la "supersensibilidad" a las condiciones iniciales, es decir, trayectorias arbitrariamente
cercanas divergen en un intervalo finito de tiempo, esto implica que predicciones a largo plazo

de las trayectorias son imposibles. Sin embargo, cada trayectoria permanece acotada, a lo cual

11
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se le conoce como inestabilidad local.

En este capitulo se presenta una serie de conceptos y definiciones sobre Sistemas Dindmicos

y Teoria de Caos, los cuales seran utilizados a lo largo del desarrollo de la tesis.

2.2 Sistemas dinamicos

El concepto de sistema dinamico, representado por un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias, ha sido utilizado para describir una gran variedad de fenémenos o procesos en
funcion del tiempo. La caracteristica de un sistema dindmico es que el estado del sistema esta
cambiando o moviéndose con respecto al tiempo, y lo que se pretende es predecir o conocer su

comportamiento futuro.

En general, un sistema dinamico no lineal puede representarse por un conjunto de n ecua-
ciones diferenciales de primer orden

&= f(t,z,u) (2.2.1)

donde = denota la derivada de x con respecto a la variable de tiempo ¢, x es un vector cuyas
n componentes son las variables de estado, y u es un vector de entrada m-dimensional. Al

sistema descrito por (2.2.1) se le asocia algunas veces la ecuacion
y = h(t,z,u) (2.2.2)

la cual define un vector de salida ¢-dimensional que comprende variables de interés particular
en el analisis del sistema dindmico. A la ecuacion (2.2.2) se le llamara ecuacion de salida, y a

las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) conjuntamente modelo en espacio de estados.

Cuando no aparece explicitamente una entrada v en el modelo en espacio de estado, se le
llama ecuaciéon de estado no forzada

i = f(t,) (2.2.3)
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Un caso especial de (2.2.3) surge cuando la funcién f no depende explicitamente del tiempo

t, esto es,
T = f(x) (2.2.4)
en tal caso se dice que el sistema es autonomo o invariante en el tiempo. Si el sistema no es

autéonomo, entonces es llamado no auténomo o variante en el tiempo.

2.2.1 Puntos de equilibrio

Un concepto importante relacionado con la ecuacion de estado (2.2.4) es el de puntos de equi-

librio.

Punto de equilibrio. Un punto x = x. en el espacio de estado es un punto de equilibrio de
(2.2.4) si tiene la propiedad de que cuando el estado inicial del sistema es x., permanece en x,

en todo tiempo futuro. Los puntos de equilibrio de (2.2.4) son las raices reales de la ecuacion

flx) =0

Puesto que las técnicas de andlisis y control lineales son bien conocidas, es conveniente, al
analizar un sistema no lineal, comenzar linealizando el sistema alrededor de algiin punto de
equilibrio y estudiar el sistema lineal resultante [20]. El sistema linealizado estd dado por
& = Ax, donde la matriz

of

A= T=x
ox ¢

es la matriz jacobiana de f(z) evaluada en el punto de equilibrio x.. Analizando los valores
propios de la matriz jacobiana se puede determinar las propiedades del punto de equilibrio en

el origen del sistema linealizado.

Si la matriz jacobiana tiene solamente valores propios reales negativos, entonces el punto de
equilibrio es un nodo estable. Si los valores propios son todos positivos, entonces el punto de
equilibrio es un nodo inestable. En el caso en que los valores propios tienen signos opuestos,

los valores propios negativos son llamados los valores propios estables, y los valores propios
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positivos, son los valores propios inestables. En este caso, el punto de equilibrio es llamado

punto silla.

Si la matriz jacobiana tiene valores propios complejos con parte real negativa solamente,
entonces el punto de equilibrio se llama foco estable. Si los valores propios tienen todos parte
real positiva, entonces el punto de equilibrio es un foco inestable. En el caso que la parte
real es cero para todos los valores propios, el punto de equilibrio es llamado un centro. Si
se presentan valores propios, entre ellos valores complejos, donde la parte real de algunos es
negativa y la parte real de los demés es positiva, entonces el punto de equilibrio se denomina

punto silla-foco.

Cabe mencionar que un sistema no lineal tiene multiples puntos de equilibrio, por lo tanto,
su comportamiento cualitativo global es determinado por todos sus puntos de equilibrio. Por
esta razon, la dinamica de un sistema no lineal es mucho mas rica que la de un sistema lineal,
asi, los sistemas no lineales descritos por (2.2.4) presentan ciertos estados de equilibrio, también

llamados atractores de un sistema.

2.2.2 Atractor

Considérese la siguiente definiciéon de atractor.

Definiciéon 2.2.1. El conjunto cerrado 2 C R™ es llamado el atractor del sistema (2.2.4) si
(a) existe un conjunto abierto €y D Q tal que todas las trayectorias x(t) del sistema (2.2.4)
originadas en )y estan definidas para todo t > 0 y tienden a €2 cuando t — o0, esto es,
dist(xz(t),2) — 0 cuando ¢t — oo, si z(0) € €, donde dist(z,) = inf,cq ||z — y|| es la
distancia® del punto z al conjunto €2, y (b) subconjuntos de  no tienen esta propiedad.

En otras palabras, se llama atractor porque si esta presente alguna forma de amortiguamiento
en el sistema no lineal, conforme el estado transitorio decae, el sistema es "atraido" al conjunto

Q). Los atractores en los sistemas no lineales, ademés de los puntos de equilibrio estables, son

Y+ || indica la norma Euclideana, y || - ||, la norma infinita en los espacios de vectores y funciones. El
espacio Euclideano de los vectores n-dimensionales se denota por R™.
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los siguientes:

1. Orbita periodica o ciclo limite.
2. Orbita cuasiperiodica.

3. Atractor caodtico.

Ciclos limite. El sistema (2.2.4) tiene un ciclo limite cuando tiene una solucién periddica
no trivial

x(t+T)=uz(t),Vt>0

para algtn periodo de tiempo 7" > 0. La palabra "no trivial" es utilizada para excluir soluciones
constantes correspondientes a puntos de equilibrio. Una solucién peridédica en el plano de fase
es una trayectoria cerrada, usualmente llamada 6rbita periddica u érbita cerrada. Cabe men-
cionar que un sistema oscilador no lineal es estructuralmente estable, es decir, sus propiedades
dinamicas cualitativas persisten bajo pequenas perturbaciones, y por lo tanto, puede presen-
tar oscilaciones (en estado estable) con amplitud y frecuencia fijas e independientes de las

condiciones iniciales.

Orbita cuasiperiddica. Un sistema no lineal podria tener méas de una oscilacion simultanea-
mente, cuando las frecuencias de estas oscilaciones son inconmensurables. En este caso, el
movimiento observado no es en si periddico, sino que es llamado cuasiperiddico. El término
inconmensurable se refiere a que la relacion entre las frecuencias es irracional, es decir, si wy
es la frecuencia de una oscilaciéon y wy es la frecuencia de una segunda oscilacion, y la relacion

w1 /ws es irracional, se dice que el sistema tiene una oscilacion cuasiperiodica.

Atractor cadtico. Este tltimo tipo de dinamica es llamada caotica, en el sentido de que no
es predecible cuando existe una pequena incertidumbre en la condicién inicial, y tal estado de

movimiento es llamado un atractor caoético.



16

2.3 Sistemas caodticos

A mediados del siglo XX, se crefa que los modelos de oscilacion lineal y los modelos no linea-
les con ciclos limite describian todos los posibles tipos de oscilaciones de los sistemas deter-
ministicos. Sin embargo, los matematicos M. Cartwright y J. Littlewood [5], y S. Smale [39]
demostraron que eso no es cierto para los sistemas de tercer orden: dindmicas muy complejas
tales como oscilaciones no periédicas acotadas eran posibles en los sistemas no lineales. En
1963, E. Lorenz revolucioné la mentalidad por su trabajo [24], demostrando que la naturaleza
cualitativa de la turbulencia atmosférica, la cual cumple las ecuaciones diferenciales parciales
complejas de Navier-Stokes, puede ser representada por un modelo no lineal simple de tercer

orden (llamado Sistema de Lorenz), el cual esta representado por

i’l = O'(ZL’Q — .171)
.1"2 = Tx1 — T2 — X113 (231)
Lt’3 = —bl’g + T1Zo.

Sio =10, r =28,y b=38/3, la solucion de (2.3.1) es una trayectoria conocida como atractor
caodtico. Este atractor cadtico se ilustra en la Figura 2.1, para condiciones iniciales arbitraria-
mente cercanas al origen. Al respecto, puede notarse que la trayectoria de estado del sistema
(2.3.1) no es ni un punto de equilibrio, ni un ciclo limite, sino otro tipo de atractor, oscilaciones
no periddicas y acotadas. La atencion de los fisicos y mateméticos, y posteriormente de inge-
nieros, fue atraida a este tipo de modelos mediante el trabajo de D. Ruelle y F. Taken [38],
quienes llamaron a éstos atractores extranos y también por el trabajo de Li y Yorke [21], donde
se introdujo el concepto de caos para designar el fenémeno erratico en los sistemas determinis-
ticos. A partir de entonces, el comportamiento caético fue descubierto en mecénica, sistemas
con laser y radiofisica, quimica, biologia y medicina, circuitos electronicos, y otros [31]. Los
métodos de estudio analitico y numérico de sistemas demostraron que el caos no se debe a un
tipo excepcional de comportamiento de los sistemas no lineales. Hablando a grandes rasgos, las

dindmicas cadticas surgen cada vez que las trayectorias del sistema son globalmente acotadas y
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50

Figura 2.1: Trayectoria en el espacio de estados del sistema (2.3.1), para o = 10, r =28, b = 8/3, y
21(0) = 25(0) = x3(0) = 0.0001.

localmente inestables. En los sistemas ca6ticos, una divergencia inicial arbitrariamente pequena

de las trayectorias no permanece pequena sino que crece exponencialmente.

Por otra parte, en muchos de los casos, en el estudio de sistemas dindmicos no lineales, se
tiene la condicion que garantiza existencia y unicidad de la soluciéon de un sistema & = f(t, x),

la cual se establece a través del Teorema que considera la condicion de Lipschitz [20], esto es:

Teorema 2.3.1. Sea f(t,x) continua por tramos en t y satisface la condicion de Lipschitz

1t 2) = Ft )l < Lz =yl (2.3.2)

Va,ye B, ={z R ||[x—ao| <r}, Vet t1]. Entonces existe algin § > 0 tal que f(t,x),
con x(ty) = xy, tiene una solucion inica en [ty,to + 4.

El estudio de la existencia y unicidad de la soluciéon de la ecuacion diferencial & = f(t, z),

con x(ty) = o, es equivalente a estudiar la existencia y unicidad de la soluciéon de la ecuacion
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integral:
z(t) = xo +/t f(s,x(s))ds (2.3.3)

la cual se puede ver como un mapeo de la funciéon continua z : [ty, ;] — R", denotada por
z(t) = (Pz)(t) (2.3.4)

Una solucion de (2.3.4) es un punto fijo del mapeo z en Pz. La existencia de un punto fijo de

(2.3.4) puede establecerse mediante el Teorema del Mapeo Contractivo [20].

Por otra parte, la solucion de la ecuacion de estado (2.2.3) podria depender continuamente
del instante inicial t,, del estado inicial g, y de la funciéon del lado derecho f(¢,z). La forma
integral (2.3.3) muestra que la dependencia continua del instante inicial es obvia. Por depen-
dencia continua de la condicién inicial entendemos lo siguiente: Sea y(t) la solucion de (2.2.3)
que comienza en y(tg) = yo y esta definida en el intervalo compacto [to, t1]; dado € > 0, existe
d > 0 tal que para todo zj en la bola {x € R"| ||z — yo|| < d}, la ecuacion & = f(t, x) tiene una
solucion tunica z(t) definida en [to, t1], con z(tg) = 2o, y satisface ||z(t) — y(t)|| < € para todo

t € [to, t1].

Para definir dependencia continua de la funcion del lado derecho f, debe precisarse en qué
forma f es perturbada. Considérese que f depende continuamente de un conjunto de parametros
constantes, es decir, f = f(t,z,\), donde A € R?, los pardmetros constantes podrian representar
parametros fisicos del sistema. Sea z(t, A\g) una solucion de & = f(¢,z, A) definida en [ty, 4],
con x(tg, \g) = zo. Se dice que la solucion depende continuamente de A si dado € > 0, existe
d > 0 tal que para todo A en la bola {\ € RP| ||A—Xo|| < d}, la ecuacion & = f(t, x, A) tiene una
solucion unica x(t, A) definida en [ty, ], con z(ty, A) = xo, v satisface ||x(t, \) — z(t, Ao)|| < €

para todo t € [ty,t1]. Esto queda expresado en el siguiente teorema [20]:

Teorema 2.3.2. (Continuidad en condiciones iniciales y parametros). Sea f(t,x,\) continua
en sus argumentos y localmente Lipschitz en x (uniformemente en t y \) en [to,t1] X D X
IN = Xol| < ¢, donde D C R™ es un conjunto abierto y conexo. Sea y(t,No) una solucion de
T = f(t,z, No) con y(to, Ao) = yo € D. Supongamos que y(t,\g) estd definida y permanece en
D para todo t € [to,t1]. Entonces, dado € > 0, existe § > 0 tal que si

lyo — 20l <6 y [[A—= ol <0
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la ecuacion & = f(t,z, \) tiene una solucion unica z(t, \) definida en [ty t1], con z(to, \) = 20,
y satisface
H’Z(t7 )\) - y<t7 )\O)H <€, Vi € [t07tl]

Es decir, si un sistema cumple las condiciones establecidas en los Teoremas (2.3.1) y (2.3.2),
podemos definir un "tubo" U (Figura 2.2) alrededor de la solucion y(t, \g) de la siguiente

manera

U ={(t,z) € [to, 1] x R*[ [l — y(£, o) || < €}

donde, si € es elegida lo suficientemente pequenia para que U € [to,t1] X D, y por continuidad

de f en A, para cada a > 0, existe § > 0 (con 3 < ¢) tal que
|f(t, 2, N) — f(t,x, M) <, Y(t,z) €U, V|A— Xl <p

Tomando a < €y |lyo — 20|| < «, por el teorema de existencia local y unicidad, existe una
solucion tnica z(t, A) en algun intervalo [to, to + A]. La solucién comienza dentro del tubo U y

puede extenderse mientras permanezca dentro del tubo [20].

to t,

Figura 2.2: Un tubo construido alrededor de la solucion y(t, \g).

O dicho de otra forma, si son satisfechas las condiciones de los Teoremas (2.3.1) y (2.3.2), las
soluciones del sistema (2.2.3) que comienzan arbitrariamente cerca una de la otra permaneceran
arbitrariamente "cercanas" para todo el intervalo de tiempo. Pero, ;qué sucede si un sistema
no cumple con las condiciones de existencia y unicidad?, ya no puede garantizarse lo anterior,
entonces, trayectorias arbitrariamente cercanas en un tiempo ¢, podrian alejarse en un intervalo

finito de tiempo.
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A esto se le conoce como inestabilidad local, y es precisamente lo que sucede con las trayec-
torias de los sistemas cadticos, sin embargo estas trayectorias permanecen acotadas en una
region del espacio. Es por eso que se dice que los sistemas cadticos son altamente sensibles a
las condiciones iniciales, porque una pequena variaciéon € en las condiciones iniciales x( provoca
que la trayectoria del sistema z(t), comenzando en x + €, siga una 6rbita muy diferente que la

trayectoria originada en xg en un intervalo de tiempo finito.

Por otra parte, la terminologia en la teoria del caos no esta atn bien establecida, y existen
definiciones diferentes en el campo de los modelos caoticos, de las cuales se presentan algunas

de las mas simples a continuacion.

2.3.1 Atractor cadtico

Considérese la Definicion (2.2.1) de atractor, para definir un atractor cadtico.

Definicion 2.3.1. Un atractor es cadtico si es acotado y cualquier trayectoria originada en él
es una trayectoria inestable en el sentido de Lyapunov [3].

Esto es, las trayectorias en un atractor cadtico se mantienen dentro del atractor, es decir,
son acotadas, sin embargo son inestables localmente, ya que no se quedan en un punto de
equilibrio ni siguen una Orbita periddica ni cuasiperidédica, sino que tienden a separarse unas

de otras, y por lo tanto parecieran "enmaranarse" entre si, como en la Figura 2.1.

2.3.2 Sistema cadtico

Definicion 2.3.2. Un sistema es caotico si al menos tiene un atractor cadtico [3].

La inestabilidad en el sentido de Lyapunov caracteriza la propiedad principal de las oscila-
ciones caoticas llamada la "sensibilidad" a las condiciones iniciales: dos trayectorias cualesquiera
arbitrariamente cercanas necesariamente se alejan una de la otra en una distancia finita. Por
otro lado, se observa que las trayectorias parecen volver a pasar muy cerca de algiin punto, esto

es llamado recurrencia.
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Por otra parte, para cuantificar la inestabilidad de las trayectorias, se utilizan los exponentes

de Lyapunov como una herramienta cuantitativa en el estudio de sistemas cadticos.

Exponentes de Lyapunov

Los modelos caoticos presentan inestabilidad local como caracteristica principal, esto es, dis-
persion de las trayectorias inicialmente cercanas. Al respecto, la rapidez de dispersion esta

dada por los exponentes de Lyapunov.

Los exponentes de Lyapunov son determinados de la siguiente manera. Se considera la
trayectoria de referencia Z(t) dada por el sistema (2.2.4) con la condicion inicial z(0) = o,

para la cual, una ecuacion en variaciones (un sistema linealizado alrededor de Z(t)) est4a dada

por:
iéx = W(t)ox (2.3.5)
dt ™ o
donde 0z =z — Z(t), y W(t) = % es la matriz jacobiana del sistema (2.2.4) calculada a lo

largo de la solucion Z(t). Definiendo la desviacion inicial z = 0x(0), se calcula

_ g Ly 1920
L(xo,z)—tlirggln T

(2.3.6)

La expresion (2.3.6) caracteriza la tasa de crecimiento exponencial de la solucion de (2.3.5)
en la direccion de z, y es llamada exponente de Lyapunov en la direccion de z [8, 28, 31].
Lyapunov demostro, bajo ciertas suposiciones, que el limite en (2.3.6) existe, es finito para
cualquier z € R™, e independiente de la eleccion del punto zq en la trayectoria xz(t). Ademaés,
la cantidad de exponentes diferentes es finita, pueden ser numerados en orden descendente

Ly >Ly>...> L, yexiste una base z; € R, i = 1,2, ..., n, para L(zg, z;) = L;.

El exponente mayor de Lyapunov (L) es el mas importante. Si L; > 0 a lo largo de la
solucién acotada Z(t), la cual es densa en el atractor {2, entonces esta soluciéon es inestable

en el sentido de Lyapunov y el atractor es extrano. Al respecto, L, caracteriza el grado de
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inestabilidad o, dicho de otra forma, el grado de sensibilidad exponencial a la condicién inicial.
Es claro que, el exponente L; = max; Re(\;(A)) para el sistema lineal & = Az, con matriz
constante A y solucion de referencia z(¢) = 0, coincide con el grado usual de inestabilidad del

sistema.

Es posible calcular una aproximacion del exponente mayor de Lyapunov, sin la construccion

de soluciones fundamentales de las ecuaciones en variaciones, mediante la expresion

1 o
1 e Ly Iz =20
€

, (2.3.7)

<~

donde z(t) es la solucion de (2.2.4) con la condicién inicial 2(0), y € = ||z(0) — z(0)]|, tal que ¢

es suficientemente grande, y € > 0 suficientemente pequeno.

Finalmente, también existen definiciones de caos relacionadas con los exponentes de Lya-

punov, puesto que éstos permiten cuantificar el grado de inestabilidad de las trayectorias.

2.3.3 Fendmenos en que se ha observado el caos

Se sabe que las oscilaciones cadticas ocurren cuando existe alguna no linealidad fuerte, ejemplos
de sistemas fisicos conocidos que exhiben oscilaciones caodticas incluyen los siguientes: Reac-
tores quimicos, problemas de flujo inducido o aeoroelésticos, accionadores magnetomecénicos,
oscilaciones tridimensionales de estructuras tales como vigas y laminas, sistemas con friccion
deslizante, sistemas rotacionales o giroscopicos, sistemas actusticos no lineales, circuitos forzados
con diodos o transistores, circuitos forzados armoénicamente con elementos de inductancia o ca-
pacitancia no lineales, dispositivos de control por retroalimentacion, laseres y sistemas 6pticos

no lineales, retroalimentacion de video.

Estos son s6lo unos pocos de los muchos fenémenos en los que el caos ha sido observado. Pero
las caracteristicas principales que se han descubierto en el fenémeno caético son invariablemente:
la sensibilidad a cambios en las condiciones iniciales; dispersion del espectro de la transformada

de Fourier, atin cuando el movimiento sea generado por una frecuencia tinica, es decir, el espectro
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de frecuencia de la trayectoria cadtica es continuo; propiedades fractales de movimiento en el
espacio de fases denota un atractor extrano; e incremento en la complejidad de movimientos

regulares al variar algiin parametro.

2.4 Conclusiones de Capitulo

En este capitulo se han presentado algunos conceptos y resultados utilizados en el estudio
de dinamicas caoticas, a partir de los conceptos generales de la teoria de sistemas dinamicos
deterministicos, donde el analisis de la dindmica se origina del hecho que si la posicion del vector
de estado en un tiempo inicial es conocida, y todas las entradas de control son conocidas en un
intervalo de tiempo, uno podria predecir la trayectoria o historial del sistema perpetuamente en
el futuro. Sin embargo, en los sistemas caoticos se pierde esta caracteristica de predictibilidad
ya que este tipo de sistemas tienen una extrema sensibilidad a las condiciones iniciales, es decir,
trayectorias arbitrariamente cercanas divergen con el tiempo en una distancia finita, implicando

la pérdida de prediccién, a largo plazo de las trayectorias.

Ademas, bajo variaciones en los parametros de un sistema no lineal su estabilidad puede
cambiar drasticamente, por lo que pueden presentar estabilidad con atractores en forma de
punto de equilibrio, ciclos limite, u érbitas cuasiperiddicas para ciertas rangos de valores de
los pardmetros, mientras que para otros valores presentan dindmicas cadticas. Dichas carac-

teristicas dinamicas seran estudiadas para una clase de sistemas cadticos conocida como clase

p.

A pesar de la inestabilidad local en sistemas caoticos, cada trayectoria permanece acotada,
y esto es lo que motiva al estudio de estos sistemas, cuyas trayectorias son localmente inestables
pero acotadas. Lo cual en cierta manera, si bien nos impide predecir su comportamiento, no
evita del todo la posibilidad de aplicar técnicas que permitan controlar las variables de un

sistema cadtico.



Capitulo 3

Sistemas Caodticos Clase P

3.1 Introducciéon

Como se ha mencionado, existen sistemas fisicos, quimicos, biologicos, meteorologicos, o fisio-
logicos, cuyos modelos mateméticos exhiben dinamica cadtica. También hay modelos caéticos
que corresponden a sistemas en areas del conocimiento como la economia, la psiquiatria, la
sociologia, y deméas. Sin embargo, no se conocen todas las condiciones para que el modelo
de un sistema dinamico presente comportamiento cadtico. Por esta razon, se han realizado
investigaciones en las cuales se estudian sistemas de ecuaciones diferenciales con la finalidad de

descubrir condiciones minimas para que un modelo exhiba caos.

En este capitulo se presentan los resultados de algunas investigaciones, que han permitido
encontrar un conjunto de sistemas caodticos, cuya estructura algebraica es la mas simple repor-
tada actualmente. A este grupo de sistemas se le ha llamado sistemas caoticos clase P, y el
interés de estudiarlos radica en el propoésito de averiguar si es posible aplicar ciertas estrategias
de control a sistemas caoticos, al menos en este caso, en aquel cuyas dinamicas son las mas

simples.
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3.2 Sistema caético mas simple

Después de tres décadas de estudio, aiin no se conocen las condiciones suficientes para que un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo exhiba caos. Para sistemas continuos,
el teorema de Poincaré-Bendixson [19] implica la necesidad de tres variables y al menos una
no linealidad. El sistema de Rossler [36, 37| es un ejemplo conocido de un sistema de tres
dimensiones con seis términos lineales y un término no lineal. Con la finalidad de encontrar los
elementos suficientes para que aparezca el fendémeno cadtico, J.C. Sprott comenzé una busqueda
de los casos més simples de ecuaciones diferenciales ordinarias con soluciones caoticas [43].
En esa linea de investigacion, Sprott [40] encontr6 algunos sistemas algebraicamente simples,
generados por ecuaciones diferenciales ordinarias con soluciones caéticas; catorce sistemas con-
stituidos por seis términos y una no linealidad cuadratica, y cinco sistemas constituidos por
cinco términos y dos no linealidades cuadraticas, todos ellos mas simples que los sistemas de

Lorenz [24] y Rossler [36].

En estudios numéricos subsecuentes [42, 41], Sprott encontré dos ecuaciones jerk cadticas
equivalentes disipativas, i.e., ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma z® = J(x,, )
cuyas soluciones incluyen al fenémeno cadtico, cada una de ellas definida por una funciéon
polinomial J(z, &, %) constituida por tres monomios, incluida una tnica no linealidad de tipo
cuadratica. Los sistemas jerk son interesantes debido a que se les puede encontrar tanto en la
naturaleza como a manera de sistemas artificiales, considerando que el fenémeno jerk puede
interpretarse como la razéon de cambio de la aceleraciéon con respecto al tiempo. Las dos

ecuaciones encontradas por Sprott estan dadas por:

¥ = —ai — x + i (3.2.1)

¥ = —ai —x + i (3.2.2)

Se dice que son equivalentes, ya que es posible definir v = &, tal que diferenciando (3.2.1)

respecto al tiempo, se obtiene (3.2.2), con un coeficiente constante diferente para xi. Estas



26

ecuaciones presentan soluciones cadticas para valores del pardmetro dentro del rango 2.0168... <

a < 2.0577....

Las ecuaciones (3.2.1) y (3.2.1) pueden ser reescritas en una representacion en espacio de
estados, como sistemas dinamicos, definiendo x1 =z, 19 = 2, y 13 = &:

(

jfl = X2
| &3 = —awz—x + 135
( .
I = T2
Zil'g = —Q¥3— T+ 2122

\
Las ecuaciones representadas por (3.2.3) y (3.2.4), con cinco monomios en su lado derecho
y solamente un término no lineal, son las ecuaciones jerk cuadraticas cuyas dinamicas caoti-
cas asociadas son algebraicamente mas simples que cualquier otra reportada previamente con

estructura tridimensional cuadratica [25].

3.3 Sistemas caédticos clase P y clase R

De los resultados de Sprott surge una pregunta: ;Cuéntos sistemas cadticos disipativos distintos,

con cinco términos incluyendo una no linealidad cuadrética, pueden existir?

Para poder responder esta pregunta, J.M. Malasoma realiz6 un estudio en el ano 2002 [25],
con la finalidad de descubrir si existian otros modelos caéticos con las mismas caracteristicas
que (3.2.3) y (3.2.4). Considerando solamente sistemas de tres dimensiones constituidos por
cinco términos e incluida una tnica no linealidad de tipo cuadratica, Malasoma encontré nueve
sistemas cadticos, incluidos los sistemas (3.2.3) y (3.2.4) reportados previamente por Sprott; los
cuales tienen la estructura algebraica mas simple cuyas dindmicas exhiben caos, en el sentido

que contiene el menor ntimero de términos y la no linealidad diferenciable mas simple.
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Estos nueve sistemas cadticos pueden agruparse en dos distintas clases de sistemas me-
diante C*-equivalencias de campos vectoriales [47]; esto es, sean @ = f(z) y 2 = g(z) dos
C" (r > 1) campos vectoriales definidos en R", ellos son C*-equivalentes (k < r) si existe un
CF-difeomorfismo ) (véase Apéndice A.1) tal que mapea las érbitas ¢;(x) del primer sistema
en las orbitas ¢;(z) del segundo sistema, preservando la orientacion pero no necesariamente
la parametrizacion por tiempo. Sea 7(z,t) una funcién creciente de ¢ a lo largo de las or-
bitas, entonces los sistemas son C*-equivalentes si Q 0 ¢y(z) = V(2. (Q(z)). Si Q preserva la
parametrizacion por tiempo, entonces los sistemas son Ck—conjugados. Para este caso 7(x,t) =t

v Qo ¢(x) = 1 (Q(x)). Estas dos clases de sistemas son denominadas clase P y clase R [25].

3.3.1 Sistemas caodticos clase P

La primer clase contiene (al menos) seis sistemas que presentan comportamiento cadtico para
varios conjuntos de valores de sus pardmetros. Cuatro de los cinco coeficientes pueden ser +1
por normalizacion de cada una de las tres variables y el tiempo. De esta manera, todos los
sistemas tienen un parametro tnico, el cual se elige como el coeficiente de amortiguamiento

a > 0. Estos seis sistemas son (3.2.3) y (3.2.4), ademas de:

.

T = x9+1

$'2 = —QXg + T3 (331)
L l"g = X1T9
( .

r1T = I3

iy = x+1 (3.3.2)
L l"g = —Qr3+ T1T2
(.

r1T = X2

Ltz = —QT9 + T3 (333)
[ T3 = —x1+ 3
(.

r1 = I3

w'g = —QTgo + T3 (334)

T3 = —T1+T1T2
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Esta primer clase de sistemas se denota como clase P porque al menos una variable (x; o z5)
satisface una ecuacion jerk polinomial 23 = J(x, 4, i). Malasoma mostré [25] que los sistemas
(3.2.3)-(3.3.4) son C*®-conjugados y C™-equivalentes, y ademés encontr6 sus respectivos C*-
difeomorfismos (ver Tabla 3.3.1). Vale la pena mencionar que en cada caso el C*-difeomorfismo
Q y su inverso Q! son polinomiales. Entonces, ya que las ecuaciones (3.2.3) y (3.2.4) son
caoticas [41, 42|, todos los sistemas de la clase P son cadticos para el mismo rango 2.0168... <

a < 2.0577... del parametro [25].

Tabla 3.3.1: Sistemas (3.2.3)-(3.3.3) C*-conjugados al sistema (3.3.4). Los C*°-difeomorfismos
y sus inversos estan listados en la segunda y tercer columna, respectivamente

Sistema clase P Q Q1
jfl = X2
i‘g = —QaI9+ T3
T3 = —X1+ T1T
2= 2 21 = 234 —x3/2 T = 2z
22 = 23 Z9 = .%’1/2 Ty = 223
i3 = —az3— 2+ 22 23 = T2/2 x3 = —2z+ 22
2 = Zo zZ1T = I Ty = z
2'22 = 23 Z9 = X2 To = 29
Z3 = —Qzz — 2]+ 2129 zZ3 = —axy+ T3 T3 = Q29+ 23
21 = Zz9-+ 1 Z1 = I r = zZ
22 = —azy+ T3 Z9 = T9 — 1 To = 29+ 1
Z3 = Z1%9 23 = Tz3—Q T3 = 23+«
21 = 23 z1 = x9—1 T1 = 2
2:'2 = z1+ 1 Z9 = I To = Z1+ 1
Z3 = —az3+ 2129 Z3 = T3 — QX2 T3 = zZztaznta
,'(:,'1 = 29 VA JI%/4 — 133/2 rT = 222
Zog = —QZ9+ 23 29 = 11/2 Ty = —2az+ 2z
by = —z 422 23 = ary/2+x9/2 13 = —22 + 223

Por otra parte, las ecuaciones (3.2.3) y (3.2.4) tienen un punto de equilibrio aislado en el

origen, con valores propios que satisfacen el polinomio caracteristico A3+aA?+1 = 0, cuyo rango
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de raices esta dado por A = {(—2.2198, —2.2545), (0.1015+40.66357, 0.0984 +0.65875), (0.1015 —
0.66355,0.0984 — 0.65875)}, considerando el rango de valores del parametro « para los cuales
las soluciones son cadticas. Entonces, el origen es un punto silla-foco (ver Seccién 2.2.1), con
un indice de inestabilidad de 2, i.e., con un valor propio real negativo y dos valores propios
conjugados complejos con parte real positiva; la variedad estable es una linea, y la variedad

inestable es una superficie bidimensional.

Todos los sistemas clase P tienen un punto de equilibrio aislado tal que los valores propios
satisfacen el polinomio caracteristico P(\) = A* + aA? +1 = 0. Dicho punto de equilibrio es un
punto hiperbolico: un punto silla-foco con un valor propio real negativo y dos valores propios

conjugados complejos con parte real positiva.

Por otro lado, para o = 2.017, los exponentes de Lyapunov (en base-¢) determinados numéri-
camente son L ~ {0.0550,0,—2.0720} [41]. Considerando estos valores, cabe notar que la

suma de los exponentes de Lyapunov es la tasa de contraccion de volumen y estd dada por

S L = 0J/0% = —a. Ademas, si se considera una ecuacion tipo jerk =3 = J(z,#, #) como la
derivada respecto al tiempo de la aceleracion , i.e. d(le/tm) = J, entonces « es una medida del
amortiguamiento, ya que 8(%7”) = —q.

Resulta muy interesante que todos los sistemas cadticos clase P sean C*-equivalentes y
ademéas C*°-conjugados, es decir, al mapear las 6rbitas de uno de los sistemas en las érbitas de
otro se preserva su orientacion y la parametrizacion del tiempo, y que ademas los difeomorfismos
para mapearlos sean polinomiales, ya que asi, es posible trabajar con uno de estos sistemas, y

posteriormente, extender los resultados obtenidos a toda la clase.

La Figura 3.1 muestra las trayectorias de = y de sus primeras dos derivadas con respecto al
tiempo para el sistema (3.2.3), y la Figura 3.2 muestra el espacio de fase de su atractor caotico,

para un valor de o = 2.017.



400

400

a)
10 T T T T T T T
sk
X
1
0
-5 Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350
4
2L
X
2 0
ok
-4 Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350
C
. )
0
X
3
ol
-4 Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 3.1: Estados del sistema (3.2.3) para a = 2.017.

Figura 3.2: Atractor cadtico del sistema (3.2.3) para a = 2.017.

400

30

Luego, la Figura 3.3 muestra las trayectorias de z y de sus primeras dos derivadas con

respecto al tiempo para el sistema (3.2.4), y la Figura 3.4 muestra el espacio de fase de su

atractor cadtico, para un valor de a = 2.017.
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Figura 3.3: Estados del sistema (3.2.4) para o = 2.017.

Figura 3.4: Atractor cadtico del sistema (3.2.4) para o = 2.017.

Como puede verse, los estados x; y xo del sistema (3.2.4) corresponden a los estados x5 y x3,
respectivamente, del sistema (3.2.4), aunque escalados en magnitud. Esto es obvio, puesto que

la transformacion que mapea las orbitas del sistema (3.2.3) en las orbitas del sistema (3.2.4)
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estd dada por

21 = ZLUQ
z3 = —2azxz— 21 + 272

De esta manera, las trayectorias de cada uno de los sistemas pertenecientes a esta clase
pueden ser mapeadas en las trayectorias de cualquier otro, mediante los respectivos difeomor-

fismos.

3.3.2 Sistemas caodticos clase R

La segunda clase, de los sistemas encontrados por Malasoma, se denota como clase R, debido a
que al menos una variable (x; o x5) satisface una ecuacion jerk racional, pero no una polinomial.

Estos tres sistemas clase R estan dados por los siguientes modelos:

El primero,
i‘l = I3
.i’g = —6272 + XT3 (336)
i‘g = —I1 +T122

Las soluciones numéricas acotadas para la ecuacion (3.3.6) se encuentran para el rango 10.284 <
# < 14.620. La Figura 3.5 muestra un espacio de fase del atractor caotico de (3.3.6) para

B = 10.285, con condiciones iniciales (z1(0), z2(0),z3(0)) = (—22,—12,—109).
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Figura 3.5: Atractor cadtico del sistema (3.3.6) para [ = 10.285.
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El segundo sistema caotico de la clase R,

j)l = I3
Gy = —fra+a3—1 (3.3.7)
T3 = T123

La ecuacion (3.3.7) es cadtica en el rango 4.7293... < < 4.7558....

El tercer sistema caotico de clase R,

jfl = I3 —I— 1
.fil'g = —ﬁl'g + T3 (338)
j73 = XT1X9

es resultado de una traslacion [25] de la tercer variable del sistema (3.3.7), el cual es también

caodtico en el intervalo 4.7293... < § < 4.7558....

3.4 Conclusiones de Capitulo

En este capitulo se presentaron los sistemas cadticos algebraicamente mas simples reportados.
Estos surgen de ecuaciones diferenciales de tercer orden, denominadas jerk, los cuales son muy
importantes ya que este tipo de sistemas pueden encontrarse tanto en fenémenos naturales como
en procesos artificiales. Cada uno de estos sistemas, al representarse en espacio de estados, esta
constituido por cinco términos solamente, y con una sola no linealidad, la cual es de tipo

cuadratica.

Todos estos sistemas, se encuentran agrupados en dos clases. La primera, denominada clase
P, consiste de seis sistemas que satisfacen al menos una ecuaciéon diferencial polinomial; la
segunda, denominada clase R, consiste de tres sistemas que satisfacen al menos una ecuacion

diferencial racional, pero no satisfacen ecuaciones polinomiales.

Todos los sistemas clase P tienen un punto de equilibrio aislado tal que los valores propios

satisfacen el mismo polinomio caracteristico, y las raices de este polinomio son tales que dicho
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punto de equilibrio es un punto silla-foco con un indice de inestabilidad de 2, esto es, con un

valor propio real negativo y dos valores propios conjugados complejos con parte real positiva.

Finalmente, a partir de este breve analisis de los sistemas cadticos descubiertos por Mala-
soma [25], se concluye que estos sistemas son los casos mas elementales, con la misma compleji-
dad algebraica que los sistemas caoticos diferenciables mas simples encontrados por Sprott [41].
Las orbitas de los sistemas de cada una de estas clases pueden ser mapeadas entre si, lo cual
nos permite trabajar con la estructura de un sistema, y posteriormente trasladar los resultados

obtenidos al resto de los sistemas pertenecientes a la misma clase.

En el siguiente capitulo se discutirédn algunas técnicas de observacion y control con el objetivo
de aplicar, posteriormente, una estrategia que permita realizar supresion de las dinamicas

cadticas en los sistemas cadticos clase P.



Capitulo 4

Diseno de Observadores y Controladores
para Sistemas No Lineales

4.1 Introduccion

En este capitulo se presenta un repaso de conceptos relacionados con el diseno de observadores

y controladores para sistemas no lineales.

En lo que respecta al diseno observadores, se aborda el caso particular de observadores
adaptables. La finalidad es presentar resultados para estimacion de estados y de parametros
desconocidos de un sistema, con el objeto de utilizarlos posteriormente para los sistemas cadticos

clase P.

En cuanto al disenio de controladores, nos enfocamos en estrategias de linealizacién me-
diante retroalimentacion de estados, con el propésito de cumplir objetivos de control como
estabilizacion en el origen y seguimiento de senales de referencia. Estos resultados seran con-
siderados en capitulos posteriores para plantear un esquema de control basado en observacion

adaptable para los sistemas caéticos estudiados.

35



4.2 Observadores
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Primeramente se repasan conceptos relacionados con la observabilidad de sistemas no lineales, y

posteriormente se presenta el disenio de observadores para algunas clases de sistemas no lineales.

4.2.1 Observabilidad

Considérese un sistema no lineal autéonomo con salida escalar dado por

t = f(z)+g(x)u, zeR” uweR™
Ym = hm(x>a ymER

(4.2.1)

donde x es el vector de estados, u y ¥y, la entrada de control y salida medible del sistema

respectivamente, f y ¢ son campos vectoriales suaves en R" con f(0) = 0, g(0) # 0, y

hm @ C°(R™R), h,(0) = 0. La condicién de observabilidad para los sistemas no lineales es

dada como sigue [26].
Definicion 4.2.1. El espacio de observacion del sistema

t = f(z), zeR"
Ym = hm(x)

se define como
O = (humy Lghi, ooy L i)™

El sistema (4.2.2) es localmente observable en Uy, una vecindad del origen, si

rango{dO} = rango{dhm,...,d(L;?_lhm)} = n, Vo e U,.

Si (4.2.4) se cumple Vo € R™, decimos que el sistema es globalmente observable [26].

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

Ahora se presentan resultados relacionados el disenio de observadores para algunas clases de

sistemas, con el objetivo de obtener el diseno de un observador adaptable con la finalidad de

aplicarlo a los sistemas cadticos clase P.
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4.2.2 Diseno de un Observador Adaptable

Un observador adaptable es un sistema que estima tanto el vector de estados no medibles, como
el vector de parametros, a partir de la entrada y la salida del sistema. Un esquema para un

observador adaptable puede ser representado como se muestra en la Figura 4.1.

Planta  Observador Adaptable
u_ | x=ou,60)| | Y. %
-y =hK) u o Observador %—> 5

Figura 4.1: Esquema de observador adaptable para un sistema no lineal.

Observador de estado para un sistema afin en el estado

A continuacion se presenta el diseno de un observador de estado para los sistemas no lineales
afines en el estado de la forma [17]
B(t) = AQu(t), y()(t) + o(u(t), yn ()
ym(t) = Cul(t)

donde z, u, y,, denotan los vectores de estado, entrada y salida medible, respectivamente; y

(4.2.5)

las componentes de la matriz A(u(t), y,,(t)) y del vector p(u(t), ym(t)) son funciones continuas

dependientes de u y ¥,,*, uniformemente acotadas.

Puesto que la observabilidad de un sistema no lineal depende de la entrada, se introduce la
siguiente suposicion relacionada con la entrada del sistema.

Suposicion 4.2.1. La entrada u es persistentemente excitadora, en el sentido que existen
ay, 81, Ty >0 yty >0 tal que:

t+T1
ol < / U, (1, ) CTSC (1), (7, t)dr < Bi] (4.2.6)
t

!Se omite la dependencia de ¢ con la intencién de simplificar la notacion.
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YVt > to, donde V., denota la matriz de transicion para el sistema & = AU, Y )T, Ym = Cx, ¥y

Y alguna matriz definida positiva acotada.

Entonces, es posible establecer el siguiente resultado.

Lema 4.2.1. Un observador exponencial para el sistema (4.2.5) estd dado por

T o= A, ym)E + (U, ym) + STICTE(y, — C)
Ym = CZ

donde S = ST > 0 es la solucion de la ecuacion:
S = —0S— A(u,ym)"S — SA(u, yn) + CTEC

para S(0) > 0, y alguna constante positiva o suficientemente grande.

(4.2.7)

(4.2.8)

Ademds, el error de estimacion e = T — x converge exponencialmente a cero, para o > 0

suficientemente grande.

Prueba. La dindmica del error de estimacion esta dada por

e=a—i={Au,yn) — SICTLC}e

Tomando en cuenta la condicion (4.2.6), y considerando V(e) = e’'Se como una funcién de

Lyapunov, donde S es solucion a (4.2.8), la derivada en el tiempo de V(e) esta dada por:

Vie) = ¢TSe+eTSe+elSe

eT{AT (u, ypn)S — CTEC + S + SA(u, y,,) — CTECle
= —pel'Se —eTCTYCe
< —petSe = —gV(e)

eT{AT (u, ) — CTRCS Y Se + €T Se + €T S{A(u, ym) — S~CTEC e

Observadores adaptables exponenciales para sistemas lineales variantes en el tiempo

Ahora, para el diseno de un observador adaptable para sistemas lineales variantes en el tiempo

de la forma [49]:
©(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + O(t)0
ym(t) = C(t)a(t)

(4.2.9)
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donde @ es algiin vector de parametros desconocidos. Se considera que A, B, C', y ® son matrices

conocidas de dimensiones apropiadas, continuas y uniformemente acotadas en el tiempo.

Considérese que las siguientes suposiciones se cumplen,

Suposicion 4.2.2. Eziste una matriz variante en el tiempo acotada K(t) tal que el sistema
n(t) = (A(t) — K(t)C(t))n(t) es exponencialmente estable.

Suposicion 4.2.3. La solucion A(t) de A(t) = [A(t) — K (t)C(t)|A(t)+®(t) es persistentemente
excitada en el sentido que existen oo, (3o, Ty tal que

t+T5
ol < / : AT)TCTSO(T)A(T)dT < Bol (4.2.10)

YVt > tg, para algun ty > 0 y alguna matriz definida positiva acotada 3.

Entonces, el sistema
)
( (4.2.11)

es un observador exponencial para el sistema (4.2.9), en el sentido que para cualquier conjunto
de condiciones iniciales, el error de estimacion e(t) = &(t) — z(t) y es = 6(t) — 6 decaen
exponencialmente a cero, donde una ley de adaptacion para la ganancia I[' del pardmetro puede

obtenerse de la solucién de
I'(t) = —TOATH)CT()S(H)CH)ADT(t) + AT(t) (4.2.12)
para A > 0.

Prueba. Véase [49].

Observadores adaptables para sistemas no lineales afines en el estado y afin a los
parametros

Ahora se presenta un resultado més general relacionado con el disefio de un observador adap-

table para sistemas afines en el estado que dependen de parametros desconocidos en una forma
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afin, con el propdsito de utilizarlo para los sistemas cadticos clase P. Considerando que tienen
solo un pardmetro desconocido diferente de la unidad. Partiendo de los resultados previamente
presentados, considérense los sistemas descritos por

T = Au,ym)x + o(u, Ym) + P(u, ym)o
(U, Y )T + (U, Ym) + (U, Ym) (4.2.13)
Ym = Cz
donde las componentes de la matriz A(u, y,,) y de los vectores ¢(u, y) v ®(u, ym) son funciones
continuas dependientes de u y de y,, acotadas uniformemente, y 6 es un vector de parametros

desconocidos.

Tomando en cuenta las Suposiciones (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) y definiendo K = S;*C7, donde

S, es la solucion de (4.2.8) [13], un observador adaptable para el sistema (4.2.13), esta dado

por
[ & = AW ya)d + p(uyn) + ()0 + {ASTATCT + S1CTYS(y,, — CF)
§ = S;UATCTS(y,, — CF)
A = {Au,ym) — S;ICTCIA + ®(u, yym) (4.2.14)
So = =005 — A, ym)" Sz — Sz A(u, ym) + CTEC
Sy = —09Sy+ ATCTLCA

donde S.(0) > 0, Sp(0) > 0, vy 0. y 09 son constantes positivas suficientemente grandes y

alguna matriz definida positiva acotada.

Nota 4.2.1. Silas Suposiciones (4.2.2) y (4.2.3) son verificadas, entonces ellas permiten asegurar
la invertibilidad de las matrices S, y Sy, las cuales son matrices definidas positivas simétricas.

Entonces se establece el siguiente resultado.

Lema 4.2.2. Considerando el sistema (4.2.13) y que las Suposiciones (4.2.1), (4.2.2) y (4.2.3)
son satisfechas. Entonces, el sistema (4.2.14) es un observador adaptable para el sistema
(4.2.13). Ademds, el vector del error de estimacion (e, == & — x, € := 0 — 0) converge
exponencialmente a cero con una razon dada por o = min(o., 0p)-

Prueba. Sean e, := T —xy €y := 0—0 los errores de convergencia para los estados y parametros,
respectivamente; y cuyas dinamicas estan dadas por

o = {A(,ym) — AS;TATCTEC = STICTECYer + P(u, yim)eo
¢g = —S,'ATCTSCe,
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Definiendo el siguiente cambio de variable €, = e, — A¢y, se deduce que
e = {A(U,ym) — AS;'ATCTEC — SICTECYe, + ®(u, Ym)eo — Aeg — Aéy
Sustituyendo las expresiones apropiadas en la ecuaciéon anterior, obtenemos:

¢ = {A(u,ym) — S, CTC}e,
ég = —SO_IATCTEC(EI + AE@)

Puesto que S, y Sy son matrices definidas positivas, sea:
V(eg, €9) = €L.Spe, + €} Speg

una funcion que califica como una funciéon de Lyapunov. Entonces, la derivada con respecto al
tiempo de V esta dada por:

Vier, €9) = ef{A(u, Ym) — S;lCTEC}TSxex + efo{A(u, Ym) — Sx_lCTEC’}eI
—(€x + Aeg)T{Sy ' ATCTSC}Y Syep — €4 So{ Sy " ATCTEC Y (€, + Aep)
—l—efoez + EQTSge@

Sustituyendo las expresiones apropiadas, se obtiene

V(es, €9) = —0u€kSper — 00€p Speg — €2 CTYCe, — €L CTLCO ey
—eg ATCTYCe, — g ATCTEC ey

Puesto que
—elCTYC¢, — eZCTYCNeg — e, ATCTYCe, — ] ATCTECAey = —(ep + Aeg) T CTEC (e, + Aep)
< 0
entonces
V(e €9) < —026r Sa€x — 09€h Speg
Tomando ¢ = min(g,, 09), se tiene
Vieg,€9) < —oV(ex €q)
Finalmente, ¢, y €y convergen exponencialmente a cero con una razéon dada por p. O

Esto demuestra que es posible disenar observadores adaptables para los sistemas de la forma
(4.2.13), con un error de estimacion de los estados y parametros desconocidos que decrece
exponencialmente, siempre y cuando se cumplan las hipotesis establecidas (Suposicion 4.2.1),
(Suposicion 4.2.2), (Suposicion 4.2.3), y se tenga disponible una salida y,,, = h,,(z) que satisfaga
la condicion (4.2.4) de observabilidad. Este resultado sera utilizado para los sistemas cadticos

clase P en los capitulos posteriores.
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4.3 Control por retroalimentaciéon de estados

Hay muchos objetivos de control que requieren la utilizacion de control retroalimentado. De-
pendiendo del objetivo de control que se pretenda alcanzar, existen varias formulaciones del
problema de control. Estos objetivos pueden ser la estabilizacion, el seguimiento, y el re-
chazo/atenuacion de perturbaciones (o combinaciones de ellos), los cuales plantean algunos de
los problemas de control. Para cada uno de estos objetivos, existe el enfoque por retroalimen-
tacion de estados, el cual requiere de la informacién de todas las variables de estado para ser

implementado.

En esta seccion se expone los conceptos relacionados con el control de sistemas no lineales, y
particularmente, se presenta la estrategia de control mediante retroalimentacion de los estados
para sistemas linealizables por retroalimentacion, para efectuar la estabilizacion y el seguimiento

del sistema.

Primeramente se exponen algunos conceptos bésicos relacionados con el control de sistemas
no lineales. Posteriormente, se plantea el diseno de controladores que cumplen los objetivos de

control mencionados.

4.3.1 Grado relativo

La idea de controlabilidad en sistemas lineales esta asociada con el concepto de grado relativo
en los sistemas no lineales. Considérese un sistema de la forma

t = flx)+g(@)u, xeR", uwelk

) — o . (4.3.1)

donde f y g son campos vectoriales suaves en R" y h,, : R® — R es una funcién suave tal que

hm(0) = 0; x, u y y son los vector de estado, entrada, y salida a controlar, respectivamente.

Definicion 4.3.1. (Grado Relativo) El grado relativo p del sistema (4.3.1) se define como el
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entero tal que
LngJ}h(x) =0, Veel, 0<i<p-—2
LyL5  h(z) # 0, Vo €Uy
donde Uj es una vecindad del origen. Si

L,Lih(z) = 0, Vo €Uy, Vi>0

(4.3.2)

decimos que p = oo [26].

El punto alrededor del cual se define el grado relativo es tomado sin pérdida de generalidad

en el origen, podria ser cualquier punto del espacio R".

Definicion 4.3.2. (Grado Relativo Global) [26] El grado relativo global p del sistema (4.3.1)
se define como el entero tal que
LgLih(x)

= 0, VeeR" 0<i<p—2
LyLf  h(z) # 0,

Vr € R”
Si

LgL}h(x) = 0, YVzeR", Vi>0
decimos que p = oo.

Nota 4.3.1. [26] El grado relativo p es invariante bajo la accion de transformaciones de retroa-
limentacion de estado no lineales. De hecho, la condicion (4.3.2) es independiente de cualquier
cambio de coordenadas locales. La retroalimentacion de estado u = k(x) + [(z)v transforma
fenf=f+kgygenj=pg. Si L,h = 0, entonces también L; = 3(Ly,h) = 0. Procediendo
por induccién: supoéngase que

LyLih = 0, 0<i<j (4.3.3)
lo cual implica que L%h = L;h, 1 <i < j+1; se afirma que si
LyLi"'h = 0 (4.3.4)
entonces
j+1
LiL% " h = 0

De hecho, las Suposiciones (4.3.3) y (4.3.4) implican
LgLJfL“h = BLy(L}'h) =0

Similarmente si LgL?_lh # 0, entonces Lg[/;flh # 0.
Nota 4.3.2. [20] El grado relativo p es igual al orden menor de la derivada de la salida respecto
al tiempo en la que aparece la entrada u con un coeficiente no nulo. Entonces para el sistema

(4.3.1),

y© = LA~ [PhpuL LR

donde el coeficiente de u es LgL?_lh # 0 en Uy. Si p = 00, las derivadas en el tiempo de y de
cualquier orden no son afectadas por la entrada u para cualquier x € U,.
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4.3.2 Sistema inverso, dindAmica cero, y dinAmica de seguimiento

Ahora se presentan algunos conceptos, los cuales seran utilizados para formular los problemas
de estabilizacion y seguimiento para sistemas de la forma (4.3.1). El problema de seguimiento
consiste en el disenno de un control con la propiedad de que, dada una senal de referencia suave

y acotada y,(t), la variable de salida y satisface

lim (y(t) — yr(t)) = 0

t—o0

para cualquier condicién inicial del sistema en lazo cerrado.

Los siguientes dos lemas [26] introducen las coordenadas de estado ttiles para control de

sistemas con grado relativo p < oo.

Lema 4.3.1. Supdngase que p < oo para el sistema (4.3.1). Entonces p <n y
rango{dh(x), ..., d(Léc_lh(a:))} = i. Yz el

para cada t=1,..., p.

Lema 4.3.2. Supdngase que p < n para el sistema (4.53.1). Entonces existen n — p funciones
&(x), 1 <i<n-—p, tal que:

(i) Las funciones
§1(2), s Enmp(@), (@), o, L R(2)

forman un difeomorfismo local cerca del origen;

(11) (d&,9) =0, 0 <i<n—p. En coordenadas locales

(£7Z> = ( (JI),Z( )) = <§l(x>7"'7§n—ﬁ7(x ,Zl<l’),...,2p(1‘))
= (&), e, Enp(@), (@), o, L ()

el sistema (4.3.1) se expresa en la forma de sequimiento (también llamada forma normal)

§ = (& 2)
Zi = Zig1, 1<i<p—1

4.3.5
4 = Lih+uL,Li'h (4.3.5)
Yy = 2

St, adicionalmente, el grado relativo global p esta bien definido con p <n vy
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(i1i) los campos vectoriales

f=t-ime i = 2
LgL?_lhg’ g LgL‘;_lhg

son completos, entonces existe un difeomorfismo global que transforma (4.3.1) en la forma de
sequimiento (4.5.5).

Nota 4.3.3. Las funciones & (),...,&,—,(x) son elegidas explicitamente tales que (d§;,g) =
0, 1 < i < n—p. Por otro lado, si las coordenadas locales (h,...,L?ilh,fl,...,gn,p) son
determinadas simplemente por las funciones escogidas &1, ..., &,—, tales que

rango{dh, ..., d(L}"'h), d&, ... dé—,} = n
en tales coordenadas locales el sistema se expresa como

é - ¢1(f7z)+¢2(f72)u

Zi = Zit1, I1<i<p-—1
. 1 .
5, = Loh+uLyLy '

Yy =~

Lema 4.3.3. Si el sistema (4.3.1) tiene grado relativo p < n, entonces es localmente parcial-
mente linealizable por retroalimentacion de estado con indice p.

Si p < n, se aplica el Lema (4.3.2) a fin de que el sistema (4.3.1) se exprese, en nuevas
coordenadas (&, z), en la forma de seguimiento (4.3.5). Ya que por definicion de p, LgL?_lh(x) #
0 en Up, la entrada que, aplicada al sistema (4.3.1) con condiciones iniciales xy compatibles,
garantiza seguimiento exacto en una vecindad del origen Vi C Uy, i.e. y(t) = y,(t), 0 <t <

T(xo, u,, Vp), esta dada por el sistema inverso

g = qb(gay’rv“'ay}"p_l)), 5(0) :§<O)
—LSh(E ey )y (4.3.6)
Lo Ly h(Eyr, ™)

U
(p—1

La dinadmica del sistema inverso guiado por y,, ..., yr ) es llamada dindmica de seguimiento.

Si la senal de referencia es y,.(t) = 0, la dinamica del sistema inverso

€= (£,0) (4.3.7)

es llamada dinamica cero.
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Definiciéon 4.3.3. (Dinamica Cero) Supodngase que p < n en Uy para el sistema (4.3.1). Sea
2z = ch_lh(x), 1 < i < p. Definiendo la variedad (n — p)-dimensional M = {z € Uy : h(z) =
0,..., Lfflh(x) = 0}. La dinamica del sistema (4.3.1) restringida en M es llamada la dindmica
cero.

Definicion 4.3.4. (Fase Minima) El sistema (4.3.1) con p < n es de fase minima si el origen
¢ = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable para las dindmicas cero. Un sistema
que no es de fase minima es llamado de fase no minima.

La dindmica cero es un caso especial de un concepto mas general: la dindmica de seguimiento.

Definicion 4.3.5. (Dinamica de Seguimiento) Supongase que p < n en Uy para el sistema
(4.3.1) y que existe una condicion inicial zy € Uy la cual es compatible con la senal de referencia

(1), ie. y(0) = Lih(x0), 0 <i < p—1. Sea
My = { € Uy : h(w) =y (1), ... Ly "hlx) = y"~ ()}

la variedad integral (n—p)-dimensional variante en el tiempo llamada la variedad de seguimiento.
La dindmica del sistema (4.3.1) restringida en M, es llamada la dinamica de seguimiento.

4.3.3 Control linealizante por retroalimentacién de estado para esta-
bilizacién y seguimiento

Ahora se presenta una estrategia de control mediante retroalimentacion de estados para sistemas
linealizables por retroalimentacion, con dos objetivos principales: estabilizacion y seguimiento,
con la finalidad de disenar controladores de este tipo para los sistemas cadticos clase P, puesto
que los objetivos principales son la supresion del caos y eventualmente ver si es posible llevar

las dinamicas de esa clase de sistemas a Orbitas periddicas y trayectorias arbitrarias en general.

A partir de los resultados mencionados anteriormente, se puede decir que si el sistema
(4.3.1) puede expresarse, en coordenadas (&, z), como (4.3.5), entonces el control u por retroa-
limentacion de estados que linealiza parcialmente al sistema con indice p < n, esta definido
por

— L5 () 1
p—1 + p—1 v
LyLf h(x)  LyLy  h(z)

(4.3.8)

(4.3.9)
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donde v es llamado el control auxiliar para el sistema linealizado:

£ = ¢(&2)
Z = Acz+ b
Yy = 2
En la Figura 4.2 se presenta un esquema para la implementaciéon de una ley de control lineali-

zante mediante retroalimentacién de estados a un sistema no lineal.

r

- Controlador por
- Retroalimentacion | oo
‘ de Estados o Planta j
Yer | |-L'hx)+viy,) | | u | X X Yy
T nhe | 1809 I 1 10d 1

Figura 4.2: Esquema controlador por retroalimentacion de estados para sistemas no lineales.

Por otra parte, para el disenno de controladores estabilizantes y de seguimiento para los
sistemas (4.3.1) considérese por un lado que el caso de estabilizacion en el origen corresponde
al caso particular del problema de seguimiento cuando y,.(t) = 0, por otro lado el disefio de un
controlador en el caso de seguimiento para los sistemas (4.3.1) se realiza mediante los siguientes

resultados.

Definiciéon 4.3.6. (Seguimiento por Retroalimentacion de Estado Estatica) [26] Dada
una senal de referencia acotada suave y,(t) con derivadas en el tiempo acotadas yf«l) (t),..., y,(f) ) (1),
el problema de seguimiento se dice que es globalmente resoluble por retroalimentacion de estado
estatica para el sistema (4.3.1) si existe un control

w = k(z) + B@)un(ys (1), .y (1))

con f(zx) # 0, Vx € R", k y [ funciones suaves en R", v una funcién continua llamada control
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auxiliar, tal que, dada cualquier condicién inicial z(0) € R™ para el sistema en lazo cerrado
&= f(x)+g(x)k(x) + g(x)B(x)v
y = h(x),
(i) ||z(t)|| es acotada, V¥t > 0,
(1) Timy o0 (y(£) = yr(£)) = 0.
Teorema 4.3.1. (Seguimiento por Retroalimentacion de Estado Estdtica) [26] Con-
sidérese el sistema el sistema (4.3.1) y supongase que: el grado relativo global estd bien definido

con p < n, la dindmica de sequimiento tiene estados acotados para entradas acotadas, y los
campos vectoriales

: Loh I 1

= r- mga g = mg
son completos. Entonces, el problema de sequimiento es globalmente resoluble por retroalimen-
tacion de estado estdtica.

La ley de control que permite realizar seguimiento de la salida a una senal de referencia
y-(t) mediante retroalimentacion de estado estatica para el sistema (4.3.1), estd dada por el
control linealizante (4.3.8) con la funcién v como:

1
vo= —ki(y(t) —u:0) — ka(yO () — (1) — ..
_ -1
= k(I — V(1) + u” (1)

donde los valores de las constantes k; (i = {1,2, ..., p}) deben ser tales que s” + k,s"!' + ... +

(4.3.10)

kos + kq sea un polinomio Hurwitz.

Puesto que para el problema de estabilizacion se considera y,.(t) = 0, entonces la ecuacion

(4.3.10) resulta en la ley de control:
v o= —ky(t) — kyW(t) — ... — kyP Y (2) (4.3.11)

Estos resultados permiten que la dindmica del sistema (4.3.1) sea estabilizada en el origen, o

que realice seguimiento a una senal y,(t), dependiendo de la eleccion del control auxiliar v.

4.4 Conclusiones de Capitulo

En este capitulo se presentaron algunos conceptos relacionados con la observabilidad de sistemas

no lineales, con el fin de disenar un observador adaptable para la clase de sistemas afines en el
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estado y parametros desconocidos. El diseno de observadores de este tipo se discutio a la luz de
resultados recientes sobre observadores adaptables para sistemas lineales variantes en el tiempo
y de los resultados existentes sobre el diseno de observadores para sistemas afines en el estado.
Ademas, se obtuvieron condiciones suficientes para demostrar la convergencia del observador

adaptable considerado.

Por otra parte, se consider6 un enfoque de control que consiste en la eliminacion de la
dinamica no lineal de un sistema, es decir, un enfoque de linealizacion exacta, el cual se efectiia
mediante alguna ley de retroalimentacion de los estados. Ademés, se logra que la variable de
salida a controlar del sistema siga a una senal de referencia deseada. Para este proposito, han
sido introducidos los conceptos de grado relativo, dindamica cero, sistema de fase minima, y
dindmica de seguimiento, los cuales son necesarios para la comprension del Teorema que da

solucion al problema de seguimiento para cierta clase de sistemas no lineales.

Tomando en cuenta estos resultados de manera conjunta, es posible plantear un esquema
de control de linealizacién exacta mediante retroalimentacion de estados, basado en el diseno

de observadores adaptables, para los sistemas cadticos clase P.



Capitulo 5

Esquema Observador adaptable - Control
no lineal por retroalimentaciéon de estados

5.1 Introduccién

Como ya se ha mencionado, las oscilaciones erraticas debidas a las dindmicas caéticas son a
menudo indeseables puesto que pueden causar danos en los sistemas fisicos, por esta razon
es importante la supresion del caos en los sistemas. Ademas, el control de caos podria ser
utilizado para resolver problemas de control actuales, entre otros, la supresiéon de caos en
convertidores DC-DC, laseres multimodos, la regulacion de las dinamicas en fluidos, en el diseno
de sistemas para comunicaciones seguras en internet, y algunos problemas en ciencias médicas,
e.g., arritmias. Actualmente, los problemas en control de caos estdn relacionados con anélisis
y disenos robustos en las estrategias de retroalimentacion. Estas cuestiones se deben a que
hay muchos sistemas donde esta disponible solo informaciéon parcial para la retroalimentacion
(estados medibles o valores de parametros) y la extrema sensibilidad de los sistemas caoticos a

las condiciones iniciales y a los valores de sus parametros.

Una alternativa para superar estos problemas es el diseno de estrategias por retroalimen-
tacion basadas en estructuras adaptables [3, 35]. En este capitulo, se estudia una estrategia

de control para supresion de caos a partir de observadores adaptables. El esquema de control
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es robusto en el sentido que los estados no medidos y las incertidumbres de los parametros
son compensados. Primero, utilizando los resultados obtenidos en el capitulo 4, se disena un
observador adaptable para la estimacion de las variables de estado y de los parametros reales de
los sistemas caodticos clase P. Entonces, tomando los estados y parametros estimados, se disena
una ley de control por retroalimentacion de estados que suprime el comportamiento cadtico en

esta clase de sistemas.

5.2 Observador adaptable para sistemas cadticos clase P

Es claro que los sistemas caoticos clase P pueden ser representados en la forma general

r = f(z,a) (5.2.1)

Ym = hm(.ilﬁ)

donde x € R" es el vector de estados, y,, € R es la salida medida, & € R es un parametro

desconocido y constante, f es un campo vectorial suave en R", y h,, es la funciéon de salida

medible.

Mediante un cambio de coordenadas se puede transformar el sistema (5.2.1) en un sistema
afin en el estado, para el cual es posible disenar un observador adaptable; esto es, si existe
algin C*-difeomorfismo z = Q(z) que lleve el sistema (5.2.1) a la forma (4.2.13) dada por

i o= A, Ym)z + 0(U, Ym) + P(u, Ym)0
ym = Cz

Entonces es posible disenar el observador adaptable de la forma (4.2.14)

;

Eo= A, ym): 4 ot Ym) + P, ym)0 + {AS;TATCT + STICT IS (Y — CO'2)

§ = S;UATCTS(y, — C2)

A = {Au,yn) — STICTCIA + ®(u, ym) (5.2.2)
S, = —0.5, — Au, y)TS. — S.A(u, yn) + CTEC
Sy = —08Ss + ATCTECA
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para estimar los estados y parametro desconocido del sistema transformado 2 = f(z,0), tal que
aplicando z = Q!(z) se obtienen los estados y el parametro estimados del sistema original

(5.2.1).

Algunos C*-difeomorfismos z = @(x) para transformar los sistemas clase P (5.2.1) a la

forma afin dada por (4.2.13) estan dados en la Tabla 5.2.

Tabla 5.2.1: C*°-difeomorfismos @) que transforman los sistemas clase P a la estructura (4.2.13),
considerando ¥,, = 21

Sistema || Estructura (5.2.1) Q Estructura (4.2.13)

Ztl = X2 VAR 2[E3 731 = —az1+ 29
(3.2.3) Ty = a3 2y = —2x; + 223 29 = —234+ 2123

$3 = —Qar3—T1+ SC% zZ3 = 2332 23 = Z1

il = X2 21 = X2 21 = —QZz]+ 29
(3.2.4) Ty = I3 29 = Qg+ T3 Zy = —z3+ 2123

Zt3 = —O0xr3 — T —+ x129 zZ3 = I 2:’3 = zZ1

21.31 = X9+ 1 21 = X2 2.’1 = —Q2z1+ 29
(331) Ztg = —QI9+ T3 Z9 = X3 Z"Q = 2173

.j?g = X1T9 zZ3 = I 2"3 = z1+ 1

i?l = I3 21 = x1+ 1 21 = —Q21+ 29
(3.3.2) T = x1+1 29 = T3+ ar+a 29 = —234+ 2123

.i‘3 = —QI3+ T1X2 Z3 = X2 23 = z1

il = X2 21 = X9 21 = —QZ2]+ 29
(3.3.3) Te = —oT9+ T3 29 = I3 Zy = —zm+ 22

I'g = —I+ l‘% zZ3 = I Z"3 = 2

Ztl = X2 21 = X2 731 = —az1+ 29
(334) i?g = —QIo+ T3 Z9 = I3 Z"Q = —23+ 2123

$3 = —T1+T122 zZ3 = I 23 = Z1
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5.3 Control no lineal por retroalimentaciéon de estados para
sistemas caobticos clase P

A partir de los resultados presentados en el capitulo 4, es posible disefiar un control por re-
troalimentacion de estados para los sistemas cadticos clase P. Tal diseno es utilizado como un

controlador intermedio dentro del enfoque utilizado con el observador adaptable.

Para esto, considérese un sistema cadtico clase P en la forma (4.3.1) dada por

i = f(z.0)+ gz, a)u
y = h(x)
donde x € R", u € Ry y € R son los vectores de estado, entrada de control, y salida a controlar,

respectivamente; el parametro o € R es una constante cuyo valor es desconocido.

Si el sistema (4.3.1) tiene puntos de equilibrio y grado relativo bien definido p = n, entonces
su dinamica cadtica puede ser suprimida mediante un control linealizante por retroalimentacion

de estados descrito por (4.3.8):
—Lih(z) +v

=)
LgLJpe h(z)
donde v es el control auxiliar para el sistema resultante de la linealizacién por retroalimentacion

de estados.

Ahora, si se desea estabilizar el sistema (4.3.1) en el origen, sin pérdida de generalidad, es

necesario considerar un control auxiliar dado por (4.3.11):
v =—kiy(t) — kay(t) — ... — ky*~V(t)

donde los valores de las constantes k; (i = {1,2, ..., p}) deben ser tales que s” + k,s" ' + ... +

kos + kq sea un polinomio Hurwitz.

Ademas, la salida del sistema puede seguir a una sefial de referencia y, suave (continuamente

diferenciable), si se escribe el control auxiliar v como (4.3.10):

v = =Fi(y() = 5o () = Ka(5(8) — §10)) = o = Bp(g () = 5V (0) + 50 ()
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Notese que la entrada de control u para los sistemas (3.2.3) a (3.3.4) corresponde a una fuerza
ex6gena de control del sistema. Entonces, el controlador por retroalimentacion de estado puede

ser utilizado para estabilizacién o seguimiento.

5.3.1 Esquema controlador-observador para sistemas caéticos clase P

Las leyes de control obtenidas requieren todos los estados y parametro del sistema (5.2.1) para
realizar la retroalimentaciéon. Sin embargo, el parametro o es desconocido y x y sus derivadas
en el tiempo # y = no estan disponibles para la retroalimentacion, entonces los estados y el
parametro « seréan substituidos en la ley de control por los valores estimados por el observador
adaptable. De esta forma, el esquema propuesto queda integrado por el observador adaptable
(5.2.2) y laley de control por retroalimentacion (4.3.8), donde v esta dado por (4.3.11) 6 (4.3.10)
para el caso de estabilizacion y seguimiento a una senal de referencia y,., respectivamente. En
la Figura 5.1 se presenta un esquema completo para la implementacion de controlador basado

en un observador adaptable.

En seguida se considera la estabilidad asintotica del esquema controlador-observador dado
por (5.2.2) y (4.3.8)-(4.3.11). En vista de la forma del sistema considerado (4.2.13), es claro
que si se extiende el vector de estado z por el vector de parametros constantes 6, en el vector
Z:=(z #)7T, se preserva la estructura afin en el estado:

Z = F()Z+G)
Ym = HZ

dondeF(ﬁ):<Ag9) q)gﬂ)),G(ﬁ):(@gﬁ)),H:(C 0 )y 9i=(u g ).

(5.3.1)

Ahora, considerando el esquema controlador-observador dado por
7 = F(WZ)Z+GW(2))
7 = FW(Z)Z+GW(Z))+ S H (y,, — HZ) (5.3.2)
S = —pS—FT(w(Z))S — SF(u(Z))+ H'H
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Vo Ln@+o®u)|  u % x Ly
e paitid J ho9 =

% 18 16, 6)
£=Q'(2) B

A A

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
A A

z 0
Observador para sistemas
z=Az+0(u,y,)+ @ (w.y,)0
y,,=Cx

Esquema |
Controlador-Observador
Adaptable |

Figura 5.1: Esquema controlador-observador adaptable para sistemas cadticos clase P.

Sy S
donde S = ( S; 5’2 ) S., Sg, A de (5.2.2) estan relacionados con S mediante las ecua-
2 3
ciones:
Sz = Sl
Sy = S3—STS; LS, (5.3.3)
A = -S5[S,
Sea e := Z — Z el error de estimacion, entonces las dinadmicas del esquema controlador-

observador resultante puede ser escrito como sigue:
¢ = {F((Z))—S'HTH}e
Z = F(2)Z+GW(2)) (5.3.4)
S = —0S—FT(W(2))S - SF(W(Z))+HTH
donde u(Z) es la ley de control correspondiente dada por (4.3.8)-(4.3.11), la cual depende de
los valores estimados por el observador (5.2.2). Entonces, puede establecerse en el siguiente
resultado:

Teorema 5.3.1. Bajo la suposicion de que el controlador nominal es globalmente asintotica-
mente estable y que el estado Z en (5.3.2) permanece para tiempo positivo en un conjunto
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compacto 0 (el cual contiene el punto de equilibrio del controlador nominal) ¥Z(0) € €,
el sistema completo (5.3.2) es globalmente asintéticamente estable en Q x R™ x ST (i.e.,
VZ(0) € Q,VZ(0) € R*;¥S(0) > 0).

Prueba. El observador (5.2.2) es tal que el error de estimacion error tiende a cero (por lo tanto
es acotado) y la matriz S, la cual es solucion de la ecuacion diferencial de Riccati en (5.3.2), es
acotada por arriba y por abajo en el conjunto de matrices definidas positivas, esto es,

Lema 5.3.1. Supdngase que U es reqularmente persistente para (5.3.1), y considérese la si-
gquiente ecuacion diferencial de Lyapunov:

S(t) = —05(t) — FT(9(2))S(t) — SO F(W(Z)) + H'H

con S(0) > 0. Entonces: 30y > 0 tal que para cualquier matriz simétrica definida positiva
S5(0); V0 > 6y
da>0,8>0,tg>0:Vt >t

al < S(t) < BI.

Entonces el estado completo e = (Z ~7,7,8 ) de (5.3.2) permanece en un conjunto compacto
a lo largo de cualquier trayectoria.

Sea A = {(e(t), Z(t),S(t)),t > 0} una semitrayectoria del esquema controlador-observador
dado por (5.3.2). Esta semitrayectoria, permanece en un conjunto compacto como se menciono
anteriormente, tiene un conjunto w-limite no vacio (el conjunto w-limite de una trayectoria es
el conjunto de sus puntos de acumulacién). Sea [€, 7, 5] un elemento del conjunto w-limite
considerado de A. Es claro que e — 0 implica que @ = 0. Sea {(0, Z(t),S(t)),t > 0} una
semitrayectoria que comienza en tiempo t = 0 en |0, Z, g]. Puesto que el conjunto w-limite
es positivamente invariante, entonces la semitrayectoria {(0, Z(t), S(t)),t > 0} pertenece al
conjunto w-limite considerado de A. El error de estimacion es aqui igual a 0 para esta semi-
trayectoria, y utilizando nuestra suposicion de estabilidad en lazo cerrado, Z es globalmente
asintoticamente estable, i.e., Z(t) — Z* = 1(Z*). De esta manera, hay puntos en los cuales
e=0y Z = Z* en el conjunto w-limite de A, puesto que él es un conjunto cerrado. Al
ser [0, Z*,5(t)] un elemento del conjunto w-limite de A se sigue el mismo razonamiento: sea
{(0,2*,5(t)),t > 0} una semitrayectoria que comienza en tiempo ¢t = 0 en [0, 2*,S]. Esta
semitrayectoria pertenece al conjunto w-limite de A. Las dinamicas de S(t) estan dadas por
la ecuacion diferencial de Riccati y utilizando la observabilidad del sistema lineal constante
(F*+G*, H), que S(t) tiende a S*, la tnica solucion definida positiva de la ecuacion algebraica
de Riccati.

Entonces, [0, Z*, S*] pertenece al conjunto w-limite de A. Resulta que, bajo la suposicion de
estabilidad asintotica (local) de (5.3.2), A entra en un tiempo finito en la region de atraccion de
[0, Z*, 5*]. Por consiguiente (5.3.2) es globalmente asintéticamente estable en Q x R" x S. [
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5.4 Implementacién del esquema

Ahora consideraremos un caso particular para ilustrar la implementacién del esquema contro-
lador por retroalimentacion de estados basado en un observador adaptable para supresion de

caos en los sistemas cadticos clase P.

Se considera el ejemplo del sistema cadtico clase P (3.2.4), para el cual se estiman sus estados
y parametro «, y se disenia una ley de control que permite estabilizacion y otra que permite

realizar seguimiento a una senal de referencia.

5.4.1 Diseno del observador adaptable y controlador

El sistema caotico (3.2.4) esta descrito por las ecuaciones:

/

jfl = T3
Ty = X

? ’ (5.4.1)
T3 = —ax3— T+ x1T9+u

Yy = &1

\

donde se considera que el parametro a es constante y desconocido, y = x; es la variable del
sistema a controlar, y el sistema esta controlado por una entrada exégena u. Por otra parte,

la tinica informacion de que se dispone es la componente del vector de estados x,, la cual es

medible.

Antes de disenar algin observador o controlador, es necesario conocer el grado relativo y la
observabilidad del sistema. Primeramente, se analiza el grado relativo del sistema. Considérese

la Nota 4.3.2, puesto que y = x1, entonces

y = T2 = 3
y(g) — i’3 = —QI3— I ‘l— T1T2 + u

Por lo tanto, el grado relativo p = 3, es decir, en este caso, p = n.
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Por otra parte, también analizamos la observabilidad del sistema mediante la condicién de
rango dada por (4.2.4). Ya que y,, = 9 es la variable medida, entonces el espacio de observacion

para el sistema (5.4.1) esta dado por
O = {1’2, T3, —Qxr3 — T —+ .Ill’g}

Por consiguiente,

07 0, To — 1
dO = 1, O, T
0, 1, —«a

El rango de dO depende del valor de x5, esto es, la matriz dO pierde rango solamente para
ro = 1, por lo tanto, la observabilidad esta sujeta a dicha restriccion. Por este hecho, se

procurara no llevar el sistema al plano, en el espacio de estados, para el cual o = 1.

Ahora para aplicar el esquema control-observador a este sistema se procede de la siguiente
forma. El sistema (5.4.1) es transformado en la forma afin en el estado (4.2.13) mediante el

mapeo (C*-difeomorfismo) Q : f — f,x — z dado por:

Z1 = X2
Zo = OT9 + T3 (542)
23 = I1

Por consiguiente, debe disenarse el observador adaptable para el sistema (2 = f(z,a)):

Z"l = —@z]+ 29
Zy = —z23+2z2123+u
? S (5.4.3)
Z"g = 21
L Yn = 21
Definiendo 0 := «, el sistema (5.4.3) queda expresado en la forma (4.2.13), donde
0 1 0 0
Alw,ym) = | 0 0 (ym —1) ot ym) = | u
0 m
i (5.4.4)

0
D (u, Ym) 02[100}
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Entonces, disenamos el observador adaptable de la forma (5.2.2), mediante el cual se obtiene
el vector de estados estimados Z y el parametro estimado & a partir de la salida medida v,,.

Utilizando la transformaciéon Q! dada por

ryT = Z3
To = 21 (545)
T3 — 29 — Oz

obtenemos el vector de estados estimados = y el pardmetro estimado &, los cuales estan

disponibles para el disenio de la ley de control.

Por otra parte, es evidente que el sistema (5.4.1), el cual es de grado relativo p = n, tiene

la forma (4.3.1), donde

i) 0
f(z) = T3 , glx)=10 (5.4.6)
—QT3 — T + 1129 1

Entonces la ley de control u que suprime el caos en el sistema (5.4.1), mediante linealizacion
exacta por retroalimentacion de estados, es calculada por (4.3.8), entonces esta dada por la
expresion

U= axr3+ 1T — 1Ty + U (5.4.7)
Luego, el control auxiliar v puede asignar la dindmica deseada al sistema linealizado resultante.
Es decir, si el objetivo es estabilizar en el origen al sistema (5.4.1), la ley de control auxiliar

esta dada por (4.3.11)
V= —klfL’l - k?gl’g - ]{731'3 (548)

Ahora, si el objetivo es que la salida y del sistema (5.4.1) siga a una senal de referencia deseada

Yy, la ley de control auxiliar estd dada por (4.3.10)

v =—ki(xy —y) — kalzo — ) — ks(zs — §,) + y© (5.4.9)

Ya que se ha supuesto que no todos los estados son medibles para ley de control y el pardmetro

se considera desconocido, entonces son sustituidos, por sus valores estimados proporcionados
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por el observador, en la ley de control linealizante:
U= Qls+ T, — 129 + v (5.4.10)
en la ley de control auxiliar estabilizante en el origen:
v = —k1T1 — koo — k33 (5.4.11)
y en la ley de control auxiliar para seguimiento de la salida y a una senal de referencia y,:
v=—ki(21 — yr) — k(&2 — §r) — k3(@3 — §ir) + y (5.4.12)

En conclusion, el esquema controlador-observador dado por las ecuaciones (5.2.2), (5.4.4),
(5.4.5), (5.4.10), y la ecuacion (5.4.11) o (5.4.12), permite suprimir caos y asignar dinamicas

deseadas al sistema (5.4.1), disponiendo solamente de la salida y,,.

5.4.2 Resultados en simulacién
Con el proposito de ilustrar la eficiencia del esquema de control-observador en este caso particu-
lar, se presentan a continuacion los resultados obtenidos mediante simulaciones en MATLAB.
Los valores numéricos utilizados para las simulaciones fueron:
e Las condiciones iniciales del vector de estado para el sistema (5.4.1) fueron arbitraria-
mente: x1(0) = —1, 25(0) = —1, z3(0) = 1.
e El pardmetro fue elegido constante y dentro del rango cadtico con un valor a = 2.02.

e Las condiciones iniciales arbitrarias para el observador adaptable (5.2.2)-(5.4.4): 2,(0) =

—5, 25(0) =1, 55(0) = 5, &(0) = 0.

e S5.(0) =1, Sy(0) = I, A(0) = [10 10 --- 10 ] con dimensiones apropiadas para
(5.2.2)-(5.4.4).
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e Ganancias positivas arbitrarias para (5.2.2): p, = pp = 10.
e Las constantes k; del polinomio s + k3s? + kys + k;, para las ecuaciones (5.4.11) y

(5.4.12), fueron elegidas como ky = 1, ko = 3 y k3 = 3, colocando las raices del polinomio

en s1 = —1, s = —1y s3 =—1, con el fin de que fuera Hurwitz y que no tuviera modos
oscilantes (raices sin parte imaginaria).

1. Estimacion de estados y parametro

En un primer caso, se considera que no se aplica ninguna entrada de control, es decir, u(t) = 0,
vVt > 0. En consecuencia, s6lo se estiman los valores de cada uno de los estados y el valor del

parametro «, sin realizar acciones de control, lo que permite realizar la estimacion del sistema

(5.4.1) en comportamiento cadtico.
La Figura 5.2 muestra el valor del parametro o con respecto al tiempo y su estimado &.

25

15+
I

051
7
****** «

Figura 5.2: Parametro a y su estimado & vs t, caso 1.



estimados.

10

Figura 5.3: Estado z1 y su estimado & vs ¢, caso 1.

Figura 5.5: Estado z3 y su estimado &3 vs t, caso 1.
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Las Figuras 5.3 a 5.5 muestran la evoluciéon cadtica de los tres estados del sistema y sus
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La Figura 5.6 muestra el error de estimacion del parametro «, y los errores de estimacion

€z, €y, Y €4, correspondientes a las variables de estado x;, x5, y x3, respectivamente.

_10 -

Figura 5.6: Errores de estimacion del parametro « y de los estados vs t, caso 1.

2. Supresion de caos y estabilizacién en el origen

En este caso, se aplica la entrada de control por retroalimentacion de estados u, dada por

(5.4.10)-(5.4.11), al sistema (5.4.1) que permite suprimir su evoluciéon cadtica y ademés es-

tabilizarlo en el origen, a través de los valores 'y, Zo, T3, & proporcionados por el observador

adaptable. El control u fue aplicado a partir de t = 25seg para mostrar la diferencia entre

las trayectorias de estado libres (u(t) = 0, 0 < t < 25seg) y las trayectorias de estado bajo la

accion de control. La Figura 5.7 muestra el valor del parametro « con respecto al tiempo y su

estimado &.
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25

Figura 5.7: Parametro a y su estimado & vs tiempo ¢, caso 2.

La Figura 5.8 muestra los errores de estimacion del parametro « y de las variables de estado.

Las Figuras 5.9 a 5.11 muestran la supresion de la dinamica cadtica de los tres estados y la

-4+
’

-10
0.5 1
Figura 5.8: Errores de estimacion del parametro « y de los estados vs tiempo t, caso 2.

estabilizacion del sistema en x = [0,0,0]7, por la acciéon de control para t > 25seg. La Figura

5.12 es un espacio de fase en que se ilustra la estabilizacion del sistema en el origen.
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Figura 5.9: Estado x; vs tiempo ¢ (estabilizado), caso 2.

— — referencia cero
— &2
2 i )
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t
Figura 5.10: Estado x5 vs tiempo t (estabilizado), caso 2.

— — referencia cero

Figura 5.11: Estado x3 vs tiempo t (estabilizado), caso 2.
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o (0,0,0)

Figura 5.12: Evolucién del sistema estabilizado en el origen del espacio de fase, caso 2.

La Figura 5.13 muestra la senal de control v dada por (5.4.10)-(5.4.11), aplicada en ¢t > 25.

Como es claro, los errores de estimacion tienden hacia cero mostrando con ello el buen
desempeno del observador. El sistema (5.4.1) es estabilizado asintéticamente en el origen al
aplicar la ley de control (5.4.10)-(5.4.11) para ¢t > 25. Vale la pena mencionar que es necesario
estimar el parametro desconocido antes de aplicar la ley de control para garantizar la condicion
de excitacion persistente (Suposicion 4.2.1) (considerando ¥ := ( u, v, ) como la excitacion

persistente), de otro modo la estimacion del pardmetro podria ser falsa.
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0.2

35 40

15 20 25 30

Figura 5.13: Senal de control u (aplicada en t > 25) vs tiempo t, caso 2.

3. Supresién de caos y seguimiento a una senal de referencia

Ahora, se aplica la entrada de control por retroalimentacion de estados u, dada por (5.4.10)-
(5.4.12), al sistema (5.4.1) para suprimir su evoluciéon cadtica y ademés que la salida y siga
a una senial de referencia periddica dada por y, = sen(t), a partir de los valores &1, Zq, T3, &
proporcionados por el observador adaptable. El control u es aplicado también para t > 25. La

Figura 5.14 muestra el valor del parametro « con respecto al tiempo y su estimado a.

25

15
!

0.5
'

Figura 5.14: Parametro a y su estimado & vs tiempo ¢, caso 3.
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La Figura 5.15 muestra los errores de estimacion del pardmetro «, y de las variables de

estado. Ar "
II \\
1 \
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Figura 5.15: Errores de estimacion del pardametro « (linea continua) y de los estados (lineas punteadas)

vs tiempo ¢, caso 3.
del sistema, y el seguimiento de la salida y a la senal de referencia y,, por la accion de control

Las Figuras 5.16 a 5.18 muestran la supresion de la dindmica cadtica de los tres estados
u para t > 25. El tiempo que tarda el sistema en seguir a la senal de referencia depende de
la eleccion de las constantes k; del control auxiliar, puesto que mediante estas constantes se

realiza la asignacion de polos en el sistema en lazo cerrado. En la Figura 5.19 se muestra la

evolucion del sistema en el espacio de fase.
10
. —x
8H S ,:L-l
‘ y, = sen(t
6,\
\\ //\\\ //"'\\\
\ / \ / \ ,
\/ \/ \\,/
i
o 5 10 5 2 25 2 3 20 s L
Yr Vs tiempo t, caso 3.

Figura 5.16: Estado z y senial de referencia
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Figura 5.17: Estado x5 y primer derivada de la referencia g, vs tiempo t, caso 3.

Figura 5.18: Estado x3 y segunda derivada de la referencia g, vs tiempo ¢, caso 3.

—

— — trayectoria de referencia

Figura 5.19: Evolucién del sistema en seguimiento en el espacio de fase, caso 3.
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La Figura 5.20 muestra la senal de control v dada por (5.4.10)-(5.4.11), aplicada en ¢t > 25.

15

-15F

2t

2% 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t
Figura 5.20: Senal de control u (aplicada en t > 25 seg) vs tiempo ¢, caso 3.

Los errores de estimacién tienden hacia cero mostrando con ello una buena estimacion y el
buen desempeno del observador. La salida y sigue adecuadamente a la senal y, = sen(t) del
sistema (5.4.1) al aplicar la ley de control (5.4.10)-(5.4.12) para t > 25 seg. Como ya se ha
mencionado, este esquema funciona siempre y cuando se cumplan las hipotesis establecidas, es
decir, se consider6 que no se llevara el sistema a algtin subespacio en el cual x5 = 1, puesto que
ahi se pierde observabilidad. Ademas, se considerd que el sistema tiene grado relativo pleno, por
lo cual no se han considerado sistemas de fase no minima. Por otro lado, es necesario considerar
que la rapidez de convergencia del observador depende de los parametros de ganancia o, y 0g,
mientras que la rapidez del controlador se ajusta mediante las ganancias k; del control auxiliar
v, v es recomendable aplicar la acciéon del control después que se inicie la estimaciéon para
asegurar que el observador converja. También es importante cuidar que el ruido de medicién o
alguna perturbacion en el sistema no afecte la estimacion realizada por el observador, puesto
que esto provocaria una acciéon de control con estados retroalimentados falsos debidos a una

mala estimacion.
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5.5 Conclusiones de Capitulo

En este capitulo, se present6 una estrategia de control que tiene su sustento en un enfoque
de linealizacion exacta, y que en particular permite la supresion de la dinamica de caos en los
sistemas clase P. Mediante este enfoque de control, es posible imponer una dinamica deseada a
esta clase de sistemas, esto es, es posible estabilizar éstos sistemas en un punto del espacio de

estados, asi como lograr que una variable de salida siga alguna senal de referencia deseada.

Este esquema de control estéd basado en observacion adaptable, es decir, en primer lugar es
disenar un observador que proporciona valores estimados tanto de los estados no medidos como
del pardametro con incertidumbre del sistema en cuestion, luego es disenada la ley de control
ya mencionada que permite la eliminacion de la dinamica cadtica en el sistema, y que ademas,

logra llevar el sistema linealizado a los objetivos de control especificados.

Ademas, se present6 un analisis de lazo cerrado para una clase de sistema no lineales afines
en el estado, clase en la cual pueden ser mapeados los sistemas clase P, utilizando el enfoque
de control por retroalimentacién de estados junto con el observador adaptable, asegurando la

estabilidad del sistema completo.

Por ultimo se ilustra la implementacion del esquema de controlador basado en el observador
adaptable mediante un ejemplo, en el que exitosamente se ha logrado suprimir la dinamica de
caos a un sistema clase P, también se logré estabilizarlo en el origen, y ademas fue posible
que una variable de salida de dicho sistema siguiera a una senal de referencia periédica. Estos

resultados fueron presentados en simulaciones.

Enseguida se presentarén resultados experimentales obtenidos de la implementacion fisica

del esquema.



Capitulo 6

Resultados experimentales

6.1 Introduccion

En este capitulo son corroborados experimentalmente los resultados teéricos mediante la im-
plementacion de un circuito caético. El circuito corresponde a una subclase de los sistemas
dindmicos clase P, y los resultados pueden extenderse de igual manera para los sistemas clase P
incluyendo funciones continuas, no diferenciables (i.e., una subclase de los sistemas Lur’e). Es-
tos experimentos se llevaron a cabo en los laboratorios de la Division de Matématicas Aplicadas
y Sistemas Computacionales del Instituto Potosino de Investigacion Cientifica y Tecnologica
(IPICyT). La implementacion del esquema controlador-observador adaptable se realiza me-
diante un equipo de control 1/O dSPACE. Las caracteristicas técnicas principales del equipo
de control dSPACE se encuentran en el Apéndice B.3. Primero se explica la manera en que se
implemento el sistema cadtico en cuestion. Posteriormente se presentan los resultados experi-

mentales obtenidos. Finalmente, se dan algunas conclusiones.
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6.2 Implementacién Fisica de un Sistema Clase P

Aqui se describen algunos detalles técnicos acerca de la implementacion electronica del sistema
(5.4.1) con la finalidad de verificar experimentalmente el desempeno del esquema controlador-

observador adaptable.

El circuito (5.4.1) se construye por medio de Amplificadores Operacionales (Op-Amps)
modelo TLO84CN y TLO82CN, un multiplicador analégico modelo AD633JN, y algunos compo-

nentes pasivos (potencidmetros y capacitores), mediante los siguientes arreglos (véase Apéndice B.1):
1. Una configuraciéon de sumador inversor con ganancia unitaria.
2. Tres configuraciones de integradores con ganancia variable.
3. Una configuraciéon inversor de ganancia unitaria.
El diagrama esquemético del circuito esta dado en la Figura 6.1. El dispositivo que permite
ajustar el parametro alfa es el potenciometro R4, el cual toma el valor de 4.9 M) para un
caso en que (5.4.1) exhibe dindmica caodtica. La Figura 6.1 muestra el diagrama del circuito

utilizado para verificar el esquema propuesto. El modelo matemético que describe la dinamica

de este circuito (véase Apéndice B.2) esta dada por

T = QX
T3 = —caxs—dr]+exrixre+u
L, . _ 1 _ Rg __ RoRs _ Ry
donde los parametros del modelo estan dados por @ = =7, b = zries € = rro 4= 7

e = RQ(RQ“"RlO)’ o =

R , Y X1, T2, x3 son voltajes. Este modelo corresponde exactamente a

1
RaCq
(5.4.1) para a = b = ¢ = d = e = 1; sin embargo, éstos coeficientes pueden ser seleccionados
mediante las ganancias de los integradores de tal manera que el sistema (6.2.1) corresponde con

el mismo comportamiento cualitativo que el sistema (5.4.1), pero escalado en el tiempo, esto es

también, un escalamiento en frecuencia con respecto al sistema (5.4.1).



AD633JN

Figura 6.1: Diagrama esquematico del circuito para implementacion del sistema (5.4.1).

Figura 6.2: Circuito correspondiente al sistema (5.4.1).
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Tabla 6.2.1: Valores de los parametros del circuito de la Figura 6.2

Parametro | Valor experimental
Ry 9.93 k)
Ry 9.94 k)
Rs 9.78 k2
R, 4-5 MS2
Rs 9.97 kQ)
Rg 9.91 kQ2
R; 20-21 MS)
Rg 10.3 MQ
Ry 960 €2
R,0 8.63 k2
Ryl 8 k2
01 1 nF
Cg 1 nF
Cs 1 nF

Aunque teoéricamente, los valores de los pardmetros del sistema (6.2.1) corresponden a las
ganancias en las configuraciones de los Op-Amp en la Figura 6.1; en la practica, el circuito de

la Figura 6.2 corresponde a los valores dados en la Tabla 6.2.1.

Las Figuras 6.3 y 6.4 muestran el comportamiento del circuito de la Figura, para diferentes
valores del pardmetro . Estas gréficas fueron realizadas con un osciloscopio Tektronix‘s modelo
TDS3034B. La Figura 6.3 muestra la dindmica para el caso en que Ry = 4.9M(Q) esto es
equivalente a un valor de a = 2.004. Esta grafica muestra el retrato de fase en el plano de los

estados x1 — o, puede verse una orbita periddica del sistema (5.4.1).

La Figura 6.4 muestra la dinamica para el caso en que Ry = 4.71M (2, esto es equivalente a
un valor de o = 2.12. En esta grafica puede verse el atractor generado por la dindmica cadtica

en el circuito de la Figura 6.2, de manera similar a las simulaciones del sistema (5.4.1).
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Figura 6.3: Plano x7 — 29 para Ry = 4.9MQ.
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Figura 6.4: Plano x7 — 29 para Ry = 4.71MQ

6.3 Resultados de la implementacion fisica del esquema
controlador-observador adaptable

Ahora se presentan los resultados experimentales obtenidos al utilizar el esquema propuesto
controlador-observador. En las Figuras 6.5 a 6.7, se muestran los resultados experimentales en
lazo abierto utilizando solamente el observador adaptable. Se obtuvieron estos resultados al

escoger los siguientes parametros de diseno para el observador, p, = 80 y pg = 1. A partir de
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estas figuras, se puede ver el buen desempenio obtenido al utilizar el observador propuesto. Sin
embargo, el error de estimacion no es cero, pero si suficientemente pequeno tomando en cuenta

el ruido presente en la medicion de las variables.

a)
21 ;

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t (seg)

Figura 6.5: a) Estimacion del parametro (o = 2.053) y b) Error de estimacion del parametro
« del sistema (6.2.1).

a)

-5 I I I I I I I I I
[ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t (seg)

Figura 6.6: Estimacion de los Estados (linea punteada: Estimados): a) Estado x1, b) Estado
xq, ¢) Estado x3.
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Figura 6.7: Errores de estimacion de los estados: a) Error del estado x4, b) Error del estado
x9, ¢) Error del estado z3.

Con la finalidad de medir el error de estimacion, definamos el error de estimacion del estado

promedio como

ty
ey = / \/62 +e2, +e2 dt (6.3.1)
tf—to

y el error de estimacion promedio del parametro del sistema como

Co = / V(@ — a)2dt (6.3.2)

(t f — to
donde tj es el tiempo inicial y ¢; el tiempo final del intervalo t € [ty,tf] en que es estimado
el vector de estados x y el parametro «, e,, = &1 — 1, €, = To — To, ¥ €,, = T3 — T3. Asi,
los errores fueron calculados para una coleccién de experimentos, los resultados se muestran
en la Tabla 6.3.2. Por otro lado, con el fin de estabilizar en el origen al circuito de la Figura
6.2 (implementacion fisica del sistema (5.4.1)), aplicamos la ley de control u dada por las

expresiones (5.4.10)-(5.4.11), esto es
u = dfiﬁg + ffl - Zi‘lffz - k‘lffl - ]{323?2 — kgig 5

donde los valores estimados para los estados 2 y el parametro & fueron tomados del observador

adaptable, para p, =80y pyp = 1.
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Tabla 6.3.2: Errores de estimacion para el sistema (6.2.1)

Gain p, €s Ca

1 6.49x10° || 74.3282
10 24.724 1.6960
30 0.7318 0.3102
50 0.3267 0.0619
70 0.2323 0.0388
80 0.2833 0.0226
100 0.2856 0.0305
200 0.2858 0.1702
500 0.2859 0.2339

La Figura 6.8 muestra la acciéon de control aplicada al circuito correspondiente al sistema
cadtico (6.2.1). La Figura 6.9 muestra la supresion de caos en el circuito, bajo la accion de
control aplicada en tiempo t = 14.2, y ya que u es un control estabilizante en el origen, los
estados del sistema convergen a cero. Ademaés el parametro fue estimado adecuadamente, el
error de estimacion del parametro no converge a cero, sin embargo es suficientemente pequeno

para asegurar una buena estimacion.

-3 1 1 1 1 1 1
14 16 18 20 22 24

t (seq)

Figura 6.8: Senal de control aplicada al circuito.
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a)

14 16 18 20 22 24

14 16 18

14 16 18 20 22 24

t (seq)

Figura 6.9: Estados del circuito, aplicando control: a) Estado x1, b) Estado x5, ¢) Estado xs.

En la Figura 6.10 se muestra la estimacion del parametro y el error de estimacion. Una vez
que la accion de control desaparece (u = 0), el sistema vuelve a su comportamiento caotico,
y el observador es reinicializado con el fin de estimar los estados y pardmetro actuales, el cual

converge un tiempo después.

a)

14 16 18 20 22 24

b)

2 -

-4 1 1 1 1 1 1

14 16 18 20 22 24
t (seg)

Figura 6.10: Estimacion del parametro del circuito: a) Estimacion del parametro (o = 2.053),
b) Error de estimacion del parametro.
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6.4 Conclusiones de Capitulo

En este capitulo se presentaron resultados experimentales obtenidos al evaluar el desempeno
del esquema de control propuesto, el cual fue implementado para un circuito electrénico que

representa a un sistema caodtico clase P.

Se han mostrado los indices en los cuales el observador adaptable estima los valores de los
estados no medidos y del pardmetro desconocido del circuito cadtico. Para lo cual, aunque si
bien es cierto que los errores de estimacioén no convergen a cero, si son suficientemente pequenos

para garantizar una estimacion adecuada.

Ademas, se utilizo una ley de control para linealizaciéon exacta por retroalimentacion de
estados que permite también estabilizacion. Al aplicar esta ley de control junto con el obser-
vador adaptable se logré suprimir caos, y ademas, estabilizar en el origen a un circuito cadtico

correspondiente a los sistemas clase P.

Por estos resultados, consideramos que el esquema de control basado en observaciéon adap-
table es eficaz para lograr los objetivos de control planteados, en particular la supresion de caos

en los sistemas clase P.



Capitulo 7

Conclusiones y Trabajos futuros

Este estudio muestra la eficacia de la estrategia de control considerada para la supresion de
caos en una clase de sistemas cadticos de dimensién finita conocida como clase P. Puesto que
dicha estrategia consta de un observador adaptable y un controlador linealizante por retroali-
mentacion de estados, se han mostrado condiciones suficientes de convergencia asintotica del
observador. Lo cual es valido bajo la suposicion de que los sistemas clase P disponen, al menos,
de una variable para su mediciéon, y que sélo se desconoce el parametro alfa, el cual se supone
constante. Ademaés, es considerado que existe algin difeomorfismo que transforma cada uno de
los sistemas cadticos clase P en la estructura afin en los estados y parametro. La condicion de
excitacion persistente, para la convergencia del observador adaptable, es tratada considerando
que el sistema es autoexcitado con la propia dindmica cadtica de la variable de salida. La
convergencia y eficacia del observador adaptable no son garantizadas en falta de alguna de las
condiciones indicadas anteriormente, tal como ausencia de la condicién de excitaciéon persis-
tente, o en la falta de informacion del valor de los parametros que aqui se supusieron conocidos,

por citar algunos.

En cuanto al controlador, su desempeno estd en funcion de la calidad de estimacion de
los estados y parametro del sistema. Ademaés, en este trabajo se ha considerado que los sis-
temas cadticos clase P tienen grado relativo pleno. Bajo estas condiciones, se ha mostrado
que el esquema completo controlador-observador en lazo cerrado es globalmente asintética-

mente estable. Las simulaciones en software y los resultados experimentales muestran un buen
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desempeno obtenido para el sistema estudiado de clase P en lazo cerrado. Sin embargo, la
implementacion fisica del controlador depende en gran manera de la la dindmica de la senal
de referencia elegida, puesto que, ésta podria requerir que la sefial de control y/o los estados

excedan sus cotas fisicas de amplitud y/o frecuencia.

Con respecto a las contribuciones en este trabajo, es posible mencionar que se propone una
solucion al problema de supresion de caos en los sistemas clase P. Ademas, para estabilizacion
en el origen y el seguimiento a una senal de referencia mediante leyes de control no lineal
por retroalimentacion de estados. Por otro lado, en cuanto a trabajos futuros relacionados
con la estrategia de control propuesta para la clase de sistemas cadticos estudiados, es posible

mencionar lo siguiente:

En el diseno del esquema controlador-observador adaptable no se consideraron restricciones
de los estados ni de la senal de control, sin embargo en la practica, tanto los estados como
la entrada de un sistema tienen restricciones fisicas, tales como cotas en amplitud y/o en

frecuencia.

Por otra parte, en este estudio se hizo la suposiciéon de que la planta solo tenia un parametro
desconocido. Sin embargo, no siempre es posible satisfacer esta suposiciéon puesto que los

sistemas estan formados por elementos fisicos cuyo valor esta sujeto a incertidumbres.

Entonces, se pretende incluir, en estudios posteriores, el caso en el que hay restricciones en
amplitud y frecuencia para las variables de estados y entrada, con la finalidad de garantizar la
aplicabilidad fisica de las estrategias de control, al tomar en cuenta las limitaciones de la planta
y del controlador. Adicionalmente, se considerara la presencia, y relevancia, de incertidumbre
en el modelo de los sistemas a considerar, con el fin de incluir caracteristicas en el esquema de
control que disminuyan o eliminen su vulnerabilidad ante esto. Ademas de estas situaciones,
seguramente hay mas casos por considerar en el estudio de control de caos, los cuales seran
abordados en la medida en que se tenga conocimiento de ellos, y conforme sean relevantes para

los propositos de los trabajos de investigacion futuros.



Apéndice A

Bases de geometria diferencial

A.1 Difeomorfismos

Sea p un punto en E", el espacio Euclidiano n-dimensional, y U una vecindad de p. Sea
¢ : U — V C R™ un mapeo uno a uno y biyectivo. Si ¢(x) y ¢! (x) son mapeos continuamente

diferenciables C* (mapeos suaves), ¢ es llamado un difeomorfismo. Si p(z) y ¢ '(z) estén
definidos en R™ y son mapeos suaves, ¢ es llamado un difeomorfismo global.

Ahora considérese un resultado conocido del calculo que provee condiciones suficientes para
que un mapeo sea un difeomorfismo.

Teorema A.1.1. (Funcion Inversa) Sea U un subconjunto abierto de R"™ y sea ¢ = (1, ..., 0n) :
U — R™ un mapeo suave. Si la matriz Jacobiana

9p1 Ot
dQO oz afn
dr :

8gon 8<Pn

8&?1 8$n

es no singular en algiun punto p € U entonces existe una vecindad V C U de p tal que ¢ : V —
o(V) es un difeomorfismo.

El diferencial de una funcién suave h : U C R® — R esta definida en coordenadas locales

COomo 8h ah
dh = —d
89&1 Tt * 6’%

y también es denotado como un vector gradiente fila

dz,,

oh oh

Dados r funciones suaves ¢, ..., en U C R", el rango{dys,...,dp,} =renp e U (U € R")
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es equivalente a

Opi(z) . Opi(x)
ox1 0zn
rango | 11t | =7
Opr(x) .. Opr(x)
8:1?1 azn

para x = p (Vx € U). El teorema de la funcion inversa puede también ser enunciado como
sigue.

Teorema A.1.2. Si rango{dys,...,dp,} = n en algin punto p € U, un conjunto abierto de
R™, entonces existe una vecindad V- C U de p tal que ¢ : U — o(V') es un difeomorfismo.

A.2 Campos vectoriales

Sea C*(p) el conjunto de todas las funciones C* definidas en U, una vecindad de p. Ellas
forman un algebra sobre el campo R. Un vector tangente v en p tiene las tres propiedades:

1. mapea C*(p) en R";
2. es un operador lineal, esto es, v(ajhy + aghy) = ajv(hy) + as(hs), Vh; € C=(p), a; € R;
3. satisface la regla de Leibniz v(hihs) = v(hy)hg + hiv(h2).

Si (U, ¢) es una vecindad coordenada y x1(p), ..., z,,(p) son coordenadas locales, un vector puede
expresarse como
0

V=UV1—+..+v,—
181’1 8:131

con v; € R, 1 < i < n, las componentes de v con respecto a 9/0x,...,0/0x, lo cual es una
base para el espacio vectorial sobre R que consiste de todos los vectores tangentes v en p.

Un campo vectorial f en un subconjunto abierto U C R" es una funcién que asigna a cada
punto p € U un vector f,.

Si (U, ) es una vecindad coordenada y z1(p), ..., ,(p),p € U, son coordenadas locales, un
campo vectorial suave es expresado como

0 0

[ = fl(x)a—ml +...+ fn(ﬁ)%

con f; € C®(p) dependientes de las coordenadas locales elegidas. Un campo vectorial puede
expresarse como un vector columna

fu(2)

Un sistema dindmico es un mapeo C' ¢;(p) : R x U — U donde U es un conjunto abierto en
un espacio Euclidiano que satisface:
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L do(p) =p
2. ¢ps0¢s = s paracadat,s € R

con ¢;(p) mapeando U — U. Esta definicién implica que el mapeo ¢;(p) tiene un inverso C'
¢_+(p). Un sistema dindmico define un campo vectorial

d

f(p) = %cbt(p)

t=0

el cual es el vector tangente a la curva t — ¢(p) en t = 0. Dados (U, p), la curva t — ¢:(p)
puede expresarse como t — (z1(t), ..., z,(t)) y

fi(x(t)) Fra(t)

fu(2(t)) T (t)

Entonces x1(t),...,z,(t) es la solucion de la ecuacion diferencial con condiciones iniciales z(0)
dada por # = f(z). Un campo vectorial es completo si las soluciones a la ecuacion diferencial
& = f(x) pueden estar definidas para todo t € R.

A.3 Derivadas Lie

Si f es un campo vectorial suave en U y h una funciéon suave en U entonces f(h) es la funcion

suave en U definida por
- Oh
Fw =Y 50 (5) o)

Un campo vectorial puede ser interpretado como un operador que mapea la funcién h en la
funcién f(h). La funcion f(h) es llamada la derivada Lie de la funcion A a lo largo del campo
vectorial f; es usualmente denotado como L¢h. Derivadas Lie repetitivas a lo largo del mismo

campo vectorial f son denotadas como Lih = Lf(L’Jflh), Lih = Lgh, L$h = h.

La derivada Lie L¢h de una funcion suave h a lo largo de un campo vectorial f es también
denotado por (dh, f). El conjunto de todos los campos vectoriales C* en U es un espacio
vectorial sobre R y sobre C*>(p), i.e.

Lapypph = aLlph+ BLg,N

donde «, 5 € C*>(p).



Apéndice B

Implementacion del sistema mediante
circultos electronicos

B.1 Configuraciones con Amplificadores Operacionales

El primer paso en el diseno del circuito electronico es representar el sistema (5.4.1) como un
diagrama de bloques, ver Figura B.la, de esta manera es facil identificar las configuraciones
requeridas para reproducir las dinamicas del sistema. La Figura B.1b muestra las configura-

_ Vin Vg = - L_[‘u‘!-cfir
% .[ * ‘ :'R AEI;>_VO RC
L 2

x
2 I Xy 5 N -
vz Vo
|—> :23: = iy iy R
Xz j X J(Z\ 1ﬁ=—[gﬁ+gv2+...gu]
j L// V1
LA X vy = (vpelvy)
kel <
a) SR

Figura B.1: a) Diagrama de Bloques para sistemas dinamicos. b) Configuraciones integrador sumador
utilizando Op-amp.

ciones convencionales Op-amp para realizar operaciones analogicas como suma, integracion y
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multiplicacion. Estas operaciones son requeridas para la implementacion del sistema (5.4.1).
Luego, es necesario calcular las ganancias de las configuraciones integrador sumador.

B.2 Verificacion del Modelo (6.2.1)

Al realizar el analisis del diagrama de la figura 6.1 mediante las leyes de Kirchoff se obtiene lo
siguiente:

Aplicando la ley de las corrientes de Kirchoff en el nodo P,

r1—0 ax3—0 (r29—0) @3—0 —u—0
+ — + + =0
Ry R Ry Ry Ry

al despejar &3 se obtiene,

R4 Re

El arreglo con los Op-Amp 1B, 2A y 1C, es la version integral de la ecuacion iy = TRC G
y la configuracion en el Op-Amp 1D, es la version integral de la ecuacion iy = oL
Entonces, estas ecuaciones generan el modelo en espacio de estados dado por:
Zi‘l = axs
T3 = —cars—dr,+exiTo+u
_ 1 _ RG _ R2R6 _ & _ R2(R9+R10) _ 1
donde a = Rl b= RRRo G ¢ = R d= R €= " pRp1 Y QX= e T, T2, Y I3

son voltajes.

B.3 Equipo dSPACFE para implementacion fisica del es-
quema controlador-observador adaptable

El equipo de adquisicién de datos y control dSPACE tiene las siguientes caracteristicas técnicas.
Se utilizo la tarjeta dSPACE modelo DS1104. Los requerimientos de la CPU minimos para el
correcto funcionamiento de la tarjeta son los siguientes:

e Procesador Pentium II de 450MHz.

e 128MB en RAM.

e EI CPU debe ser capaz de alimentar a la tarjeta con los siguientes voltajes:+5V con 2.5A,
+12V con 0.3A, -12V con 0.2A.
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e Puerto paralelo y un puerto PCI (32 bit, 5V, 33MHz£5%).

e Sistema Operativo Windows 98, Windows Me, Windows NT 4.0, Windows 2000, o Win-
dows XP.

Los algoritmos de control fueron programados utilizando la version de SIMULINK en MAT-
LAB 6.1. Los programas disenados en este software deben ser compilados y convertidos a un
formato adecuado para su ejecuciéon en la dSPACE y su interfase con el usuario llamada Con-

trolDesk. Para que esto pueda ser posible, el programa de MATLAB SIMULINK debe cumplir
con varios requerimientos, de los cuales los méas importantes son:

e Unicamente son permitidos pasos fijos de integracion en la simulacién del sistema.
e Es necesario que no existan lineas sin conectar.
e Solo se pueden trabajar arreglos numéricos de MATLAB.
e No se debe emplear el prefijo DS en ninguna variable.
e No se puede emplear el SIMULINK Accelerator en las simulaciones.
e S-Functions deben estar codificadas en C.
e No se pueden emplear M-functions.
Las entradas y salidas de la tarjeta dSPACE tienen también sus limites, los cuales deben ser

considerados y que son los que dictan el acondicionamiento que se requerira hacer a las senales
para poder utilizarlas. De entre ellos los més importantes son los siguientes:

e Solo pueden ser empleados, tanto a la salida como a la entrada, voltajes en un rango de
-10V a 10V.
e La resistencia de entrada es de 100M(2.
e La corriente a la salida estd en un rango de -bmA y 5SmA.
e La méxima velocidad de muestreo es de 50K H z.
Estos requerimientos de la tarjeta obligan a que se lleve a cabo el acondicionamiento de la senal,

cuando las aplicaciones exceden el rango de voltaje de entrada y salida de la tarjeta. Para mas
detalles sobre los requerimientos de la tarjeta dSPACE véase 9], [10] y [11].



Apéndice C
Articulo Publicado

Durante el desarrollo de este trabajo se publico un articulo, el cual fue presentado en el Congreso
Anual de la Asociacién Mexicana de Control Automatico 2004.
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Resumen

En este trabajo se presenta una estrategia de control basa-
da en observacion adaptable para sistemas cadticos de di-
mension finita de clase P. Primero, se disena un obser-
vador adaptable que permita estimar tanto los estados no
medibles como los parametros desconocidos del sistema.
Ademas, se considera una ley de control no lineal que de-
pende de los estados y parametros estimados obtenidos del
observador. El esquema propuesto de control-observador
se aplica en un sistema caético de la clase P. Se presentan
resultados en simulacién, donde se muestra la eficiencia
del esquema de control-observador propuesto.

1. Introduccion

El estudio de sistemas cadticos ha atraido la atencién de
muchos investigadores debido a su presencia en diferentes
areas del conocimiento. Ademas desde el punto de vista de
control representa un tema interesante de estudio ya que el
caos resulta en algunos casos indeseable debido a la pres-
encia de oscilaciones irregulares que pueden causar dano a
los sistemas fisicos. Como resultado de ello se han realiza-
do esfuerzos con el fin de resolver problemas para suprimir
los efectos debidos a sistemas cadticos [1, 2, 3]. En la ma-
yoria de los trabajos publicados en la literatura sobre con-
trol de sistemas cadticos, se asume que se dispone de toda
la informacion de los estados para aplicar alguna estrate-
gia de control, lo cual no es siempre el caso. En muchos
sistemas practicos, solo se dispone de informacién parcial
de los estados. El problema se agudiza cuando, ademas
de no conocer todos los estados, se desconocen algunos
parametros del sistema. Para evitar estas limitaciones, en
este trabajo se propone un esquema de control basado en
observadores adaptables, es decir, se estudia el problema
de control de una clase sistemas caoticos donde parte de
la informacion de los estados y pardmetros del sistema
no estan disponibles. Primero, se propone un observador
adaptable para estimar los estados y pardmetros descono-
cidos. Luego, basados en los estados y parametros estima-
dos, se disena un control no lineal por retroalimentacion
de estados para estabilizar los sistemas ca6ticos clase P.
Se presenta un ejemplo donde se muestran los resultados
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obtenidos del esquema control-observador adaptable via
simulaciones.

En este trabajo se ha propuesto la aplicacién de los re-
sultados de otros trabajos [4, 5] con la finalidad de atacar
este problema para sistemas caodticos clase P desde una
perspectiva no lineal y adaptable a diferencia de otros tra-
bajos, tales como [6], en el que se presenta un observador
de estado no lineal para una clase de sistemas no linea-
les que tienen una no linealidad dependiente de la salida,
y en el que se emplea una estrategia de control por re-
troalimentacién de estado lineal basado en observadores
para estabilizar esta clase de sistemas, la cual incluye los
sistemas de Rossler y de Lorenz.

2. Sistemas caodticos de clase P

J.C. Sprott[7, 8, 9, 10] y J.M. Malasoma|11] encontraron
seis sistemas caodticos disipativos de la forma z®) =
J(z,&,%), cada uno de ellos definidos por una funcion
polinomial constituida por tres monomios y una tinica no
linealidad del tipo cuadrética, estos sistemas presentan
comportamiento cadtico para varios conjuntos de valores
de sus parametros. Dos sistemas cadticos de este tipo es-
tan descritos por:

T4aitz—i? = 0 (1)

T tai+r—xzk = 0 (2)

los cuales en una representacién en variables de estado
(x4 =z, xo = &, y 3 = &) estan constituidos por cinco
monomios en su lado derecho, cuatro de los cinco coefi-
cientes pueden ser +1 por normalizaciéon de cada una de
las tres variables y el tiempo. De esta manera, todos los
sistemas tienen un tnico parametro de control independi-
ente, el cual se elige como el coeficiente de amortiguamien-
to a > 0. Los seis sistemas caoticos, que incluyen a (1) y
(2), estan representados por:
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.’tl = X2

.’tg = I3 (3)
T3 = —axr3— T+ x%

S.Cl = X2

.’kg = I3 (4)
T3 = —QT3— T+ 122

il = X9+ 1

.’tg = —Qxy+ 3 (5)
Lt'g = T1T2

il = I3

.’tg = x1+ 1 (6)
.’tg = —ax3+ T1T2

itl = T2

.’tg = —Qaxy+ 3 (7)
L.E3 = —x1 —+ LU%

il = X2

L.EQ = —axg+ I3 (8)
.’tg = —I1+2T122

Estos sistemas se pueden agrupar en una clase de sistemas
al usar CF-equivalencias de campos vectoriales [12], esto
es, £ = f(x) y 2 = g(z) son dos C" (r > 1) campos
vectoriales definidos en R". Ellos son C*-equivalentes
(k < r) si existe un CF-difeomorfismo H tal que mapea
las orbitas ¢.(x) del primer sistema en las orbitas ()
del segundo sistema, preservando la orientacién pero
no necesariamente la parametrizacion por tiempo. Sea
7(x,t) una funcion creciente de ¢t a lo largo de las
orbitas, entonces los sistemas son CF-equivalentes si
Ho¢i(x) = Yr(p(H(z)). Si H preserva parametrizacion
por tiempo, entonces los sistemas son CF-conjugados.
En este caso 7(x,t) =ty H o ¢(z) = ¢(H(x)) [L1].
Esta clase de sistemas se denota como clase P debido
a que al menos una variable (z; 6 x2) satisface una
ecuacion ) = J(x,&,#) polinomial. Malasoma [11]
mostro que los sistemas (3)-(8) son C*°-conjugados, con
sus respectivos C*°-difeomorfismos y C°°-difeomorfismos
inversos. Como la equivalencia es una relacion transitiva,
todos los miembros de la clase P son C*°-conjugados y
ademaéas C*-equivalentes. Vale la pena mencionar que en
cada caso el C*®-difeomorfismo H y su inverso H ! son
polinomiales. Como las ecuaciones (1) y (2) son caoticas
[8, 9], entonces todos los sistemas de la clase P son
cadticos para el mismo rango 2,0168... < « < 2,0577...
del parametro de control [11].

3. Diseno de un observador adap-
table afin en el estado

En esta seccién se presentan resultados relacionados con

el diseno observadores adaptables para sistemas afines en

el estado que dependen de parametros desconocidos en
una forma afin.
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3.1. Observadores adaptables exponen-
ciales para sistemas lineales variantes
en el tiempo

En [4] se presenta el disefio de un observador adaptable
para sistemas lineales variantes en el tiempo de la forma

B(t) = A(t)z(t) + Bt)u(t) + (1) o)
y(t) = C(z(t)

donde z, u, y denotan los vectores de estado, entrada y
salida medible respectivamente, y 6 algin vector de pa-
rametros desconocidos. Se asume que A, B, C, y ® son
matrices conocidas de dimensiones apropiadas, continuas
y uniformemente acotadas en el tiempo. A partir de los
resultados de [4], el sistema

At) = [A(t) - K(6)C()]A(t) + ©(t)
(t) = A)&(t) + B(t)u(t) + ®(t)4(t)
+K () + AOTAT()CT()S(t)][y(t)  (10)
. —C(t)z(t)]
0(t) = TATH)CHD(H)[y(t) — C)a(t)]

es un observador exponencial para el sistema (9), en el sen-
tido que para cualquier conjunto de condiciones iniciales,
el error de estimacion e(t) = &(t) —z(t) y eg = 0(t) — 0 de-
caen exponencialmente a cero, donde la ganancia I' puede
obtenerse de

D) = —TOAT@®)CT()S()C ()AL (t)

FAT(t) (11)

para A > 0, y para X alguna matriz definida positiva
acotada.

3.2. Observador adaptable para un sis-
tema afin en el estado

Partiendo de los resultados de [5], donde se presenta el
disefnio de un observador de estado para los sistemas afines
en el estado de la forma

& = Alu,y)r+o(u,y)

y = Cx (12)
donde las componentes de la matriz A(u,y) y del vector
®(u,y) son funciones continuas dependientes de u y v,
uniformemente acotadas, un observador exponencial para
el sistema (12) es dado por

& o= Aw,y)i+ p(u,y) +STICTE(y — Ok)

j = Ci (13)

donde S es la solucién de la ecuacion:

S = —pS—A(u,y)TS — SA(u,y) + CTEC  (14)

para ¥ alguna matriz definida positiva acotada, S(0) > 0,
y alguna constante positiva p suficientemente grande.
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Ahora bien, para disenar un observador adaptable de un
sistema afin en el estado y con parametros desconocidos
en forma afin, descrito por

z A(u, y)z + o(u,y) + ®(u, y)d
_ (15)
y = Czx
donde las componentes de la matriz A(u,y) y de los vec-
tores ¢(u,y) v ®(u,y) son funciones continuas dependien-
tes de u y de y acotadas uniformemente, y 6 algin vec-
tor de parametros desconocidos, se haran las siguientes
consideraciones. Asumiendo las mismas hipdtesis de ex-
citacién sobre las entradas, establecidas en [4] y [5] para la
estimacion de estado, y por otro lado, tomando en cuenta
que K = S71CT y S es la solucién de (14), un observador
adaptable para el sistema (15) esta dado por

A(u,y)2 + p(u, y) + P(u, y)0
+{AS; ' ATCT
+571CTYS(y — C%) (16)
0 = S;ATCTR(y - Ca) (17)
A = {A(u,y) — S;ICTOIA + ®(u,y)  (18)
Se = —peSe — A, y)"S, — SpA(u,y)
+0TxC (19)
Sy = —poSy+ ATCTECA, (20)

donde S;(0) > 0y Sp(0) > 0, y pr ¥ pe son constan-
tes positivas suficientemente grandes y ¥ alguna matriz
definida positiva acotada. La prueba de convergencia de
este observador se presenta en el apéndice A.

4. Observador adaptable para los
sistemas caodticos clase P

Considérese un sistema caotico clase P de la forma

= f(z,0a) (21)
= Cz

donde x es el vector de estados, y es la salida medible,
y « es un parametro desconocido que satisface iy, <
a < Qmaz- Mediante un cambio de coordenadas se puede
transformar el sistema (21) en un sistema afin en el estado
de la forma (15), para el cual es posible disenar un obser-
vador adaptable de la forma (16)-(20), esto es, al aplicar
un C*-difeomorfismo z = H(z) al sistema (21) se le trans-
forma en el sistema (15), y entonces se disefla el obser-
vador adaptable para estimar los estados y el parametro
del sistema transformado Z = f(z,a). Para obtener los
estimados en las coordenadas originales del sistema, es
necesario aplicar el correspondiente C*°-difeomorfismo in-
verso x = H™1(z).
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5. Control para los sistemas caobti-
cos clase P

En esta seccién se disenara un control por retroalimen-
tacion de estados para la estabilizacion asintética de los
sistemas caodticos de clase P. Para ello, considere un sis-
tema cadtico de clase P representado por

jj =

f(z,0) + gz, a)u
bz (22)

h(z)

donde x € R, u € Ry y € N son las variables de estado,
entrada y salida a controlar del sistema respectivamente,
y a es un parametro constante y desconocido que satis-
face amin < @ < Qpaz.- Asumiendo que el sistema es de
grado relativo p = n, se aplicard una ley de control u de
retroalimentaciéon de estado dada por:

—Lih(x) 1
— — v
Lol 'h(z)  LyLy ‘h(z)

(23)

donde

v = (=kiy —kay™ — .. = kpy*Y)

los valores de las constantes k; (i = {1,2, ..., p}) deben ser
tales que s” + k,s"~! + ... + kos + k1 sea un polinomio
Hurwitz.

En el caso en que p < n, es necesario considerar que el
sistema (22) sea de fase minima. Sin embargo, en este
trabajo solo se consideran sistemas de grado relativo p =
n.

Un analisis de la estabilidad del sistema en lazo cerrado, es
decir, del esquema de control-observador en lazo cerrado
con el sistema no serd presentado en este trabajo. Sin
embargo, un resultado interesante que se puede aplicar es
el hecho de que un observador adaptable representado por
(16)-(20) se puede transformar, mediante un cambio de
variable, en un sistema afin en el estado. Partiendo de este
hecho, algunos resultados existentes sobre la estabilidad
de un sistema en lazo cerrado usando una ley de control
maés un observador afin en el estado pueden ser aplicados.

6. Aplicacion del
control-observador

esquema de

En esta seccién consideraremos un sistema caético de-
scrito por (4) asumiendo que el pardmetro « es constante
y desconocido tal que apin < @ < Qpaz- Sea y = x1
la variable del sistema a controlar y se asume que el sis-
tema esta controlado por una entrada u de tal modo que
el sistema (4) esta descrito por:

i’l = X2
ig = X3 (24)
T3 = —ar3—21+T1202+U

Por otra parte, la tinica informacién de que se dispone es la
componente del vector de estados x3, la cual es medible.
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Para aplicar el esquema control-observador propuesto a
este sistema resultante se procede de la siguiente forma.
Para el diseno del observador es necesario transformar el
sistema (24) en la forma afin en el estado (15) mediante
el siguiente C*°-difeomorfismo H:

zZ1T = X2
Zo = QI+ 3 (25)
23 = I1

Como consecuencia de esta transformacion se obtiene el
siguiente sistema:

21 = —az1+ 29
22 = —z3+t=z123+tu (26)
Z.g = Z1

con § = ay y = z1, para el cual es posible disenar el
observador adaptable (16)-(20).

Por otra parte, para el diseno del control se puede apre-
ciar directamente que el sistema (24) tiene la forma (22),
donde

X9 0
f(z) = 3 »ogl@)=101| (27)
—axr3 — T+ 129 1

el cual es de grado relativo p = n = 3. Entonces la ley de
control u que estabiliza al sistema (24) estd dada por:

ar3 + T — T1To — klxl — kngQ
—kszs

‘T (28)
Puesto que esta ley de control no es posible de aplicar
directamente, ya que no se dispone de todas las compo-
nentes del vector de estados ni del pardmetro, entonces
sustituiremos éstas por sus valores estimados proporciona-
dos por el observador, esto es:

Q3+ T1 — T120 — k1Z1 — koo
—k33

u =

(29)

6.1. Resultados en simulacion

Con el proposito de ilustrar la eficiencia del esquema de
control-observador propuesto, a continuacién se presentan
los resultados obtenidos. Para tal efecto el control u fue
aplicado en t = 25 para mostrar la diferencia entre las
trayectorias de estado libres (u = 0) y las trayectorias de
estado bajo la accién del control. Los valores numéricos
considerados en la simulacién se encuentran en el apéndice
B.

En la figura 1 se muestra el parametro a y su estimado,
en la figura 2 se muestran los errores de estimaciéon de
los estados y del parametro a. Como se puede ver, los
errores de estimacién tienden hacia cero mostrando con
ello el buen desempeno del observador. En las figuras 3
a b se muestran los resultados obtenidos al aplicar la ley
de control que estabiliza asintéticamente a los estados del
sistema (24) después de t = 25. La figura 6 muestra la
senal de control u aplicada en t = 25. Vale la pena men-
cionar que la ley de control utiliza los valores estimados
proporcionados por el observador.
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Figura 6: Sefial de control u vs tiempo (aplicada en t=25).
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7. Conclusiones

En este trabajo se present6 una estrategia de control es-
tabilizante basada en observacion adaptable para los sis-
temas cadticos de clase P. Un observador adaptable para
una clase de sistemas afines en el estado ha sido presen-
tado, el cual estima las componentes de vector de estado
no medibles e identifica los parametros desconocidos. Re-
sultados en simulacion, los cuales se han aplicado a una
clase de sistema cadticos de clase P, se presentaron para
mostrar la eficiencia del esquema de control basado en ob-
servacion adaptable propuesto. Una extension de este tra-
bajo es considerar otras estrategias de control y establecer
formalmente el analisis de estabilidad de lazo cerrado, que
por razones de espacio no ha sido considerada en este tra-
bajo.

A. Convergencia del observador

adaptable.

Definiendo e, ;=% —x y e := 6 — 6, se tiene que

ér = {A(u,y) — AS;'ATCTEC - S;1CTCe,
+(I)(u,y)ee
¢g = —Sy'ATCTSCe,

Sea €, = e, — A€y, de modo que

{A(u,y) — AS; 'ATCTSC - S;1CTEC e,
+®(u,y)ep — Aeg — Aég

Ahora, sustituyendo las expresiones correspondientes en
la ecuacion, obtenemos:

b = {A(u,y) — S;1CTECle,
¢g = —Sy;'ATCTEC(e, + Aeg)

Para demostrar la convergencia del observador considere:

V(€x,€0) = €-Spep + €} Spep

como una funciéon de Lyapunov. Entonces, la derivada en
el tiempo de V esté dada por:

Ves e9) = e {A(u,y)— S;'CTEC S e,
+eL'S {A(u,y) — S; 1CTECYe,
—(ex + Aeg)T{S; ' ATCTRC )} Speg
—e?Sg{SglATCTZC}(ez + Aeg)
—I—efsxex + eaTSgeg

Sustituyendo las expresiones apropiadas,

V(ezeo) = —pucySucs — pocs Soco
—e£CT¥Ce, — £ CTEC A€y

—ed ATCTECe, — ef ATCTEC ey
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Puesto que

{—ef'CTSCe, — L CTEC Aeg
— e ATCTYCe, — el ATCTECAep}
= —(ex + Aep)TCTEC (e, + Aep) < 0

entonces

V(es €0) < _pxegs'xew - p9€gS960

Finalmente, para p = min(p,, pg), se tiene

V(EQHEG) S _pV(emee)

En conclusion, €, y €y convergen exponencialmente a cero
con una razon dada por p.

B. Condiciones iniciales, valor
de parametro y constantes, y
ganancias del observador, para
las simulaciones

Los valores utilizados para la simulacién son:

= Las condiciones iniciales del vector de estados:
.’131(0) = —1, .’I}Q(O) = —1, Z‘3(0) =1.

= Las condiciones iniciales del observador adaptable:
£1(0) = =5, 22(0) =1, 23(0) = 5.

= La condicion inicial del parametro estimado fue elegi-
do como: &(0) = 2,03.

s S, (0) =1, Sp(0) =1, A(0) =[10 10 --- 10 ]
con dimensiones apropiadas.

= Ganancias arbitrarias: p, = pg = 10.

= El parametro fue elegido: a = 2,02.

» Las constantes k; del polinomio s* + k3s? + kas + ki
elegidas k1 = 1, ko = 3 y k3 = 3, tales que las raices

del polinomio son colocados en s1 = —1, s = =1y
S3 = —1.
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Glosario de Simbolos

OF/0x
L¢h
Cursivas

Negritas

Fin de una prueba.

El punto es utilizado para denotar la derivada con respecto del tiempo,
ejemplo & = (V) = dx/dt

El circunflejo es utilizado para denotar la estimacion de una
variable mediante observadores.

La transpuesta de la matriz A y el vector z.

El campo de los nimeros reales.

El campo de los ntimeros complejos.

El rango de la matriz A.

Igual por definicion.

Aproximadamente igual.

Idéntico.

La distancia entre los puntos x y y, en algin espacio definido.
El infimum de x.

El supremum de x.

Una norma de z.

El limite de x cuando a tiende a b.

Logaritmo natural (en base e) de x.

Logaritmo en base 10 de .

La dimension del conjunto X.

El conjunto de la funciones continuamente diferenciables.
Inversa de A.

Unidad de los niimeros imaginarios, j = v/—1.

Derivada parcial de la funcién F' con respecto a la variable x.

Derivada Lie de h a lo largo del campo vectorial f.

El uso de cursivas sirve para denotar términos en un idioma diferente al Espanol.

El uso de negritas sirve para denotar términos técnicos.
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