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Resumen

Control Robusto de Sistemas Lineales Invariantes
en el Tiempo

Miguel Angel Flores Guerrero
Universidad Auténoma de Nuevo Leén
Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica

marzo, 2022

Este trabajo se enfoca en el estudio de controladores robustos para sistemas
Lineales e Invariantes en el Tiempo, multivariables y con parametros concentrados. Se
abordan los problemas de control de atenuacion de perturbaciones e incertidumbres,
seguimiento a entradas de referencia en bajas frecuencias, y asignacién de dindmica
por ubicacién de polos. Se proponen expresiones analiticas de la parametrizacion de
controladores estabilizantes en una configuracion retroalimentada con un controlador
de dos parametros para el caso de sistemas con salidas reguladas diferentes a las
medidas. Las factorizaciones de la planta y el controlador para la parametrizacién
se basan en las formulas de Nett, Jacobson y Balas, mediante ganancias de
retroalimentacion propuestas que ubican los polos en lazo cerrado. Uno de los
parametros libres del controlador resuelve un problema de sensibilidad mezclada
satisfaciendo un criterio de atenuacién de las perturbaciones mas comunes y un tipo
de incertidumbre en la planta; mientras que el otro parametro, asegura que las salidas

sigan las entradas de referencia en bajas frecuencias.
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Nomenclatura

Simbolos y notaciéon

R Conjunto de nimeros reales.

C Conjunto de nimeros complejos.

R Espacio vectorial real de dimensién n.

cr Espacio vectorial complejo de dimension n.
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a(A) Minimo valor singular de la matriz A.
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Sl;p (X) Supremo de X respecto a Y.

= Definido como.
€ Pertenece a.

Variable real para el analisis en el tiempo.

S Variable compleja para el analisis en la frecuencia.

R Conjunto de funciones racionales reales en la variable
compleja s con coeficientes reales.

RPxm Conjunto de matrices de dimensiones p x m cuyos elementos

son funciones racionales reales en la variable compleja s con

coeficientes reales.
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Capitulo 1
Introduccion

En los sistemas de control por retroalimentacion, la estabilidad y algin
desempeno como el seguimiento a senales de referencia son dos de las caracteristicas
mas deseadas. Sin embargo, en la practica, se desea que estas caracteristicas se
preserven ante la presencia de incertidumbres en el sistema a controlar, que de aqui
en adelante, llamaremos planta, y ante perturbaciones externas. Es decir, se desea
obtener estabilidad robusta y desempenio robusto.

Debido a que la mayoria de los disenos de control se basan en el uso de un
modelo matematico, surge la incertidumbre, ya que ningin modelo es equivalente
a un sistema real; mas ain, si se han considerado simplificaciones de éste, para
facilitar el andlisis y/o diseno; como lo puede ser la linealizacién de un sistema no-
lineal y la reduccién del orden del modelo; quedandonos con dindmicas no modeladas.
Ademas, también se tiene el desconocimiento con precision de los valores reales de los
parametros, ya sea porque es dificil medirlos o porque sufren cambios por variacion
en el tiempo, temperatura, humedad, envejecimiento, etc.

Las teorfas de control robusto nos ofrecen herramientas para sintetizar un
controlador que nos garantice estabilidad robusta y desempeno robusto de acuerdo
a como modelemos la incertidumbre, al conocimiento o consideraciones de las
perturbaciones y a nuestros objetivos de desempeno.

Un modelo general para representar varias fuentes de incertidumbre es un
modelo de retroalimentacion que consiste en separar la parte conocida del sistema y
la parte incierta, y que de aqui en adelante lo llamaremos Esquema General Estandar
de control robusto (EGE, [1], [2]). La parte conocida se considera Lineal Invariante
en el Tiempo (LTI, por sus siglas en inglés) y la parte incierta o incertidumbre

se considera que estd acotada; y puede ser una matriz estatica, real o compleja; o



dindmica, no-lineal y /o variante en el tiempo en el caso de tener una representaciéon en
espacio de estados, o una matriz de transferencia. A su vez, la incertidumbre puede ser
estructurada y no-estructurada; donde la incertidumbre estructurada ademas de estar
acotada, contiene mas restricciones o informacion. En particular, la incertidumbre
paramétrica puede modelarse de esta forma. Si los parametros son invariantes en el
tiempo, también se puede tomar el enfoque basado en polinomios con coeficientes
inciertos ([3]).

En el EGE, se declaran las perturbaciones como seniales de entrada; y las senales
de desempeno como errores de seguimiento y senales controladas como senales de
salida. Las relaciones entrada-salida se puede obtener mediante una Transformacién
Lineal Fraccional (LFT, por sus siglas en inglés).

Este trabajo se dirige hacia el enfoque Ho, ([1], [2], [4], [5], [6]); en donde
se supone que la incertidumbre es no-estructurada y acotada en norma Hy
determinando la estabilidad robusta involucrando esta norma. También, se considera
que el desempeno robusto se obtiene mediante la norma H, de las funciones en lazo
cerrado, que relaciona la ganancia entre senales de norma-2 acotada y entre senales
de potencia. De esta forma tanto la estabilidad robusta como el desempeno robusto
se pueden combinar en un solo criterio.

En el enfoque de la frecuencia se han resuelto algunos criterios como el que
involucra la funcién de sensibilidad a la entrada, que relaciona al error de seguimiento
con la entrada de referencia, y su funcion complementaria relacionada a un modelo
de incertidumbre en la planta. Este criterio es llamado de sensibilidad mezclada, y
debido a que no se pueden minimizar ambas funciones a la vez, se emplean técnicas
como Conformacién o Moldeo de Lazo (Loop Shaping, por su uso comin en inglés)
que consiste en darle forma deseada en la frecuencia a la funcion de lazo abierto,
posiblemente usando funciones de peso, tal que las funciones de sensibilidad sean
minimizadas en diferentes bandas de frecuencia; o directamente en lazo cerrado con
las funciones de sensibilidad utilizando funciones de peso. También, se ha utilizado
Seguimiento de Modelo mediante la Parametrizaciéon de Todos los Controladores
Estabilizantes (PTCE), que estd basada en el enfoque de la factorizacién (ver [7]),
utilizando su parametro libre para resolver el criterio. Otro ejemplo, es el trabajo
de [8] que minimiza las cuatro funciones més importantes en lazo cerrado utilizando
factorizaciones coprimas normalizadas de la planta.

En el enfoque de espacio de estados, la solucién dada en [9] obtiene un



controlador sub-6ptimo que garantiza que la norma del criterio esté por debajo
de una cota dada; y consiste en encontrar ganancias de retroalimentacién para el
controlador basado en observador resolviendo dos ecuaciones de Ricatti de forma
iterada. La alternativa por Desigualdades Lineales Matriciales (LMI, por sus siglas
en inglés) dada en [10] relaja algunas suposiciones.

Los trabajos de [I1}, 12, I3] han utilizado el enfoque en la frecuencia, pero
utilizando elementos de la representacion en espacio de estados para una planta
cuadrada, esto es, que el nimero de entradas es igual al de salidas, para obtener la
PTCE y utilizar el pardmetro libre para resolver diferentes criterios. Se han dado
expresiones analiticas para el controlador en un esquema con controlador de uno
y dos parametros, que consisten en las factorizaciones coprimas de la planta y del
controlador, asi como de sus parametros libres. Una de las ventajas que se tienen
con este método es que no se requiere el uso de funciones de peso que incrementen el
orden del controlador, se puede resolver el problema de estabilidad fuerte [7], es decir,
encontrar un controlador estable, y se pueden asignar polos reales en lazo cerrado.

Es bien conocido que el enfoque de ubicacién de polos para sistemas MIMO no
es tinico y que puede llevar a un desempeno en lazo cerrado no satisfactorio. Estos
problemas se pueden resolver agregando requisitos de diseno del sistema de control.
Trabajos en este sentido son, el descrito en [I4] donde se presenta una Desigualdad
Lineal Matricial (LMI) para ubicacién robusta de polos en una regién LMI prescrita;
el presentado en [15] utilizando retroalimentacién proporcional-derivativa en un
sistema MIMO LTI sujeto a incertidumbre politépica o de norma acotada; el
detallado en [I6] donde se presenta una asignacién de polos robusta, que consiste
en hacer asignacién de polos exacta encontrando ganancias de retroalimentacion
Optimas usando redes neuronales recurrentes, garantizando estabilidad en lazo
cerrado para una matriz de estados de la planta incierta o perturbada. Un enfoque por
la técnica de computacién blanda como Algoritmos Evolutivos puede ser encontrada
en el trabajo de [I7], donde presenta asignacién de polos y un criterio de sensibilidad
mezclada en una funcién multi-objetivo, continuando con un procedimiento de
optimizacion.

El trabajo de esta tesis se enfoca en obtener un controlador robusto para un
sistema de control que dé seguimiento a entradas de referencia en bajas frecuencias,
tales como entradas escalon o entradas sinusoidales, en las salidas controladas, que

son diferentes a las salidas de retroalimentacion, con respuesta transitoria de acuerdo



a la ubicacién de polos en lugares especificos del plano complejo; atenuacién de las
perturbaciones mas comunes en los sistemas retroalimentados, que son, las aditivas
a la entrada de la planta en bajas frecuencias y las de la medicion de la salida
en altas frecuencias. Para satisfacer estas especificaciones, se propone el esquema
de control presentado en el trabajo de [I8] que fue usado para desacoplamiento
entrada-salida, y que consiste en separar la planta en dos sub-plantas cuadradas,
una para la salida controlada y otra para la salida de retroalimentaciéon con un
controlador de dos pardmetros. De esta forma, se obtienen expresiones analiticas
para las factorizaciones de la planta y el controlador en la frecuencia, con elementos
de la representacién en espacio de estados como en los trabajos [I1), 12], 13], aunque
con un procedimiento diferente. Primero, se resuelve el problema de ubicacion de
polos mediante ganancias de retroalimentacion propuestas, para después utilizarlas
y obtener las factorizaciones coprimas de la planta y el controlador con base en
las factorizaciones de las féormulas presentadas por [I9] que requieren de ganancias
de retroalimentacién, en lugar de utilizar métodos algebraicos polinomiales. Una
vez obtenidas las factorizaciones se proponen los parametros libres del controlador,
utilizando el primero tal que satisfagan el criterio de atenuacion a perturbaciones e
incertidumbre y el segundo para el seguimiento a entradas de referencia en las salidas
controladas.

Ademas de las restricciones en el disenio que se presentan debido a las relaciones
que existen entre las funciones de transferencia, se tienen las de los ceros de
las plantas, que pueden ocasionar efectos no-deseados en la respuesta. La posible
cancelacién polos-ceros no deseada de los disenos de sensibilidad mezclada por [§]
fue examinada en el trabajo de [20], donde se senala que la cancelacién polo-cero es
dependiente de la eleccién de las funciones de peso, dando una construccion particular
y prevenir este fendmeno. Dos técnicas son comparadas en el trabajo de [2I] que
previenen cancelaciones polo-cero del enfoque de sensibilidad mezclada basado en
ecuaciones de Riccati. En este trabajo, se propone una expresion para el segundo
parametro libre del controlador para atenuar efectos no-deseados por los ceros de la
planta en la respuesta transitoria.

En este capitulo se presenté una introduccién general sobre el control robusto
y la direccién que aborda esta tesis; en el capitulo [2] se detallan antecedentes para
dar en el capitulo (3] los resultados que involucran las ganancias de retroalimentacién

propuestas, las factorizaciones de la planta y el controlador y la metodologia para



sintetizar el controlador robusto, mostrandolos mediante ejemplos; finalmente en el

capitulo 4] se dan las conclusiones sobre los resultados obtenidos.



Capitulo 2
Antecedentes

En este capitulo se presentan resultados en el enfoque de control robusto
Ho que son base para esta tesis. En el capitulo de introduccién se menciond que
el Esquema General Estandar (EGE) consta de una parte conocida LTI y una
desconocida que se supone en este trabajo ser no-estructurada y acotada en norma
Ho. El capitulo comienza con la descripcion de los sistemas LTT y sus caracteristicas
en su representacion en la frecuencia y en espacio de estados, que representan la parte
conocida del EGE de control robusto. En la seccién se presenta la PTCE de uno y
dos parametros para la estabilizacién de los sistemas LTI. Posteriormente se presenta
el analisis de estabilidad robusta dado por el Teorema de Ganancia Pequena, el EGE

de control robusto y algunos criterios para estabilidad y desempeno robusto.

2.1. Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo

(LTT)

Considere un sistema dindmico LTI descrito por un sistema de ecuaciones

lineales diferenciales de primer orden con coeficientes constantes como

donde z(t) € R” es el estado del sistema, x(ty) es la condicién inicial del sistema,
u(t) € R™ es la entrada del sistema, y(t) € RP es la salida del sistema, mientras que
AeR™™ BeR™™ (eRP<"y Ee RP¥™.



La dimension del sistema es n; y el sistema se dice llamar de Una-Entrada y
Una-Salida (SISO, por sus siglas en inglés) cuando m = 1y p = 1; y multivariable o
de Multiples-Entradas y Multiples-Salidas (MIMO, por sus siglas en inglés) cuando
m>1yp>1.

La representacién dada por las ecuaciones es llamada representacion en

espacio de estados. Aplicando la transformada de Laplace a [2.1al obtenemos
X(s) = (sI — A) 'ag+ (s — A) 'BU(s) (2.2)

que al sustituirla en después de aplicarle la Transformada de Laplace con x¢ = 0,

podemos obtener una representacion entrada-salida como,
Y(s) = G(s)U(s) (2.3)

donde
G(s)=C(sI —A) 'B+E (2.4)

es llamada funcion de transferencia del sistema; siendo s la variable compleja. El
conjunto {A, B, C, E} se dice ser una realizacion de G(s).
Debido a que

1

C(S] - A)_IB + E = m

Cladj(sI — A)]B+ E (2.5)

donde adj(sI — A) denota la matriz adjunta de (sI — A).

Para el caso SISO, es una funcién de transferencia que puede ser expresada
como una razén de un numerador N(s) y un denominador D(s); ambos polinomios
de s que no tengan factores en comuin. Sea deg (N(s)) y deg (D(s)) el grado del

numerador y el denominador respectivamente. Entonces, decimos que G(s) es (ver
[22]),

propia, si deg (D(s)) = deg (N

()
()

bipropia, si deg (D(s)) = deg (N (s)

» impropia, si deg (D(s)) < deg (N(s))

estrictamente propia, si deg (D

> deg (N(s))
)

Un nimero complejo s es llamado polo de G(s) si es una raiz de D(s), y cero

si es una raiz de N(s).
Para el caso MIMO, ([2.5)) es una matriz de transferencia; y se dice ser,



= propia, si cada elemento de la matriz es una funcion de transferencia propia
= estrictamente propia, si cada elemento de la matriz es una funcién de
transferencia estrictamente propia

= bipropia, si es cuadrada y si tanto G(s) como G~'(s) son propias

Definiremos los polos y ceros de una matriz de transferencia racional mediante
una forma canodnica diagonal equivalente conocida como forma Smith-McMillan.
Decimos que dos matrices racionales G(s) y Mgy (s) son equivalentes, si existe

una secuencia de operaciones elementales de matrices por izquierda y derecha,
{L1(s)...Li(s)} y {Ri(s)...R.(s)} tal que,
G(s) = Li(s)...Li(8) Mg (s) Ry (S)...Ry(5) (2.6)

Teorema 2.1 (Forma Smith-McMillan, ver [6]) Sea G(s) wuna matriz de
transferencia racional de rango r. Entonces G(s) puede ser transformada, con
operaciones elementales por filas y columnas, a una matriz racional diagonal Mg, (s)

de la forma,

_51(5)
2600 0
0
er(s)
M, (s) = ¥r(s) ; (2.7)
0 S (

donde (€;(s),i(s)) son coprimos; es decir, no tienen factores en comin. Mg, (s) es
la forma Smith-McMillan de G(s).

Definicién 2.1 (Ver [6]) Sea G(s) una matriz de transferencia racional con forma
Smith-McMillan como en (2.7), y defina los polinomios ¥(s) = ¥1(s)..0(s) y
e(s) = e1(8)...e.(s). Las raices de (s) y e(s) son llamados polos y ceros de

transmision de G(s), respectivamente.

2.2. Propiedades de los sistemas LTI

2.2.1. Solucién de las ecuaciones de estado del sistema LTI
La solucién al sistema (2.1)) estd dada por (ver [1])

t
x(t) = eA(t_tO):B(to) + J BA(t_T)BU(T)dT (2.8)

to



para t = to; entonces, la salida del sistema estda determinada por,
t
y(t) = Ce g (ty) + C’J A" Bu(r)dr + Eu(t) (2.9)
to

Debido a que el sistema es invariante en el tiempo, sin pérdida de generalidad,
de aqui en adelante se supone que ty = 0.

De la ecuacion ([2.5), el polinomio obtenido por det(s/—A) es llamado polinomio
caracteristico de A, donde cada raiz corresponde a un valor propio de la matriz
A. Por lo tanto, cada polo de G(s) es un valor propio de A; sin embargo, lo
contrario no es verdad, debido a posibles cancelaciones que puedan ocurrir en la
ecuacion. De la relacién que existe entre las ecuaciones y podemos calcular

At

la matriz exponencial e”* mediante la Transformada Inversa de Laplace, esto es

et = L7 (sI — A7)
Con base en estas relaciones, en esta seccién se presentan resultados que nos

permiten conocer propiedades de un sistema LTI.

2.2.2. Estabilidad

Se definen dos tipos de estabilidad; estabilidad Entrada-Acotada Salida-
Acotada (BIBO, por sus siglas en inglés) que esta definida para la respuesta a una
determinada entrada bajo condiciones iniciales cero; y estabilidad interna, que esta

definida para la respuesta bajo entrada nula con condiciones iniciales no-cero.

2.2.2.1. Estabilidad Entrada-Salida (BIBO)

Definicién 2.2 (Ver [22]) Un sistema se dice ser BIBO estable si para cada
entrada acotada (entrada que no crece hasta el infinito positivo o negativo) produce

una salida acotada.

Teorema 2.2 (Ver [22]) Un sistema MIMO con matriz de transferencia racional
y propia es BIBO estable, si y sélo si, cada polo de cada entrada de la matriz de
transferencia tiene parte real negativa, o equivalentemente, en el semiplano izquierdo

de la variable compleja s.

2.2.2.2. Estabilidad interna

Definicién 2.3 (Ver [22]) La ecuacion de estado ©(t) = Az(t) es marginalmente

estable o estable en el sentido de Lyapunov si cada estado inicial xy produce una
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respuesta acotada. Es asintoticamente estable si cada estado inicial produce una

respuesta acotada, ademds de que se aproxima a 0 cuando t — 0.

Teorema 2.3 (Ver [22]) 1. La ecuacion &(t) = Az(t) es marginalmente estable,
st y solo si, todos los valores propios de A tienen parte real negativa o cero, y

esos con parte real cero son raices simples del polinomio minimo de A.

2. La ecuacion &(t) = Az(t) es asintdticamente estable siy sdlo si todos los valores

propios de A tienen parte real negativa.

Una matriz A con la segunda propiedad se dice ser estable o Hurwitz. Debido
a que cada polo es un valor propio de A, entonces la estabilidad asintética implica
estabilidad BIBO; sin embargo, lo contrario no es verdad, ya que incluso si A tiene
valores propios con parte real positiva o cero, el sistema puede ain ser BIBO estable

debido a posibles cancelaciones al obtener una representacion entrada-salida.

2.2.3. Controlabilidad y observabilidad

Definicién 2.4 (Controlabilidad, ver [22]) El sistema descrito por la ecuacion
(2.1a)) o el par (A, B) se dice ser controlable si para cualquier estado inicial xo y
cualquier estado final z1, existe una entrada u(t) que transfiera del estado xy al
estado x1 en un tiempo finito. En otro caso, el sistema o el par (A, B) se dice ser no

controlable.

Teorema 2.4 (Sistema Controlable, ver [22]) El par (A, B) es controlable si la
matriz

C=|BABAB - 4B (2.10)

es de rango n.

Definicién 2.5 (Observabilidad, ver [22]) El sistema descrito en (2.1)) o el par
(C, A) se dice ser observable si para cualquier estado inicial xo no conocido, existe
un tiempo finito t; > 0 tal que con el conocimiento de la salida y(t) (y de la entrada
u(t) si estd presente) en el intervalo |0, t1], xy pueda ser determinado. En otro caso,

el sistema o el par (C, A) se dice ser no observable.
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Teorema 2.5 (Sistema Observable, ver [22]) el par (C,A) es observable si la

matriz

C
CA
o=\ ca (2.11)

es de rango n.

2.2.4. Transformacion de estados

La representacién en espacio de estados dada en ([2.1)) no es tinica. En ocasiones,
para realizar un mejor analisis, escogemos un sistema equivalente que mejor se adapte

a nuestras necesidades mediante una transformacién de estados.

Definicién 2.6 (Transformacién de estados, ver [22]) Sea T un matriz no

singular real de n x n y sea T(t) = Tx(t). Entonces el sistema de ecuaciones,

z(t) = Az(t) + Bu(t), T(tg) = To (2.12)
y(t) = Cz(t) + Eu(t) (2.13)

donde
A=TAT™ B=TB C=0T" E=FE (2.14)

se dice ser equivalente a ([2.1)).

Bajo la transformacién de estados, la matriz de transferencia no cambia, se tiene
el mismo polinomio caracteristico, y consecuentemente, el mismo conjunto de valores
propios; ademas, tanto la propiedad de controlabilidad como la de observabilidad no
se ven afectadas.

Algunas de las transformaciones mas comunes son, la candnica controlable y
la candnica observable. Con estas transformaciones es posible identificar la cantidad
de estados que son controlables y observables. Una transformacién mas elaborada es

la siguiente descomposicién de Kalman (ver [22]),
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(2.15b)

donde Z.,(t) es controlable y observable; Z.;(t) es controlable, pero no observable;

Tz(t) es observable, pero no controlable; y Zz(t) no es controlable ni observable.

2.2.5. Realizacion minima

La matriz de transferencia de (2.15) estd dada por,
G(8) = Coo(s] — Ao) 'Beo + E (2.16)

Entonces la realizacion {A.,, Beo, Ceo, B} de G(s) ha quedado con una dimensién

menor que la realizacién original {A, B, C, E}.

Definicién 2.7 (Realizacién minima, ver [22]) Una realizacion minima es la

que cuenta con la dimension mas pequena posible.

Teorema 2.6 (Ver [22]) Una realizacion {A, B,C, E} es una realizacién minima
de una matriz de transferencia racional y propia G(s), si y solo si, (A, B) es

controlable y (C, A) es observable.

Una vez analizado un sistema determinamos si deseamos modificarlo para que
se comporte de una manera deseada. En las siguiente secciones se describen algunas

técnicas para lograr diferentes objetivos.

2.3. Control por retroalimentacion

El control por retroalimentacion es de los métodos mas empleados para
modificar un sistema donde la senal a ser controlada se compara con una senal de
referencia deseada y el error o diferencia se usa para generar una accion de control

correctiva.
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2.3.1. Retroalimentacion de estados

Si tenemos disponibles los estados como salida podemos estabilizar un sistema
inestable, y modificar su dindmica. Considere como entrada de (2.1al), u(t) =
ya(t) — Fa(t), entonces,

z(t) = (A — BF)x(t) + Byu(t), z(0) = zo (2.17)

y la estabilidad, asi como la dinamica del sistema depende de los valores propios de

(A— BF).

Teorema 2.7 ([22]) Todos los valores propios de (A — BF') pueden ser asignados
arbitrariamente seleccionando una matriz constante F, si y solo si, (A, B) es

controlable.

Si el sistema es no controlable como en el caso de (2.15]), ain se puede lograr la
estabilidad si el subsistema no controlable, que solo depende las condiciones iniciales,
es estable, segin el Teorema [2.3; es decir, depende de los valores propios asociados

a la parte no controlable.

Definicién 2.8 (Sistema estabilizable, ver [1]) EI sistema (2.1)) o el par (A, B)

se dice ser estabilizable si existe una matriz constante F' tal que A — BF sea estable.

2.3.1.1. Observador de estados

En caso de no tener disponibles los estados, se puede disenar un observador.
El Observador de Luenberger consiste en crear una copia del sistema que se sujeta a
la misma entrada, mas un término de correccién que consiste en comparar la salida
del sistema y del observador generando un error que se hace pasar por una ganancia
L antes de retroalimentarse al observador; es decir, su representacién en espacio de

estados es,

donde (t) es el estado estimado. La dindmica del error entre el estado real y el

estimado; esto es, e,(t) = x(t) — £(t) queda determinada por (ver [1] y [22]),
é.(t) = (A — LC)e,(t) (2.20)

por lo que depende de los valores propios de A — LC.
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Teorema 2.8 ([22]) Todos los wvalores propios de A — LC' pueden ser asignados
arbitrariamente seleccionando una matriz constante L, si y solo si, (C,A) es

observable.

Definicién 2.9 (Sistema detectable, ver [1]) El sistema (2.1) o el par (C, A) se

dice ser detectable si existe una matriz constante L tal que A — LC' sea estable.

En caso de que el sistema sea no observable como en el caso de , la
dindmica del error para el observador puede aun converger si los valores propios
asociados a la parte no-observable tienen parte real negativa; es decir, el sistema es
detectable.

2.3.2. Retroalimentacion de la salida

La mayoria de los problemas de control se pueden plantear como el esquema
de la Figura [2.1, donde P es el sistema a controlar, que de ahora en adelante serd
llamado planta, K es el controlador a disenar; u y y son la entrada y la salida de
la planta, respectivamente; y4 es la entrada de referencia que se desea siga la salida
controlada ys, e es la senal de error, y d;, d, v d,,, son perturbaciones a la entrada de

la planta, salida de la planta; y del sensor, respectivamente.

d; d,
yd: 6: K U:iu: P y:$ ys:
—1
Yy dn,
N
S

Figura 2.1: Configuracion de retroalimentacion

Una forma de obtener todas las representaciones entrada-salida es reordenando
el sistema como se muestra en la Figura [2.2]
Las relaciones entrada-salida en el dominio de la frecuencia quedan

determinadas entonces por,

u=(I+KP)(d; + Kw) =[I— K(I+ PK)"'P|[d; + Ku] (2.21)
e = (I + PK)™*(w— Pd;) =[I-P(I+KP)"'K]|[w - Pd;] (2.22)
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[=1]

Y
D= w=ys—d,—dp

=
)

Figura 2.2: Configuracion de retroalimentacion simplificada

Definicién 2.10 (Sistema bien planteado, ver [1]) Un sistema de
retroalimentacion como el de la Figura[2.9 se dice estar bien planteado, si todas las
matrices de transferencia estan bien definidas (existen) y son propias (fisicamente

realizables).

Lema 2.1 (Ver [1]) El sistema en la Figura estd bien planteado, si y solo s,
I + K(0)P(0) es invertible.

Equivalentemente, si y solo si, I + P(o0)K(o0) es invertible, como se muestra en la
igualdad de las ecuaciones y , que representan todas las matrices de
transferencia.

Sean {A, B,C,E} y {Ak, Bx,Ck, Ex} realizaciones de P y K respectivamente.
Entonces P(w) = E'y K(o0) = Ex y el Lema [2.1] es equivalente a que I + EEg sea

invertible.

Lema 2.2 (Ver [1]) El sistema de la Figura con realizaciones de Py K

estabilizables y detectables es internamente estable, si y solo si, la matriz,
A 0 B 0
ALC’ - +
0 Bg

0 Ag
Lema 2.3 (Ver [1]) Suponga que P y K tienen realizaciones estabilizables y

cC 0
0 Ck

I —Eg

e (2.23)

es Hurwitz.

detectables. Entonces, el sistema en la Figura[2.3 es internamente estable, si y solo
si, las cuatro matrices de transferencia, (I + KP)™', (I + KP)'K, (I + PK) ' y
(I + PK)™'P de las ecuaciones Y son BIBO estables.

Corolario 2.1 (Ver [1]) Suponga que P y K son BIBO estables. Entonces, el
sistema en la Fz'gum es internamente estable, si y solo si, (I + PK)™' es BIBO

estable.
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Finalmente, de la Figura y de las ecuaciones (2.21) y (2.22), obtenemos

todas las relaciones entrada-salida,

u = Sidi+ SiK(ys—d, —dy) (2.24a)
ys = Pu-+d,=T,(yqs— dy) + PSid; + Sod, (2.24D)
e = Sy(ys—d, —dy) — S,Pd; (2.24c¢)
v o= Ke=KS,(yq—dy— dn) — Tid; (2.244)

donde S; = (I + L;)™', con L; = KP, es la funcién de sensibilidad a la entrada,
Sy =(I+L,) ' con L, = PK, es la funcién de sensibilidad a la salida; y T; = I — S,
y T, =1— S5, son las funciones de sensibilidad complementarias de entrada y salida,

respectivamente.

2.3.3. Enfoque de la Factorizacion

El enfoque de la factorizacién consiste en representar tanto a la planta como
al controlador como la razéon de un numerador y un denominador que pertenecen
a RH; que es el conjunto de funciones racionales propias y estables en s. De esta

forma todas las relaciones entrada-salida perteneceran a RH

Definicién 2.11 (Factorizacién coprima, ver [I]) Dos matrices N y D en
RHe son coprimas derechas en RHe si tienen el mismo numero de columnas y

existen matrices U y V' en RHy tales que,

v v

De forma similar, dos matrices N y D en RHo,, son coprimas izquierdas en RHq

—UN+VD=1 (2.25)

si tienen el mismo numero de filas y existen matrices U Y V en RHo, tales que,

~

~

5 —NU+DV =1 (2.26)

¥ D]

Sea P una matriz de transferencia racional y propia. El par (N, D) y el par
(Kf, lN)), con N, D, Kf, y D en RH, son una factorizacion coprima derecha (FCD)

y una factorizacion coprima izquierda (FCI) de P, respectivamente, si,

P=ND'=D'N (2.27)
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donde N y D son coprimas derechas, y N y D coprimas izquierdas, en RH; con D
y D cuadradas e invertibles.
De igual forma, considere para K, el par ()%, 17) y el par (X,Y’) como una FCD
y una FCI, tales que,
K=XY '=y'X (2.28)

Sustituyendo Py K en las las ecuaciones (2.21)) y (2.22)), tenemos que,

u=D(XN+YD)" (Yd; + Xw) (2.29)
:[L¢ﬂﬁ%+ﬁ?y%q¢+imﬁ%+5%”ﬁw (2.30)
e=[I-NXN+YD)"'X|w—-NXN+YD)~'Yd, (2.31)
— Y(NX + DY) (Dw — Nd;) (2.32)

Debido a que los elementos de las factorizaciones pertenecen a RHq, para que
el sistema sea estable, solo queda verificar que (XN + YD) vy (NX + DY) tengan

inversa en RH . El siguiente Teorema confirma esta conclusion.

Teorema 2.9 (Ver [1] y [7]) Sean (N,D) y (N, D) cualquier FCD y FCI de P;
sean ()?, }N/) y (X,Y) cualquier FCD y FCI de K para el sistema de la Figura ‘

entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

1. El sistema retroalimentado es internamente estable
2. XN + YD tiene inversa en RHq

3. NX + DY tiene inversa en RHo

Este Teorema nos lleva al siguiente Corolario para encontrar un controlador

estabilizante a partir de una factorizacéon coprima de la planta.

Corolario 2.2 (Ver [1] y [7]) Sean (N, D) y (N, D) cualquier FCD y FCI de P.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

1. K estabiliza a P,
2. K tiene una FCD ()Z', }N/) tal que,

XN+YD=1 (2.33)

3. K tiene una FCI (X,Y) tal que,

NX+DY =1 (2.34)
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2.4. Parametrizacion de Todos los Controladores

Estabilizantes (PTCE)

La Parametrizacion de Todos los Controladores Estabilizantes (PTCE) describe
todos los posibles controladores que estabilizan a una planta dada; fue inicialmente
propuesta por [23] y [24], y desarrollada para funciones racionales propias y estables

por [7] y [25].

2.4.1. PTCE de un parametro libre

Esta PTCE esta en funcién de un parametro libre; y la importancia es que
se puede ajustar de tal forma que se cumplan criterios adicionales de desempeno.
Considere la configuraciéon de retroalimentacién mostrada en la Figura 2.1} El

siguiente Teorema (ver [7]) da la PTCE.

Teorema 2.10 Sean (N,D), (D,N) alguna factorizacion coprima derecha e
izquierda de P en RHy. Seleccione matrices X, Y, X Y Y en RHy tales que
XN+YD=1y NX + DY = 1. Entonces, todos los controladores que estabilizan

a P estan dados por

K = NgDil-= ()N( + DS) (? - NS) - (2.35)
= DNk = (Y . Rﬁ) B (X n Rf)) (2.36)

donde R € RHMy es tal que det(Y —RN) # 0 y S € RHo es tal que det(Y —NS) # 0.

Ademas, si se satisface la doble factorizaciéon coprima,
I 0

= 2.37
o (2a7)

Las relaciones entrada-salida resultantes se describen enseguida:

N Y
D -X

X Y
D —-N

entonces, S = R.

uw = DDgd; + DNk (ya— dp — dyy) (2.38a)
Yo = NNk(ya—dn) + NDxd; + D Dd, (2.38b)
e = DgD(ys—do—dy) — DgNd; (2.38¢)
v = NgD(ys—d,— dy) — NxNd; (2.38d)
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Algunas de las ventajas que se tienen con la parametrizacién son que: (a)
garantiza la estabilidad entrada-salida o interna suponiendo que el sistema es
detectable y estabilizable, (b) todas las funciones de transferencia son afines al
pardmetro libre, (c) su parametro libre se puede ajustar para satisfacer otras
especificaciones o resolver otros problemas de control, y (d) garantiza que no exista

cancelacion polo-cero entre el controlador y la planta.

2.4.2. PTCE con dos parametros libres

El esquema de la Figura [2.3{donde v = [K; Ks|[ya — (ys + d,n)]T es conocido
como esquema con un controlador de 2-parametros. El siguiente Teorema (ver [7]),

da la PTCE con dos parametros libres.

Teorema 2.11 Suponga que (N, D), (ZN?, ]V) son alguna FCD y FCI de P en RH,
y que X,Y € RHo satisfacen XN + YD = I. Entonces el controlador de dos

pardametros que estabiliza a P esta dado por

K = [K; Ks] = D' [Q ],\71(] (2.39)

donde
Dk := Y —RN (2.40)
Nk = X+RD (2.41)

con Q€ RHy y R € RHop tal que det(Y — RN) # 0.

Y

£
=
i
<
Y
P
N
]
~
S
P &
B

/
K, |- el

Figura 2.3: Configuracion de retroalimentacion con un controlador de 2 parametros

En la Figura se muestra el esquema en el enfoque de la factorizacion.

Las relaciones entrada-salida resultantes son:
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Figura 2.4: Configuracién de retroalimentacién con un controlador de 2 pardmetros

en el enfoque de la factorizacion

v = DQyg— (I — DDy)d; — DN (dy + dy,) (2.42a)
u = v+d; = DQyg— DDyd; — DN (dy + dy,) (2.42b)
y = NQua+ NDyd; — NNi(dy + dy) (2.42¢)
Ys = y+do=NQua+ NDxd; — NNgdn, + (I — NNg)d,  (2.42d)

(2.42¢)

El esquema de dos parametros ofrece flexibilidad en el diseno debido a que
la relacién entre la entrada de referencia y,; y la salida ys, puede ser ajustada
independientemente de otras relaciones utilizando el segundo parametro libre @,

debido a que ys = NQyq; dejando el pardametro libre R para otras especificaciones.

2.4.3. Factorizaciones coprimas para la PTCE

Una de las formas de obtener factorizaciones coprimas para P es utilizando
su forma Smith-McMillan junto con las operaciones elementales que se utilizaron.
Una vez obtenidas; se resuelven y del Corolario para obtener
factorizaciones de un controlador estabilizante. El siguiente Teorema (ver [7] y [19])
nos da una féormula explicita para obtener factorizaciones coprimas de la planta y el

controlador en funcién de una representacién en espacio de estados de P.

Teorema 2.12 Suponga que P es una matriz de transferencia racional y propia
con realizacion {A, B,C,E} donde (A, B) es estabilizable y (C,A) es detectable.
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Seleccione F' y L tales que A — BF y A — LC' sean matrices Hurwitz. Defina,

N = (C—EF)(sl-A+BF)'B+FE (2.43)
D = I-F(sI-A+BF)'B (2.44)
N = C(sI—A+LC) " (B—LE)+E (2.45)
D = I-C(sI—A+LC)'L (2.46)
X = F(sI-A+LC) 'L (2.47)
Y = I+F(sI—A+LC)""(B-LE) (2.48)
X = F(sI—-A+BF)'L (2.49)
Y = I+(C—EF)(sI —A+BF)'L (2.50)

Entonces,

1. Todas las matrices de a son internamente estables.

2. Dy D tienen inversa.
9. P=ND™'=D"'N.

4. Se satisface la doble factorizacion coprima dada en

Del Teorema anterior, por el Corolario [2.2) un controlador estabilizante para P es
K = XY-! = Y~'X, llamado controlador central, y la PTCE estd dada en el
Teorema 2,100

Un enfoque diferente se da en los trabajos [I1], [12] y [26], donde las expresiones
analiticas dadas en la frecuencia utilizan particiones de las matrices de una planta
dada en una representacion en espacio de estados. Este enfoque es para sistemas
controlables y observables, donde el nimero de estados n es par, y el nimero de
entradas m es n/2.

Por ejemplo, en [26] cuando P tiene las siguientes matrices en su representacion

en espacio de estados,

. C=c. 0 (2.51)

0 A127 B
Ay Ay

donde Ais, Aoy, Ags, B, v C,, € R™*™ se dan las siguientes expresiones,



donde

y0<aelR.

<< o = o =2

<2

~

1
(s + a)?
B,'T

1
(s + a)?
LA CH!
(Xars + YgAo Arp + G3Im)A1_2107;1

CmAlQ

m

S+ a

1, +Y,)B,,
s+a(s +Ya)

1

S+ a
1

S+ a

anl (XdQS + A21A12Yd + CL?’Im)

OmAlg (Sfm + Yd)

1
= W(SQIWL — A228 - A21A12)
= AQQ + 3(1[m
= YdAQQ + A21A12 + 3@2[m

= AQQYd + A21A12 + 3G2Im

Las ventajas que se tienen son:
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1. No se requieren operaciones elementales sobre cada planta dada, para obtener

factorizaciones coprimas.

2. No se requiere estabilizacién previa por retroalimentacion del estado como en

el Teorema 2.12]

3. El esfuerzo computacional al obtener el controlador es menor.

4. Se puede resolver facilmente el problema de estabilidad fuerte, es decir, obtener

un controlador estable si el sistema satisface la propiedad de entrelazamiento

par (ver [7]).

En esta seccién se describieron las condiciones de estabilidad para dos

configuraciones de retroalimentacion; pero ademas de la estabilidad del sistema, se
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desea lograr algin criterio de desempeno como manipular alguna variable deseada de
acuerdo a las relaciones establecidas en esta secciéon; y esto, se puede lograr utilizando
el parametro libre de la PTCE. La siguiente seccion da criterios para lograr ambos

objetivos ante la presencia de incertidumbres.

2.5. Control Robusto H.

En la préactica se desea que la estabilidad y algin criterio de desempeno se
preserven ante incertidumbres en la planta y perturbaciones externas. De acuerdo
a la informacion que tengamos de la incertidumbre y las perturbaciones podemos
utilizar diferentes herramientas de control robusto. Este trabajo se enfoca en el
control robusto H, que considera que tanto la norma H., de la incertidumbre, como
la de la ganancia de la relacion entre las perturbaciones y las salidas a controlar, estan
acotadas, permitiéndonos establecer un criterio de estabilidad robusta y desempeno
robusto. A continuacién, se define esta norma, se presentan algunos modelos de

incertidumbre y se establecen algunos cirterios.

2.5.1. Norma H,,

La norma H, estd definida de la siguiente forma (ver [I] y [4]).

Definicién 2.12 (Norma Hy,) Considere que la matriz de transferencia G(s)

pertenece a RHq, la norma He de G(s) se define como

IG(s)llow := sup {Supﬁ[G(S)]}ZsupﬂG(W)) (2.64)

Re(s)>0 \ weR w€eR

donde & representa el valor singular mdzimo.

Esta norma es una norma inducida para G si se considera un operador del
espacio de entradas al espacio de salidas L£5[0,0), que es el espacio de senales
cuadraticamente integrables en el intervalo [0,0), es decir, de senales de norma-

2 acotada; representando asi, la ganancia méaxima; es decir,

ly(Dll2 < 1G ()]l llul®)]]2, lu(®)]l3 = JOO u(t) u(t)dt (2.65)

0
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También, es la ganancia maxima entre los espacios relacionados a senales de

potencia; es decir,

T
pow(y(t)) < [|G ()|l pow(u(t)),  pow(u(t)) = \/Hm if u(t)Tu(t)dt
(2.66)
De esta forma se pueden establecer criterios de desempeno como lo pueden ser
mantener “pequenas” las senales de perturbacion d;, d, y d,, en la salida y, en el

esquema de la Figura [2.1]

2.5.2. Modelo de incertidumbre

Existen varias formas de caracterizar la incertidumbre. La técnica basica
consiste en modelar a la planta como perteneciente a un conjunto como los ejemplos
de modelos que se encuentran en la Tabla 2.1} donde P representa el modelo de

incertidumbre, P en R, la planta nominal y A en RH 4, la incertidumbre o error en

el modelo.
Aditivo PA =P+ A
Multiplicativo a la salida Py=(I+A)P
Multiplicativo a la entrada Py =P(I+A)

Factores coprimos por la izquierda Pa = (D + Ap)™ (N + Ay)

Tabla 2.1: Algunos modelos de incertidumbre

Definicién 2.13 ([1]) Dada wuna descripcion de un conjunto de modelo de
incertidumbre Pa y un conjunto de objetivos de desempeno, suponga que K es el
controlador resultante para la planta nominal P. Entonces, el sistema en lazo cerrado

se dice tener:

» FEstabilidad Nominal: St K estabiliza internamente a la planta nominal P.

» FEstabilidad Robusta: St K estabiliza internamente a cada planta del conjunto
Pa.

s Desempenno Nominal: Si los objetivos de desempeno se satisfacen para la planta

nominal P.

» Desempenio Robusto: Si los objetivos de desempeno se satisfacen para cada

planta del conjunto Pa.
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2.5.3. Estabilidad robusta

Considere que se tiene un modelo de incertidumbre en el esquema de la Figura
y se ha disenado una controlador estabilizante K para la planta nominal P.
Entonces, podemos realizar una prueba de estabilidad robusta, al sustituir P por Pa
y separar la incertidumbre como se muestra en la Figura [2.5] donde M representa la

re-agrupacion de los demas elementos.

Teorema 2.13 (Ganancia pequena, ver [1]) Considere
el sistema interconectado de la Figura donde M € RHq. Entonces el sistema
es estable para toda A € RHy con,

(a) ||Allw < 1/7, siy sdlo si, || Mo < 7.

(b) [|Alle <1/, siy sdlo si, [M]le <.

€2

Figura 2.5: Teorema de Ganancia pequena

A continuacién se da la prueba de suficiencia basada en valores singulares.
Demostracién [1]. Considere el caso (a) y suponga que v = 1. Esta claro que
MA es estable debido a que tanto M como A son estables. Entonces, por Corolario
, el sistema en lazo cerrado es estable si (I — MA)™! es estable, esto es, que
det(I — MA) no tenga rafces en el semiplano cerrado derecho (C,) para todo

A€ RHw ¥ ||Allo < 1. Equivalentemente si

inf o(/ — MA) #0 (2.67)
SE(C+
Pero,
inf o(I —MA) > 1—supa(MA) (2.68)
SE(C+ S€C+
= 1—|MA[l, (2.69)

> 1— Ml >0 (2.70)
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La prueba para el caso (b) es similar. O
Ahora se muestran dos Teoremas para la prueba de estabilidad robusta cuando
se tiene un modelo de incertidumbre aditivo y uno multiplicativo a la salida,

utilizando el Teorema anterior.

Teorema 2.14 ([I]) Sea P» = P+ A, A€ RHy y K un controlador estabilizante
para la planta nominal P en el esquema de la Figura |2.1. Entonces, el sistema en
lazo cerrado estd bien planteado y es internamente estable para todo |All < 1, si y

solo si, ||KSy||le < 1.

Teorema 2.15 ([I]) Sea Pn = (I + A)P, A € RH, y K un controlador
estabilizante para la planta nominal P en el esquema de la Figura |2.1. Entonces,
el sistema en lazo cerrado estd bien planteado y es internamente estable para todo

Ao < 1, sty solo si, || Tpl|lew < 1.

2.5.4. Desempeno robusto

A continuacion se muestra un ejemplo comun de desempeno robusto.

Ejemplo. Suponga que el criterio de desempeno en el esquema de la Figura|2.1
es mantener “pequena’” la presencia de la perturbacion d, en la salida ys, en energia
o en potencia de acuerdo a las relaciones de las ecuaciones y y de las
relaciones mostradas en la ecuaciéon ; por lo que se desea que || S|l < €, donde
S, = (I + PK)~!. Considere que la funcién de peso Wy escala el error, es decir,

Ws = 1/€; entonces el criterio de desempenio nominal es,
[WsSolleo < 1 (2.71)

Ahora suponga que que se tiene un modelo de incertidumbre multiplicativo a la
salida Py = (I + A)P con A € RHo, ||Allw < 1; entonces, el desempeno robusto se
satisface si

[ Tollo < 1 (2.72)

para estabilidad robusta de acuerdo al Teorema y
[WsSo(I + AT,) e < 1 (2.73)

que resulta al reemplazar en (2.71), P en S,, por el modelo de incertidumbre
multiplicativo Pa = (I + A)P.

El siguiente Teorema, nos da una condicién suficiente para el caso presentado.
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Teorema 2.16 ([1]) Suponga que Pn = (I + A)P con A € RHw, ||Allw <1y
que K estabiliza internamente a P. Entonces el desempeno robusto del sistema se

garantiza si,

[WsSollow + [|[Tolleo < 1 (2.74)

Demostracién [I]. Es evidente que en la ecuacién (2.74) se garantiza que

| T,]l0 < 1, entonces, es suficiente mostrar que [|[WsS,(I + AT,) ||, < 1. Se puede

ver que
F(WsS,(I + AT,)™) < 5(WsS,)a[(I + AT,)™] (2.75)
_ o(WsS,)
= Q(TSATO) (2.76)
a(WsS,)
STo 5(SAT0) (2.77)
5(W550)

(2.78)

<
1-5(A)a(To)

Por lo tanto, (2.74)) garantiza que ||WsS,(I + AT,) || < 1 al sustituirla en ([2.78)).
]

2.5.5. Esquema General Estandar de Control Robusto

Una forma de unificar los criterios de estabilidad robusta y desempeno robusto
es utilizando el esquema general estandar de control robusto (EGE) mostrado en
la Figura [2.6] que consiste en separar a la incertidumbre y al controlador a disenar
formando una planta generalizada Pg, donde w son las entradas exdgenas como

referencias y perturbaciones que deseamos minimizar en las senales z.

2.5.5.1. Transformaciones Lineales Fraccionales (LFT)

A continuacién se define la Transformacion Lineal Fraccional (LFT), que es una
funcién matricial y se utiliza como herramienta para formulacién de problemas de
control. La definicion esta dada para matrices con elementos en los complejos, y para
poder asociarla con las funciones de transferencia del EGE, se utiliza la analogia entre

las matrices de transferencia Py, Ky A,y Po, K y las matrices A en los complejos.
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A
Y ua
v (&
K

Figura 2.6: Esquema General Estandar de Control Robusto

Definicién 2.14 ([1]) Considere K € C™3*?3 y Py particionada como,

Poui Poia Pas
Pg = | Pgo1 P Poos (2.79)

Pas1 Pase FPass

donde PGll € (Cplxml, PG12 € Cplme, PGIS € (Cplxm?’, PG21 € (Cp2><m1’ PG22 € Cpgme;
szg € sz)(ng’ PG’31 € (CngTVLl’ ngz e Cpsxm2 Yy PG’SS e Cpsxms, Entonces, la LFT

inferior respecto a K es el mapeo de C"3*P3 g Cer+p2)x(mi+ma) definido como,

.. z P, P, . A . .
Fi(Pg, K) = Al IR e K(I — PggsK)™! [PGSI PGBQ] (2.80)
Paar Paoo Pgoas

siempre y cuando la inversa, (I — Pgs3K)™! exista.

Considere que M es la matriz compleja obtenida en particionada como,

M= (2.81)
M21 M22

donde My, € CPr>"™ My € CPr*™2 My € CP2X™ y Moy € CP2X™2: 4 considere
A € C™>Pr Entonces, la LFT superior respecto a A es el mapeo de C™*P1 g

Cr2xm2 definido como

Fu(M,A) = Myy + Moy A(I — My A) ' My, (2.82)

1

siempre y cuando la inversa, (I — My A)™" exista.

El significado de la LFT en la teoria de control es evidente si tomamos a P,

K y A de la definicién anterior, como las matrices de transferencia Pg, K y A de la
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Figura[2.6] En este caso, obtenemos las relaciones entradas-salidas definidas entre w
y 2, es decir,
z = Fu(Fi(Pg, K), A)w (2.83)

donde podemos definir T, := F,(Fi(Pg, K), A).
Los diagramas de la Figura representan las LF'T mencionadas.

YA —— —— UA
w ——s P |——z A
ya ua
v e
K w—— M L
(a) LFT inferior (b) LFT superior

Figura 2.7: Transformaciones Lineales Fraccionales

Considere que K es un controlador estabilizante para Pg; entonces, M € RH
y observe que M7 corresponde a la relacién entre la entrada y la salida de A, por lo
que puede ser usada para prueba de estabilidad robusta; es decir, toma el papel de
M en el Teorema Ademas, My, corresponde a la relacién entrada-salida de w
a z, que aun no ha tomado en cuenta A, por lo que se puede usar como prueba para

el analisis de desempeno nominal.

2.5.5.2. PTCE en el esquema general estandar

La PTCE para el esquema general estandar, queda representada como una LF'T
entre el controlador central y su parametro libre. Considere el esquema de la Figura

(a) donde Pg tiene la siguiente representacion en espacio de estados,

#(t) = Ax(t) + Biw,(t) + Byv(t) (2.84a)
24(t) = Chia(t) + Dywy(t) + Erpv(t) (2.84D)
€(t> = CQIL'(t) + Dgl’wg (t) + EQQ’U(t) (284C>

donde w, = [y w']"y z, = [u} 2T]".

Lema 2.4 ([1I]) Suponga que el par (A, Bs) es estabilizable y que el par (Cs, A) es
detectable. Entonces, el sistema de la Figura (a) es internamente estable, si y

solo si, el sistema {A, By, Cy, Exs} es internamente estable.
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Teorema 2.17 ([1]) Sean F y L tales que A—ByF y A—LC4 sean estables, entonces

la PTCE que estabilizan internamente a Pg es

K = Fi(K.,R) (2.85)

con Re RHy y I — EssR no singular, donde K. tiene la representacion en espacio
de estados {Ake, Bge, Cke, Exe}, siendo,

Age = A— ByF — LCy — LEyF Bie = L — (By — LE») (2.86)
F 0 I
Cxe = Exe = (2.87)
—(02 - EQQF) ] E22

Si Pgss descrita por la realizacion {A, By, Cy, Egs} corresponde a la planta
nominal P, entonces la PTCE dada en el Teorema corresponde a la PTCE
dada en el Teorema 2.0l

2.5.6. Criterios de control robusto

El criterio de estabilidad robusta y desempeno robusto del Teorema dado
en la ecuacion , involucra minimizar las funciones S, y T,. Observe que estas
funciones de sensibilidad son complementarias como se mostré en la seccion (2.3.2)),
por lo que no se pueden minimizar al mismo tiempo, resultando en un compromiso
entre estabilidad robusta y desempeno robusto, que se ve reflejado en especificaciones
en bandas de frecuencias. Comunmente las perturbaciones en d, se presentan en bajas
frecuencias y las incertidumbres en los modelos en altas frecuencias.

Una forma de lograr este objetivo, es utilizando la técnica de Moldeo de Lazo
(Loop Shaping, por su uso comun en inglés), que consiste en encontrar un controlador
que le de forma a la funcién de lazo abierto L, = PK para que se satisfagan
las caracteristicas deseadas en lazo cerrado para S, y T, posiblemente utilizando
funciones de peso y el parametro libre del controlador de la PTCE.

Otra técnica para resolver criterios de desempeno, es plantear el modelo como

Seguimiento de Modelo. Considere los esquemas de la Figura y la PTCE del
T T

Teorema [2.17; defina T := F(Pg, K.), particionada como , entonces

T21 T22
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M = F|(T, R), y el problema,
min [|M[o (2.88)

que involucra las funciones que relacionan las perturbaciones e incertidumbre a las
salidas de interés, para maximizar el margen de estabilidad robusta y obtener un
desempeno robusto, se puede reescribir como,

Rglzl;-[lw HTll + T12 R TQlHOO (289)

que consiste en escoger el parametro libre R tal que Tis R T, se aproxime a T
El algoritmo presentado en [9] consiste en obtener una solucién sub-éptima, es
decir, un controlador tal que
1Ml < (2.90)

para un v dado. El algoritmo consiste en encontrar ganancias de retroalimentacién
para el controlador mediante ecuaciones de Riccati.

En particular, en [27] se resuelve,

=L

para Pp = (IND +A D)~ (N +A ~) y un v dado, utilizando factorizaciones coprimas

ol

respecto a un controlador estabilizante para la planta nominal, donde M representa

<~ (2.91)

normalizadas.

El criterio de minimizar,

(2.92)

la funcién asociada al criterio de estabilidad robusta de acuerdo al Teorema
como pueden ser T, y K S,, para un modelo multiplicativo a la salida y uno aditivo,
respectivamente; y Wy, v Ws son funciones de peso que escalan y especifican las

bandas de frecuencia; es transformado en [28] a minimizar,

J3 =

Sol
‘ [M] ‘ 293)

respecto a un controlador estabilizante para la planta nominal, donde S, es la

aproximacién de S, en bajas frecuencias y Ma;, es la aproximacién en altas

frecuencias.



32

El criterio se ha resuelto involucrando la minimizacién simultdnea de Sy, ¥

| Man|| 4, esto es,

min (Sl (2.94)

sujeto a HSOZHQO = HMAh”oo

En particular, se ha resuelto utilizando la PTCE. Este tltimo enfoque de
utilizar aproximaciones para resolver el criterio, es el que se presenta en este trabajo

en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Resultados

En el capitulo anterior, se dieron a conocer algunos criterios de control robusto
en la seccion [2.5.6] para obtener estabilidad robusta y desempeno robusto basados
en la norma Hs de funciones en lazo cerrado. En este capitulo, se presentan los
resultados para la obtencién de controladores que satisfacen un criterio de control
robusto. Estos controladores estan basados en la PTCE utilizando el enfoque de
los trabajos [11l [12) [I3] presentado en la seccién , donde las factorizaciones de
la planta y el controlador, estan en la frecuencia con elementos de la planta en su
representacion en espacio de estados, manteniendo asi, sus ventajas ahi mencionadas.
Ademas, con estos controladores, a diferencia de los trabajos mencionados, el
seguimiento a entradas de referencia en las salidas de control son diferentes a las
senales de retroalimentacién y la ubicacion de polos es en lugares deseados del plano
complejo. Para estas especificaciones, se propuso un esquema de control con un
controlador de dos parametros libres, donde el primero resuelve el criterio de control
robusto y el segundo logra obtener seguimiento a entradas de referencia en bajas
frecuencias. En este trabajo, las expresiones de las factorizaciones de la planta y el
controlador se obtuvieron de las férmulas dadas en [19] presentadas en la seccién
que requieren ganancias de retroalimentacién en lugar obtenerlas de forma algebraica;
para ello, se propusieron ganancias de retroalimentacion basadas en los elementos
de la representacion en espacio de estados de la planta y un conjunto de parametros
constantes que son los que permiten resolver el problema de ubicacion de polos. Con
estas factorizaciones, también se mantiene la ventaja de facilitar expresiones para los
parametros libres del controlador.

Los resultados de este capitulo estan organizados de la siguiente manera. En

la seccién se presenta el esquema de control y se definen los tipos de plantas a

33
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controlar, asi como los tipos de perturbaciones, para al final de la seccion plantear
el problema y proponer la solucién. En la seccion se presentan ganancias de
retroalimentacion que resuelven el problema de ubicaciéon de polos en lazo cerrado,
y que a su vez, se utilizan para proponer las factorizaciones coprimas de la planta y
el controlador en la seccién [3.3] En la seccion [3.4] se da la forma explicita de los dos
parametros libres del controlador que resuelven el criterio de sensibilidad planteado
y el seguimiento a entradas de referencia. En la seccién se propone un algoritmo
para la sintesis del controlador robusto que se aplica en los ejemplos de la seccién
3.6

3.1. Planteamiento del problema

Considere el sistema de retroalimentacién mostrado en la Figura|3.1| propuesto
por [I8] donde P es la planta dada, K es el controlador de dos pardmetros libres a
disenar, W, y W,, son funciones de peso estables y estrictamente propias, y, es la
salida a ser controlada, v, es la salida medida, y4 es la entrada de referencia, d;, d,,,
y dp, son las perturbaciones aditivas en la entrada, en la medicién y en la salida de

la planta, respectivamente, satisfaciendo las siguientes suposiciones.

S1 Sea P e RPotm*m cop la siguiente FCD,

No | 4
(] o

B,
Py,

P —

donde, N, € RHE*™ N, € RHZ™, y D € RHE*™ es un denominador

coprimo comun de P, y P,,.
S2 Sea K € R™*Po*m) con la siguiente FCI,
K = [K, K] = D! [Q NK] (3.2)

donde Dg € RHL™™ es un denominador coprimo izquierdo comun de las
r ntro r de referenci retroalimentacion un
artes del controlador de referencia troal tacion, Q@ € RHL P es

pardmetro de control libre, v N € RHZ™.

Las relaciones entrada-salida estan descritas por,

Yo = Now+Wodh (33)
Ym = wa+Wmdh (34)



35

dh Wo
Wi
vt — d; T e Yo
—_—] Q No (
¢ ﬁ;{l Y GL u D1 |”
NK K H H P N’m H
= b2
L1 N
Figura 3.1: Configuraciéon de control de dos parametros
donde
~ ~ -1 ~ ~ ~
o= (DKD + NKNm) (de + Dyd; — Nyed,, — NKWmdh) (3.5)

Como se puede ver de la ecuacién (3.3]) a la (3.5)), el sistema es internamente
estable si ﬁKD + N x Ny, tiene inversa en RH.. Esto se asegura, de acuerdo al

Teorema [2.11] si se satisface que,

XN, +YD =1, (3.6)
para X,Y € RH,. Ademds, obtenemos la PTCE,

K = [K K] = Dt [@ N (3.7)

siendo
Dk = Y — RN, (3.8)
Nk = X +RD,, (3.9)

con los parametros libres Q € RH Py R € RH;*™ tales que det (Y — Rﬁm) # 0.
Maés aun, INDKD +N i« N, de la ecuacion (3.5)) se reduce a la de (3.6)), por lo que la

ecuacion (3.3)) resulta en,
Yo = NoQua + NoDicds = NoNicdy + (Wo = NoNicWW,y ) d (3.10)

La condicién det (Y — Rﬁm) # 0 casi siempre se satisface para toda R como

se muestra en [7].
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Observe que la PTCE involucra sélo las factorizaciones coprimas dadas para P,
y no las de P,; entonces, el rol de K5 que se encuentra en el lazo de retroalimentacion,

es asegurar la estabilidad del sistema.

S3 Las perturbaciones d;, d,, v dj se consideran senales de norma-2 acotada o de

potencia de acuerdo a las ecuaciones (2.65)) y (2.66)).

Por lo tanto, para atenuar los efectos de d; en bajas frecuencias, y los de d,,,
y dj en altas frecuencias sobre y,, se requiere reducir la norma H. de las funciones
NOIN)K y NONK de acuerdo a la ecuacién . Si W, y W, son funciones de peso
pasa-bajas estables, la perturbacion externa dj, se atentia sobre g, en altas frecuencias

conforme se minimiza | N, Nk |. Por lo tanto, corresponde minimizar,

WpN,D
Jy = Dtol7K (3.11)
WxNoNic ||

respecto a un controlador estabilizante, donde Wp y Wiy son funciones de peso que
representan los anchos de banda en bajas y altas frecuencias respectivamente.

De la misma manera que en los trabajos de [II] y [28], presentado en las

ecuaciones (2.93)) y (2.94)), el criterio de minimizar J, dado en la ecuacién (3.11)) se

transforma en minimizar,
NODKZ
Js = ~
NoNikh,

respecto a un controlador estabilizante, donde NOZN)KZ es la aproximacién de NOINDK

(3.12)

‘ 0

en bajas frecuencias, y N,Ngj es la aproximacién de N,Ng en altas frecuencias,
esto es, N,Dg; = lim,_, (NODK) y NoNgp = limg 0 (NONK). Este criterio se va
a resolver mediante la minimizacion simultanea de N,Dg; vy N,Ngj utilizando el

primer parametro libre R, esto es,

min HNOEKZH (3.13a)
R 0
sujeto a HNOINDKZH = HNONKhH (3.13b)
es} oo
Una de las ventajas de usar aproximaciones es que no se requiere el uso de las

funciones de peso Wp y Wy de (3.11) que puedan incrementar la dimensién del

controlador.
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Considere P, incierta con un modelo multiplicativo a la salida, es decir,
(I + A)P,, con A € RH; entonces, de acuerdo a la Figura

up = Npw (3.14)
con w dada en la ecuacién (3.5) mas el nuevo término N kYa; es decir, ahora,
w = Qya + 5Kdi - NKdm - N}(Wmdh — ]\N/KyA (3.15)

donde ZNDKD + NKNm = [,, debido a la PTCE. Entonces la relacién de ya a ua
es Nm]\wf Kk que sirve como prueba de estabilidad robusta de acuerdo a la seccion
. Al minimizar |NyNgp oo, si | Nin|lwo es la de menor valor respecto a || Ny oo,
entonces | Ny, Nin oo se reduce hasta cierto punto, es decir, se incrementa el margen
de estabilidad robusta ante incertidumbre no estructurada en altas frecuencias donde

es mas significativa.

uUa yn Widp

— . N, - ,wl,

Figura 3.2: Incertidumbre multiplicativa a la salida
Se considera la siguiente clase de sistemas rectangulares para la planta nominal.

S4 Sea la realizacién en espacio de estados para P € RPetm)xm

(3.16)
y(t) = Cu(t)
Con A e R™" Be Ry C e RP+™x*" particionadas como
Ay A B C
_ |4 A . B- nl _ & (3.17)
Ag1 A Bo Co

siendo

C, = [011 012] y Cy= [021 022] (3.18)
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donde n = 2m es par, p, < m, C11,Cia € RPX™ y Ayy, Ayg, Agi, Agg, Bii, Bo,
C91, Cog € R™*™. Consecuentemente, {A, B, C1} y {A, B, Cy} son realizaciones
en espacio de estados para P, y P,,, respectivamente, con P,, controlable y

observable.

Para un sistema propio, se puede usar el esquema presentado en [13] para un
controlador de dos parametros y asi trabajar sélo con la parte estrictamente propia
del sistema.

Las siguientes férmulas para obtener factorizaciones coprimas de la planta
y el controlador mediante ganancias de retroalimentacion, estan basadas en las
presentadas en la seccion para la representacién en espacio de estados de la

planta dada bajo la suposicién [S4}

[ﬁl::C@Q—A+Bm*B (3.19)
D

- I,—F(sl,-A+BF)"'B (3.20)
N, = Cy(sl,—A+LC,) 'B (3.21)
m Iy — Cy (sl — A+ LCy) ' L (3.22)

(3.23)
(3.24)

wk
I

F(sl,—A+LCy)™ 'L
= In+ F(sl,—A+LC,)'B

~
I

con F'y L tales que los polinomios caracteristicos de A— BF y F'— LC5 sean estables.

La siguiente transformacién presentada por [12], actualizada en [13] y adecuada
en esta tesis a la configuracion de la Figura [3.1] con salidas controladas diferentes a
las medidas, esta basada en la representacion en espacio de estados de P dada en
la suposicién [S4] ddndonos una estructura especial que nos permite proponer mas

adelante las ganancias de retroalimentacion F'y L.

Lema 3.1 Considere P satisfaciendo las suposiciones y [S4 con matrices no-

singulares Bay y Cos. Entonces , el cambio de base & = Tix donde,

[ 1, B, B
T, = HEa (3.25)
_VYIGI Im
T = A AT B Byl (3.26)
1 B . -1 . -1 -1 )
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con Vy := (A — 31132_111422)71; ©1:= A1 — BBy Ay y Ay := I, + BBy V164

lleva la realizacion del sistema en nuevas coordenadas a la siguiente estructura,

0 A 0
2| g
Ag1p, Agog By,
Ast, { A, By, [an Cle]} y {Ax, By, |:021k CQ%]} son realizaciones en espacio de

estados de P, y P,, en nuevas coordenadas, respectivamente.

Cllk Cle
Cor Caop

, O = (3.27)

k:

También, un cambio de base n = Tyx donde,

AS? —A\; 'O,V
o= | P o (3.28)
[ 1, OV
T, = o 2 (3.29)
__ 22 C'21 [m

con Vy := (A1 — A2202_21021)71, O = A1 — 41205 Coy y Ag 1= Ly + O2V305 Cay;

lleva la realizacion del sistema en nuevas coordenadas a la siguiente estructura,

0 A120
A210 A220

Blo Cllo C’120

0 Gy

) o

, Co = (3.30)

o

20

Consecuentemente, {A,, B, [CHO Clgo]} y {A,, B, [O C’m]} son realizaciones en

espacio de estados de P, y P,, en nuevas coordenadas, respectivamente. =

Como se discute en [11], las formulaciones Euler-Lagrange completamente
actuadas son una clase de sistemas dinamicos no-lineales que tienen realizacion
linealizada de la forma (A, By) dada en (3.27). En ese caso, Ti no es necesaria.
También, en el Lema [3.1] se supone sin pérdida de generalidad que By; y Csy son
matrices no-singulares, esto es, sea {/Al,é,CA’} una realizacion de P, donde B y
[6’21 @22] tienen m filas y columnas linealmente independientes, respectivamente,
debido a que las entradas y salidas de P, son linealmente independientes. En caso de
que ézl y 6’22 no sean invertibles, entonces existen matrices unimodulares (matrices

cuadradas con elementos en los enteros y determinante 1 o —1) U y V tales que,

. 0
B = UB= (3.31)
| By
. [Ch1 Choo
C = Cv=| " (3.32)
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con By y Oy siendo invertibles; donde U y V! toman el rol de transformaciones
que son aplicadas antes de T} y T5. Como consecuencias B, y C,, son invertibles.
También, Ao vy Asi, son invertibles, debido a que sus filas y columnas
son linealmente independientes, de lo contrario, el rango de las matrices de
controlabilidad y observabilidad serfa menor que n, contradiciendo la suposicién [S4]
de que la realizacion de P, es controlable y observable.

Aunque las formulas dadas de la ecuacién a la son validas para
dimensién de y,, diferente de m, el cambio de bases del Lema [3.1 queda involucrado
automaticamente para ese caso. Si la dimensién de ¥, es mayor que m, entonces,
se puede usar una inversa por la izquierda C* tal que CTC = I,,. La suposicién
evita usar matrices pseudo-inversas que hace que se pierda unicidad en la solucién y
que se pueda perder estabilidad en lazo cerrado, y entonces se requerira un anélisis
para integrar los pardmetros del kernel de C* al diseno, como fue hecho en [28].

El problema a abordar es el siguiente.

Problema. Dar seguimiento a entradas de referencia en bajas frecuencias en la
salida deseada y,, en la configuracién retroalimentada de la Figura|3.1] con respuesta
transitoria de acuerdo a polos pre-especificados; y disminuir las perturbaciones
aditivas d; a la entrada de la planta en bajas frecuencias, y las perturbaciones
aditivas d,, y dj en la mediciéon y en la salida de la planta, respectivamente, en
altas frecuencias.

Los pasos propuestos para resolver el problema son los siguientes:

= Proponer ganancias de retroalimentacion F'y L basadas en el cambio de base

dado por el Lema para resolver el problema de ubicacion de polos.

» Usar las ganancias de retroalimentacién para obtener factorizaciones coprimas

de la planta y el controlador mediante las formulas dadas de la ecuacién (3.19)
a la (3.24)).

= Obtener las funciones del criterio de sensibilidad mezclada dadas en la ecuacién
(3.11)) basadas en las factorizaciones y proponer el primer pardmetro libre R

para resolver el criterio.

= Proponer el segundo parametro libre ) que relaciona la entrada de referencia

y la salida deseada, para resolver el seguimiento a la entrada de referencia.
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3.2. Ganancias de retroalimentacion

El siguiente Lema presenta uno de los resultados de esta tesis, consiste en
ganancias de retroalimentacion basadas en la representacion en espacio de estados
de la planta, con parametros constantes tales que podamos asignar polos en lazo

cerrado. También, estas ganancias simplifican las matrices en lazo cerrado A — BF
y A — LC5 en las expresiones de las ecuaciones dadas de (3.19) a (3.24)).

Lema 3.2 Considere P, bajo la suposicion [S4), los cambios de base Ty y Ty dados
en el Lema[3.1 y 0 < ay, ag, by, be, c1,co € R entonces,

F=FT (3.33)
L=T,"'L (3.34)
con
F = B, [A21k + 2—11141_21;C Agop + %fm] (3.35)
c2 A~ —1
L = (AIQO T AQIO) Com (3.36)

<A220 + %Im) C-1

son las ganancias de estado de retroalimentacion tales que las matrices A — BF y
A — LCy tienen polinomios caracteristicos estables ¢7* y @5, respectivamente, donde

=24 b ca = g2 b2 <2
pri=s+Es+ oy i=s"+ 2s+ 2

Demostracién. De las ecuaciones (3.27)), (3.33)) y (3.35) el polinomio caracteristico

de la matriz A — BF se simplifica a,

s, —A+BF = sl,— T/ " ATy + T By F (3.37)
= Ty (sl — Ax + BLF) T4 (3.38)
sl —A
e | (3.39)
S (s+2) I

Aplicando la férmula de descomposiciéon de matrices [I), ver p. 22-23]

My M| 1 0| [My, O I MM,
My Moy Moy Mt T 0 w(]0 I

—~

3.40)
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donde ¥ := Moy — MglMﬁlMlg es el complemento de Schur de M;j;; entonces, su

determinante es igual al det(M;q) det(¥). Asi, tenemos que,

S[m _A12k

det (s, — A+ BF) = det (T71) det
( ) ( 1 ) 2_11A1_21k (8+ %

$lm — Ao
= det o g1 (S N b_1> I (3.42)
al 12k al m
b1 C1 1
= det (s1,,) det ((s + —+ ——) Im) (3.43)
aq a s
_ (349

Usando el criterio de Routh-Hurwitz, con ai,b;,¢; > 0 obtenemos un polinomio
estable. De la misma forma para sI,, — A + LCy, usando las ecuaciones (3.30)), (3.34])
y (3.36)), el polinomio caracteristico de la matriz A — LC; es,

sl,— A+ LCy = sl,— Ty AT, + L [o Cm] T, (3.45)
_ 7 (s[n A+ L [0 Om]) T (3.46)
sl,, e AL
- ! wA T (3.47)
—A210 (S + G—Z) Im
Entonces,
I e A7l

det (s, — A+ LCy) = det (Ty ") det S @’ 2o det (T5]3.48)

" 2 _A21o (3 + Z_z) [m .
d S o Azt (3.49)

= det ? )

—A210 <S + %) Im

= oy (3.50)

con ag,by,co > 0, y por el criterio de Routh-Hurwitz, obtenemos un polinomio
estable. (]

3.3. Factorizaciones coprimas

El siguiente Lema da una FCD para P, una FCI para P,, y una solucién a la
ecuacién dada en (3.6 con base en las ganancias de retroalimentacién propuestas en
el Lema 3.2l
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Lema 3.3 Considere K y una planta nominal dada P bajo las suposiciones [59
y[S4 en la configuracion de retroalimentacion mostrada en la Figura[3.1], los cambios
de base Ty y Ty dados en el Lema|3.1], y las ganancias de retroalimentacion dadas en
el Lema con ay, as, by, by, c1,co > 0. Sean ¢ 1= s>+ Z—lls—i- % Y Py 1= 5>+ s—zs—i- 2—2

Entonces una factorizacion coprima derecha de P sobre RHy es,

N, _ 1 (Chars + CrixAiar) B (3.51)
Np D1 | (Coops + CorpArag) B,
1
D = gb_B;Ll (S2Im - AQQkS - AglkAlgk)Bm (352)
1
una factorizacion coprima izquierda de P, es,
~ 1
N,, = ¢_Cm(BQOS + AQlOBlo) (353)
2
~ 1
Dm = ¢_Cm(52[m — AQQOS — A210A120)C7;1 (354)
2
y una solucion a la ecuacion XN,, + Y D = I, es,
1 re [(Amo + Z—QA‘lo) s+ A, — ;—QA—IOAQQO] o
X = — [F1 FQ] 2”2l : 2”21 (3.55)
¢2 [ (Az2o + 200) 5 + Apio iz + 20| O
11~ ~1]|Bios+ 2By, — 2A;] By,
e LN | B el o (3.56)
®2 Bios + Az10B10
donde
|7 | =P (3.57)

siendo F' = B! [A21k + Z—llAl_Qlk Agor + Z_lllm]

Demostracién. De las ecuaciones (3.39) y (3.47) dadas en la prueba del Lema [3.2]

obtenemos,

- ~1

1 1 sy, — Ao
(sI,—A+BF)" = 17" | " N T, (3.58)
HAIQk <S + a) [m
- -1
—1 1 S‘[m %A2_110
(sI, — A+ LCy) ' = T, L (8 " ) | Ty (3.59)
o as m
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Entonces,
_ 1 (s + b—l) I, A
(sl,—A+BF)™' = T/'— a PR (3.60)
1 _C_1A1_21k §1m
ai
_ 1 (s + b—Q) I, —2A7L
(sI, —A+LCy) " = T;'— a2 e (3.61)
P2 Ao sl

que claramente satisfacen MM~ =T con M = sI, —A+BF o M = sl,— A+ LC5.
Usando las férmulas dadas de las ecuaciones (3.19) a (3.24) con 77 dada en el Lema
3.1 para P; y sustituyendo la ecuacién (3.60)) en la ecuacion (3.19)) obtenemos,

No
N
llegando al resultado de la ecuacién (3.51)). De la transformacién 77 dada en el Lema

3.1 para P, F dado en el Lema[3.2] y sustituyendo la ecuacién (3.60) en la ecuacién
(3:20),

C(lllc Cle
C21k 022k

1

P1

AleBm
B,,s

(3.62)

1
D=1, — —B;ll |:A21k + %A;Qlk Azgk + %Im] [ (363)

b1
llegando al resultado de la ecuacion (3.52). Mediante la transformacién 75 dada en
el Lema para P,,, y sustituyendo la ecuacién (3.61]) en la ecuacion (3.21)),

AleBm]

mS

1
b2
obteniendo la ecuacién (3.53). Usando la transformacién 7, dada en le Lema[3.1] para
P,,, L dada en el Lema [3.2] y sustituyendo la ecuacién (3.61) en la ecuacién ([3.22),
1
$2

logrando el resultado de la ecuacién (3.54)). Aplicando la Trasformacion 7> dada en
el Lema para P,,, F'yv L dadas en el Lema , y sustituyendo la ecuacion (3.61|)

en la ecuacion (3.23)),

N, [omAzlo cms] [?0 (3.64)

20

D= In = — | Cudasy Cus| L (3.65)

1 (s+b—2)lm —a2A 1]
XzFT2‘1¢— a2 ax 2o T,

(3.66)
2 Az, sl

llegando a la ecuacién (3.55)). Finalmente, usando la transformada 7T, dada en el
Lema para P,,, F'y L dadas en el Lema , y sustituyendo la ecuacion (|3.61))
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en la ecuacion (3.24)),

1 <3 + b_2> L, —& _10 B,
Y = FT; ' — a2 az "2 M (3.67)
¢2 AQlo S[m B2o
obteniendo el resultado de la ecuacion (3.56)). O

Con estas factorizaciones, los polos de las funciones de transferencia en lazo
cerrado estan determinados por las raices de los polinomios ¢ y ¢9, resolviendo asi

el problema de asignacion de polos.

3.4. Parametros libres

El siguiente Teorema es el resultado principal de esta tesis y presenta férmulas
explicitas para los parametros libres del controlador. Desde luego, cualquier otra
eleccién de Ry Q en RH, es posible. Las propuestas, simplifican el problema de

sensibilidad mezclada y no incrementan el orden del controlador.

Teorema 3.1 Bajo las suposiciones de a[S4 considere la parametrizacion de
Todos los Controladores Estabilizantes dada en (3.7) para la configuracion de
retroalimentacion mostrada en la Figura con factorizaciones coprimas y la
solucion a la ecuacion dadas en el Lema los cambios de bases Ty y Ty dados
por el Lema y el criterio dado en la ecuacion . Sea [INQ IN(Q} = KT\ Ty
donde K estd dado por la ecuacion , 0 <7reR, w, una frecuencia fija en el
ancho de banda de altas frecuencias de P vy,

by

a2

Y; = fN(lBlO - ;—2%1A2_11,3B2o + [?214210310 + Z_le (368)
2 2

Entonces,

1. Si||Ye|oo > |Ye = CriA210Biolleo HNOIN?KZH < HNONK;IH para algin valor de
e} o0
r como se muestra en la Figura[3.3, donde,

a1a2

||N05Kl||oo = HanAlszm (Yc - TCmAmoBlo) Hoo (3-69)

C1C2

~ 1
”NoNKh”oo = _w 7"||012kBmHoo (3-70)
h

escoja el parametro libre del controlador estabilizante,

R=rl,€eRH s (3.71)



con

stendo

dku
Ny + Akt — dy,

Wh

ala2ﬁ
—P1

C1C2

CL1(L26

C1C2
1C 125 By |0
1C 11k Ar2k B Yoo

||CllkAl2kBm (Y; — C’171A’4210B10) Hoo

R dado en (3.71)) asegura que,

|NoDrctlloo = [ NoNiclloo =

a1a204161

araswy, (B — 9) + crcan

. 81 Cy, Ao10B1, is invertible, entonces escoja

R=r Y;(CmAgloBlo)_l € RHOO

donde

siendo

Nk
dku

Qg

B

r = dku
dku + rm
1
Wh
a102
2
C1C2

1C12k B Ye(CrnA10B1o) oo
|Ci1kAr2k B Ye | oo

R dado en (3.80) asegura que,

|NoDictlloo = [NoNichlloo =

(11&204252
a1a2Bawp, + 16200
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(3.72)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.86)

donde las normas de las aproximaciones en bajas y altas frecuencias de las

funciones N,Dg y N,Ngi son,

~ a1a
1N, Bl = ( : ) i1 — 1]

C1C2

(3.87)
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~ 1
HNONKhHOO = — Ty (388)
Wh

respectivamente.

También, sea r. el numero de filas de Cyqy € RPo*™ linealmente independientes.
Entonces, el parametro libre () que garantiza que las r. salidas controladas de vy,
sigan las entradas de referencia de yq en estado estacionario con tiempo de respuesta
determinado por los polos de N,Q) es,

Q = ﬁ (A12kBm)71 Cq € RHOO (389)

a1

stendo Cy tal que

Irc OT'CX o—Tc
CrixCy = (pore) (3.90)

0(po_7"c) XTc o(po_Tc) X (Po_"'c)

Demostracion. Primero, tomamos las aproximaciones de las funciones NOZN)K y
NON x en bajas y altas frecuencias, respectivamente, con las factorizaciones dadas en
el Lema y suponiendo que R € R™*™.

Considerando, ZNDK =Y — Rﬁm, con N,, v Y dadas por las ecuaciones y

(3.56) del Lema [3.3, tenemos,

a
Ny = C_lcllkAl%Bm (3.91)
1
EKZ - = (Y, — RCy,A216B10) (3.92)
(&)
COH CllkA12k # 0,
~ 109
NODKl = ?CllkAIZkBm (Yc - RCmA21oB10) (393)
162

Considerando, Nk =X + Rﬁm, con D,, y X dadas por las ecuaciones (3.54])
y (3.55)) del Lema (3.3} tenemos,

1

Noh = _Ol2kBm (394)
W,

~ 1

Nen = —X.+R (3.95)
W,

donde

N ~ b
X, =K, <A120 + 2—2A2—110> + K, <A220 + a—21m> (3.96)
2 2
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En la ecuacién (3.95)) se supone que ||R|o >> HwihXCHOO debido al valor “grande” de
wp,. Entonces,
~ 1
NoNgp = —Crox B R (3.97)
Wh

Ahora, probamos 1y 2,

1 Las ecuaciones (3.69)) y (3.70]) resultan de sustituir R de la ecuacién (3.71]) en
la ecuacion (3.93)) y en la ecuacién (3.97)), respectivamente. Usando R dado en

la ecuacién , las normas de las funciones NOZNDKZ y NON xn dadas por las
ecuaciones y , son descritas como se muestra en la Figura , si
para algtn valor de 7, | Ny Dgillwo < |NoNich |, se asegura la interseccion de las
lineas. El valor para r dado en la ecuacion (3.72)) ocurre cuando ambas normas
son iguales. Por lo tanto, usando la ecuacién en las ecuaciones (3.69) y
dan el resultado de la ecuacién (3.79)).

2 Las ecuaciones (3.87)) y (3.88) resultan de sustituir R de la ecuacion (3.80)) en la
ecuacion (3.93) y (3.97)), respectivamente. Usando R dada en la ecuacién (3.80))

y suponiendo que el valor de r varia entre 0 y 1; las normas de las funciones
N,Dr y N,Ng, dadas en las ecuaciones (3.87) v (3.88)) se describen como se
muestra en la Figura 3.4 El valor para r dado en la ecuacién (3.81) ocurre

cuando ambas normas son iguales. Por lo tanto, usando la ecuacién (3.81)) en

las ecuaciones (3.87)) y (3.88]) se obtiene el resultado de la ecuacién ((3.86)).

Finalmente, probamos el pardametro () propuesto en la ecuacion (|3.89))
De la ecuacion (3.10), yo = N,Qyq. Con N, dada en el Lema y el parametro

(@ propuesto en la ecuacion ([3.89)),

1

Yo = %@bl (Choks + CricArzr) Bo (A1 Bin) ™ Coya (3.98)
donde ¢; = s + %S + %; el tiempo de respuesta queda determinado por los polos
de N, elegidos con aq, by y ¢;. Aproximando en bajas frecuencias la ecuacion ,
obtenemos que y, = Ci1xA12x B (Alngm)_1 Cyya- Debido a que Ayg, y B, son
invertibles (ver los comentarios después del Lema tenemos que y, = C11xCy¥q,
y con C, satisfaciendo la ecuacién (|3.90))

]rc OT‘CX o—Tc
Yo = Po=re) gy (3.99)

O(pof'rc)x"‘c O(po*Tc)X(po*Tc)

[
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Si hay ceros de transmision de P, que puedan causar efectos no deseados en

la respuesta transitoria, podemos agregar al parametro libre () polos extra con el

L esto es,

7 . z
término T

Q = & (Ao By) ' Oy (3.100)

qs5+2;
donde z; parai = 1,...,m es la magnitud de la parte real de los ceros de transmisién
de P,; por lo tanto, no existe cancelacion de ceros en el semiplano derecho. Este
término nuevo no afecta el seguimiento a la referencia debido a que la aproximacion

hecha en bajas frecuencia se preserva.

I oo 1
A~ ||N01~7Kz||oo N
d ||N0NKh||OO
kl O S —-— .
Nky N : i
0 1 r

dku
Ny +dpr—diu

Figura 3.3: Funcion de intersecciéon para el caso 1 del Teorema |3.1

9 P

Ny e

A N ||N05Kl||oo

\

<

dgutniy

Figura 3.4: Funcion de intersecciéon para el caso 2 del Teorema |3.1

Conforme se incrementa wy, de la ecuaciéon (3.79) o de la ecuacién (3.86)),
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INoDgiw v |NoNg oo se minimizan simulténeamente obteniendo la misma norma,
y como consecuencia, también J5 dado en la ecuacion y no al revés como en el
algoritmo de [9] por ejemplo, donde primero se obtiene la norma del criterio, pudiendo
resultar en diferentes normas para cada funcion. También pueden ser usados lo
parametros ai,as,c; y ¢o para la minimizacién; sin embargo, la libre localizacién
de los polos en lazo cerrado estaria limitada.

Las funciones de sensibilidad se obtiene con las factorizaciones dadas en el
Lema [3.3] No necesitan ser factorizaciones normalizadas para resolver el criterio de
sensibilidad mezclada como en [8] o que requieran filtros para delimitar las bandas

de frecuencias a ser minimizados.

3.5. Sintesis del controlador

Con las factorizaciones dadas en el Lema y los parametros libres del
controlador dados en el Teorema [3.1] el controlador estabilizante se obtiene con

(3.7); y el problema planteado se resuelve mediante el siguiente procedimiento.

1. Verifique que P satisface las suposiciones [S1]y [S4} y obtenga la representacién

en espacio de estados de la planta dada como se muestra en las ecuaciones

(3:27) y (3-30), usando las transformaciones del Lema [3.1]

2. Seleccione un nivel de desempeno v que satisfaga las especificaciones en lazo

cerrado tal que v, < J5 < 7y, donde J5 esta dado en la ecuacion (3.12))

3. Selecciones los polos deseados en lazo cerrado usando los parametros

ay, as, by, by, c1 y co; y obtenga las factorizaciones dadas en el Lema 3.3

4. Seleccione el pardametro libre del controlador R del Teorema y use el
parametro wy para minimizar J; usando las ecuaciones 0 . Si el
valor de J5 no es satisfactorio, esto es, J5 > v regresar al paso 3 seleccionando
otros valores para aj, as, by, ba, ¢1 y/0 o, hasta que J5 < v, o regresar al paso
2 seleccionando otro valor para v, hasta que J; < 7. De otra forma, esto es,

Js < vy, mantenga el valor de R € RH; v,

5. Obtenga el valor del segundo parametro libre () como se da en la ecuacion
(3.89). Modifiquelo de acuerdo a la ecuacién (3.100|) para cancelar dindmicas

no deseadas de ceros, si existen.
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En la Figura |3.5| se muestra un diagrama de bloques del procedimiento.

Obtener
representaciones 7\
para P del Lema|3.1

Verificar
y [54] para P

Seleccionar
desempeno v
’Yopt < J5 < Y

Si
. .Modificar
\ gL /  No

Obtener las
factorizaciones

del Lema 3.3l

Seleccionar R
del
Teorema [3.1]

<

Proponer polos
con ¢1(8, ai, bl, Cl)
Y $2(8, az, ba, c2)

Se obtiene
el controlador

con (3.7)
|

Obtener @) Modificar No
del dindmica de ceros =
Teorema [3.1] a la salida? /
S Modificar @)
> con la

ec. (|3.100|)

Figura 3.5: Procedimiento de sintesis del controlador

3.6. Ejemplos

En esta seccion se presentan ejemplos para mostrar como aplicar los resultados

obtenidos resolviendo el Problema planteado al final de la seccién seleccionando

los parametros libres constantes bajo las suposiciones de a [S4 En el primer

ejemplo se muestra como minimizar la norma del criterio usando el parametro wy,

una vez que los polos se han seleccionado, y como el segundo parametro libre @)

puede ser reajustado cuando hay ceros de transmision que provocan dinamicas no

deseadas. El segundo ejemplo es un sistema de 2-carros,

donde se proponen dos

selecciones para los polos y se muestra como afectan al ancho de banda para el

sistema en lazo cerrado. Mientras que en el tercer ejemplo se obtiene un controlador

para un sistema de suspensiéon activa de un medio-carro donde P, no es cuadrada.
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3.6.1. Planta con ceros de transmision

En este ejemplo P tiene polos inestables en 1, 2, 3 y 4; P, ceros de transmision

en —1.1232 y 13.8464; y una representacién en espacio de estados de acuerdo a la

ecuacién ([3.17)) en la suposicién [S4] siendo,

6 —11 3 _1 9 26 —6 6
All = 3 A12 = 5 A21 = 3 A22 =
|8 16 |4 2 2 12 4 6
(3.101)
(1 9 (5 6 ]
By = ; By = (3.102)
-3 4 7 -8
1 -2 (3 4] —9 10 11 12
Cll = ) C112 = ) C121 = ) CY22 =
|5 —6 7 8 13 —14 15 16
(3.103)

Primero, seleccionamos el criterio de desempeno como J5 < 0.25 y supongamos
que se desean todos los polos en lazo cerrado en —7; es decir que ¢ = ¢ =
s 4+ 14s + 49 de acuerdo al Lema [3.2) que se logra seleccionando a; = ay = 1,
by = by = 14 y ¢; = co = 49. Entonces, se obtienen las factorizaciones de la planta y
el controlador dadas en el Lema [B.3

Después, obtenemos la expresién de R dada en el Teorema 3.1} Como [|Y,[ , <
1Yo — CriA216Bioll, ¥ CrnA210Bio es invertible para los polos propuestos, escogemos
R dada por la ecuacién ((3.80)).

Ahora, seleccionamos el pardmetro constante wy, para reducir la norma infinito
del criterio dado en la ecuacién . La Tabla muestra el compromiso entre
la norma y el ancho de banda en altas frecuencias para NON i determinado por wy,.
Seleccionando wy, = 180, J5 = 0.2070 y se satisface el criterio de desempeno, que de
acuerdo a las ecuaciones y (2-66)), los efectos de d; y d,, se reducen alrededor
del 80 % sobre la salida y,.

on | [NoDra], = [NoFal
@ "

100 0.3726

180 0.2070

300 0.1242

Tabla 3.1: Norma infinito para el ejemplo [3.6.1
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Finalmente, usamos @) dado en la ecuacién (3.89). Bajo la transformacién 77,

las dos filas de C}y; son linealmente independientes; lo que significa que podemos

seguir ambas entradas de referencia. Los elementos obtenidos para la parametrizacién

del controlador son,

Dy =

~

Nk =

0.2996 —0.1559 R —0.4789 —0.1566
0.9103 —0.3609 | —0.4433 —0.4526

1 ([-0.4789 —0.1566 2, 1.086 —1.45 N 0.3044 —1.761
— s s
o1 —0.4433 —0.4526 2.527 —2.966 2341 —4.27

(3.104)

1 {[1 o0 9 132.6 —20.25 0.4609 —87.35 x 1073
— 5%+ 5+ ) (3.105)
o1 0 1 164.8 —10.6 0.5057 —15.59 x 103

(3.106)

La Figura muestra los valores singulares maximos de la funcién N,Q) que

relaciona la entrada y, a la salida y,; y las funciones de sensibilidad mezclada NOIN) K

y NOKT Kk con sus respectivos anchos de banda en bajas y altas frecuencias delimitados

por el valor de la norma 0.2070, que corresponde a —13.68 dB. Para este caso, la

funcién N,(Q se encuentra sobre 0 dB aunque los polos en lazo cerrado no contienen

polos complejos conjugados, esto se debe al cero de transmisién en —1.1232. Esto

causard un sobre-impulso en la respuesta a una entrada escalén como consecuencia.

_Noél(,
-=-N,Ng

e N,

—13.684dB

Valores Singulares (dB)

«<—2.3 x 107%rad/s 163rad/s —>,

1 L |
107 107 . 10° 10
Frecuencia (rad/s)

Figura 3.6: Valores Singulares maximos de NOIN)K, NOKTK y N,Q

Por ello, usamos la modificacién a ) dada en la ecuacion (3.100]), para cancelar

el efecto no deseado de ese cero de transmision.

o 11232 [0.2996 —0.1559]

s+ 1.1232 [0.9103 —0.3609

(3.107)
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Note que, en este caso, el nuevo polo estd mas cercano al origen, convirtiéndose en

el polo dominante.

La Figura [3.7 muestra la funcién N,Q modificada y la Figura [3.§] la respuesta
T
de la salida para la entrada y; = [3 sen((),lt)] bajo d; = sen(0.001¢) parat > 15 s

en bajas frecuencias, y d,,, = sen(180t) para t = 30 s en altas frecuencias, sin sobre-

impulso para la entrada escalén y tiempo de asentamiento de acuerdo al nuevo polo

dominante.

Valores Singulares (dB)

_50 | | | )

10 10 1077 10° 10°

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.7: Valores Singulares maximos de N,() modificada

2 .
el
— Yol
é — oo
s 1r - 3 |
g ____ ---sen(0.1¢)

0 10 20 30 40 50
Tiempo (s)

60

Figura 3.8: Respuesta en el tiempo de la salida y, con la funcion N, modificada

En este ejemplo escogimos el ancho de banda en altas frecuencias

con wy. En

el siguiente ejemplo wy ya no determina el ancho de banda debido a que la norma

del criterio se vuelve 0 sin importar el valor que seleccionemos para wy,.
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3.6.2. Sistema de 2 carros

Una descripcion en espacio de estados para el sistema de 2 carros mostrado en
la Figura [3.9| estd dada por la ecuacion (3.16)), con,

0
, B= , C=
By

 ——_— xl(t) —

Ig(t)
£)—]
S il
Q QO Q Q

Figura 3.9: Sistema de dos-carros

0 I
Ag1 Ap

011 0
C121 022

A=

(3.108)

donde
“ky _ ky  ky a1 EE
Ag = 1% 1 _m_% , Agg = _ 01 7%22 ) By = _ 01 mLQ (3.109)
(3 6 (1 5
Ci = [1 0] ) Oy = ) Uy = (3.110)
|7 8 2 9

siendo m; y ms las masas de los carros, ki y ko las constantes de los resortes, y
dy y dy los coeficientes de amortiguamiento con valores mostrados en la Tabla [3.2]
Se pueden tomar otros valores siempre y cuando satisfagan las suposiciones para
la planta. z(t) = [z1(t) 22(t) 21(t) 22(¢)]T es el vector de estados de posiciones y
velocidades para cada centro de masas. Las transformaciones del Lema pueden
ser aplicadas ya que By y Cy son matrices no-singulares.

En este ejemplo se considera que solo una salida de posicion sigue a la entrada de
referencia, y con By; = 0, bajo la transformacién 17, Cio, = (19, entonces se logra el
seguimiento a la referencia. También, C}o, = 0; esto implica que N, no tiene ceros de
transmision de acuerdo a la ecuacién (3.51]) que pudieron causar efectos no deseados
en la salida. También, oy y as de las ecuaciones y (3.84)) respectivamente, se
vuelven cero, entonces HNON ihlo = 0. Como en la ecuacién no hay ninguna
r tal que HNOZN)KZHOO < HNONK;LHOO =0,y C,,A21,B1, es invertible, escogemos R dada
por la ecuacién , y entonces también HNOINDKZHOO =0 = J5. En este caso, wy, ya

no determina a que frecuencia corresponde la norma.
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Parametro Valor Unidad

my 1 kg
Mo 1 kg
k1 0.01 N/m
ks 0.0l  N/m
d; 1 N-s/m
ds 1 N-s/m

Tabla 3.2: Parametros del sistema de dos-carros.

Se proponen dos casos, polos en lazo cerrado con parte real en —2.1 y en
el segundo caso con parte real en —4.9, aunque cualquier otra eleccién es posible; y
suponga que en ambos casos se desea razon de amortiguamiento de 0.7. Seleccionando
a1 =ay=1,b; =by =42y c; =cy =9, obtenemos ¢o; = ¢ = ¢y = s> +4.25+9;
y seleccionando a; = as = 1, by = by = 98 y ¢4 = ¢ = 49, obtenemos
o = P = P2 = 5% +9.854+49 de acuerdo al Lema . Los elementos del controlador

de dos-parametros obtenidos para el primer caso son;

9 —9.2203  7.4805
Q=|"|, rR= (3.111)
9.9214 —4.2063

~ 1 ) 1.659 —21.22

Dy = Irs* + s (3.112)
be1 —1.509 —4.351

< 1 922 748 | , |—49.9 29.58 —36 27

Ny = s? + s+ (3.113)
da \ 9.921 —4.206 17.42 —8.109 31.5 —13.5

y para el segundo caso son,

49| 383.1975 —116.2293

Q= . R = (3.114)
0| 238.8403 —88.3416

~ 1 ~132.1 —869.9

Dy = Is* + s (3.115)
De2 —62.16 —380.5

N 1 (3832 —1162| , [-9104 450.3 —1067 800.3

Ng = 57 + s+
b2 \ |238.8 —88.34 20.16 —28.06 933.7 —400.2

(3.116)

La Figura [3.10] muestra los valores singulares maximos de las funciones de

sensibilidad mezclada NOlN)K y NON . para ambos casos. Las frecuencias 9 rad/s y
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50 rad/s corresponden a la magnitud de 0.2 para la funcién NON Kk para cada caso

respectivamente, disminuyendo d,,, alrededor del 80 %.
El controlador es implementado en la configuracion de retroalimentaciéon de

la Figura , donde d, = 0. La Figura [3.11] muestra la salida para la entrada
Yqg = [2 O] , bajo d; = sen(0.01¢) para t = 5 s para ambos casos, y d,, = sen(9t)

parat =5 sy d, = sen(50t) para t = 5 s, para cada caso respectivamente.

20 T T T T T “;‘_‘:\ T
oL < = N i
S N
—~  -20fF SO g
m N ..
kS —40+ 3 S B
3 .
§ 0 N ]
> N ~
> 80 N . g
o -100 — , 4
0 — N,Dg polos en —2.1 £ 3v0.514 ..
S -1207---N, Ny polos en —2.1 & 31/0.514 B
© ~ . o
> _140l — NoDg polos en —4.9 & 7+/0.511 N
160 ---N,Ng polos en —4.9 + 71/0.513 ‘ ‘
TR 107 1072 107" 10°, 10’ 10° 10° 10
Frecuencia (rad/s%
Figura 3.10: Valores singulares maximos de N,Dg v N,Ng
25
oF T
515 ! |
© ;
\n [
o [
o 1*: N
050 .
! — 1z polos en —2.1 + 3v/0.514
b ---x1 polos en —4.9 + 7/0.514
% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)
Figura 3.11: Respuesta en el tiempo de las posicién de la masa m;
3.6.3. Suspension de medio-carro

Considere el sistema de suspensién de medio-carro mostrado en la Figura [3.12

donde se omitieron las masas no suspendidas. m y J son la masa suspendida y el
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momento de inercia del cuerpo del vehiculo de medio-carro respectivamente, d; y ds
son las distancias de las suspensiones trasera y delantera al centro de masas del cuerpo
del vehiculo, ki y ko son los coeficientes de elasticidad de las suspensiones trasera
y delantera, y bs; v bso son los coeficientes de amortiguamiento de las suspensiones
trasera y delantera. V,,, y wy son las velocidades vertical y angular del cuerpo del
vehiculo en el centro de masas, Fio v Fue1 son las fuerzas activas delantera y trasera
producidas por los actuadores, Fi,qsstransfer €5 la fuerza de transferencia de la masa
debido a los efectos de aceleracion y frenado aplicados en el centro de masas, v V.oqa2
v Vioaq1 son la velocidad frontal y trasera, respectivamente, vistas desde el vehiculo
que se mueve a una velocidad V.

Sea z(t) = [z1 2o Jw; mV,,]T, donde x1 y xo son las posiciones trasera y
delantera respectivamente; u = [Foer1 Fuct2]”; ¥ di = [Vioadt Fmasstransger Vroad2]” -

Entonces, una representacion en espacio de estados del sistema es,

[0 Ap] 0
i(t) = Pl + u(t) + Hdy(t) (3.117)
_A21 Ago 21
o]
y@) = | TP 2 (3.118)
_021 022_
con,
A L % %dl A21 B ky ks A22 B _(bsi’;‘l‘bsl) _(d2b52J_dlbsl)
12 — ) - 9 - (A2 2
% 771d2 _dlk'l _d2k2 7(d2bsinfd1bs1) (d2b33+d1b51)
(3.119)
1 0 0
1 -1 0o 0 1
Boy = . H= . Cy=1y (3.120)
d1 —dg bsl 1 bs2
__dlbsl 0 d2b52
(3 6 15
Clg = O 021 = y CQQ = (3121)
7 8 2 9

con valores mostrados en la Tabla dados en [29], que fueron el promedio de
valores aleatorios utilizados para la investigacién de la respuesta dindmica. Al igual
que en el ejemplo [3.6.2] By v Cy son matrices no-singulares, y P, no tiene ceros de

transmision.
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Fmasstransfer

_______

1|22

o1 C:)Facﬂ %kl |_J|—_| b ke %bﬂ‘—Jl‘—'Facﬂ(?

f f

‘/roadl V;‘oadQ

Figura 3.12: Suspension de medio-carro

Parametro Valor Unidad

m 17944 ke
J 3443.05 kg
by 18615 N/m
ko 668244  N/m
dy 1.716 m
dy 1.271 m
bt 1000 Ns/m
bso 1190 N-s/m

Tabla 3.3: Pardametros del sistema de suspensién activa de medio-carro

Observe que en este ejemplo,

[yo Ci(sI — A)'B Ol(sI—A)lH] [u]
Ym

CQ(S] —A)ilB CQ(SI —A)ilH dh
donde C; = [Cy; C2] y Cy = [Cy1 Cos]. Entonces, de acuerdo al esquema de la
Figura las realizaciones {A, H,C1} v {A, H,Cy} corresponden a las de W, y

Wi, respectivamente. Debido a que W, y W, contienen dinamicas de la planta

(3.122)

en lazo-abierto, y estd es estable, no afecta a la estabilidad del sistema en lazo
cerrado. Ademés, W, y W, tienen ganancias bajas en la banda de altas frecuencias
minimizando los efectos de d;, en esa banda, en la salida y, de acuerdo a la ecuacién
(13.10)).

En este ejemplo se considera llevar a la referencia a x; y xo; entonces,
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Cn = I, y Cio = 0 que bajo la transformacién 17, Ciyp = Cqp. Al igual que en el
ejemplo anterior, como C,, As1,B1, es invertible, escogemos R dado por la ecuacién
(.80), entonces |N,Drilw = | NoNgnlw = J5 = 0, y wy, ya no determina a que
frecuencias corresponde el valor de la norma. Supongamos que se desean polos en
lazo cerrado con parte real en —4.9 y factor de amortiguamiento de 0.7, es decir, que
b1 = ¢y = 5%+ 9.85 4+ 49, que se logra seleccionando a; = ay = 1, by = by = 9.8 y

c1 = ¢2 = 49 de acuerdo al Lema [3.2] Los elementos del controlador obtenidos son,

, | 3:4829 0.2595 6 | —2.3862 1.3506
Q=1x10 ., R=1x10 (3.123)
0.2585 4.7928 —2.0357 1.1526
~ 1 1 0|, |-6.994x10* 6.001 x 10°
Dk =— 5%+ s (3.124)
o1\ [0 1 —6.434 x 10* 5.166 x 10°
N 1 6| —2.386 1.351| , 6 | —2.632 1.495
Ng=—1[1x10 s“+1x10 ]
ol —2.036 1.153 —2.241 1.274
.| —7.092  5.478
+1 x 10 (3.125)
857  —3.492

La Figura muestra los valores singulares méximos de las funciones NOZNDK,
NONK, N,Q v W, — NONKWW que relaciona las entradas d;, d,,, yq v d a las
salidas y,, respectivamente. La Figura muestra la salida para una entrada de
referencia y; = [1 1,25]T, bajo d; = 0.5sen(0.1t), t = 2, d,,, = 0.5sen(500t), t > 4,
Vioad1 = 0.1sen(300t), t = 6, Frasstransfer = 1, t = 8 ¥ Vipaaz = 0.1sen(300t), ¢ = 10.

100

50+ i

-50

-100

Valores singulares (dB)

-150

-200

6 —4 -2 0 2 4

10
Frecuencia (rad/s)

Figura 3.13: Valores Singulares maximos de NOZN)K, NONK, N,Q v W, — NOJVKWm
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—Yo1
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Figura 3.14: Respuesta en el tiempo de y, para R dada en (3.123))

Aunque las suposiciones para usar R = rl dada en la ecuacion (3.71))
garantizando que |N,Dxilw = |NoNgaleww mo se satisfacen para los polos
seleccionados, con r = 1 tenemos que |N,Dgi|w = 3.6111 x 107 y junto con

IN,Ngnlw = 0 que ya tenfamos, J; = 3.6111 x 107%. La Figura muestra la

salida para la misma referencia y perturbaciones previamente dadas.

2
1.5 B
o 'I’ ------------------------------- R i R R e R R R Tl
E 1
a 1h
£
<
0.5 i
—Yo1
---Yo2
0 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo (s)
Figura 3.15: Respuesta en el tiempo de y, para R =1

En los tres ejemplos, la respuesta del sistema fue estable bajo la presencia de
perturbaciones en altas y bajas frecuencias, y suave de acuerdo a la asignacion de
polos. Ademas, se logra el objetivo de minimizar el criterio dado en la ecuacién
, esto es, atenuar d,, y dj, en altas frecuencias, y d; en bajas frecuencias sobre

Yo, logrando estabilidad y desempeno robusto.



Capitulo 4
Conclusiones y trabajos futuros

En este documento de tesis doctoral, se dieron expresiones analiticas de
factorizaciones coprimas para una planta dada y para un controlador estabilizante,
que permiten obtener la Parametrizaciéon de Todos lo Controladores Estabilizantes,
evitando asi tener que realizar operaciones elementales de matrices para cada
planta dada. Estas expresiones fueron obtenidas mediante una férmula estandar
conocida que utiliza la representacion en espacio de estados de la planta dada y
la eleccion de ganancias de retroalimentacién. Ademas, se propusieron ganancias de
retroalimentacion que contienen un conjunto de parametros para poder especificar
la ubicacién de los polos en lazo cerrado. Estas ganancias estan basadas en una
transformacién de estados para una clase de plantas, que facilitaron la obtencion de
las mismas.

También se dieron expresiones analiticas de los parametros libres del
controlador en una configuraciéon retroalimentada con un controlador de dos
parametros, obteniendo asi todas las funciones entrada-salida. Para el primer
parametro libre se propusieron dos expresiones después de realizar aproximaciones a
dos funciones, a una en bajas y a la otra en altas frecuencias, que estan involucradas
en un criterio de control robusto para atenuar diferentes entradas de perturbaciones.
Ambas propuestas aseguran que las normas infinito de las dos funciones sean iguales
en sus respectivas bandas de frecuencia. Estas expresiones, quedaron descritas en
funcion de algunos parametros que determinan la ubicacién de los polos en lazo
cerrado y de un pardametro que determina el limite del ancho de banda en altas
frecuencias obtenido en las aproximaciones. Con esto, es posible simplificar la eleccién
del valor de la norma infinito mediante una técnica grafica. Al igual que en otras

técnicas, donde las ganancias de retroalimentaciéon es el resultado de minimizar la
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norma infinito del criterio, aqui también quedan involucradas las ganancias en el
valor de la norma mediante los parametros de ubicacién de polos; sin embargo, es
posible observar directamente el compromiso entre minimizar la norma infinito de las
funciones involucradas y su ancho de banda resultante, asi como el de la ubicacién
de polos deseada. Para el segundo parametro libre del controlador, se propuso una
expresién después de realizar una aproximacién en bajas frecuencias que garantiza el
seguimiento a entradas de referencia en la salida deseada, que es diferente a la medida,
en esta banda, debido a que este parametro es el involucrado en la relaciéon entrada-
salida. Ademas, se propuso un término que se le puede agregar por si se quiere
contrarrestar efectos no deseados de ceros de transmision, si existen. Sin embargo,
esto implica agregar polos que pudieran ser dominantes a los elegidos previamente.

Las expresiones analiticas dadas, fueron obtenidas gracias a las aproximaciones
que se realizaron en bajas y altas frecuencias, que es precisamente donde esta el
interés, obteniendo los resultados esperados mostrados mediante los ejemplos; y a
la vez, no siendo tan conservadores en intentar minimizar la norma en una posible
banda que no sea de nuestro interés. También, las aproximaciones nos permiten
evitar el uso de funciones de peso que pudieran tener que proponerse para cada
ejemplo, ademds de que incrementarian el orden del controlador; es decir, se tiene
fijo el orden del controlador de antemano haciéndolo ideal para algunas situaciones

como la implementacién en linea.

4.1. Trabajos futuros

= Mejorar el algoritmo de eleccién de los parametros que relacionan los polos en
lazo cerrado, la norma H., de las funciones involucradas y su ancho de banda

de frecuencias.

= Investigar la factibilidad de extender el resultado a una clase de sistemas mas

amplio, como para sistemas LTI con elementos de la planta no-cuadrados.

= Aplicar los resultados de control a sistemas Lineales con Pardmetros Variantes

en el tiempo (LPV, por sus siglas en inglés)
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