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CAPiTULO 1

INTRODUCCION

Actualmente, la economia puede dividir las empresas en dos tipos: privadas o publicas.

Las empresas privadas son aquellas que toman el papel de maximizar la funcién
de utilidad neta y por otro lado, las companias piblicas buscan maximizar una funcion
objetivo que sea diferente a la de utilidad neta, por ejemplo, funciéon de beneficio social
(véase en trabajos como Kalashnikov et al. (2011); Fiell and Heywood (2001)) o funcién
laboral como en Ireland and Law (1982); Stephen (1982).

Y en algunas de estas empresas existen mercados de un solo tipo producto que son
dominados por ellas, en tal caso, el mercado toma el nombre de oligopolio, que se puede
dividir en dos tipos: cuando las empresas o también llamados productores son privados,
el mercado toma el nombre de oligopolio clasico, trabajos como Cornes and Sepahvand
(2003); Figuieres et al. (2004); Matsushima and Matsumura (2004) y en otro caso, cuando
entre los empresas privadas existe al menos una empresa especial o publica, es decir,
aquella empresa que maximiza otro tipo de funcién objetivo distinta a la de utilidad neta,
el mercado se llama oligopolio mixto, véase Fiell and Heywood (2001); Kalashnikov et al.
(2011); Matsumura (2003); Matsumura and Kanda (2005).

En estos ultimos anos, los modelos de oligopolios mixtos se han convertido en un

tema muy popular en la literatura.

Como mencionamos el productor especial generalmente se ocupa de una funcién ob-
jetiva distinta a la de utilidad neta. Algunos trabajos incluyen un productor que maximiza
el beneficio social: véase, Cornes and Sepahvand (2003); Fershtman (1990); Matsumura
(2003); Matsushima and Matsumura (2004) y Matsumura and Kanda (2005), por mencio-
nar algunos, otros trabajos reemplazan la funcién objetivo de utilidad neta estandar por
una funcién de ingresos por trabajador en trabajos como:Ireland and Law (1982); Bonin
and Putterman (1987); Stephen (1982) y Putterman (2008). E investigadores como Saha
and Sensarma (2013) y Mumcu et al. (2001) estudian un tercer tipo de duopolio mixto
con un participante exclusivo con el objetivo de mejorar una combinacion convexa entre

la utilidad neta y su beneficio social.
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En muchos de los trabajos mencionados anteriormente, los autores estudian los mo-
delos de oligopolios mixtos con enfoques de Cournot, Hotelling o Stackelberg, como Bonin
and Putterman (1987); Fiell and Heywood (2001) y Bulavsky (1997).

Estos enfoques mencionados, se diferencian en que los productores compiten por
cantidades, pero difieren en el tiempo de sus decisiones. En Cournot, Bulavsky and Ka-
lashnikov (1995); Cornes and Sepahvand (2003); Kalashnikov et al. (2010), las empresas
toman la decision de su produccion simultaneamente, por otro lado, en Stackelberg Cor-
nes and Sepahvand (2003); Fershtman (1990); Kalashnikov et al. (2010) se considera un
lider, el cual toma la decisién y los seguidores observan el movimiento del lider y de ahi

toman su decisién de produccion.

Por otro lado, hoy en dia, un concepto de equilibrio de variaciones conjeturadas
(CVE) que fue introducido por primera vez en Bowley (1924) y Frisch (1951), son consi-
derados como otra posible solucién a los juegos estaticos que se usa cada vez mas. Este
concepto, pone que los productores se comporten de la siguiente manera: cada uno de
ellos escoge su accién mas favorable tomando en cuenta que la estrategia de cada rival es

una funcién conjeturada de su propia estrategia

En Isac et al. (2002), propone un manera diferente de Bowley (1924); Frisch (1951)
en el concepto del equilibrio con variaciones conjeturadas y el modelo de Cournot clasico,
junto con el modelo de competencia perfecta, fueron incluidos en una clase uniforme
de modelos de oligopolios, en el que la influencia de cada productor estd modelada por
un parametro especial (llamado coeficiente de influencia). En mas detalle, en lugar de
tomar la hipétesis del modelo clasico de Cournot, se supone que cada productor utiliza
variaciones conjeturadas del volumen total del mercado en funciéon de la variacién de su

propio volumen de produccién de la siguiente manera:

Gi(n) = G+ (n — q)wi(G, ) (1)
donde

G es el volumen total de producciéon del mercado;

q; es la cantidad de la producciéon actual por el productor i;

1 es la cantidad de produccion esperada por productor i;

Gi(n) es el volumen total de produccién con conjetura por el productor ¢ después

de que su volumen de produccién cambia de g; a 7.
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La funcién de conjetura w;(G, ¢;) en la férmula (1) representa el coeficiente de in-
fluencia del productor i. En el modelo clasico de Cournot, este coeficiente es igual a 1y
en el modelo de competencia perfecta es igual a cero. Para las conjeturas dadas bajo los
supuestos generales se demostro la existencia y unicidad del equilibrio antes menciona-
do. No obstante, una importante pregunta no fue respondida durante ese trabajo: ;Qué

conjeturas pueden considerarse optimas?.

Para responder a esta importante pregunta, Bulavsky en Bulavsky (1997) plante

un enfoque verdaderamente nuevo.

En lugar de asumir la equivalencia (simetria) de los productores en el modelo de
oligopolio, se supone que cada productor hace conjeturas, no sobre las funciones de res-
puesta (6ptimas) de cada uno de los otros productores, sino sobre las variaciones del precio
de equilibrio en el mercado dependiendo de las variaciones en el volumen de produccion
del mismo productor (de manera infinitesimal). Conociendo las conjeturas de los adver-
sarios (llamados coeficientes de influencia), cada productor se somete a un procedimiento
de verificacion y revela si su coeficiente de influencia es consistente con el resto de los

productores.

En trabajos Kalashnikov et al. (2011); Kalashnykova et al. (2011); Kalashnikov et al.
(2014a) y Kalashnikov et al. (2014b), los resultados obtenidos en Bulavsky (1997) se ex-
tendieron a los casos de duopolio y oligopolio mixtos, respectivamente. En Kalashnikov
et al. (2014qa) y Kalashnikov et al. (2014b) se estudiaron modelos de duopolio y oligopolio
parcialmente mixtos, es decir, donde la compania semi-publica, al igual que en Bowley
(1924) y Frisch (1951), maximiza una combinacién convexa de las funciones de benefi-
cio social y la funcién de utilidad neta del participante con un pardametro 5 € (0,1],

considerando que las funciones de costos de los productores del mercado son cuadraticas.

En el Capitulo 2, y las secciones, 2.2 y 2.3 del presente trabajo, extendemos los
resultados vistos en Kalashnikov et al. (2014a) y Kalashnikov et al. (2014b), al caso de

funciones de costo convexas (es decir, no necesariamente cuadraticas).

Cuando estudiamos los modelos de oligopolios, ademas de los problemas de existen-
cia y el calculo de los estados de equilibrio, cobra mucha importancia e interés el anélisis
comparativo de los diferentes equilibrios. Tal andlisis comparativo para el duopolio semi-
mixto se ha realizado en el trabajo Kalashnikov-Jr et al. (2017) donde se formulé un
criterio para el valor éptimo del parametro [ y se demostré la existencia del valor 6ptimo
de esté pardmetro P € (0, 1).

En el Capitulo 3 del presente trabajo, se amplia este analisis mencionado para el

caso del oligopolio donde todas las firmas privadas tienen la misma funciéon de costos, y
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donde el criterio de optimalidad para la eleccion del valor 6ptimo del parametro [ ha sido

formulado y su existencia estd demostrada.

En el Capitulo 4 se describen experimentos numéricos y se proporciona los analisis
de estos resultados. Las observaciones finales (Capitulo 5), los agradecimientos y la lista
de referencias completan este trabajo. Las demostraciones de los lemas y teoremas se

encuentran en el apéndice.




CAPITULO 2

MODELO DE OLIGOPOLIO
PARCIALMENTE MIXTO

2.1 ESPECIFICACION DEL MODELO

En este capitulo 2 consideramos un mercado de oligopolio de un producto homogéneo
con n + 1 productores y n > 1. Cada productor i € {0,1,...,n} tiene sus funciones de
costos f;(g;), donde g; es el volumen de produccién para cada agente i. La demanda de
los consumidores se considera de dos tipos: pasiva y activa. La demanda pasiva depende
del precio y esta dada por la funcién de demanda G (p), donde p es el precio de mercado
propuesto por todos los agentes productores. Y la demanda activa D es no-negativa y no
depende del precio. Se define también el equilibrio entre la oferta y la demanda para un

precio determinado p dado por la siguiente ecuacion de balance:

> a=Gp)+D 2)

Para el comportamiento de la demanda pasiva se representa en el siguiente supuesto:

A 1. La funcion de demanda G (p) estd definida para precios p € (0,+00) siendo no

negativa, continuamente diferenciable y G'(p) < 0.

Ademas, asumimos que las funciones de costos son estrictamente crecientes y con-

vexas que se representa en el siguiente supuesto:

A2. Para cada productori € {0,1,...,n}, su funcién de costo f; (q;), se define para cada
¢ >0, es dos veces continuamente diferenciable, con f; (0) >0, f, (g;) > 0.

Ademas, se cumple
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Los productores ¢ € {1,...,n} se denominan productores privados y escogen su

volumen de produccién ¢; > 0 con el fin de maximizar su utilidad neta.

T (psqi) =p- ¢ — fi (@) (4)

Por otro lado, el productor i = 0, es una compania semi-ptblica y selecciona su
volumen de produccién g, > 0 para maximizar la combinacién convexa entre el beneficio

social y su funcién de utilidad neta

Zqi

S(B.pigo,--- » qn) =B /0i=0 x)dr —p (Z%) fo(q0) | +(1 = B) (pao — fo (90)) -

(5)

donde, como en Saha and Sensarma (2013) y Mumcu et al. (2001), 8 € (0,1] es un

parametro. Desde ahora en adelante, llamaremos este parametro, 3, nivel de socializacion.

Para todos los agentes (tanto semi-piblico como privados) asumen que su eleccién
de volumen de produccion podria afectar el valor del precio del mercado p. Este supuesto
puede ser definido por una dependencia conjeturada de la variacién del precio p en funcion
de su volumen de produccion ¢; del productor i. Asi, las condiciones de optimalidad de

primer orden para describir el equilibrio tienen la siguiente forma:

Para productores privados (i € {1,2,...,n})

or; dp , =0 sig;>0
- "‘i__i 7 . 6
dq; b qa%' fm{go sig; =0 (6)

Y para el productor semi-piblico (i = 0)

05 _
d9qo

(1- qo—ﬁzqz] —f0<qo>{:“?q°>0 (7)

<0 sigg=0

Entonces, para describir el comportamiento de los productores i, necesitamos evaluar

el comportamiento de la derivada de la dependencia de p respecto a g;. Es decir,

dp _
dq; B '
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Introducimos el signo menos en (8) para trabajar con valores no negativos de v;.
Ademas, debemos garantizar que las derivadas de p con respecto a su volumen de pro-
duccién del productor ¢ € {0,1,...n} proporciona la concavidad de la funcién, sino, no

podemos garantizar que las condiciones necesarias sean suficientes.

Para los agentes privados i € {1,...,n}, para que las condiciones en (6) sean sufi-
cientes, basta sélo garantizar que la funcién 7; (¢;) sea céncava. Como suponemos que las
funciones de costo f; (¢;) son estrictamente convexas, sélo falta garantizar la concavidad
del producto p - g; con respecto a ¢;. Para esto, es suficiente suponer que el coeficiente v;,
i €{1,...,n} (que llamamos coeficiente de influencia del productor i) es no negativo y
constante. Entonces, para la funcion de la dependencia local conjeturada de la utilidad
neta “m;”del productor privado 7 con respecto a la variacién de su volumen de produccion

1; tiene la forma

Ti(mi) = [p —vi (i — @) mi — fi (mi) (9)
la cual es una funcién cuadrética y concava. Por lo que, las condiciones necesarias de

primer orden (ahora también suficientes) para el volumen de produccién del equilibrio,

n; = qi, estan dadas por

=viqgi+ filqg) sig >0, .
{p vigi + fi(q:) siq ie{1,...,n. (10)

De manera similar, para que la condicién (7) sea suficiente, se debe garantizar la
concavidad de la funcion S. Finalmente, la dependencia local conjeturada de la funcion

objetivo del productor publico de su funcién objetivo estd dada de la siguiente manera:

n
Mo+ E qi
i=1

5(770) = /0

+ (1= 08) (Ip = vi (0 — )] = fo ()

p(z)de —[p—vi(pi—aq)]- (Zl Ch') — fo (no) 1)

que es una funcién céncava y permite obtener las condiciones necesarias y suficientes

para el volumen de produccién en equilibrio, 79 = qo, de la siguiente manera:
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p= [(1—5)610—52% vo+ fo(20), qo>0;

i=1

Pﬁf(l)(o)—5<2%> o, qo = 0.
=1

(12)

Si las conjeturas de los productores estan dadas de manera exdgena, entonces los
volumenes de produccién ¢; estan determinados en funcién de los parametros del modelo
y también de los volimenes de produccion de los demas productores. Este equilibrio se

llama Exterior y se describe mediante el siguiente vector:

(P, 40, -+ ) - (13)

Sin embargo, en este trabajo estudiamos el segundo concepto de equilibrio, deno-
minado Equilibrio Interior (consistente). Donde los coeficientes de influencia v; no estan
dados de antemano, sino que se encuentran a partir de la solucién de un sistema especial

de ecuaciones.

2.2 EQUILIBRIO EXTERIOR
Para presentar el procedimiento de verificacion, es necesaria otra nocion de equilibrio
llamada equilibrio exterior con los parametros v; determinados exégenamente.

Definicién 1. El vector

(paCIOa(]h--an) (14)

se denomina equilibrio exterior para determinados coeficientes de influencia
(Vo, V1, -y Vn), Vi >0, 1€{0,1,...,n}, (15)

si se cumple la ecuacion de balance (2) y para todos los productores que cumplen las
condiciones de optimalidad (10) y (12).

Desde ahora, asumimos que el nimero de participantes en el mercado esta fijo (in-
dependientemente de los coeficientes de influencia v;). Para garantizar esto, introducimos

el valor py y demostramos el Lemma 1 a continuacién:

po = max {f7(0)} > f; (0) (16)

1<i<n
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Lemma 1. Sean los supuestos A1 y A2 como verdaderos. El vector (14) es el equilibrio
exterior para los coeficientes de influencia dados (v, 11, ..., V), entonces la relacion p >
po es equivalente a que todos los volumenes de produccion son positivos, es decir, q; > 0,
Vie {0,1,...,n}.

Ahora vamos a introducir el siguiente supuesto:

A3. Para el precio py y para algin v; > 0,4 € {0,1,...,n}, existe un tinico volumen de

produccion ¢) > 0 (por el supuesto A2), tal que

po= £ (47), (17)

y ademas, se cumple la siguiente desigualdad

>_d < Gm) (18)

La suposicion A3, junto con las suposiciones A1l y A2, garantiza la existencia y
unicidad para todos los valores no negativos de v; >0, i € {1,...,n} y para vy € [0, 7))

donde se considera lo siguiente:

( n
I (G(po) > q?) ~po .
=t . B=1> ¢>0
i=1

> g

1=1

A (G(Po)— > q?) ~po . ;

n =1 ) ﬂ?é172%?>méx{(1_6)G(pO)7—QO}
> ¢ —(1=8)G(m) =1
=1

+00 €.c.0.p.

\

Esto es formulado y establecido en el siguiente teorema.

Teorema 1. Bajo los supuestos A1, A2 y A3, para cuales quiera § € (0,1], D > 0,
v; >0,i€{l,....,n} y € [0,1n), existe un tunico equilibrio exterior (p,qo,q1,---,qn),

que es continuamente diferenciable de los pardametros 5, D y v;, i € {1,...,n}. Es decir,

p=p(D,vo,v1,..., Un) (20)
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Ademas,
P > Do (21)

Op (D, vy, v1,..., Vy) 1
= 22
oD (22)

V0+f (q0) '
) _'_ l/()+f qo) v; + f'/l - G (p)

1
(1=B)vo+fg (g0

Demostracion. Ver apéndice 6.2.

2.3 EQUILIBRIO INTERIOR

Antes de definir el Equilibrio Interior, recordemos el procedimiento de verificacién de
los coeficientes de influencia v; como fueron descritos por Bulavsky (1996). Supongamos
que, para los pardmetros (vg,v1,...,v,) v D, el equilibrio exterior (p,qo,q1,-..,q,) €s
encontrado. Ahora suponemos, que uno de los productores, por ejemplo, el productor k,
cambia temporalmente su comportamiento absteniéndose de maximizar su utilidad neta
esperada y comienza a hacer pequenas variaciones sobre su volumen de produccién 6ptimo
qr- Esto es equivalente a considerar que solo los productores pertenecientes al conjunto
I. = {0,1,...,n} \ {k} contindan trabajando en el modelo y restando el volumen de

produccion g (del productor k) de la demanda activa D.

La variacién del volumen de produccién g, (del productor k) es equivalente a la

variacion Dy, (en direccién contraria) de la demanda activa, dada en la forma:

Consideramos las variaciones de ¢ infinitesimales, podemos suponer que, a través
de la observacion de las variaciones entre el precio de equilibrio p y las variaciones de la
demanda Dy, el productor k£ puede obtener las variaciones correspondiente a su volumen

de produccion, es decir, su coeficiente de influencia del productor k.

Op dp dp
oD, 9D —qn)  Olg) (24)

En el modelo propuesto, si el productor k € {1,...,n} sale del mercado, con el fin

de calcular la derivada correspondiente en (24), aplicamos la férmula obtenida en (22) del
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teorema 1, donde el productor k estd ausente, por lo que los términos correspondientes al

indice 7 = k debe excluirse de la férmula.

Por otro lado, si el productor semi-piblico ¢ = 0 sale del mercado, entonces quienes
permanecen en el mercado son solo los productores privados, entonces tenemos que aplicar
el teorema y férmula obtenida en Bulavsky (1997) del modelo de oligopolio clasico. Para

eso definimos el siguiente criterio:

Definicién 2. Criterio de Consistencia. La coleccion (vy,vn, ..., vy,) son consistentes
si, junto al equilibrio exterior (p,qo, ..., qn), satisfacen las siguientes igualdades:
1
W= n , (25)
-G (p)

V; =

(26)

1 vo+ ¢/ (a0) ! /
— 1" + _ . g o M (g G <p)
(=F)o+ 15 (ao)  (T=B)wo+fg (a0) j%;i vi+ fi ()

Definicién 3. La coleccion (p, qo, - - -, qn, Vo, V1, - - -, V) dondev; > 0,1 € {0,...,n} sella-
ma equilibrio interior si, para los coeficientes de influencias dados (v, 11, ..., vy ), €l vector
(P, qos - - -, qn) es el equilibrio exterior, y el Criterio de consistencia (Definicion 2) es

valido, es decir, las ecuaciones (25) y (26) se satisfacen para todos los i € {0,1,...,n}.

La existencia del equilibrio interior estd formulada y demostrada en el siguiente

teorema.

Teorema 2. Bajo los supuestos A1, A2 y A3, existe un equilibrio interior.

Demostracion. Ver apéndice 6.3.




CAPIiTULO 3

CASO PARTICULAR: FUNCION DE
DEMANDA AFIN, PRODUCTORES
PRIVADOS IDENTICOS Y FUNCIONES DE
COSTOS CUADRATICAS

Al estudiar el modelo oligopolio del Capitulo 2 y ademaéas de responder a las preguntas
de la existencia del equilibrio de consistencia para el modelo y como calcularlo, llama la
atencién la comparacién de este modelo con los que aparecen en el modelo de Cournot y el
modelo de competicién perfecta. También el preguntarse para que valores del parametro
£ (también llamado nivel de socializacién) es recomendable usar dicho modelo, y por eso,
mediante la comparacién de los distintos modelos se proponen ideas para elegir dicho
parametro optimo para los niveles de socializacion. La necesidad del elegir un valor de (8

optimo, que no sea al azar.

En este capitulo consideramos el modelo de oligopolio como un caso particular en
el que la demanda activa D es 0, la demanda pasiva es una funcién lineal, todos los pro-
ductores tienen una funcién de los costo cuadratico y ademas todos productores privados
tienen la misma funcién de costos. Vamos a considerar el caso cuando n > 2. Ademas el
caso de duopolio, es decir, cuando n = 1 , fue considerado en el trabajo Kalashnikov-Jr
et al. (2017).

De lo mencionado, como las funciones de costos de los productores privados son

cuadraticas e iguales, los volimenes de produccion estardn dadas de la siguiente manera
g=¢q,1€{l,...,n}.

Para este caso, re-formulamos los supuestos presentados en el capitulo anterior, A1,

A2y A3, de la siguiente manera:

12
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A4. La funcion de la demanda es lineal

=—Kp+T si0<p< L,
G<p>:{ ot mrelew (27)

<0 sip> +,

donde K >0 y T > 0.

A5. Las funciones de costos son cuadrdticas, es decir, Para el productor semi-publico

(i =0)

1
fo(q) = §aoq8 +boqo, ag,bp >0 (28)
Para los productores privados i € {1,...,n}
Ly
fila:) = f(a) = 504" +bg,  a,b>0. (29)

En este caso particular, dado que la funcién de demanda G(p) es lineal por partes,
no es diferenciable en el punto p = %, entonces la suposicién A1 no se cumple. Por otro
lado, de la demostracion del Teorema 1, se deduce que el precio p del equilibrio exterior
(14) esta dado por la interseccién del volumen total Q(p) = > ¢;(p) y la funcién de
demanda G(p), ademads, esta intersecciéon se encuentra dentro el intervalo abierto donde se
encuentra la funcién de demanda definida en el supuesto A4, lo que finalmente satisface
el supuesto A1l. Por lo tanto, los resultados presentados en el capitulo 2 es vélida para

este caso en particular.
Re-formulamos es Supuesto A3 de la siguiente manera:

AG6. Para el precio py = b, se cumple que

Po — bo
Qo

< —Kpy+.T (30)

El equilibrio entre la oferta y demanda de (2), para este caso estaria dado

Go+ng=—-Kp+T+D (31)

La utilidad neta para los productores privados escogen su produccion para maximizar

T(pg)=p-q— (%aq? + bq) : (32)

Y, la funcion objetivo para el productor semi-publico esta dado
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2

+(1-5) [p "o — (%aq{‘i + bqOﬂ

qo+nq 1
S(B,p,q0,9) =P VO p(z)dr —npq — (—aqurbqo)}
(33)

con B € (0,1]

Las condiciones de optimalidad (10) y (12) se reescriben para este caso particular

de la siguiente manera:

Para el productor privado

= b >0
p=vq+aq+0b, q ) (34)
p<b, q=0.
Y el productor semi-publico
p=[(1 = B)g —nBq|vo+aqo +bo, si qo > 0; (35)
p < by — nBryg, si gy =0.

Para este caso particular los conceptos de Equilibrio Exterior y Equilibrio Interior
en el modelo anteriormente propuesto no se cambian y todos los resultados mostrados

siguen ser validos.

3.1 ANALISIS DEL EQUILIBRIO CONSISTENTE

Dado el caso particular, todos los productores privados tienen el mismo coeficiente

de influencia v; = v, es decir, reescribimos el Criterio de Consistencia.

Definicién 4. Criterio de Consistencia para el caso particular Los coeficientes
de influencia (vg, V) son consistentes para un equilibrio exterior (p, qo,q) si se cumplen las

siguientes igualdades:

+ K
V+a
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1
1 n Vo + ag n—1
(1-Bw+a (A—=pPry+ar+a

(37)

+ K

Teorema 3. Al igual que el Teorema 2 del Capitulo 2, bajo los supuestos A4, A5 y A6
con la funcion G(p) lineal, las funciones fo(q), f(q) v para cada B € (0,1] cuadrdticas,

el equilibrio interior existe y es unico (p*, qg, ¢, v, v").

Demostracion. Ver apéndice 6.4.

Por el Teorema 3, para cada 3 € (0, 1], existe unicamente el equilibrio consisten-
te (interior) (p*,qg, ¢, v5,v*), vy denotamos la utilidad neta de los productores privados

calculados para este equilibrio por 7*(5) = 7*(p*(8), ¢*(5))-

El objetivo de este caso particular es dar un criterio de optimalidad para el nivel
de socializacion [ que satisfaga las necesidades del productor semi-piblico, dado que es

quien decide poner como objetivo el cuidar la ganancia del ptblico.

Para encontrar este criterio de optimalidad, vamos a analizar y comparar el precio
del mercado y la ganancia de los productores privados de nuestro modelo y del modelo

de Cournot, que es el que normalmente utilizan los productores privados.

Teorema 4. Sea el equilibrio interior (p*, q5, ¢*, v§,v*) y la funcion 7 (8) continuamente
diferenciables con respecto a 5 € (0,1]. Ademds, p*(5), vi(B) y nu*(58) estrictamente

decrecientes.

Demostracion. Ver apéndice 6.5.

3.2 ANALISIS DEL EQUILIBRIO DE COURNOT

Dada la conjetura de Cournot para los modelos de oligopolio se describe de la si-

guiente manera

__9G _0Gop
1_8%_ Op 0g;

Y para nuestro modelo, (38) corresponde el coeficiente de influencia dado

——1, Vie{l,...,n} (38)

dp w; 1 .
y= 2 — -  Yie{l,....n 39
dq; G'(p) G'(p) { J (39)
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Por lo tanto, para el caso particular, la conjetura de Cournot esta dada por

1
Vg =V = K (40)
Por el Teorema 1, para cada § € (0, 1], existe un tnico equilibrio exterior corres-
pondiente a la conjetura de Cournot denotada por (p®(),q5(8),¢%(83)) y el coeficiente

de influencia denotada por v§’ = v° = +.

Es facil observar que el equilibrio de Cournot no coincide con el equilibrio para

nuestro modelo ya que no satisface el criterio de consistencia.

1 1 .
Yo VL_HI_’_K K Y ( )

1 I
V= i E—— ] <?—y (42)

(1—B)l/g+a0+(1—ﬁ)u0+aou+a+

Para cada 8 € (0, 1], denotamos la utilidad neta de los productores privados para el
equilibrio de Cournot por 7¢(3) = 7 (p°(B), ¢°(B3))

a5 (8),4°(B))

Teorema 5. Bajo las suposiciones A4, A5y A6 el equilibrio exterior (p©(83), q§ (
1] y p©(B) es-

y la funcion 7€ (B) son continuamente diferenciales con respecto a 3 € (0,

trictamente decreciente para todo 3 € (0,1].

Demostracion. Ver apéndice 6.6.

3.3 ANALISIS DEL EQUILIBRIO DE COMPETENCIA
PERFECTA

Dada la conjetura de competencia perfecta para los modelos de oligopolio se describe

de la siguiente manera

~9G  0G p
_aQi— Op 0q;

)

=0, Vie{0,1,...,n} (43)

Para nuestro modelo corresponde que el coeficiente de influencia esta dado de la

siguiente manera:

V; = — =
dq; G’ (P)

=0, Vie{0,1,...,n} (44)
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Por lo tanto, para el caso particular, esta dada por

vw=v=>0 (45)

Por el Teorema 1, para cada 5 € (0, 1], existe un tnico equilibrio exterior correspon-
diente a la conjetura de Competencia perfecta denotada por (pf'(3),¢57(8),q¢°F(B)) v

el coeficiente de influencia denotado por v§* = v¢F = 0.

Es facil observar que el equilibrio de Competencia perfecta no coincide con el equi-

librio para nuestro modelo ya que no satisface el criterio de consistencia.

1
VOZW>OZVOCP (46)
Y= L >0 =" (47)
1 v + ag n—1

+ K

(1—B)V0+ao+(1—ﬁ)vo+a0u+a

Para cada € (0, 1], denotamos la utilidad neta de los productores privados para el
equilibrio de Competencia Perfecta por 797 (8) = 7P (p“?(B), ¢“F(B))

Teorema 6. Bajo las suposiciones A4, A5y A6 el equilibrio exterior (p°F(8),¢5T(8), ¢“F(B))
y la funcion T¢F(B) son continuamente diferenciales con respecto a 3 € (0,1] y p®(B) son

constante con respecto a 5 € (0,1].

Demostracion. Ver apéndice 6.7.

3.4 ANALISIS COMPARATIVO

Podemos ver que es de gran interés la comparacién entre los tres tipos de equilibrio
mencionados anteriormente, equilibrio consistente, equilibrio de Cournot y el equilibrio

de competencia perfecta.

Como se menciono anteriormente, para el caso de duopolio, es decir, cuando n = 1,
se puede encontrar en el trabajo Kalashnikov-Jr et al. (2017). Por eso en este andlisis

consideramos el caso de oligopolio cuando n > 2.

Teorema 7. Bajo las suposiciones A4, A5 y A6 la siguiente desigualdad se cumple:

lim p®(B) > lim p*(B) > p°~, 48
lim p (B) M p (B)>p (48)
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Demostracion. Ver apéndice 6.8.

Para el caso de duopolio, en el trabajo Kalashnikov-Jr et al. (2017), se demostro
que para cualquier 8 € (0, 1], la desigualdad p®(8) > p*(83) se cumple. Sin embargo, para
el caso de oligopolio de nuestro modelo, la desigualdad (48) del teorema 7 entre el precio
cuando 1 1 puede o no cumplirse, dependiendo de los parametros del modelo. Se puede

observar este caso de situaciones en los experimentos numeéricos del Capitulo 4.

Teorema 8. Bajo las suposiciones A4, A5 y A6 para cualquier 3 € (0,1] si 7°(B) <
7(B), entonces se satisface que p®(B) > p*(B)

Demostracion. Ver apéndice 6.9.

Teorema 9. Bajo las suposiciones A4, A5 y A6 son verdaderas. Si la relacion

(n—1)a
- 7 > 4
n+ak = (49)

es valida, entonces existe valores 3 € (0,1) tal que 7¢(B8) = 7*(B) y p©(B) > p*(B)
Demostracion. Ver apéndice 6.10.

Definicién 5. Sea el pardmetro B € (0,1), en el cual se cumple lo siguiente 7*(3) =
7(B), entonces B es el nivel de socializacion éptimo para la empresa piblica. Si este

valor no existe, entonces, el valor optimo es = 1.

Es decir, si (49) presentada en el teorema 9, se cumple, podemos considerar este va-
lor de pardmetro 8 como el Nivel de socializacidn dptimo. Es decir, para este valor 3, las
utilidades netas de los productores privados son los mismos en ambos equilibrios, cournot
y consistente; por lo tanto, el productor semi-piblico puede convencer a las producto-
res privados de cambiar sus estrategias del modelo de cournot al modelo del equilibrio
consistente, donde se puede garantizar que el precio de mercado sera mas bajo que el
que aparece en el modelo de Cournot. De este modo, el productor semi-ptiblico no solo
estd cumpliendo con su beneficio social, sino que también mantendra seguro su propio
presupuesto, ya que no necesita pagar ningin subsidio a los productores privados ni a los

consumidores.

La existencia de este nivel de socializacion éptimo fue definido y demostrado la
primera vez en el caso de duopolio parcialmente mixto de Kalashnikov-Jr et al. (2017)
sin la necesidad de relacién (49), pero en el caso de oligopolio, este nivel 6ptimo de

socializacién puede no existir (es decir, podrfa ser que 7¢(3) > 7*(3) para todo 8 € (0, 1]
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); esto ultimo puede suceder cuando el productor semi-ptublico es mucho més débil que los
productores privados. Para esos casos, en futuros trabajos, hacer uso de una politica de

subsidios para definir un criterio de optimalidad diferente para el nivel de socializacion.

El caso cuando no existe 8 € (0,1) tal que 7*(5) = 7%(3) sera analizado en trabajos

futuros.




CAPITULO 4

EXPERIMENTOS NUMERICOS

En los modelos clésicos de oligopolio, donde la conjetura de Cournot es g—? =1,yla

conjetura de la competencia perfecta es 2¢ = 0, estas dos conjeturas son los casos ex-

0q;
tremos de la conjetura de variaciones conjeturadas, g—g = w; € [0,1] (ver Isac et al.
(2002)). Como se conoce en el equilibrio de Cournot, donde el precio de mercado es mas
alto que el precio de mercado que aparece en el equilibrio de las variaciones conjetura-
das, por otro lado, ocurre todo lo contrario al comparar el precio de mercado en el equi-
librio de competencia perfecta, él cual siempre es menor. Por eso es légico pensar que el
modelo de Cournot es mucho mas rentable para los productores privados, mientras que

el modelo de competencia perfecta es perfecta para beneficiar a los consumidores.

Sin embargo, como se demostro en el capitulo 3, esto no siempre sucede en el caso de

oligopolios mixtos (o parcialmente mixto).

En este capitulo 4, se dan a conocer algunos experimentos numéricos para las diferentes
situaciones (formuladas en los teoremas 4 a 9) que pueden suceder en el oligopolio par-
cialmente mixto y conducir al criterio de optimizacién para el nivel de socializacién. Los
ejemplos estdn basados en los experimentos numéricos presentados en Liu et al. (2007)

donde se considerd el mercado de energia eléctrica.

La demanda activa se considera D = 0 y se acepta la funcién de demanda inversa como
la siguiente:
p(G) = 50 — 0.002G, (50)

lo que significa que la funcién de demanda viene dada por la siguiente funcion afin :

G(p) = —50p + 2500. (51)

La funcién de costo para la compania semi-publica esta dada por la funcién cuadratica

fo(qo) = 0,015 + 2qo. (52)

20
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Suponemos que el nimero de productores privados es n = 5 y que todos tienen la mis-

ma funcién de costo cuadratica dada por la siguiente férmula:

file;) = f(q) = kg® +3.25¢, Vie {1,...,5} (53)

donde el valor de x esta dado por k = 0.0075 para el Experimento 1, para el Experi-

mento 2, y para el Experimento 3.

En la funcién de costo (53) para los productores privados, el parametro x puede inter-
pretarse como la fortaleza de las firmas privadas cuando la produccién en el mercado

es alta (es decir, si el volumen de produccién es lo suficientemente grande, el término
lineal del costo cuadrético funciones es insignificante) y, por lo tanto, para el Experi-
mento 1 consideramos que los productores privados son mas fuertes que el productor
semi-publica, e incluso mas fuertes para el Experimento 3, y para el Experimento 2,
consideramos que los productores privados son méas débiles que el productor semi-publi-

cas.

En los 3 experimentos, comparamos los 3 equilibrios ya mencionados, equilibrio consis-
tente de variaciones conjeturadas (siglas en inglés: CCVE), Cournot y competencia per-
fecta (CP). Ademds, para no perder la nocién intuitiva de los coeficientes de influencia,
vamos a utilizar las siguientes relaciones:

_ G 9Gap

w; =

dp
—_— = =-K
dq; dp Og; 0g;

= Kv;,Vi e {0,1,...,5}, (54)

para trabajar los coeficientes de influencia. Con esta notacion, la conjetura de Cournot
estd representada por para todos los productores como w; = w¢® = 1 para todos i €
{0,1,...,5}, mientras que la conjetura de competencia perfecta viene dada por w; =
wF =1 para todos i € {0,1,...,5}.

En todas las figuras, los valores limites cuando 8 | 0 corresponden al modelo clasico de
oligopolio, ya que el productor semi-ptuiblico se centra tinicamente en la maximizacion de
beneficios, por otro lado, los valores correspondientes a 3 = 1 corresponden al modelo

de oligopolio mixto donde el productor semi-piblico solo maximiza el bienestar social.
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Figura 1: Coeficientes consistentes de influencia para la compania semi-piblica y pro-

Coeficientes consistentes de influencia
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Figura 2: Produccién de la compania semi-publica para los 3 tipos de equilibrio del Ex-

perimento 1.
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Figura 3: Produccién de las firmas privadas para los 3 tipos de equilibrio del Experi-
mento 1.
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Figura 4: Precio de equilibrio del mercado para los 3 tipos de equilibrio del Experimen-
to 1.
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Figura 5: Ganancia de las firmas privadas para los 3 tipos de equilibrio del Experimento
1.

FExperimento 1. En las Figuras 1 a 5, presentamos las graficas de los 3 equilibrios como

funciones del nivel de socializacion .

En los graficos de la Figura 1, vemos que los coeficientes consistentes de influencia se
encuentran dentro del intervalo abierto (0, 1). Esto siempre es cierto (como se puede
ver en las ecuaciones (25) y (26), del criterio de consistencia del capitulo 2 y la rela-
cién (54)), debemos considerar el modelo CCVE como un intermedio entre Cournot y la

competencia perfecta.

Podemos observar como los coeficientes de influencia decrecen con respecto a 3; sin em-
bargo, el coeficiente de influencia de las firmas privadas disminuye mas rapido en com-
paracion con la compania semi-piblica, lo que refleja, en un mercado de oligopolio mix-
to, la firma publica (ain cuando esta firma es la mas débil) tiene la mayor influencia
en el mercado, dado que elige su volumen de produccién para maximizar el bienestar

social, independientemente del costo de produccién.

En las Figuras 2 y 3, podemos observar que la produccién de la compania semi-piblica
aumenta en los equilibrios de CCVE y Cournot a medida que se inclina hacia el bien-
estar social, en consecuencia tratar de disminuir el precio de mercado (aumentando el

volumen total) para maximizar bienestar Social.
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Como se mencioné anteriormente, la conjetura de Cournot favorece a las firmas pri-
vadas, por lo que el incremento en la produccion de la compania semi-publica que se
muestra en la Figura 2 es considerablemente mayor en el equilibrio de Cournot en com-
paracién con el equilibrio CCVE; por lo tanto, maximizar el bienestar social es especial-

mente més dificil bajo la competencia de Cournot.

Por otro lado, observamos que la produccion de los productores privados disminuye pa-
ra compensar la sobre produccion de la compania semi-publica. Mientras, para el equi-
librio de competencia perfecta, la produccion de ambos productores es la misma en to-
do momento, independientemente del nivel de socializacion 5 elegido por la compania

semi-ptblica, esto solo refleja la naturaleza de la competencia perfecta (es decir, donde

ningin productor tiene influencia sobre el mercado).

Aqui, podemos observar la consecuencia de que una compania publica ingrese a un mer-
cado de oligopolio clasico; a medida que la compania piblica busca maximizar el bienes-
tar social, la influencia de los productores disminuye, acercandose a la competencia per-
fecta, beneficiando asi a los clientes; sin embargo, en el proceso, las companias ptublicas
tienen que aumentar su produccion, olvidandose de su ganancia, lo que puede resultar
en gastos superiores a los que la empresa publica puede afrontar. Es aqui, donde surge
la importancia del marco del oligopolio semi-mixto, al maximizar la combinacién con-
vexa de bienestar social y utilidad neta, la compania semi-publica no solo vela por los

clientes sino también por su propio presupuesto.

En la Figura 4, podemos ver, que los equilibrios CCVE y Cournot, el precio de mercado
p disminuye a medida que el nivel de socializacién 8 aumenta (es decir, a medida que la
compania semi-ptiblica prioriza el bienestar social sobre su beneficio neto), teniendo una
disminucién mayor en el equilibrio de Cournot que el precio de mercado en el oligopolio
clésico (es decir, cuando § | 0) es considerablemente mayor en el equilibrio de Cournot

en comparacién con el equilibrio CCVE. Mientras tanto, en el equilibrio de competencia
perfecta, el precio de mercado es constante ya que el volumen total de produccién no

cambia con respecto a f3.

Aun asi, podemos ver que el comportamiento intuitivo del precio de mercado p, siendo
este 1ultimo, mas bajo en el equilibrio de competencia perfecta, mas alto en el equilibrio

de Cournot y algo intermedio en el equilibrio CCVE.

En la Figura 5, podemos ver que, en el oligopolio clasico (es decir, cuando 5 | 0), el
mercado sigue el comportamiento intuitivo mencionado anteriormente, por lo que el
equilibrio de Cournot muestra la ganancia neta mas alta para las firmas privadas y el
equilibrio de competencia perfecta muestra la mas baja (que nuevamente es constante).

Sin embargo, en el oligopolio mixto (es decir, cuando 8 = 1), este ultimo ya no es el ca-
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so, ya que el equilibrio CCVE se convierte en el mas rentable para las firmas privadas,

mientras que el equilibrio de Cournot es ahora el menos rentable.

Por lo tanto, existe el nivel de socializacién dentro del intervalo abierto (0,1) tal que

el beneficio neto para las firmas privadas es el mismo en ambos equilibrios, CCVE y
Cournot. Asi, al elegir este nivel de socializacién (éptimo), la compania semi-piiblica
puede convencer a las firmas privadas de cambiar su comportamiento de Cournot por

el de CCVE, ya que su beneficio neto seguira siendo el mismo; sin embargo, el precio

de mercado seguira siendo més bajo en el equilibrio de CCVE (en comparacién con el
equilibrio de Cournot), por lo que la compania semi-piiblica estd cumpliendo con su res-
ponsabilidad social y al mismo tiempo estd cuidando de su presupuesto (ya que el nivel

6ptimo de socializacién es inferior a 1).

Para este experimento, el nivel 6ptimo de socializacién es B\ ~ 0.8664, el equilibrio inte-

rior correspondiente es

0", qt. q", Ve, V") &~ (8.73,527.37,307.22,0.003028, 0.002841), (55)

y el correspondiente equilibrio de Cournot (exterior) es

(%, 4S,¢°) ~ (9.84,1065.9, 188.39), (56)

teniendo en ambos equilibrios el beneficio de las firmas privadas de

7 = 7% ~ 975.96.
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FExperimento 2. En las Figuras 6 y 7, presentamos las funciones de precio de mercado y
beneficio de las firmas privadas para los 3 tipos de equilibrio. En la Figura 6, podemos
ver que la disminucién (como § aumenta) en el precio de mercado para ambos equili-
brios, Cournot y CCVE, es mas notable ahora que las firmas privadas son mas débiles,
en comparacién con el Experimento 1, cayendo incluso por debajo del precio de mer-
cado en el Equilibrio de competencia perfecta. Ademads, en el caso del oligopolio mixto
(cuando # = 1), el precio de mercado del equilibrio de Cournot es ahora el més bajo, lo

que es completamente contrario a la intuicion.

En la Figura 7, podemos ver que (como consecuencia de la decrecimiento més rapido
del precio) la utilidad neta de las firmas privadas en los equilibrios de CCVE y Cournot
se cruzan en un nivel de socializacién mas pequeno [, en comparacion con el Experi-
mento 1; asi, la compania semi-publica puede convencer a las firmas privadas de cam-

biar a la conjetura de CCVE, teniendo un poco mas en cuenta su utilidad neta.

Ademas, aunque el precio de mercado en el equilibrio de Cournot se vuelve el mas ba-
jo cuando, esto 1ltimo ocurre solo después de que se cruzan las ganancias de las firmas
privadas en los equilibrios CCVE y Cournot; por tanto, el valor de 8 en el que se pro-

duce esta interseccion es, de nuevo, el nivel 6ptimo de socializacion.

Para este experimento, el nivel 6ptimo de socializacién es B\ ~ 0.7067, el equilibrio inte-

rior correspondiente es

0", qt q", vE, v*) &~ (14.32,785.52,199.69, 0.00713, 0.005438), (57)

y el correspondiente equilibrio de Cournot (exterior) es

(0%, 45, ¢°) ~ (14.75,941.52, 164.23), (58)

proporcionando en ambos equilibrios un beneficio individual para las firmas privadas de

7 = 7% ~ 1213.8.
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Experimento 3.

En las Figuras 8 y 9, presentamos las funciones de precio de mercado y ganancia de las

firmas privadas para los 3 tipos de equilibrio.

En las Figura 8, vemos que ahora (dado que las firmas privadas son nuevamente més
fuertes que la compania semi-piblica) el precio de mercado se comporta intuitivamente
como en el Experimento 1 . Sin embargo, dado que las firmas privadas ahora son atn
mas fuertes, la disminucién del precio de mercado en los equilibrios de CCVE y Cour-

not ahora es menos notable en comparacion con la disminucion del Experimento 1.

En la figura 9, vemos que (como consecuencia de que el precio de mercado no baja lo
suficiente) el beneficio neto de las firmas privadas en el equilibrio de Cournot no cae por
debajo de su beneficio neto en el equilibrio de CCVE (ni el de competencia perfecta);
asi, la compania semi-publica (independientemente del nivel de socializacién ) no pue-
de convencer a las firmas privadas de cambiar a las conjeturas de CCVE sin pagarles
algin tipo de compensacién por las pérdidas en sus ganancias. Debido a esto, no existe

un nivel de socializacion éptimo en el sentido definido del capitulo 3.

En Kalashnikov-Jr et al. (2017) se muestra la existencia de este nivel éptimo de socia-
lizacién para el caso de un duopolio parcialmente mixto sin necesidad de relacién (49);
sin embargo, como se muestra en el Experimento 3, para el caso de oligopolio (cuando
el nimero de productores es de al menos 3), este nivel dptimo de socializacién 3 puede
no existir; de hecho, del Teorema 9, podemos ver que la condicién (49) es decreciente
con respecto a ambos, a y n, y por lo tanto, podemos concluir que cuanto mas fuertes
son las firmas privadas (es decir, cuanto menor es el coeficiente), el mayor debe ser el
numero de firmas privadas para garantizar la existencia del nivel 6ptimo de socializa-

cion.

Sin embargo, incluso si el nivel de socializacién 6ptimo (como se define en el capitulo 3)
no existe, la compania semi-publica todavia puede convencer a las firmas privadas de
utilizar el modelo CCVE en lugar del de Cournot al pagar un subsidio igual (al menos)

a la diferencia entre sus beneficios esperados en ambos modelos (por sus pérdidas).

En nuestros trabajos futuros, planeamos usar esta politica de subsidios para definir el
nivel de socializacion éptimo como tal que minimice los costos totales de la compania
semi-publica, dados como la suma de su costo de produccién y el subsidio que estaria

pagando a todas las firmas privadas.




CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

En este trabajo, extendimos los modelos de oligopolio mixto con equilibrio de variaciones
conjeturadas previamente estudiados para el caso de que las funciones de costos de los

agentes sean convexos pero no necesariamente sean cuadraticas.

Establecimos los resultados de existencia y unicidad para el equilibrio de variacio-
nes conjeturadas (llamado equilibrio exterior) para cualquier conjunto de conjeturas
factibles. Para introducir la nocién de equilibrio interior (entendido como el CVE con
conjeturas consistentes, 0 CCVE), desarrollamos un criterio de consistencia para las con-

jeturas (denominados coeficientes de influencia) y probamos el teorema de existencia.

Luego, analizamos el comportamiento de los equilibrios de CCVE, Cournot y com-
petencia perfecta, y realizamos un andlisis comparativo para el oligopolio semi mixto
con la funcién de demanda afin, siendo las funciones de costo de las firmas cuadrati-
cas, y todas las firmas privadas tienen la misma funcién de costo. Con base en este
analisis, formulamos el criterio para el valor 6ptimo del nivel de socializaciéon B\ de la com-
pania semi-piblica y probamos su existencia (bajo condicién adicional de que la compania
doméstica que no puede ser demasiado débil en comparacién con las firmas privadas). Es-
tos resultados se ilustraron con experimentos numéricos para un pequeno mercado de
energia eléctrica, mostrando las diferentes situaciones que se pueden presentar cuando

una compania publica ingresa a un mercado de oligopolio clasico.

En los préximos trabajos, vamos a examinar el comportamiento cualitativo de los
precios y la produccion cuando la funcion de demanda no es necesariamente diferenciable

y que las funciones de costo no sean cuadraticas.
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CAPITULO 6

APENDICES

6.1 DEMOSTRACION DEL LEMMA 1

Lemma 1. Sean los supuestos A1 y A2 verdaderos. El vector (14) es el equilibrio exte-
rior para los coeficientes de influencia dados (vy,vr, ..., V), entonces la relacion p > po
es equivalente a que todos los volumenes de produccion son positivos, es decir, q¢; > 0,
Vie{0,1,...,n}.

Demostracion. Sea (p, qo, q1, - - -, Gn) un equilibrio exterior. Asumimos que ¢; > 0 Vi €
{0,1,...,n}, entonce, de la condicién de optimalidad (10) y la suposicién A2 tenemos
p=vq; + fi(@) = fi(a:) > fi(0), Vie{l,...,n}, (A1)

de donde obtenemos p > ?}éX }{ f1(0)} = po. Por otro lado, si p > pg, obtenemos del
1€11,..., n
supuesto A2 que

fi(0) < max {fi(0)} =po, Vie{l,... n}, (A.2)

y (Z qz-) v+ 50) < J3(0) £ mix {J(0)} = p, (A3)

ie{l,...,n
=1 {

lo que implica que las desigualdades

p < fi(0), ie{l,...,n}, (A.4)

p<—p (i Qz‘) vo + fo(0), (A.5)

de la condicién de optimalidad (10) y (12), son imposibles, por lo que se debe cumplir
que q; >0Vie{l,...,n}yq>00
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6.2 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1

Teorema 1. Bajo los supuestos A1, A2 y A8, para cuales quiera B € (0,1], D > 0,

v; >0,1€{l,....,n} yuy € [0,10), existe un unico equilibrio exterior (p,qo,q1,---,qn),
que es continuamente diferenciable de los parametros 5, D y v;, i € {1,...,n}. Es decir,
p=p(D,vo,v1,..., Vy) (20)

Ademas,
P> Do (21)

y
op (D ceey Uy 1
p( 7V078‘V57 ) V): (22)
1 V0+f (q0) /
(1-B)ro+£{ (q0) _'_ Vo(ji-fo (q0) Z v; + f// -G (p>

Demostracion. Dado que estamos buscando un equilibrio exterior con ¢; > 0, Vi €

{1,...,n}, de las condiciones de optimalidad (10), podemos considerar la igualdad
wi(p,qi,vi) =p — [vigi + f{(@)] = 0, Vie{l,...,n}, (B.1)

donde, del Supuesto A2, ¢, es continuamente diferenciable con respecto a (p, ¢;, v;).

Por lo tanto, para todo v; > 0,7 € {1,...,n}, tenemos que la funcién
9i(@:) = veqi + fi(q), (B.2)

es continuamente diferenciable y estrictamente creciente para todo ¢; > 0 (por el supuesto
A2. Ademas,

9:(0) = f1(0) < po = fi(a}) < 9:(ar), (B.3)

y existe el limite (que puede ser finito o infinito)

pi(vi) == lm gi(q;) = Um [vig; + f{(a:)] > po. (B.4)

qi—+00 qi—+00

Por lo tanto, para cada p € [po, p} (1)), existe un tinico ¢; > 0 tal quey;(p, ¢, v;) = 0.
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Ademas, desde

i -
9q; B

—v; — f{(@) <0, Vg,v; >0,p€ [po,p;(vs)), (B.5)
por el teorema de la funcién implicita, el mapeo

¢i(p,vi) =14 = 0| ¢i(p, gi, vi) = 0}, (B.6)

es una funcién continuamente diferenciable con respecto a v; > 0y p € [po, p; (v;)), con

las relaciones

i
0q; 8_p 1
- _ >0 B.7
o 0o w+ @) il
dq;
y
i
0q; ov; q;
=== <0, B.8
dv; Do vi+ fi'q) — (B:8)
dq;

Lo que significa que ¢;(p, v;) es estrictamente creciente con respecto a p € [po, p} (v;))
(que implica que ¢;(p,v;) > 0 si p > pg) vy decreciente con respecto a v; > 0. Ademas, de
(B.1) y (B.4) podemos ver que

a(po, vi) < 4i(po,0) = ¢} (B.9)
Yy
lim q;(p,v;) = +o0. (B.10)
ptp; (vi)

A continuacién, a partir de las condiciones de optimalidad (12), podemos considerar

la ecuacién

SOO(p7 QO757V07V1= .. '7V7l) =
(B.11)

p+ B Z i (p, Vz)]
— [(1 = B)rogo + fi(q0)] =0,

donde, a partir de los argumentos anteriores y la suposicién A2, ©o(p, qo, 5, Vo, V1, - - - 5 Vn)

es continuamente diferenciable con respecto a (p, qo, B, Vo, V1, - - -, V).
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Ahora, considere un v; > 0, Vi € {1,...,n} arbitrario. Si consideramos vy > 0,

entonces, por el supuesto A2, se cumplen las siguientes desigualdades

pmeEym@m]zmzmmzm—mm®+ﬁm» (B.12)
i=1
y podemos definir
p(v,. .. vn) = min {p;(v;)}. (B.13)
1€{1,...,n}
Ahora vamos a demostrar que existe un valor p}(83,vo,vi,...,V,) > po, finito o
infinito, pero no superior p'(vy, ..., v,), tal que
lim + By i(p,vi)| = lim [(1 - B)reqo + f} ) B.14
pr(l)(ﬁ,l/o,lll,...,l/n) b /6 qu (p )] CIO*HFOO[( B) 0do fO(qO)] ( )

La demostracion se divide en dos casos: =1y 5 € (0,1).

n
Primero, podemos observar que la funcién p + g Y ¢i(p, v;) es continua y estric-
i=1
tamente creciente (como se muestra arriba) con respecto a p € [po, p'(v1,..., 1)), v la

funcion (1 — B)voqo + fi(qo) es continua y estrictamente creciente (por el supuesto A2)

con respecto a gy > 0.
Caso 1: Sea = 1. Bajo estas condiciones, la igualdad (B.14) se reescribe como

lim

pr(l)(BWOaVly---aVn) qo—>+00

P+ 1 Zqi(p, 1/1)] = lm fi(q)- (B.15)

Si Y ¢ >0, de (19) tenemos que
i=1

%@@w—iﬁ%mo

g < (B].6)
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el cual implica que la cadena de desigualdades

Po+ 10 Z%‘(po, vi) < po+ 1o ZQZQ

i=1 i=1

£5(Gpo) — z @) —po n

<po+ 0 > ) = fi(Glpo) = ) qf) (B.17)
S
i=1
< lim 4 < 400 = lim + v D, Vi),
i fo(q0) Jdim Pt v Zl a(p )]
lo que garantiza la existencia del valor deseado de p}(3,vo,v1, ..., V,) antes mencionado.

n
De lo contrario, si Y ¢ = 0, entonces, evidentemente
i=1

n n
Po + o Z ¢i(po, vi) < po+ 10 Z 4 =po < qol_l’gloo fo(qo)
=1 i=1

N (B.18)
< +o0 = lim + 1 (o) |,
Pt (vi,esvm) b ’ ; a(p )]
lo que nuevamente garantiza la existencia del valor deseado p}(8,vo,v1, ..., v,) mencio-

nado anteriormente.
Caso 2: Sea € (0,1). En este caso

lim

ptp (v1,...,vn) go—+00

p+Bw§:%@wﬂ]— lim [(1 = B)mogo + folgo)] = +o0,  (B.19)

. . 1 _ 1
lo que implica que py(5, vo, Vi, ..., Vn) = p (V1 ...y ).
Asi, la demostracién de la existencia del valor p}(3, v, v1, - - . , ) mencionado ante-

riormente esta completa.

Por lo tanto, desde las relaciones (B.12) y (B.14), podemos concluir que por cada

p S [p07p(1)(67 Yo, V1, .. '77/71)) existe un tnico do 2 0 tal que 300(p7 (10767 Yy, Vi, .. '7Vn) = 0.

Por otro lado sivy = 0, entonces, la ecuaciéon o(p, qo, 5, Vo, V1, - - -, Vn) = 0 toma la

forma

p— folqo) = 0. (B.20)
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Entonces podemos definir el valor

pé(ﬂa”Oal/l)"'vVn) = lim fé(q0>a <B21)
Go—>+00
y por el supuesto A2, podemos garantizar que para todos p € [po, py(8, Vo, Vi, -+ - Vn))
existe un unico qo > 0 tal que po(p, o, 5, v, V1, - - -, Vn) = 0.

Ademas, tenemos que

o

a0 —(1 = B)wo — fo(9) <0, (B.22)

para todo qo, Y0, V15 .-+, Vn > 07 D E [p07p(1)(67]/07y17 - '7Vn))'

Entonces, por el teorema de la funcién implicita, el mapeo

QO(p7ﬁ7V07V17 o 7Vn) = {qO 2 0 | SOO(pv 9075;7/07%; .. '7Vn) - 0} (B23)
es una funcién continuamente diferenciable con respecto a 5 € (0, 1], v, v1,...,v, >0,y
p € [po, po(B,vo, V1, - - -, ), con las siguientes propiedades

Jipo " 0g; L 1
) 1+ Ay 1+ py _—
% _ _ b _ % op — 'St ) >0 (B.24)
Ip 900 (1= B)wo+ fi(q) (1= B)vo+ fil(q) ’
Idqo
dpo o qi
V _—
8(10 _ 8VZ' _ 6V0(9VZ' _ 6 Ol/i + fzﬂ(qz) <0 (B 25)
Ovi  Opo  (1=PBw+ filew)  (1=Bw+ filw) =~ ’
Iqo
foralli e {1,...,n}, y
a n
adl B> ai(p,vi) — (1= B)qo
90 _ 0w _ =i (B.26)
vy 0o (1= B+ f(q)
Iqo
lo que nos permite concluir que qo(p, 3, v, V1, - . ., Vy) €s estrictamente creciente con res-
pecto a p € [po, po(B,v0,v1,---,1y)) (lo que implica que qo(p, B, v, V1, .- Vn) > 0 si
p > po) y decreciente con respecto a v; > 0, Vi € {1,...,n}. Ademds, de las relaciones

(B.11), (B.14) y (B.21), es facil ver que

qO(p()wB:anla'--aVn):qg <B27)
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lim qO(p7B7V0aV17"'aVn) = +o0. (B28)

Pty (8,10, V1,500

Sea B € (0,1], v1,...,vn, D > 0, y considera la ecuacién

F(p7ﬁ7 Vo, V1, ... 7VTL7D> = QO(p7ﬁ7y07V17 .- 'Jyn) + ZQZ<p7 Vi)
(5.29)

que, por (B.1)-(B.28) y el supuesto A2, es continuamente diferenciable con respecto a
todosg € (0,1], ; >0, Vi€ {1,...,n}, D >0y p € [po, ps(B,vo,v1,- -, Vn)).

n

Ademas, por (B.1)-(B.28), la funcién qo(p, 5, vo, V1, - .-, Vn)+ > ¢i(p, v;) es continua-

i=1
mente diferenciable y estrictamente creciente con respecto a todos p € [po, p(8, Vo, V1, - - -, Vn)),
y se cumple la siguiente relacién
n
lim qo<p7671/07y17"'7yn>+ZQi(p7Vi) = +00. (BSO)

PP (ByVo V1, stn) —

Ademsds, por A1, la funcién G(p) es continuamente diferenciable y estrictamente

decreciente para todo p > 0.

Entonces, por (B.1)-(B.28) y la suposicién A3, tenemos que
0 S qO(p07 57 Vo, Viy. -ty Vn) + Z Qi(p()a Vi)
i=1
S qO(pO:Ba 7/0707"'70)+Zqi<p070) (B?)l)
i=1

ZQO(p(]aﬁ?V(bO?"WO)+Zq1(']‘
i=1

Ahora, vamos a analizar el signo de la derivada

/Bilqg - (1 - B)q(](p()aﬁv V(]?Ov‘ N 70)
(1= B)vo + fi(q)

Iqo .
8_V0(p(]7ﬁ7V0707"'70) -

(B.32)

Este analisis se realiza por separado para los Casos A, B, C, D y E.
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Caso A: Sea =1y Y ¢ =0. En este caso, es claro que
i=1
dqo .
—(po,ﬂ,l/o,o,...,()) —0, VV() > 0, (B?)S)
81/0
por lo tanto, qo(po, 5, 10,0, ...,0) es constante con respecto a vy y
qO(p0757V0707 s 70) + ZQ? = QO(p(J?B?OaOa s 70) + Zqu
= . = (B.34)
=> ¢’ <G(ps) < G(po) + D.
i=0
Caso B: Sea S =1y > ¢? > 0. En este caso, tenemos que
i=1
> ¢
90 (o, 8,06,0, -, 0) = S 50, Wy > 0 (B.35)
ayo 0y My P09 Yy e ooy 6’((]0) ’ 0= Y, .
por lo tanto, qo(po, B, 0,0, ..., 0) es estrictamente creciente con respecto a vy.
Ademas, de (19) tenemos que
F(Gwo) = 3 6%) — po
vy < _ = : (B.36)
>4
i=1
de donde se tiene la desigualdad
fo(G(po) = 22 d7) — o
i=1
QO(p07BaV0707---aO)<QO p(])ﬁ) n 70)"'70 <B37)
>4
i=1
y de la relacién (B.11) se puede ver que
fo(G(po) — 2%0) — Po n
do pO?B? n = aov--'ao :G(po) _Zq? <B38)
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Por lo tanto,
QO(p()aB) V0707' .. 70) +ZQZO
fo(G(po) — Z ) — n
< Qo va/Ba n 707""0 +ZQ? <B39)
Z i=

ZqﬁZqZ G(po) < G(po) + D.

1—

Caso C: Sea 8 € (0,1) y > ¢° > méx{(l —B)G(po),—ﬁqg}. Para este caso,
i=1

8

Tenemos la relacion:

que es equivalente a

5 - 0 0
PR q; > qy-

Ahora, supongamos que existe el valor vy tal que

ﬁzqz qO(pO:ﬁvl/O? a())SOa

la dltima desigualdad implica que

9o (po, 8, 10,0,...,0) > iﬁ

IIM:
s.o

De la ecuacién (B.11) tenemos que

po =(1 = B)vo | q0(po, B, 10,0,...,0) — —qu

+ f6<q0(p0767V0707 s 70))7

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)
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y aplicando las desigualdades (B.41) y (B.43) a (B.44) se obtiene la siguiente relacion

B < B < / B <
20 [1_5;@)—@;(1@0 +f0<ﬂ;qg)

o
v

(B.45)
6 n
= fo (m qu > foldh) = po,
i=1
que no puede ser valido.
Por lo tanto, la suposicién (B.42) no se puede sostener, lo que implica que
62q1 qO(p0767V07 7"'70> >O’ VV() € [0750)7 <B46)
por lo tanto,
aq(] ﬁZQZ ( )qO(pOaB VOv PIE 0)
Po, B, 0,0,...,0) = > 0, B.47
oy P00 0) = B+ F@) (A7
para todo vy € [0,7), entonces la funcién qo(po, 5, 10,0, ..., 0) es estrictamente creciente
con respecto a vy € [0,7p).
Ademads, para este caso tenemos
fo(G(po) — 2o a7) —
T = — =1 (B.48)
> a4 — (1= B3)G(po)
i=1

donde G(pg) — Z ¢? > 0 por el Supuesto A3,y Z g — (1 — B)G(po) > 0 es uno de los
i=1

supuestos para este Caso C. Ademads, de la ecuacién (B.11) tenemos que

qO(pOaﬁaD0a0a70) = G(pO) _ZQ? (B49)
=1

Por eso,

QO(p(]aB?yanv tee 70) + Zq? < QO(p[):ﬁ)vU?O) cee 70) + Zqzo
= = (B.50)
Zqz +Zqz G(po) < G(po) + D.
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Caso D: Sea f € (0,1) y Z TB . Entonces,

L Zn: 0 <q (B.51)
6 i — qO .
Ahora, supongamos que existe el valor vy tal que
BZQ@ qO(p0757V07 7"'70) >07 (B52)
la dltima desigualdad implica que
B o

QO(p07/87V0707"'70)<mz(b' <B53)

i=1

Aplicando las desigualdades (B.51) y (B.53) a (B.44) se obtiene la siguiente relacién

B < B <
po < (1-7) [ 52 @ — _/B;Q? +f0(m;q?>

(B.54)
<1_BZC]¢) fol qO = Do,
que no puede ser valido.
Por lo tanto, la suposicién (B.52) no se puede sostener, lo que implica que
BZQZ Qo(me,VOa 70) S 07 VVO € [0750)7 (B55)

por lo tanto,

ﬁzqg_(1_5)%}(])07/87”)707"'70)

_ i=1
e (R (Y R

dqo
v

for all vy € [0,79), entonces la funcién qo(po, 5, 10,0, .. .,0) es decreciente con respecto a
g € [0,?0).
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Por eso,

QO(pOa Ba Ly, Oa
=1

0)+qu §q0(p0a6a0707"'a0)

+) g
i=1

(B.57)

= qu < G(po) < G(po) + D.
i=0

1— n
CasoE:Seaff € (0,1)y Tﬁqg <>
i=1

n 1—
usando la desigualdad > ¢? > —ﬁqg, Podemos demostrar que eso qo(po, 3, Vo, 0,

=1 /B

es estrictamente creciente con respecto a vy > 0.

Ahora, de la ecuacién (B.11) tenemos que
[ _f(g(q()(p07577/0707

+ Bro Zqz

..,O))]

qO p(]?ﬁ Vo, 7"'70)

Ademas, si vy > 0, entonces,

bo — fé(qO(pm 67 Lo, 07

=po — f4(¢)) = po — po = 0,

por lo tanto,

Po — fé(q(](p(bﬁ? V0707 B 70)) < 07

n 1 —
Ademds, dado que Y ¢? > Tﬂqg ¥ qo(po, B, 0, 0,
i=1

con respecto a vy, para alginy, > 0 la desigualdad

Zqz

QO (po, B, 10,0,...,0) >0

implica que

QS < qo<p07 67 o, 07

70)) < po— f(I)(QO(p()aﬁaOaOa"'a

\V/VO > 0.

< (1-8)G(po). Analogo a textbf Caso C,

...0)

. (B.58)

0) (B.59)

(B.60)

., 0) es estrictamente creciente

(B.61)

(B.62)
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Por lo tanto, de (B.58), (B.60), (B.62) y el comportamiento estrictamente creciente

de qo(po, B, 19,0, ...,0) con respecto a 1y, podemos ver que
lim QO(pOaﬂa V0,0,...,O) = izn:qo (B63)
vo—+oo 1-p — ’

Por lo tanto, tenemos que

go(po. B:10,0,...,0) + Y _¢qf < mzqgﬂLZQ? = mzqg (B.64)
=1 =1 i=1 =1

Aplicando la condicién Y ¢? < (1 — 8)G(po) de esto Caso E a (B.64), obtenemos

qo<p07/87V0a07"'70)+qu l—ﬁqu = pO < G(p0> D. <B65)
i=1

Asi, como se deduce de los Casos anteriores A, B, C, D y E, hemos demostrado que

g0 (po, B,10,0,...,0) + > _¢” < G(po) + D, VB € (0,1],1n € [0,7). (B.66)

=1

Finalmente, la tltima desigualdad (B.66), junto con (B.31), dan la siguiente des-
igualdad

q0(po; B, v0, 1,y V) + Z%‘(Pm vi) < G(po) + D (B.67)
i=1
para todo 3 € (0,1], vy € [0,70) vy V1, ..., > 0.

Por lo tanto, de las relaciones (B.30), (B.67), el comportamiento estrictamente cre-
ciente de las funciones continuas ¢;, Vi € {0,1,...,n}, con respecto a p, y el comporta-
miento estrictamente decreciente de la funcién continua G(p) con respecto a p, podemos

garantizar la existencia de un tinico valor de precio p € (po, p(8, vo, V1, - - -, Vs)) tal que

F(pMB)VOaVla'”?V’ruD):O- <B68)

Ademas,

or aqo aq, ,
i Z G'(p) > 0, (B.69)




CAPITULO 6. APENDICES 45

para todo 6 S (071]7 Vo € [OaEO)v Vl)"'ay’rL,D >0 ypE [pOap(l)(/87 VO)”I?"‘?”’VL))'

Por lo tanto, por el teorema de la funciéon implicita, el mapeo

p(ﬁ)”anla”'aV’ruD)

1 (B.70)
= {p S [p()upo(ﬁ?VOuylv"'an)) ‘ F(paﬂay()’Vl?"anJD) = 0}

es una funcién continuamente diferenciable con respecto a 3 € (0, 1], vy € [0,79), v; > 0,
Vie{l,...,n},y D >0, esdecir, paratodo 5 € (0,1], vg € [0,79),; > 0,Vi € {1,...,n},
y D > 0, existen valores tinicos p = p(8, 0,1, .-, Vn, D) € (po, py(B,v0,V1,- -+, Vn)),
9 = Q(P(B,vo, V1, Vn, D), o, 1, ... ) >0y ¢ = q¢:(p(B,vo, 1, ..., Vn, D), v;) > 0,
Vi e {1,...,n}, tal que el vector (p, qo, q1,-- -, qn)es el equilibrio exterior, con ¢; > 0 Vi €
{0,1,...,n}, para los coeficientes de influencia (v, v1,...,1,). Ademds, si p < py no hay
equilibrio exterior con ¢; > 0 Vi € {0,1,...,n}, y si p > pi(B,v0,v1,-..,V,) entonces
algunas de las condiciones de optimalidad (10) y/o (12) no pueden cumplirse, lo que
implica que el vector (p,qo, q1,---,¢n) es el Gnico equilibrio exterior para los coeficientes
de influencia (v, vy, ..., V).

Finalmente, para este valor p = p(3, vo, 11, . .., Vy, D), teniendo en cuenta las férmu-
las (B.29), (B.69), (B.7) y (B.24), podemos calcular

or
9 _ _op _ ! (B.71)
oD g—g B 1 . vo+£¢ (q0) Zn: 1 el ) '
(=R)wot 7§ (o) (T=B)wo+7 (a0) & vit (@) p

=1

La demostracion del Teorema 1 estd completa. B

6.3 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2

Teorema 2. Bajo los supuestos A1, A2 y A3, existe un equilibrio interior.

Demostracion. Fijemos los valores de § € (0,1] y D > 0. Vamos a probar que
existe un equilibrio interior para cualquier n > 1. Por el teorema 1 para cualquier
v €10,79) y v >0, Vi € {1,...,n}, existe un tnico equilibrio exterior (p, qo, q1,---,qn),
conp>pyyq >0,Vie{0,1,...,n}, y ademéds, las funciones p = p(vo,v1,...,1,),
G = Vo, V1, Vn), ¥ ¢ = ¢i(Vo,v1,..., V), Vi € {1,...,n}, son continuamente dife-
renciables con respecto a vy € [0,7) y v; > 0, Vi € {1,...,n}.
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Como p > py y G(p) es estrictamente decreciente, tenemos que

Zqz = G(p)+ D < G(po) + D, (C.1)

entonces, ¢; € (0, G(po)+D),Vi € {0,1,...,n}. Ademds, f/'(¢;) € (0,),Vi € {0,1,...,n},

donde av = {%nlax {fI'(G(po) + D)} > 0.
1€0,1,...,

Ahora, considere las funciones

1
Fo(vo, vy, ..., vp) = — >0, (C.2)
- G'(p)
; f”(qz) (
1
Fi(vo,vi,e.vn)= ) m > 0, (CS)
1 vo+fo (qo
(1=B)ro+fg (q0) t (lfﬁ)l/oifé’(qo) ; vj +f”( i) G'(p)
J#i
para todo i € {1,...,n}.
Por los supuestos A1y A2, estas funciones son continuas con respecto a (v, V1, ..., Vy).
Ahora definamos las constantes
2c
My=——>0 C.4
T B+n-1 ’ (C4)
]_ _
B+n—1

Si seleccionamos vy € [0, M| v v; € [0, M], Vi € {1,...,n}, entonces,

F()(l/o,Vl,...,Vn): po 1 < P 11 = }L
Lo OY L wes -,
(1= 8)+ o (C5)
:M+a_ B+n—1 ta 200

— _ - M
n n B+n—1 0
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1

Fi(Vo,V150n) =

L vo+£4' (90) 1
At 75 T T8I @) ; e~ @'0)

JFi
< i = (1—B)My+a (C.7)
(1=B)Mo+ o
_ 20 (1 =p)+nja

para todo ¢ € {1,...,n}.

En otras palabras, Fy(vo,vh,...,v,) € [0, My] v Fi(vo,vh,...,v,) € [0,M], Vi €
{1,...,n}, siempre que vy € [0, My] v v; € [0, M], Vi € {1,...,n}, lo que significa que

la funcién continua H = (Fy, Fi, ..., F,) mapea el conjunto compacto convexo [0, M| x

[0, M]™ en si misma, por lo tanto, por el teorema del punto fijo de Brouwer, la funcién

H = (Fy, F, ..., F,) tiene un punto fijo (v, vy, ..., v), e, existe (15, vf,...,v5) > 0 tal

que

FO(VSJ/T:'”’V:):VSa (08)

F(vy,vi,...,vp)=vi, Yie{l,...,n}. (C.9)

Ahora, para estos coeficientes de influencia (v, vy, ..., ) calculamos su equilibrio
exterior (p*, 5,45, - .., q%), lo que implica que

. 1
vy = : (C.10)

S o — G)

v+ fiq)

(2

1
vl = P , (C.11)
1 v +7o (40 1 (W
Bt @) ~ TP+ (@) ; s ()
J#i
para todo i € {1,...,n}.
Finalmente, las ecuaciones (C.10) y (C.11) significan que (p*, ¢5, 45, - - -, ¢, v, vy ..., V)

es el equilibrio interior, lo que demuestra el Teorema 2. B

6.4 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3
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Teorema 3. Al igual que el Teorema 2 del Capitulo 2, bajo los supuestos A4, A5 y A6
con la funcion G(p) lineal, las funciones fo(qo), f(q) v para cada B € (0,1] cuadrdticas,

el equilibrio interior existe y es unico (p*,qg, q%, v, v").

Demostracion. Para nuestro caso particular, el criterio de consistencia toma la

siguiente forma:

1
vy = — (D.1)
v+a
1
v= 1 Vo + ag n—1 ’ (DQ)

+ K

+
1-Bwm+a (A—=pPrvy+agv+a
Luego, las funciones (C.2) y (C.3), dentro de la prueba del teorema 2, se reescriben de la

siguiente manera

1
Fy(vg,v) = ——— >0, (D.3)
+ K
V+a
F = 1 0 D4
(0. v) = 1 Vo + ag n—1 > Y, (D-4)

+ K

(1—ﬁ)uo+ao+(l—6)vo+agu+a

Podemos ver que las funciones Fy y F' son continuamente diferenciables con respecto
apf e (0,1 y vy,v > 0, y por Teorema 2 sabemos que la funcién H = (Fy, F') tiene un

punto fijo, es decir, el sistema de ecuaciones

FO(V(]aV) = 1, (D5)
F(w,v) =v, (D.6)
tiene una solucion.

Para demostrar que la solucién de (D.5) y (D.6) es tnica, vamos a mostrar que la

funcién H = (Fp, F') es una contraccion.

Dado que H es una funcién continuamente diferenciable, para demostrar que H es
una contraccion, es suficiente para demostrar que |[VH| < 1 (es decir, el infinito La

norma de la matriz jacobiana de H es inferior a 1).

De la funcién (D.3) y (D.4) tenemos que

O,
a0 (D.7)
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oFy n B n
o 2 [n+ (v+a)K]? >0, (D-8)
(V+a)2( +K>
v+a
1—ﬂ _(1—5)V0+a0—(1—B)(1/0+a0)n—1
OF (1 = B)vo + ag? [(1 = B)wo + aol? vta
8V0 N 1 vy + ag n—1 2 ’
[(1—5)y0+a0 (1—ﬁ)y0+aou+a+K1
(1-8) - Bao"—,
- . ) 1 Vo + ag n_l—i—Kr (D-9)
(1= B)vo + ao] [(l—ﬁ)uo—i-ag—i_(1—6)V0+aoy+a
n—1
B (1—5)—5&01/+a
— =,
{1+(V0+a0):j_’__i+[<1—B)V0+CLO]K}
Vo + ap n—1
oF (1 —B)vo +ag (v + a)?
ov B Vo + ap n—1 27
{(1—5)V0+ao+(1—5)V0+GOV+G+K} (D.10)
-1 :
(1= B0+ aol(vo + a0) oy
— .
{1+(V0+&0)Z__i_i+[(1—5)V0+&0]K}
Por lo tanto,
| | ov| [n+ (v+a)K]?| [n+ (v +a)K]? (D.11)

n 1
< —=—-<1,
n?2 n
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n—1
oF | |oF| (1-8) = Bav
‘a—uo Tlar |~ — :
{1+(V0+a0)1/—|—a,+[(1_B)VO+GO]K}
n—1
N [(1—5)V0+ao](Vo+a0)(y+a)z 2
{1+(V0+CL0)Z_I__&—f-[(l—/B)VO—f—ao]K}
(1-0) = ool | 410 B+ a4 a0) oo
_ . D.12
{1-}-(1/0—}-&0)212&+[(1-B)V0+(I0]K}
(l—ﬁ)—l—ﬁaon_l—|—[(1—5)1/0—|—a0](1/0+a0) n-l

v+a (v+a)?

-+ [(1 — 6)V0 -+ CL()]K}

n—1
V+a

{1+(V0+a0)

n n—1]1?
1 + Q(VO +CLO) a + |:(I/0 +CLO> :|
1

v vV+a
< 3 =
1+ (vo+a )n -1
0 ) .
Por eso,
, 0F, oFy| |OF oF
H|| = —_— —,|=— — 1. D.1
IVH]o max{ vy ov || 0w ov }< (D-13)

Por lo tanto, la funcionH = (Fy, F') es una contraccién y el punto fijo (v§,v*) s
tnico. Ademds, dado que el equilibrio exterior correspondiente (p*, g, ¢*) es tnico, y, el

equilibrio interior (p*, ¢5, ¢*, vg, v*) también es tinico B

6.5 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4

Teorema 4. Sea el equilibrio interior (p*, ¢, ¢*, v, v*) y la funcion 7 (B) continuamente

diferenciables con respecto a 5 € (0,1]. Ademds, p*(5), vi(B) y nu*(58) estrictamente
decrecientes.

Demostracion. Primero, demostraremos que los coeficientes de influencia v = v5(5)

y v* = v*(f) son funciones continuamente diferenciables con respecto a € (0, 1].
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Para hacer eso, consideramos nuevamente las funciones Fy y F, pero esta vez te-

niendo en cuenta su dependencia con respecto a (3, i.e.,

1
F0(57V07V>:n—7 (El)
+ K
vV+a
F = L E.2
(57V07V)_ 1 Vo + ao ,n_l_'_K ( )
(1=Pvo+a (I1—=Pry+agv+a
Ahora, definimos la funcién ® = (¢g, ¢), donde
¢o(B,v0,v) = vy — Fo(B,v0,v), (E.3)
¢(57V07V):V_F(57V07y)‘ (E4)
Por el Teorema 3, la ecuacién
OB, 19,v) =0 (E.5)

tiene una solucién unica v (5), v*(5) > 0, para cada 5 € (0, 1].

Ademas, es fécil ver que ® es continuamente diferenciable con respecto a 8 € (0, 1]

y v, v > 0, con

9o 0o o9 0k
\V/ PH = o0 — 101% v — 8V0 ov
@ =Gy |96 08 || _oF" | “OF
ovg  Ov vy ov
OF, OF, (E6)
_(1 0 vy O
_<0 1)_ OF OF |
81/0 v
y dado que
0F, OF,
Qg vl <1, (E.7)
aVo v 00

Podemos concluir que la matriz V,, ,y® es dominante diagonal y, por lo tanto, invertible

para cada (5 € (0, 1].
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Por lo tanto, por el teorema de la funcién implicita, las funciones v§(5) y v*(/) son
continuamente diferenciables con respecto a 5 € (0, 1], y, ademas,

OF, 0F,\ ' /0F,
d(ug;,u*)__[ o }1(’)@ ==

0P _ vy Oy kA e
a3 dn) o3| _oF | _or| |oF | (B9
81/0 ov @5
donde oF
0
29 E.
—1) |:1 + ( 4 )n - 1:|
Vo +a
oF (=B +ao)? P Vv+ta
B [ 1 N v + ag n—leK}2
(I-=Bro+a (1—-Brw+av+a (E.10)
n—1 '
120} |:1+ (1/0+a0)y+a]
) 5 < 0.
n —
{1+ (1/0+a0)y+a + [(1 —6>V0+CLO]K}
Por lo tanto, tenemos que
dvg . OF, 0
d(vg,v*) d -
dﬁ 81/0 ov aﬁ
Ahora, desde V,,,)® es invertible para toda § € (0, 1], entonces
B OF  0F, OF
y
OF, \ 7 | OF OF
_Z70 1 _ 2z 7o
o | =g arar | o V] BB
oV v L= "o \ o
por lo tanto,
dVE]k (9F aF()
7 ! o o | (o
_ v v
i | = —or oror 5_1§ 1 oF | . (E.14)
dp ov v i vy op
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OF oF
A continuacién, como se muestra en(D.12), | —| + | =—| < 1, lo que implica
aVO ov
oF
1——>0. E.15
5 (E.15)
Ademas para [ = 1 tenemos que
n—1
F —a0
g_ _ vta 5 <0. (E.16)
Vo la _
016=1 {1 + (1o + ag) 1 agK
Luego, de (D.8), (E.15) y (E.16),
OF  OF, 0F
l————— >0, f =1. E.17
ov  Ov Oy , forf ( )

Ademas, sabemos que Fy y F' son continuamente diferenciables con respecto a 8 €

oF  0F, 0F
(0,1], por lo tanto, 1 — — — 92" es continuo respeto a 8 € (0, 1], por lo tanto, de

ov v Jiy
las desigualdades(E.12) y (E.17), tenemos que

98 OROF s e 0], (E.18)

Por lo tanto, por las relaciones de (D.8), (E.10) y (E.18),

ofy OF

dyg B E%

%_1_@_%8_F<07 (E19)
ov v Jvy

oF

dv* B 8_5

%_1_@_%8_F<07 (EQO)
v v Oy

asi que las funciones v§(5) y v*(f) son estrictamente decreciente con respecto a 5 € (0, 1].

Debido a que los coeficientes de influencia v§(8) y v*(8) son continuamente diferen-
ciables con respecto a € (0, 1], y el equilibrio exterior (p(8, v, v), qo(5, v, v), ¢(B, Vo, v))
es continuamente diferenciable con respecto a 5 € (0,1] y vy, v > 0 (por el Teorema 1),
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luego, el equilibrio

(" (B), a(8), 4" () = (p(B, v, "), qo(B, w5, V"), (B, v, v7)) (E.21)

es continuamente diferenciable con respecto a 8 € (0, 1]. Ademads, ya que m(p,q) es con-
tinuamente diferenciable con respecto a cualquier p,q > 0 (como podemos ver desde
ecuaciéon (32)), luego, 7*(8) = w(p*(B),q*(S)) es también continuamente diferenciable

con respecto a 3 € (0,1].

A continuacién, desde p*(5) = p(f,vg,v*), podemos aplicar la regla de la cadena

para obtener
dp* Op = Opdy; @du*

= = ) E.22
dg 0B 0OvydB  Ov dp ( )
Ahora, considera la funcién
F(p, 55 Lo, l/) = [QO(paﬁa o, V) + HQ(p> V)] - [G(p) + D] = 0’ (E23)
donde, para nuestro caso particular,
p—2>b
= E.24
a(p.v) = (E.24)
(p — bo) + Brrog(p, v)
= E.25
QO(p757VO7V) (1—ﬁ)y0+a0 ) ( )
1+ 6y n
0
dp  Op dp 1-Bwm+a v+a (E.26)
14 (Vo -+ ao)
V+a
= + K > 0.
(1 =By +ao
Ademas,

or _ da

o6 0p
_ nvog(p, v)[(1 — B)vo + ao] + wo[(p — bo) + Brveg(p, v)] (E.27)

(1 = B)vo + aol?

~ vol(p = bo) + (v + ag)g(p, v)]
T M mrar "
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or _ %
81/0 N 81/0
_ Bng(p, v)[(1 = B)vo + ao] — (1 — B)[(p — bo) + Brreq(p, V)] (E.25)
[(1 = B)vo + ao)? '
_ Bnagg(p,v) — (1 = B)(p — b)
(1 = B)vo + aol? ’
O _om, o9 pwe  0p 04 nlwta) O
ov v ov (1 — By +agdv ov  (1— By +agdv (F.29)
~_ nwta) p-b <0 '
(=B tao(v+a)? .
Por lo tanto, por el teorema de la funcién implicita,
or or or
O 98 O wy O oy
dp dp dp
luego, de las igualdades (E.22) y (E.30),
or N ol dug N ol dv*
w98 Owd3 " dvdp
dp
y de las igualdades (E.27) y (E.28), podemos ver que
or ol dvg _ w[(p” = bo) + n(wg + ao)q(p”, v)]
85 81/0 dﬂ [(1 — 5)V6< + a0]2
Bnagg(p*,v*) — (1 = B)(P* —bo) .
+ v,
[(1 = B)vg + ao]?
* (0% * ok *2 * */ (E32)
_ vo (" = bo) + nq(p™, v*)[5” + ao(vg + Brg’)]
[(1 = B)vg + ao]?
+ - )-
(= A +aP )
Ahora, vamos a analizar el signo de v + 0.
Primero, desde la igualdad (D.8), podemos ver que
oFy n n 1
v n+w+a)K>? n2 n— (E-33)
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Segundo, desde las identidades (D.9) y (E.10), tenemos que

n—1

8_F ﬁé)F_ (1_6>_Ba0y+a
o 1 df — 2
v L 0 B+ k)

1"— <V0+CLO)

V+a

14 + (g +a
0 0 OV

N
—

Y
1 + (VO —+ Go)y

Clb +[(1 = B)vo + aO]K}
(E.34)

n—1 n—1
1
V+a+ﬁ{+o@+%) ]

(1—ﬁ)—ﬁa0 vV+a

n—1
{1+(V0+a0)y+a

1= B +ao1K}

Y tercero, desde las igualdades (D.10) y (E.34), obtenemos

n—1
(v +a)?

OF OF B OF [(1 = B)vo + aol(vo + aop)

E + 81/0 IZ0) 8/8

0= B+ K

n—1
V+a

{1+ (o + ap)—

1+5V0
+

{1 + (v + “°)Z+i (1= B + ao]K}2

1+ ﬂVOZ _'__i + [(1 — ﬁ)Vo + ao](VO + CLO) (:_;al)z

(E.35)

- B+ K

n—1 ,(n—1)?
U+a+(VO+a0) (V+a)2

[1+ (vo + ag) — 1]2

{1+ (u0+a0)n

1 —|— 2(V0 —f- CLO>

< = 1.

v+a
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Luego, utilizando las relaciones (E.18), (E.19), (E.33), (E.34) (E.35), obtenemos

0F, OF
v+ B =5+ 5 agy aaﬁpan
o v o
(190 ORIPY | omoF
0 ov v Jy v 0f
- OF  0F, OF
o v o
o [1- 2R (2 _20EY]
_or 0k OF ov v \ Oy 1 OB
ov ov Jy
g g [1- - (2 2P
OF  OF, OF v \ow ;0B
v v o
v [ (OF OF B OF\]
~OF 0F, 0F 1_(E+a_m)_u_g%> -0
v v v,

Finalmente, aplicando las desigualdades (E.19), (E.36), y el supuesto A5, a (E.32),
podemos ver que

O | 00 vy vy — )+ map", v )62 + ool + )
op Oy dp (1= B)vg + ao)?

(1 —=8)(p" = bo)
(1= B+ aol?

(E.37)

+ (—5") > 0.

Por lo tanto, aplicando las desigualdades (E.20), (E.26), (E.29) y (E.37), a (E.31),
obtenemos

or | or dvy  or dv
() I AU LAY ) (E.38)
o

que demuestra que p*(3) es estrictamente decreciente con respecto a 5 € (0, 1].1

6.6 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5
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a5 (8),4°(8))

Teorema 5. Bajo las suposiciones A4, A5y A6 el equilibrio exterior (p© (), ¢§ (
1] y p°(B) es-

y la funcion 7€ (B) son continuamente diferenciales con respecto a 3 € (0,

trictamente decreciente para todo € (0,1].

Demostracion. Del Teorema 1 tenemos que el equilibrio exterior (p©(3), 45 (8), ¢°(5)),

11
correspondiente a los coeficientes de influencia (v, %) = TR

diferenciable con respecto a § € (0,1]. Ademaés, ya que 7(p, q) es continuamente diferen-

, es continuamente

ciable con respecto a cualquier p, ¢ > 0 (como podemos ver desde la ecuacién maxpripart),
entonces, 7¢(8) = w(p®(8),¢°(B)) también es continuamente diferenciable con respecto
a f e (0,1].

A continuacién, de la misma manera que en la demostracién del Teorema 4, con-
sideramos las funciones qo(p, 8, vo,v), q(p,v) v I'(p, 5,1, v), dado por (E.23), (E.24) y
(E.25), y defina la funcién implicita

1 1
FC(pa 6) =r (paﬁa ?; ?)

= {qo (p,ﬁ,%,%) + ng (p%)} —[G(p) + D] =0,

donde (similar a la demostracién del teorema 4)

1 1 n
+ ?—F&o 1+
8FC - a
o i £ + K >0,
P (1_5)E+a0

1 1 1
aar; K {O’ ~h) 4 (? i ao) ! (p’ ?)} - 0. (F.3)

-5 a]

Por lo tanto, por el teorema de la funcién implicita,

orc
dp© B W
ap e
Op

p“(B) = <0, (F.4)

lo que demuestra que p“(f3) es estrictamente decreciente con respecto a 5 € (0,1].1
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6.7 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6

Teorema 6. Bajo las suposiciones A4, A5y A6 el equilibrio exterior (p°F(8), ¢5T(8), ¢“F(B))
y la funcion w°F(B) son continuamente diferenciales con respecto a 3 € (0,1] y p©(3) son

constante con respecto a B € (0,1].

Demostracion. Del Teorema 1 tenemos que el equilibrio exterior (p©F'(3), ¢5¥(8), ¢“F(8)),
correspondiente a los coeficientes de influencia (v§F,vF) = (0,0), es continuamente di-

ferenciable con respecto a 5 € (0, 1].

Otra vez, de la misma manera que en la demostracién del Teorema 4, consideramos
las funciones qo(p, B, 40, v), a(p,v) ¥ T(p, B, v0, ), dado por (B.23), (B.24) y (B.25), y
defina la funcién implicita como

r"(p,8) =T (p,3,0,0)

(G.1)
= g0 (p, 8,0,0) + nq (p,0)] - [G(p) + D] = 0,
donde (similar a la prueba del teorema 4)
n
aFCP 1+ GOE
= K >0 G.2
Y o CP
r
=0. G.3
" (@3
Por lo tanto, por el teorema de la funcién implicita,
8FCP
d CP a
cp’ D B
=2 -0, (G4
Ip
lo que demuestra que p“F = p©F(3) es constante con respecto a 8 € (0, 1].
Sustituyendo los valores p“F y 1§ = v¢F = 0, en las expresiones de qo(p, 8, 1o, V)
y q(p,v) dado por (E.24) y (E.25), obtenemos
CcP CP pf =y
% (8) =", B,0,0) = a—07 (G.5)
cp cp p°r b
¢~ (B) =q(p™,0) = , (G.6)
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luego, ¢§¥ = ¢S (B) y ¢°F = ¢q“F(B) también son constantes con respecto a 8 € (0,1], lo

que implica que eso 7 = 7P (B) = 7n(p“t, ¢“F) es constante con respecto a 5 € (0, 1],

también.l

6.8 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7

Teorema 7. Bajo las suposiciones A4, A5 y A6 la siguiente desigualdad se cumple:

Iim p®(B) > lim p*(B) > p“~, 48
lim p (B) lim p (B)>p (48)

Demostracion. De las ecuaciones (E.23), (E.24), (E.25) y el supuesto A4, tenemos

que
—-b
(b —bo) + e ——
r = Kp—-T-D
(p7571/07y) (1—5)%—1—&0 +nu—i—a+ b
—-b

(p—bo) + n(o —|—a0)5+a
_ Kp—T—D
(1—B)vo+ ao TP

1
=D +(V0+a0)’/+a + K
(1 =B+ ag

(H.1)

b
bo+ (vo + ao)urjr a
+T+D| =0,
(1= B+ ag

de donde podemos aislar p para obtener

nb

V+a
+T+D
1—=08)wy+a
( Vo L . (H.2)

1
+(1/0+&0)y+a
+ K
(1= B)vo + ag

bo + (1o + ao)

p(ﬁa Van) =

Ahora vamos a demostrar que

1im p©(B8) > lim p*(B) > p°F, ??
lim p (8) fmp (B)>p (?7)
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donde

vV'+a
+ K
(1= B)5 +ao
nb
bo + (% + Clo) 1
xta
11 (1-8)%+a D
—P)g T ao
1+ (% +ao) 5
L+
1 + K
(1-8)x tao
nb
bo + ap—
& +T+D
a
p“" =p(B,0,0) = —=2 (H.5)
1+ ag—
+ K
Qo
Primero, vamos a demostrar que
lim p©(B) > lim p*(B). H.6
i °(5) > lfm p* (5) (1L6)
Para hacer eso, vamos a presentar la notacién
7% = lim 13 (9) (H.T)
v = limv*(5). H.8
v =1limo7(f) (H.8)

De las ecuaciones (36) y (37) del criterio de consistencia para nuestro caso particular,
podemos ver que v (3), v*(8) < — para toda 5 € (0, 1], que, junto con el comportamiento
estrictamente decreciente de v (5) y v*(/3) con respecto a § € (0, 1], implica que los valores

vy y U* existen.
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Entonces, podemos calcular la diferencia
lim p©(B3) — lim p*
i p(8) — lim ' (9
1 nb nb
b0+(K+a0>%+a bo + (7 + a0)—
1 +T+D o v +a’+T+D
_ x T o _ Uy + ag
= n
1 L -— 1+ (7
+(K+ao) %Jra . +(Vo+a0)5*+a LK (H.9)
%‘i‘ao + I;S—F(lo
b(] nb b nb
+ +T+D 0 T+D
_ xta g+ _ﬁ§+a0+ﬂ*+a+ * S
o 1 1 S,
1 1n +K ~ % +~*n +K S2
% Ta F+a Vyt+a V¥+a
donde
1 n b
51:<V o )(l—:a —l—_+a+T+D>
0 10 K bo AR (H.10)
n n
_<1 +K> <~*° — +T+D>,
*Taw Fta Vo +ay V+a
1 1
52=(1 + +K) ( " +K)>O. (H.11)
?—l-ao g—i—a V0+a0 v*+a
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Ahora, analizamos el signo de Si:

1 n bo nb
Slz ~ % +~ 1 +1
vy + ap v+ a = T o % ta
bo nb 1 n
—l—K( + 3 )+(~* + = >(T—|—D)
+ay % +a vy tay VvV +a
1 b b
+ K(T + D) — ( + )( . >
—|—a0 = ta V0+a0 vt +a
b
_K(~*0 ) 1 )(T+D)
Ui +ay v*+a 7T +a
— K(T + D)
1 1 1 1
=-nb{ - 1 T oox 1
vV't+az+a Vyta i ta

4—na)(~ 1 1 1 ) (H.12)

* 1 ~ % 1
V‘FCL?"—GO VQ"‘CLOF‘FCL

1 1 1 1
K ) o (rm 5m)
vit+a  +a Vo +ao 3+ ao
1 1 1 1
oot ) ()
v+a +a Vg tap 5 t+ao
1 1
=n(G(b) + D) (~* — )

vt +a %+a
1 1 1 1
_n(b_b()) % 1 T~k 1
V'taz+a Vytagta

+¢m@+m(wl N )

1
V0—|—Cl0 E—i‘ao

Desde los limites 7} = lﬂlf(f)l v (B)y v = lﬁlJI})l v* () existe, es facil ver que las ecuaciones

(36) y (37) deben mantener los valores vy = 7§ y v = 7*, lo que implica que

1

vy, Ut < e (H.13)
por lo tanto,
1 1
> < , (H.14)
vy + ag 7% T o
1 1
> . (H.15)
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Ademas, por el supuesto A5 y A6, tenemos que

b—b0>

G(b) > >0 (H.16)

(%)

que, junto con el hecho de que G(p) es estrictamente decreciente con respecto a p, impli-

cando que
G(bo) + D > G((b)+ D >0, (H.17)
y
b — by
G(b) +D — — > 0. (H.18)
Yy + ag

Luego, por las desigualdades (H.14), (H.15), (H.17), (H.18), y el supuesto A5, ob-

tenemos

Slzn(G(b)+D)< L )

+a Lt+ta

1 1 1 1
_n(b_bo) ~ ~ Tk 1
vitavyt+ay  Vytapit+a

#1604 D) (oo~ ) (H.19)

~ 1
Vyt+ay 4 +ap

b—10b 1 1
:n(G(b)+D—~* °>( — < )
vy + ap vi+a £ +a

+(G(b0)+D)(N1 R )>o.

1
VS—FCL(] E‘{'ao

Por lo tanto, aplicando las relaciones (H.11) y (H.19) a (H.9), obtenemos

Sh
1im p®(8) — lim p*(8) = = > 0. H.20
it p (B) fim p (B) S (H.20)

En ot labras, 1im p©(3) > lim p*(3).
n otras palabras, lfm p (B) lim p (B8)

Ahora, demostramos que

lim p*(3) > p°r. H.21
lim p*(8) > p (H.21)
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Para hacer eso, calculamos la diferencia

lim p*(B) — p°*

BL0
. nb b
b0+(u0+ao)ﬂ*+a bo + ag—
— +T+D ———% 4+T+D
_ Vo + ao ag
N 1+ (75 + ao) C 1tat
vy + ao) = ap— H.22
e g @y K (H22)
V0+a0 Qo
bo nb bo nb
= + = +T+D =4+ —4+T+D
_ 4a U*+a a0+cz+ i i’
o 1 B 1 TR,
- LK — 424K g
vy +ay v*+a ag a

donde
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Ahora, analizamos el signo de R;:

1 b b b b
R1:<—+ﬁ><~*0 + )+K<~*O + )
ag a Vg +a vV +ta vgt+ay UV +a

+ (i+@) (T + D)+ K(T + D)

Qo a

1
Vg +ay UV*+a ag a ag a
1
—( + = )(T+D)—K(T+D)

ﬁg—i—ao v*4+a
1 1 1 1 1 1 1 1
=-—nb|—= - —= 4+ nby | —= - ——
avy+ay apv*+a avy+ay agvV*+a

] ] ] ] (H.25)
-G m7) o (o )|
a UV¥+a ay Uy +ap
1 1 1 1
b (2 )
a Vv*4a ao vy + ag
1 1
=n(Gb)+ D) | - —
6+ 0) (1= )
1 1 1 1
(bl 1)
avy+ay agrv*+a
1 1
G(b D)l — —
_I—( <0)+ )(&0 56(4—(10)
De nuevo, desde las ecuaciones (36) y (37), es ficil ver que
e it > 0, (H.26)
por lo tanto,
1 1
— > — , (H.27)
ap vy + ag
1 1
- > = : (H.28)
a Vv*+a
y, de la desigualdad (H.16), tenemos que
b—1b
Gb)+D—-—=2>0. (H.29)

Qo
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Luego, por las desigualdades (H.17), (H.27), (H.28), (H.29), y el supuesto A5, ob-

tenemos

(HL.30)
b—1b 1 1
fomen-) ()
ap a Vv*+a
(Gl +D) (2 —— L )50
0 Qo ﬂg + ag
Por lo tanto, aplicando las relaciones (H.24) y (H.30) a (H.22), obtenemos
z * CcP Rl
limp*(B) —p~" = > 0. (H.31)

510 "Ry

En otras palabras, lég)l p*(B) > p‘f.m

6.9 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 8

Teorema 8. Bajo las suposiciones A4, A5 y A6 para cualquier 3 € (0,1] si 7°(B) <
7(8B), entonces se satisface que p©(B3) > p*(B)
Demostracion. Sea B € (0, 1] tal que 7%(8) > 7*(3).

Primero, sustituimos el valor de ¢* = ¢*(8) = q(p*(5),v*(B)), dado por (E.24), en
la expresiéon de 7*(8) = w(p*(B), ¢*(8)), dada por (32):

™(8) = p'q —§aq2—bq Z(p —b—§aq)q
. p"—b 1 p"=b|p*—0
_{(V * )1/*—{—a 2a1/*—|—a} v*+a (L.1)
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Del mismo modo, podemos conseguir

1 2 1 1 C—b
m(B) = p°q" — 5ag” —bg” = (— -+ §a> 5 . (L.2)

Ahora, supongamos que p*(3) > p® (), luego,

1 p*—b\> 1 1 ¢ —b
* _ . C _ * - — | = —
s (o) (552) - (k) (£
K
2
> V*—i-la e b 2— 1 1a e b
- v*+a K 2 i+a
i K
] L
I R S G S PRy
T +a)2 1 7| (p )
(Em) (1.3)
_ Ly 2 - — (V" +a)’ +
7T vt ga v ta) | a ) 2
== 1 2 (p” —b)
(v* 4+ a)? (E + a)
(1 *>(1 *+1 —_ 1 )
— —v —v"+ —v'a+ =—a
K K 2 2K
= 1 2 <pC b>2>07
(1/* + a)2 <E + a)

lo que implica que 7¢(3) < 7*(f), contradiciendo la hipétesis 7(58) > 7*(3).

Por lo tanto, el supuesto p*(8) > p®(B) es falso, es decir, p*(8) < p“(f), demos-
trando el teorema.ll

6.10 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9
Teorema 9. Bajo las suposiciones A4, A5 y A6 son verdaderas. Si la relacion

(n—1)a
—_— > 49
n+CLK = Qo, ( )
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es valida, entonces existe valores 3 € (0,1) tal que 7€ (B8) = 7*(B) y p°(B) > p*(B)
Demostracion. Vemos que la desigualdad (49) implica que

a > ap, (J.1)

como consideramos n > 2.

Sea Uf = lﬁlﬁ)l v(B)y vt = 161?01 v*(5) los mismos limites introducidos en (H.7) y (H.8)

de la demostracion del teorema 7.
De las igualdades (36) y (37), tenemos que

~ % ~ % 1 1
Vg — V" = - =
0 N*n % 1 N vy + aop n—1
vita 1-Bg+a Q=5 +av+a
- 1 1
n 1 n—1
= + K K
e D§+a0+ﬂ*+a+

1 n—1 n
o + = +K)—|= + K
vy ta vV*+ta vt +a

1 -1
v +a Vg +ay V'+a

. 55‘4—(10 D*+(I

B n 1 n—1
. +K) (= + = + K
v +a Vg +ay V' +a

— (75 —v") + (a — ao)

1 —1
(ﬁé+ao)(ﬂ*+a>(~n +K> ( + o +K)
v +a vg+ay UV +a

n 1 n—1 '
(7§ + aop)(P* + a) (~ +K) (~* + — +K)
v +a Vg +ay V+a

+ K

>

Luego

~ % ~ %
Vg — VvV >

1 -1
(176*+a0)(17*+a)<~n +K) (~* +fl +K)
v +a Vg t+ay V*+a
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Dado que el denominador en el lado derecho de la desigualdad (J.3) es estrictamente

positivo, entonces, la desigualdad (J.3) solo puede ser verdadera si

v > 0, (J.4)

Ahora, sustituyendo el valor de p*(5), dado por (H.3), obtenemos

_ b .
bo + (1§ + ao) *n
V'ta 1Ty p
(I_B)VO—'—QO —b
1+ (v5 + ao) n
v*+a
pr—0b [ (1= B)vs +ao i
u*+a_ v*+a
bo + (V5 + ap) nb 1+ (5 + ao)
vV, a vV, a
0 0 0 *+a 0 OI/*+a
+T4+D| —b ” + K
(1= B)v5 + ao (1 =P+ ao
1+ (v5 + ao)
. *+a (J.5)
v*+a + K
SR Iy
b — by

[(1 = B)rg +aol(G(b) + D) — (b—bo)
n(vg +ao) + (v* +a) + [(1 = B)yg + ao](v* + a) K
[(1 = B)vg + aol(G(b) + D) — (b —by)
n(vg +aog) + {1+ [(1 = B + ag] K}(v* +a)

Sustituyendo la relacién (J.5), en (I.1), obtenemos

T (B) = 2 B
(u*+%a)( : (1 — B + ao)(G(b) + D) — (b — by) )) | .

n(vg +ao) + {1+ [(1 = B)vg + ao] K} (v +a
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Del mismo modo, podemos encontrar que

WC((ﬁi 1 )(n( (1 = B)% + a) (G(b) + D) — (b — bo) ))2_ (J.7)

E ) et 0+ - f Lt ak)(E +a

K 2

Para demostrar la afirmacion del teorema, primero, vamos a mostrar que

(1) > 79(1). (J.8)

Aqui, presentamos la notacién
7o = vp(1), (J.9)
vt =vr(1). (J.10)

Por las relaciones (J.6) y (J.7), demostrando la desigualdad (J.8) es equivalente a

demostrar la siguiente relacion:

(5 + La) [ eGP0t )

2 U5+ ag) + (14 apK) (7" +a

) (J.11)
- <i+1a) { ao(G(b) + D) — (b —by) ]
K 2 n(++ao) + (14 aK)(%+a)] ’
que a su vez es equivalente a demostrar que
(7" + 30)
(T + ag) + (1 + aoK)(7* + a)]’ (112)
(% + 30) | '
[n(% + a0) + (1 + aoK) (% + )]’
A continuacion, se define la funcion
7t (L — 1
‘Ifl(t) — - [V + (K v ) + 2a] " i
{n[vg+t (% —75) +ao) + (1 +aK)[7* +t (% —7) +a]} (J.13)
_ A
Py(t)*’

donde | .
Pl(t):?*—l—t(?—_*) +§CL>0, (J14)
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p a1 (L) ol

, (J.15)
+ (1 + apK) {U*—i—t (E —ﬁ*) +a] > 0,
asi que demostrar (J.12) es equivalente a demostrar
v0) > ¥l(1). (J.16)

Podemos ver facilmente que Pj(t), Po(t) y ¥!(t), son diferenciables para cada t €
[0,1], y UV (¢) estd dado por

_ P{(t)P(t)” — 2P (t) () Py(t) _ Pi(t)Pa(t) — 2P1(1)Py(1)

v Py(1)! Py o U

donde , L
P1(t>:§_y >0, (J.18)
Pﬂt)zn(%—ﬁg) + (14 agK) (%—ﬂ*) > 0. (J.19)

Ahora, vamos a analizar el signo de P/ (t)Py(t)* — 2P, (t)Py(t) P3(t):

P(t)Py(t) — 2P (t) Py(t) = (% — v*) {n {v;‘; +t (% - v;;) + ag]

+(1+ aoK) [v* it (% —v*) +a1}
9 [v*+t (% —v*> —|—%a] [n (% _v;;)
+(1 + oK) <% _ v)] (7.20)

@i+ (£-7) - 0 (%)

) (L -7)
() o (B ) s a ()]

Usando el valor de 7§ dado por (36) encontramos la identidad

1 B 7" +a
7" +a

(J.21)

—%
Vo—
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por lo tanto, podemos definir una nueva funcién ¥!(7*) de la siguiente manera:

om0 (£-7) - o) (3 -7)]

— 7" (14 apK) (% —ﬁ*)

:”{LHj;i:ﬂ(+%}(%_pﬁ

—(2U" +a) [% - +?;*++aa)KH — 7" (1+ ayK) (% —v*) (J.22)
T hr (g::L K ({(v* +a) + ag[n + (V" + a)K]} (% —7*)

—(2U" +a) {%[n + (T +a)K|— (7" + a)})
— 7 (1 + aoK) (% —ﬁ*) = (T").
Luego,

[0+ (7" + a) K]0 (7")

—n ({(v* +a) +agln + (7" + Q)K]) (% _ v*)

J.23
_(2?*+a){%[n+(?*+a)K]—(D*+a)}) (1:23)

-7 (14 apK) (% — v*) [n+ (T + a)K] = nypy (T°) + 1y (V°),

donde )
V(7)) ={(7" +a) +an+ T +a)K]} <E — v*)
. (J.24)
— (20" + a) {E[n + (T +a)K] - (7" + a)}

Uy (%) = =7 (1 + apK) <% - v*) n+ (7" +a)K] <0. (J.25)

Podemos ver facilmente que 11 (7*) es un polinomio cuadrético de 7*, cuyas derivadas
son
) = (14 k) (2 =7) = 07+ ) i+ 07 + K]
] (J.26)
-2 {E[n + (7" +a)K| - (7" + a)}
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(0 = =2(1 + aoK). (J.27)
Haciendo uso de la serie Taylor, obtenemos

VL") = 01(0) + o' 7 + S0 07

1
= glao(n +ak) — (n —1)a]

1 (J.28)
- (2n—1)§+(n—1)a0—|—a(1—|—a0K) iz
- (1 + GQK)7*2.
Ahora, del supuesto (49), tenemos que
ap(n +akK)— (n—1)a <0. (J.29)
Luego, de la desigualdad (J.29), la igualdad (J.28) implica que
LT < 0. (1.30)
Aplicando las desigualdades (J.25) y (J.30), a (J.23), obtenemos la relacién
0+ (7 + a) K9 (77) = i} (77) + 4 (77) < 0. (J.31)
Ademds, desde [n + (7* + a) K| > 0, debe mantener que
Y (7") <0, (1.32)

por lo tanto, aplicando la desigualdad (J.32) a la igualdad (J.22), demuestra que

[T+ (5 -7) - @ va (5 -7)] (1.33)
— 7 (1 + apK) (% —ﬁ*> < 0.

Por lo tanto, de las relaciones(J.20) y (J.33) vemos que

P(t)Py(t) — 2P, (t) Py(t) < 0, (J.34)
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que, junto con (J.17) y (J.19), implica que
vl (t) <0, Vtelo1], (J.35)

entonces la funcién W!(t) es estrictamente decreciente para todo t € [0, 1], entonces, la

desigualdad (J.16) es vélida, que finalmente demuestra (J.8).

Segundo, vamos a demostrar que

lim7*(5) < lim = (6). (.36)

Nuevamente, haciendo uso de las ecuaciones (J.6) y (J.7), vemos que la demostracién

de (J.36) es equivalente a demostrar que

<ﬁ*+1a){ ((D§+a0)(G(b)+D) (b— bo) }
)

2 n(7g + ap) + [1 + (& + ao) K](0* + a
< <i + 1a> { ( +a0)(G(b) + D) — (b—bo }
K 2 n(+ +ao) +[14 (% +a0)K](%+a) '
Ahora, considere la funcion

2(vy, 1) = (y+ la) { ((”°+a°)(G<b) + D) = (b= by) )}2, (1.38)

2 n(vy+ ap) + [1 + (vo + ao) K|(v + a

(1.37)

donde vy, v € [0, %], por lo que demostrar (J.37) es equivalente a demostrar

W2y, %) < W2 ([1( ;{) (J.39)

Es fécil ver que U?(vp,v) es diferenciable para todo vy, v € [0, %]

A continuacion, se defina la funcién diferenciable

(Vo + ao)(G(b) + D) — (b — by)

Wolwo, v) = n(vy + ag) + [1 + (vo + ag) K] (v +a)’

(J.40)

que, debido a la desigualdad (H.16), satisface

Wo(vo, v) > 0. (J.41)
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Usando la ecuacién (J.40), podemos reescribir la expresion de W?(vy, v), dada por

(J.38), de la siguiente manera:

1
U (v, v) = (V - 5@) [Wo(vo, V)] (J.42)
Entonces, por la regla de la cadena
ov? 1 oWy
i | Z - 4
e (1/ + 2a> Wo(vo, v) B0 (J.43)

donde
Wy _ (G(b) + D){n(vo + ao) + [1 + (v + ao) K](v + a)}
2 {n(vo+ ap) + [1 + (vo + ao) K] (v + a)}?
[0+ 00)(G() + D) — (b~ by)lin + (v + )] e
{n(vo +ao) + [1+ (o + ao) K](v + a) }? '
_ (G)+ D)(v+a)+ (b—bo)[n+ (v + a)K]

{n(vo + aop) + [1 + (vo + a)K|(v + a)}?

> 0.

Aplicando desigualdades (J.41) y (J.44) a la ecuacion (J.43) nos da la relacién

o2

— 4
e > 0, (J.45)

lo que demuestra que \112(1/0, V) es estrictamente creciente con respecto a vy € [0, %] para
toda v € [0, =].

De la misma manera, definimos la funcién diferenciable

(v +39)

W) = G+ a) T L+ o+ Kl + )P

> 0, (J.46)

Usando de la ecuacién (J.46), podemos reescribir la expresién W?(v, v), dada por

(J.38), de la siguiente manera:

U2 (vy,v) = [(vo + ag)(G(b) + D) — (b — by)]*W (vo, v). (J.47)

De nuevo, por la regla de la cadena

O [+ ) (G0 + D) - (b= )P (1.48)
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donde

oW _ {n(vo +ao) + [1 + (vo + ao) K](v + a)}*
O {n(vo +ao) + [1 + (v + ao) K](v + a) }*
2 (v + 3a) {n(vo + ao) + [1 + (vo + ao) K] (v + a)}[1 + (vo + ao) K]
{n(vo + ao) + [1 + (v0 + ao) K](v + a) }*
n(vo +ao) + [1+ (o + ao)K|(v +a) —2 (v + 3a) [1 + (vo + ao) K]
{n(vo +ao) + [1+ (v + ao) K](v 4 a) }?
n(vo +aog) — v —v(vp + ag) K
{n(vo + ao) + [L + (o + ao) K](v +a)}?
_ (% — V)0 + ag) K + (n — 1)(v + ag) —
{n(vo +ao) + [1 + (vo + ao) K](v + a)}*
(g =)o +a)) K + (v —v)
{n(vo +ao) + [L+ (vo + ag) K](v + a) }*

(J.49)

Entonces, podemos ver que

ow (% — V)(VO + ao)K + (1/0 — V)
o {n(vo + ao) + [1 + (vo + ag)K|(v + a)}3 =0,

Vg > v. (J.50)

Aplicando desigualdades (H.16) y (J.50) a la ecuacién (J.48) nos da la relacién

\112
88_1/ >0, Vy>v, (J51)

lo que demuestra que \112(V0, V) es estrictamente creciente con respecto a v € [0, 1] para
toda vy € (0, %]

Finalmente, de las desigualdades (H.13), (H.26) y (J.4), tenemos que 0 < 7* < 7§ <
—, entonces, por el comportamiento estrictamente creciente de \IIQ(VO, V) con respecto a

v € (0, %] y v € [0,1p], podemos concluir que

\1/2(53,5*)@1/2(}1( ) \112<[1( [1() (J.52)

asi la desigualdad (J.39) es valida, lo que finalmente demuestra (J.36).

Por lo tanto, dado que las funciones 7*(3) y 7 (3) son continuas para toda 3 € (0, 1],
y las desigualdades 7*(1) > 79(1) y lﬁlﬁ)l ™(B) < 161?01 7 (B) son vélidas, por el teorema

del valor intermedio, podemos garantizar la existencia de un valor B € (0,1) tal que

™ (8) = ().
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Finalmente por Theorem 8, para este valor 3, debe mantener que p*(ﬁ) < pC(B), lo

cudl finaliza la demostracién. B
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