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RESUMEN

Control robusto #., de sensibilidad mezclada aplicado a sistemas lineales imantes en el
tiempo subactuados.
Publicacion No
Cutberto Daniel Conejo Rosas, Ing. en Electronica y Autaraeaion

Universidad Autbnoma de Nuevo Ledn, 2011

Profesor Asesor: Dr. René Galindo Orozco

Se presentan férmulas explicitas de la parametrizaciorongatadores estabilizantes de uno y
dos parametros para sistemas subactuados en un esquenrgrdermaestro-esclavo con informa-
cién completa del estado. Se consideran sistemas Mul@é@atvulti Salida (MEMS), estrictamente
propios, de parametros concentrados y Lineales Invasateel Tiempo (LIT) con una realizacion

fuertemente estabilizable.

En el esquema de control maestro-esclavo se proponenifaciones coprimas derecha e izquier-
da de la funcion de transferencia en términos de la reafinaen espacio de estado, se resuelve la
ecuacion Diophantina asociada, y los controladores digtaities se obtienen usando la parametrizacion
de Youla. Se dan condiciones para obtener estabilidacefyese fijan los parametros libres de los
controladores estabilizantes, resolviendo los probleteagensibilidad mezclada para sistemas actu-

ados con informacion completa del estado y para sistemastiaulos.

En el esquema de control maestro-esclavo utilizado, un raide variables de estado igual al
namero de entradas es controlado “directamente”, y estables son utilizadas como entradas para
controlar “indirectamente” al resto de las variables dadstpues se tiene informacion completa del

estado de la salida, como lo es velocidad y posicion respectinte.

Los resultados se aplican a los sistemas subactuados: Yaical de Despegue y Aterrizaje

(PVTOL, por sus siglas en inglés) y Pendubot.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se dan a conocer los objetivos buscadosyddss propician la motivacion de
la tematica que comprende esta tesis. Ademas se presesttipds de problemas a resolver, los
resultados que se aportan presentados en el contexto diedesuprevios en el tema. Dando asi,
una vision general de la aportacion de los resultados ddessta A continuacion, se presenta en la

siguiente seccion los objetivos de la tesis.

1.1. Objetivo

El objetivo principal de este trabajo es el desarrollo deresipnes analiticas explicitas de la
familia de controladores estabilizantes, los cuales strcigm al problema de estabilidad robusta y
desempenio robusto minimizando un criterio de sensibilidedclada, particularmente el problema

de regulacion para sistemas lineales invariantes en gbtiesmbactuados.

1.1.1. Objetivos particulares

1 Aplicar los resultados sobre control de sistemas Eulgrdrage (E-L) subactuados presenta-

dos en [1] y sobre la parametrizacion de controladores iigtaties y sensibilidad mezclada



propuestos en [2], que sirven de estudio para determinaesixmes analiticas de la familia de

controladores estabilizantes para sistemas Linealesdmtas en el Tiempo (LIT) subactuados.

2 Fijar los parametros libres de la familia de controladastabilizantes obtenida en el paso
1, minimizando un criterio de sensibilidad mezclada pastesias actuados con informacion

completa del estado y para sistemas subactuados en un esgaestro-esclavo

3 Obtener modelos LIT para los ejemplos de simulacién dedtesas: PVTOLRlanar Vertical
Take Off and Landingo bien, Plano Vertical de Despegue y Aterrizaje) y un robabar de

dos grados de libertad subactuado llamado Pendubot, cugielooo lineal esta dado en [4].

4 Disefiar controladores estabilizantes robugfgslineales, a partir de los modelos linealizados

de los sistemas no lineales subactuados del paso 3, en wenemgaestro-esclavo

5 Evaluar el desemperiio por medio del criterio de sensibiidezclada y la estabilidad mediante

simulaciones de los ejemplos del paso 3.

1.2. Introduccion general

El propésito principal es dar férmulas explicitas de la petizacion de controladores estabi-
lizantes de uno y dos parametros para sistemas subactuadogarmacion completa del estado, y
fijar sus parametros de control, resolviendo un problema&usilsilidad mezclada. En [6], se muestra
un problema de sensibilidad mezclada que resuelve sineatdente estabilidad robusta y desempefio

robusto.

Se consideran sistemas Multi-Entrada Multi-Salida (MEMSS}rictamente propios, de paramet-
ros concentrados y LIT, con una realizacion estabilizaldargcteristicas dadas para las matrices de
estadoA y de entradaB. Se asume que la planta satisface la propiedad de entreéaarpar, para

asegurar que un controlador estable existe dentro del mimngle controladores estabilizantés,,



gue la planta es fuertemente estabilizable. Un controlestable es importante por razones practicas

como rompimiento de lazo, falla o para minimizar errores éucos.

Los sistemas subactuados son aquellos que tienen menadamntie control que grados de liber-
tad, esto se debe al disefio o a la falla de algun componemjenad aplicaciones son submarinos,

robots, vehiculos autbnomos y satélites [12], [1], [134][14] y [15].

En [1] se menciona que la motivacion para el estudio de ltsnsas subactuados son los sistemas
mecanicos autonomos asi como vehiculos submarinos y pani@es. Los helicopteros son sistemas
multivariable que representan un reto para los ingenierasetrol ya que los helicopteros son inesta-
bles, es por esto que en [1] usan un Tandem Fan (Ventilador@aralelo) en una plataforma de tres
grados de libertad, que emula las caracteristicas de la®ptdros tipo Tandem. En [1] utilizan un
control que cancela dinamica en el sistema E-L y separa émilas rapidas y lentas representadas
como singularmente perturbados, a su vez usando la téomicardrol de saturaciones anidadas de
[23], a diferencia de esta tesis que utiliza controladosésbdlizantes de uno y dos parametros con un

esquema de contrahaestro-esclavo

Los sistemas lineales invariantes en el tiempo subactyaggzecto al desempefio y estabilidad
fuerte representan un reto de control, pues se requierea®mbumodelos matematicos que repre-
senten las dinamicas del sistemay de las incertidumbrgsoEssto que la motivacion de esta tesis
es proponer férmulas explicitas para obtener controladareustos que atenten perturbaciones y

dinamicas no modeladas.

En el esquema de controlaestro-esclavatilizado, un nimero de variables de estado igual al
namero de entradas es controlado “directamente”, y estables son utilizadas como entradas para
controlar “indirectamente” al resto de las variables dadstgracias a la informacién completa del
estado a la salida y al acoplamiento dindmico que existe afis. En este esquema, al sistema

maestroque posee al elemento actuado se le asocia una dinamiceaddel), y al sistemaesclavo



que no posee al elemento actuado se le asocia una dindmieiadl.i.). El objetivo de control es

poder controlar lal.i. a través de la.d.usando el esquema de contnehestro-esclavo

El control de sensibilidad mezclada [6] es un método de diskfilazo cerrado, basado en la
minimizacién de la normé&{,, de la funcién sensibilidad a la salida, mejorando el desémpe
la atenuacién de perturbaciones aditivas a la salida, y emidanizacion de la normé&{,, de la
funcién de transferencia de la salida a la entrada de latidaarbre, preservando estabilidad bajo

incertidumbres.

La parametrizacion de todos los controladores estabikgatha una solucion al problema de sin-
tesis de controladores LIT como lo proponen [5], [7], [8] ¥.[Bos controladores estabilizan una
planta dada y los problemas de desempefio pueden resolegrsegio de la correcta eleccion de
sus parametros libres. Hay pocos algoritmos para obtepeesirnes analiticas de los controladores
estabilizantes, tales como en [11] que proponen expresianaliticas complejas, ya que usan ma-
trices acopladag’ y L para resolver la parametrizacion de Youla, y en esta teslasexpresiones
analiticas mas sencillas, donde sélo se requiere infoimalel modelo de representacion en variables

de estado requerida sin matrices acopladas.

La parametrizacidon propuesta de controladores estafiéiggara sistemas subactuados, se basa
en [25] sobre la parametrizacion de controladores estabiiés para sistemas actuados, se resume
en la subseccioén 2.2 del capitulo 2, alli se aplican resadtathebraicos sobre una planta en térmi-
nos de su realizacion en espacio de estado. Primero, se@bfi@ctorizaciones coprimas derecha e
izquierda f.c.d.y f.c.i., respectivamente) de la funcion de transferencia sob@isto de funciones
racionales propias y estables, como se presenté en [7]n&adpse resuelve la ecuacion Diophantina
derecha (ver libro [5]) y finalmente se dispone de la famigdatos los controladores estabilizantes

a través de la parametrizacién de Youla como lo proponen[8] y

La solucion de la parametrizacion de todos los controladestabilizantes para sistemas actuados



con informacion completa del estado que se presenta en $a&atibn 2.2 del capitulo 2, es menos
compleja con respecto a la de [2], ya que usa un cambio de ewadds para asegurar que la fac-
torizacion pertenezca al conjunto de funciones racionadepias y estables, y esto no se requiere
para la factorizacion propuesta en esta tesis, lo cual digmilos parametros de control y el esfuerzo

computacional.

La estabilizacion fuerte, la parametrizacion de todos dwgroladores estabilizantes de uno y dos

parametros y los sistemas subactuados con las caractsisécesarias se revisan en el capitulo 2.
Las contribuciones de la tesis son las siguientes:
1 Una transformacion del modelo de E-L para sistemas suldasutal que la.d.y lad.i. cum-

plan con la condicion de que la dimension del estado sea pa glsloble de la dimension de

la entrada.
2 El esquemanaestro-esclav(Fig. 1.1) para lagl.d.y lasd.i..

3 Se fijan los parametros libres/ ¢ de los controladores estabilizantes de uno y dos parametros
resolviendo un problema de sensibilidad mezclada de foxplécéa para sistemas actuados y

para sistemas subactuados en el esquema maestro-exclavo.

Controlador Controlador Maestro Esclavo V(L
Indirecto Directo (d.d.) (d.i.)

Figura 1.1: Esquema de controbhestro-esclavo



Los resultados se aplican a los ejemplos PVTOL y Pendubat eespectivo capitulo 4 de Sis-

temas subactuados. En el Gltimo capitulo se dan conclusgereerales y trabajos futuros.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Introduccioén

En este capitulo, se presentan las herramientas matesétpaeridas para el desarrollo de los
resultados de esta tesis. Tales herramientas son la da@dorgel sistema para subactuados (ver [4],

[25] y [24]), los controladores estabilizantes y sensilsitl mezclada (ver [2], [3] y [25]).

Es necesario la descripcion del modelo del sistema sulzhtde manera que al linealizar el
sistema se logre llevar a una representacion en variablestddo, para poder utilizar la teoria de
los controladores estabilizantes y sensibilidad mez¢lpdea garantizar estabilidad y desempefio

robusto.



2.2. Caracteristicas del sistema

Considere una realizacion causal, LIT MEMS y estabilizgblez, H) de un sistema, esto es, el
subsistema no controlable es estable. Considere en lo gue sl subsistema controlable y observ-
able,i.e,, la realizacién minima en variables de estado dada por,

{ i(t) = Az(t) + Bu(t)

, (0 R 2.2.1
y(t) = Ca(t) e @23

Mas auln, dado que todas las entradas.@d¢ son linealmente independientes, sin pérdida de
generalidad, un cambio de base del estado puede selesd@pnhteniendo la realizacion en nuevas

coordenadas
0o I,

A21 A22

0
B,

A:

9

(2.2.2)
C=1I,

dondeB,, € R™*™ es una matriz no singular.

También, se supone que el estado es medible o0 se puede egtimar= 2m donden es la
dimensién del estadowy es la dimension de la entrada, y que se particibr@a®R™*" de acuerdo a la
particion a bloques d&8 € R&"™*™, dondeA;; = 0y A;» €S una matriz no singular que es modificada
por A, = I,, a diferencia de como se muestra por [2], esto se debe a qua s@aisepresentacion
en variables de estado conveniente para la formulacion &ilirdformacion completa del estado y
completamente actuada, pues es una clase de sistemasadis@amiineales que tiene una realizacion
linealizada de la forma (2.2.2) y satisface la condiciéa 2m, mientras que la formulacion E-L para

sistemas subactuados es
i(t) = M (q(0) ( [ e

donde M (q(t)) € R=2*2 denota la inerciaC (¢(t),q(t)) 4(t) € R=*: es la matriz de Coriolis-

— C(q(t),4(t)) 4(t) — G(Q(t))> (2.2.3)

centripetaG(q(t)) € R2 la fuerza de gravedad{(t) € R™ es la fuerza generalizada, siengo<



2yq(t) € Rz, 4(t) € Ry (t) € R: las coordenadas generalizadas de posicion, velocidad y

aceleracion, respectivamente.

La formulacion para sistemas subactuados (2.2.3), susepecion en variables de estado es
completamente actuado, por esto, se propone en el capitiddrR@sultados una transformacién para
(2.2.3) y asi obtener la estructura de la realizacion encaspi@ estados subactuado paradasy
lasd.i. que tienen la estructura dada por (2.2.2), satisfacienda @aa la condicién = 2m, lo cual

se requiere para desarrollar los resultados principalestaeesis.

2.3. Estabilizacion fuerte y parametrizacion de todos losantro-
ladores estabilizantes

El problema de estabilizacion fuerte fue estudiado por pHBa plantas con una entrada y una sal-

ida, y [5] extendio estos resultados a plantas MEMS, dansdiglaente propiedad de entrelazamiento

par @.e.p)

Teorema 1.Una plantaP(s) es fuertemente estabilizable si el numero de pola3(d@¢ (contados
de acuerdo al grado McMillan) entre cada par de ceros reaiesluyendo los ceros al infinito, en el

semiplano derecho, es par. AAA

El problema de estabilizacion fuerte es importante pormag@racticas, como rompimiento de
lazo fisico (desconexion de cableado, perdida total de neosgetc.), fallas (perdida total de un

actuador o componentes) 0 minimizar errores numMeéricos.

La configuracion de control de un parametro se muestra egl2Hi (ver [26] y [5]), dondé°(s)
representa a la planta(s) y y(s) son la entrada y salida de la plantés) es la sefial de error, y
d;(s), do(s) Y dn(s) son perturbaciones externas a la entrada, a la salida y exdigidn de la planta,

respectivamente.



Se supone en lo que sigue que la noriade las perturbaciones es acotada. La entrada de la

plantau(s) es generada por una sefial independiente, esto es
u(s) = K(s)e(s) + di(s) (2.3.1)

donde

e(s) = yals) = (y(s) + dm(s)) (23.2)

-5
dil\a)l
va(s)e(s) u(s) =
B K(s) -+ P(s) }—
!

Figura 2.1: Esquema de control de un parametro.

La parametrizacion de todos los controladores estabiksagie un parametro estan dados por el

siguiente teorema tomado de [5].

Teorema 2.Suponga qué’(s) € RP*"(s) y K (s) € R™*P(s) en la configuracion retroalimenta-

da de la Fig. 2.1. Sean
P(s) = N(s)D'(s) (2.3.3)

D7(s)N(s) (2.3.4)

~J
—

[Va)
N—

I

cualquier f.c.d. y f.c.i. deP(s) con N(s), D(s), N(s) y D(s) perteneciendo al conjund®?...

Entonces, el conjunto de todos los controladores que ditabiP(s) esta dado por,



N(s) (2.3.5)
D

dondeR(s) € RH, son parametros libres satisfaciendet([)k(s)) #0,yX(s) e RH Yy Y (s) €

RH.. son la solucién de la ecuacién Diophantina
X(s)N(s)+Y(s)D(s) = I, (2.3.6)

AAA

Una versioén de configuracion de control de dos parametrosusstna en la Fig. 2.2 (ver [26] y

[5]), dondeu(s) es generada por dos sefiales independientes diferentessest
u(s) = Ki(s)yal(s) — K(s)y(s) (2.3.7)

dondey, es la entrada de referenciz{yKT(s) K(s) } es el controlador de dos parametros.

oy
d; (8)
(o N o\
yd Lb ]\» l« _‘) Cl\b/' u'\al‘ Pla .\'
R T‘\b > :W »> \b/ |

L (g e———

Figura 2.2: Esquema de control de dos pardmetros.

La parametrizacion de todos los controladores estabibzatie dos parametros tomado de [5],

esta dada por,



Teorema 3.Suponga qué’(s) € RP*™(s), K,.(s) € R™*P(s)y K(s) € R"*P(s) en la configu-

racion retroalimentada de la Fig. 2.2. Sean

P(s) = N(s)D7*(s) (2.3.8)

P(s) = D7} (s)N(s) (2.3.9)

cualquier f.c.d. y f.c.i. d&(s) con N(s), D(s), N(s) y D(s) perteneciendo al conjunt®?#{... En-

tonces, el conjunto de todos los controladores que estalnilP(s) esta dado por,

K,(s) ] D' (s) [ Q(s) Ni(s) }
Dy(s) == Y( ) — R(s)N(s) (2.3.10)
Vii(s) := X(s) + R(s)D(s)

dondeR(s) € RH Y Q(s) € RH, son parametros libres satisfaciendet([)k(s)> #0,yX(s) €

RH. YY(s) € RH. son la solucion de la ecuacion Diophantina,
X(s)N(s)+Y(s)D(s) = I, (2.3.11)
AAA

En la Fig. 2.2, el controladdk, (s) es usado para mejorar la regulacion de la sefial de sglitla

a la referenciay,(s), y el controladorik (s) garantiza estabilidad interna en las Fig. 2.1y 2.2.

Si K,.(s) es inestable, su salida crece sin limite. Una alternativdganer un denominador cop-

rimo comun, tal e),(s) de ambos controladores (ver [5]), ésto es,

K(s) = D;*(s)Ni(s) (2.3.12)



K,(s) = D; ' (s)Q(s). (2.3.13)

Laf.c.d.(2.3.8) y laf.c.i. (2.3.9) de la planta y una solucion analitica de la ecuaciopliantina

se dan en el siguiente lema (ver prueba en [25]),

Lema 1. Considere la realizacion en espacio de estado dada por IdZE2.2)satisfaciendo la
condicionn = 2m donden es la dimension del estadawy es la dimension de la entrada. Entonces,

la f.c.d. y laf.c.i. de la funcion de transferenci@l,, — A)_1 B sobrelRH son,

. r 0
() = (s)
0 I(s)
5 : (2.3.14)
N( ) = (84}&)2 "
sBy, |
I
N(S) = ;2
(s+a)” | o1 (2.3.15)
D(s) = B;'T'(s)
respectivamente, donde< a € R, B,, € R™*™ es una matriz no singulares'y,
1
F(S) = B} (SZIm - SA22 - Agl) . (2316)
(s+a)

Ademas, una solucién analitica de la ecuacion Diophan{d.11) para la f.c.d. de la ecuacion

(2.3.15) sobrelRH, es,

X(S) = |: Clzfm + A21 2aIm + A22 :| (2 3 17)
=B

Y(s) m
Los resultados del Lema 1 son menos complejos comparanadbssde [2]. En el Lema 1, las
factorizaciones pertenecerird{., y no se necesita el cambio de coordenadas usado en [2], dismin

uyendo los parametros de control y el esfuerzo computalgiama las factorizaciones del Lema 1.

Si A, en la matriz de estadd no es cero, entonces el complemento de Schur tendra un términ

sI,, — Aj; que impide obtener Ic.i. de P(s).



Ahora, basandose en el Lema 1 la parametrizacién de toda®itsoladores estabilizantes de

dos parametros est4 dada en el siguiente teorema (ver [25]),

Teorema 4.Considere la realizacion en espacio de estado dada por la@oun (2.2.2en la con-
figuracion retroalimentada de la Fig. 2.2, satisfacienda@tadicionn = 2m donden es la dimension
del estado yn es la dimension de la entrada. Entonces, el conjunto de tlodasontroladores de dos

parametros que estabilizan la ecuaci(h2.2)es,

[ K.(s) K(s) | = D) [ Q) Fils) | (2.3.18)
donde
Di(s) = (Ln = gige (Ra(s) + sFa(s))) By
() = | Lo+ A + Ri()T(s) 2L, + Asa + Ra(s)T(s) | (2.3.19)
Q) = [ Quls) @als) |
siendoRR; € RH satisfacienddet([)k(s)) # 0y Qi(s) € RHw, @ = 1, 2, pardmetros libres,
B, € R™™ una matriz no singulaf) < a € Ry

F(S) = (S _&a)z (SZIm - SA22 - Agl) . (2320)

Mas aun, suponga quel, — A)_1 B satisface la p.e.p.y,
det(s’L,, + s (2al,, — Ra(s)) + a’L,, — Ri(s)) (2.3.21)
es un polinomio Hurwitz, entonces la ecuac{@r3.18)es estable, i.e., el controlador
| Ki(s) K(s) | € RHa. (2.3.22)
AAA

La estabilidad del controlador de dos parametros depende/de (s), i = 1, 2. En particular si

Ri(s),i = 1,2 sonr;1,, donder; € R, i = 1,2, entonces (2.3.21) es un polinomio Hurwitz si,

r < atyry < 2a. (2.3.23)



Dado queN (s) es una matriz larga de dimension< m, entoncesV (s) no tiene una inversa a la

derechay por lo tanto la ecuacién Diophantina izquierda

NONXA\) +DNY(\) =1 (2.3.24)

no tiene solucion.

2.4. Problema de sensibilidad mezclada

En [22], se considera el lazo retroalimentado de la Fig.&fl.como sistemas MEMSH(s) es
estabilizada pof{(s) en lazo cerrado, se supone que no se sabe que tipo perturms® esperan,
pero se sabe que su espectro es esencialmente confinadg@ldaifrecuencia8 < w < wy. El
objetivo de disefio es encontrar un controlaéidrs) que minimice el peor caso de la excursion de
y(s) que resulta de cualquier perturbacié(s) (y estabilice el lazo), y esto se logra resolviendo el
problema,

min ||.S]| (2.4.1)
dondeS es la funcion sensibilidad.
Se considera una planta inciei®a (s) en una configuracion de retroalimentacion negativa uni-

taria. La funcién sensibilidad genériade (2.4.1), donde la funcion sensibilidad a la saligdogra

minimizar el efecto de las perturbacior|e&t)||, sobre la salidgy(t)

5 H [ Wi(s)S,(s) ] H 2.4.2)
WQ(S)TU«AQA(S) o

5, €sto se logra minimizando

por un controlador establg (s) disefiado para la planta nomin@ls), dondesS,(s) es la funcién
sensibilidad a la saliddl},, ,, (s) es la funcion de transferencia de la salida a la entrada de la i
certidumbreA, y W;(s), i = 1,2, son funciones de peso pasa-bajas y pasa-altas, respemtitea

estables y de fase minima.



Usando un controlador estabilizante, este problema hatsaieformado en un problema de
seguimiento de modelo que depende principalmente del gardiibre de la parametrizacion de con-
troladores estabilizantes, f es minimizado por el teorema de Nehari [17] resolviendo @onas

de Riccati (ver [18], [19] y [20]).

El indice (2.4.2) es transformado en [21] en,

So

H . (2.4.3)

TuAyAh

Asi, se plantea un problema de sensibilidad mezclada camcestuyos elementos son reales y
sin un sistema aumentado, implicando que el ordeA’ @€ no sera mas grande que el &és). El

indice J, involucra la minimizacion simultanea &, y de |7, y.n|| ., €StO €S,
in[|S, 24.4
min | Sl (2.4.4)
sujeto a
T syanlloe = 150l - (2.4.5)
Para modelos con multiplicativa a la salidal’, ., (s) se convierte en

To(s) := So(s)P(s)K(s). (2.4.6)

También para plantas estrictamente propias,

Toh = Loh- (247)

En el siguiente capitulo, se dan los resultados principldessta tesis, tales son la transformacion
del modelo E-L para subactuados, controladores estafiifiggpara el esquema de contmdestro-
esclavoy la solucion al problema de sensibilidad mezclada del esquie uno y dos parametros y
para el esquema de controbestro-esicavde uno y dos parametros, que se aplican como solucién

al PVTOL y Pendubot en el capitulo 4 de Sistemas subactuados.



Capitulo 3

Resultados

3.1. Introduccioén

Se muestran en este capitulo expresiones analiticasitagltales son:

= |a transformacion del modelo E-L para sistemas subactuados

= |la parametrizacion de controladores estabilizantes y llzcgm al problema de sensibilidad
mezclada, para los esquemas de control de uno y dos parémeiaca los esquemas de control

maestro-esclavde uno y dos parametros

como resultados principales de esta tesis.

En [2], se obtiene la parametrizacion de controladored#igentes para sistemas con informa-
cibn completa del estado y se usa una transformacion en flesesgacion de variables de estado.
Sin embargo, en esta tesis se usa una transformacion en elared. para sistemas subactuados,
y se logra una cancelacién parcial de dinamica y la linecitiradel sistema no lineal, para obtener
una representacion en variables de estado con la estragtury B que cumplen con la condicién
n = 2m en lasd.d. (dinamica directa) yl.i. (dinamica indirecta) (ver [3]) en un esquema de control

maestro-esclavo

17



También se obtienen resultados de la parametrizacion deolutsoladores estabilizantes y la
solucion de la ecuacion Diophantina para los controladestabilizantes de uno y dos parametros
(ver [25]) y para los controladores estabilizantes del esgude contromaestro-esclavale uno
y dos parametros propuesto. A su vez, se fijan los paraméres lque minimizan un criterio de

sensibilidad mezclada para sistemas subactuados.

3.2. Transformacion del modelo E-L para sistemas subactuaxs.

Se transforma el modelo (2.2.3) para desacoplar el efecla datrada sobre el elemento no
actuado del sistema y obtener la representacion en vagidblestado de la forma (2.2.2), pues se
requiere que lad.d.se controlen directamentedyi. sean controladas por la salida de la variable de
estado de lal.d. Para esto, se propone una matriz de transformacion que baga wna parte de
la submatrizM 1 (q(t)) [ 7(t) 0 }T de (2.2.3) correspondiente ada.. Esto es, que la submatriz
de la transformacion multiplica a la ecuacion delladenotadas poy; y ¢;, dejando como entrada
de control paray; la salida de lad.d. denotadas pog, y ¢4, asi, la transformacion logra separar al
sistema (2.2.3) en un sistema abd, ¢, Y ¢4, que controle a ld.i., ¢; ¥ ¢;, cumpliendo cada parte la
condicionn = 2m Yy de laforma (2.2.2), gracias a la transformacion del moHdlgara subactuados,

a la cancelacion de dinamica y a la linealizacion del sistema

A continuacioén, para obtener la matriz de transformaciépasticiona) ~*(¢(t)) de acuerdo a

T
las dimensiones d% () 0 ] , esto es

» 7(t) Mu(g(®) Mo(q@) ][ @
M t = 3.2.1
lal ”[ 0 ] [M21<q<t>> M22<q<t>>” 0 ] &2
3 (1) My (q(8)7(t)
M t = 3.2.2
ot ))[ 0 ] [Mm(q(tww] 8:22)



Como se muestra en (3.2.2), se presefitaen lad.i., de manera que se propofdal que
My (q(t))7(t) =0, (3.2.3)

esto se logra linealizando primetd—(¢(¢)) en los puntos de equilibrig{ = cte. y ¢. = 0)

Mii(ge) Mia(ge
M_l(Q(t))‘qe _ [ 11(¢e) 12(e) ] ’ (3.2.4)
M21(Qe) M22(Qe)
esto es solamente para obtener una matriz de transformam&tante y que tenga inversa, definida
por,
q(t) =T 'q(t)
q(t) =T7'q(t) - (3.2.5)
G(t) =T~'q(t)
Proponemos
I, 0
T = ) ] € REmx2m (3.2.6)
_M21(QE)M1_1 (qe) L,
de manera que,
Mi1(qe)T(t
TM~(q)7(t) = [ 11(6(1))7( ) ] e R (3.2.7)

dando como resultado (3.2.3). La transformacion se apli@a2a3), donde la separacion dedla.y
la d.i. se logra después de una cancelacion de dinamica apropi&da Virkalizacion del sistema no

lineal.

El modelo (2.2.3) transformado utilizando la matriz de sfarmacion (3.2.6) es,

i(t) = M (q(1)) ( [ Tt ] _ g, d) at) — G <q<t>>> (3.2.9)



donde

() =C (T—lq(t), T—l(j(t)> T, (3.2.10)

Obtenido (3.2.9), se linealiza en los puntos de equilibgio£€ cte. y ¢ = 0) y se cancela
parcialmente el acoplamiento dindmico dedasdy de lasd.i. por retroalimentacion. Asi, separando
el modelo E-L para sistemas subactuadod.diidentificado con el subindieg y end.i. (identificado

con el subindice),
a0) = [ Ga(t) ] (3.2.11)

las variables de estado dedal.se definen por,

[ 714(1) ] _ [ qa(t) ]
Toq(1) q4(t)

3.2.12
[ bt ] ) [ o) ] 3212
Toq(1) q4(t)
y las variables de estado deda. se definen como sigue,
[xu(t) ] _ [ _i(t)
vailt) ai(1) | (3.2.13)
[:&M(t) ] _ [xm(t)
T4 (t) q;(t)

Las representaciones en variables de estado asociad2sl2)¥.(3.2.13) cumplen con la condi-
cionn = 2m Yy tienen la forma (2.2.2). Por lo tanto, la matriz de transtacion (3.2.6), la cancelacion
de dinamica y la linealizacion del sistema no lineal propagshace que el sistema (2.2.3) tenga la

forma (2.2.2).

Dado lo anterior, para utilizar el esquema de contrakstro-esclayae requiere de la funcion de

sensibilidad complementaria del esquema de control de iémyedro dada en [5] de la Fig. 2.1y del



Teorema 2, esto es,

_|_
$)(In + (Y(s) = R(s)N(s)) " (X (s) + R(s)D(s))N(s) D" (s)) " K (s)
(Y(s) + X(s)N(s)D~(s)) "' Dy (s) K (s) (3.2.14)
: N

To(s) = N(s)Ng(s) (3.2.15)

+ X(s)N(s)D7(s)) " Dy(s) K, (s) (3.2.16)

por lo tanto,

T,(s) = N(s)Q(s) (3.2.17)

respectivamente.

Se muestra el esquema de contr@estro-esclavde un parametro en la Fig. 3.1, dorifigs)

representa la funcion de sensibilidad complementaria deatiimetro dada por (3.2.15) para el es-

quema de la Fig. 2.1 asociada alld. SeaP;(s) la funcion de transferencia de la representacion en

variables de estado deda. asociada a (3.2.13), y defina la planta nueva (subingide disefio,

P,(s) := Pi(s)T,(s). (3.2.18)



y(s),

Ya(s) ( B

Figura 3.1: Esquema de controbestro-esclavde un parametro.

Ademas, se muestra el esquema de comtraéstro-esclavale dos parametros en la Fig. 3.2,
dondeT,(s) representa la funcion complementaria de dos pardmetresmad3.2.17) para el esque-
ma de la Fig. 2.2 asociada adal. Utilizando estél,(s), sea (3.2.18) la funcidn de transferencia de

la representacion en variables de estado dellasociada a (3.2.13).

y(s)

e
=1 K(s) P

A 4
&
P

1%
~

A
=)
o

(%]
~—

L

Figura 3.2: Esquema de controbestro-esclavde dos parametros.

Los esquemas de contnolaestro-esclavde las Figs. 3.1y 3.2, son propuestos de manera que
la d.d sea el control maestro asociado a la parte del sistema acttggiesentada como la funcién
de sensibilidad complementaria(s). La funcion de sensibilidad complementafigs) no es la

misma en las Figs. 3.1y 3.2, pues cédas) representa la configuracion de uno y dos parametros



respectivamente, por lo tantd,(s) tampoco es la misma en ambas figuras.

Por lo queP;(s) representa la funcion de transferencia asociadd & Jaorrespondiente al control
esclavo de la parte del sistema subactuado. Donde la edleadéerencia de los esquemas de control
maestro-esclavde uno y dos parametros, es la referencia de posicion dededdd.i., por lo que
los controladores estabilizantes delld.y del esquema de controlaestro-esclavee encargan de

estabilizar y regular a la parte del sistema no actuadaadeailad.i..

En [1] representan al sistema como un sistema singularrpentgbado, donde asignan dinami-
cas rapidas a las.d.y dinamicas lentas a laki., por lo que los resultados presentados en esta tesis

son diferentes a [1], pues se asigna una misma velocidadpeeasta para lakdy lasd.i..

En la siguiente seccidn, se obtienen las formulacionesfdenldia de controladores estabilizantes

para los esquemas de las Figs. 3.1y 3.2.

3.3. Diseino de controladores estabilizantes para el esquande
control maestro-esclavo

A partir de la funcibn complementaria de un parametro dadd32.15) (ver [5]) asociada a la

d.d.del esquema de controlaestro-esclavde la Fig. 3.1, del Teorema 2 y de (2.3.15), se tiene que,

(s+a)’ | sI,

] [X(s) + R(s)D(s) (3.3.1)

donde (3.3.1) es una matriz cuadrada de dimer&iork 2m con entradas y salidas, de posicion y
su derivada (velocidad), ya que solo se requiere la infoidnade posicion que brinda el elemento
T,a,1)(s) de (3.3.1), puesto que la referencia de velocidad es cer@@.84), (2.3.14) y (2.3.17) se

tiene,

Toa1y(s) = 5 (a®Ln + Ay + Ri(s)Ly(s)) (3.3.2)

(s +a)
dondel’,(s) esta dada por (2.3.16).



Del esquema de controhaestro-esclavale un parametro de la Fig. 3.1, se tiend.tad.y la
f.c.i.de P,(s), de los resultados del Lema 1 denotados por el subirdéceontinuacion, donde el

subindicel denota a lal.i. y el subindicel denota a lal.d, estan dadas por

[)e(s) = Dl(s)
Ne(s) = ~i(8) (a® I + Ag1g + Rya(s)Ta(s)) (s:aﬁ

1 I, (3.3.3)
Ne(s) = (sta)* sl

De(s) = (a2, + Ag1a + Ria(s)Ta(s)) " B;ITy(s)
donde se asume qUe*/,, + Asig + Ria(s)Ta(s)) " € RHoe.
Asi, de (3.3.3) se obtiene la solucién de la ecuacion Diogdampara el esquema de control

maestro-esclavale la Fig. 3.1, donde los sistemas asociados éday a lad.i. que cumplen la

condicionn = 2m y laforma (2.2.2), tienen elementos escalares de maneréaggaducion propuesta

es,
Xe(s)=1| 29 = }
=) o , (3.3.4)
Yo(s) = (14 4y + (si—i)?) Bypi (a® + Agig + Rug(s)Ta(s))
donde
1o = 6a*Agy; + 4aAs; Agy; + ASM + A21iA§2i +at (3.3.5)
Tr = 6&2A22i -+ 40"’4321' -+ 4CI,A21Z‘ -+ Agm -+ 2A212‘A22i + 4&3 (336)
Y1 = Agzi + 2a (3.3.7)
Y2 = 3CI,A22Z‘ + A%22 + A21i + 3&2 (338)

siendol’y(s) y I';(s) los complementos de Schur de (3.2.15) asociadoslallg a lad.i., respectiva-
mente, dadas por (2.3.16). De esta manera, aplicar (3.8333y) en el Teorema 2 para obtener los

controladores estabilizantes de un parametro de la Fig. 3.1

El parametroa es considerado como la misma velocidad de respuesta padedlaslas d.i.,

debido a esto se obtienen los resultados (3.3.4) y (3.3.8%& &coge el parametiiacerca del ejgw



su velocidad de respuesta sera lenta, y si por el contradlegedel ejeiw su velocidad de respuesta
serd mas rapida. Lo cual tiene como consecuencia la modnlae la velocidad de respuesta y

desgaste de los actuadores.

Similarmente, respecto a la funcion complementaria de do&npetros (3.2.17) (ver [5]) para
obtener los controladores estabilizantes de.la2.3.10) en el esquema de la Fig. 3.2, de (3.2.17) y

(2.3.15) se tiene que,
b
(s +a)’

m

T,(s) =

] [Ql(s) Qg(s)] (3.3.9)

sl,,

donde (3.3.9) es una matriz cuadrada con entradas y salel@ssicion y su derivada (velocidad), y
ya que solo se requiere la informacion de posicion que behdeementd’,; 1)(s) de (3.3.9), puesto

gue la referencia de velocidad es cero, de (3.3.9) se tiene,

1

Toa,1)(s) = m

Q1(s). (3.3.10)
Del esquema de controlaestro-esclavde un parametro de la Fig. 3.2, se tienédad.y laf.c.i.
de P, (s) de los resultados del Lema 1 denotados por el subirdiamntinuacién, donde el subindice

i denota a lal.i. y el subindicel denota a lal.d,

D.(s) = Di(s)
Ne(s) = Ni()Qa(s) (s+1a)2
| [ . ] (3.3.11)

dondeQ 4(s) es tal quely,) (s) € RH.

Asi, de (3.3.11) se obtiene la solucién de la ecuacion Diotiia para el esquema de control
maestro-esclavde la Fig. 3.2, donde los sistemas asociadogiada a lad.i. que cumplen la condi-

cionn = 2m y la forma (2.2.2), sus elementos se consideran escal@&esadera que la solucion



propuesta es,
Xe(s) = | o xl}

Y;(S) =1 + (sz—/i-la) + (sj/_—i)g> Bmind(S)

dondexy, 1, y1 Y y» estan dadas por (3.3.5) a (3.3.8), siefd() el complemento de Schur de

(3.3.12)

(3.2.17) asociado a ld.i.. De esta manera, aplicar (3.3.11) y (3.3.12) en (2.3.10% phtener los

controladores estabilizantes de dos parametros de la.Rig. 3

En la siguiente seccion, se fijan los parametros librgsg para obtener estabilidad robusta y
desempefio robusto, en particular regulacion al aplicardasroladores estabilizantes, minimizando

un criterio de sensibilidad mezclada.

3.4. Sensibilidad mezclada

Se considera la minimizacion de la noria, de una aproximacion de bajas frecuencias de la
funcion de sensibilidad a la salid#,,|| ., y una aproximacion de altas frecuencias de la funcion de

transferencia de la salida a la entrada de la incertidurfitiyg, 1| ., respectivamente, (ver [3]).

Este problema involucra la minimizacion simultaned 8g|| .. y de|| T,y nll ., (2.4.4)y (2.4.5).
El problema es resuelto fijando los parametrgsq de los controladores estabilizantes, asumiendo
que la entrada de referencia de velocidad es cero. Una@plexacta a (2.4.4) y (2.4.5) para sistemas

con informacién completa del estado, se propone en el sitpiieorema,

Teorema 5.Considere la realizacion en espacio de estados dada porua@én(2.2.2)de la
planta (sI,, — A)~'B en el esquema de las Fig8.1y 2.2. Suponga ques (s) esta dado por el
Teorema 3. Sea la entrada de referencia del estado

Yar ()
. ,

ya(t) = [ (3.4.1)



£l

y los parametros libres

Ri(s) =rl,

S (3.4.2)
Ql(s) = q]m

QQ(S) =0

Entonces, los valores 6ptimos dey ¢ para un modelo de la incertidumbre multiplicativo a la

salida son,
a® (|| A1 — a®)
= o0 3.4.3
aim+ [ Aar] 849
y
azwh
= 3.4.4
1 a? + wy, ( )
respectivamente, donde
1
b=— ||a’ L + An| (3.4.5)
Wh
y
L /1 .,
m=— (—||20* L, + An | —b) . (3.4.6)
a Wh
AAA

Prueba. La funcién de sensibilidad complementdfids) en la configuracion retroalimentada de

un pardmetro esta dada por (3.2.15) en la Fig. 2.1 (ver [&fodjue,
R(s) = | Ru(s) Rals) |} € RHa (3.4.7)
dondeR;(s) =rl, Yy Ry(s) = 0.

Entonces, de (2.3.15), (2.3.14) Ni(s) de (2.3.10), la aproximacion de altas frecuencias de
(3.2.15) es,

(3.4.8)

1 0 0
Toh ~ —
Wh | a’l, + Aoy + 11, 2al,, + Ass

y la aproximacion en bajas frecuencias de la funcion sditiddia la salida,

So(s) = I, — Ty(s) (3.4.9)



es

(3.4.10)

respectivamente.

Dado que la funcién de sensibilidad complement&sia) en la configuracion retroalimentada de

dos parametros esta dada por (3.2.17) en la Fig. 2.2 (ved&dp que,
Q(s) = | Qi(s) Qxﬁ]}e%Hw (3.4.11)
dondeQ;(s) = ql,, y Q2(s) = 0.

Entonces, de (2.3.15) la aproximacién de alta frecuenc{8.@€l7) es

0 0
T, ~ (3.4.12)
Wh | ql,, O

y la aproximacion en baja frecuencia de la funcion sendunilia la salida, definida por (3.4.9), es

Ipy— %I, 0
Sy~ a? . (3.4.13)
0 I,

De manera que, de (3.4.8) y (3.4.10) y como la referencia beidad es cero, las submatrices

gue contienen al parametro libre de la configuracion de uimpetro, tales son

HToh(Q,l)HOO ~ i ||@2Im + Agy + TImHOO
[Sata.n) [l = 22 | (G2 Lim = Im) A |

de igual manera, de (3.4.12) y (3.4.13) y como la refereneieetbcidad es cero, las submatrices que

, (3.4.14)

contienen al parametro libre de la configuracion de dos petrés) los cuales son

1Tonenll ~ 2 lal
[Satan o & |1 = %]

a

(3.4.15)

Asi, (3.4.14) y (3.4.15) tienen una solucién

|Tonen |l = [Saranll (3.4.16)



en el punto de interseccioén de las dos lineas rectas moseadas Figs. 3.3 y 3.4, de los parametros

ry q respectivamente.

Esto es, de la Fig. 3.3 se obtiene el resultado de la ecua®ié:3), y de la Fig. 3.4 se obtiene el

resultado de la ecuacion (3.4.4). [ |

AR

[Sor(1,1)lloo

thH2CLZIm -+ A21Hoo
wihHaQIm + A21||oo

/ ||Toh(2,1)||oo

Figura 3.3: Sensibilidad mezclada en funcién del parametro

||Sol(1,1) ||oo

HTohHoo

Figura 3.4: Sensibilidad mezclada en funcién del paramgetro

Aunque la solucion del Teorema 4 no es Unica, la solucionyasa asegura que existe un punto



de cruce en las Figs. 3.3y 3.4, puesto fiig1,1)|| _ alcanza su minimo valor conforme los paramet-

rosry ¢ se incrementan.

Ademas, para las soluciones de los parametrog propuestas, para la restriccion

1oz e = 1Sorn | (3.4.17)

que como se mostrard, puede minimizarse simultdneamaerltegaeccion apropiada de los paramet-

ros de controb y wy,.

De las ecuaciones (3.4.3) y (3.4.14) se tiene,

|| ( (A2l — a®b)
S, N =S —1)A 3.4.18
H l(LDHOO a2 <a4m+HA21Hoo 21 . ( )
y de las ecuaciones (3.4.4) y (3.4.15) se tiene,
Wh
S, ~ |1 — , 3.4.19
a0l = |1- 72 @419)
en la configuracion retroalimentada de uno y dos pardmetspectivamente.
Siw;, — 00, entonces
b
—0 (3.4.20)
m

por lo tanto,|r| — a*y del Teorema 3, sir| — a2, los controladores son inestables. Asi, para
a suficientemente pequefia tal que se preserve la estabilel#mk ccontroladores, el problema de
sensibilidad mezclada se resuelve incrementand®e manera que cuandg — oo, las ecuaciones

(3.4.18) y (3.4.19) se hacen cero, puesto que entre masegsaad; mas se aproxima g,,.

3.5. Sensibilidad mezclada para el esquenraaestro-esclavo

Se presentan resultados del problema de sensibilidad adezatilizando el Teorema 5 para el
esguemanaestro-esclaycen las configuraciones retroalimentadas de uno y dos pacsrae las

Figs. 3.1y 3.2, siguiendo la metodologia de la seccion 3.4.



De (3.3.4), (3.3.3) W, (s) dado en (2.3.19), siendo
R@ﬁdﬁ@:[mhlone%%x (3.5.1)

se obtiene la funcion de sensibilidad complementarial3)ale la configuracion retroalimentada de

un parametro del esquemaaestro-esclavde la Fig. 3.1. Cuya aproximacion en altas frecuencias es

1

Toeh ~ —3
Wh

. 0], (3.5.2)

To+ red, 11

y la aproximacion en bajas frecuencias de la funcién sditkdia la salida,

Soc(8) = In — Toy (3.5.3)
es,
=t (zo — 5 As;) —
Sout & [ o (@0 = g dons) —m ] (3.5.4)
0 1,
respectivamente.
Ademas, de (3.3.12), (3.3.11)N,(s) dada en (2.3.19), siendo,
Qs) = Qels) = | qulu 0 |} € RMs (3.5.5)

se obtiene la funcibn complementaria (3.2.17) en la cordigan retroalimentada de dos parametros
del esquemanaestro-esclavde la Fig. 3.2. Cuya aproximacion en altas frecuencias es
1 0 O
Toeh ~ -3 ) (356)
Wy | gl O

y la aproximacion en bajas frecuencias de la funcion sditkdia la salida,
So.(8) = Iy — To (3.5.7)

€s,

(3.5.8)

Ly — %1, 0
SOEl N [ a4 ]

0 I,



respectivamente.

De manera que, de (3.5.2) y (3.5.4) y como la referencia aeikld es cero, las submatrices que
contienen al parametro libre de la configuracion de un parantales son,
To ~ l To + Te]m
1Soaan oo = 1 (5 A2 — o) ||
de igual manera, de (3.5.6) y (3.5.8) y como la referenciaaliecidad es cero, las submatrices que

contienen al parametro libre de la configuracion de dos petrés) los cuales son,

To ~ L e
el 2 1 = Frde]
Asi, (3.5.9) y (3.5.10) tienen una solucion
[ Tocnzn || = [[Soctin | (3.5.11)

en el punto de interseccioén de las dos lineas rectas moseadas Figs. 3.5y 3.6, de los parametros

ry q respectivamente.

Esto es, de la Fig. 3.5 se obtiene el resultado para el esgdemantrolmaestro-esclavde un

parametro,

(a'wp — a®) ||%oll

a* (||lzo + a'l| o = [|%ollo) — @i ([la® Azsi = Toll o = ll7ollc)’

(3.5.12)

Te =

y de la Fig. 3.6 se obtiene el resultado para el esquema dektoraestro-esclavde dos parametros,

atw?

.= . 3.5.13
= g ( )

Todos los resultados obtenidos en este capitulo, se agicahsiguiente capitulo Sistemas sub-
actuados, donde se observa la aplicacién de los contreladmtabilizantes, el esquemaestro-

esclavg fijando sus parametros libres de acuerdo al criterio dalsbdad mezclada.



allzollos

||Sol(1,1) ||oo

w%sto + a?20Agp; [l
1

1 :
—3||T :
» [N

2 -1 r

Figura 3.5: Sensibilidad mezclada en funcion del parameten el esquema de controiaestro-
esclavo

1
||Sol(1,1)||oo
at
HTohHoo

Figura 3.6: Sensibilidad mezclada en funcion del paramgten el esquema de controiaestro-
esclavo



Capitulo 4

Sistemas subactuados

4.1. Introduccion

En [1] se menciona que la motivacion por el estudio de losmsias subactuados son los sistemas
mecanicos autdnomos asi como vehiculos submarinos y pamaes. Estos sistemas son a veces
subactuados por disefio o por falla en algin componentengmiasi menos actuadores que grados

de libertad.

Los helicopteros son sistemas multivariable que reprasent reto para los ingenieros en control,
es por esto que en [1] usan un Tandem Fan (Ventiladores elelBaem una plataforma de tres grados
de libertad, que emula las caracteristicas de los heliciptgo Tandem. En [1] utilizan un control
gue cancela dinamica en el sistema E-L y separa en dinandipakas y lentas representadas como

sistema singularmente perturbado, usando la técnica deotda [23].

En la tesis de [4], se presenta el disefio y control de un rabdbd enlaces subactuado llamado
Pendubot, donde se dan detalles del disefio del Pendulmttieislo el enlace de los componentes 'y

la interface con la computadora usada como controlador.

En [4] la identificacién de los parametros del Pendubot esptetada por un método solido de

34



modelado, una solucién de minimos cuadrados para la ecudeignergia de los enlaces y una técnica
reducida de minimizacién. Con los parametros identificachmglelos mateméaticos son desarrollados

para facilitar el disefio del controlador.

Uno de los objetivos de control de [4] al igual que en estastes llevar los eslabones desde
Bottom Position (Posicion Inferior) hasta Top Positiongiewn Superior), esto es desde la posi-
cion de ambos eslabones desde abajo hasta el punto de eguildstable de la posicion de los
eslabones en la posicion vertical hasta arriba. Dos atgositde control son usados en el trabajo de
[4], linealizacion por retroalimentacion parcial paramlmije inicial y linealizacion de las ecuaciones
dinamicas en el punto de equilibrio inestable para el cod&dalanceo en Top Position. Asi, como

las técnicas de asignacion de polos y LQR son usadas pafdeeontrolador estabilizante.

En [24] se desarrollaron técnicas de control Robusto de Bajien Dinamico (RBOD) para sis-
temas MEMS con pardmetros concentrados e invariantes émgld, ademas se hace un analisis
detallado de la teoria y su aplicaciéon al sistema electramieo subactuado Pendubot, las dinami-
cas no modeladas tales como las no linealidades del Penskilconsideran dentro del conjunto de

incertidumbres admisibles.

Los sistemas lineales invariantes en el tiempo subactuagossentan un reto de control, pues
se requiere obtener desempefio ante perturbaciones ednodrtes, ademas se requiere de buenos
modelos matematicos que representen las dinamicas dwhsistque la energia de la incertidumbre

sea acotada.

En la siguiente seccion, se usan los resultados del capittdsior en los sistemas subactuados

PVTOL (Planar Vertical Take Off and Landing Pendubot.



4.2. PVTOL

4.2.1. Introduccion

En esta seccion, se utiliza como ejemplo el modelo subact"@OL cuyo diagrama se muestra
en la Fig. 4.1 (ver [1]), donde(t) representa la distancia de la posicion horizontgl) es la altura
y ¢ (t) es el angulo de giro. El PVTOL es un sistemas subactuado epue dios controles, un control
para la elevacion y otro de giro, mientras que el movimiertaesplazamiento es controlado indi-
rectamente por el control de giro. Este es un ejemplo iltigtraen el cual se simula el despegue y

aterrizaje vertical de un avién en un plano.

w

Figura 4.1: PVTOL.

El procedimiento a seguir en esta seccion es cancelar lmdiad las ecuaciones de movimiento
resultantes son una cadena de integradores, a partir dedles se emplean los resultados obtenidos

del capitulo anterior.
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4.2.2. Desarrollo

El modelo E-L no lineal (2.2.3) de la Fig. 4.1, donde

q(t) = | y(t) (4.2.1)
U(t)
es,
i(t) sen((t))ur(t)
g(t) | = | cos(v(t))ui(t) +1 |- (4.2.2)
(1) us(t)

Los movimientosy(t) y v (t) son controlados directamentezyt) es controlado usando(t)
como entrada de control indirecta. Aplicando la ley de @inpropuesta en [1]
—1+1(t)

Ul(t) ] _ [ cos(y(t)) ] (423)
us(t) Us(t)
gue cancela una parte de la dinamica en (4.2.2), se tieneddlmdel PVTOL de la forma

i(t) tan(y(t)) (41 (t) — 1)

gt) | = iy (t) (4.2.4)
u(t)

de manera que queda distribuidoad. paray(t) y ¥ (), y end.i. paraz(t). De (4.2.4), se propone

gue en estado cuasi-estacionario,

U(t) = tan(ves(t)) ", (4.2.5)
donde
o a(t)
Ves(t) = ) -1 (4.2.6)

para cancelar el resto de la dinamicaidg en (4.2.4), asi,

gty | = | w(t) |, (4.2.7)



el sistema anterior es una cadena de integradores, al caai@ean los resultados obtenidos en el

capitulo 3 como sigue. Para (4.2.7), se definen,

& (4.2.8)

T (4.2.9)
y

() = %(t) o di(t) = ¢alt)

Pa(t) = (1) Un(t) = s (t)

respectivamente. Asi, las representaciones en variablestddo de lag.d.y(t) y «(t), y de lad.i.

(4.2.10)

x(t), son, i ) o -
in(t) | [0 1 1 (t) 01l -
[ alt) = 0 0| | o) + 0 Ya(t) (4.2.11)
[ 2O I U L I R (4.2.12)
%) ] L0 0] [w®)] [1]
[Wt) ] = [0 ! ] [wl(t} LY (1) (4.2.13)
y(1) 0 0 a(t) | 1

gue tienen laforma de (2.2.2), los elementos de las submestt|; = Ay = Ay, =0y Ay = B, =
1. Resolviendo el problema de sensibilidad mezclada en ureesg de control de un parametro, para

obtener estabilidad y desempernio, siendo 10 y w;, = 1000, de (3.4.3),
r =—100 (4.2.14)

dado que este valor devuelve inestable al controlador estabilizante, ya glie+ o de acuerdo al

Teorema 3, se hace una pequefia aproximaciénparandor| — a2, esto es,
r=—100+1= —99 (4.2.15)

garantizando que el controlador estabilizante sea estable



Ahora bien, aplicando el Lema 1 l&€.d.y lasf.c.i. de lasd.d. y(t) y ¥(t) y lad.i. z(t), y la

solucién de la ecuacion Diophantina dada por (2.3.11), son,

1
No(s) = Ny(s) = Ny(s) = 51052 [ } ] (4.2.16)

2

Dy(s) = Dy(s) = Dyls) = 5

~ i i 1
No(s) = Ny(s) = Ny(s) = 51052 [ . ] (4.2.17)

Da(s) = Dy(s) = Dyls) = s

Xo(9) = X, () = Xp(s) = [ 100 20 | w218)
Ya(s) = Yy(s) = Yy(s) =1
donde (4.2.16), (4.2.17) y (4.2.18) perteneceiité,, respectivamente. Utilizando (4.2.16), (4.2.17)
y (4.2.18) en (2.3.19), siendo,

Fals) =rim } € RH.., (4.2.19)
RQ(S) =0

y de (2.3.18), se tienen los controladores estabilizargesndparametro estables para ¢thd en el

esquema de control de la Fig. 2.1,

— | s%+2000s+10000  20s24400s+2000

K,y (S) [ 5242054199 5242054199 (4.2.20)
— | s242000s+10000  20s>+400s+2000

Ky(s) [ 52+205+199 52+20s+199 ' (4.2.21)

Se utiliza el esquema de contrabestro-esclavde un parametro de la Fig. 3.1, paralla z(t)
que es controlado por k&d. ) (t). Asi, laf.c.d.y f.c.i. dadas en (3.3.3), y la solucion de la ecuacion
Diophantina presentada en (3.3.4) para el esquema de koratestro-esclavde un parametro de la

Fig. 3.1, dond€,(s) es la funcibn complementaria de un parametro dado por &.8ellad.d.y(t)



y ¥ (t),y Pi(s) es la planta de ld.i. z(t) en (3.2.18), es,

1 2
_ 1 : — s
Ne(s) = Gy [ . ] » De(8) = 200551000

2

I _ s
De(s) = rmns7io0 2
N (s) = 52+42000s+10000
e 5646055 +150057+2000053+1500005%+6000005+1000000

Xo(s) = | 10000 4000 |

Y. ( S) _ s%42040s53+90600524-1600000s+6000000
e - s14+40534600s244000s+10000

§

€ RH... (4.2.22)

Asi, utilizando (3.5.12) se fija el parametro libteresolviendo el problema de sensibilidad mez-

clada para el esquema de control maestro-esclavo de un gtapéae la Fig. 3.1. Como el elemento

Ayy; es singular, su inversd,) — oo, por lo tanto, se propone el siguiente parametro libre del

esquema de contrahaestro-esclavde un parametro,

re = 0.

(4.2.23)

De manera que, sustituyendo (4.2.23) y (4.2.22) en (2.3&®btiene el controlador estabilizante

de un parametro para el esquema de comiaéstro-eslcavde la Fig, 3.1,

s* +40s 4+ 600s? 4 4000s + 10000

K.(s) =

st +2040s3 4+ 9060052 + 1600000s + 6000000

10000
4000

] . (4.2.24)

Se quiere llevar de la posicion o condiciones inicialés) = 0y y(¢) = 0, a la posiciones

deseadas;, = 3y y; = 7, luego ar; = 6y y; = 14, y por ultimo llevandolo a la posicion; = 12

y yq = 0. La Fig. 4.2 muestra una visualizacion del movimiento deseke la Fig. 4.1, que implican

las posiciones deseadas dadas.
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Figura 4.2: Visualizacion del movimiento deseado para el®V linealizado.

X

Usando MATLAB Simulink, en la Fig. 4.3 se muestra el esquemaahtrolmaestro-esclavde
un parametro con perturbacion aditiva a la satigacuyad.d.esi(t), y lad.i. esz(¢). Mientras que

lad.d.independiente eg(t).

L

Perturbacin

I
:

[

Paosicicnes

i
F3
5
l ¥y
R
= BB
i
Fa
s
o

l‘l" YYYY

Figura 4.3: Esquema de MATLAB Simulink, simulacion del PMT{healizado.

Se muestra a continuacion en la Fig. 4.4 la simulacion @ddipara este ejemplo de cadena de

integradores, como caso lineal del PVTOL en el esquema dalasiian de la Fig. 4.3, dadas las



posicione

Posicion

Error

s deseadas semejante al movimiento de la Figcagherturbaciones a la salida

|
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Tiempo (seg.)

Figura 4.4: Simulacion de posiciones deseadas del PVT@hlirado.

|
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Tiempo (seg.)

Figura 4.5: Simulacion del error de la posicioael PVTOL linealizado.
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Figura 4.6: Simulacion del error de la posicigdel PVTOL linealizado.
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Figura 4.7: Simulacion del error de la posicidrdel PVTOL linealizado.



En la Fig. 4.4, se observa que efectivamente se siguen &enefas de:(t), y(t) y ¥ (t). Siendo
las d.d. y(t) y ¥(t), y la d.i. z(¢t) controlada por lad.d. ¢)(¢) con un controlador estabilizante en
el esquemanaestro-esclavde un parametro, aplicado en la Fig. 4.3, resolviendo unl@nod de
sensibilidad mezclada para obtener desempefio y estahilittnuando la perturbacion aditiva a la

salidad,.

Enlas Figs. 4.5, 4.6 y 4.7, se observa el error de las posisidn), y(t) y ¢ (t) respectivamente.
La adicién de una perturbacion a la salida de la planta y ab@amhas referencias a las posiciones
deseadas, el error se presenta pero converge a cero, ddbgloantroladores estabilizantes y a la

sensibilidad mezclada.

Si se incrementa, la velocidad de respuesta del controlador en el sistemaass@pida y de-
manda mas energia en los actuadores, por lo cual, se defareocl valor deseado dedel sistema

dependiendo de las caracteristicas admisibles del sistema

En la siguiente seccion, se aborda otro ejemplo para estadesde se aplican los resultados del

capitulo 3 para controlar al sistema no lineal Pendubot.

4.3. Pendubot

4.3.1. Introducciéon

En este capitulo, se abordara el ejemplo del sistema aieetdnico subactuado denominado
Pendubot, ya que este sistema cuenta con el acoplamieréalesteslabones; el primer eslabon esta

conectado al actuador y el segundo eslabén depende de ¢t&dposmovimiento del anterior.

Debido a que se desea un alcanzar punto de operacion iregbBendubot es un ejemplo mas
de estudio para aplicar la teoria de control. Se procedeapkrar la transformacion del modelo

E-L de la seccion 3.2, en el modelo E-L para subactuados dadb @pitulo 2 de Antecedentes.



Posteriormente se aplican los resultados sobre senaitbifitezclada de la seccion 3.4, el esquema
maestro-esclavparalad.d.y lad.i. de la seccion 3.5y la obtencién de los controladores eitabies

de dos parametros de la seccién 3.3, con el fin de obtener deBery regulaciéon. El objetivo es
llevar ambos eslabones desde Bottom Position (Posici@nidnf (3; = 5* y ¢, = 0) a Top Position

(Posicion Superior)fg = 5 y ¢2 = 0) con respecto a la Fig. 4.8.

Finalmente, mostrar los resultados obtenidos en la sindulasbservando el comportamiento del
controlador lineal disefiado en el sistema no lineal. Enda&B se muestra el diagrama utilizado del

sistema Pendubot (ver [4]).

4.3.2. Desarrollo

Se da la ecuacion dindmica dada en [4] en la forma E-L dadapdacion (2.2.3), donde

M(q(t)) = 0, j;@i; QCfscqos(gg(t) 0y + 939(308 ¢ (t) ] (4.3.1)
oy | —Oasin(ga(?))da(t)  —0ssin(ga(t))g2(t) — O3 sin(g2(t))q: (1)
Clq(t),q(t)) = [ 6 sin(ga(t))is (0 . ] (4.3.2)
Clal®) = [ 19 ¢05 01 (1) + 059 cos(a (1) + (1)) ]
059 cos(qi(t) + g2(t)) (4.3.3)
o(t) = Qi (t) ]
(1)
siendo, - i ]
0, 0.0761
0y 0.0662
s | = | 0.0316 (4.3.4)
0, 0.9790
I 05 I 0.3830 |

dond891 = mlel + mQL% + Iy, 6 = m2L22 + Iy, 03 := mol L., 04 ;= miLy + maly Yy

05 := myL.2, m; €s la masa del eslabénl; es la longitud total del eslabdnL.; es la distancia al



centro de masa del eslab@n; es el momento de inercia del eslab¢alrededor de este centroide y

g la aceleracion de la gravedad.

Figura 4.8: Pendubot.

Se obtiene el modelo E-L transformado para subactuadosdoda matriz de transformacion
dada por (3.2.6), obtenida a partir de la linealizacion enpontos de equilibrio de Top Position
(Posicion Superior) del elemenid —!(¢(t))7(t), esto es,

1 0

02403
2 1

T =

s T = ! . 4.35
B —(02403) 1 ( U )
02

y el modelo E-L transformado subactuado dado en (3.2.93lirelo en los puntos de equilibrio de

Top Position (Posicion Superion),(= 7 Y ¢ = 0) a partir de (4.3.5), queda como sigue,

Q) = _(9)9(195295__9;294)471 () - 7&} gieiegz% 20+ 55 9292_ 0 (4.3.6)
—(9)(0305 — 5) _ 0205 — 0,0505) _
QQ(t) _ (9‘9)2(59319‘92 _9;§6;29 )q1< ) . (9)6(2(39162 _165) )q2< ) (437)

Entonces, la representacion en variables de estado dehsistsociado a kdd.dada por (4.3.6),

se desarrolla como sigue: se propong) de manera que cancele una parte de la dindmicg(de



al

en (4.3.6), esto es,
(0165 — 63)7:(t) n (9)(0505)

% o Ga(t). (4.3.8)

1 (t) =

Asi, sustituyendo (4.3.8) en (4.3.6), se tiene que,

—(9) (0365 — 0204)

S = = (1), 4.3,
Definiendo para la.d.dada por (4.3.9)
m1a(t) = Q(?) ?ld(t) = 72a() , (4.3.10)
Taa(t) =7, (1) 2q(t) = 7, (1)
la representacion en variables de estado diedzes,
T1a(t 0 1 T1q(t 0| _
[ .ld( ) ] - —(9)(0305—0204) [ ld( ) ] + [ ] Tl(t)' (4311)
Z’Qd(t) W 0 Igd(t) 1
Asi, definiendo para ld.i. dada por (4.3.7),
malt) = R(0) _ #ul) = al?) (4.3.12)
2i(t) 1= Q5 (2) 9i(t) = o (t)

la representacion en variables de estado dd.lan la cual su entrada es la posicion dé.th (x1,4(t))

del primer eslabon, esto es,

a1i(t) 0 1 21(t) 0
[ J};(t) ] B [ _((9)(9395—619295)) 0 ] [ J};(t) ] + |: —(9)(6205-010205) :I .Tld(t), (4313)

02(0102—63) 02(0102—03)

donde (4.3.11) y (4.3.13), tienen la forma (2.2.2) y cumglem la condiciom = 2m.

Resolviendo el problema de sensibilidad mezclada parddggrarametros y ¢ dados por (3.4.3)

y (3.4.4) respectivamente, ambos definidos en (3.4.2),ga@ntrolador de dos parametros dado en

(2.3.10) en el esquema de control de la Fig. 2.2, padadadada por (4.3.11), con un= 80 y una
wyp = 1000, se tiene que,

rq = —6487.7 (4.3.14)



q = 864.8649 (4.3.15)

Laf.c.d.y laf.c.i. dadas por (2.3.8) y (2.3.9) respectivamente, y la soluc&ladcuacion Dio-

phantina dada por (2.3.11) dedal.dada por (4.3.11) es,

N 1
Nats) = Niufs) = b [ ; ] Pule) = 555

~ 2 RH o, (4.3.16)
Duls) = it
Xy(s) = [6527.9 160} Yy(s) =1 )

ylaf.c.d.ylaf.c.i.dadas por (2.3.8) y (2.3.9) respectivamente, y la solucida écuacion Diophanti-
na dada por (2.3.11) de thi. dada por (4.3.13) es,

1 2
Ni(8) = iy [ ] Dy(s) = 201763521
S

(5+80)2 (5+80)2
_ . 56.721 RH . (4.3.17)
Pl = TR M) = e [ 56.721 ]
. S

Xi<5):[6456.7 160] Y;(s) = 56.7210

Utilizando (4.3.16), (4.3.14) y (4.3.15) en (2.3.10) dedemma de la Fig. 2.2, se obtienen los

controladores dos parametros pard.lid,

— | 40.25524104400054+42610000  160s2+256005+1024000
Ka(s) [ 21 1605+12890 5241605412890 (4.3.18)
y
— | 864.9524138400545535000
Kra(s) [ s2+1605-+12890 0 } ' (4.3.19)

La funcion sensibilidad complementaria de dos parametsts @ada por (3.2.17), ld.d. por
(4.3.11) y el pardmetro libre por (4.3.15) utilizados ensgjleema de contrahaestro-esclavde dos
parametros de la Fig. 3.2, donde se resuelve el problemandéiielad mezclada para el esque-

mamaestro-esclavde dos parametros. Entonces, la funcién de sensibilidagleonentaria de dos



parametros de ld.d.en el esquema de la Fig, 2.2, es,

8649 [1 0
T,(s) = 1807 [ o ] . (4.3.20)

De (4.3.20) se toma el elemerity, ), ya que es la informacion que brinda la posicion del eslabon
¢1(t), y que se pueda multiplicar por fa.d.y la f.c.i. de lad.i. (4.3.17), puesto que los demas ele-
mentos de (4.3.20) contienen informacion de la derivada gesicion y su referencia es considerada

cero, esto es,
864.9

s (4.3.21)

To(l,l)(S) =

Los parametros libres, y ¢. dados por (3.5.12) y (3.5.13) respectivamente, en el esgukm
controlmaestro-esclavde dos parametros de la Fig. 3.2, con los mismos valores-d80 y w;,, =
1000, son,

re = 10847000 (4.3.22)

ge = 39348000. (4.3.23)

Del esquema de la Fig. 3.2, se obtighgs) dado por (3.2.18) a partir de (4.3.21)3/(s) de la
f.c.d.y laf.c.i.de lad.i.. Por lo tanto, ld.c.d.y laf.c.i. dados por (3.3.11) d&,(s) y la solucién de la

ecuacion Diophantina propuesta en (3.3.12) son,

1
Ne(s) = :
€ 54432053 43840052 +204800054-40960000 s
__ 0.00002038s2 —0.001156
De(s) = (51802
Ne(s) = o0 H e (4.3.24)
€ T 57432053 43840052 420480005+40960000 s oo T

82— .
() =

D,
X = [ 43141000 2066000
Y., =

__ 49060s24-15700000s4-1887000000
(s+80)2 Y,




Asi, sustituyendo (4.3.24) en (2.3.10) se obtienen losrotatores estabilizantes de dos paramet-
ros en el esquema de control maestro-esclavo de la Fig.8@8&¢pmodelo lineal transformado (4.3.6)

y (4.3.7), estos son,

11015%43.168x10°5%4+3.517x107 52 +1.799%x 109 54+3.594x 1010
K. = 544+48053+9.606%x 10452 +8.201x 106 5+2.353x 108 (4 3 25)
¢ 42.125%+1.348x10%s3+1.617x10%5248.626x 107 s4+1.725x 10° T
521+4805349.606x 10452 +8.201 x 1065+2.353 x 10°

802.15%4+2.567x10°53+3.08x107 s24+1.643x10°5+3.285x 1010
4 3 4 o2 6 8
Kre(s) — s*4+4805249.606x 10*s2+8.201 X 10°542.353 x 10 ) (4326)

0

En la Fig. 4.9, se muestra la implementacion del esquema keotonaestro-esclavo de dos
parametros en el programa de MATLAB Simulink. En la Fig. 4s€E0muestra la simulacion corre-
spondiente a las posiciones de los eslab@ngss,, y con una perturbacion a la salidagey en la

Fig. 4.13 se muestra la animacion de [4] del Pendubot.
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Figura 4.9: Sistema de contnwlaestro-esclavde dos parametros del modelo lineal del Pendubot.



Radianes

Error

4
A T s
37!‘ I- ‘Ll _
" i! E — %
' Al '
o1 1 ! 1 ! |
P W F Y e I
1 -~ |I [ lI ‘,,‘
iH g 1’ 4
' Y i
! 4 u
OH— A . -
]
1
_1r .
]
_2 | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Tiempo (seg.)
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Figura 4.11: Error de posicion del eslabgrdel modelo lineal del Pendubot.
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Figura 4.12: Error de posicion del eslabgrdel modelo lineal del Pendubot.
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Figura 4.13: Animacion del modelo lineal del Pendubot.

En el esquema de la Fig. 4.9, se observa que se quita una ceacpEna la entrada dg(¢)
correspondiente a ladi., ya que sin esta compensacion el eslalpamo sigue a la referencia deseada
q24, SiNO a la referencig; ~ 7. En la Fig. 4.10, se observa que la perturbacion.ees atenuada
gracias a que el problema de sensibilidad mezclada es t@sGemo se puede observar en las Figs.

4.11,4.12 y 4.13, existe un error en estado estacionarestpuue (3.5.13) no es la Unica solucion,



se propone aplicar una ganancia heuristica obtenida exgetalmente a (4.3.23) para obtener una

mejor regulacion, esto es,

ge = 5 * (39348000), (4.3.27)
con lo cual,
5(802.154+2.567x 10°53+3.08 x 107 52 +1.643 x 10% 5+3.285x 101 0) T
K (8) _ 5%4+4805349.606 x 10452+8.201 x 106 5+2.353 x 108 (4 3 28)
re - . .
0

Se observa mejoria en las posiciones de los eslabgnes € y ¢, = 0) del modelo lineal del
Pendubot en las graficas de las Figs. 4.14, 4.15, 4.16 y 4ebidala que el parametro que afecta a
la regulaciéng, es mas grande y a la compensacion substraida a la entradaldatadel eslabon
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Figura 4.14: Posiciones de los eslabomeg ¢, del modelo lineal del Pendubot, en Top Position.
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Figura 4.15: Error de posicion del eslabgrdel modelo lineal del Pendubot, en Top Position.
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Figura 4.16: Error de posicion del eslabgrdel modelo lineal del Pendubot, en Top Position.
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Figura 4.17: Animacion del modelo lineal del Pendubot, em Fosition.

A continuacion se muestran simulaciones, en donde se usarofdroladores lineales de dos
parametros y los controladores del esquema&stro-esclavde dos parametros obtenidos, para apli-

carlos en el modelo E-L no lineal del Pendubot dado por (2y2(3.3.3).
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Figura 4.18: Sistema de controbestro-esclavde dos pardmetros del modelo no lineal del Pendubot.
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200 \

150 q

100

50

-100 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12

Tiempo (seg.)

Figura 4.20: Error de posicion del eslabgrdel modelo no lineal del Pendubot.
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Figura 4.21: Error de posicion del eslabgrdel modelo no lineal del Pendubot.
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Figura 4.22: Animacion del modelo no lineal del Pendubot.

Como se muestra en las graficas de las Figs. 4.19, 4.20, 4.2Rynb se obtiene un resultado
admisible, puesto que en la Fig, 4.22 el Pendubot tiene usiaipo no realizable, ya que el eslabdn
¢2(t) es no actuado y no puede tener esa posicion, aunque la adimaacio presente. De manera que

se opta por mejorar la regulacion, aplicando una gananaiddtiea obtenida similarmente al modelo



lineal para obtener un resultado admisible, de manera que,

ge = 15.35 % (39348000), (4.3.29)
para el cual,
15,35(802.15%4-2.567x 10° 53 4-3.08 x 107 5% 4-1.643 x 10° s4-3.285x 101 0) T
K (S) _ 54448053 +9.606 x 104 524+8.201 x 106 5+2.353 x 108 (4 3 30)
re = . 3.

0

Por lo que se observa una mejoria en las posiciones en lasagréle las Figs. 4.23 y 4.26,
gracias a que el parametip afecta a la regulacién es mas grande (4.3.29). Una desaeatafjue
en el modelo no lineal del Pendubot, los controladores tandas tiempo en llevar al sistema a los
puntos de referencia deseados con respecto a la Fig. 4.4queaen la Fig. 4.26 se visualiza la
posicion deseada Top Position (Posicion superigr 5 y ¢> = 0), no es la referencia de los puntos
de equilibrio deseaday{ = 523.0447 y ¢» = —766.5078), pero se logra la posicion Top Position

(Posicion superior).
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Figura 4.23: Posiciones de los eslabomeg ¢, del modelo no lineal del Pendubot, en Top Position.
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Figura 4.24: Error de posicion del eslabgrdel modelo no lineal del Pendubot, en Top Position.
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Figura 4.25: Error de posicion del eslabgrdel modelo no lineal del Pendubot, en Top Position.
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Figura 4.26: Animacion del modelo no lineal del Pendubofl@m Position.

En las Figs. 4.19 y 4.23, se preserva la estabilidad delnsésstn lazo cerrado a pesar de las
dinamicas no lineales, debido a la solucion del problemaudgikilidad mezclada y de la parametrizacion

de los controladores estabilizantes.
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Figura 4.27: Energia aplicada a eslalgue ;.

De la Fig. 4.27, se observa la cantidad de energia requesidagpcontroladores que necesita el



motor del eslabon,, por lo cual es inadmisible. Esto se debe al valor elevadpatémetra:, y dado
gue este valor elevado se requiere para el desempefio, elladot es teéricamente aplicable global-
mente, pero no lo es practicamente. Es indispensable urotamhdr no lineal o un lineal variante en
el tiempo que lo acerque al punto de equilibrio, para luegoragar al controlador disefiado en esta

tesis cerca de los puntos de operacion deseados.

En el siguiente capitulo, se presentan las conclusionexiddd tesis, asi como de los resultados

obtenidos, y también de los ejemplos mostrados y sus régestmulaciones.



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

Se consideran sistemas MEMS, de parametros concentraldoy, fuertemente estabilizables
con una realizacion estabilizable. En particular, se cdanan sistemas linealizados Euler-Lagrange
completamente actuados. Los estados estan dados por tdsmwadas generalizadas de posiciony de

velocidad.

Esta clase de sistemas se requiere transformar para ssstevectuados, tal que en un esquema

maestro-esclavo cada parte tenga una estructura de lagapaeion en variables de estado dada.

El enfoque utilizado es aplicar resultados algebraicosesaba planta en términos de su real-
izacidn en espacio de estados. Se presentan factorizaciopemas derecha e izquierda sobre el
conjunto de funciones racionales propias y estables. Agesegpropone una solucion de la ecuacion
Diophantina para sistemas con informacion completa datlesty expresiones analiticas para la fa-

milia de controladores estabilizantes de dos parametana,g) esquema de contrbestro-esclavo

En este esquema el maestro esta asociado a dinamicas quetrsdanodirectamente, y estas
variables se utilizan para controlar las dinamicas intli®asociadas al esclavo. Se dan condiciones
para obtener un controlador estable. Ademas, se preseqgegs®nes analiticas para los paramet-

ros libres, resolviendo un criterio de sensibilidad medalpara sistemas actuados con informacion
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completa del estado y sistemas subactuados en el esquematide maestro-esclavo

Los resultados muestran que se logra desempefio y estdbiigiante sensibilidad mezclada es-
tabilizando al sistema a pesar de las perturbaciones ardarde la planta de Gi. e incertidumbres
gue son atenuadas, y se tiene un pequefio valor del erroragloesttacionario en la salida regulada;
en el caso del Pendubot el error es mucho mayor, a pesar de dogra la posicion deseada y el
desempefio no es del todo favorable. En las simulacionesssevdbque si se asigna una dinamica
mas rapida con el parameti los controladores estabilizantes, se obtiene una respués rapida
y con menor error en estado estacionario, esto demandasiameégia para los actuadores de los sis-
temas subactuados y generaria mas desgaste de los mismas@&nda asignar una dinamica con
el parametra: que proporcione una velocidad de respuesta aceptable,tkrangue no se provoque
desgaste innecesario para los actuadores. Al simular lasotadores estabilizantes lineales robustos
en los sistemas no lineales subactuados, se observé qurae las posiciones deseadas a pesar de
dinamicas no lineales e incertidumbres, gracias a que sdxalgls y no necesitan conmutacion entre
controladores, gracias a los resultados dados en estajtesidan solucién al problema de control

para sistemas LIT subactuados.

5.1. Trabajos futuros

= Obtener la parametrizacién de los controladores estahtks y la solucién del problema de
sensibilidad mezclada para sistemas lineales variantektiempo, para que los parametros se

auto-ajusten conforme evolucione el comportamiento détisia en el tiempo.

= Transformar los resultados propuestos en el dominio discpara implementarlo a la apli-

cacion de laboratorio del sistema Pendubot.

= Proponer una inversion de matrices para sistemas MEMS quemeplan con la condicién

n = 2m.



= Se puede utilizar un controlador no-lineal o un controldoh@al variante en el tiempo inicial-
mente y conmutar al control lineal propuesto cerca de ToftiBsnejorando el desempefio

en particular del control lineal aplicado al modelo no linea

= Solucion general de la ecuacién Diophantina y del problemaahsibilidad mezclada para

sistemas MEMS subactuados en un esquema de comaiestro-esclavo

= Formalizar la compensacion heuristica propuesta paraoblgmna de regulacién de sistemas

subactuados en el esquema de comtraéstro-esclavo
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An explicit formula of the doubly coprime factorisation for square systems is presented. Multi Input Multi
Output (MIMO), strictly proper, lumped and Linear Time Invariant (LTI) systems with a stabilizable and
detectable realization are considered. It is assumed that the state dimension is even, the input dimension is
half the state dimension, and the plant is strongly stabilizable. Right and left coprime factorisations of the
transfer function in terms of the state space realization are proposed, right and left Diophantine equations
are solved, and the stabilizing controllers are gotten using Youla parametrisation. Conditions to get strong
stability are given and the free parameters of the stabilizing controllers are fixed solving a regulation, a constant
disturbance and a mixed sensitivity, problems. The results are illustrated through simulation examples of a
two-degrees-of-freedom planar rotational robot and of a chain of integrators.
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1. Introduction

The main purpose is to give an explicit formula for the doubly coprime factorisation for square
systems, i.e., the output dimension is equal to the input dimension, and to fix their free control
parameters solving a mixed sensitivity problem, that is, solving simultaneously robust stability
and robust performance (see the book of Zhou et al. (1996)). MIMO, strictly proper, lumped
and LTT systems with a stabilizable and detectable realization are considered. It is assumed that
the plant satisfies the parity interlacing property to assure that a stable controller exist among
the set of stabilizing controllers, i.e., that plant is strongly stabilizable. A stable controller is
important for practical interest as loop breaking, failure or to minimize numerical errors.

Mixed sensitivity control Zhou et al. (1996) is a closed loop design method based on the
minimization of the Hoo-norm of the output sensitivity function, improving the regulation and
the attenuation of output additive disturbances, and on the minimization of the H,, -norm of
the transfer function from the output to the input of the uncertainty, preserving stability under
uncertainties. The method is based on which usually the disturbances are of low frequencies and
on which the mathematical models are more exact and accurate in low frequencies, neglecting
generally the high frequency dynamics.
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The parametrisation of all stabilizing controllers gives a solution to the synthesis problem
of LTI controllers as proposed by Desoer et al. (1980), Kucera (1979), Vidyasagar (1985) and
Youla et al. (1976). The controllers stabilize a given plant and the performance problems can
be solved by means of the correct election of their free parameters. There are few algorithms
to get analytic expressions of the stabilizing controllers. Explicit formulas for a doubly coprime
fractional representation are given in Nett et al. (1984). These formulas provide a connection
between state space methods and factorisation theory. First the plant is stabilized by static
estimated state feedback and then the Bezout identity is solved. The computer algorithms of
Chiang et al. (1992) that use these formulas can produce high order controllers. This solution
has been used in the Ho, strong stabilization problem in Campos et al. (2001) and Zeren et al.
(1999). In section IV algebraic results are applied on a plant in terms of its state space realization.
First, right and left coprime factorisations (r.c.f. and l.c.f., respectively) of the transfer function
over the set of proper and stable rational functions are gotten, as has been done by Desoer
et al. (1980). Then, the Diophantine equations (see the book of Vidyasagar (1985)) are solved
and finally the family of all stabilizing controllers is available through Youla parametrisation
as proposed by Kucera (1979) and Youla et al. (1976). The proposed solution to the doubly
coprime factorisation and of the parametrisation of all stabilizing controllers for strictly proper
and full sate information systems, respectively, of Section IV, are less complex with respect to
the ones of Galindo (2009). The change of coordinates used in Galindo (2009) to assure that
the factorisations belong to the set of proper and stable rational functions, is not needed for the
proposed factorisations, diminishing the control parameter and the computational effort. Also,
the full state information assumption of Galindo (2009) is relaxed in Section IV, considering
strictly proper plants.

The strong stabilization and the parametrisation of all one and two parameter stabilizing
controllers are reviewed in Section II. The considered class of systems is given in Section III.
The main results are presented in Section IV. Also, the free parameters of the stabilizing con-
trollers are fixed solving a regulation, a rejection of constant disturbance, and a mixed sensitivity
problems, as have been done by Galindo (2008). In all the cases explicit formulas for the free
parameters are presented. The results are illustrated by simulation examples of a two-degrees-
of-freedom planar rotational robot and of a chain of integrators in Section V.

Notation. R(s) denotes the set of all rational functions of the complex variable s with real
coefficients; RHoo the set of proper stable rational functions; R the set of real numbers; A; :=
lims0 A (s) and Ap = lims_,oo A(s) are the asymptotic approzimations of a matriz A(s) €
R (s), in low and high frequencies, respectively; and I, the identity matriz of dimension p by p.

2. Background

The strong stabilization problem was tackled by Youla et al. (1974) for single input single output
plants and Vidyasagar (1985) extended this result to MIMO plants, given the following parity
interlacing property (p.i.p.),

Theorem 2.1: A given plant P(s) is strongly stabilizable if the number of poles of P(s)
(counted according to their McMillan degrees) between any pair of real blocking zeros, including
the infinite, in the right half plane, is even.

The strong stabilization problem is important for practical interest, as loop breaking, failures
or to minimize numerical errors.
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di(s) do(s)
g - "

Y dp,(S)

Figure 1. Feedback system with one-parameter controller.

di(s) do(s)
ya(s $€(S) U(S) g; ._?i(s)

Figure 2. Feedback system with two-parameter controller.

One-parameter control configuration is shown in Fig. 1, where P(s) represents the plant; K(s)
the controller; u(s) and y(s) are the plant input and output, respectively; yq(s) is the reference
input; e(s) is the error signal; and, d;(s), do(s) and d,,(s) are external disturbances at the input,
the output and the measurement of the plant, respectively. It is assumed in what follows that
the Ho norm of the disturbances are bounded. The control law u(s) is generated only by the
difference between the reference input y4(s) and the plant output y(s), which is the error signal
e(s) = ya(s) — y(s), being u(s) = K(s)e(s). The parametrisation of all stabilizing controllers of
one parameter as proposed by Desoer et al. (1980), Kucera (1979), Vidyasagar (1985) and Youla
et al. (1976), is given by,

Theorem 2.2: Suppose P(s )E RPX™ (s) and K ( )€ R™*P (s) in the feedback configuration of
Fig. 1 . Let P(s) = N(s)D7!(s) and P(s) = 1( YN (s) be any right and any left coprime
factorisations of P(s) with N(s), D(s), D(s) and N(s) belonging to RHoo. Then, the set of all

controllers that stabilizes P(s) is given by,
N(s) (1)
D

where R (s) € RH is the free parameter satisfying det( k(s ) # 0, and X(s) € RHoo and
Y (s) € RHoo are the solution of the Diophantine equation,

X(s)N(s) + Y(s)D(s) = I, 2)

One version of the two-parameter control configuration is shown in Fig. 2 (see Horowitz (1963)
and Vidyasagar (1985)). In contrast with the one-parameter controller, u(s) is generated by two
different independent signals, being u(s) = K,(s)yq(s) — K(s)y(s). If K,(s) = K(s), then the
standard feedback configuration of Fig. 1 is gotten. The parametrisation of all two-parameter
stabilizing controllers as proposed by Vidyasagar (1985), is given by,

Theorem 2.3: Suppose K, (s)€ R™*P (s), K(s)€ R"™*P (s) in the feedback configuration of Fig.
2 and let P(s), D(s), N(s), X(s), Y(s) and R (s) be as in Theorem 2.2. Then, the set of all



February 18, 2011

16:15 International Journal of Systems Science Doubly*coprime*factorisation* (latex)

4 Taylor & Francis and I.T. Consultant

controllers that stabilize P(s) is given by,
[K:(s) K(s)] = Dy '(5) [Q(5) Ni(s)] (3)

where Q (s) € RHo is another free parameter, Ni(s) = X(s) + R(s) D(s) and Dy(s) = Y (s) —
R(s)N(s).

The roll of K(s) in Fig. 1 is to guarantee internal stability and to improve the performance;
while, in Fig. 2 the controller K, (s) is used to improve the regulation or tracking and the
controller K (s) satisfies closed loop requirements. If K, (s) is unstable, its output grows without
bounded, an alternative is to get a common coprime denominator, Dy(s), of both controllers
(see Vidyasagar (1985)), that is, K (s) = D, '(s)Ni(s) and K, (s) = D; *(s) Nk ().

In Section IV an analytic solution of the doubly coprime factorisation and of the parametrisa-
tion of all stabilizing controllers for strictly proper and full sate information systems, respectively,
are presented for the class of systems given in the following section.

3. System description

Consider a causal, linear, time invariant realization (F, G, H) of a system. For proper plants,
quadruples into and extended triples can be transformed, following a classical trick as presented
by Basile et al. (1992). Also, using the work of Gilbert (1963) and Kalman (1963), (F, G, H)
can be decomposed by a change of basis into controllable and observable, controllable and un-
observable, uncontrollable and observable, and neither controllable nor observable, realizations.
Suppose that (F, G, H) is a stabilizable and detectable realization, that is, the uncontrollable
subsystem is stable. Let consider in what follows the realization of the controllable and observ-
able subsystem, i.e., the minimal realization. Moreover, since all the entries of u (t) are linearly
independent, without loss of generality, a change of basis can be selected, getting the realiza-

tion (A, [0 BZ;L]T , C) of the controllable and observable subsystem in new coordinates, where
B, € R™*™ ig a non-singular matrix. Also, it is assumed that the dimension of the plant state n
is even, the dimension of the plant input m = n/2, the dimension of the plant output p = m, and

that A € R™*™ is partitioned accordingly to the block partition of B € R™*™ where A;; = 0,
Ajps is a non-singular matrix, and either C1; or Cis is a non-singular matrix, that is,

A— 0 Ais 1 0
Aoy Ao |’ - | Bm (4)
C=1CCr2

As shown by Galindo (2009), the full state information and fully actuated Euler-Lagrange
formulation,

M(q(t))q(t) + Colq(t), 4(t))d(t) + G(q(t)) = u(t) (5)

is a class of non-linear dynamic systems that has a linearized realization of the form (4),
where M (¢ (t)) € R™*™ denotes the inertia, C' (¢ (t), ¢(t)) € R™*™ the centripetal-Coriolis,
G (q(t)) € R™ the gravitational forces, u(f) € R™ the generalized forces and ¢ (t) € R™,
G(t) € R™ and ¢ (t) € R™ the generalized coordinates of position, velocity and acceleration,
respectively.

The structure of the state space realization given by (4) is required for the proposed factori-
sations and for the main results presented in the next section.
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4. Stabilizing controllers and doubly coprime factorisation

First, full state information systems are considered to get left and right coprime factorisations
of the plant and an analytic solution of the Diophantine equation in,

Lemma 4.1: Consider the state space realization given by Eq. (4) satisfying n = 2m where
n is the state dimension and m is the input dimension. Then, proposed left and right coprime
factorisations, l.c.f. and r.c.f., respectively, of the transfer function (sI, — A)_1 B over RH
are,

D= "t ] w e = e | B (©)

N = ke | 2] D =BT ™

respectively, where 0 < a € R, By, € R™*™ and A12 are non-singular matrices and,

I'(s) (s%Im — sAg — Ap1A) (8)

1
T (sta)?
Also, an analytic solution to the Diophantine Eq. ( 2) for the r.c.f. of Eq. ( 7) over RH oo i,

_ —1
S e e ] )

where M = 2al,, + Ass.
Proof: Multiplying (sI,, — A)~' by B and using (see Zhou et al. (1996)),

N1 Nio -1 _ | * fNilng(I)_l (10)
No1 N * ot

where * denotes any finite value, and N1; and ® := Nog — NglNﬂlng are non-singular matrices.
Then,

(sl, —A)"'B=

1 —1
7A12F (S)Bm
B, (11)

(s+a)s2 .,
wrapl (8)

Consider the bilinear transformation used in Doyle et al. (1992) and Zhou et al. (1996) , s =
(1/A) — a, that simplifies the factorisation of P (s) and the solution of the Diophantine equation
in the ring of polynomials in A, also, the solution in s belongs to RH . So,

(s, —A)'B|

T A24T L (V) By
= [m T () Bm] (12)

where T'()) := \? (aQIm + afgy — A21A12) — AM + I,,,. Hence, proposed l.c.f. and r.c.f. of Eq.
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(12) are,
~ -1 - 2
Dy = [F(A%Am r )\)} N = {A(lifﬁ Bm] (13)
2
N = |y e | D= Bt (14)

respectively. So, an analytic solution to X (A\) N (A) +Y (A\) D () = I,, for Eq. (14) is,

X (\) = [a®Ap) + An M| (15)

Since D (\), N (\) , N (\) and D (\) are polynomials in A, then D (s), N (s) , N (s) and D (s)
belongs to RHoo. Applying A =1/ (s +a) to Eq. ( 13), Eq. (14) and Eq. (15), the results of Eq.
(6), Eq. (7) and Eq. (9) follow. O

The results of Lemma 4.1 are less complex with respect to the ones of Galindo (2009). In the
proof of Lemma 4.1 the plant P (s) is inverted before the bilinear transformation s = (1/A) —a,
is applied. So, the factorisations belong to RH, and the change of coordinates used in Galindo
(2009) is not needed, diminishing the control parameter and the computational effort for the
factorisations of Lemma 4.1.

If Aj; in the state matrix A is not zero and is not a diagonal matrix, then ® in (10) will has
a term sI,, — Aj; that prohibits getting the lL.c.f. of P (s).

Based on Lemma 4.1 the parametrisation of all one and two parameter stabilizing controllers
is given by,

Theorem 4.2: Consider the state space realization given by Eq. (4) in the feedback configura-
tions of Figures 1 and 2, satisfying n = 2m where n is the state dimension and m is the input
dimension. Then, the sets of all one and two parameter controllers that stabilize Eq. (4) are,

K(s) = D; ' (s)Ny (s) (16)
and

[K:(s) K(s)] = D' (5) [Q(s) Ny (s)] (17)

respectively, where

Di(s) = (Im — i (Ra(s) + sRQ(s))> B

Ny (s) = (18)
[a?A7} + Ay + Ri(s)T (s) Ay M + Ry (s) T (s)]
Q(s)=[Q1(s) Q2(s)]

being R;(s) € RHoo satisfying det (Dk(s)> # 0 and Q; (s) € RHeo, @ = 1, 2, free parameters,

By, € ™™ a non-singular matriz, 0 < a € R I'(s) := (1/(8 + a)2) (S2Im — 8A99 — A21A12),
1=1, 2, and M := 2al,, + Ass.
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Moreover, suppose that (sI, — A)f1 B satisfies the p.i.p. and,
det (s°I, + s (2al,, — Ra (s)) + a*I, — Ry (s)) (19)

is a Hurwitz polynomial, then Eq. (16) and Eq. (17) are stable, i.e., the controllers K(s) and
K, (s) belongs to RH .

Proof: Let R(s) := [Ri(s) Rz(s)] € RHoo. The results of Eq. (16) and Eq. (17) follow
directly from Eq. (1) and Eq. (3) replacing Eq. (6), Eq. ( 7) and Eq. (9). Since (sI,, — A)"' B
satisfies the p.i.p. then, there are stable controllers K (s) and K, (s) into the family of stabilizing
controllers given by Eq. (16) and Eq. (17). If det (ﬁk(s)> is a Hurwitz polynomial then K(s) €

RHoo and K, (s) € RH. Since s = —a is a stable pole and B, is a non-singular matrix, K(s)
and K,(s) are stable if (19) is a Hurwitz polynomial. O

The stability of the one and two parameter controllers depends on a and R;(s), ¢ = 1, 2. In
particular if R;(s), i =1, 2 are r;I,,, where r; € R, i = 1, 2, then, (19) is a Hurwitz polynomial
if,

r1 < a? and r9 < 2a (20)

If the state is measured or estimated N (s) is a large matrix of dimension nxm, then, ]if (s) does
not have a right inverse and hence the left Diophantine equation N (A) X (A\) + D (\)Y (A) =1
does not have a solution. However, as will be shown in the following, for square systems this
Diophantine equation has a solution arriving to a solution to the doubly coprime factorisation
or Bezout identity.

Two cases are considered for the state space realization given by Eq. (4), when either
C11 or C}z is a non-singular matrix. Since the high frequency approximation of the plant
P(s)=C(sI, — A) ' Bis P, = (1/wy,) CB where wy, is a fixed frequency in the high frequency
bandwidth of P (s), if C;; = 0 and C2 is a non-singular matrix, then P, = (1/wp,) C12B,,, while
if C19 = 0 and C4; is a non-singular matrix, then P, = 0. In the first case P, = (1/wp) C12Bn,
is a non-singular matrix that is equivalent to the relative degree equal to 1 or the orders of the
zeros at infinity are all equal to 1. Roughly speaking the system behaves as several independent
first order SISO systems (indeed in this case the system is row by row decouplable).

A solution to the doubly coprime factorisation is proposed by,

Lemma 4.3: Consider the state space realization given by Eq. (4) satisfying n = 2m where n
is the state dimension and m is the input dimension, and the doubly coprime factorisation or
Bezout identity given by,

[X (s) Y (s)
D (s) =N (s)

} [gg —X(Z)} = Iam (21)

Suppose that 0 < a € R, B,, € R™*™ and A1z are non-singular matrices, and I'(s) :=
(1/(3 + a)z) (821m — A9 — A21A12). If C12 = 0 and C11 € R™™ s a non-singular matriz,
a solution of the doubly coprime factorisation over RH~o s,

E(S) = F(S)Al_Qlc’ﬁl? N(S) = (SJrla)2 B, (22)
N (s) = ﬁcnz‘lm, D (s) = B;'T(s)
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X (s) = o1 (Xgs + YaAa Arp + a®1,,) AL C!

Y (s) = 15 (8L + Yq) By,

X (s) = - 3 (23)
{( (S) = s+aBm (de + As1A19Y  +a Im)

Y (s) = == Ci1Aiz (sh + Ya)

where Xd = YdAQQ + A21A12 + 3a21m and Yd = A22 + 3aIm. If 011 = 0, and A21 and 012 S

RMXM gre non-singular matrices, a solution of the doubly coprime factorisation over RH~ is,
D(S) ( )01_217 N(S) - (Sfa)zBm (24)
N (s) = z7a2C2. D (s) = B,'T(s)
X (s) = &= (Xps+ Y, Ago + An A12 + 3d°1,) O
Y (s) = o5 (sl +Y2) B (25)
{( (s) = S_’_GBT;L (X s+ Y, Agg + A9 A1o + 3(12[7”)
Y (s) = S+a012 (sl +Yr)
where X, := Ago — Y, + 3al, and Y, := —a3A1_21A2_11.
Proof: If Ci3 =0 and C1; € R™*™ is a non-singular matrix, from Eq. (11),
P (S) (s+a)2 CllAlQF ( )Bm (26)

Since by assumption C7; and Ajy are non-singular matrices, then, the results of Eq. (22) follow.

Let,
X (s) = o (Xas + Xo) Ay C1' € RH
Y (s) = <o (sIy + Yg) B € R Moo
X (s) = s B! (Xus + Xo) € R (27)
Y (s) = —-Cn A <Sfm + 17()) € RH oo

where X4, Xo, X'l, f(o, Y, and f/o are constant matrices that can be determined algebraically
equating terms from the cubic polynomials of the Diophantine equations. Hence, the Diophantine
equations X (s) N (s) +Y (s) D (s) = I, and N (s) X (s) + D (s)Y (s) = I, for Eq. (22) are,

(Xgs+ Xo) + S+a (sl + Yq) I'(s) = I, and

(s+a)3
(Xis + Xo) + 25105) (5L + Vo) = L

(28)
(s—i—a)3

respectively. Then, analytic solutions to the Diophantine equations are,

Yo=Yy X1=2Xy
Xo = YaAn Arz + a’I (29)
Xo = Ao A1aYy + a1,

where YjAgy = AoY) is used. So, from Eq. ( 27) the result of Eq. (23) follows. If C;; = 0, and
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Ag; and Cig € R™*™ are non-singular matrices, from Eq. (11),

P (s) C12T 71 (s) By, (30)

= Gra?

Hence, the results (24) and (25) follows analogously letting X (s) =

(1/ (s +a)) (Xps 4+ Xo) Chb € RHoo, Y (s) = (1/(s+a)(shy+Yr)Bn € RHo,
X (s) = (1/(s+a)) B! (X;s+ Xo) € RHoo and Y (s) = (1/ (s +a)) C12 (s, + ;) € RH oo
where Xog = Y, A9 + Ay Ao + 3@21m. O

In the proof of Lemma 4.3 the Diophantine equations are solved directly in RH ., without the
bilinear transformation A = 1/ (s + a), since the solutions in the ring of polynomials in A are
more involved.

Based on Lemma 4.3 the parametrisation of all one and two parameter stabilizing controllers
is given by,

Theorem 4.4: Consider the state space realization given by Eq. (4) in the feedback configura-
tions of Figures 1 and 2, satisfying n = 2m where n is the state dimension and m is the input
dimension. Then, the sets of all one and two parameter controllers that stabilize Fq. (4) are,

K(s) = Dy ()N (s) (31)

and

N

[K:(s) K(s)] = Dy (s) [Q(5) Ny (s)] (32)

respectively, where R(s) € RHo satisfying det (f)k(s)) # 0 and Q(s) € RHoo are free

parameters. Let B,, € R™™ be a non-singular matriz, 0 < a € R , and I'(s) =
(1/(3 + a)2) (SQIm — 5A99 — A21A12). If C12 = 0, and C11 € R™*™ and A1 are non-singular
matrices,

ﬁk(s) = (s[m +Yy — leraR (s)) B,,
N (s) == (33)
[Xgs + YgAo1 Arg + @I, + (s + a) R(s) T(s)] AL

where X4 := YgAos + Ao1 Ara + 3621, and Yy := Ags + 3al,,. If C11 = 0, and Aoy and Cha €
RTXM - gre non-singular matrices,

Dy(s) == (sIm +Y, — S_%ﬂR(s)) By,
Ni (s) := (34)
[X,s+ Y, Ao + Ao Arg + 3a% L, + (s +a) R(s)T(s)] O

where X, := Ao — Y, + 3al,, and Y, := —a3Af21A511.
Moreover, suppose that P (s) = (sl — A)_l B satisfies the p.i.p. and,

det (s2I, + (aly, + Ya) s +aYy — R(s)), and

det (s?Im + (alp + Y, — R(s)) s +aYy), )
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are Hurwitz polynomials, then Eq. (31) and Eq. (32) are stable, i.e., the controllers K(s) and
K, (s) belongs to RH o, Tespectively.

Proof: Let,

~

Dy (s) := (s +a) Dy (s), and Ny, (s) := (s + a) N (s) (36)

then, the results of Eq. (31) and Eq. (32) follow directly from Eq. (1) and Eq. (3) replacing Eq.
(22), Eq. (23) and (25). Since P (s) satisfies the p.i.p. then, there are stable controllers K (s) and

K, (s) into the families of stabilizing controllers given by Eq. (31) and Eq. (32). If det (Dk(s))

is a Hurwitz polynomial then K(s) € RHo and K, (s) € RH. Since s = —a is a stable pole
and By, is a non-singular matrix, K (s) and K,(s) are stable if the polynomials of Eq. ( 35) are
Hurwitz. ]

As shown by Eq. (35) of Theorem 4.4 the stability of the stabilizing controllers can be ac-
complished selecting a and R (s) if C12 = 0, however it can be a more difficult task if Cj; = 0.
So, if K.(s) is unstable in the feedback configuration with two-parameter controller, it must be
implemented getting a common coprime denominator, Dg(s), of both controllers.

4.1. Regulation control problem

The regulation control problem is to keep y(t) close to a given y4(t) = k € R. The following
corollaries propose a solution to this problem.

Corollary 4.5: Consider a one parameter stabilizing controller in the feedback configuration of
Fig. 1. Let the reference input of position be a constant value and the reference input of velocity
be zero. Under the assumptions and definitions of Theorem 4.2, free parameters of Eq. (16) ,
solving the requlation control problem, are,

Ry = CLQIm

being Ai1o and A1 non-singular matrices and M := 2al,, + A2, while under the assumptions
and definitions of Theorem 4.4, if C12 = 0, and C11 € R™*™ is a non-singular matriz, a free
parameter of Eq. (31) solving the regulation control problem is,

R; = aYy (38)

where Yq := Ao + 3aly,.

Proof: From Fig. 1, e(s) := ya(s) — y(sf and y(s) = (I + P(s)K(s)) "' P(s)K(s)r(s). There-
fore, using the identity (I + P(s)K(s))” " P(s) = N (s) Di(s) (see Vidyasagar (1985)) of the
parametrisation of all stabilizing controllers,

e(s) = <I — N(S)Nk(s)> ya(s) (39)

and N (s)Ni(s) = I achieves e(s) = 0. Analysing at low frequencies, using classical asymptotic
Bode approximations of a matrix,

NNy =1 (40)
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From Lemma 4.1, N; = (1/a2) [Alg O]T, and from Theorem 4.2, T'; = (—1/a2) Aoy Ajs and Ny =
[aQAl_Q1 + Ao — (1/a2) RyjAxy M — (1/(12) R21A21A12]. Note that N is full column rank, so,
multiplying Eq. (40) from the left by a? [Af; 0],

Nkl = [a2A1—21 0] (41)

and solving for R;, the necessity of result of Eq. (37) is gotten. To prove the sufficiency, Ny is
given by Eq. (41) under Eq. (37), so, from Eq. (41) and Eq. (39),

00
e = [0 Im:| Yl (42)

Since z(t) = [q(¢) q'(t)]T, and the reference input of position is a constant value, then ¢(t) —
0 when ¢(t) achieves the steady state. So, without loss of generality the reference input of
velocity can be zero and the solution regulates the position subsystem. On the other hand,
from Lemma 4.3, if C15 = 0, then N; = (1/a2) Ch1412, from Theorem 4.4, Ny = (1/a) Ny =
(1/a) [YaAo1 + @Ay, — (1/a) RjAs1] Crt, and from (40) the necessary and sufficient condition
of the result (38), is gotten. O

The transfer function from y, (¢) to e (¢) is equal to the transfer function from d, (¢) to y (). So,
if the free parameters are fixed using the results of Corollary 4.5 and this disturbance is constant,
then, there are any effects at y (¢) in low frequencies, that is, the disturbance is rejected at y ().

If Cy; = 0, then, from Lemma 4.3, N; = 0, and from Eq. ( 40), the regulation control problem
does not have a solution. Alternatively, if N (s) is approximated in low frequencies to N; =
(wi/a®) Ca, where wy is a fixed frequency in the low frequency bandwidth of P (s), then a free
parameter R; can be determined such that Eq. (40) is satisfied, but the transfer function from
yq (t) to y (1), that is, N(s)Ng(s) still have a zero at the origin that prohibit the regulation. Also,
this free parameter has a high value as w; — 0, that become into numerical problems. So, in this
case external loops including integrators must be added. As it will be shown, the same problem
arises for the feedback configuration of two-parameter.

Corollary 4.6: Consider a two-parameter stabilizing controller in the feedback configuration of
Fig. 2 . Let the reference input of position be a constant value and the reference input of velocity
be zero. Under the assumptions and definitions of Theorem 4.2, a free parameter of Eq. (17),
solving the regqulation control problem, is,

Q= [a*A}5 0] (43)

while under the assumptions and definitions of Theorem 4.4, if C12 = 0, and C11 € R™*™ is a
non-singular matriz, a free parameter of Eq. (31) solving the regulation control problem is,

Q= a® A C (44)
(s )) P(s)K,(s)ya(s). There-

K
) (see Vidyasagar (1985)) of the
ya(s). Thus,

Proof: From Fig. 2, €(s) := ya(s)—y(s) . So y(s) = (In+ P(s
fore, using the identity (I,, + P(s)K(s)) "' P(s) = Z]\\T[Es)

kS
parametrisation of all stabilizing controllers, y(s) 5)Q (s)

€(s) = (In = N(5)Q (s))ya(s) (45)

P
(
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and N(s)Q (s) = I,, achieves €(s) = 0. Analysing at low frequencies, using the classical asymp-
totic Bode approximations of a matrix,

NQ =1, (46)

From Theorem 4.2, N; = (1/a2) [Alg O]T, and Q; = [Qu le}. Multiplying Eq. (46) from the
left by a? [Al_zl O], the free parameter @, Eq. (43), is obtained , proving the necessity of the

result. To prove the sufficiency, using N}, @Q; and Eq. (43), from Eq. (45), ¢, = [8 IO ] Yai- Since
m

z(t) = [q(t) (j(t)]T, the reference input of position is a constant value and the reference input
of velocity is zero, then, the solution regulates the position subsystem. On the other hand, from
Lemma 4.3, if C12 = 0, then, N; = (1/@2) C11A12, and from Eq. (46), the necessary and sufficient
conditions of the result (44) are gotten. O

4.2. Rejection of constant disturbance

The problem of rejection of constant disturbance at the plant input, is tackled. The free param-
eters of the stabilizing controllers are fixed such that this disturbance does not have any effect
in low frequencies over the output.

Corollary 4.7: Consider the feedback configurations of Figures 1 and 2. Suppose that d; (t) is
kqi € R, Vt. Then, the free parameter Ry (s) of Eq. (16) and Eq. (17) of Theorem 4.2 that solves
the problem of rejection of constant disturbance at the plant input is,

Ry = d*I,, (47)

and, under the assumptions and definitions of Theorem 4.4, if C1o = 0, and C11 € R™*™ is a
non-singular matriz, the free parameter R (s) of Eq. (31) and Eq. (32) that solves the problem
of rejection of constant disturbance at the plant input is,

R, = aYy (48)

where Yy := Agg + 3aly,. If C11 =0, and Ay and Cro € R™*™ are non-singular matrices, the
problem of rejection of constant disturbance at the plant input is solved VR (s) € RHoo-

Proof: The transfer functions from d; (t) to y(¢) in the feedback configurations of Figures
1 and 2 are (I,, + P(s)K(s)) " P(s) in both configurations. Therefore, using the identity
(I, + P(s)K(s)) " P(s) = N (s) Di(s) (see Vidyasagar (1985)) of the parametrisation of all
stabilizing controllers, and analysing at low frequencies, using the classical asymptotic Bode
approximations of a matrix, if,

N;Dy; =0 (49)

then, the constant disturbance is rejected at the output. From Theorem 4.2, N; =
(1/a%) [Arz O]T and Dy = (Im — (1/a®) Ru;) By, so, the result (47) follows directly from (49).
If Ci2 = 0, from Lemma 4.3 and Theorem 4.4, N; = (1/a2) C11412 and Dy = (1/a) Dy =
(1/a) (Yy — (1/a) R;) By, hence, from Eq. ( 49), the result (48), is gotten, while if Cj; = 0, from
Lemma 4.3 and Theorem 4.4, N; = 0 and Eq. (49) is satisfied VR (s) € RH . O
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4.3. Mixed sensitivity problem

The minimization of the Hoo-norm of a low frequency approximation of the output sensitivity
function [|Sy|| ., subject to an algebraic equation of restriction that assigns the same value to the
Hoo-norms of the low and high frequency approximations of the output sensitivity function and
of the transfer function from the output to the input of the uncertainty |7y, nl ., respectively,
is considered (see the work of Galindo (2008)). This mixed sensitivity problem involves the
simultaneous minimization of ||Sy ||, and of || T,y n|l.,, that is, 1}1{1(15 || Sot| o, SUbject to || Surllo, =

| T . So, one part of the problem consists of solving the algebraic equation,

AyAhHOO

1 Tusyanllog = lISotllog (50)

For output multiplicative A models, T}, (s) becomes Ty, (s) := S, (s) P (s) K (s). Also, for
strictly proper plants T, =2 Lop,.

This mixed sensitivity problem is solved fixing the free parameters of the stabilizing controllers,
when the reference input of velocity is zero. An exact solution to (50) for full state information
systems, is proposed by,

Theorem 4.8: Consider state space realization given by Eq. (4) of the plant (sl — A)_1 B
in the schemes of Figures 1 and 2. Suppose that K (s) and K, (s) are given by Theorem 4.2.
Let the state reference input be yq (t) = [ydl (t) O]T, the free parameter Ry (s) € RHoo be 71y,
Ry (s) =0 € RHoo, Q1(5) € RHoo be AT and Qa(s) = 0 € RHoo. Then, the optimal values of
r and q for an output multiplicative uncertainty model are,

2(|A2A —a®b
b gH 12421l — a%b) (51)
a'm + || A12 42|

and,

2

a“wp,
S Ve ”
respectively, where,
b:=-L |la2A7 + A
_w'iHa 12 21 (53)

1 2 41
= = (o 1207455 + Aar| —b>
Proof: The transfer function from the reference input y4(¢) to the output y(t) is given by
T, (s) = N (s) Ni (s) (see Vidyasagar (1985)), in the one-parameter feedback configuration shown
in Fig. 1 where N (s) and Ng(s) are given by Eq. (7) and Eq. (18), respectively. Since R; (s) is
rIy, Ry (s) =0, and 'y, = I, then,

1 [LA _
Toh = wih |:thm12:| [(aQ =+ T‘) A121 =+ A21 M] (54)

where wy, is a fixed frequency in the high frequency bandwidth of P (s) and M = 2al,, + Ago.
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So, T, can be approximated in high frequencies to,

1 0 0

T, = —
oh W, |:(CLZ—|—’I“)A121—|—A21 M

(55)

On the other hand, since Ry (s) is rly,, Ry (s) =0, and from Eq. (8) I'; = (—1/a®) A21A;2, then,
the low frequency approximation of T, (s) is,

1
T, = [a? ’0412} [a?A5 + (1— %) Ay M| (56)

Thus the output sensitivity function S, = I, — Ty is,

S, = [ LA (5 —1) Ay =3 ARM

0 I, (57)

The reference input is yg (£) = [ya1 (t) O}T, then the elements (2, 1) of Eq. (55) and (1, 1) of
Eq. (57), respectively, are considered in order to solve (50), that is,

e vl = 5 1+ ) 45+ 4, o
HSol(L 1)Hoo = & | & — 1| A2zl

where wp > 0. It is considered that a > 0, then the equation of restriction HToh(Z 1)”00 =

HSol(l, 1)Hoo has a solution in the intersection point of the two straight lines of Fig. 3, that is,
from Fig. 3,

—1 1
mr+b=—¢ | A12A21 ]| 7+ 2 | A12A21 | (59)

this implies the result (51). Also, T,(s) = N (s) Q@ (s) (see Vidyasagar (1985)) in the two-
parameter feedback configuration shown in Fig. 2. Since Qi(s) is ¢l and Q2(s) = 0, then,
from (7) the high and low frequency approximations of T, (s) and S, (s) := I, — T, (s) are,

1 0 0
Toh - ’Ll)ih |:qA121 0:| (60)
and
_[(1=3) T 0
su=| U@ D (61)
respectively. Thus,
Torlloo = - lal 145 NSoc, o = 1 = 5] (62)

So,

Ton(2, 1) H = HSOl 1, 1) H has a solution in the intersection point of the two straight lines
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L[| A12421|
1S01(1,1) lloo

a-[202 A5 + Ao
19,241 :
—||la*Aj5 + A9 ;
wn | 12 ‘ HToh(2,1)§||oo

Figure 3. Intersection function for one parameter configuration

CL2 T

N

1So1(1,1) oo

CL2
Wh

[¢]

-1
12 1l

||Toh||oo

CL2 q

Figure 4. Intersection function for two parameter configuration

of Fig. 4, i.e., from Fig. 4,
1 _ -1
E“A121“wq:ﬁQ+1 (63)

that implies the result (52). O

Theorem 4.8 shows that the tuning of the parameter is more complex for the one-parameter
configuration and numerical errors increase the dimension of the controller.

In Theorem 4.8, Ry (s) is 1, of course, another selections can be done, for instance if A9 =
I,,, A2 is a non-singular matrix and R; (s) be TA2_11 + a’I,, , then HSol(L 1)HOO in (58) will
not be in terms of ||Asi||, that is desired for some applications, assuring that the stationary
state error converge to zero. On the other hand, if a feedback linearization is applied to a non-
linear system or if a change of coordinates is applied getting the Brunousky canonical form,
then, the design system is a chain of integrators that has Ag; = 0. So, the selection of R; (s) in
Theorem 4.8, allows to solve the mixed sensitivity problem for a chain of integrators. Although
the solution is not unique, the proposed solution assures that a cross point exist in Figures 3
and 4, since HSol(l, 1) HOO reach its minimum value as r increase. Also, for the proposed r and g,
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HToh(Z 1)HOO = HSol(L 1)HOO and || Ton| o = HSol(l, 1)HOO, respectively, that as will be shown, can
be simultaneously minimized by the appropriate choice of the control parameters a and wy,.
From (51) and (58),

(b + a2m) HA12A21 Hoo

S = 64
00, le = i+ At o
So, from (53),
HSOZ(L 1)Hoo -
HQaZAl}lJrAzl||OQ||A12A21||OO (65)
a2(‘|2a2Af21+A21||QC*H612A1721+A21HOO)JF||A12A21||00wh
in the one-parameter feedback configuration. Also, from (52 ) and (62),
4% |
a
Soi(1, 1|0 = e (66)
H ol(1, )Hoo a2 HA121H00 T wy
in the two-parameter feedback configuration. If Wh >

a® (||2a% A7) + Aar|| — [|a® ALy + Azi||.) / | A12421] o, then, from (65) both || Ty, 1)||  and
HSol(l, 1)Hoo tend to H2a2A1_21 —i—Angoo/wh in the feedback configuration of Fig. 1. Also, if
wy, > a? HA1_21H007 then from (66) both || 7o, and HSol(L 1)Hoo tend to a? HA;;HOO Jwy, in the
feedback configuration of Fig. 2. However, if w;, — oo, then b — 0 and m — 0, so, r — a? and
from Theorem 4.2, if r — a?, the controllers becomes unstable. Therefore, for small enough a
such that the stability of the controllers is preserved, the mixed sensitivity problem is solved
increasing wy,.
An exact solution to (50) for strictly proper systems, is proposed by,

Theorem 4.9: Consider state space realization given by Eq. (4) of the plant C (sI,, — A)_1 B
in the feedback configurations of Figures 1 and 2. Suppose that K (s) and K, (s) are given by
Theorem 4.4. If C1o = 0, and C11 € R™*™ is a non-singular matriz, let the free parameter
R(s) € RHoo be a(rly, + Ag), and Q(s) € RHo be qa’ AL, Cit. Then, the optimal values of v

and q for an output multiplicative uncertainty model are,

—1 42
= (A1 O, — o) (67)
adm + HC11A12A21011 Hoo

and,
2
wy,
_ _"h 68
0= (68)
respectively, where,
b:= w% Ci1412 (Xg + aA) A1_2101_11 Hoo (69)

m: L (HCHAlQ (Xd + aYd) A1_21C1_11 HOO — w,%b)

B S
3awj,

being Yy := Ao + 3al,, and X4 := Y A2 + As1 Ao + 3(12Im.
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Proof: The transfer function from the reference input y4(t) to the output y(t) is given by
T, (s) = N (s) Ny (s) (see Vidyasagar (1985)), in the one-parameter feedback configuration shown
in Fig. 1 where N (s) and Ni(s) are given by (22) and (34), respectively. The high and low
frequency approximations of I' (s) are I'y, = I, and T'; = (—1 / a2) A1 Aqo, respectively. To assure
that ||S,||,, = 0 for certain value of r, if Ci1o = 0, then R (s) is proposed to be a (71, + A22),
S0,

1
[ Tonll o = s |C11A12 (Xa+ a(rlm + Az2)) Ay O (70)
h

where wy, > 0 is a fixed frequency in the high frequency bandwidth of P (s). On the other hand,
the low frequency approximation of T, (s) is,

3a—r _
Ty = Iy + 7011141214210111 (71)

Thus, since a > 0, the Hoo-norm of S,y = I, — T}y is,

|1 — 3al _
1Stlloe = =5 [C11A12AnCHY| (72)
The equation of restriction ||Tpp | = Sl has a solution in the intersection point of the two

straight lines of Fig. 5, that is, from Fig. 5,
-1 3 _
- <a3r+ GQ) 1O A An O3 (73)

this implies the result (67). Also, T,(s) = N (s) Q@ (s) (see Vidyasagar (1985)) in the two-
parameter feedback configuration shown in Fig. 2. If C13 = 0, then Q(s) is qa2Af21Cﬁ1,
so, from (22), the Hoo-norms of the high and low frequency approximations of T, (s) and
So (s) := I, — Ty (s) are,

2
a
1 Tonlloo = — lal and [[Sollloc = 1 = 4| (74)
Wh
respectively. Hence, || T, o, = [|S01]l», has a solution in the intersection point of the two straight
lines of Fig. 6, i.e., from Fig. 6,
2
a
—q=—q+1 (75)
Wh
that implies the result (68). O

If C12 =0, from (67) and (72),
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3| Cr1A12An O
101l oo

|C11A12 (XlJraYb)A;leil [l oo
wjy
|C11 A2 (Xi+aAs) AL CLtllod
3

T Tl

Figure 5. Intersection function for one parameter configuration

3a T

iy

1501l

S)

Wi,

||TohHoo

1 q

Figure 6. Intersection function for two parameter configuration

(b+ 3am) ||Cr1A12A2:C ||

[1S0tll 0o = - (76)
a’m + “011A12A210111“OO
in the one-parameter feedback configuration. Also, from (68) and (74),
2
a
Solll oo = 5—= 7
Il = 72 (77)

in the two-parameter feedback configuration. If wy, — oo, then, from (69), m — 0 and b — 0, so,
from (76) both ||Ton ||, and || Se||,, tend to zero in the feedback configuration of Fig. 1. Also, if
wy, > a?, then from (77) both || Tysll o, and |[Selly, tend to a?/w? in the feedback configuration
of Fig. 2. However, if b — 0 and m — 0, then r — 3a and from (35), if » — 3a, the controllers
becomes unstable. Therefore, for small enough a such that the stability of the controllers is
preserved, the mixed sensitivity problem is solved increasing wy,.

As for the regulation problem, if C;; = 0, then from Lemma 4.3, N; = 0 and this mixed
sensitivity problem does not have a solution.

The results are illustrated by simulation examples of a two-degrees-of-freedom planar rota-
tional robot and of a chain of integrators in the next section.
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Figure 7. Step response for one and two parameter controllers under d, (t) and dp, (t)

5. Examples
5.1. Chain of integrators
Consider the chain of integrators,

P(s)=— (78)

The A and B matrices in the linearized model are given by Eq. (4), where A;; =0, Ajp = 1,
A22 =0 and,

A =0, B, =1 (79)
where it is assumed that the state is measurable or can be estimated. The unstable plant P(s)
satisfies the p.i.p.. Let the control parameters a = 2 and w;, = 1000. Based on Eq. (51) and Eq.
(52) from Theorem 4.8, the free parameters that solve the mixed sensitivity problem for the one

and two parameter feedback configurations are,

r=—4 and g =3.9683 (80)

respectively. Since Az; = 0 and the plant is a chain of integrators, then from (58), ||Sq(1, 1) Hoo =
0, Vr, and from Eq. (51) r = —a?, Ywy, implying that HToh(Z, 1)’ -, = 0. The regulation control
problem is solved in spite of the different value given by Corollary 4.5, that is, from Corollary
4.5, r = a?, that is the same value given by Corollary 4.7 for rejection of constant disturbance
at the input of the plant.

Using MatLab-Simulink the outputs are shown in Figures 7 and 8. These were realized using
the one and two parameter stabilizing controllers given by Eq. (16) and by Eq. (17) of Theorem

4.2, for the chain of integrators in the feedback configurations of Figures 1 and 2 with the free

parameter of Eq. (80) , the reference input yq(t) = [1 O]T and the initial condition z(0) = 0,
under the additive disturbances at the measure d, (t) = 0.2sin (1000¢), and at the output do ()
as shown by Fig. 7.

Figures 7 and 8 show that the mixed sensitivity problem is solved and the stabilization of
the plant is accomplished, thanks to the control parameter of the stabilizing controllers. As
expected the disturbance at the output d, (t) is attenuated, and a small value of the stationary
state error is having. The disturbance at the measure d,, () has a frequency bigger than wy, so,
it is attenuated at the regulated output and remains as very small oscillations that are bigger in
the plant input as shown by Fig. 8. For this example the performance is almost the same in the
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‘ '
Tu Migsahnr oy v—r

Figure 8. Plant input u (¢) for one and two parameter controllers under d, (¢t) and dm, (¢)

)

one or two parameter feedback configurations. A small time response and a smooth response can
be achieved, increasing the value of a, of course it increase the magnitude of the plant input.

5.2. Planar rotational robot

X

Figure 9. Coordinate description of the robot with 2 degrees of freedom

Consider the two degrees-of-freedom (d.o.f.) planar rotational robot shown in Fig. 9. Eq. (5)
gives the Euler-Lagrange equations of motion for this robot, where u(t) = [u1 (t) uz (t)]T,

M(q(t)) =
01 + 02 + 205(cos qa(t)) 02 + 05 cos qa(t) (81)
09 + 05 cos ga(t) 02
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Clq(t),4(t)) =

—03(sin q2(t))ga(t) —03(sing2(t)) (41 (t) + C_?z(t))} (82)
03 (sin g2(t) )41 () 0
_ | 90scos qu(t) + gb5 cos(qi(t) + q2(t))
Gla(t) = [ ' 9195 COS(Q15(t) +q12(t)) 2 } (83)

being ¢;(t), i = 1, 2 the joint angular positions, 61 = mil% + mal? + L1, Oy := mal% + I,
03 := malilea, 04 := mqley + maly, 05 := maleo, where m;, i = 1, 2 are the total mass of link ¢, I;
is the length of link one, I.;, ¢ = 1, 2 are the distance to the centre of mass of link i, I;, i =1, 2
are the moment of inertia of link 4, and ¢ is the acceleration of gravity.

The top balancing position is at the upright position with g1 = 7/2, g2¢ = 0, uje =0, 7 = 1,
2. The parameter values are given by Kelly et al. (2003), i.e., I = 0.450 m, l,; = 0.091 m,
leg = 0.048 m, my = 23.902 kg, mg = 3.88 kg, I} = 1.266 kg m?, Iy = 0.093 kg m? and g = 9.81
m/s?.

The A and B matrices in the linearized model are given by Eq. (4), where A;; = 0, A2 = Iy,
A22 =0 and,

Aoy — 16.950 —0.688]
—12.963 19.177 (84)
B — 0.458 —0.835}
m —0.835 11.332

are non-singular matrices. The poles of P(s) are at —4.6101, —3.8568, 4.6101 and 3.8568, and
P (s) has any transmission zeros, so the unstable plant P(s) satisfies the p.i.p.

Suppose that the state is measurable or can be estimated. Let the control parameter be a = 2
and wy = 300, getting stable controllers. Eq. (37) of Corollary 4.5 and Eq. (43) of Corollary
4.6 give the free parameters that solve the regulation control problem for a constant reference
input in the one and two parameter feedback configurations, respectively. Also, Eq. (51) and
Eq. (52) of Theorem 4.8 give the free parameters that solve the mixed sensitivity problem. The
linear and non-linear models of the robot are stabilized, however, the performance of the non-
linear model is ameliorated in the feedback configurations of Figures 1 and 2. So, in order to
improve the performance, compensating the fast dynamics of the non-linear model, the control
parameter must be increased to a = 4 and wy, = 600. The small gain Theorem (see Zhou et al.
(1996)) for and output multiplicative uncertainty model is |5 (s)||,, 7 (A) < 1, where v (A) is
the finite gain of the non-linear uncertainty A. Thus, stability is guaranteed under A, minimizing
| T5 (5)|| o as is done increasing the values of the control parameter a and wy, setting the non-
linear uncertainties under the set of allowable uncertainties. Using MatLab-Simulink the outputs
are shown in Figures 10 and 11 for the regulation control problem and in Figures 12 and 13 for
the mixed sensitivity problem. These were realized using the one and two parameter stabilizing
controllers given by Eq. (16) and by Eq. (17) of Theorem 4.2, for the non-linear model of the two
d.o.f. planar rotational robot, in the feedback configurations of Figures 1 and 2. The reference
input is yg(t) = [7/2000]" and the initial condition #(0) = [~7/2000]", under the additive
disturbances at the measure d,, (t) = 0.1sin (1000¢), and at the output dy (¢) = 0.1 for ¢ > 6.

Figures 10 and 12 show that the regulation and mixed sensitivity problems are solved sta-
bilizing the non-linear model of the robot, in spite of the disturbances and uncertainties that
are attenuated at the regulated output. As expected the disturbance at the output d, () is well
attenuated for the regulation problem (see Fig. 10 ), and generates a small stationary state error
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for the mixed sensitivity problem (see Fig. 12), while the disturbance at the measurement d,, (t)
is well attenuated in Fig. 13 than in Fig. 11. In both problems, as shown by Figures 11 and
13 the magnitude of the plant input is smaller for the two-parameter feedback configuration
than for the one-parameter feedback configuration. Figures 10 and 12 show that the overshoot
of ¢1 (t) and g2 (t) are smaller and bigger, respectively, for the two-parameter feedback config-
uration than for the one-parameter feedback configuration. The stationary state error of Fig.
12 can be diminished as wy, increase, the price to pay is a small high frequency bandwidth for
attenuation of d,, (¢). Also, the magnitude of the plant input can be diminished, as the value of
a decrease, but the time response, and the set of allowable uncertainties are diminished.

If the state is not measurable or cannot be estimated, and if C19 = 0, then, the free parameters
that solve the mixed sensitivity problem are given by Eq. (67) and Eq. (68) of Theorem 4.9, for
the one and two parameter feedback configurations, respectively. Let a = 4 and wy, = 600, using
MatLab-Simulink the outputs are shown in Figures 14 and 15. These were realized using the
one and two parameter stabilizing controllers given by Eq. (31) and by Eq. (32) of Theorem 4.4,
for the non-linear model of the two d.o.f. planar rotational robot, in the feedback configurations

of Figures 1 and 2. The reference input is yq(t) = [7/2 O]T and the initial condition z(0) =

[—7/200 O]T, under dy, (t) = 0.1sin (1000t) and dy (t) = 0.1 for ¢ > 6.
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Figure 15. Step response for two parameter controller, under do (¢t) and dn, (t)

Fig. 14 shows that the mixed sensitivity problem is solved and the stabilization of the plant
is accomplished under the non-linear uncertainties of the robot. Also, the disturbances d, (t)
and d,, (t) are well attenuated at the regulated output y (t), having a small stationary state
error. In the one-parameter feedback configuration, the overshoot of ¢; (t) and ¢ (¢) is bigger
and lower, respectively, for almost the same time response, than in the two-parameter feedback
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configuration. Figures 11, 13 and 15 show that the magnitude of the plant input u (¢) is bigger
if C19 = 0 than for full state information.

6. Conclusions

MIMO, strictly proper, lumped, LTI and strongly stabilizable systems with a stabilizable and
detectable realization are considered. In particular, fully actuated Euler-Lagrange systems ex-
pressed in state space equations are considered. The states are given by the generalized co-
ordinates of position and velocity, this implies that the dimension of the state is even and the
dimension of the input is half the dimension of the state. The used approach is to apply algebraic
results on a plant in terms of its state space realization. Right and left coprime factorisations
over the set of proper and stable rational functions are presented. Also, a solution to the doubly
coprime factorisation for strictly proper systems, of the Diophantine equation for full state infor-
mation systems, and analytic expression for the family of all one and two parameter stabilizing
controllers, are proposed. Conditions to get stable controllers are given. Also, analytic expres-
sions for the free parameters are presented, regulating the generalized coordinates of position,
rejecting constant disturbance at the input of the plant and solving a mixed sensitivity criterion.
The results show that the tuning of the parameter is more complex for the one-parameter con-
figuration and numerical errors increase the dimension of the controller. Regulation and mixed
sensitivity are accomplished stabilizing the system in spite of the disturbance and uncertainties
that are attenuated, and a small value of the stationary state error is having, at the regulated
output. The magnitude of the plant input is smaller for the two-parameter feedback configura-
tion and for full state information than for the one-parameter configuration and when the state
is not measurable or cannot be estimated.
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Control lineal estabilizante para sistemas
subactuados aplicado al Pendubot
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Resumen—Se presentan formulas explicitas de la
parametrizacion de controladores estabilizantes de uno y
dos parametros para sistemas subactuados con informacion
completa del estado. Se consideran sistemas Multi Entrada
Multi Salida (MEMS), estrictamente propios, de parametros
concentrados y Lineales Invariantes en el Tiempo (LIT)
con una realizacion estabilizable. Se asume que la planta
es fuertemente estabilizable. Se proponen factorizaciones
coprimas derecha e izquierda de la funcion de transferencia
en términos de la realizacion en espacio de estado, se resuelve
la ecuacion Diophantina, y los controladores estabilizantes
se obtienen usando la parametrizacion de Youla. Se dan
condiciones para obtener estabilidad fuerte y se fijan
los parametros libres de los controladores estabilizantes,
resolviendo los problemas de regulacion, estabilidad y
desempeiio mediante un criterio de sensibilidad mezclada
para sistemas subactuados. En el esquema de control
maestro-esclavo utilizado, un nimero de variables de estado
igual al niimero de entradas es controlado ‘“‘directamente”, y
estas variables son utilizadas como entradas para controlar
“indirectamente” al resto de las variables de estado. Los
resultados se aplican al sistema subactuado Pendubot.

Palabras clave: Controladores estabilizantes de wuno Yy
dos parametros, parametrizacion de Youla, sensibilidad
mezclada, estabilidad fuerte, sistemas subactuados, Pendubot.

I. INTRODUCCION

El propdsito principal es dar una férmula explicita de
la parametrizaciéon de controladores estabilizantes de dos
pardmetros para sistemas subactuados con informacién
completa del estado, y fijar sus pardmetros de control
resolviendo un problema de sensibilidad mezclada, esto
es, resolviendo simultdneamente estabilidad robusta y de-
sempefio robusto (ver el libro de (Zhou K., Doyle J. C.
and Glover K., 1996)). Se consideran sistemas MEMS,
estrictamente propios, de pard metros concentrados y LIT,
con una realizacién estabilizable y caracter isticas dadas
para las matrices de estado A y de entrada B. Se asume
que la planta satisface la propiedad de entrelazamiento
par, para asegurar que un controlador estable existe dentro
del conjunto de controladores estabilizantes, i.e., que la
planta es fuertemente estabilizable. Un controlador estable
es importante por razones pra cticas como rompimiento de
lazo, falla o para minimizar errores numé ricos.

Los sistemas subactuados son aquellos que tienen menos
actuadores que grados de libertad, ésto se debe al disefo
o a la falla de algin componente. Algunas aplicaciones

son submarinos, robots, vehiculos aut énomos y satélites
(Wojciech Blajer, Krzysztof Kolodziejczyk, 2008), (Galindo
R., Lozano R., 2000), (Andrew R. Teel, Oliver E. Kaiser,
Richard M. Murray, 1997), (James N. Rozak, Asok Ray,
1997), (Jerome D., 1996) y (Spong M. W., 1995). En el
esquema de control maestro-esclavo utilizado, un niimero
de variables de estado igual al nimero de entradas es
controlado “directamente”, y estas variables son utilizadas
como entradas para controlar “indirectamente” al resto de
las variables de estado, gracias al acoplamiento dindmico
que existe entre ellas. En este esquema, al sistema maestro
se le asocia una dindmica directa (d.d.) y al sistema esclavo
una dindmica indirecta (d.i.).

El control de sensibilidad mezclada (Zhou K., Doyle J.
C. and Glover K., 1996) es un método de disefio de lazo
cerrado basado en la minimizacién de la norma H., de la
funcién de sensibilidad a la salida, mejorando el desempeiio
y la atenuacién de perturbaciones aditivas a la salida, y
en la minimizacion de la norma H., de la funcién de
transferencia de la salida a la entrada de la incertidumbre,
preservando estabilidad bajo incertidumbres.

La parametrizacién de todos los controladores estabi-
lizantes da una solucién al problema de sintesis de con-
troladores LIT como lo proponen (Vidyasagar M., 1985),
(Desoer C. A., Liu R., Murray J. y Saeks R., 1992),
(Kucera V., 1979) y (Youla D. C., Jabr H. A. Bongiorno
J. J., 1976). Los controladores estabilizan una planta da-
da y los problemas de desempefio pueden resolverse por
medio de la correcta eleccién de sus pardmetros libres.
Hay pocos algoritmos para obtener expresiones analiticas
de los controladores estabilizantes (Nett C. N., Jacobson
C. A. and Balas M. J., 1984). En la secciéon V se aplican
resultados algebrdicos sobre una planta en términos de
su realizacion en espacio de estado. Primero, se obtienen
factorizaciones coprimas derecha e izquierda (f.c.d. y f.c.i.,
respectivamente) de la funcién de transferencia sobre el
conjunto de funciones racionales propias y estables, como
lo ha hecho (Desoer C. A., Liu R., Murray J. y Saeks
R., 1992). Entonces, se resuelve la ecuaciéon Diophantina
derecha (ver el libro de (Vidyasagar M., 1985)) y final-
mente se dispone de la familia de todos los controladores
estabilizantes a través de la parametrizacién de Youla como
lo proponen (Kucera V., 1979) y (Youla D. C., Jabr H.
A. Bongiorno J. J., 1976). La solucién propuesta de la
parametrizaciéon de todos los controladores estabilizantes



para sistemas con informacién completa del estado de la
seccién V, es menos compleja con respecto a la de (Galindo
R., 2009). El cambio de coordenadas usado en (Galindo
R., 2009) para asegurar que la factorizacién pertenece al
conjunto de funciones racionales propias y estables, no se
requiere para la factorizacién propuesta, disminuyendo los
parametros de control y el esfuerzo computacional.

La estabilizacion fuerte y la parametrizacion de todos los
controladores estabilizantes de dos pardmetros se revisa en
la seccion II. La clase de sistemas considerada estd dada
en las secciones III y IV. En la seccién IV se propone
una transformacién del modelo de Euler-Lagrange para
subactuados tal la d.d. y la d.i. cumplan con la condicién
de que la dimension del estado sea par y sea el doble de la
dimension de la entrada, y el esquema maestro-esclavo para
las d.d. y las d.i.. Los resultados principales se presentan en
la seccién V. Ademds, se fijan los pardmetros libres r y ¢
de los controladores estabilizantes de uno y dos parametros,
resolviendo un problema de sensibilidad mezclada de forma
explicita. Los resultados se aplican al sistema subactuado
Pendubot en la seccién VI.

Notacion. R(s) y RHoo(s) denotan los conjuntos de
funciones racionales de la variable compleja s con coe-
ficientes reales y de propias y estables, respectivamente;
R el conjunto de nimeros reales; A; := limg_,9 A(s) y
Ay = g0 A(S) son las aproximaciones asintdticas
de una matriz A (s) € R (s), en bajas y altas frecuencias,
respectivamente; e I, la matriz identidad de dimension p

por p.
II. ANTECEDENTES

El problema de estabilizacién fuerte fue atacado por
(Youla D. C., Bongiorno J. J. and Lu C. N., 1974) para
plantas con una entrada y una salida, y (Vidyasagar M.,
1985) extendi6 estos resultados a plantas MEMS, dando la
siguiente propiedad de entrelazamiento par (p.e.p.),

Teorema 1. Una planta dada P(s) es fuertemente es-
tabilizable si el nimero de polos de P(s) (contados de
acuerdo a su grado McMillan) entre cada par de ceros
reales, incluyendo los ceros al infinito, en el semiplano
derecho, es par.

El problema de estabilizaciéon fuerte es importante por
razones précticas, como rompimiento de lazo, fallas o para
minimizar errores numéricos.

La configuracién de control de un pardmetro se mues-
tra en la Fig. 1 (ver (Horowitz 1., 1963) y (Vidyasagar
M., 1985)), donde P(s) representa la planta, u(s) y y(s)
son la entrada y salidad de la planta, e(s) es la sefial de
error, y d;(8), do(s) y din(8) son perturbaciones externas a
la entrada, a la salida y en la medicién de la planta, respec-
tivamente. Se asume en lo que sigue que la norma Ho de
las perturbaciones es acotada. La entrada de la planta wu(s)
es generada por una sefial independiente, u(s) = K(s)e(s),
donde K (s) es el controlador de un pardmetro. Una versién
de configuracion de control de dos pardmetros se muestra en
la Fig. 2 (ver (Horowitz L., 1963) y (Vidyasagar M., 1985)),

donde u(s) es generada por dos sefiales independientes
diferentes, u(s) = K,(s)ya(s) — K(s)y(s), donde yqu(s)
es la entrada de referencia y [ K(s) K,(s) ] es el
controlador de dos pardmetros,

di(s)

:@$

*

dpm, ()

P—

Sistema de lazo cerrado con controlador de un parametro.

Figura 1.

di(s) do(s)

u(s) - y(s)
Ks) | =

Figura 2. Sistema de lazo cerrado con controlador de dos pardmetros.

o

La parametrizacién de todos los controladores estabi-

lizantes de dos pardmetros como lo propone (Vidyasagar
M., 1985), estd dada por,
Teorema 2.  Suponga que  P(s)e RP*™ (s),
K. (s)e R™*P (s) y K(s)e R"™*P (s) en la configuracion
retroalimentada de la Fig. 2. Sean P(s) = N(s)D~!(s)
y P(s) = D™ (s)N(s) cualesquier fc.d. y fc.i. de P(s)
con N(s), D(s), D(s) y N(s) perteneciendo a RHn
Entonces, el conjunto de todos los controladores que
estabilizan P(s) estd dado por

[ Kols) K() ] =Dpis) [ Qs) Nals) ]
Dy(s) :==Y(s) = R(s ) V(s) (1
Ni(s) := X(s) + R(s) D(s)
donde R (s) € RHoo y Q (s) € RHoo son pardmetros libres
satisfaciendo det (Dk(s)) #0, yX(s) e RHoo yY(s) €

RH oo son la solucion de la ecuacion Diophantina,
X(s)N(s)+Y(s)D(s) = I (2)

En la Fig. 2 el controlador K.(s) es usado para mejorar la
regulacién o el seguimiento y el controlador K (s) garantiza
estabilidad interna en las Fig. 1 y Fig. 2. Si K,.(s) es
inestable, su salida crece sin limite, una alternativa es
obtener un denominador coprimo comiin, Dk( ), de ambos
controladores (ver (Vidyasagar M., 1985)), ésto es, K (s) =
Dy (s)Ni(s) y K,(s) = Dy (5)Q(s).

En la seccién V se presenta una solucién analitica de
la parametrizacién de todos los controladores estabilizantes
para sistemas con informacién completa del estado, aplica-
ble a la clase de sistemas dada en la siguiente seccidn.



III. DESCRIPCION DEL SISTEMA

Considere una realizacién causal, LIT y estabilizable
(F, G, H) de un sistema, ésto es, el subsitema no con-
trolable es estable. Considere en lo que sigue el subsitema
controlable, i.e. , la realizacién minima. Mds ain, dado que
todas las entradas de u (¢) son linealmente independientes,
sin pérdida de generalidad, un cambio de base puede selec-
cionarse, obteniendo la realizacién (A, [0 BL ]T, C)

en nuevas coordenadas, donde B,, € R"*™ es una matriz
no singular. Ademads, se asume que el estado es medible o se
puede estimar, que n = 2m y que se particiona A € R™*"
de acuerdo a la particién a bloques de B € R™*™, donde
A1 =0y Ajs es una matriz no singular, ésto es,

AR

Aoy
= in

donde A5 = I,, es modificado a diferencias de como se
muestra por (Galindo R., 2009), debido a que se usa una
representacion en variables de estado conveniente para la
formulacién E-L con informacién completa del estado y
completamente actuada, es una clase de sistemas dindmicos
no lineales que tiene una realizacién linealizada de la forma
(3) satisfaciendo n = 2m, donde n es la dimension del
estado y m es la dimension de la entrada, mientras que la
formulacién E-L para sistemas subactuados es,

I,

Ago 3)

o) (| 75 | - ctato. donao - G
4)
donde M (q(t)) € R3*5 denota la inercia,

C(q(t), q(t) € R2*% la matriz de Coriolis-centripeta,
G (q(t)) € R*? la fuerza de gravedad, 7 (t) € R™ la fuerza
generalizada, siendo m < %y ¢q(t) € R2, () € R®
y §(t) € R las coordenadas generalizadas de posicién,
velocidad y aceleracion, respectivamente.

La formulacién para sistemas subactuados no cumple con
n = 2m, por esto, se propone en la siguiente seccién una
transformacién para (4) y asi obtener la estructura de la
realizacién en espacio de estados para las d.d. y para las
d.i. que tienen la estructura dada por (3), satisfaciendo cada
una n = 2m, lo cual se requiere para las factorizaciones
propuestas y para los resultados principales presentados en
seguida.

IV. MODELO E-L PARA SUBACTUADOS

Se transforma el modelo (4), ya que se necesita la
representacién en variables de estado de la forma (3). Para
esto, se propone una matriz de transformacién, que haga
cero el elemento de d.i.. Enel cason = 2y m = 1 de
acuerdo a n = 2m, la submatriz de la transformacion
multiplica a la ecuacién de ¢», y deja como entrada de
control la salida de ¢;, para después poder separar al sistema
en uno con d.d. (q1) que controle a la d.i. (g2).

A continuacién, se particiona M ~!(q(t)) acorde a las
dimensiones de 7(t),

Mia(q(t))  Mia(q®) | | 7(t) )
[le(q(t)) Mzz(q(t))H 0 }
e [ )= [ aons |- @

Como 7(t) se presenta para las d.i., se propone T tal
que Moy (q(t))7(t) = 0, linealizando primero M ~!(q(t))
alrededor del punto de equilibrio g., solamente para obtener
la matriz de transformacién constante g (t) = TG (t) que
se aplica a (4), quedando representados en la forma (3) la
dd ylad.i.,

Va0, = | i) e | @
T= [ _le(quMﬁl(qe) ! } ’ ©

asf,
TM ™ (qe) [ Tff) ] = { Mu(%e)T(t) ] O

El modelo (4) transformado es,

q(t) =TM~Y(T~'q(t))

( T(()t)

(10)

]—cmm@mmw—amwp
) an
CTMg0) Clg(t)4(t) =
Clq(t).q®))T~" y G(q(t)) = G(q(t). La matriz de
transformacién (8) es constante e invertible, por lo tanto
q(t) = T 'q(t) y q(t) = Tq(t), que es utilizado para
obtener (11). Lo que se logra se observa en la seccién VI
en la cual, después de linealizar en los puntos de equilibrio
(ge = cte. y ge = 0) y cancelar el acoplamiento dindmico
por retroalimentacién en las d.d., donde la representacion
en variables de estado de la d.d. y de la d.i. se definen a
partir de,

donde M(q(t)) =

EaEE .
S ot

Obteniendo representaciones en variables de estado, que
cumplen con la condicién n = 2m y la forma (3). Por lo
tanto, la matriz de transformacién propuesta (8), lleva a la
representacion del sistema en la forma (3). Las funciones

} cw*ﬂmT*amT*aw—G@*«m)

s



complementarias de un pardmetro de la Fig. 1 y dos
pardmetros de la Fig. 2 en (VidyasagarM., 1985) son

T,(s) = N(s)Ni(s) (14)

T,(s) = N(s)Q(s)

respectivamente. Se muestra el esquema maestro-esclavo en
la Fig. 3, donde T,(s) representa la funcién complementaria
de un pardmetro (14) del esquema de la d.d. en la Fig. 1.
Sea P;(s) la funcién de transferencia de la representacion
en variables de estado de la d.i. (13),y

15)

P, (s) = Pi(s)Ty(s). (16)

yals) y(s)

Figura 3. Esquema maestro-esclavo de un parametro.

Asf, el esquema maestro-esclavo en la Fig. 4, donde T, (s)
representa la funcién complementaria de dos pardmetros
(15) del esquema de la d.d. en la Fig. 2 y sea (16) la
funcién de transferencia de la representacion en variables
de estado de la d.i. (13).

e € |

() v (s)

Figura 4. Esquema maestro-esclavo de dos pardmetros.

En la siguiente seccién se obtienen las formulaciones de
la familia de controladores estabilizantes.

V. CONTROLADORES ESTABILIZANTES

f.c.i. y f.c.d. de la planta y una solucién analitica de la
ecuacién Diophantina se presentan en,
Lema 1. Considere la realizacion en espacio de estado
dada por la Ec. (3) satisfaciendo n = 2m donde n
es la dimension del estado y m es la dimension de la

entrada. Entonces, f.c.i. y f.c.d. propuestas, de la funcion
de transferencia (sI, — A)~" B sobre RH. son,

N7 B’rn
r(s) ]’N(s) = Gy [ : }
a7

Ly,

ol ] D(s)=B,'T(s) (18)

N () = Grap {

respectivamente, donde 0 < a € R, B,, € R™*™ y I,
son matrices no singulares y,

F(S) = —L (S2Im - 8A22 - A21)

(s+a)? (19)

Ademds, una solucion analitica de la Ec. Diophantina

(2) para la f.c.d. de la Ec. (18) sobre RH, es,
X(s)=[aI ' +1,, M ] yY(s)=B,

donde M := 2al,, + Ass.
Prueba. Multiplicando (sI,, — A)~' por B y usando (ver
(Zhou K., Doyle J. C. and Glover K., 1996)),

Ni1 Nio - ]k
Na1 Nap *
donde * denota cualquier valor finito, y N11 y ® := Noy —
N21N1_11N 12 son matrices no singulares. Entonces,

I'~Y(s)By,
I'~Y(s)B,

(20)

~ NNy @t

o1 ] 21

1
(s+a)?

(s, —A)'B= 5
+a)?

(22)

Considere la transformacién bilinial usada en (Doyle J.
C., Francis B. A. y Tannenbaun A. R., 1992) y (Zhou K.,
Doyle J. C. and Glover K., 1996), s = (1/)A) — a, que
simplifica las factorizaciones de P (s) y la solucién de la
Ec. Diophantina en el anillo de polinomios en A, ademas,
la solucién en s pertenece a RH . Asi,

AT-1B,, }

(sl, —A)'B —ta { A(1=a\) T (N\) By
(

donde T' (A) := A% (a%I,,, + adAos — A1) — AM + I,,,. Por
lo tanto, f.c.i. y f.c.d. de la Ec. (23) son,

D(s)z[W 0 ]N<s>:[<s+}>23m] o4

0 F(S) (s+a)z2Pm
%I
N(s)=| """ 1. D(s)=B,'I(s)  (25)
W m
respectivamente.  Asi, una solucién analitica de
XANNXN +YWND(A) = I, para la Ec. (25)

es,

X(s)=[aI'+1,, M ] yY(s)=B,

Dado que D (\), N (\), N()\) y D () son polinomios
en ), entonces D (s), N (s), N(s) y D(s) pertencen a
RHoo. Aplicando A =1/ (s + a) a las Ec. (24), Ec. (25) y
Ec. (26), se siguen los resultados de las Ec. (17), Ec. (18)

y Ec. (20).

(26)



|

Los resultados del Lema 1 son menos complejos con re-
specto a los de (Galindo R., 2009). En la prueba del Lema 1
se invierte la planta P (s) antes de aplicar la transformacién
bilineal s = (1/X\) —a. Asi, las factorizaciones pertenecen a
RHoo y no se necesita el cambio de coordenadas usado en
(Galindo R., 2009), diminuyendo los pardmetros de control
y el esfuerzo computacional para las factorizaciones del
Lema 1.

Si Aq; en la matriz de estado A no es cero, entonces @
en (21) tendrd un término sl,, — A;; que impide obtener
la f.c.i. de P (s).

Basandose en el Lema 1 la parametrizacién de todos los

controladores estabilizantes de dos pardmetros estd dada
por,
Teorema 3. Considere la realizacion en espacio de estado
dada por la Eq. (3) en la configuracion retroalimentada de
la Fig. 2, satisfaciendo n = 2m donde n es la dimension
del estado y m es la dimension de la entrada. Entonces, el
conjunto de todos los controladores de dos pardmetros que
estabilizan la Ec. (3) es,

[ K.(s) K(s) ]=Di'(s)[ Q(s) Ni(s)] @7

Dy(s) = (Im — e (Ba(s) + ng(s))) B

Ni (s) =
[ a®I,' + Aoy + Ri(s)(s) M+ Ry (s)T(s) |
Q(s)=1[Qi(s) Qa(s) |
(28)
siendo R;(s) € RHoo satisfaciendo det (Dk(s)> # 0

y Qi(s) € RHoo, © = 1, 2, pardmetros libres, B,, €
R™X™  una matriz no singular, 0 < a € R I'(s)
(1/(S+G)2) (SQIm — SA22 —Agl), 1 =1, 2 y M =
2al,, + Asa. Mds aiin, suponga que (sI, — A)fl B satis-
face la p.e.p. y,

det (321m +5(2al,, — Ry (s)) + a*I,, — Ry (8)) (29)

es un polinomio Hurwitz, entonces la Ec. (27) es estable,
i.e., el controlador | K.(s) K(s) | pertence a RHoo.
Prueba. Sea R(s) := [ Ri(s) Ra(s) | € RHoo. El
resultado de las Ec. (27) se sigue directamente de la Ec.
(1) reemplazando la Ec. (17), Ec. (18) y Ec. (20)

Dado que (sI, —A)_lB satisface la p.e.p. entonces,
existe un controlador estable [ K, (s) K(s) | dentro dela

familia de controladores estabilizantes. Si det (E;Js)) es
un polinomio Hurwitz entonces K (s) € RHo y K, () €

RH . Dado que s = —a es un polo estable y B,,, es una
matriz no singular, K(s) y K,(s) son estables si (29) es
un polinomio Hurwitz. [ ]

La estabilidad del controlador de dos pardmetros depende
de ay R;i(s), i =1, 2. En particular si R;(s), ¢ =1, 2 son
r;I,, donde r; € R, i = 1, 2, entonces, (29) es un polinomio
Hurwitz si,

r < a? y ro < 2a 30)

Dado que N~(s) es una matriz larga de dimensién n X
m, entonces, N (s) no tiene una inversa a la derecha y
por lo tanto la Eq. Diophantina izquierda N (\) X (X) +

D (N)Y (X) = I no tiene una solucién.

V-A. Controladores estabilizantes del esquema maestro-
esclavo

A partir de la funcién complementaria de un parametro
(14) de (Vidyasagar M., 1985) de la d.d. de (28) en el
esquema de la Fig. 3, se tiene que

1
. — . .
To(s) = [ e ] [X(s)+ Ri(s)D(s)] @D
721’m
(s+a)
donde (31) es una matriz con entradas y salidas de posicion
y su derivada (velocidad), y sélo se requiere la informacién
de posicién que brinda el elemento 7,1 1)(s) de (14), ya
que la derivada (velocidad) es cero; de (31) se tiene

1
Grae (a*1,n, + A1 + Ri(s)Ta(s)) . (32)

Del esquema maestro-esclavo de un pardmetro de la Fig.
3, se tienen la f.c.i. y la f.c.d. de P,(s) de los resultados
del Lema 1, sean N;, D; I'; de la d.i. y I'; de la d.d.,

To1,1y(8) =

D (s) = Di(s),
Ne (s) = Ni(s) (a*In 4+ A1 + Ri(s)La(s))
N (s) = l mjm
8( ) (Sfa)4 Im ) 1
D (s) = (a*In, + A1 + Ri(s)Ta(s)) B,.iTi(s)
(33)

Asi, de (33), se obtiene la solucién de la Ecuacién de
Diophantina para la Fig. 3, donde los sistemas de d.d. y d.i.
de la forma (3) sus elementos se consideran escalares, de
manera que

X (s) = [ To T }

Ye(s) = ’
(I + Gy + 2252 ) B (0L + A1 + RaTu(s))
(34
donde

xTo = 6a2A21 + 4a Ay Ago + A%l + A21A32 + (14Im 35)

Tr1 = 6a2A22 + 4(114%2 + 4A21a + A§2 + 2A21A22 + 4(13]7”

(36)
y1 = Az + 2al,, 37)
Yo = 3aAgg + A2y + A9y + 31, (38)

siendo T'4(s) el complemento de Shur de (14) de la d.d.
y I'i(s) el complemento de Shur de la d.i., y asi aplicar
(33) y (34), en (28) y (27) para obtener los controladores
estabilizantes de un pardmetro de la Fig. 3.



Respecto a los controladores de dos pardmetros (15)
(ver (VidyasagarM., 1985)) de la d.i. de (28) del esque-
ma de la Fig. 4, se tiene que

1
I
TO(S) = [ (‘9':(1)21

(s+a)2"m

][st) Q2(s) | 39)

donde (39) es una matriz con entradas y salidas de posicién
y su derivada (velocidad), y sélo se requiere la informacién
de posicién que brinda el elemento T5(1,1)(s) de (15), ya
que la derivada (velocidad) es cero; de (39) se tiene

1
Grap @t

Del esquema maestro-esclavo de dos parametros de la

Fig. 4, se tienen la f.c.i. y laf.c.d. de P,(s) de los resultados
del Lema 1, sean N;, D; D; de la d.i. y I'y de la d.d.,

(s) = Di(s),
(s) = Ni(s)Q1(8) (araye
L
Nc (s) = (S-‘_sa)4 " ’
(s) [ e lm ]
De (s) = Qy'(s)Di(s)

Asi, de (41), se obtiene la solucién de la Ecuacién de
Diophantina para la Fig. ??, donde los sistemas de d.d. y
d.i. de la forma (3) sus elementos se consideran escalares,
de manera que

X (s) = [ T X1 ]
Ye (s) =

(Im + ylﬁ + yQﬁ) BiQu(s)

To1,1y(s) = (40)

D, (s) =
N, (s) =

S
S

(41)

(42)

donde
o — 6a2A21 + 4&A21A22 =+ A%l + A21A§2 + a4Im (43)

T = 6(121422 + 4CLA%2 + 4A21a + Ag2 + 2A21A22 + 4a3lm

(44)
= A22 + 2a[’m, (45)
Yo = 3&A22 + A%Q + A21 + 3@21m (46)

y asi aplicar (41) y (42), en (28) y (27) para obtener los
controladores estabilizantes de dos pardmetros de la Fig. 4.

V-B. Problema de sensibilidad mezclada

Se considera la minimizacién de la norma H., de una
aproximacién de bajas frecuencias de la funcién de sensi-
bilidad a la salida ||Sy||,, y altas frecuencias de la funcién
de transferencia de la salida a la entrada de la incertidumbre
| Tusyanll,,» respectivamente, (ver (Galindo R., 2008)).
Este problema involucra la minimizacién simultinea de
IS0l ¥ de [|[Tupyanll» esto es, ?(15 1Sl sujeto a,

||1111,AyAhHOO = ||SOZ||OO (47)

Este problema es resuelto fijando los pardmetros libres r
y ¢ de los controladores estabilizantes, cuando la entrada de
referencia de velocidad es cero. Una solucién exacta a (47)
para sistemas con informacién completa del estado, donde
Ao = I, en (3), se propone en,
Teorema 4. Considere la realizacion en espacio de estado
dada por la Ec. (3) de la planta (sI, — A)"' B en el
esquema de la Fig. 1y 2. Suponga que K (s) estd dado
por el Teorema 3. Sea la entrada de referencia del estado
ya(t) = [ya(t) 0 ]T, el pardmetro libre Ry(s) =
Iy € RHoo, Ra(s) =0 € RHoo , Q1(s) = ¢l € RH
y Q2(s) = 0 € RHoo. Entonces, los valores dptimos de r
y q para un modelo de la incertidumbre multiplicativo a la
salida son,

_ (|| 4x ], — a®b)

i+ [ Anl (48)
Y a*wy,

1= 57 o (49)
respectivamente donde b = w%l HaQIm -1-1421”0o ym =

% (%h HZCLQIm + Angoo — b)

Prueba. La funcién de transferencia T,(s) estd dada por
(14) (ver (Vidyasagar M., 1985)) en la configuracién
retroalimenta de un pardmetro de la Fig. 1. Dado que R;(s)
es r1,, y Rz(s) =0, entonces, de (18) las aproximaciones
de altas y bajas frecuencias de T, (s) y S, ($) := In—T, (s)
son,

1 0 0
TOh - wih |: CLQIm —|— A21 —|— R1 QCLIm + A22 :| (50)
y
Suy = = (Im — =R1) Any 2Ly — 5 An 1)
0 1,

respectivamente. Dado que Q1(s) es ¢l y Q2(s) = 0,
entonces, de (18) las aproximaciones de altas y bajas
frecuencias de Ty, (s) y S, (s) := I, — T, (s) son,

1 0 0
TOh = Ujih [ qI"L 0 } (52)
Y I 47T, 0
Sot = [ et } (53)
Por lo tanto, de (50) y (51)
| Tonz|l. = = [|a®Im + A21 + Ryl|__,
: I = 54
8o 0l = 15 (I — R A, Y
y de (52) y (53)
[ Toncz. |l = 2 lal -
e W . 55
ot vl = 1= %] o)
Ast, || Tonca, 1)HOO = |90, 1 HOO tiene una solucién en

el punto de interseccion de las dos lineas rectas en las Fig.
5y 6, ie., de la Fig. 5, implica el resultado de la Ec. (43),
y de la Fig. 6, implica el resultado de la Ec. (49).
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Figura 6. Sensibilidad mezclada del par dametro q.

Aunque la solucién del Teorema 4 no es tnica, la
solucién propuesta asegura que existe un punto de cruce
en las Figs. 5 y 6, dado que ||Sol(1, 1)||oo alcanza su
minimo valor conforme r y ¢ se incrementan. Ademds,
para la r y ¢ propuestas, ||Ton|l,, = ||Sol(1, 1)”00, que
como se mostrard, puede minimizarse simultineamente por
la seleccion apropiada de los pardmetros de control a y wy,.

De las Ec. (48) y (54)

o -1 HA21HOO — a2b
1ol = || =2 <Im - a4+||AQl||OO> Azt]|
y de la Ec. (49) y (553)
w
1011, 1l = ‘1 - m ; (57)

en la configuracion retroalimentada de uno y dos parametros
respectivamente. Si w;, — oo, entonces b — 0y m — 0,
asi,  — a? y del Teorema 3, si » — a2, los controladores
son inestables. Por lo tanto, para a suficientemente pequeiia
tal que se preserve la estabilidad de los controladores, el
problema de sensibilidad mezclada se resuelve incremen-
tando wy,.

Los resultados se aplican al Pendubot en la siguiente
seccion.

VI. EJEMPLO (PENDUBOT)

Se abordard al ejemplo del sistema electromecanico sub-
actuado denominado Pendubot, ya que este sistema cuenta
con el acoplamiento entre dos eslabones; el primer eslabén
estd conectado al actuador y el segundo eslabon depende
de la posicién y movimiento del anterior. Debido a esto,
el Pendubot es un ejemplo mds de estudio para aplicar la

teoria de control. Se procedera a hacer una transformacién
al modelo matematico del Pendubot, para asi poder aplicar
la herramienta matematica obtenida (sensibilidad mezclada
y la parametrizacién de controladores estabilizantes). Con el
fin de poder llevar ambos eslabones a Top Position (q; = §
y g2 = 0) desde Bottom Position (q1 = =F y g2 = 0) en la
Fig. 7. En las préximas subsecciones, se mostrara el modelo
matematico y pardmetros del Pendubot, la transformacién
del mismo para linealizar el sistema, aplicar los resultados y
disefar el controlador. También, se empleard el controlador
obtenido para simularlo con el sistema no lineal y observar
su comportamiento.

VI-A. Modelo del Pendubot.

A continuacién, se muestra el diagrama utilizado del
sistema Pendubot (Jerome D., 1996),

Figura 7. Pendubot.

Se presenta la ecuacién dindmica de la forma E-L dada
por la escuacién (4)

M(g(t)) =
{ 01 + 02 + 203 cos qa(t) 02 + 03 cos qa(t) } (58)
0 + 03 cos g2 (1) 02
. [ —63sin(ga(t))d2(t)
Clq(t),q(t)) = [ 033Sin(qg2(t))qf2(t) (59)
—03sin(q2(1))d2(t) — 03 sin(q2(t))du (¢)
0

G(q(t) = { 049 cos qi(t) + 059 cos(qi(t) + q2(1)) }

059 cos(q1(t) + q2(t))
(60)

gty = a®) ¢ ]

siendo, 61 := mlel + ’ITLQL% + 1y; 05 = mgLEQ + Iy
03 := moLiLco; 04 := myLer + moLy; 05 := maLeo; my
es la masa del eslabon i; L; es la longitud total del eslab6n
i; L.; es la distancia al centro de masa del eslabon 7; I;
es el momento de inercia del eslabon ¢, alrededor de este
centroide y ¢ la aceleracién de la gravedad. Los valores
de estos pardmetros son: 61 = 0,0761, 6> = 0,0662, 63 =
0,0316, 6, = 0,9790 y 65 = 0,3830.

(61)



VI-B. Linealizacion del modelo transformado.

Se procede a linealizar por aproximacién de Taylor el
sistema transformado dado por la Ec. (11) en los puntos de
equilibrio 1 = 5 y g2 = 0, y se obtiene

él (to) 6: 626 636
—aQule D201 () — SR 0 (1) + g (1) -
52@) _ —9(9395 — 919295) ql (t)— 9(9305 — 919295) _

0,00, —7) 2

(63)

Entonces la representacién en variables de estado del

sistema con d.d. se desarrolla como sigue: se propone 71 (t)
tal que se cancela la dindmica de g,

02(6162 — 62)

_ 92\~
OER A OUE L Lo R
2 2
Asi, sustituyendo (64) en (62), se tiene que
. — (0505 — 020, N
0, (t) = qu(t) + 71(1). (65)
Definiendo
z14(t) == q(t) a14(t) = 24(t) 66)
T4(t) =gy (t) Loa(t) = q, (1)

La representacion en variables de estado de (65) es

Z1a(t) | _ 0 1 r14(t)
{ E2q(t) } - l %2%204) 0 ] [ T24(t) ] 67
SHEC
Ahora, definiendo
r1;(t) := Ga(t) B14(t) = w24(t)
o) =) awl) =) &

La representacién en variables de estado de la d.i., para la
cual su entrada ahora es la posicién ¢; del primer eslabon,
de (63)

. 1
&14() } 0 [ x1i(t) ]
. = —(g(6205—60,0206
[ (1) R 0
0 .
—g(0305—016205)

05(0105—02)

+ r14(1)

(69)
donde (67) y (69), tienen la forma (3) y cumplen con la
condicién n = 2m.

VI-C. Resultados

Se obtienen las fic.i. (17), fic.d. (18) y la solucién de
la Ec. Diophantina (20), asi como también, se fijan los
pardmetros r (48) y g (49) de sensibilidad mezclada en
(28) para el controlador de dos pardmetros (27). Lo anterior
se aplica para la d.d. (67) y la d.i. (69), con una a = 25
y wp, = 1000, debido a la velocidad de respuesta admisible
del sistema.

Se muestran las siguientes graficas con los resultados
obtenidos en Matlab, aplicando los controladores lineales de
dos parametros en el modelo del Pendubot no lineal desde
condiciones iniciales de Bottom Position a la referencia
deseada de Top Position. Una adicién de una sefhal de
compensacion constante con valor de 0,62rad a la entrada
de la planta de la d.i., y una ganancia al pardmetro Q(s) para
mejorar la regulacién de la d.i., pues el esquema.maestro-
esclavo de la Fig. 4 favorece la regulacion de la d.d. mas que
a la d.i. y es como necesita ser compensada la regulacién
de la d.i..

Rqy=[ —412,9890 0 |,R; =[ —516,0360 0 | (70)

Qa = 3846154 0],Q, = [ 2175(384,6154) 0 |
(71)

—
—,

Figura 8. Gréfica de posiciones de g1 y g2 del Pendubot.

En la Fig. 8, se visualizan oscilaciones en el transitorio
y en estado estacionario ¢ = —4,708rad equivalente a
—1,4986 vueltas y g2 = 12,57rad equivalente a 4,0012
vueltas. Gracias a la sensibilidad mezclada de uno y dos
parametros, se obtiene un buen desempefio y seguimiento de
los controladores estabilizantes lineales aplicados al sistema
no lineal Pendubot.

Bl Pendubot Animation

Figura 9. Animacién Pendubot.



En la Fig. (9), se muestra una grafica de una animacion
(Jerome D., 1996) en estado estacionario, y efectivamente
se logra llevar a Top Position. Las Figs. 8 y 9 muestran
que se preserva la estabilidad a pesar de la incertidumbre
no lineal.

VII. CONCLUSIONES

Se consideran sistemas MEMS, de pardmetros concentra-
dos, LIT y fuertemente estabilizables con una realizacién
estabilizable. En particular, se consideran sistemas subac-
tuados Euler-Lagrange. Los estados estin dados por las
coordenadas generalizadas de posiciéon y de velocidad.
Esta clase de sistemas se requiere transformar, tal que
en un esquema maestro-esclavo cada parte cumpla con la
condicién n = 2m y una estructura de la representacién en
variables de estado del sistema linealizado, donde m es la
dimensién de la entrada y n es la dimensién del estado. El
enfoque utilizado es aplicar resultados algebraicos sobre una
planta en términos de su realizacién en espacio de estados.
Se presentan factorizaciones coprimas derecha e izquierda
sobre el conjunto de funciones racionales propias y esta-
bles. Ademas, se proponen una solucién de la ecuacion
Diophantina para sistemas con informacién completa del
estado, y expresiones analiticas para la familia de contro-
ladores estabilizantes de dos pardmetros, para el esquema
maestro-esclavo. En este esquema el maestro estd asociado
a dindmicas que se controlan directamente, y estas variables
se utilizan para controlar las dindmicas indirectas asociadas
al esclavo. Se dan condiciones para obtener un controlador
estable. Ademds, se presentan expresiones analiticas para
los pardmetros libres y resolviendo un criterio de sensi-
bilidad mezclada. Los resultados muestran que se logra la
regulaciéon y desempefio mediante sensibilidad mezclada
estabilizando al sistema a pesar de las perturbaciones e
incertidumbres que son atenuadas, y se tiene un pequefio
valor del error en estado estacionario en la salida regulada.
Alternativamente se puede utilizar un controlador no-lineal
inicialmente y conmutar al control lineal propuesto cerca
de Top Position, mejorando el desempeiio.
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