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1.5. Metodoloǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5.1. Revisión de literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5.2. Diseño del prototipo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5.3. Manufactura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.5.4. Diseño y simulación de leyes de control . . . . . . . . . . . . . 17

2. Diseño de prototipo 18

iv
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2.3.2. Almacenamiento energético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.3. Pesos de componentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.4. Bosquejo dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4. Diseño aerodinámico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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3.4. Fuerzas y momentos aerodinámicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.4.1. Coeficientes adimensionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.4.2. Efectos aerodinámicos en el marco del cuerpo . . . . . . . . . 72

3.4.3. Estimación de coeficientes aerodinámicos . . . . . . . . . . . . 75
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Índice de figuras xi
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Índice de figuras xiii

4.11. Diagramas de Bode del canal y función MSF para φ. Ver Tabla 4.3

para consultar márgenes de estabilidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

4.12. Diagrama de Nyquist de γθ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4.13. Diagramas de Bode del canal y función MSF para θ. Ver Tabla 4.4

para consultar márgenes de estabilidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.14. Diagrama de Nyquist de γr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

4.15. Diagramas de Bode del canal y función MSF para r. Ver Tabla 4.5

para consultar márgenes de estabilidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.16. Repuesta del sistema para referencias de escalón individuales. . . . . 129

4.17. Repuesta de las variables de entrada U , para referencias de escalón

individuales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.1. Resultados de simulación con dinámica de actuación 1 → 1. . . . . . . 132

5.2. Resultados de simulación sin corrección por perdidas de empuje dinámi-
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Caṕıtulo 1

Introducción

El desarrollo de aeronaves h́ıbridas no es reciente, para el caso espećıfico de los

convertiplanos podemos remontarnos a poco después de la segunda guerra mundial,

cuando comenzaron los primeros desarrollos de girodinos y helicópteros compuestos,

como el caso del McDonnell XV-1, reportado en Harris (2003).

Figura 1.1: Fases de vuelo de un convertiplano. Air-Force (2015)

Como la mayoria de los desarrollos tecnológicos, el impulso de estos desarrollos

veńıa del sector militar, en especial por las prestaciones que brindan estos veh́ıculos,

al contar con las prestaciones de un helicóptero de poder despegar y aterrizar en

sitios mas mucho más estrechos que las pistas de aterrizaje para aeronaves de ala

fija, y a su vez, el contar con la agilidad de este otro tipo de aeronaves, en la maniobra

de vuelo crucero, presentando una mayor autonomı́a respecto a las aeronaves de ala

rotativa, puesto que la sustentación del veh́ıculo es provista en gran parte por las alas

1
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fijas de la aeronave. Eventualmente, y no mucho tiempo después al XV-1, surgió la

primer aeronave con rotores basculantes, el Bell XV-3; consistiendo en un helicóptero

tandem, con rotores cadenados y en plataformas basculantes, como puede apreciarse

en la figura 1.1.

Como mencionando anteriormente, el desarrollo de aeronaves con capacidad

de despegue y aterrizaje vertical no es reciente, sin embargo, la evolución de la

tecnoloǵıa de propulsión eléctrica ha permitido en los últimos años el surgimiento

diversas configuraciones en el diseño aeronaves convertiplano. Entre las diversas con-

figuraciones emergentes, siguen presentándose propuestas de aeronaves con rotores

basculantes.

1.1 Antecedentes y estado del arte

En los últimos años, los sistemas aéreos no tripulaos se han consolidado como

una tecnoloǵıa cotidiana, integrándose cada vez más en diversas actividades huma-

nas. Esta proliferación del uso de estas tecnoloǵıas ha llevado a la diversificación de

estos sistemas vuelo, de los cuales hemos de resaltar las aeronaves con capacidad

de despegue y aterrizaje vertical, dado a su versatilidad operacional dado que no

requieren de una pista para aterrizar o despegar.

La configuración de aeronave convertiplano posee una planta de propulsión ca-

paz de sustentar en estado estacionario y de reducir la carga del sistema de propulsión

en vuelo horizontal al sustentarse mediante al menos una superficie de control fija,

debido a la velocidad flujo incidente. A su vez, existen distintos tipos de aeronaves

convertiplano, siendo la configuración de rotores basculantes la que se busca analizar

en este proyecto, debido a la posibilidad que permiten de utilizar la misma planta

de propulsión, tanto para sustentar la aeronave en vuelo estacionario, como para

contrarrestar la fuerza de resistencia al avance en vuelo horizontal.

Partiendo de la configuración de un veh́ıculo multicóptero tri-rotor y con el
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objetivo inmediato de incrementar su autonomı́a, se propone la integración de un

ala fija y plataformas basculantes, produciendo un prototipo capaz de ser proba-

do asemejando condiciones de vuelo, mediante simulaciones Hardware In the Loop

dentro de un túnel de viento. De la mano al desarrollo del prototipo, se busca el es-

tablecer un esquema de control que opere en la totalidad de la misión de la aeronave,

ejecutando automáticamente la transición de la dirección de la planta de propulsión

según la velocidad incidente de flujo.

Entre los antecedentes más antiguos que encontrados se encuentra Ferguson

(1983), que reporta un modelo genérico para para una aeronave de rotores basculan-

tes. El modelo está basado en la aeronave Bell XV-15 (figura 1.2), cuyo desarrollo

comenzó en el año 1973, y completó sus primeras pruebas en el año 1979. Esta aero-

nave fue el la base del desarrollo de las futuras V-22 por parte de la compañ́ıa Bell.

Calzada (2003) El modelo presentado es muy amplio, presenta interacción entre los

rotores y el cuerpo de la aeronave, tanto ala como fuselaje, aśı como el efecto de las

variables de control del mecanismo de los rotores ćıclicos. Esta fuente puede resultar

de gran utilidad, principalmente en la formulación de un modelo para la interacción

de los rotores, en caso que sea necesario según apunten los experimentos iniciales.

Figura 1.2: Convertiplano ”Tiltrotor”Bell XV-15. Calzada (2003)

1.1.1 Convertiplanos y aeronaves con multirotores

basculantes: estrategias de control

Se ha desarrollado diversas técnicas para la transición entre modos de vuelo.

Comenzando por Yanguo y Huanjin (2009), los autores reportan el diseño de siste-
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ma de control de vuelo para un convertiplano tandem de rotores basculantes, con un

modelo verificado en túnel de viento. La figura 1.3, muestra una fotograf́ıa del pro-

totipo en cuestión. La estrategia de control en este particular trabajo consiste en un

lazo interno y otro externo. El lazo de control interno, el que estabiliza la velocidad

en la dirección vertical del cuerpo de la aeronave y las velocidades angulares en los

ejes del cuerpo. El objetivo del lazo interno de control es generar una estructura de

eigen-valores, que después será utilizada para cerrar el segundo lazo de control con

nuevamente la velocidad vertical de la aeronave, el ángulo de alabeo, cabeceo y la

velocidad angular del eje z del cuerpo (r). Este documento provee una estructura de

control funcional para un punto de operación en espećıfico, sin embargo, únicamente

opera en ese punto y no cuenta con transición automática.

Figura 1.3: Prototipo presentado en Yanguo y Huanjin (2009), helicóptero tándem

convertiplano.

También surge el caso de aeronaves con rotores basculantes cuya estructura

móvil incluye en ala de la aeronave, como ocurre en Oner et al. (2012), que consis-

te un multicóptero cuadrirotor ”tilt-wing”, sin embargo el documento únicamente

se reporta el diseño de controlador de vuelo vertical mediante compensadores PID,

comprobándolo con simulaciones (figura 1.4) y pruebas de vuelo, pero sin gran des-

cripción del rechazo a perturbaciones de prototipo en cuestión.

Podemos apreciar en Cetinsoy et al. (2012), el desarrollo del mismo prototipo

(figura 1.5), donde se reporta mas detalladamente sobre su diseño e identificación
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Figura 1.4: Simulación de maniobra de aterrizaje del cuadritoror convertiplano

reportado en Oner et al. (2012).

del modelo aerodinámico, mediante mediciones en túnel de viento, información que

puede resultar muy útil para la comparación o búsqueda de referentes previos al

realizar un diseño de un prototipo con dimensiones similares. Presentan en este

último documento un sistema de control mediante controladores PID en un esquema

no lineal de variables virtuales, según el modo de vuelo en que se encuentra, ya sea

vuelo vertical, transición o vuelo horizontal, sin embargo, nuevamente el documento

sólo reporta los resultados experimentales de las pruebas de vuelo vertical, sin hondar

tampoco en la función para hacer el intercambio de esquemas de control.

Figura 1.5: Esquema de fuerzas y momentos desarrollados por el sistemas de pro-

pulsión actuando en el cuerpo de la aeronave presentada en Cetinsoy et al. (2012).
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Otro ejemplo de VANT con rotores basculantes y ”tilt-wing”, es el presentado

en Muraoka et al. (2012), donde se analiza la modo de transición de vuelo, mediante

la técnica de Schedulling. El esquema de control primario es descrito en la figura 1.6.

Otro punto a resaltar del documento, es el mapeo que utiliza para las condiciones

de equilibrio de las variables de estado.

Figura 1.6: Esquema del sistema primario de control de vuelo Muraoka et al. (2012)

Este mismo prototipo es analizado a mucho mayor detalle en Sato y Muraoka

(2015), donde la metodoloǵıa para el diseño del controlador de vuelo es explicada.

Utilizan una técnica de Gain schedulling, considerando las maniobras de vuelo ver-

tical, vuelo en transición, vuelo horizontal y viraje coordinado. La técnica utiliza

demostró tener gran efectividad, distintos consideraciones de diseño para el contro-

lador de vuelo son comparados y se realizaron exitosamente pruebas de vuelo con

transición exitosa. El documento tiene información detallada acerca de la estructura

de control utilizada, aśı como los puntos de equilibrio a partir de los cuales se hacen

las aproximaciones para el diseño de los controladores en cada punto, la figura 1.7

presenta la relación entre la velocidad de vuelo y la secuencia de volteo de la planta

de propulsión.

Otro ejemplo de una aeronave con rotores basculantes, pero sin ala fija, única-

mente con modo de vuelo tri-rotor es en Papachristos et al. (2011) y Papachristos et

al. (2012), también mediante un controlador PID estabiliza el vuelo del veh́ıculo, que

si bien no necesita alternar entre modos de vuelo, puesto que el prototipo propuesto
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Figura 1.7: Esquema para el ángulo de orientación de la planta de propulsión según

la velocidad de vuelo Sato y Muraoka (2015).

únicamente opera en modo de multicóptero, sin embargo el mecanismo basculante es

idéntico, y es mas sencillo el modelo puesto que no utiliza un plato de control ćıclico.

La figura 1.8 muestra un esquema de las maniobras en vuelo vertical del prototipo

en cuestión.

Figura 1.8: Principios de operación en vuelo vertical. Papachristos et al. (2012)

Este mismo prototipo, es desarrollado con mayor detalle en Papachristos (2013),

utilizando ahora un controlador LQR, donde se argumenta se mejora el desempeño

del veh́ıculo, respecto a la dinámica longitudinal. El esquema de control general pue-

de apreciarse en la figura 1.9. En este documento se establece la intención que el

prototipo sea implementado con ala fija que posteriormente integrada al veh́ıculo.

En Hernandez-Garcia y Rodriguez-Cortes (2015), se propone una técnica de

Gain schedulling para un convertiplano de rotores basculantes ćıclicos (como puede
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Figura 1.9: Esquema de control para el seguinmiento de trayectoria en modo de

vertical. Papachristos (2013)

observarse en la figura 1.10), presentando únicamente simulaciones numéricas para la

validación de su estrategia de control. Sin embargo, puede apreciarse que es necesario

un mayor análisis del sistema de vuelo propuesto, al no reportar la estabilidad relativa

ante perturbaciones. Más, se puede apreciar su enfoque práctico al evaluar su sistema

propuesto mediante un enfoque de aproximaciones lineales con espacio de estados

en diversos puntos de equilibrio. El ángulo de rotación de la planta de propulsión

es determinado a partir de una función respecto a la altitud, según los puntos de

equilibrio obtenidos.

Figura 1.10: Prototipo modelado en Hernandez-Garcia y Rodriguez-Cortes (2015).

Un modelo que se propone en Warren et al. (2019), consiste simplemente en

un sistema multicóptero cuadrirotor, que únicamente modifica la dirección de los

rotores sin afectar la posición del ala. En la figura 1.11 puede apreciarse el modelo

CAD del prototipo desarrollado en el reporte, aśı como el mecanismo basculante que

se implementó. Puede apreciarse que únicamente utiliza el par de rotores traseros

están montados en el mecanismo basculante, mientras que los rotores delanteros se

encuentran fijos. Podemos apreciar un diseño aerodinámico convencional con alas en
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terminación de reducción de cuerda. Este reporte hace un reporte del diseño bajo

diversos requerimientos de diseño y utiliza un controlador de vuelo relativamente

sencillo consistiendo en controladores PID. La transición entre los modos de vuelo

es hecha manualmente, conforme la velocidad de la aeronave incrementa hasta ser

lo suficiente.

Figura 1.11: Prototipo modelado en Warren et al. (2019).

Un diseño conceptual interesante es el presentado en Zeng et al. (2020), donde

se presenta a detalle diversos parámetros de diseño determinados según el tipo de

misión, en diversas condiciones climatológicas, como se puede observar en la figura

1.13. El prototipo presentado únicamente consiste en un ala embebida con el fuselaje,

y se propone una mecanismo basculante que direcciona toda la planta de propulsión

a la vez, como mostrado en la figura 1.12. Este trabajo provee un análisis muy útil

para determinar los parámetros de diseño para un VANT, aśı como de simulaciones

en lazo abierto para evaluar los requerimientos de los actuadores para mantener el

equilibrio.

La consideración del efecto de la incertidumbre en la dirección del viento hecha

en Zeng et al. (2020), considera únicamente una afectación en el plano zx, esto es, en

la dinámica longitudinal de la aeronave. Este estudio es particularmente interesante,

puesto que integra las caracteŕısticas del tipo de misión a los parámetros de diseño

de la aeronave.
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Figura 1.12: Concepto de aeronave ”tilt-arm”propuesto en Zeng et al. (2020).

Una técnica de control diferente a las antes mencionadas es la presentada en

Wang et al. (2020), pues se basa en un control de rechazo activo a perturbaciones

en conjunto con modos deslizantes en retroalimentación de error de estado no li-

neal. El control utiliza un observador de estado extendido con el fin de compensar

la incertidumbre externa e interna. Es de mencionar que el objetivo principal del

documento es evaluar el desempeño del controlador de vuelo, precisamente en la

etapa de transición. Se puede apreciar un prototipo muy parecido al reportado en

Muraoka et al. (2012) y Sato y Muraoka (2015), siendo también cuadrirotor de mo-

tores basculantes cuyas plataformas también cuentan con una sección de semi-ala

alineada a la nariz de su respectiva rotor.

Se puede apreciar la maniobra de transición que utiliza la aeronave, en una

secuencia en rampa, deteniéndose a 45 grados con tal de permitir que el cabeceo se

estabilice, luego continuando hasta hacer la transición completa, como se muestra

en la figura 1.15.

En Nam et al. (2020) se presenta el diseño de un trirotor convertiplano con

rotores basculantes, con un par de alas unidas a cada plataforma basculante de los

motores frontales, por lo que rotan a la par que la planta de propulsión, como se

muestra en la figura 1.16. Un punto especialmente interesante de este prototipo es
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Figura 1.13: Optimización de geometŕıa alar, en función de incertidumbre at-

mosférica según el tipo de clima Zeng et al. (2020).

Figura 1.14: Aeronave analizada en Wang et al. (2020).

que se implemento en dos configuraciones, una sin superficies de control, actuada

únicamente mediante la planta de propulsión y la otra, utilizando efectivamente

alerones en alas para controlar la dinámica de alabeo.

El prototipo es implementado exitosamente, se propone un esquema de control

no lineal, con compensadores PID. La transición del veh́ıculo es establecida mediante

un algoritmo lógico que alterna entre un controlador entre vuelo horizontal y un

controlador para vuelo vertical. Los parámetros que rigen el flujo del algoritmo para

alternar los controles son determinados a base de experimentación de prueba y error.

Un punto interesante también en este diseño, es la descripción del ”mixer”de las

señales de control para generar las señales a los actuadores, que bien puede apreciarse
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Figura 1.15: Maniobra de transición de vuelo de la aeronave reportada en Wang

et al. (2020).

Figura 1.16: Prototipo propuesto en Nam et al. (2020).

en 1.17, el esquema no-linear presentado prueba ser efectivo, y seŕıa interesante

indagas mas afondo el rechazo a perturbaciones que el prototipo prepuesto presenta.

Otro diseño de convertiplano trirotor es presentado en He et al. (2020), donde se

presenta una sistema de control para el modo de vuelo vertical únicamente, la figura

1.19 muestra el prototipo modelado. Se puede apreciar que la aeronave presenta tiene

un diseño aerodinámico clásico.

Este prototipo en la figura 1.19 presenta un esquema no lineal por modos

deslizantes. Se presume que en trabajos futuros se desarrollará el esquema de control

para la transición del veh́ıculo, por lo que es prudente monitorear si se publican
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Figura 1.17: Esquema general para el ”mixer”de la señales de control para los

actuadores del prototipo en Nam et al. (2020).

Figura 1.18: Prototipo con propulsión basculante trirotor analizada en He et al.

(2020).

avances en cuestión, con el fin de considerarlos para el trabajo de investigación.

Figura 1.19: Esquema de control general para prototipo presentado en He et al.

(2020).

Una comparación entre control PID y LQR es hecha en Houari et al. (2020), que
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se aplica en un multicóptero trirotor. El prototipo propuesto no presenta la necesidad

de alternar entre modos de vuelo, puesto que no utiliza superficies sustentadoras,

pero la estrategia de control propuesta puede resultar de utilidad al considerar un

veh́ıculo trirotor.

1.2 Hipótesis

Es posible operar una aeronave de ala fija con tres rotores basculantes actuada

únicamente por la planta de propulsión (sin la intervención de superficies de control)

tanto en vuelo estacionario, como en vuelo recto y nivelado, utilizando una sola ley

de control lineal multivariable.

1.3 Objetivo

Diseñar, modelar y construir una prototipo de aeronave convertiplano, capaz

de operar tanto en vuelo estacionario como en vuelo horizontal; aśı como diseñar y

verificar mediante simulaciones una ley de control lineal multivariable que estabilice

las principales variables de dicha aeronave, con margenes robustos de estabilidad. El

prototipo estará diseñado para ser probado en las balanzas aerodinámicas, con las

que se cuentan en el CIIIA para el desarrollo de futuras investigaciones.

1.4 Justificación

Tal como se discutió en la sección 1.1, existe un reciente interés en aeronaves

con sistemas de propulsión no convencionales y con capacidad de vuelo estaciona-

rio y horizontal. Estos veh́ıculos son comúnmente propuestos con una redundancia

de propulsores y superficies de control. La estrategia propuesta en esta tesis que es
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posible eliminar esta redundancia sin perder autoridad al regular las variables prin-

cipales de la aeronave. Por otro lado, comúnmente se proponen esquemas de control

conmutados para resolver el problema de operar en diferentes modos de vuelo; es

decir, vuelo estacionario y vuelo horizontal. Contar con un esquema de control único

que funcione dentro de toda la envolvente de la aeronave, facilitaŕıa los procesos de

validación, implementación y certificación en el desarrollo de aeronaves h́ıbridas con

una configuración similar.

1.5 Metodoloǵıa

1.5.1 Revisión de literatura

El objetivo de la revisión bibliográfica es tanto conocer al tanto del estado del

arte, tanto como la o en los siguientes dos principales rubros:

Diseño de convertiplanos de pequeña escala, especialmente implementados para

fines de investigación extraer la información necesaria para tomar como punto

de partida para el diseño del prototipo.

Técnicas de control para la transición entre fases de vuelo de aeronaves h́ıbri-

das. Este punto de especial interés por su directa relación con el tema de tesis,

y preferentemente se buscarán estrategias de control para aeronaves de motores

basculantes.

1.5.2 Diseño del prototipo

Esta etapa consiste en desarrollar el diseño del prototipo, acorde a las limitantes

del proyecto. Primeramente se deben especificar las restricciones de diseño, las cuales
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están expresadas a detalle al principio del apartado diseño (sección 2.1). De forma

general, las etapas del diseño del prototipo son las siguientes:

Especificar esquemáticamente la configuración de la aeronave.

Hacer el dimensionamiento inicial a partir de la consulta bibliográfica de aero-

naves similares según las restricciones de diseño.

Seleccionar componentes principales de la aeronave (bateŕıas, motores, hélices,

etc.), corroborando su viabilidad con los resultados del siguiente paso.

Desarrollar el diseño aerodinámico buscando reducir la carga operacional de la

planta de propulsión en el régimen de vuelo de la aeronave.

Integrar todos componentes de la aeronave en un modelo digital (CAD) a

detalle, con un diseño orientado a ser manufacturado mediante manufactura

aditiva. Se incluirá en el modelo CAD una base para montar el prototipo en

una celda de carga para hacer mediciones aerodinámicas en túnel de viento.

1.5.3 Manufactura

Adquirir los insumos necesarios para la manufactura del prototipo, tales co-

mo los componentes seleccionados en la etapa de diseño, materiales de construcción,

herramienta, etc. Se ensamblarán e integraran los componentes de la aeronave, acon-

dicionándola para ser utilizada en pruebas experimentales en túnel de viento (si lo

permite la autoridad académica y acatando las medidas sanitarias ante la actual

pandemia).
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1.5.4 Diseño y simulación de leyes de control

Las leyes de control serán desarrolladas a partir de aproximaciones lineales

para diferentes puntos de operación, con el objetivo de inspeccionar si un esquema

lineal multivariable puede regular su operación en tales puntos de operación. Hay tres

puntos de especial interés para el análisis del modelo: Vuelo estacionario o vertical,

vuelo recto y nivelado (con los rotores basculantes alineados a la dirección del vector

velocidad) y en la transición entre ambas fases (velocidades de vuelo intermedias

entre ambas fases de vuelo). En términos generales lo que se busca es que la posición

de equilibrio de los rotores esté en función de la velocidad de la aeronave y que se

cuente con margenes de estabilidad robustos en toda su envolvente.
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Diseño de prototipo

2.1 Restricciones de diseño

El diseño del prototipo es desarrollado siguiendo los criterios establecidos en

la metodoloǵıa del proyecto, además de las siguientes restricciones de diseño:

Diseñar el sistema de propulsión como único sistema de actuación de la aero-

nave, es decir, sin considerar superficies de control y partiendo de una confi-

guración tri-rotor.

Restringir las dimensiones del veh́ıculo tomando en cuenta las dimensiones de

la sección de pruebas del túnel de viento de la institución, con el fin que el

prototipo pueda ser probado dentro del mismo. La figura 2.1 muestra el túnel

de viento, cuya sección de pruebas tiene las siguientes medidas: 1m × 1m ×
1.5m.

Estimar los pesos y dimensiones del veh́ıculo a partir de otros veh́ıculos de

dimensiones similares que se encuentren reportados en la literatura.

Garantizar la estabilidad estática dentro de la envolvente de la aeronave. El sis-

tema de propulsión debe satisfacer las condiciones de equilibrio para el régimen

de vuelo, sin que alguno de sus componentes tome un valor extremo.

18
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Figura 2.1: Túnel de viento del Centro de Investigación e Innovación en Ingenieŕıa

Aeronáutica, de la UANL.

2.2 Configuración de la aeronave

Antes de comenzar con el dimensionamiento de la aeronave, se definirá la confi-

guración de esta. Por configuración, se hace referencia al tipo de planta de propulsión

y a sus caracteŕısticas aerodinámicas. La figura 2.2 ilustra esta configuración y a con-

tinuación será descrita más a detalle.

Figura 2.2: Posiciones de elementos principales de la aeronave en el plano XY.
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Comenzando por describir la configuración aerodinámica, se buscará diseñar

una aeronave tipo monoplano, cuyo centro aerodinámico se encuentra delante del

centro de gravedad. Esto es mostrado en la figura 2.2, dónde el la superficie amarilla

alude a la superficie alar (Sw). Se ilustra también algunos parámetros relacionados

al ala como su cuerda media aerodinámica (c̄mac) y separación entre el ideal centro

aerodinámico del ala y el centro de gravedad en la dirección longitudinal, denotado

por lw,x.

Figura 2.3: Configuración de rotores

Continuando con la descripción del tipo de propulsión, se propone para cada

rotor un sistema de motores eléctricos con hélices de paso fijo; configuración carac-

teŕıstica de las micro-aeronaves multirotor que abundan hoy en d́ıa. Es importante

especificar que se utilizan tres rotores como un número mı́nimo para actuar la ae-

ronave en su totalidad, utilizando dos en la posición frontal y un trasero. Estos

rotores se ilustran de forma espećıfica en la figura 2.3 por los discos identificados

como R1, R2 y R3. Además, se pretende que cada rotor se encuentren montados en

una plataforma basculante, es decir, una base capaz de rotar de forma controlada

para cambiar a conveniencia la orientación del eje de giro del rotor. La orientación

de cada plataforma basculante seŕıa controlada por un servomotor. Las posiciones

de los rotores están indicadas con las variables la,x y la,y para los rotores frontales en
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las direcciones longitudinal y lateral, respectivamente. Para el caso del rotor de cola,

como se encuentra centrado lateralmente, sólo se indica la posición longitudinal lb,x.

Lo anterior describe de forma general la configuración de la aeronave, a partir

de la cuál se realizará su diseño.

2.3 Dimensionamiento inicial

El dimensionamiento del veh́ıculo está en función de una estimación de la masa

total de todo el sistema. Esta estimación se realizó mediante una revisión de otros

veh́ıculos convertiplano o de rotores basculantes reportados en Nam et al. (2020),

Abhishek et al. (2017), Hochstenbach et al. (2015), Vogeltanz (2019), Mantha (2015)

y Carlson (2014). El promedio de los datos recopilados es mostrado en la tabla 2.1.

Estos datos fueron utilizados para hacer el dimensionamiento inicial de veh́ıculo,

estimar la relación de empuje-peso y establecer la velocidad de vuelo crucero. Si se

asume que el prototipo terminará con dimensiones similares, se pueden usar esta

lista información para dimensionamiento inicial y selección de componentes.

Variable Descripción Unidades Valor

W
M̃TOW

Peso promedio máximo de despegue [N] 22.81

Wẽ

W
M̃TOW

Razón promedio de peso energético [kg/kg] 0.19

Tm̃ax

W
M̃TOW

Razón promedio de empuje máximo y peso [N/N] 2.13

Sw̃ Superficie alar promedio [m2] 0.2588

LSLF

Sw̃
Carga alar promedio [N/m2] 95.4633

Vc̃ Velocidad crucero promedio [m/s] 16.1

Tabla 2.1: Promedio de variables de diseño de aeronaves similares.
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2.3.1 Selección de rotores

Considerando los datos de la tabla 2.1, se estima un empuje máximo en vue-

lo estacionario mediante la razón de empuje-peso
(

Tm̃ax

W
M̃TOW

)
y el máximo peso de

despegue, como en la ecuación (2.1). Considerando las especificaciones de la configu-

ración básica, los tres rotores están posicionados simétricamente para que en vuelo

estacionario y se encuentran operando en las mismas condiciones de carga. Por lo

tanto, el empuje máximo que cada motor debeŕıa dar seŕıa un tercio del empuje total

para cumplir la relación de empuje-peso.

Tm̃ax =
(
W
M̃TOW

)
(

Tm̃ax
W
M̃TOW

)
= 48.58 N

Tc/u =
Tm̃ax
Nrotores

=
48.58

3
N = 16.1933 N

(2.1)

Tomando en cuenta el empuje calculado se seleccionó una hélice de 10x5;

este tamaño de hélice también es observado en modelos de aeronaves de la tabla

2.1, como en Nam et al. (2020) o en Mantha (2015), y cumple el requerimiento de

empuje máximo calculado en la ecuación (2.1). Esto se consultó de la base de datos

en ĺınea provista por el fabricante de la hélice en APC-Propellers (2021), donde la

hélice en empuje estacionario produce cerca Tc/u = 16.1933 N operando a 10000

rev/min, ejerciendo un torque 0.2415 Nm y desarrollando una tasa de trabajo de

255.954 W.

La selección del motor es en base a estos últimos dos datos obtenidos, las

revoluciones de rotor y la tasa de trabajo desarrollada. Se seleccionó el motor mo-

delo KDE2315XF-965 consultando las especificaciones provistas por el fabricante de

motores, disponibles en KDE-Direct (2021a). Este motor fue seleccionado bajo el

criterio que la potencia máxima que puede desarrollar es de 385 W.

Una bateŕıa LiPo de 4 celdas con un voltaje por celda de 3.7 V produciŕıa un

voltaje en serie total de 14.8 V. Considerando la constante de velocidad del motor,
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Śımbolo Parámetro Unidades Valor

Kv Constante de velocidad [RPM/V] 965

Kt Constante de torque [Nm/A] 0.0099

Km Constante del motor [Nm/
√
W ] 0.031

(Im)max Máxima tensión continua (180 s) Amperios [A] 26

(Pm)max Máxima potencia continua (180 s) Watts [W] 385

Vrango Rango de voltaje Volts [V] (11.1− 17.4)

I0 Corriente reactiva Amperios [A] 0.5

Rm Resistencia del embobinado Ohms [Ω] 0.102

mm Masa del motor (con cableado) Gramos[g] 75

Dr Diámetro del disco actuador Pulgadas [in] 10

Pr Paso de la hélice [in/rev] 5

mhel Masa de la hélice [g] 10

Tabla 2.2: Especificaciones del rotor seleccionado KDE-Direct (2021a).

esto permitiŕıa una velocidad máxima del motor sin carga de 14282 RPM, como se

muestra en la ecuación (2.2). Lo cual hace factible que el sistema pueda alcanzar

los 10000 RPM (ωm̂0) para cumplir el requerimiento de empuje propuesto en la

ecuación (2.1), si el rotor con la hélice instalada tiene un decremento de velocidad

de 4282 RPM en comparación con el rotor sin carga. Se utilizará la variable ωm̂ Para

designar a la velocidad rotacional máxima de la hélice (10000 RPM) que se espera

en condiciones estáticas.

ωm̂0 = KvVe = (935 RPM/V )(14.8 V ) = 14282 RPM (2.2)

Ahora, considerando el torque estático por arrastre de 0.2415 Nm (APC-

Propellers (2021)) desarrollado por la hélice a ωm̂ podemos esperar que el motor

tenga la capacidad de operarla, puesto que la corriente máxima del motor genera
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un torque máximo de (Tm̂ = 0.2574 Nm) según la constante de torque del mismo,

como se expresa en la ecuación (2.3).

Tm̂ = Kt (Im)max = (26 A)(0.0099 Nm/A) = 0.2574 Nm (2.3)

El controlador de velocidad del motor también es de suma importancia, este

se seleccionó asegurando que pueda operar el rotor sin exceder los ĺımites de opera-

ción del resto de los componentes. La tabla 2.3 muestra datos de las caracteŕısticas

del controlador de velocidad seleccionado, consultado en KDE-Direct (2021b). Mas

adelante, conforme se avance en el diseño aerodinámico, se corroborarán los requeri-

mientos de empuje para el vuelo crucero con el fin que la selección de rotores puede

mantener los requerimientos de propulsión dentro del régimen de velocidad de la

aeronave.

Caracteŕıstica Valor

Tasa de actualización 50− 600 [Hz] (Adaptable)

Corriente máxima pico 60 [A] (5 s)

Corriente máxima continua 35 [A] (180 s)

Masa 55 [g]

Tabla 2.3: Especificaciones del controlador de velocidad del motor.

Las especificaciones del servomotor seleccionado para operar cada plataforma

basculante del sistema de propulsión, son mostradas en la tabla 2.4, información con-

sultada en Hitec-RCD (2021). Otros tamaños de servomotores se pueden encontrar

reportados en la literatura, como en Carlson (2014) o Nam et al. (2020), utilizando

servomotores con un torque máximo de 2.6 [kg−cm] y 9.4 [kg−cm], respectivamen-

te. En el caso de Nam et al. (2020) además de las reacciones inerciales del sistema,

también debe contrarestarse los momentos aerodinámicos generados por el ala; por

lo que el servomotor seleccionado para ese prototipo en particular tiene mayor ca-
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pacidad de carga, a diferencia del utilizado por Carlson (2014) que sólo opera la

plataforma basculante del prototipo. Para el caso local, se escogió un servomotor

de mayor capacidad que el utilizado por Carlson (2014), pero no tan grande como

para vencer un momento aerodinámico de un ala. Sin embargo, es necesario hacer

pruebas para corroborar que se tiene la capacidad suficiente para operar de forma

segura prototipo.

Caracteŕıstica Valor

Masa 22 [g]

Voltaje operacional 6− 7.4 [V]

Torque máximo 3.6− 4.3 [kg-cm]

Corriente reactiva sin carga 200 [mA]

Máxima corriente 1750 [mA]

Velocidad 0.17− 0.13 [s/(60◦)]

Tabla 2.4: Especificaciones de servomotores de las plataformas basculantes.

2.3.2 Almacenamiento energético

A partir de la razón promedio de peso energético de la tabla 2.1, se calcula el

peso estimado de la bateŕıa con el fin de seleccionar una de tamaño parecido que se

encuentre comercialmente disponible. El peso estimado de la bateŕıa es calculado en

la ecuación (2.4).

Wbat =

(
Wẽ

W
M̃TOW

)
(
W
M̃TOW

)
= (0.19) (22.81N) = 4.3339 [N ] (2.4)

Se buscó una bateŕıa de 4 celdas que tuviera este peso equivalente (4.3339 N)

en masa al rededor de 442 gramos, por lo que se seleccionó una bateŕıa con las ca-

racteŕısticas mostradas en la tabla 2.5. Por motivos de disponibilidad en el mercado,



Caṕıtulo 2. Diseño de prototipo 26

se seleccionó una bateŕıa 110 gramos mas pesada que la previamente estimada.

Parámetro Valor

Número de celdas 4

Voltaje nominal 14.8 [V]

Capacidad 5000 [mAh]

Capacidad de descarga 70− 140C

masa 553 [g]

Tabla 2.5: Caracteŕısticas de la bateŕıa seleccionada

2.3.3 Pesos de componentes

Con el fin de estimar una margen permisible para la estructura de la aero-

nave, comparemos los pesos de los componentes actuales con el empuje máximo

estacionario. Recordemos que esperamos una relación empuje-peso parecida a otros

prototipos similares, el peso máximo de despegue es la suma de los componentes y

el peso estructural; esto es no considerando alguna carga de paga. como expresado

en la ecuación (2.5). La variable We es la suma del peso de todos los componentes

seleccionados hasta el momento, incluyendo los rotores, bateŕıa y aviónica; tál como

es mostrado en la tabla 2.6.

West = WMTOW −We (2.5)

Considerando el empuje máximo disponible de la planta de propulsión y el peso

total de los componentes seleccionados hasta el momento, podemos acotar el peso

estructural del prototipo con tal que satisfaga un margen permisible para la relación

empuje-peso, como bien puede ser entre [1.5, 2.5] que incluye la razón promedio(
Tm̃ax

W
M̃TOW

= 2.3
)
de la tabla (2.1).
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Componente Descripción Masa (g) Cantidad Masa total (g)

Motor KDE2315XF-965 78 3 234

ESC KDEXF-UAS35 55 3 165

Hélice 10x4 10 3 30

Servomotor HS-5087MH 22 3 66

Bateŕıa 4s 14.8V 5000mAh 553 1 553

Aviónica CPU, sensores, etc. 130 1 130

Total 1178

Tabla 2.6: Masa de componentes seleccionados

Tomando la ecuación (2.5) y dejando el peso de despegue máximo en función

la razón empuje-peso (WMTOW = Tm̂ax/
Tmax

WMTOW
) podemos formular la ecuación (2.6)

que expresa el peso estructural permisible para mantener la relación empuje-peso

dentro del rango propuesto. Lo anterior se muestra gráficamente en la figura 2.4.

Note que las unidades mostradas en la figura anterior son kilogramo fuerza, con el

fin de relacionarlo a la cantidad másica fácilmente.

W ˆest = Tm̂ax/
Tmax

WMTOW

−We (2.6)

Podemos concluir de la figura 2.4 que si el peso estructural no excede 2.1 kilo-

gramos, se mantiene arriba de 1.5 la razón de empuje-peso
(

Tmax

WMTOW

)
. Esto servirá

como criterio al momento elaborar el diseño extructural y diseño a detalle, cuidando

de no exceder los ĺımites de esta relación de pesos.
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Figura 2.4: Peso estructural permisible.

2.3.4 Bosquejo dimensional

Partiendo de las dimensiones de la sección de pruebas del túnel de viento, las

dimensiones de la sección transversal del plano x-y limitan el tamaño que puede tener

el prototipo. Esto anterior, siguiendo el criterio que el veh́ıculo pueda tener libertad

para rotar dentro del túnel de viento; con la intención que pueda ser montado en

una rótula conforme se desarrolla el proyecto.

La figura 2.5 muestra el sketch de la posición de los roteres respecto a centro

másico ideal del veh́ıculo, que se encuentran simétricamente distribuidos, casi coin-

cidiendo con los vértices de un triangulo equilátero. Se ha dejado un espacio para

que el rotor al cambiar su ángulo de deflexión tenga suficiente margen para despla-

zarse en la dirección ”x”sin que se sobre pase el margen de separación mı́nimo de

50 mm respecto a las paredes del túnel. Ha de notarse que los discos rotores tienen

un diámetro de 10 pulgadas, de acuerdo con la hélice seleccionada de 10x5 (tabla

(2.2)).

Los bosquejos fueron realizados con el fin de determinar la posición de los

rotores respecto al centro de masa. Estas posiciones relativas están condensadas en



Caṕıtulo 2. Diseño de prototipo 29

Figura 2.5: Bosquejo de la posición de los rotores respecto al centro másico del

prototipo propuesto.

Śımbolo Descripción Valor [m]

l{a,x} Distancia longitudinal de los rotores frontales al centro

de masa del veh́ıculo.

0.1615

l{a,y} Distancia lateral de los rotores frontales al centro de

masa del veh́ıculo, positiva para el derecho y negativa

para el izquierdo.

0.26184

l{b,x} Distancia longitudinal del rotor trasero al centro de

masa del veh́ıculo.

0.323

Tabla 2.7: Posición de rotores respecto al centro de masa.

la tabla 2.7. Para el caso de los rotores frontales, la distancia en la dirección lateral

es positiva para el rotor frontal derecho y negativa para el rotores frontal izquierdo.

Se asume que los rotores frontales en encuentran alineados en la dirección vertical

con el centro de masa, y el rotor de cola tiene una ligera desviación en la dirección
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negativa del veh́ıculo.

Figura 2.6: Bosquejo de distintas plataformas alares, con la bateŕıa y computadora

de vuelo en el centro.

Bajo la premisa que la planta y los pesos de sus componentes, se encuen-

tran simétricamente distribuidos, es necesario únicamente posicionar la bateŕıa y la

computadora de vuelo cercano al centro de gravedad del veh́ıculo, con oportunidad

de ajustar la posición de estos componentes, una vez que la estructura de la aero-

nave quede lista. Esto último está principalmente en función principalmente de la

forma aerodinámica del ala, lo cuál se analizará brevemente en el siguiente apartado.

La figura 2.6 es un bosquejo de distintas plataformas alares bajo las restricciones

dimensionales propuestas, manteniendo la bateŕıa y computadora de vuelo cercanos

al centro del prototipo.

2.4 Diseño aerodinámico

2.4.1 Fuerzas aerodinámicas

Antes de proceder con el dimensionamiento aerodinámico, hay que definir pri-

mero las fuerzas y momentos considerados para el diseño. La ecuación (2.7) expresa
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la presión dinámica general del fluido (q̄∞) al rededor del cuerpo de la aeronave, que

se encuentra dada en términos de la velocidad relativa (V∞) y densidad (ρ∞) del

flujo libre.

q̄∞ =
ρ∞V

2
∞

2
(2.7)

Si no se considera el efecto de ráfagas de viento, entonces la velocidad relativa

al flujo y la magnitud de la velocidad de la aeronave en el marco inercial (V) son

idénticas, es decir V = V∞. Las fuerzas y momentos a considerar en esta etapa, son

el producto de un ala única para el diseño de la aeronave en la condición de vuelo

crucero.

Las fuerzas de sustentación y de arrastre son expresadas respectivamente en

las ecuaciones (2.8) y (2.9); donde Sw representa el área de plataforma alar, CLw
es

el coeficiente de sustentación ala y CDw
es el coeficiente de arrastre alar.

Lw = q̄∞SwCLw
(2.8)

Dw = q̄∞SwCDw
(2.9)

El momento aerodinámico del ala es expresado en la ecuación (2.10), dónde c̄mac

es la cuerda aerodinámica media y CMw
es el coeficiente de momento aerodinámico

alar. Este coeficiente de momentos de calculado en el centro aerodinámico del ala,

que es el punto donde idealmente este coeficiente no vaŕıa respecto al ángulo de

ataque, como se demuestra en Anderson (2011).

Mw = q̄∞Swc̄macCMw
(2.10)

Recordando que las fuerzas aerodinámicas suelen definirse respecto al marco
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aerodinámico, por lo que deben proyectarse al marco del cuerpo con tal de calcular

las reacciones que estas tienen en el veh́ıculo; como se muestra en la figura 2.7.

C.G.

Ala

Figura 2.7: Relación del marco aerodinámico y el marco del cuerpo, variando α.

La ecuación (2.11) expresa lo anterior descrito, ha de notarse que el vector de

fuerzas aerodinámicas en el cuerpo es denotado por la variable F{B,A}, el vector de

fuerzas aerodinámicas en el marco aerodinámico está dado por FA y la matriz de

rotación del marco aerodinámico al marco del cuerpo esta expresada por R{B←A}

(Cook (2007)). Se hizo un cambio al expresar las funciones trigonométricas en la

matriz de rotación R{B←A}, denotando a las funciones seno y coseno del ángulo de

ataque (α) con cα y sα, respectivamente.

F{B,A} =R{B←A}FA

XA

ZA


 =


cα −sα
sα cα




−D
−L




(2.11)

No se han incluido las fuerzas laterales en la ecuación (2.11), pues se está

asumiendo que la aeronave no experimenta un ángulo de derrape (β) y no se estaŕıan

produciendo fuerzas aerodinámicas en la dirección ”y”.

El diagrama de la figura 2.8 muestra las fuerzas aerodinámicas y el momento

aerodinámico producidas por el ala, nótese que la dirección del momento aerodinámi-

co (Mw) no se refiere al sentido del giro positivo, sino al valor negativo del coeficiente



Caṕıtulo 2. Diseño de prototipo 33

de momento aerodinámico alar (CMw
).

Ala

C.G.

Figura 2.8: Fuerzas y momentos aerodinámicos del ala (β = 0).

Se está considerando que el centro aerodinámico se encuentra alineado con

el centro de gravedad en la dirección ”z”, es decir lw,z = 0. Entonces, la fuerza

proyectada XA no produciŕıa un brazo de palanca. El momento en el eje lateral

producido por aerodinámicamente (MA,q) que se ejerce en la aeronave es el resultado

del momento aerodinámico del ala (Mw), mas momento del producto cruz de las

fuerzas aerodinámicas del ala con el brazo de palanca entre el centro aerodinámico

alar y el centro de gravedad del veh́ıculo; como se expresa en la ecuación (2.12).

M{A,q} =Mw − l{w,x}ZA

=Mw + l{w,x}(saD + caL)
(2.12)

2.4.2 Fuerzas y momentos de la planta de propulsión

La planta de propulsión es un sistema de alas rotativas cuyos ejes de rotación

son impulsados por motores eléctricos. La fuerza de empuje neta, aśı como el torque

generado por la hélice, están en función de la velocidad angular de la hélice, de la

velocidad incidente del flujo, su dirección respecto al eje de giro; aśı como de la

geometŕıa de la hélice, definida por el perfil aerodinámico, la cuerda y el ángulo
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torsión a lo largo de la dirección longitudinal de la pala, número de Reynolds y de

Mach entre otros parámetros bajo los que se diseñan estos dispositivos.

Es necesario expresar la relación entre las variables que describen el sistema

de propulsión y las reacciones resultantes de forma simplificada para estimar las

condiciones en el que este operaŕıa durante el vuelo recto y nivelado. La figura 2.9

esquematiza las fuerzas de propulsión actuando en el plano xz del veh́ıculo, dónde

Fa se refiere al vector resultante de la suma de la fuerza de los rotores frontales y

Fb es el vector de fuerza producido por el rotor trasero. Las componentes de estos

últimos vectores de fuerza en las direcciones xB y zB se diferencian por los sub́ındices

x y z, respectivamente; aśı como el color gris de sus flechas. Estas componentes son

proyección ocasionadas por la rotación de los rotores en el lateral, que es dada por los

ángulos ηa y ηb para cada rotor; nótese que este par de ángulos es medido respecto

a la dirección longitudinal (xB). También se especifica la posición de los rotores

respecto al centro de gravedad (C.G.), por las variables identificadas con l y por los

sub́ındices referentes a los rotores frontales (a), el trasero (b) o a las dirección en el

plano (x ó z).

C.G.

Figura 2.9: Esquema general de fuerzas propulsivas actuando en el plano XZ de la

aeronave en condiciones de equilibrio.

La figura 2.9 muestra también las componentes netas de fuerza de propulsión

en la dirección longitudinal (XT ) y vertical (ZT ), aśı como la reacción de momento
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actuando en el eje lateral (M{T,q}) de la aeronave en condiciones de equilibrio; esto

es definido en la ecuación (2.13). Otro punto a especificar es que se asume que los

rotores están alineados longitudinalmente con el centro de gravedad, por lo que su

posición vertical relativa es cero, es decir la,z = lb,z = 0. Las dos variables anteriores,

a pesar de ser incluidas en el diagrama con fines ilustrativos, se han omitido para el

cálculo de los momentos en este apartado, esperando que la desviación de este valor

en el diseño final no produzca resultados contraproducentes.




XT

ZT

M{T,q}


 =




Fa,x + Fb,x

−Fa,z − Fb,z

Fa,zla,x − Fb,zlb,x


 (2.13)

La ecuación (2.14) relaciona los vectores de fuerza Fa y Fb con sus componentes

horizontal y vertical determinadas por sus respectivos ángulos η.

F{a,x} =cηaFa, F{b,x} = cηbFb

F{a,z} =sηaFa, F{b,x} = sηbFb

(2.14)

La magnitud del vector de los vectores de fuerza Fa y Fb es equivalente a

la suma vectorial sus respectivas componentes perpendiculares, como lo expresa la

ecuación (2.15).

Fa =
√
F 2
a,x + F 2

a,z

Fb =
√
F 2
b,x + F 2

b,z

(2.15)

La deflexión de los rotores se calcula de forma trigonométrica, como lo expresa

la ecuación (2.16). Esto sólo es valido asumiendo que el empuje producido por cada

rotor es invariante a su orientación, lo cuál no es del todo cierto puesto que el flujo

incidente cambia la razón de avance J de la hélice, por lo śı cambian las fuerzas aero-

dinámicas producidas. Este modelo describe más fielmente las fuerzas producidas en

de vuelo estacionario, pero lo utilizaremos para realizar una primera aproximación.
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ηa =atan2
(
F{a,x}, F{a,z}

)

ηb =atan2
(
F{b,x}, F{b,z}

) (2.16)

Durante esta etapa del análisis se fijará la deflexión del rotor de cola en la

posición vertical, es decir ηb = 90◦, con el fin de simplificar las ecuaciones equilibrio

y más adelante ajustar este grado de libertad (ηb) a conveniencia. Por lo tanto,

sólo se tomará en cuenta la componente vertical del rotor de cola. Considerando lo

anterior, podemos reescribir la ecuación (2.13) y expresarla en forma matricial, como

está hecho en la ecuación (2.17).




XT

ZT

M{T,q}


 =




1 0 0

0 −1 −1

0 l{a,x} −l{b,x}







F{a,x}

F{a,z}

F{b,z}


 (2.17)

2.4.3 Balance de fuerzas y momentos

Ahora se definirán las condiciones a partir de las cuál se realiza el diseño del

prototipo. Durante la maniobra de vuelo recto y nivelado, o bien, vuelo crucero, el

veh́ıculo se desplaza manteniendo una velocidad y elevación uniformes, esto supone

que las fuerzas y momentos aerodinámicos se encuentran en equilibrio con las fuerzas

y momentos producidos por la planta de propulsión. Se debe considerar cuál es el

estado de las variables que determinan esta condición de vuelo recto y nivelado. La

figura 2.10 ilustra para una aeronave en general, los ángulos aerodinámicos.

Debe de notarse que en la figura 2.10 los ángulos φW , θW y ψW son tomados

de las coordenadas del veh́ıculo respecto la dirección del viento, no propiamente

respecto al marco inercial, el cuál está denotado por el sub́ındice V . Esta figura se

incluye para ilustrar las variables tomadas en cuenta en el balance, las variables de

orientación se detallan en el capitulo de modelado (apartado 3.2).
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Figura 2.10: Marcos de referencia de una aeronave general (Marco et al. (2007)).

Primeramente definamos la taza de ascenso (ż), que indica la velocidad a la que

la aeronave cambia su altitud. Esta variable depende de la velocidad de la aeronave

(V ), de los ángulos de orientación para el cabeceo (θ) y alabeo (φ), y de los ángulos

aerodinámicos (α y β); como se expresa en la ecuación (2.18) tomada de Marco et

al. (2007).

ż =V [sβcθsφ − cβcαsθ + cβcφsαcθ] (2.18)

Debido a que se analizarán las condiciones de equilibrio para vuelo recto y

nivelado, se utilizará el sub́ındice cr que representa el nombre de esta maniobra

(vuelo crucero). En esta condición se asume que el veh́ıculo no presenta un ángulo

de alabeo (φcr = 0), tampoco experimenta velocidad lateral, por ende no tiene ángulo

de derrape (βcr = 0). Dadas estas condiciones podemos reescribir la ecuación (2.18)

sustituyendo los valores de las variables, como se expresa en 2.19.

żcr =Vcr [(0)cθcr(0)− (1)cαcr
sθcr + (1)(1)sαcr

cθcr ]

żcr =− cαcr
sθcr + cθcrsαcr

(2.19)
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C.G.

Figura 2.11: Ángulo de ataque (α) y ángulo de cabeceo (θ).

La figura 2.11 muestra un esquema sobre la relación del ángulo de ataque y el

ángulo de cabeceo, con las coordenadas del cuerpo. Se observa que en la ecuación

(2.19) la taza de ascenso depende de estas dos variables, α y θ. Reordenando términos

de (2.19), se obtiene que para mantener una taza de ascenso nula, es decir żcr = 0,

αcr y θcr deben tener un valor idéntico; tal como se expresa en la ecuación (2.20),

dónde tθ y tα se refieren a la función tangente de los ángulos anteriores.

cαcr
sθcr =cθcrsαcr

sθcr
cθcr

=
sαcr

cαcr

tθcr =tαcr

θcr =αcr

(2.20)

La condición de esta ecuación (2.20) se utilizará para encontrar el resto de las

variables de que definen el vuelo recto y nivelado. Se continua ahora por definir la

tasa de cambio de velocidad (V̇ ) para una aeronave en general, expresada por la

ecuación (2.21) tomada de Duke et al. (1988); dónde m es la masa del veh́ıculo, g la

aceleración de la gravedad y YT es la componente lateral de la fuerza de propulsión,

el resto de la variables se hab́ıa definido anteriormente.

V̇ =
1

m
[−D +XT cαcβ + YT sβ + ZT sαcβ] + g (sβsφcθ − cαcβsθ + sαcβcφcθ) (2.21)
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Como se mencionó, esta ecuación (2.21) es para un caso general, en el caso

del prototipo propuesto no cuenta con una componente lateral de fuerza de propul-

sión. Considerando que no se experimenta aceleración en la maniobra que se está

analizando, es decir V̇ = 0, se reescribe la ecuación (2.21) haciendo las mismas asun-

ciones hechas para la ecuación (2.19) y se simplifican términos, como se muestra en

la ecuación (2.22).

0 = V̇cr =
1

m
[−D +XT cαcr

+ ZT sαcr
] + g (−cαcr

sθcr + sαcr
cθcr)

0 =−D +XT cαcr
+ ZT sαcr

(2.22)

Este resultado indica que en vuelo recto y nivelado, el arrastre debe ser com-

pensado por las componentes horizontal y vertical de la planta de propulsión (XT y

ZT ) proyectadas en el vector de velocidad V de marco aerodinámico.

Para cumplir con las condiciones de vuelo la tasa del ángulo de ataque también

debe ser nula, esta es expresada en la ecuación (2.24); esta se obtenida derivando

la definición del ángulo d ataque, como se demuestra en Marco et al. (2007). Esta

ecuación relaciona de forma general las variables de la aeronave con la taza de cambio,

donde a diferencia de las ecuaciones anteriores (2.21 y 2.18) ahora involucra las

velocidades angulares p, q, y r, de los ejes longitudinal, lateral y vertical del veh́ıculo,

respectivamente.

α̇ =q − tβ (pcα − rsα) +
1

mV cβ
[−L−XT sα + ZT cα] +

g

V cβ
(sαsθ + cαcφcθ) (2.23)

Debido a que en la condición de vuelo propuesta, se asume que no se experi-

menta alguna velocidad angular del cuerpo. Lo cuál simplifica las expresión (2.23)

para vuelo recto y nivelado; como se expresa en la ecuación (2.24), además que se

ha substituido el resto de las variables por su valor en condiciones de equilibrio.
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α̇cr =
1

mVcr
[−L−XT sαcr

+ ZT cαcr
] +

g

Vcr
(sαcr

sθcr + cαcr
cθcr) (2.24)

Reordenando los términos de (2.24) y simplificando, se obtiene en la ecuación

(2.25).

0 =− L−XT sαcr
+ ZT cαcr

+ gm (2.25)

Por lo tanto, las fuerzas verticales deben estar en equilibrio para mantener la

taza de ángulo de ataque nula (α̇cr = 0).

Finalmente queda por analizar la tasa de cambio de la velocidad angular q, que

es la velocidad de giro alineada al eje lateral de la aeronave. Esta es expresada en la

ecuación (2.26), que fue tomada de Cook (2007). En esta ecuación ahora aparecen

los términos Ix, Iy y Iz, que son las componentes diagonales del tensor de inercia de

la aeronave.

q̇ =
1

Iy

[
pr(Iz − Ix) +M{T,q} +M{A,q}

]
(2.26)

Reescribiendo esta ecuación para el caso de vuelo horizontal y asumiendo que

no se experimentan velocidades angulares del cuerpo de la aeronave, se produce la

expresión (2.27).

0 = q̇cr =
1

Iy

[
M{T,q} +M{A,q}

]

0 =M{T,q} +M{A,q}

(2.27)

Esto muestra que el balance de momentos actuando en el eje lateral mantiene

la tasa de cambio de la velocidad angular longitudinal igual a cero q̇cr = 0.

A partir de las ecuaciones (2.22), (2.25) y (2.27) se forma el sistema de ecua-

ciones (2.28), que áısla el vector de fuerzas y momentos producidos por la planta de
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propulsión.




D

L− gm

−Mw − l{w,x} (sαcr
D + cαcr

L)


 =




cαcr
sαcr

0

−sαcr
cαcr

0

0 0 1







XT

ZT

M{T,q}


 (2.28)

Despejando para el vector de fuerzas y momentos de la planta de propulsión,

obtenemos la ecuación (2.29).




XT

ZT

M{T,q}


 =




cαcr
−sαcr

0

sαcr
cαcr

0

0 0 1







D

L− gm

−Mw − l{w,x} (sαcr
D + cαcr

L)


 (2.29)

Finalmente, se expresa el vector
[
F{a,x} F{a,z} F{T,3}

]T
despejándolo de la

ecuación (2.17), tal como lo expresa la ecuación (2.30). También se expresa la equi-

valencia de las fuerzas y momentos de la planta de propulsión, con las fuerzas aero-

dinámicas en la ecuación (2.29).




F{a,x}

F{a,z}

F{b,z}


 =




1 0 0

0
−l{b,x}

l{a,x}+l{b,x}

1
l{a,x}+l{b,x}

0
−l{a,x}

l{a,x}+l{b,x}

−1
l{a,x}+l{b,x}







XT

ZT

M{T,q}







F{a,x}

F{a,z}

F{b,z}


 =




cαcr
−sαcr

0
−l{b,x}sαcr

l{a,x}+l{b,x}

−l{b,x}cαcr

l{a,x}+l{b,x}

1
l{a,x}+l{b,x}

−l{a,x}sαcr

l{a,x}+l{b,x}

−l{a,x}cαcr

l{a,x}+l{b,x}

−1
la,x+lb,x







Dw

Lw − gm

−Mw − l{w,x} (sαcr
Dw + cαcr

Lw)




(2.30)

Esto muestra que las fuerzas del sistemas de propulsión requeridas para el

equilibrio en la condición de vuelo horizontal dependen de las fuerzas aerodinámicas

(aisladas en forma de vector en la ecuación (2.30)) y de la posición de los propulsores

respecto al centro de gravedad.
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2.4.4 Geometŕıa alar

Recordando las restricciones dimensionales dictadas por la sección de pruebas

del túnel de viento con un volumen 1m×1m×1.5m se propone un ala embebida

con el fuselaje de la aeronave. Lo anterior con el objetivo de dedicar al ala mayor

porcentaje del volumen del veh́ıculo, procurando que los componentes considerado

tengan suficiente espacio para ser instalados cercanos al centro de masa de la aero-

nave. Un bosquejo es mostrado en la figura 2.6, donde se ve una vista de plataforma

con lineas de potenciales peŕımetros de la superficie alar.

Uno de los criterios para diseñar la geometŕıa alar es que esta última sea

capaz incorporar la bateŕıa y computadora de vuelo en la región cercana al centro

de gravedad, y de proveer suficiente espacio como para balancear el peso estructural

ajustando la posición de la bateŕıa. La figura 2.12 representa en un croquis la longitud

de las secciones de la semi-ala y la posición del borde de ataque de estas secciones,

respecto al centro de masa ideal del veh́ıculo.

Figura 2.12: Crosquis del peŕımetro del área de la plataforma alar.

La tabla 2.8 describe las secciones de la semi-ala simétrica representada por la

figura 2.12. Esta tabla especifica el ángulo de torsión (αi) de cada sección respecto

al eje longitudinal de la aeronave. Este torcimiento alar se fijó para que el ala a cero
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grados de ángulo de ataque (α = 0) quede a la mitad de su envolvente aerodinámica,

como se verá más adelante en este caṕıtulo.

Sección xLE [mm] yLE [mm] Cuerda [mm] Torcimiento αi [
◦]

# 1 160 0 380 11

# 2 172 100 392 11

# 3 185 150 255 11

# 4 185 275 225 10

Tabla 2.8: Perfiles aerodinámicos considerados para el semi-ala.

Considerando las especificaciones para una semi-ala simétrica cuya es geometŕıa

es descrita en la Tabla 2.8, se compararon tres alas formadas con diferentes combi-

naciones perfiles aerodinámicos, tal y como se describe en la Tabla 2.9. Los perfiles

Goe226 (A.1b) y el Eppler420 (A.1a) fueron seleccionados por ser perfiles con coefi-

cientes de sustentación relativamente altos para bajo número de Reynolds. Como lo

muestra la ecuación (2.26), el momento aerodinámico del ala afecta directamente la

condición de equilibrio del veh́ıculo en crucero. Fue necesario seleccionar un perfil

con bajo momento aerodinámico para satisfacer el balance de momentos en vuelo

crucero; por ello se seleccionó el NACA55116 (A.1c), que dentro de la serie 5, es

un perfil de bajo momento aerodinámico y alto coeficiente de sustentación. El perfil

IntW1 (A.1d) se generó a partir de los perfiles GOE226 y el NACA55116, tratando

de generar un perfil de caracteŕısticas intermedias.

Ala Sección #1 Sección #2 Sección #3 Sección #4

Ala #1 IntW1 IntW1 Eppler420 Eppler420

Ala #2 NACA55116 NACA 55116 GOE226 GOE226

Ala #3 GOE226 GOE226 Eppler420 Eppler420

Tabla 2.9: Perfiles aerodinámicos considerados para el semi-ala.
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Para el cálculo de los coeficientes aerodinámicos se empleó la aplicación XFLR5.

Esta aplicación emplea el código de XFOIL, el cuál fue diseñado para el cálculo de

coeficientes aerodinámicos de perfiles de bajo número de Reynolds, como se describe

en Drela (1989). Se creo un modelo para cada combinación de perfiles de la tabla

2.9, tomando los datos de la geometŕıa alar de la tabla 2.8. La figura 2.13 muestra

las gráficas de las polar aerodinámica para cada modelo de ala. La geometŕıa alar

posee un número de Reynolds de 380,000 en la ráız y de 225,000 en la punta, según

la condición de operación propuesta.
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Figura 2.13: Comparativa entre alas con distintos perfiles.

La posición del centro aerodinámico se obtuvo de forma iterativa al modificar la

posición del ala respecto al centro de masa del modelo en XFLR5, hasta obtener un

coeficiente de momento aerodinámico aproximadamente constante, como se muestra

en la figura 2.13. La tabla 2.10 muestra los parámetros f́ısicos del ala necesarios

para evaluar las ecuaciones de fuerza y momento aerodinámicos (2.8, 2.9 y 2.10)

producidos por el ala.

Los diferentes modelos de geometŕıas alares pueden compararse evaluando la

ecuación (2.30). Esta ecuación expresa las fuerzas generadas por los rotores del sis-

tema de propulsión, para mantener el balance estático en condiciones de vuelo recto

y nivelado. Los términos F{a,x} y F{a,z} representan las componentes de fuerza lon-
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Área de plataforma alar Sw 0.168 [m2]

Cuerda aerodinámica media c̄mac 0.323 [m]

Posición del centro aerodinámico l{w,x} 0.106 [m]

Tabla 2.10: Parámetros generales del ala.

gitudinal y vertical de los rotores frontales, respectivamente. El ángulo de deflexión

ηa, se calcula mediante la ecuación (2.16). Según el modelo propuesto por las ecua-

ciones anteriores (2.30 y 2.16), este ángulo de deflexión está dado en función de la

velocidad relativa al flujo del veh́ıculo (V∞) y su ángulo de ataque (α). La figura

2.14 muestra este ángulo de deflexión para cada modelo de ala de la tabla 2.9. Se

puede apreciar que en el caso el ala #2, la dependencia estática tiene una mayor

pendiente en comparación a las otras dos alas, lo cuál no es deseado porque aumenta

la sensibilidad del diseño. El ala #1 y la #3, resultaron con valores muy parecidos

para este balance. Una razón que podemos inferir a primera vista de esta diferencia

es que las alas #1 y #3 tienen una eficiencia aerodinámica muy similar (2.13) y como

el ala #2 posee un menor arrastre, es menor la componente de fuerza necesaria en

la dirección longitudinal.

Continuando con las condiciones de carga para el balance estático, la fuerza

neta del rotor trasero también es calculada a partir de la ecuación (2.30). La figura

2.15 compara las condiciones de fuerza del rotor trasero para cada ala en la tabla

2.9. En este caso, se puede observar que conforme aumenta la velocidad de vuelo,

la fuerza necesaria para el balance disminuye. Acorde a la ecuación (2.30) y a las

gráficas polares (2.13) podemos inferir que es el momento aerodinámico del ala, lo

que ocasiona esta diferencia de carga para cada modelo de ala. El menor momento

aerodinámico del ala #2, hace necesario una mayor carga para contrarrestar el mo-

mento producido por el levantamiento respecto al centro de masa. Se aprecia que

esta condición determina un ĺımite para el balance estático, debido a que no se está

considerando un grado de libertar para cambiar de dirección de la fuerza Fb en este
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Figura 2.14: Ángulo de deflexión de los rotores frontales, necesario para el balance

estático en vuelo recto y nivelado.

balance y si esta tomara un valor negativo o nulo (Fb = 0), la planta de propulsión

no podŕıa cumplir esta condición, o tendŕıa que invertir la dirección de giro del rotor.

Ahora se considerará la fuerza total que deben desarrollar los rotores para el

balance estático, la cual es expresada en la ecuación (2.31). Esta expresión representa

el nivel de carga total de la planta de propulsión, independientemente de la dirección

en que apunten las fuerzas de los rotores. Debe notarse que en esta expresión (2.31),

los rotores frontales poseen la misma carga y orientación.

Ftot = ‖Fa‖+ ‖Fb‖ (2.31)

La fuerza total de los rotores Ftot puede servir para evaluar los rotores los

modelos de alas, basandose en los requerimientos de carga para la condición de

balance estático. En este caso seŕıa preferible seleccionar el modelo que demande

menor carga a los motores, si se considera la eficiencia energética de la aeronave.
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Figura 2.15: Fuerza el rotor de cola necesaria para balance estático en vuelo recto

y nivelado.

La figura 2.16 muestra lo anterior, comparando la fuerza neta Ftot en las mismas

condiciones de velocidad y ángulo de ataque, para cada modelo de ala de la tabla

2.9. Se aprecia que para una velocidad (V∞) cercana a 15 [m/s], el ángulo de ataque

(α) que menor carga demanda al sistema se encuentra cercano a 0◦.

De los tres modelos de alas propuestos en la tabla 2.9, se seleccionó el ala #1

considerando las evaluaciones anteriores. Resumidas en los siguientes puntos:

La figura 2.14 muestra que a diferencia del ala #2, tiene una pendiente menor

para la condiciones de balance estático respecto a la velocidad.

En la figura 2.15 se observa que posee una mayor condición de carga para el

rotor de cola, a diferencia del ala #3. El ala #2 posee demanda una condición

de carga aún mayor, por lo que también podŕıa ser un modelo de ala factible

para el prototipo.

Considerando la figura 2.16, podemos apreciar que el ala #1 demanda una
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Figura 2.16: Fuerza total necesaria para el balance estático en vuelo recto y nive-

lado.

condición de carga ligeramente menor a la de el ala #2, por lo cuál se optó

por esta ala #1.

También se aprecia que el ala #3 es la que menos carga demanda en estas

condiciones de vuelo (fig. 2.16), sin embargo debido a la baja condición de

carga en el motor de cola de la figura 2.15, no se optó por esta ala, pues el

rotor de cola debe mantener cierto nivel de carga como parte del sistema de

actuación único de la aeronave, debido que la condición en que no posee carga

seŕıa que se encontrara apagado.

Se considera definida la geometŕıa alar, tras el análisis anteriormente presen-

tado.
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2.4.5 Estabilizadores verticales y horizontal

Como se puede observar en la figura 2.12, el circulo trasero que representa al

rotor de cola se encuentra fuera de la geometŕıa alar. Se optó por incluir un par de

soportes verticales, en la forma de pequeños estabilizadores, con el fin de instalar el

rotor de cola en tal posición. Aśı mismo, un ligero estabilizador horizontal, que es

principalmente la base donde va rotor trasero.

Sección xLE[mm] yLE[mm] zLE[mm] Cuerda[mm] Espesor[mm]

Estabilizadores verticales

#1 -164.31 ±90 80 106.4 24

#2 -141.95 ±90 56.31 149.44 25

#3 -210 ±90 35 100 20

#4 -305.5 ±90 -40 70 16

Semi-ala del estabilizador horizontal

#1 -305.5 0 -40 70 25

#2 -305.5 100 -40 70 25

Tabla 2.11: Secciones del empenaje

La tabla 2.11 muestra la posición del borde de ataque (xLE, yLE, zLE) de los

estabilizadores verticales y el estabilizador horizontal. Con el fin de acomodar una

viga de refuerzo de 6 mm, aśı como el cableado interno es necesario mantener un

suficiente espesor a lo largo del estabilizado vertical.

los perfiles aerodinámicos de cada sección se generaron acorde a la nomenclatu-

ra NACA serie 4. Se le dió un ángulo de incidencia (αi,h) al estabilizador horizontal

de 10◦, con el objetivo de compensar ángulo de ataque generado por el flujo vertical

inducido por la sustentación del ala.

Habiendo definido las geometŕıas para el empenaje, podemos incluirlas en el
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(a) Carga del rotor trasero. (b) Carga neta de los rotores.

Figura 2.17: Cargas de equilibrio incluyendo empenaje.

modelo de XFLR5 para recalcular los coeficientes aerodinámicos y evaluar nueva-

mente las condiciones de equilibrio expresadas en la ecuación (2.30). La figura 2.17

muestra la carga necesaria del rotor de cola (2.17a) y de fuerza de propulsión neta

(2.17b) para satisfacer las condiciones de equilibrio vuelo recto y nivelado. Se observa

en la figura 2.17b que aumentó ligeramente la carga neta del veh́ıculo, espećıfica-

mente 0.336 N, volando a una velocidad (V∞) de 14.87 m/s y con 0.7895◦ de ángulo

de ataque (α).

Figura 2.18: Ĺıneas de flujo del modelo en XFLR5.

La figura 2.18 muestra las ĺıneas de flujo del modelo hecho con el ala seleccio-

nada (#1) e incluyendo ya el empenaje especificado en la tabla 2.11, volando una

velocidad relativa al viento (V∞) de 15 m/s y con un ángulo de ataque (α) de 14◦,

que es el ángulo de ataque máximo dónde converǵıa el análisis a esa velocidad.
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En esta sección, el análisis del modelo aerodinámico abarca hasta este punto.

aún no se está modelando la interacción del ala con los rotores, ni las modificacio-

nes en la geometŕıa al realizar el diseño a detalle por debido a la integración de

componentes.

2.5 Diseño a detalle

10 5

12

7

6

18234

9

11

Figura 2.19: Vistas del prototipo propuesto.

La etapa del diseño aerodinámico, buscó que las dimensiones de los compo-

nentes del prototipo cupieran dentro del volumen de impresión en las maquinas de

estereolitograf́ıa que se cuentan en el centro de investigación. Este volumen de im-

presión está dado por una base circular de 28 cm por una altura de 35 cm. A partir

de la geometŕıa aerodinámica descrita en las tablas 2.8 y 2.11 se generó un modelo

CAD del cuerpo aerodinámico del veh́ıculo, particionado conforme a al volumen de

impresión disponible. La figura 2.19 muestra las piezas diseñadas del prototipo para

ser manufacturadas por estereolitograf́ıa, cuyas piezas se enumeran en la tabla 2.12

2.19.

El peso total del conjunto del partes de la tabla 2.12 es de 0.97 kilogramos,
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Número de pieza Descripción

1 Sección central del ala

2 Ala intermedia derecha

3 Extremo alar derecho

4 Sección posterior derecha del ala central

5 Sección posterior izquierda del ala central

6 Ala intermedia izquierda

7 Extremo alar izquierdo

8 Cubierta de la sección central del ala

9 Estabilizador derecho

10 Estabilizador izquierdo

11 Estabilizador horizontal

12 Base basculante de los motores

Tabla 2.12: Lista de partes impresas del prototipo, indicadas en la figura 2.19.

piezas que fueron impresas en PLA. El peso de las piezas está en función de los

parámetros de impresión, del volumen de ellas y de la densidad del material en que

son impresas. Este peso podŕıa ser reducido, si utilizáramos un material más lige-

ro como ciertos tipos de PLA de baja densidad que expanden su volumen hasta

un 300%. Un análisis para optimizar las dimensiones de la geometŕıa alar y ma-

terial estructural seŕıa de gran provecho para mejorar el desempeño del prototipo

propuesto.

El resto de los componentes no impresos posicionados en el prototipo se pueden

apreciar en la figura 2.20. Se aprecia que los rotores frontales se encuentran insta-

lados los extremos de ala derecho e izquierdo, respectivamente. La geometŕıa alar

tiene cavidades internas para instalar los componentes de la planta de propulsión y

aviónica.
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N.º DE 
ELEMENTO N.º DE PIEZA DESCRIPCIÓN CANTIDAD

1 Longitudinal_Central_L
eft_Spar 1

2 Longitudinal_Central_R
ight_Spar 1

3 Lateral_Frontal_Spar 1

4 Lateral_Second_Spar 1

5 Lateral_CentralRear_S
par 1

6 Central_2_Spar 1

7 Central_1_Spar 1

8 Vertical_spar_left 1

9 Vertical_spar_right 1

10 VR_HS-5087MH 3

11 VR_KDE2315XF-SERIES 3
12 Propeller_10x4CCW 2

13 Propeller_10x4CW 1

14 VR_LiPo_5000mAh_4s1
P 1

15 VR_BeagleBone 1

16 KDEXF_UAS35A 3

Figura 2.20: Componentes del prototipo.

La tabla 2.13 describe los componentes enumerados en la figura 2.20. Se puede

apreciar en la figura anterior como la bateŕıa y computadora de vuelo están instaladas

en las secciones central del ala, entre dos elementos estructurales longitudinales. En

la sección posterior del ala central se encuentra el controlador de velocidad del motor

trasero. En la parte posterior de la aeronave podemos apreciar al rotor trasero mon-

tado sobre el pequeño estabilizador horizontal, que también tiene una ranura para

posicionar el servomotor del rotor de cola. Podemos apreciar que los estabilizadores

horizontales, también poseen un refuerzo estructural de fibra de carbono, acoplado

a las secciones posteriores del ala central. Los rotores frontales se encuentran insta-

lados en los extremos derecho e izquierdo del ala, respectivamente. Las piezas de las

alas están sujetas por dos largueros laterales, uno principal con diámetro de 10 mm
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y otro secundario con diámetro de 6 mm.

Pieza Descripción

1 Larguero longitudinal izquierdo 10∅× 8∅× 355 [mm]

2 Larguero longitudinal derecho 10∅× 8∅× 355 [mm]

3 Larguero transversal frontal 10∅× 8∅× 500 [mm]

4 Larguero transversal secundario 6∅× 4∅× 500 [mm]

5 Larguerillo soporte de la cubierta central 6∅× 4∅× 200 [mm]

6 Larguerillo soporte de bateŕıa central 6∅× 4∅× 200 [mm]

7 Larguerillo soporte de bateŕıa central 6∅× 4∅× 200 [mm]

8 Larguerillo soporte de estabilizador izquierdo 6∅× 4∅× 190 [mm]

9 Larguerillo soporte de estabilizador derecho 6∅× 4∅× 190 [mm]

10 Servomotor HS-5087MH HV

11 Motor KDE2315XF-965

12 Hélice CCW 10x4

13 Hélice CW 10x4

14 Bateŕıa LiPo 4s 5000 mAh

15 Computadora de vuelo

16 Controlador de velocidad de motor sin escobillas KDEXF-UAS35

Tabla 2.13: Lista de componentes del prototipo, indicadas en la figura 2.20.

Lo anterior describe de forma general los componentes de la aeronave, además

de los componentes de ensamble como los tornillos, tuercas, baleros, el cableado de

sus componentes eléctricos y arneses de comunicación electrónica.

Como se ha mencionado anteriormente, las plataformas basculantes de los ro-

tores son controladas por los servomotores instalados continuo a las bases de los

motores. La figura 2.21 muestra un esquema de las posiciones de los rotores en vuelo

estacionario, con los rotores en posición vertical, y en vuelo horizontal, con los roto-
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res frontales idealmente alineados a la dirección longitudinal del cuerpo y con una

ligera deflexión del rotor de cola contribuyendo al empuje en dicha dirección.

(a) Vuelo estacionario. (b) Vuelo horizontal.

Figura 2.21: Rotores en cada posición de vuelo.

Se aprecia el modelo digital del prototipo en la figura 2.22, en sus vistas lateral,

de planta, frontal e isométrica. El diseño de este prototipo en particular se dejará

hasta este punto.

Figura 2.22: Vistas del prototipo propuesto.

Finalmente, se obtuvieron las propiedades de inercia y la desviación en el mo-

delo digital del centro de gravedad, datos mostrados en la tabla 2.14. Estos datos

son medidos a partir del origen de la aeronave, que en un principio se tomó como el

centro de masa ideal del veh́ıculo.

Se observa que la desviación del centro de gravedad es mı́nima, posiblemente

mantener las relaciones dimensionales propuestas similares al triangulo equilátero
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Parámetro Valor Unidades

∆x del C.G. -0.0043 [m]

∆y del C.G. -0.0004 [m]

∆z del C.G. -0.0042 [m]

Ixx 0.0408 [kg −m2]

Ixy 0.0002 [kg −m2]

Ixz 0.001 [kg −m2]

Iyy 0.0608 [kg −m2]

Iyz 0 [kg −m2]

Izz 0.0961 [kg −m2]

m 2.23 [kg]

Tabla 2.14: Propiedades de masa e inercia del prototipo.

contribuyó en gran manera que se mantuviera cercano al valor ideal. También pode-

mos considerar a partir de los valores del tensor e inercia, denotados por I-sub́ındice

según la dirección, el modelo digital está bien balanceado al tener sus componentes de

inercia principales orientados casi idealmente con las direcciones de las coordenadas

del cuerpo.
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Modelado dinámico

3.1 Dinámica de cuerpo ŕıgido

La base para el modelado de la dinámica de aeronaves es la dinámica de

Newton-Euler para un cuerpo ŕıgido. El modelo de Newton describe la conservación

del momento lineal y angular de un cuerpo bajo la influencia de fuerzas y momentos

aplicados sobre este, sin que sufra alguna deformación, es decir, asumiendo que es

un cuerpo ŕıgido. El análisis para obtener las ecuaciones diferenciales que expresan

lo anterior podemos encontrarlo a detalle en MANN (1974). Sin embargo, optaremos

por utilizar la notación utilizada en Duke et al. (1988), expresada en las ecuaciones

(3.1) y (3.2), que justamente expresan la relación del momento lineal y angular con

las fuerzas y momentos actuando en un cuerpo ŕıgido, respectivamente en el marco

de referencia del cuerpo (ver figura 3.1).

m(V̇b + ωb × Vb) = Fb (3.1)

Jω̇b + ωb × Jωb =Mb (3.2)

Dichas ecuaciones están expresadas de forma vectorial e involucran un total de

seis variables representar las componentes de dichos vectores. La variable Vb refiere

57
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al vector de velocidad lineal del cuerpo de la aeronave, cuyas componentes axiales en

la dirección longitudinal, transversal y vertical son expresadas por la variables u, v

y w respectivamente, tal cual lo expresa la ecuación (3.3). La variable m representa

la masa del cuerpo, en este caso el total de masa de la aeronave y Fb la suma de

todas las fuerzas actuando en el cuerpo.

Vb =




u

v

w


 (3.3)

La velocidad angular del cuerpo es representada por ωb, siendo también un

vector con tres componentes tal como Vb, cuyas componentes están ordenadas con-

secutivamente por la dirección longitudinal, lateral y vertical, tal como lo define la

ecuación (3.4). La variable Mb representa la suma total de momentos actuando en

el cuerpo y J es el tensor de inercia MANN (1974) cuerpo del veh́ıculo.

ωb =




p

q

r


 (3.4)

Las ecuaciones anteriores están definidas en las coordenadas del cuerpo de la

aeronave, tal como lo expresa el diagrama 3.1. La orientación de las flechas indican la

dirección en que las variables tienen valor positivo. La tabla 3.1 resume el conjunto

de variables definidas en dicho diagrama. Se ha cambiado la notación de las fuerzas

y momentos, a diferencia como se presenta en el diagrama, con el fin de distinguirlas

de otras variables que se presentarán mas adelante en el documento.
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Dirección Velocidad axial Velocidad angular Fuerzas Momentos

Longitudinal ub p F{b,X} M{b,L}

Lateral vb q F{b,Y } M{b,M}

Vertical wb r F{b,Z} M{b,N}

Tabla 3.1: Variables definidas en las coordenadas del cuerpo de la aeronave.

McRuer et al. (1973)

Figura 3.1: Variables de velocidad, fuerzas y momentos externos definidas en las

coordenadas del cuerpo McRuer et al. (1973).

3.1.1 Dinámica traslacional

Hemos de aislar la tasa de cambio del vector de velocidad alineado con el cuerpo

del veh́ıculo expresado en (3.3), a partir de la relación del momento lineal con las
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fuerzas actuando en el cuerpo en la ecuación (3.1); tal como lo expresa la ecuación

(3.5).

V̇b =
Fb
m

− ωb × Vb (3.5)

3.1.2 Dinámica rotacional

La tasa de cambio para el vector de velocidad angular del cuerpo ha de ser

obtenido tal como se expresó con el de velocidad. Éste puede aislarse a partir de la

ecuación (3.2), tal como expresa la ecuación (3.6).

ω̇b = J−1(Mb − ωb × Jωb) (3.6)

Se puede observar que el tensor de inercia del cuerpo J es de suma relevancia

para la dinámica rotación del cuerpo. Este suele asumirse que es definido a partir del

centro de masa del cuerpo, con una estructura diagonal Cook (2007), sin embargo

en caso de ser necesario también puede ser definido de forma general tal como es

expresado en Duke et al. (1988), sin embargo en este trabajo se optó por asumirlo

diagonal con tal de mantener la simplicidad del análisis.

3.2 Marco de referencia inercial

Las ecuaciones definidas anteriormente describen la tasa de velocidad axial

(3.5) y angular (3.6) definidas en las coordenadas del cuerpo de la aeronave. Sin em-

bargo, es necesario describir el movimiento de la aeronave en un marco de referencia

que se considera fijo, conocido también como inercial. Este marco cuando se encuen-

tra alineado a la aeronave coincide en sus direcciones x, y y z según la convención
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NED, que significa norte-este-abajo por sus siglas en inglés (north-east-down) Duke

et al. (1988).

Figura 3.2: Esquema de orientación mediante rotaciones consecutivas conocidas

como ángulos de Euler, tomado de Cook (2007).

La figura 3.2 muestra esta de forma compacta esta serie de rotaciones, dónde

los ángulos φ, θ y ψ indican la orientación de la aeronave en el marco inercial.

Sin embargo, es necesario definir las ecuaciones que expresan la relación entre la

conversión entre un sistema de coordenadas y otro. Podemos observar que el vector

de coordenadas [x3 y3 z3]
T corresponde al sistema de coordenadas alineado al cuerpo

de la aeronave. Estas coordenadas pueden ser expresadas como una rotación a lo

largo del eje x denotada por el ángulo de alabeo φ, a partir de una orientación

anterior expresada por [x2 y2 z2]
T , definida en la ecuación (3.7).




x3

y3

z3


 =




1 0 0

0 cφ sφ

0 −sφ cφ







x2

y2

z2




=Rφ

[
x2 y2 z2

]T

(3.7)

A su vez, el vector de coordenadas [x2 y2 z2]
T es obtenido a partir de una

orientación previa [x1 y1 z1]
T aplicando una rotación en el eje transversal y denotada

por el ángulo de cabeceo θ, tal como lo define la ecuación (3.8).
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


x2

y2

z2


 =




cθ 0 −sθ
0 1 0

sθ 0 cθ







x1

y1

z1




=Rθ

[
x1 y1 z1

]T

(3.8)

Finalmente, el vector de coordenadas [x1 y1 z1]
T es transformado a partir de

una orientación previa alineada con el marco de referencia inercial, denotada por el

vector [xe ye ze]
T ; como es expresado en la ecuación (3.9).




x1

y1

z1


 =




cψ sψ 0

−sψ cψ 0

0 0 1







xe

ye

ze




=Rψ

[
xe ye ze

]T

(3.9)

La transformación lineal completa desde una orientación alineada con el marco

inercial y las coordenadas del cuerpo aplicando las tres rotaciones a lo largo de cada

eje del cuerpo es definida en la ecuación (3.10). Se ha cambiado el sub́ındice por

(b) del vector de coordenadas en el cuerpo, con tal de identificarlo directamente, aśı

como el vector del marco inercial por el sub́ındice (e).




xb

yb

zb


 =




1 0 0

0 cφ sφ

0 −sφ cφ







cθ 0 −sθ
0 1 0

sθ 0 cθ







cψ sψ 0

−sψ cψ 0

0 0 1







xe

ye

ze




=RφRθRψ

[
xe ye ze

]T

=R{b←e}

[
xe ye ze

]T

(3.10)

La transformación lineal de coordenadas en la ecuación (3.10), es denotada por

la matriz R{b←e} y esta es a su vez definida en la ecuación (3.11).
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R{b←e} =




cθcψ cθsψ −sθ
cψsθsφ− sψcφ sψsθsφ+ cψcφ cθsφ

cψsθcφ+ sψsφ sψsθcφ− cψsφ cθcφ


 (3.11)

Es importante denotar que esta transformación lineal es unitaria, por lo que

no modifica la magnitud del vector transformado, tal como se aprecia en el diagrama

3.2. Esto genera que su matriz inversa es idéntica a su traspuesta. Por lo cual, la

matriz que transforma el sistema de coordenadas definido en el marco del cuerpo al

marco inercial, es dada por la traspuesta de R{b←e}, justo como lo expresa (3.12)

R{e←b} = RT
{b←e} (3.12)

Por lo tanto, podemos expresar la transformación lineal de las coordenadas del

cuerpo al marco inercial como la ecuación (3.13).

[
xe ye ze

]T
= R{e←b}

[
xb yb zb

]T
(3.13)

La traslación en el marco inercial puede definirse a partir del vector de velocidad

del cuerpo, transformándolo al sistema de coordenadas del marco inercial mediante

la matriz R{e←b}. Esto se expresa en la ecuación (3.14), dónde la velocidad en el

marco inercial es expresado como el vector Ve =
[
ẋ ẏ ż

]T
.

Ve = R{e←b}Vb (3.14)

3.2.1 Dinámica de orientación

Las velocidades angulares del cuerpo están relacionadas con la tasa de cambio

dio los ángulos de Euler, según el orden de rotación en que es desarrollado el cómpu-

to de la operación. Como cada rotación es computada sobre un eje determinado,
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podemos asumir que la velocidades del cuerpo son equivalentes a la suma de las

tasas de cambio de los ángulos de Euler como vectores individuales transformados

linealmente para coincidir con las coordenadas del cuerpo, según el orden de rotación

en que se presentan, tal como lo expresa la ecuación (3.15).

ωb =




φ̇

0

0


+Rφ




0

θ̇

0


+RφRθ




0

0

ψ̇




=




1 0 −sθ
0 cφ sφcθ

0 −sφ cφcθ







φ̇

θ̇

ψ̇




=Ra

[
φ̇ θ̇ ψ̇

]T

(3.15)

La matriz Ra en la ecuación (3.15) relaciona las tazas de cambio de los ángu-

los de Euler con las velocidades angulares del cuerpo. A partir de dicha ecuación

podemos obtener la ecuación diferencial para los ángulos de orientación, calculando

la matriz inversa de Ra; que es tomada de Cook (2007). La ecuación (3.16) define

las tasas de cambio de los ángulos de Euler, que a su vez son expresadas como un

vector

(
Ω̇ =

[
φ̇ θ̇ ψ̇

]T)
.

Ω̇ =R−1a ωb



φ̇

θ̇

ψ̇


 =




1 sφtθ cφtθ

0 cφ −sφ
0

sφ
cθ

cφ
cθ







p

q

r




(3.16)

3.3 Marco de referencia aerodinámico

El marco de referencia aerodinámico define la orientación del cuerpo respecto

al vector de velocidad de flujo incidente con este. Tal como lo muestra la figura 3.3,
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dónde el sub́ındice a indica que es relativo a la velocidad del aire. Por lo que podemos

definir los ángulos aerodinámicos como las ecuaciones (3.17) y (3.18).

α = atan

(
wa
ua

)
(3.17)

β = asin

(
va
Va

)
(3.18)

La magnitud del vector de velocidad incidente al flujo se expresa en la ecuación

(3.19).

Va =
(
u2a + v2a + w2

a

) 1
2 (3.19)

Figura 3.3: Relación entre las velocidades relativas respecto al flujo en el marco del

cuerpo con los ángulos aerodinámicos α y β, como se expresa en Duke et al. (1988).

Es importante distinguir la diferencia entre la velocidad incidente de flujo y la

velocidad del cuerpo cuyas taza de cambio es definida en la ecuación (3.5), puesto

que podemos observar en la ecuación (3.14) los vectores de velocidad del marco

inercial y el marco del cuerpo coinciden en magnitud; sin embargo, esto no tiene

que ser el caso en el marco aerodinámico debido a la presencia de ráfagas de viento.

Asumiendo que no hay ráfagas, la magnitud de los vectores de velocidad en los tres
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marcos de referencia son idénticas Ve = Va = Vb, por lo que seŕıa posible definir los

ángulos aerodinámicos como las ecuaciones (3.20) y (3.21).

α = atan
(w
u

)
(3.20)

β = asin
( v
V

)
(3.21)

La magnitud del vector de velocidad es expresada en (3.22) por la variable V ,

es definida de forma análoga a Va en la ecuación (3.19).

V =
(
u2 + v2 + w2

) 1
2 (3.22)

Los ángulos aerodinámicos no solamente expresan la relación entre la velocidad

relativa del flujo respecto al cuerpo de la aeronave, estos ángulos también expresan

de forma general la transformación entre las coordenadas del cuerpo al marco de

referencia aerodinámico. Las tres direcciones, longitudinal, lateral y longitudinal,

pueden ser expresadas en ambos marcos de referencia mediante una transformación

lineal como:

R{b←a} =




cαcβ −cαsβ −sα
sβ cβ 0

sαcβ −sαsβ cα


 (3.23)

donde R{b←a} expresa la transformación de coordenadas entre las coordenadas del

marco aerodinámico al marco del cuerpo.

Antes de definir las fuerzas y momentos aerodinámicos, se debe recordar la

ecuación (2.7) de la presión dinámica definida en el caṕıtulo 2, para el análisis de

las fuerzas aerodinámicas actuando en el veh́ıculo. Recordemos también, que no se

está considerando el efecto de ráfagas de viento, por lo tanto la velocidad relativa al

flujo (V∞) y la magnitud de la velocidad de la aeronave en el marco inercial (V ) son

idénticas.
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3.3.1 Marco de referencia local

Además de lo anterior, resulta conveniente definir un marco local de coordena-

das para un componente del veh́ıculo con el fin de modelar los ángulos aerodinámicos

locales en dicho componente. Para definir de forma general un componente arbitrario

se considerará que el origen del sistema de coordenadas de este componente arbitra-

rio no necesariamente se encuentra en el centro de gravedad del veh́ıculo, por lo que

las velocidades angulares de la aeronave podŕıan inducir velocidades lineales en el

origen del marco de referencia local de dicho componente. También se considerará

que este marco de referencia local puede presentar una orientación arbitraŕıa.

A continuación se definirá como transformar entre el sistema de coordenadas

del cuerpo al sistema de coordenadas local del componente, utilizando una nomen-

clatura similar a las matrices de rotación para pasar del marco inercial al marco del

cuerpo, definidas en la ecuación (3.11). Utilizando un orden de rotación xyz para ir

del marco del cuerpo al marco al marco local, se define la primer matriz según el

orden de la operación. Esta se detonará por el ángulo φi, dónde el sub́ındice i indica

el componente junto con sus ángulos de orientación de este respecto al cuerpo:

Rφi =




1 0 0

0 cφi −sφi
0 sφi cφi


 . (3.24)

La siguiente rotación es realizada en un eje paralelo al eje lateral del cuerpo, y es

denotada por el ángulo θi:

Rθi =




cθi 0 sθi

0 1 0

−sθi 0 cθi


 . (3.25)

Seguido de lo anterior, se define la rotación realizada en un eje paralelo al eje vertical
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de la aeronave, denotada por el ángulo ψi:

Rψi
=




cψi
−sψi

0

sψi
cθi 0

0 0 1


 . (3.26)

Finalmente podemos definir la operación general transformar un vector base en el

marco del cuerpo al marco inercial, mediante la operación:

R{i←b} =Rψi
RθiRφi

=




cψi
−sψi

0

sψi
cθi 0

0 0 1







cθi 0 sθi

0 1 0

−sθi 0 cθi







1 0 0

0 cφi −sφi
0 sφi cφi




=




cθicψi
cψi
sθisφi − sψi

cφi cψi
sθicφi + sψi

sφi

cθisψi
sψi
sθisφi + cψi

cφi sψi
sθicφi − cψi

sφi

−sθi cθisφi cθicφi




. (3.27)

A pesar que no se utilizarán todos los ángulos de rotación para los componentes de la

aeronave, se consideró conveniente definir esta transformación de coordenadas para

futuros trabajos. Es necesario tomar en cuenta también, que para pasar del marco

de referencia local al marco general del veh́ıculo se debe utilzar la matriz inversa de

R{i←b}, que para este caso consiste en su matriz traspuesta:

R{b←i} = R−1{i←b} = RT
{i←b} (3.28)

Ahora se prosigue a definir el vector de velocidad axial para una sección arbi-

traria en su marco local de referencia, dado por:

Vi =
[
ui vi wi

]T
(3.29)

donde ui, vi y wi son las componentes de velocidad longitudinal, lateral y vertical

respectivamente. Aśı mismo, se debe definir la separación que tiene esta sección

arbitraria respecto al centro de gravedad del veh́ıculo:

lb,i =
[
lx,i ly,i lz,i

]T
(3.30)
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dónde los sub́ındices x, y y z indican las direcciones longitudinal, lateral y vertical

de la aeronave. Se debe notar que este vector de separación se encuentra dado en el

marco de referencia general del cuerpo.

El vector de velocidad de una sección arbitraria en su marco local (Vi) de la

ecuación (3.29) se obtiene a partir de la rotación de la suma del vector de velocidad

lineal del cuerpo mas el producto cruz entre el vector de velocidades angulares y el

vector de distancia respecto al centro de gravedad:

Vi = R{i←b}(Vb + ωb × lb,i) (3.31)

Dada la ecuación anterior, es conveniente formular los ángulos aerodinámicos tam-

bién para una sección arbitraria. El ángulo de ataque se expresa como:

αi = atan

(
ui
wi

)
(3.32)

que prácticamente es idéntica a la ecuación (3.20) excepto por el sub́ındice i puesto

que se incluye la velocidad debido a la rotación del veh́ıculo. De forma similar se

define para el ángulo de barrido:

βi = asin

(
vi
V̄i

)
(3.33)

donde V̄i es la magnitud del vector de velocidad de esta sección y que se define como:

V̄i = (u2i + v2i + w2
i )

1
2 . (3.34)

Considerando ahora la velocidad relativa al viento en una sección arbitraria del

veh́ıculo, se debe expresar la transformación de un vector en este marco aerodinámico

local al marco local fijo en el cuerpo, tal como se hace en:

R{i←(a,i)} =




cαi
cβi −cαi

sβi −sαi

sβi cβi 0

sαi
cβi −sαi

sβi cαi


 (3.35)

Ya una vez definidas las ecuaciones referentes al marco aerodinámico, se pueden

definir las fuerzas y momentos en la siguiente sección.
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3.4 Fuerzas y momentos aerodinámicos

El estudio aerodinámico generalmente es realizado mediante el análisis adi-

mensional, que relaciona las unidades de las magnitudes f́ısicas medibles sobre un

objeto, o superficie alar en este caso espećıfico, con parámetros f́ısicos o variables del

medibles del sistema en el que interacciona dicho cuerpo aerodinámico y el fluido en

cuestión. A continuación se definirán los parámetros utilizados para caracterizar las

fuerzas y momentos aerodinámicos.

Primeramente retomando un concepto mencionado en el caṕıtulo 2, se consi-

dera la presión dinámica general del fluido:

q̄ =
ρ∞V

2

2
(3.36)

dónde V es la velocidad relativa del viento con el cuerpo analizado y ρ∞ la densidad

del flujo libre, que en este análisis se considera como constante, puesto que se operará

a bajo número de Mach.

El siguiente parámetro a definir es la superficie S de interacción con el fluido,

que en el caso particular de una geometŕıa alar, esta superficie es la proyección de

plataforma del ala a cero grados de ángulo de ataque (α = 0). Además de este

parámetro de superficie, en el caso de los momentos aerodinámicos se utiliza un

parámetro de longitud; que generalmente es la cuerda aerodinámica media (c̄) o la

envergadura alar (b), según el momento que es está midiendo.

Es importante mencionar también, que no se está considerando los cambios

de densidad debido al cambio de altitud. Para este modelo, se asume una densi-

dad del viento constante a condiciones atmosféricas estándar, por lo tanto ρ∞ =

1.225 [kg/m3].
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3.4.1 Coeficientes adimensionales

Los coeficientes adimensionales procuran capturar la correlación entre la mag-

nitud que se está midiendo, ya sea fuerza o momento, y las variables que describen la

interacción fluido-cuerpo. Las magnitudes mas conocidas generalmente son la fuerza

de arrastre (D), la fuerza de sustentación (L) y el momento aerodinámico de cabe-

ceo (MAero,q). La fuerza de arrastre se define como paralela a la dirección del vector

de velocidad, a diferencia de la sustentación que es perpendicular a la dirección del

vector de velocidad relativa con el viento y actúa únicamente en el plano x − z.

Además de estas fuerzas, se puede estimar las fuerza lateral (Y ) que experimenta la

geometŕıa aerodinámica, que para el caso de un cuerpo con simetŕıa bilateral respec-

to a un plano x− z alineado al origen, esta fuerza debeŕıa ser igual a cero, para un

ángulo de derrape β igual a cero. Estas fuerzas se expresan de forma general como:

FAero = q̄SC{FAero}(α, β,Re) (3.37)

dónde FAero representa de forma general una de las tres fuerzas aerodinámicas D, Y

ó L; y le correspondeŕıa su coeficiente de fuerza denotado por C{FAero}, que representa

a los coeficientes CD, CY y CL para su respectiva fuerza aerodinámica. La presión

dinámica q̄ es tomada de la ecuación (3.36).

Aśı mismo, los momentos aerodinámicos son producidos por estas fuerzas aero-

dinámicas actuando en cada punto de la superficie del cuerpo, pero midiendo desde

un punto espećıfico el momento producido para cada dirección (longitudinal, lateral

y vertical). Cuando esto se analiza en el caso bidimensional, es decir, en un perfil

aerodinámico, únicamente se estima el momento que es perpendicular al plano de

las coordenadas del perfil. Generalmente esto se realiza en el centro aerodinámico

del perfil, dónde idealmente para un perfil simétrico, el momento neto producido es

igual a cero y es aproximadamente a un cuarto de la longitud de la cuerda. Para un

perfil asimétrico, este punto se considera con un momento constante pero no nece-

sariamente es un punto fijo, pero aproximadamente suele estar localizado al rededor

de un cuarto de la cuerda del perfil. Para una geometŕıa alar finita, cada una de
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sus secciones es definida en un marco de referencia local x − z y su envergadura

se extiende en la dirección lateral y. La suma de momentos también respecto al

llamado centro aerodinámico de la aeronave, dónde idealmente estos momentos se

mantiene constantes, o bien, el cambio de ellos es mı́nimo. Para el caso del momen-

to de cabeceo alar, este centro aerodinámico se sigue aproximando a un cuarto de

la longitud de la cuerda aerodinámica media, respecto al borde de ataque. En este

caso, las coordenadas del centro aerodinámico están en función de la geometŕıa alar,

de sus perfiles en cada estación a lo largo de su envergadura, aśı como del régimen

viscoso; por lo que suele ser mas sencillo obtener su posición de forma numérica una

vez teniendo la geometŕıa alar. Se expresarán los momentos aerodinámicos de forma

general con la siguiente ecuación:

MA = q̄SlAeroC{M}(α, β,Re) (3.38)

dónde MAero representa de forma general uno de los momentos aerodinámicos ac-

tuando en cada dirección: longitudinal (MA,p), lateral (MA,q) y vertical (MA,r), que

le correspondeŕıa su coeficiente de momento según su dirección: CMp
, CMq

y CMr
,

respectivamente; q̄ representa la presión dinámica general definida en (3.36), S es el

área proyectada de plataforma de la superficie alar y lAero es la longitud aerodinámi-

ca que uniformiza las unidades de la parametrización con las de la magnitud del

momento. Para el caso del momento de cabeceo, esta longitud aerodinámica (lAero)

es la cuerda aerodinámica media (c̄) y para el caso de los otros dos momentos, por

convención se utiliza la envergadura (b).

3.4.2 Efectos aerodinámicos en el marco del cuerpo

Primeramente, se debe definir el vector de fuerza para un componente aero-

dinámico del veh́ıculo en su marco local de referencia. Esto se expresa como:

FAeroi =
[
−Di Yi −Li

]T
(3.39)
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dónde estas fuerzas aerodinámicas están definidas de forma general en la ecuación

(3.37) de acuerdo a su respectivo coeficiente de fuerza (CDi
, CYi y CLi

). Recordemos

que estas fuerzas se encuentran alineadas al marco aerodinámico local, por lo que

resulta necesario expresarlas en el marco de referencia fijo local:

FAi
= R{i←(a,i)}FAeroi (3.40)

dónde R{i←(a,i)} es la matriz de rotación del marco aerodinámico local al marco fijo

local, definida en la ecuación (3.35). Una vez definidas las fuerzas en el marco fijo lo-

cal, cuyo origen idealmente es el centro aerodinámico del componente en cuestión, se

debe definir el vector de momentos aerodinámicos actuando en el marco de referencia

local:

MAi
=
[
MA(p|i)

MA(q|i)
MA(r|i)

]T
(3.41)

Habiendo definido los vectores de fuerzas y momentos en el marco local, se

puede proceder con definir el vector de fuerza en el marco del cuerpo de la aeronave:

F(b|Ai) = R{b←i}FAi
(3.42)

donde R{b←i} es la matriz de rotación del marco local al marco del cuerpo, definida

en la ecuación (3.28). En el caso de los momentos actuando en el marco del cuerpo

de la aeronave, no solamente es necesario rotar el vector de momentos aerodinámicos

(MAi
) de la ecuación (3.41), también hay que tomar en cuenta los momento produ-

cidos debido al producto cruz del vector de fuerzas F(b|Ai) y los brazos de palanca

respecto al centro de gravedad:

M(b|Ai) =
(
R{b←i}MAi

)
+
(
l(b|i) × F(b|Ai)

)
(3.43)

dónde l(b|i) es el vector de separación entre el centro de gravedad del veh́ıculo y el

centro aerodinámico del componente ”i”.

En resumen, las últimas dos ecuaciones (3.42) y (3.43) expresan las fuerzas y

momentos producidos por una superficie aerodinámico arbitraŕıa, que se considera

un componente de la aeronave. La Tabla 3.2 especifica los componentes en los que
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se divide la aeronave, aśı como los sub́ındices que se utilizarán para designar sus

ecuaciones de fuerza y momentos.

Componente Sub́ındice Número de elemento i

Semi-ala derecha wr 1

Semi-ala izquierda wl 2

Estabilizador vertical derecho vr 3

Estabilizador vertical izquierdo vl 4

Tabla 3.2: Identificación de los componentes aerodinámicos de la aeronave

Es conveniente considerar a i como un vector ordinal, dónde cada el número

de elemento i se refiere a un componente de la aeronave, tal como indica la Tabla

3.2. Esto con el fin de expresar la sumatoria de las fuerzas aerodinámicas producidas

por componentes fijos de la aeronave:

F(b|A) =
5∑

i=1

F(b|Ai) =
[
XA YA ZA

]T
(3.44)

Aśı como la sumatoria de momentos aerodinámicos:

M(b|A) =
5∑

i=1

M(b|Ai) =
[
M(b|Ap) M(b|Aq) M(b|Ar)

]T
(3.45)

Finalmente, se debe especificar los parámetros constantes para evaluar de las

fuerzas y momentos aerodinámicos actuando en el cuerpo. La Tabla 3.3 muestra los

valores de estos parámetros constantes utilizados en las ecuaciones (3.27), (3.37) y

(3.48).

Ahora que se ha definido de forma general las fuerzas y momentos aerodinámi-

cos de los componentes fijos de la aeronave, se procederá a describir la estimación

de los coeficientes aerodinámicos de fuerza y momentos de dichos componentes.
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Componente wr wl vr vl

φi [
◦] 0 0 90 90

θi [
◦] 0 0 0 0

ψi [
◦] 0 0 0 0

l{x,i} [m] 0.106 0.106 -0.248 -0.248

l{y,i} [m] 0.1182 -0.1182 0.09 -0.09

l{z,i} [m] 0 0 0.02 0.02

Si [m
2] 0.088 0.088 0.011 0.011

c̄i [m] 0.332 0.332 0.1 0.1

bi [m] 0.275 0.275 - -

Tabla 3.3: Parámetros descriptivos de los componentes aerodinámicos i.

3.4.3 Estimación de coeficientes aerodinámicos

Como se mencionó en el caṕıtulo 2, se evaluó los coeficientes aerodinámicos

de las superficies de la aeronave en la aplicación XFLR5, utilizando un modelo.

Además de este método, la aplicación también integra el método llamado LLT, por

sus siglas en inglés ”Lifting Line Theory”, pero debido a la razón de aspecto baja

de la geometŕıa alar propuesta no se utilizó ese método pues es conocido que sus

resultados no aproximan bien este tipo de casos.

Si bien, esta aplicación provee directamente los coeficientes aerodinámicos para

el modelo, se optó por recalcular por separado la semi-ala derecha y la semi-ala

izquierda nuevamente, con el fin de expresar sus fuerzas y momentos en función

de las velocidades

([
ui vi wi

]T)
locales cada semi-ala. Se consideró una serie de

puntos de operación para α desde −10◦ a 10◦, y para β se consideró desde −15◦ a

15◦. Hay que aclarar que no en todos los puntos de α se extendió hasta esos rango

en el ángulo de derrape β por cuestiones de convergencia, pero si a bajos ángulos de

ataque que idealmente seŕıa la zona de operación de la aeronave.
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La discretización de la superficie alar a lo largo de la envergadura se describe en

la Tabla 3.4. Para el caso de la división de los páneles en la dirección ”x”, se utilizó

una distribución coseno para aproximar mejor los valores calculados en el borde de

ataque y el borde de salida de cada sección alar. Las intervalos especificados en

dicha tabla, hacen referencia a las secciones descritas en la Tabla 2.8, dónde define

las coordenadas para cada sección alar especificada. El total de páneles a lo largo de

t para una semi-ala suman 60.

Intervalo Páneles en ”y” Páneles en ”x”

Sección #1−#2 10 13

Sección #2−#3 10 13

Sección #3−#4 40 13

Tabla 3.4: Discretización de la superficie alar para el modelo VML.

La figura 3.4 muestra la distribución del coeficiente de sustentación local del

ala a lo largo de su envergadura, para distintos puntos de operación en α y β. Con

el fin de visualizar mejor los datos, sólamente se incluyó los valores positivos de β

pues es una geometŕıa simétrica. Debe de considerarse que cada punto en la gráfica

representa el coeficente normalizado el total de páneles la estación de 2.especificada,

es decir, para el área proyectada en plataforma de la tira en dicha sección alar.

Utilizando la distribución de los coeficientes aerodinámicos de fuerza generada

por el modelo, podemos calcular las fuerzas aerodinámicas generadas por el ala como

la sumatoria de la fuerza en cuestión producida en cada tira discreta:

F{i|A} = q̄∞

nsec∑

n=1

S{i|n}C{i|FA|n}(αi, βi) (3.46)

dónde F{i|A} es la fuerza aerodinámica que se está calculando, q̄∞ es la presión

dinámica que se utilizó en el modelo para el cálculo de los coeficientes, nsec es el

número de tiras de paneles a los largo de ”y”, n es el número correspondiente a

cada tira en la discretización, S{i|n} es el área de cada tira y C{i|FA|n}(αi, βi) es el



Caṕıtulo 3. Modelado dinámico 77

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

Figura 3.4: Distribución alar del coeficiente de sustentación en función de α y β.

coeficiente de aerodinámico relativo a la fuerza que se está calculando. Recordemos

que este coeficiente vaŕıa respecto a αi y βi. Ha de notarse, que la ecuación (3.46)

está formulada de forma general para cualquier componente i de la aeronave que

sea descrito en tales términos, pero este análisis se realizó únicamente con el ala,

al ser el componente cuyas fuerzas son de principal relevancia. Podemos expresar el

coeficiente de fuerza aerodinámica despejándolo de la ecuación (3.37):

C{Fi|A} =
F{i|A}

1
2
ρ∞V 2

∞Si
(3.47)

dónde F{i|A} es la fuerza calculada a partir de las tiras de la superficie aerodinámica

discretizada en la ecuación (3.46).

El momento aerodinámico de cabeceo también se recalculó para cada semi-ala:

M{i|Aq} = q̄{∞}

nsec∑

n=1

S{i|n}c{i|n}C{i|Mq |n}(α, β) (3.48)

dónde M{i|Aq} es el momento total de cabeceo respecto a las coordenadas de origen

del componente i que se está analizando, c{i|n} es la cuerda de la tira discreta n y

C{i|Mq |n}(α, β) es el coeficiente de momento aerodinámico en función de α y β. Des-

pejando el coeficiente de momentos de la ecuación (3.48), para el caso del momento
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de cabeceo obtenemos la siguiente expresión:

C{i|Mq} =
M{i|Aq}

1
2
ρ∞V 2

∞Sic̄{i|mac}
(3.49)

dónde C{i|Mq} es el coeficiente aerodinámico de cabeceo alineado con las coordenas

del componente i y Mi|Aq el momento aerodinámico de cabeceo calculado a partir

de los páneles discretos de ala como se muestra en la ecuación (3.48).

Los otros dos momentos aerodinámicos no son calculados directamente por

un coeficiente normalizado espećıficamente para la dirección de interés. Estos son

calculados a partir de la distribución de levantamiento y arrastre a lo largo de la

superficie, según el brazo de palanca producido por su posición en ”y”:

M{i|Ap} =
nsec∑

n=1

−y{i|n}(cαi
L{i|n} + sαi

D{i|n}) + z{i|CP |n}sβiD{i|n}

=q̄∞

nsec∑

n=1

−S{i|n}[y{i|n}(cαi
C{i|L|n} + sαi

C{i|D|n})− z{i|CP |n}sβiC{i|D|n}]

(3.50)

dónde M{i|Ap} es el momento actuando en el eje xi, referente al marco local de

referencia; y{i|n} es la posición de la tira n en el marco local i de donde se toma en

consideración las fuerza que producen el momento calculado, L{i|n} es la fuerza de

sustentación orientada perpendicularmente a la dirección del flujo libre relativo al

marco local i,D{i|n} es la fuerza de arrastre que es paralela a la dirección del flujo libre

en el marco aerodinámico local y z{i|CP |n} es la posición del centro de presión del la

tira n en la dirección z. Se ha expresado también esta ecuación (3.50) en términos de

C{i|L|n} y C{i|D|n} puesto que son datos directamente obtenidos de la distribución de

los coeficientes aerodinámicos resultado del modelo VML. El coeficiente adimensional

C{i|Mp} podemos despejarlo de la ecuación (3.48):

C{i|Mp} =
M{i|Ap}

1
2
ρ∞V 2

∞Sibi
(3.51)

dónde M{i|Ap} es el momento experimentado en el eje xi y bi es la envergadura del

componente i en particular.

De forma similar se ha expresado al momento actuando en el eje vertical zi

sumando el momento producido por las fuerzas aerodinámicas proyectadas en la
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dirección xi:

M{i|Ar} =
nsec∑

n=1

y{i|n}(sαi
L{i|n} + cαi

D{i|n})− x{i|CP |n}sβiD{i|n}

=q̄∞

nsec∑

n=1

S{i|n}[y{i|n}(sαi
C{i|L|n} + cαi

C{i|D|n})− x{i|CP |n}sβiC{i|D|n}]

(3.52)

dóndeM{i|Ar} es el momento calculado en el eje zi a partir de los puntos discretos del

ala del modelo VML y x{i|CP |n} es la posición del centro de presión de la tira n en la

dirección x. Despejando de la ecuación (3.41) se obtiene el coeficiente de momento:

C{i|Mr} =
M{i|Ar}

1
2
ρ∞V 2

∞Sibi
(3.53)

dónde también se utiliza la envergadura bi como longitud aerodinámica para el cálcu-

lo de coeficiente. Debe de notarse, que tanto para el caso de este coeficiente C{i|Mr}

como para C{i|Mp}, se está despreciando el momento inducido por las fuerzas late-

rales. Habiendo definido como calcular los coeficientes para los distintos puntos de

operación de las alas, se procederá a describir el modelo para

3.4.4 Ajuste polinomial

La descripción de las fuerzas y momentos aerodinámicos es hecha por apro-

ximación polinomial, para las semi-alas esta aproximación es hecha tomando los

coeficientes calculados por la ecuación (3.47), que expresa los coeficientes de fuerza

en cada punto de operación respecto a α y β. Para el resto de las superficies, esta

aproximación se realizó a partir de los coeficientes calculados directamente por la

aplicación VML. Hay que recordar que únicamente se recalcularon los coeficientes

para el ala principal.

La figura 3.5 muestra un ejemplo del rango en el que es hecha y tiene validez

la aproximación polinomial en este caso para el coeficiente de sustentación del ala a

partir de los puntos calculados por la ecuación (3.47). Esta aproximación posee la
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Figura 3.5: Ajuste polinonial para el coeficiente de sustentación de las semi-alas,

respecto a α y β.

siguiente estructura general:

C{i|A} =
[
K{iA0} K{iA|α} K{iA|α2} K{iA|β} K{iA|β2} K{iA|αβ}

]




1

αi

α2
i

βi

β2
i

αiβi




(3.54)

dónde C{iA} es el coeficiente del componente i que se está describiendo, ya sea de

fuerza o momento; K{iA0} es el valor del coeficiente cuando ambos ángulos aero-

dinámicos son igual a cero (α = 0, β = 0), K{iA|α} representa la pendiente de la

aproximación lineal respecto a αi, que es el mismo caso para K{iA|β} con respecto

a βi, K{iA|α2} representa el coeficiente de relación cuadrática respecto a αi, de igual

forma para K{iA|β2} y βi, y K{iA|αβ} representa el coeficiente de relación respecto al

producto entre αi y βi.

Los coeficientes aerodinámicos para cada componente especificado en la Tabla

3.2 se encuentran reportados en la sección A.2, según la estructura de la ecuación
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(3.54).

3.5 Modelo de propulsión

Lo primero que se debe aclarar para el modelo de propulsión, es que por el

momento no se está incluyendo dentro del modelo dinámico de la aeronave. Pero

śı se ha incluido un modelo de propulsión de relativa simplicidad cuya dinámica se

considerará como una perturbación externa para el veh́ıculo.

Se pueden plantear las fuerzas ejercidas por la hélice en todos sus ejes, es decir:

FRn
=
[
F{x|Rn} F{y|Rn} F{z|Rn}

]T
(3.55)

dónde F{(x,y,z)|Rn} vendŕıa a representar cada componente de fuerza en el marco local

del rotor. Caracterizar las fuerzas laterales de cada rotor es algo que escasamente se

ha realizado en la literatura académica, y no se cuentan con modelos que describan

estas fuerzas fielmente. Por lo que es conveniente despreciar las fuerzas laterales con

tal de simplificar el modelo de propulsión:

FRn
=
[
F{x|Rn} 0 0

]T
(3.56)

dónde únicamente se toma en cuenta la fuerza la dirección x del rotor. De forma

similar los torques de cada rotor son representados por:

QRn
=
[
Q{x|Rn} Q{y|Rn} Q{z|Rn}

]T
(3.57)

Y de igual forma sólo se toma en cuenta el torque del arrastre de la hélice en su

dirección x:

QRn
=
[
Q{x|Rn} 0 0

]T
(3.58)

Para pasar a las coordenadas del cuerpo del veh́ıculo, debemos tomar en consi-

deración la deflexión de cada rotor por el ángulo ηn, que para cada vector de fuerzas
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y momentos produce una transformación lineal como la siguiente:

γn =




cηn 0 sηn

0 1 0

−sηn 0 cηn


 (3.59)

Por lo tanto, las fuerzas de propulsión en el marco del cuerpo del veh́ıculo, están

dadas por:

F{b|Rn} =γnFRn

=
[
F{bx|Rn} F{by |Rn} F{bz |Rn}

]T (3.60)

y de forma similar, los torques producidos por el arrastre de la hélice se expresan

como:

Q{b|Rn} =γnQRn

=
[
Q{bx|Rn} Q{by |Rn} Q{bz |Rn}

]T (3.61)

El modelo de propulsión básicamente considera el empuje y torque producidos

en la dirección x del rotor, que es la dirección de su eje de giro. Estimar teóricamente

un modelo dinámico para el sistema hélice-motor es altamente complejo, debido a la

gran cantidad de factores involucrados desde la electrónica de potencia que controla

la velocidad del motor como se explica brevemente en Mogensen (2016), hasta la

interacción de la hélice con el flujo incidente cuyas dinámica a su vez involucra gran

cantidad no-linealidades que han sido analizadas en Stepniewski y Keys (1984), y en

Redgrave (2015). Con el fin de capturar el efecto de la velocidad relativa del flujo

V∞ en las fuerzas producidas por la hélice, se tomaron los datos del análisis por

simulación proporcionados por el fabricante APC-Propellers (2021) y se realizó un

ajuste polinomial respecto a la velocidad V∞ y la velocidad angular de la hélice Ω

como se puede apreciar en la figura 3.6. Lo anterior resalta una particularidad del

presente trabajo, a diferencia de considerar únicamente las ganancias estáticas de

los propulsores como se reporta en Chen et al. (2021).

Además de tomar en consideración la fuerza y el momento producidos en la

dirección x de cada rotor n, se asume que sólamente tiene un efecto en el desempeño
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Figura 3.6: Ajuste polinomial para el modelo de la hélice.

de la hélice su velocidad relativa con el viento en la dirección x. Por lo que resulta

conveniente expresar la velocidad del rotor relativa al viento:

VRn
=R{Rn←b}(Vb + ωb × rn)

=
[
V{x|Rn} V{y|Rn} V{z|Rn}

]T (3.62)

dónde Vb y ωb son el vector de velocidades axiales y angulares del veh́ıculo, respec-

tivamente; rn es el vector de posición del rotor n en las coordenadas de la aeronave

que es definido por:

rn =
[
r{n,x} r{n,y} r{n,z}

]T
(3.63)

y R{Rn←b} es la matriz de rotación para convertir las coordenadas del veh́ıculo a las

coordenadas del rotor y que es definida como:

R{Rn←b} = γTn (3.64)

dónde γTn es la matriz traspuesta de la ecuación (3.59) que depende del ángulo de

orientación ηn. Debe de aclararse que no se están tomando en cuenta las velocidades

inducidas por la tasa de cambio η̇n, con el fin de simplificar el análisis y que no tiene

relevancia para el mismo puesto que no induce una velocidad en la dirección x del
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rotor. La velocidad del rotor en su dirección x estaŕıa dada por:

V{x|Rn} =
[
cηn sηn

]

 ub + qrzn − rryn

−wb − pryn + qrxn


 (3.65)

La Figura 3.7 ilustra la ecuación (3.65), al mostrar la relación entre la velocidad

relativa del viento respecto a los rotores. Esta figura asume que la velocidad total

del veh́ıculo es igual a la velocidad relativa al viento, sin considerar una ráfaga.

Figura 3.7: Velocidad del viento relativa a los rotores.

La estructura general para el ajuste polinomial a partir de los datos de simu-

lación de la hélice es la siguiente :


F{x|Pn}
Q{x|Pn}


 =


kFR

x
k{FR

x |V }
k{FR

x |V
2} k{FR

x |ΩV }

kQR
x

k{QR
x |V }

k{FR
x |V

2} k{FR
x |ΩV }







Ω2
n

V{x|Rn}

V 2
{x|Rn}

ΩnV{x|Rn}




(3.66)

en dónde F{x|Pn} es la fuerza tangente al disco rotor producida por la hélice y Q{x|Pn}

es el torque inducido por el arrastre de la hélice calculado por el ajuste polinomial.

Dado que lo anterior no toma en cuenta la orientación de giro de cada rotor, es

necesario expresar:

F{x|Rn}

Q{x|Rn}


 =


1 0

0 (−1)n−1




F{x|Pn}
Q{x|Pn}


 (3.67)
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dónde F{x|Rn} yQ{x|Rn} son la fuerza y torque en la dirección x de cada rotor tomando

en cuenta la orientación de giro de cada uno, especificado por el factor (−1)n−1. Los

coeficientes del ajuste polinomial son mostrados en la Tabla A.2. Para la manipula-

ción algebraica que se realizará mas adelante, es conveniente expresar los coeficientes

del ajuste polinomial por si solos como:

K{Fx|P}

K{Qx|P}


 =


kFR

x
k{FR

x |V }
k{FR

x |V
2} k{FR

x |ΩV }

kQR
x

k{QR
x |V }

k{FR
x |V

2} k{FR
x |ΩV }


 (3.68)

De igual forma es conveniente aislar el vector de variables para los coeficientes:

UPn
=
[
Ω2
n V{x|Rn} V 2

{x|Rn}
ΩnV{x|Rn}

]T
(3.69)

Finalmente, el total de las fuerzas de propulsión se puede expresar como la

sumatoria total de las fuerzas de cada hélice, es decir:

FP =
3∑

n=1

F{b|Rn}

=
[
XT YT ZT

] (3.70)

El torque producido por la precesión giroscópica depende del momento angular

en [rad/s] de cada rotor, como se muestra en Simmons (2021):

hRn
= IRn

ΩRn
(−1)n−1 (3.71)

dónde IRn
es el momento de inercia del rotor, ΩRn

es su velocidad angular y el factor

(−1)n−1 se refiere a la orientación del giro para cada rotor n. Pero se debe considerar

también, que el momento angular anteriormente formulado se encuentra dado en las

coordenadas locales del rotor, por lo que debemos pasarlo a las coordenadas del

cuerpo del veh́ıculo:

h{b|Rn} =
[
cηnhRn

0 −sηnhRn

]T
(3.72)

dónde cηn y sηn se refieren a las funciones coseno y seno evaluadas para el ángulo de

orientación ηn para cada rotor. Finalmente, el torque producido por lo que llamamos

efectos giroscópicos se expresa como en Simmons (2021):

M{G|Rn} = ḣ{b|Rn} + ωb × h{b|Rn} (3.73)
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dónde ḣ{b|Rn} es la taza de cambio del momento angular del rotor en coordenadas del

cuerpo, por lo que esta incluye la aceleración de rotor, aśı como la taza de cambio

del ángulo de orientación ηn; y ωb es el vector de velocidad angular del cuerpo de la

aeronave
[
p q r

]T
. Expandiendo y agrupando términos se obtiene:

M{G|Rn} = (−1)n−1IRKGn
UΩn,cs

(3.74)

dónde KG es una matriz definida como:

KGn
=




0 −(η̇n + q) 0 −1

r p 0 0

−(η̇n + q) 0 1 0


 (3.75)

dentro de la cuál η̇n es la tasa de cambio del ángulo de posición de cada servomotor

y UΩn,cs
es un vector que contiene las velocidad y aceleración angular de cada rotor

n junto con orientación η:

UΩn,cs
=
[
Ωncηn Ωnsηn Ω̇ncηn Ω̇nsηn

]T
(3.76)

También se puede considerar el momento inducido por los servomotores al

posicionar los rotores en alguna orientación deseada:

T{servo |n} =




0

−Jbasc
0


 η̈n (3.77)

dónde η̈n es la aceleración angular del servomotor y Jbasc es el momento de inercia

de la plataforma basculante definido como:

Jbas = l2{x,R}mR (3.78)

dónde l{x,R} es la separación entre el centro de masa del rotor y el eje de giro del

servo, y mR es la masa de cada rotor n. Debido a que el eje de rotación del servo-

motor se encuentra alineado al eje lateral del veh́ıculo, el momento producido por la

aceleración angular y momento de inercia del conjunto rotor sólo se ejerce como un

momento de cabeceo.
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La suma total de momentos producidos por la planta de propulsión está for-

mulada como:

QP =
3∑

n=1

(
rn × F{b|Rn} +Q{b|Rn} +M{G|Rn} + T{servo |n}

)

=
[
Q{b|Px} Q{b|Py} Q{b|Pz}

]T
(3.79)

Dentro de los efectos que se están modelando, de la planta de propulsión se está

considerando el torque inducido por el servo motor descrito en la ecuación (3.77), por

lo es necesario tener un modelo para la dinámica del mismo por lo que se propone

un sistema de segundo orden:

ηn(s) =

(
ω2
η

s2 + 2ξηωηs+ ω2
η

)
η{ref,n}(s) (3.80)

dónde ωη y ξη están estimados en función de la velocidad de respuesta del servo

de 0.13 [s/60◦] reportada en la Tabla 2.4. Considerando esta velocidad de respuesta

como la constante de tiempo, se estimó para el modelo de segundo orden los valores

de ξη = 0.98 y ωη = 14.6154 con el fin de que el modelo sea casi cŕıticamente

amortiguado. La razón de tomar un modelo de segundo orden es para que durante

la simulación la segunda derivada η̈n no induzca errores numéricos, a diferencia de

utilizar un modelo de primer orden.

Para terminar de definir el modelo, para el sistema de propulsión se definirá un

modelo para la respuesta dinámica del rotor, respecto a una referencia de velocidad

que por simplicidad consideraremos al ancho del pulso del comando PWM que se le

da al controlador de velocidad del motor. La dinámica del rotor depende de distintos

factores, estimarla teóricamente involucraŕıa una complejidad que no se planea abor-

dar en este trabajo, por lo cuál se han consideran modelos dinámicos anteriormente

en Mogensen (2016), Ke et al. (2018), Amezquita et al. (2019) y Simmons (2021).

Se propone un modelo de primer orden con retardo para la dinámica del rotor:

ΩRn
(s) =

eTds

τrs+ 1
Ω{ref |Rn}(s) (3.81)

dónde Td es el tiempo de retardo debido a los algoritmos de comunicación del contro-

lador de velocidad; y τ es la constante de tiempo de rotor, que depende del tamaño
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del rotor y en que rango de su referencia está operando. Los modelos reportados

estiman esta constante τ de diferentes formas, en Mogensen (2016) podemos estimar

τ = 0.0125 a partir de la respuesta escalón que reportan pero sin considerar la carga

del rotor o un retardo. En Simmons (2021) se estima τ = 0.127 considerando la

carga de la hélice y sin retardo, pero hay que señalar que lo anterior se reporta con-

siderando que es un rotor de mayor masa en comparación al que se propone en este

trabajo. Un tamaño de rotor similar al de este prototipo es reportado en Ke et al.

(2018), dónde se reporta una variación de τ a lo largo del nivel de referencia PWM

[0.1, 1] que estima un valor ligeramente mayor de 0.25 a bajo del nivel de carga y

abajo de 0.05 para un nivel de carga mayor al 50%. En vista de la gran variabilidad

del parámetro, en este reporte solo se considerarán la dinámica del motor durante

las simulaciones para evaluar su efecto final dentro dentro del esquema global de

control. En este sentido, para la simulación reportada en este trabajo se utiliza una

constante de tiempo τr = 0.025 y con el tiempo de retardo Td = 2 × 10−3, tomado

de Amezquita et al. (2019).

Las posiciones de los rotores son especificadas de forma general en la Tabla

A.3, que en el caso de los rotores frontales, es decir n = {1, 2}, los parámetros

correspondientes son:

rn =
[
rax ray(−1)n−1 0

]T
(3.82)

dónde el factor (−1)n−1 ı́ndica la simetŕıa de la posición de los rotores frontales

respecto al plano ”xz”. Los parámetros correspondientes para el rotor de cola seŕıan:

r3 =
[
−rbx 0 −rbz

]T
(3.83)

Finalmente, se ha agrupado el resto de los parámetros que describen la dinámi-

ca del sistema de propulsión en la Tabla A.4.
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3.6 Entradas del sistema

Se debe aclarar que para simplificar el análisis de los sistemas de control, el

sistema de propulsión será compensado de manera modular, tratando de aislar la

dinámica de vuelo de la aeronave. El objetivo es diseñar los canales de control para el

veh́ıculo utilizando las fuerzas y momentos de la planta de propulsión, considerando

sus dinámicas transitorias como perturbaciones en la entrada. Este vector de entradas

estaŕıa dado por:

U =
[
UX UZ UQx UQy UQz

]T
(3.84)

dónde se ha omitido la fuerza lateral YT puesto que en realidad no se tiene algún

actuador que pueda ser orientado en la dirección lateral, ni tampoco alguna dinámica

modelada que produzca fuerza en tal dirección.

Se han de considerar las fuerzas producidas por la interacción de las hélices

con el flujo incidente, para ello se ha optado separar las componentes del modelo que

describe dicha interacción. Primeramente, se describe las componentes descritas por

los coeficientes que multiplican Ω2
n en la ecuación (3.66) y que se definen como:

U{FQ}Ω2 =
[
MP

]
UΩ2

cs
(3.85)

dónde U{FQ}Ω2 seŕıan las fuerzas y momentos dependientes de UΩ2
cs
, que es el vector

de velocidades angulares cuadráticas :

UΩcs
=
[
cη1Ω

2
1 sη1Ω

2
1 cη2Ω

2
2 sη2Ω

2
2 cη3Ω

2
3 sη3Ω

2
3

]T
(3.86)

y
[
MP

]
es la matriz de coeficientes y brazos de palanca que relaciona este vector

UΩ2
cs
con las fuerzas y momentos producidos en estado estacionario, es decir, sin una

velocidad de flujo relativa al cuerpo de la aeronave:

[
MP

]
=




KFR
x

0 KFR
x

0 KFR
x

0

0 −KFR
x

0 −KFR
x

0 −KFR
x

−KQR
x

−rayKFR
x

KQR
x

rayKFR
x

−KQR
x

0

0 raxKFR
x

0 raxKFR
x

−rbzKFR
x

−rbxKFR
x

−rayKFR
x

KQR
x

rayKFR
x

−KQR
x

0 KQR
x




(3.87)
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Esta matriz es comúnmente conocida como la matriz de propulsión, utilizada en

otros trabajas como Chen et al. (2021) o Amezquita et al. (2017).

Ahora se considerarán las componentes producidas por la velocidad de flujo

libre relativa a la hélice:

UFQV
=
[
MP

]
V
UVcs (3.88)

dónde se utiliza el vector UFQV
para designar las fuerzas y momentos producidos

por esta interacción, UVcs es el vector que variables involucradas:

UVcs =




cη111×3 01×3 01×3

sη111×3 01×3 01×3

01×3 cη211×3 01×3

01×3 sη211×3 01×3

01×3 01×3 cη311×3

01×3 01×3 sη311×3







UV1

UV2

UV3


 (3.89)

que a su vez contiene un conjunto de vectores internos denotados como UVn , definidos

por:

UVn =
[
V{x|Rn} V 2

{x|Rn}
ΩnV{x|Rn}

]T
(3.90)

y la matriz
[
MP

]
V
contiene los coeficientes y relaciones de posición para evaluar el

vector UVcs :

[
MP

]
V
=




K
F

PV
x

0[1×3] K
F

PV
x

0[1×3] K
F

PV
x

0[1×3]

0[1×3] −K
F

PV
x

0[1×3] −K
F

PV
x

0[1×3] −K
F

PV
x

−K
Q

PV
x

−rayKF
PV
x

K
Q

PV
x

rayKF
PV
x

−K
Q

PV
x

0[1×3]

0[1×3] raxKF
PV
x

0[1×3] raxKF
PV
x

−rbzKF
PV
x

−rbxKF
PV
x

−rayKF
PV
x

K
Q

PV
x

rayKF
PV
x

−K
Q

PV
x

0[1×3] K
Q

PV
x




(3.91)

dónde cada elemento K
F

PV
x

y K
Q

PV
x

contienen los coeficientes correspondientes para

cada vector UVn , y se definen como:


KF

PV
x

K
Q

PV
x


 =


k{FR

x |V }
k{FR

x |V
2} k{FR

x |ΩV }

k{QR
x |V }

k{FR
x |V

2} k{FR
x |ΩV }


 (3.92)
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Para los momentos producidos por el cambio del momento angular se puede

construir el siguiente vector a partir de la ecuación (3.74):

MG = IR

[
KG1 −KG2 KG3

]



UΩ1,cs

UΩ2,cs

UΩ3,cs


 (3.93)

dónde cada KGn
es definida en la ecuación (3.75) y cada variable UΩn,cs

es un vector

definido por la ecuación (3.76).

El torque total producido por el movimiento de los servomotores está expresado

como:

Tservo = −Jbasc




0 0 0

1 1 1

0 0 0







η̈1

η̈2

η̈3


 (3.94)

De este modo, las fuerzas y momentos producidos por la planta de propulsión

pueden ser expresados como:

U = U{FQ}Ω2 + U{FQ}V +




0

0

Tservo


+




0

0

MG


 (3.95)

Considerando ahora que el vector U actúa la dinámica de la aeronave, el sistema

de control demandará un vector Uref , que el sistema de propulsión debe proporcionar.

Se propone calcular un vector Ũcs tomando el vector de referencia:

Ũcs =
[
MP

]−1
Uref

=
[
Ũc1 Ũs1 Ũc2 Ũs2 Ũc3 Ũs3

]T (3.96)

dónde
[
MP

]−1
es la matriz de propulsión inversa de la ecuación (3.87) que puede

ser calculada como se explica en Penrose (1955). Utilizando las componentes de este

vector de entradas se puede calcular un ángulo de orientación para cada rotor:

η̃n = atan

(
Ũsn

Ũcn

)
(3.97)
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y una velocidad angular virtual :

Ω̃n =
4

√
Ũ2
cn + Ũ2

sn
(3.98)

que seŕıa la velocidad angular ideal para cada hélice en vuelo estacionario. Los cálcu-

los anteriores se realizaron para estimar la posición y velocidad de cada rotor inde-

pendientemente del modo de vuelo en que se encuentre la aeronave. Podemos calcu-

lar la velocidad incidente en el eje x de cada hélice utilizando la ecuación (3.65) y

sustituyendo el ángulo ηn por η̃n:

Ṽ{x|Rn} =
[
cη̃n sη̃n

]

 ub + qrzn − rryn

−wb − pryn + qrxn


 (3.99)

Habiendo declarado lo anterior, se puede expresar el vector que evalúa el efecto del

viento en el modelo de propulsión para cada hélice:

ŨVn =
[
Ṽ{x|Rn} Ṽ 2

{x|Rn}
Ω̃nṼ{x|Rn}

]T
(3.100)

Y ahora se toma encuenta la orientación de cada rotor calculada en la ecuación

(3.97):

ŨVcs =




cη̃111×3 01×3 01×3

sη̃111×3 01×3 01×3

01×3 cη̃211×3 01×3

01×3 sη̃211×3 01×3

01×3 01×3 cη̃311×3

01×3 01×3 sη̃311×3







ŨV1

ŨV2

ŨV3


 (3.101)

Finalmente se puede expresar la perdida respecto a las condiciones estáticas para

las fuerzas y momentos producidos por cada rotor como:

ŨFQV
=
[
MP

]
V
ŨVcs (3.102)

Por lo que es posible recalcular el comando para el sistema de propulsión conside-

rando la perdida de empuje debido a la velocidad relativa con el viento:

Ûcs =
[
MP

]−1
(Uref − ŨFQV

)

=
[
Ûc1 Ûs1 Ûc2 Ûs2 Ûc3 Ûs3

]T (3.103)
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De esta forma se puede calcular la velocidad de cada rotor que será requerida como:

Ω{ref,n} =
4

√
Û2
cn + Û2

sn
(3.104)

Y considerando que ángulo de orientación calculado en (3.97) difiere muy poco del

que se obtendŕıa si se utilizara las componentes del vector Ûcs:

η{ref,n} = η̃n (3.105)

Por lo que finalmente, podemos expresar el vector de entradas U :

U(t) =U{FQ}Ω2 + Uδ (3.106)

dónde el resto de las componentes de la ecuación (3.106) son tomados como una

perturbación a la entrada, es decir:

Uδ = U{FQ}V +




0

0

Tservo


+




0

0

MG


 (3.107)

Habiendo definido la dinámica del sistema de actuación se debe aclarar que no

se habrán de considerar las derivadas respecto al vector de estado de la dinámica de

vuelo del veh́ıculo, al momento de realizar la linealización. Esto se hace con el fin de

no hacer más complejo el análisis, por lo que se asumirá una dinámica de (1 → 1)

entre las variables Uref y U , justificado en la separación de ancho de banda entre los

actuadores y la dinámica de vuelo del veh́ıculo.

3.7 Ecuaciones de estado

Las ecuaciones de estado describen la dinámica de vuelo completa del sistema,

o al menos, los fenómenos relevantes que se están modelando. Para comenzar el

análisis, ha de definirse el vector de estado:

X(t) = [p q r ub vb wb φ θ z]T (3.108)
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el cuál engloba las velocidades angulares y axiales del cuerpo del veh́ıculo, el ángulo

de cabeceo, el de alabeo y la posición de altura del veh́ıculo. La evolución de estas

variables de estado es descrita por un conjunto de ecuaciones no-linales, o bien, un

vector de funciones que describen la tasa de cambio de cada variable:

Ẋ(t) =f [X(t), U(t)]

=
[
ṗ q̇ ṙ u̇b v̇b ẇb φ̇ θ̇ ż

]T (3.109)

La tasa de cambio para cada velocidad angular son tomadas de la ecuación

(3.6), que se obtuvo despejando para ω̇b a partir de la conservación del momento

angular del veh́ıculo (eq. 3.2) y es definida para cada una como:

ṗ =
1

Ix

(
qr(Iy − Iz) +M(b|Ap) + UQx

)
(3.110)

q̇ =
1

Iy

(
pr(Iz − Ix) +M(b|Aq) + UQy

)
(3.111)

ṙ =
1

Iz

(
qp(Ix − Iy) +M(b|Ar) + UQz

)
(3.112)

dónde Ix, Iy y Iz son las componentes diagonales del tensor de inercia del veh́ıculo,

las cuales se definen en la Tabla 2.14; M(b|Ap), M(b|Aq) y M(b|Ar) son los momentos

aerodinámicos en cada eje del cuerpo, descritos en la ecuación (3.45); y UQx, UQy y

UQz son los torques de entrada, contenidos en el vector U cuyas componentes son

descritas en las ecuaciones (3.84) y (3.106). La tasa de cambio para cada velocidad

axial son tomadas de la ecuación (3.5), que se obtuvo despejando para V̇b a partir

de la conservación del momento lineal del veh́ıculo (eq. 3.1) y es definida para cada

una como:

u̇b =
1

m
(XA + UX)− wbq + vbr − gsθ (3.113)

v̇b =
1

m
(YA)− ubr + wbp+ gcθsφ (3.114)

ẇb =
1

m
(ZA + UZ)− vbp+ ubq + gcθcφ (3.115)

dónde m es la masa del veh́ıculo, la cuál se define en la Tabla 2.14; XA, YA y ZA son

las fuerzas aerodinámicas en los ejes del cuerpo, descritas en la ecuación (3.44); UX

y UZ son las fuerzas de entrada, contenidas en el vector U cuyas componentes son
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descritas en las ecuaciones (3.84) y (3.106). Las tasas de cambio para los ángulos de

orientación son obtenidas a partir de la ecuación (3.16) y se definen para cada una

como:

φ̇ = p− qsφtθ + rcφtθ (3.116)

θ̇ = qcφ − rsφ (3.117)

Finalmente, la taza de cambio la altura del veh́ıculo en el marco inercial fijo se

obtiene de la ecuación (3.14):

ż = −ubsθ + vbcθsφ + wbcφcθ (3.118)

Se ha omitido las ecuaciones para ẋ, ẏ y ψ̇ en este análisis puesto que no se

realizará un análisis para el seguimiento de trayectoria.

3.8 Linealización del modelo

La linealización de las ecuaciones de estado es necesaria utilizar las herramien-

tas de análisis de la teoŕıa de control lineal, principalmente en el dominio frecuencia.

Debido a que las funciones de estado son diferenciables en los puntos de equilibrio

X0 se pueden utilizar la expansión de series de Taylor para el vector de ecuaciones

de estado Ẋ(t), como se muestra en Torkel y Lennart (2000):

Ẋ0(t) + δẊ(t) = f [X0(t), U0(t)] +

[
∂f

∂X

]
δX +

[
∂f

∂U

]
δU + h.o.t.(t) (3.119)

lo cuál, es válido para los casos de vuelo horizontal y para vuelo estacionario, te-

niendo que despreciar las fuerzas aerodinámicas en este último caso. Las variables

que aparecen después del signo δ indican la diferencia respecto al punto de equilibrio

denotado por Ẋ0, X0 y U0:

δX = X −X0, δẊ = Ẋ − Ẋ0, δU = U − U0 (3.120)

El término denotado por h.o.t.(t) agrupa los términos de orden mayor a uno, para las

aproximaciones polinomiales de las derivadas de f , pues su nombre es un acrónimo
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del inglés high order terms, los cuáles no se toman en cuenta para este análisis. Los

términos de primer orden están agrupados en las matrices
[
∂f
∂X

]
y
[
∂f
∂U

]
, cuyos ele-

mentos están definidos por las derivadas parciales del vector de funciones f , evaluado

en los puntos de equilibrio:
(
∂f

∂X

)

i,j

=
∂fi
∂Xj

∣∣∣∣
(X=X0, U=U0)

,

(
∂f

∂U

)

i,j

=
∂fi
∂Uj

∣∣∣∣
(X=X0, U=U0)

(3.121)

Por lo tanto, es necesario obtener los puntos de equilibrio para evaluar la linealización

del modelo.

3.8.1 Puntos de equilibrio

Las condiciones de vuelo que se analizarán están descritas por estados contan-

tes, tanto el vuelo estacionario como el vuelo recto y nivelado. En ambos casos se

utilizará un el súbindice 0 para designar que es un punto de equilibrio. Por lo tanto

la condición de equilibrio se denota que:

Ẋ0 = 0[9×1] (3.122)

dónde 0[9×1] denota un vector de dimensiones 9 × 1 con elementos iguales a cero.

Utilizando este vector que indica un valor de cero para todas las variables de estado,

podemos calcular el valor requerido de las variables de entrada para satisfacer esta

condición. Tomando las ecuaciones (3.110), (3.111), (3.113) y (3.115), y despejando

para cada variable de entrada:

U0 =




UX0

UZ0

UQx0

UQy0

UQz0




=




m(wbq − vbr + gsθ)−XA

m(vbp− ubq − gcθcφ)− ZA

qr(Iz − Iy)−M(b|Ap)

pr(Ix − Iz)−M(b|Aq)

qp(Iy − Ix)−M(b|Ar)



X=X0

(3.123)

dónde se indica que la expresión debe ser evaluada utilizando el punto de equilibro

para el vector de estado. Esta formulación es posible debido a que cada variable de

entrada sólo tiene efecto para una función de estado en particular.
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Ahora, considerando el equilibrio de la taza de cambio nula de la velocidad

lateral v̇b expresada en la ecuación (3.114), se obtiene la siguiente condición:

0 =

[
1

m
YA − ubr + wbp+ gcθsφ

]

X=X0

(3.124)

dónde hay se debe notar que tanto en las condiciones de vuelo recto y nivelado,

y vuelo estacionario no se experimentan velocidades angulares ni velocidad lateral,

obteniendo aśı:

0 = [gcθsφ]X=X0
(3.125)

anulando aśı la fuerza lateral aerodinámica, debido a la condición de vuelo recto,

o bien, de vuelo estacionario, forzando a alguna de las variables a tomar un valor

especifico para satisfacer la condición. Por lo tanto, considerando que la aeronave no

tiene que operar a altos ángulos de cabeceo, obtenemos que:

φ0 = 0 (3.126)

con lo que se satisface aśı la condición de aceleración lateral cero para los dos modos

de vuelo considerados en este análisis.

Para el caso de las tasas de los ángulos de orientación, expresadas en las ecuacio-

nes (3.116) y (3.117), rápidamente se puede apreciar que la ausencia de velocidades

angulares satisface la tasa de cambio nula para ambos ángulos:

φ̇0 = [p− qsφtθ + rcφtθ]X=X0

0 =0
(3.127)

θ̇0 = [qcφ − rsφ]X=X0

0 =0
(3.128)

En el caso de la tasa de cambio de altura, expresada en la ecuación (3.118), esta

condición depende del balance entre las velocidades longitudinal y vertical del cuerpo:

ż0 = [−ubsθ + vbcθsφ + wbcφcθ]X=X0

0 = [−ubsθ + wbcθ]X=X0

[wb = ubtθ]X=X0

(3.129)
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dónde el balance entre la velocidad longitudinal y vertical de la aeronave está deter-

minado por la tangente del ángulo de cabeceo θ. Como no se está considerando el

cambio en la densidad del aire debido a la altura, la variable z puede tomar cualquier

valor en el modelo. Por lo que de arbitrariamente se utilizará un valor igual a 0, es

decir, (z0 = 0). De esta forma se puede reescribir la ecuación (3.123), tomando las

consideraciones hechas para las condiciones de equilibrio anteriores:

U0 =




UX0

UZ0

UQx0

UQy0

UQz0




=




mgsθ −XA

−(mgcθ + ZA)

0

−M(b|Aq)

0



X=X0

(3.130)

dónde los momentos aerodinámicos en los ejes x y z tiene valor cero debido a la

ausencia de velocidades angulares y velocidad axial lateral. Como se puede obser-

var, el ángulo de cabeceo θ puede tomar distintos valores, produciendo diferentes

requerimientos de equilibro para el sistema de propulsión. Se va a establecer que

este ángulo θ0 tiene un valor igual a 0, es decir (θ0 = 0) para los puntos de equilibrio

en las dos maniobras que se analizarán en este trabajo. Por lo tanto, para el caso

del vuelo estacionario, el valor para el vector de estado se expresa como:

XH = 0[9×1] (3.131)

Para el caso del vuelo recto y nivelado, se debe establecer la velocidad a la que ha de

operar el veh́ıculo. Debido a que se fijó el ángulo de cabeceo θ = 0, la velocidad de

vuelo corresponde a la velocidad ub. Se determinó una velocidad ubH = 15.5 [m/s],

con tal que el ángulo de deflexión de los rotores frontales fuera muy cercano a cero,

como se puede apreciar en la Figura 2.14. Por lo que el vector estado en condiciones

de vuelo recto y nivelado, está dado como:

XSLF =
[
0 0 0 15.5 0 0 0 0 0

]T
(3.132)

Finalmente, podemos obtener los valores requeridos en las entradas del sistema eva-

luando la ecuación (3.130) utilizando cada vector de estado en condiciones de equili-

brio de las ecuaciones (3.131) y (3.132), obteniendo los siguientes vectores de entradas
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para cada caso:

UH =[U0]X=XH

UH =
[
0 −22.563 0 0 0

]T (3.133)

USLF =[U0]X=XSLF

USLF =
[
3.2609 −3.4607 0 −1.0274 0

]T (3.134)

Con esto se definen las condiciones de equilibrio para ambos modos de vuelo y

se pueden definir las aproximaciones del espacio lineal de estados para ambos casos.

3.8.2 Espacio lineal de estados

La ecuación del espacio lineal de estados se expresa de forma general como:

Ẋ =AX +BU

Y =CX +DU
(3.135)

dónde el vector de estados X de la aproximación, en realidad está dado por la

diferencia entre el punto de equilibrio y el estado de la variable, como se expresa en

la ecuación (3.120). Por lo tanto, la aproximación del espacio lineal de estados está

dado por:

˙δX =AδX +BδU

δY =CδX +DδU
(3.136)

dónde las matrices A y B se obtienen de la expansión en series de Taylor de la

función de estado f , como se muestra en la ecuación (3.119) y se definen como :

A =
∂f

∂X
, B =

∂f

∂U
(3.137)

El espacio de estados se obtiene evaluado estas matrices A y B con las condiciones

de equilibrio en las condiciones de operación dadas, definidas por los vectores XH y

XSLF en las ecuaciones (3.131) y (3.132), respectivamente.
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El vector Y contiene las variables de estado del sistema que se quieren regular,

y está definido como:

δY =
[
δub δz δφ δθ δr

]T
(3.138)

Para obtener este vector, las matrices C y D deben estar definidas como:

C =




0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0




(3.139)

D = 0[5×5] (3.140)

Esta matriz D no posee un efecto en el modelo, podŕıa ser omitida pero se ha especi-

ficado por formalidad en la notación. En el caso de la matriz C, pudiera seleccionarse

una mayor cantidad de variables de salida, pero únicamente se han tomado las cuales

han de ser reguladas directamente en los lazos de control.

3.8.2.1 Vuelo estacionario

Utilizando el vector XH de equilibrio en vuelo estacionario de la expresión

(3.131), para evaluar la matriz de derivadas parciales ∂f
∂X

, se obtiene:

AH =




0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −9.81 0

0 0 0 0 0 0 9.81 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0




(3.141)
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Se puede apreciar como el modelo en este punto de operación consiste básicamente

en una serie de integradores. Para el caso de la matriz ∂f
∂U

se obtienen los siguientes

valores:

BH =




0 0 25 0 0

0 0 0 16.6667 0

0 0 0 0 10.5263

0.4348 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0.4348 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




(3.142)

Debido a que esta matriz B únicamente depende de las propiedades de masa e inercia

del veh́ıculo, será idéntica para el vuelo recto y nivelado.

3.8.2.2 Vuelo recto y nivelado

Utilizando el vector XSLF de equilibrio en vuelo estacionario de la expresión

(3.132), para evaluar la matriz de derivadas parciales ∂f
∂X

, se obtiene:

ASLF =




0.0347 0 1.2714 0 0.106 0 0 0 0

0 0.011 0.593 2.2152 0.07 0.503 0 0 0

0.003 0 0.1086 0 0.24 0 0 0 0

0 0 0.0254 0.183 0 0.52 0 9.81 0

0 0 15.54 0 0.12 0 9.81 0 0

0 15.54 0.1477 1.07 0 0.114 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 15.54 0




(3.143)

dónde se ha utilizado la simboloǵıa # para identificar un valor negativo, con el fin

de compactar su representación gráfica. Como se mencionó anteriormente, la matriz
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BSLF es idéntica a la matriz BH por solo depender de las propiedades de inercia y

masa. Por lo cuál, se ha optado por identificar a ambas con la misma letra B:

BSLF = BH = B (3.144)

3.8.3 Matriz de transferencia

Es necesario expresar el sistema en forma de funciones de transferencia, con

el fin de analizarlo utilizando métodos basado en el dominio de la frecuencia. Las

funciones de transferencia se pueden obtener a partir de las matrices del espacio de

estados, como se explica en Kailath (1980) utilizando la siguiente ecuación:

G(s) = C(sI − A)−1B +D (3.145)

Considerando la matriz (3.139), la ecuación (3.145) produciŕıa la siguiente ma-

triz de transferencia:

G(s) =




ub(s)
UX(s)

ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQy(s)

ub(s)
UQz(s)

z(s)
UX(s)

z(s)
UZ(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQy(s)

z(s)
UQz(s)

φ(s)
UX(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQy(s)

φ(s)
UQz(s)

θ(s)
UX(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQy(s)

θ(s)
UQz(s)

r(s)
UX(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQy(s)

r(s)
UQz(s)




(3.146)

Esta matriz de trasferencia G(s) expresa la relación entre las variables de en-

trada del sistema y las variables de salida:

Y (s) =G(s)U(s)



ub(s)

z(s)

φ(s)

θ(s)

r(s)




=




ub(s)
UX(s)

ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQy(s)

ub(s)
UQz(s)

z(s)
UX(s)

z(s)
UZ(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQy(s)

z(s)
UQz(s)

φ(s)
UX(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQy(s)

φ(s)
UQz(s)

θ(s)
UX(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQy(s)

θ(s)
UQz(s)

r(s)
UX(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQy(s)

r(s)
UQz(s)







UX(s)

UZ(s)

UQx(s)

UQy(s)

UQz(s)




(3.147)
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dónde se asume esta descripción es respecto al valor de equilibrio a partir del cuál

se hace la linealización, por lo que se ha omitido señalar el śımbolo δ de la ecuación

(3.120).

3.8.3.1 Vuelo estacionario

Partiendo de la ecuación (3.145), las matriz de transferencia para la condición

de vuelo estacionario se obtiene utilizando la matriz AH de la expresión (3.141) y se

encuentra dada por:

GH(s) = C(sI − AH)
−1B (3.148)

dónde los elementos de GH(s) con valor diferente de cero están definidos en las

expresiones (B.1) a la (B.6).

3.8.3.2 Vuelo recto y nivelado

Partiendo de la ecuación (3.145), las matriz de transferencia para la condición

de vuelo recto y nivelado se obtiene utilizando la matriz ASLF de la expresión (3.143)

y se encuentra dada por:

GSLF (s) = C(sI − ASLF )
−1B (3.149)

dónde los elementos de GSLF (s) están definidos en las expresiones (B.8) a la (B.32).



Caṕıtulo 4

Diseño de controladores

Para el diseño de los controladores se siguió una metodoloǵıa de análisis multi-

variable en el dominio de la frecuencia, mediante conceptos y herramientas teóricas

que a continuación se describirán. De forma general, la metodoloǵıa consiste en:

Identificar los polos y los ceros de transmisión de la planta.

Evaluar el acoplamiento relativo del sistema, mediante la matriz RGA en

ambos modos de vuelo, para comprobar la factibilidad de un control descen-

tralizado.

Diseñar el controlador diagonalK(s) partiendo de las ecuaciones de los canales,

buscando obtener márgenes de estabilidad robustos. Primeramente asumiendo

durante el diseño del compensador de cada canal en particular, un control ideal

(ωB = ∞) para el resto de las variables.

Evaluar los márgenes de estabilidad de los canales evaluándolos con el ancho

de banda real (ωB) de todos los canales.

Analizar la robustez de cada canal, mediante la función de estructura multi-

variable (MSF).

Comprobar el diseño de los controladores, mediante pruebas de simulación,

implementados en sistema no-lineal.

104
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4.1 Polos y ceros de la planta

Para el caso del vuelo estacionario, la planta consiste únicamente en integra-

dores, como se puede apreciar en las ecuaciones (3.141) y (B.1)-(B.6). También debe

señalarse que en estas condiciones el sistema no posee ceros de transferencia, por

lo que se puede decir que el sistema es de relativa simplicidad, prácticamente ase-

mejándose al modelo de una aeronave multicóptero común.

Para las condiciones de vuelo recto y nivelado, los polos del sistema toman

valores de mayor complejidad. Estos están se pueden apreciar en la ecuación (B.7)

y en la Figura 4.1. Se pueden apreciar tres polos reales inestables y un par de polos

complejos poco amortiguados, además de un integrados, un polo real y un par de

polos complejos estables.

-4 -2 0 2 4
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

Figura 4.1: Polos del sistema en el plano complejo.

En estas condiciones de vuelo horizontal, la planta posee únicamente un zero

de transmisión con valor de s = −0.0935. Los ceros de transmisión, describen el
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acoplamiento de la planta y en caso de ser de fase no-mı́nima pueden marcar un

ĺımite al ancho de banda de los canales. Estos pueden ser calculados gracias a la

descomposición de Smith-McMillan, como se explica en Kailath (1980).

4.2 Acoplamiento relativo

Una forma de medir el acoplamiento interno de un sistema multivariable de

control es mediante la matriz de ganancias relativas, o también conocida por sus

siglas en inglés Relative Gain Array Matrix, matriz RGA. Esta, fue inicialmente

presentada en Bristol (1966) para evaluar el acoplamiento en estado estacionario

para combinaciones de entradas y salidas. La definición de la matriz RGA, para

una matriz no-singular cuadrada G es descrita en Skogestad y Postlethwaite (2005)

como:

RGA(G) = Λ(G) , G×
(
G−1

)T
(4.1)

dónde (×) representa una multiplicación elemento por elemento, también conocida

como el producto de Schur. Tal y como se menciona en Skogestad y Postlethwaite

(2005), el valor de esta matriz es de especial relevancia cuando esta es evaluada en la

frecuencia del cruce para el ancho de banda del canal de apareamiento de entrada-

salida. Pues, es preferible para un control descentralizado, valores cercanos a 1 en

la frecuencia de cruce ωbw del canal de apareamiento. También es conveniente la

dominancia de esta magnitud unitaria en la diagonal de la matriz; lo cuál depende

de la estructura particular de esta. Otra ventaja de esta herramienta teórica, es que

puede utilizarse independientemente del compensador que se utilice para el canal,

sólo deben de definirse los apareamientos entre variables.

Como se ha de observar en la Figura (4.2), la estructura dada a la matriz G(s)

de la ecuación (3.146) refleja esta dominancia en el peso de la diagonal principal.

Además que, es evidente el apareamiento diagonal necesario para regular cada una

de las variables del vector Y de la ecuación (3.147), para las condiciones de vuelo
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estacionario.
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Figura 4.2: Magnitud de la matriz de ganancias relativas para el dominio de la

frecuencia, en vuelo estacionario.

En el caso del vuelo recto y nivelado, la Figura 4.3 indica la magnitud su res-

pectiva matriz RGA en el dominio de la frecuencia. Puede observarse que para las

condiciones de estado estacionario, es decir ω = 0, no hay como tal un desacopla-

miento. Por lo que las referencias constantes que se proporcionen, deben satisfacer

la condición de equilibrio para el estado al que se desea llegar. Además, se observa

que śı hay desacoplo dinámico en los apareamientos de la diagonal del sistema, de

forma general para frecuencias arriba de 10 [rad/s].
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Figura 4.3: Magnitud de la matriz de ganancias relativas para el dominio de la

frecuencia, en vuelo recto y nivelado.
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Este análisis provee un fuerte indicador de que es posible implementar un

sistema de control descentralizado para el veh́ıculo. Lo cuál, será tomado como punto

de partida para el diseño del sistema de control.

4.3 Ecuaciones de los canales

Como se mencionó previamente, para realizar el diseño de los controladores se

tendrá en consideración el acoplamiento de los apareamientos de entradas y salidas.

Para ello, es conveniente formular las ecuaciones de un sistema lineal de múltiples

entradas y múltiples salidas, también conocido como MIMO por sus siglas en inglés,

Multiple Input Multiple Output.

Figura 4.4: Diagrama de bloques general para un sistema MIMO en lazo cerrado.

La Figura 4.4 muestra el diagrama de bloques general para un sistema MIMO

en lazo cerrado. Este diagrama asume un sistema cuya matriz de transferencia G(s)

es de dimensión n×n, con controlador diagonal identificado por la matriz K(s). Las
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principales variables del sistema están dadas como:

Y (s) =G(s)U(s),

U(s) =K(s)E(s),

E(s) =R(s)− Y (s),

(4.2)

dónde Y (s) es el vector de variables de salida de longitud n, U(s) es el vector de

variables de entrada, también de longitud n; R(s) es el vector de referencias de la

longitud y E(s) es el vector de error para los controladores del sistema. La dinámica

para el lazo cerrado se expresa como:

Y (s) = G(s)K(s)(I +G(s)K(s))−1R(s) (4.3)

dónde I es una matriz diagonal unitaria de dimensión n× n.

El diseño de los controladores del sistema se realizarán a partir de las ecuaciones

de los canales. Las cuales se pueden obtener manipulando el sistema descrito en la

Figura 4.4 mediante álgebra de bloques, tal y como se explica en Amézquita et al.

(2013). De esta forma obtenemos el sistema representado como lo muestra la Figura

4.5.

Canal 1

Canal 2

Figura 4.5: Canales de control para un sistema MIMO en lazo cerrado.
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Para realizar esta manipulación algebraica, primeramente se ha dividido el

sistema declarado en (4.2), tomando las variables declaradas en (4.2) y dividiéndolas

en dos grupos:

G(s) =


 G11(s) G12(s)

G21(s) G22(s)


 , Y (s) =


 Y1(s)

Y2(s)


 , R(s) =


 R1(s)

R2(s)


 ,

K(s) =


 K11(s) 0

0 K22(s)


 , E(s) =


 E1(s)

E2(s)


 .

(4.4)

Habiendo definido estas variables, se puede expresar la ecuación para el canal 1,

mostrado en la Figura 4.5 y es definida como:

C1(s) = (I − Γ1(s))G11(s)K11(s) (4.5)

dónde Γ1 es conocida como función de estructura multivariable ó MSF por sus

siglas en inglés; y se describe en Amézquita et al. (2013) junto con su relación con

la matriz RGA. Esta función MSF es obtenida mediante la manipulación algebraica

de las ecuaciones (4.4) buscando obtener una expresión directa entre la referencia

R1(s) y la salida Y1(s). La expresión para la función MSF, Γ1(s), es definida como:

Γ1(s) = G12(s)G
−1
22 (s)H2(s)G21(s)G

−1
11 (s), (4.6)

dónde H2(s) es el lazo cerrado de la matriz diagonal G22(s)K22(s), expresado como:

H2(s) = G22(s)K22(s)(I +G22(s)K22(s))
−1. (4.7)

Se puede observar en de la ecuación del canal 1, la ecuación (4.5), que la

estabilidad del canal depende tanto de la función en lazo abierto de la diagonal de la

matriz de transferencia, G11(s), como del controlador K11(s) y del factor (1−Γ1(s)).

Y como se aprecia en la ecuación de Γ1(s), la ecuación (4.6), esta función depende

de la función H2(s), que es expresada en la ecuación (4.7) y depende a su vez del

otro controlador de la diagonal, de K22(s). Por lo tanto, diseñar de forma exacta los

controladores K11(s) y K22(s), involucraŕıa resolver un sistema de ecuaciones para

ambas funciones, buscando obtener márgenes robustos de estabilidad. Esto supone
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un análisis de mayor complejidad, y se propone resolver el problema haciendo uso

de la relación de la función MSF con la matriz RGA. Esta relación es analizada en

Amézquita et al. (2013), dónde fundamentalmente cada elemento de la matriz RGA

es definido como:

λij =
1

(1− γij(s))
(4.8)

dónde γij es la función MSF para cada elemento λij, de la matriz RGA. Para el caso

del primer elemento, es decir el elemento (1, 1), la expresión de su correspondiente

función MSF es:

γ11(s) = G12(s)G
−1
22 (s)IG21(s)g

−1
11 (s) (4.9)

dónde g11(s) expresa el primer elemento de la matriz de transferencia G(s) e I es

una matriz de identidad de tamaño n − 1. Se debe notar que omitir la matriz de

identidad I, no afecta la expresión, puesto que en este caso, G21(s) realmente es un

vector de longitud n − 1. La razón para incluir la matriz I en la expresión (4.9)

es para compararla con la expresión (4.6), dónde en lugar de la identidad, se tiene

H2(s), que es definida en la ecuación (4.7). Como se puede apreciar, matriz H2(s)

representa el lazo cerrado para la diagonal de la matriz G(s), sin tomar en cuenta

el primer elemento de la matriz, ni el acoplamiento entre las variables, es decir,

como si se tomara cada apareamiento en particular sin considerar el resto de los

apareamientos.

Esta equivalencia de H2(s) a la matriz de identidad en la ecuación (4.9) puede

ser interpretada como un ancho de banda infinito para H2(s), pues eso significaŕıa

que el sistema responde con una dinámica de 1 → 1 sin decaer conforme aumenta

el régimen en frecuencia. Por lo tanto, de la función MSF de canal 1, por poner un

ejemplo, podŕıa formularse primeramente sin considerar la función H2(s) durante el

diseño del compensador de este canal y viceversa. Para luego considerar las funciones

de H1(s) y H2(s) en una segunda iteración, ya utilizando los compensadores calcula-

dos previamente. Se puede apreciar en la ecuación (4.5), que el factor (I − Γ1(s)) es

parecido a una retroalimentación positiva y puede inducir ceros de fase no-mı́nima

en la ecuación del canal (eq. 4.5). Por lo tanto, es importante analizar la robustez
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de Γ1(s), para aśı, determinar también la robustez del canal.

4.4 Estabilidad de los canales

Como se mencionó en la sección anterior, los compensadores de cada canal

pueden ser diseñados tomando la ecuación de cada canal, la cuál se define en la

ecuación (4.5) para el elemento (1, 1) de la matriz G(s). También debe asumirse

inicialmente que la función MSF coincide con la ecuación (4.9), que es tomada del

elemento λ11 de la matriz RGA. Por lo que, la ecuación del canal de cada variable

puede obtenerse a partir de esta misma expresión (4.5), reacomodando los elementos

de la matriz G(s). Obteniendo aśı, las expresiones para las funciones MSF de cada

variable en las ecuaciones (C.1) a la (C.5) y las expresiones de cada canal, definidas

en las ecuaciones (C.11) a la (C.15).

Recordando que para el caso de un sistema SISO, dónde la función de lazo

abierto para un sistema está dada por C(s), el lazo en retroalimentación se expresa

como:

CL(s) =
C(s)

1 + C(s)
(4.10)

dónde, los polos del lazo cerrado están dados por los ceros del factor (1 + C(s)), el

cuál es evaluado por el criterio de estabilidad de Nyquist en el dominio de la fre-

cuencia para determinar la presencia de ceros inestables. De esta forma, este criterio

provee una herramienta anaĺıtica para determinar la estabilidad de un sistema en

retroalimentación. Este criterio de estabilidad obedece la siguiente ecuación:

#ZRHP = #PRHP +#N (4.11)

dónde #ZRHP es el número de polos inestables del canal en retroalimentación,

#PRHP es el número de polos inestables del canal en lazo abierto y #N es el número

de rodeos a -1 en sentido horario y en el plano complejo, cuando se evalúa la función

de transferencia del canal (C(s)) en el dominio de la frecuencia.
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En el caso de la función MSF, también se utiliza el criterio de estabilidad de

Nyquist para evaluar la robustez de la estructura, puesto que el factor (1 − γ) en

la ecuación del canal MIMO expresado en la ecuación (4.5), asemeja la ecuación de

los polos de un canal SISO en lazo cerrado (1 + C(s)). Por lo tanto la ecuación de

Nyquist indicaŕıa la presencia de ceros inestables en el factor (1− γ), y por lo tanto,

ceros inestables en la ecuación del canal (ec. 4.5). Como en este caso la función que

se evalúa tiene signo negativo, el número de rodeos #N son contados al rededor

de 1. De esta forma podemos cuantificar los ceros de fase de mı́nima #Z inducidos

por γ en la ecuación del canal, en base al número de rodeos #N y el número de

polos inestables #P de γ. Algo importante que señalar es el hecho que los polos γ

contienen los ceros de la función de transferencia en lazo abierto de la variable del

canal respecto a la correspondiente variable de entrada, como se puede apreciar por

el factor g−111 en la ecuación (4.9).

Para cada canal se diseñó un compensador de fase y ganancia mediante la

técnica de Bode Shaping, analizando cada uno en condiciones de vuelo horizontal y

posteriormente en vuelo estacionario, procurando que el mismo compensador pudiera

operar ambos modos de vuelo con buenos margenes de estabilidad. Estos márgenes de

estabilidad se busca establecerlos lo suficientemente robustos para poder manejar la

incertidumbre que pueda presentarse, procurando obtener un margen de fase mı́nimo

mayor a 50◦ y un margen de ganancia mı́nimo mayor a 12dB. Los compensadores

que a continuación se presentarán, se diseñaron considerando las ecuaciones de la

función MSF γ para cada variable, reportadas en (C.1), (C.2), (C.3) (C.4) y (C.5);

dónde en cada ecuación se considera un ancho de banda infinito para el resto de las

variables, i.e., H(s) = I. Posterior al diseño los compensadores se evaluó la ecuación

de cada canal, con las funciones H(s) reportadas en (C.16), (C.17), (C.18), (C.19)

y (C.20), para aśı evaluar su efecto en la función γ y en los márgenes de estabilidad

de cada canal.

Se presentará para cada canal el efecto del resto de los lazos de control previa-

mente diseñados. Debido al alto grado de los polinomios de las funciones de transfe-
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rencia que se utilizan, el software dónde se computa la operación para las funciones

gamma γ carece de la precisión para calcular las ráıces de dichos polinomios. Razón

por la cuál se optó por diseñar inicialmente los controladores evaluando las funcio-

nes de forma numérica para el diseñó de los compensadores de los canales, como se

muestra en la Figura 4.7a a manera de ejemplo para el caso de ub y para corroborar

la robustez de la estructura śı se evaluó las funciones γH , tomando en cuenta los

compensadores diseñados considerando las funciones MSF ideales. Para cada caso

se analizará la robustez de la estructura y después el diseño del compensador del

canal.

4.4.1 Velocidad longitudinal

A diferencia de el modelo reportado en (B.1), la función de transferencia en

lazo abierto para la velocidad longitudinal respecto a la fuerza de propulsión en el

eje x, se muestra en su forma reducida como:

ub(s)

UX(s)
=

0.43478s(s+ 2.865)(s− 2.731)

(s+ 3.026)(s− 2.461)(s2 − 0.2489s+ 0.3559)
(4.12)

Como se mención anteriormente, la función MSF ideal del canal no se obtuvo

de forma precisa pero śı la que toma encuenta el resto de los compensadores. Sus

polos y ceros se muestran como:

γuH
b
= −0.079(s+2.06)(s−0.6059)(s2+1.131s+0.3347)(s2+5.848s+8.946)(s2−10.55s+93.05)

s(s+2.865)(s−2.731)(s2+0.4237s+0.05062)(s2+5.669s+9.08)(s2+3.13s+4.15)
(4.13)

Los ceros de la función de transferencia de la ecuación (4.12), están contenidos en

los polos s(s+2.865)(s− 2.731) de γ, por lo cuál, estos se cancelarán en la ecuación

del canal.

En la Figura 4.6 puede apreciarse como la función MSF en el diagrama de

Nyquist realiza dos rodeos a 1, tanto para el caso ideal como para el caso con los

anchos de banda reales para el resto de los canales. Considerando las frecuencias
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negativas y que la función γub proviene del estado estacionario con ángulo de (−180◦),

debido a la ganancia negativa de la función en la ecuación (4.13).
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Figura 4.6: Diagrama de Nyquist de γub .

Dado que la función γuH
b

contiene un polo inestable y que el diagrama de

Nyquist hace dos rodeos a 1, se espera obtener tres ceros inestables en el factor

1− γuH
b
:

1− γuH
b
= (s+3.026)(s+8.985)(s+19.75)(s+23.36)(s+29.23)(s−2.461)(s+0.4175)(s+114.3)(s2−0.2489s+0.3559)(s2+2.669s+2.479)(s2+6.032s+10.12)

s(s+114.3)(s+29.21)(s+23.35)(s+19.81)(s+9.028)(s+2.865)(s−2.731)(s2+0.4237s+0.05062)(s2+5.669s+9.08)(s2+3.13s+4.15)
(4.14)

dónde se puede apreciar que los tres ceros inestables (s−2.461)(s2−0.2489s+0.3559)

que se esperaban por los rodeos a 1, cancelan los polos inestables de la función en

lazo abierto, mostrada en la ecuación (4.12).

El compensador para el canal de ub se diseñó buscando obtener una frecuencia

de cruce en ωB = 3.1 [rad/s] y con una margen de fase de 76◦, como se puede apreciar

en la Figura 4.7a. Este controlador consiste en una ganancia, y un compensador de

adelanto centrado en la frecuencia de cruce deseada:

Kub(s) =
10(

46.21
20

)(s+ 0.565)

s(s+ 28.32)
(4.15)

Según la ecuación del canal, definida de forma general en la expresión (4.5),
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para ub los polos y ceros del canal resultan como:

CuH
b
= 88.873(s+0.565)(s+0.4175)(s+8.985)(s+19.75)(s+23.36)(s+29.23)(s+114.3)(s2+2.669s+2.479)(s2+6.032s+10.12)

s(s+114.3)(s+29.21)(s+28.32)(s+23.35)(s+19.81)(s+9.028)(s2+0.4237s+0.05062)(s2+5.669s+9.08)(s2+3.13s+4.15)
(4.16)

dónde se puede apreciar que resulta completamente de fase mı́nima, pues el factor

(1− γuH
b
) canceló las inestabilidades de la función en lazo abierto ( ub(s)

UX(s)
).
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Figura 4.7: Diagramas de Bode del canal y función MSF para ub. Ver Tabla 4.1

para consultar márgenes de estabilidad.

Para el caso de la robustez de la estructura, es necesario que el número de

rodeos en sentido anti-horario se mantenga cómo 0, para que no inducir ceros en el

denominador de la ecuación del canal, que en estas condiciones no presenta inesta-

bilidades. La Figura 4.7b muestra el cruce de la función γub con la ĺınea de cero dB.

Los márgenes de estabilidad del canal y la estructura se encuentran condensados en

la Tabla 4.1.

4.4.2 Altura

A diferencia de el modelo reportado en (B.3), la función de transferencia en

lazo abierto para la altura respecto a la fuerza de propulsión en el eje z, se muestra
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Función MG [dB] MF [◦] ωB [rad/s]

−γub -7.4363 -21.3911 0.6704

−γuH
b

-8.3952 -17.1958 0.6459

Cub Inf 76.8173 3.1631

CuH
b

Inf 81.1204 3.3035

Tabla 4.1: Margenes de estabilidad para canal y estructura de ub

en su forma reducida como:

z(s)

UZ(s)
=

0.43478(s− 2.554)(s+ 3.015)(s− 0.2665)

s(s+ 3.026)(s− 2.461)(s2 − 0.2489s+ 0.3559)
(4.17)

Como se mención anteriormente, la función MSF ideal del canal no se obtuvo

de forma precisa pero śı la que toma en cuenta el resto de los compensadores. Sus

polos y ceros se muestran como:

γzH = 2.22e−16(s−2.162e04)(s+2.209e04)(s+23.38)(s+3.885)(s+3.103)(s+2.113)(s−1.337)(s+0.5602)2(s+0.4659)(s2+134.8s+4636)(s2+469.8s+4.772e08)
(s+114.3)(s+29.22)(s+24.74)(s+19.89)(s+3.015)(s+1.844)(s+1.063)(s+0.5602)2(s−2.554)(s−0.2665)(s+0.08779)(s2+6.667s+12.97)

(4.18)

Los ceros de la función de transferencia de la ecuación (4.17), están contenidos en

los polos (s− 2.554)(s+3.103)(s− 0.2665) de γzH ; por lo cuál, estos se anulan en la

ecuación del canal.

En la Figura 4.8 puede apreciarse como la función MSF en el diagrama de

Nyquist realiza un rodeos a 1, tanto para el caso ideal como para el caso con los

anchos de banda reales para el resto de los canales.

Dado que la función γzH contiene dos polos inestables y que el diagrama de

Nyquist hace un rodeo a 1, se espera obtener tres ceros inestables en el factor 1−γuzH :

1− γzH = (s+3.026)(s+1.948)(s+0.6807)(s+0.5602)2(s−2.461)(s+19.87)(s+24.73)(s+29.23)(s+114.3)(s2−0.2489s+0.3559)(s2+6.925s+13.79)
(s+114.3)(s+29.22)(s+24.74)(s+19.89)(s+3.015)(s+1.844)(s+1.063)(s+0.5602)2(s−2.554)(s−0.2665)(s+0.08779)(s2+6.667s+12.97)

(4.19)

dónde se puede apreciar que los tres ceros inestables (s−2.461)(s2−0.2489s+0.3559)

que se esperaban por el rodeo a 1, cancelan los polos inestables de la función en lazo

abierto, mostrada en la ecuación (4.17).
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(b) Acercamiento para γz(ω) ≈ 1

Figura 4.8: Diagrama de Nyquist de γz.

El compensador para el canal de z se diseñó buscando obtener una frecuencia

de cruce en ωB = 2.53 [rad/s] y con una margen de fase de 52◦, como se puede

apreciar en la Figura 4.9a. Este controlador consiste en una ganancia, un integrador

y un compensador de adelanto centrado en la frecuencia de cruce deseada:

Kz(s) =
10(

65
20

)(s+ 0.5605)2

s(s+ 17.71)2
(4.20)

Según la ecuación del canal, definida de forma general en la expresión (4.5),

para z los polos y ceros del canal resultan como:

CzH = 773.16(s+1.948)(s+0.6807)(s+0.5602)2(s+19.87)(s+24.73)(s+29.23)(s+114.3)(s2+6.925s+13.79)
s2(s+114.3)(s+29.22)(s+24.74)(s+19.89)(s+17.71)2(s+1.844)(s+1.063)(s+0.08779)(s2+6.667s+12.97)

(4.21)

dónde se puede apreciar que resulta completamente de fase mı́nima, pues el factor

(1− γzH ) canceló las inestabilidades de la función en lazo abierto ( z(s)
UZ(s)

).

Para el caso de la robustez de la estructura, es necesario que el número de

rodeos en sentido anti-horario se mantenga cómo 0, para que no inducir ceros en el

denominador de la ecuación del canal, que en estas condiciones no presenta inesta-

bilidades. La Figura 4.9b muestra el cruce de la función γz con la ĺınea de cero dB.

Los márgenes de estabilidad del canal y la estructura se encuentran condensados en

la Tabla 4.2.
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Figura 4.9: Diagramas de Bode del canal y función MSF para z. Ver Tabla 4.2

para consultar márgenes de estabilidad.

Función MG [dB] MF [◦] ωB [rad/s]

−γz -30.9336 -21.0112 0.5910

−γzH -21.2697 -17.2984 0.6037

Cz 22.1203 51.5408 2.5302

CzH 22.1034 55.3953 2.582

Tabla 4.2: Margenes de estabilidad para canal y estructura de z

4.4.3 Ángulo de alabeo

A diferencia de el modelo reportado en (B.4), la función de transferencia en

lazo abierto para el ángulo de alabeo respecto al torque de propulsión en el eje x, se

muestra en su forma reducida como:

φ(s)

UQx(s)
=

25(s+ 2.035)(s− 1.833)

(s− 1.74)(s− 0.8228)(s2 + 2.8s+ 2.018)
(4.22)

Como se mención anteriormente, la función MSF ideal del canal no se obtuvo
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de forma precisa pero śı la que toma en cuenta el resto de los compensadores. Sus

polos y ceros se muestran como:

γφH = −6.6613e−16(s−6601)(s+6637)(s+73.48)(s+73.47)(s+28)(s−27.92)(s+3.194)(s−1.199)(s2+36.08s+4.381e07)
(s+4.575)(s+2.035)(s−0.9754)(s−1.833)(s+73.48)2(s2+1.072s+1.191)(s2+27.5s+207.6)

(4.23)

Los ceros de la función de transferencia de la ecuación (4.22), están contenidos en

los polos (s+2.035)(s−1.833) de γφH ; por lo cuál, estos se anulan en la ecuación del

canal. En la Figura 4.10 puede apreciarse el diagrama de Nyquist de la función γφH

no realiza rodeos a 1, pero pareciera hacer un rodeo en el caso ideal γφ considerando

la ganancia positiva el número par de signos negativos en γH tiene tanto en el

denominado, como en el numerador. Esto puede ser debido a un error numérico en

el caso ideal.
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(b) Acercamiento para γφ(ω) ≈ 1

Figura 4.10: Diagrama de Nyquist de γφ.

Dado que la función γφH contiene dos polo inestables y que su diagrama de

Nyquist no hace rodeos a 1, se espera obtener dos ceros inestables en el factor

(1− γφH ):

1− γφH = (s+4.526)(s−1.74)(s−0.8228)(s+73.48)2(s+0.1057)(s2+2.8s+2.018)(s2+27.51s+207.7)
(s+4.575)(s+2.035)(s−0.9754)(s−1.833)(s+73.48)2(s2+1.072s+1.191)(s2+27.5s+207.6)

(4.24)

dónde se puede apreciar que los dos ceros inestables (s − 1.74)(s − 0.8228) que se

esperaban, cancelan los polos inestables de la función en lazo abierto, mostrada en

la ecuación (4.22).
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El compensador para el canal de φ se diseñó buscando obtener una frecuencia de

cruce en ωB = 9.25 [rad/s] y con una margen de fase de 60◦, como se puede apreciar

en la Figura 4.11a. Este controlador consiste en una ganancia, un integrador y un

compensador de adelanto centrado en la frecuencia de cruce deseada:

Kφ(s) =
10(

66
20

)(s+ 1.165)2

s(s+ 73.48)2
(4.25)

Según la ecuación del canal, definida de forma general en la expresión (4.5),

para φ los polos y ceros del canal resultan como:

CφH = 49882(s+1.165)2(s+4.526)(s+0.1057)(s2+27.51s+207.7)
s(s+4.575)(s−0.9754)(s+73.48)2(s2+1.072s+1.191)(s2+27.5s+207.6)

(4.26)

dónde se puede apreciar que resulta un polo inestable, pero al mismo tiempo es

completamente de fase mı́nima, pues el factor (1−γφH ) anuló los ceros inestables de

la función en lazo abierto
(

φ(s)
UQx(s)

)
.
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Figura 4.11: Diagramas de Bode del canal y función MSF para φ. Ver Tabla 4.3

para consultar márgenes de estabilidad.

Para el caso de la robustez de la estructura, es necesario que el número de

rodeos en sentido anti-horario se mantenga cómo 0, para que no inducir ceros en

el denominador de la ecuación del canal, que en estas condiciones no presenta ines-

tabilidades. La Figura 4.11b muestra el cruce de la función γφ con la ĺınea de cero
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dB. Los márgenes de estabilidad del canal y la estructura se pueden consultar en la

Tabla 4.2.

Función MG [dB] MF [◦] ωB [rad/s]

−γφ -Inf Inf -

−γφH 0.6282 Inf -

Cφ -22.5685 61.5893 9.2401

CφH -21.6604 61.5643 9.2392

Tabla 4.3: Margenes de estabilidad para canal y estructura de φ

4.4.4 Ángulo de cabeceo

A diferencia de el modelo reportado en (B.5), la función de transferencia en

lazo abierto para el ángulo de cabeceo respecto al torque de propulsión en el eje y,

se muestra en su forma reducida como:

θ(s)

UQy(s)
=

16.667(s2 + 0.3056s+ 0.5918)

(s+ 3.026)(s− 2.461)(s2 − 0.2489s+ 0.3559)
(4.27)

Como se mención anteriormente, la función MSF ideal del canal no se obtuvo

de forma precisa pero śı la que toma en cuenta el resto de los compensadores. Sus

polos y ceros se muestran como:

γθH = 1.1102e−16(s−1866)(s+23.14)(s+10.65)(s+3.232)(s+0.5649)(s+0.4168)(s2+169.2s+7154)(s2+1.034s+0.4164)(s2+9631s+4.281e07)(s2−7675s+3.483e07)
(s+24.8)(s+23.33)(s+9.034)(s+2.84)(s+0.3841)(s−2.654)(s+84.58)2(s2+1.742s+1.056)(s2+0.3056s+0.5918)(s2+4.584s+5.962)

(4.28)

Los ceros de la función de transferencia de la ecuación (4.27), están contenidos en

los polos (s2 + 0.3056s+ 0.5918) de γθH ; por lo cuál, estos se anulan en la ecuación

del canal. En la Figura 4.12 puede apreciarse el diagrama de Nyquist de la función

MSF realiza dos rodeos a 1 en sentido horario, tanto para el caso ideal como para

el caso con los anchos de banda reales para el resto de los canales.
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Figura 4.12: Diagrama de Nyquist de γθ.

Dado que la función γθH contiene un polo inestable y que el diagrama de

Nyquist hace dos rodeos a 1, se espera obtener tres ceros inestables en el factor

(1− γθH ):

1− γθH = (s+3.026)(s+9.041)(s+23.33)(s+24.8)(s−2.461)(s+0.3796)(s+84.58)2(s2+1.498s+0.7462)(s2−0.2489s+0.3559)(s2+5.001s+8.222)
(s+24.8)(s+23.33)(s+9.034)(s+2.84)(s+0.3841)(s−2.654)(s+84.58)2(s2+1.742s+1.056)(s2+0.3056s+0.5918)(s2+4.584s+5.962)

(4.29)

dónde se puede apreciar que los tres ceros inestables (s−2.461)(s2−0.2489s+0.3559)

que se esperaban por los rodeos a 1, cancelan los polos inestables de la función en

lazo abierto, mostrada en la ecuación (4.27).

El compensador para el canal de θ se diseñó buscando obtener una frecuencia

de cruce en ωB = 14.15 [rad/s] y con una margen de fase de 52◦, como se puede

apreciar en la Figura 4.13a. Este controlador consiste en una ganancia, un integrador

y un compensador de adelanto doble centrado en la frecuencia de cruce deseada:

Kθ(s) =
10(

76
20

)(s+ 2.384)2

s(s+ 84.58)2
(4.30)

Según la ecuación del canal, definida de forma general en la expresión (4.5),

para θ los polos y ceros del canal resultan como:

CθH = 1.0516e05(s+2.384)2(s+0.3796)(s+9.041)(s+23.33)(s+24.8)(s2+1.498s+0.7462)(s2+5.001s+8.222)
s(s+24.8)(s+23.33)(s+9.034)(s+2.84)(s+0.3841)(s−2.654)(s+84.58)2(s2+1.742s+1.056)(s2+4.584s+5.962)

(4.31)
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dónde se puede apreciar que resulta un polo inestable, pero al mismo tiempo es

completamente de fase mı́nima, pues el factor (1− γθH ) anuló los ceros inestables de

la función en lazo abierto ( θ(s)
UQy(s)

).
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Figura 4.13: Diagramas de Bode del canal y función MSF para θ. Ver Tabla 4.4

para consultar márgenes de estabilidad.

Para el caso de la robustez de la estructura, es necesario que el número de

rodeos en sentido anti-horario se mantenga cómo 0, para que no inducir ceros en

el denominador de la ecuación del canal, que en estas condiciones no presenta ines-

tabilidades. La Figura 4.13b muestra el cruce de la función γθ con la ĺınea de cero

dB. Los márgenes de estabilidad del canal y la estructura se pueden consultar en la

Tabla 4.4.

4.4.5 Tasa de guiñada

A diferencia de el modelo reportado en (B.6), la función de transferencia en

lazo abierto para tasa de guiñada r respecto al torque de propulsión en el eje z, se
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Función MG [dB] MF [◦] ωB [rad/s]

−γθ -4.8871 23.9539 0.5052

−γθH -5.5523 25.413 0.5162

Cθ -13.8715 51.9244 14.1511

CθH -14.2709 51.8308 14.1535

Tabla 4.4: Márgenes de estabilidad para canal y estructura de θ

muestra en su forma reducida como:

r(s)

UQz(s)
=

10.526(s− 0.9704)(s2 + 1.099s+ 1.069)

(s− 1.74)(s− 0.8228)(s2 + 2.8s+ 2.018)
(4.32)

Como se mención anteriormente, la función MSF ideal del canal no se obtuvo

de forma precisa pero śı la que toma en cuenta el resto de los compensadores. Sus

polos y ceros se muestran como:

γrH = −1.0827e−13(s+6487)(s−6484)(s+28)(s−27.92)(s−1.199)(s+1.165)2(s2+3.11s+4.206e07)
(s+96)(s+38.59)(s+9.269)(s+2.767)(s−0.9704)(s−1.827)(s2+2.388s+1.453)(s2+1.099s+1.069)

(4.33)

Los ceros de la función de transferencia de la ecuación (4.32), están contenidos en

los polos (s− 0.9704)(s2 + 1.099s+ 1.069) de γrH ; por lo cuál, estos se anulan en la

ecuación del canal. En la Figura 4.14 puede apreciarse el diagrama de Nyquist de la

función MSF no realiza rodeos a 1 en sentido anti-horario.

Dado que la función γrH contiene dos polo inestables y que el diagrama de

Nyquist no hace rodeos a 1, se espera obtener dos ceros inestables en el factor

(1− γzH ):

1− γrH = (s+2.351)(s+0.7536)(s−0.8228)(s−1.74)(s+9.279)(s+38.59)(s+96)(s+0.1038)(s2+2.8s+2.018)
(s+96)(s+38.59)(s+9.269)(s+2.767)(s−0.9704)(s−1.827)(s2+2.388s+1.453)(s2+1.099s+1.069)

(4.34)

dónde se puede apreciar que los dos ceros inestables (s−0.9704)(s−1.827), cancelan

los polos inestables de la función en lazo abierto, mostrada en la ecuación (4.32).

El compensador para el canal de r se diseñó buscando obtener una frecuencia

de cruce en ωB = 10 [rad/s] y con una margen de fase de 55◦, como se puede
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Figura 4.14: Diagrama de Nyquist de γr.

apreciar en la Figura 4.15a. Este controlador consiste en una ganancia proporcional,

un integrador y un compensador de adelanto centrado en la frecuencia de cruce

deseada:

Kr(s) =
10(

30
20

)(s+ 3.194)

s(s+ 31.94)
(4.35)

Según la ecuación del canal, definida de forma general en la expresión (4.5),

para r los polos y ceros del canal resultan como:

CrH = 332.87(s+96)(s+38.59)(s+9.279)(s+3.194)(s+2.351)(s+0.7536)(s+0.1038)
s(s+96)(s+38.59)(s+31.94)(s+9.269)(s+2.767)(s−1.827)(s2+2.388s+1.453)

(4.36)

dónde se puede apreciar que resulta un polo inestable, pero al mismo tiempo es

completamente de fase mı́nima, pues el factor (1− γrH ) anuló los ceros inestables de

la función en lazo abierto ( r(s)
UQz(s)

).

Para el caso de la robustez de la estructura, es necesario que el número de

rodeos en sentido anti-horario se mantenga cómo 0, para que no inducir ceros en

el denominador de la ecuación del canal, que en estas condiciones no presenta ines-

tabilidades. La Figura 4.15b muestra el cruce de la función γr con la ĺınea de cero

dB. Los márgenes de estabilidad del canal y la estructura se pueden consultar en la

Tabla 4.5.
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Figura 4.15: Diagramas de Bode del canal y función MSF para r. Ver Tabla 4.5

para consultar márgenes de estabilidad.

Función MG [dB] MF [◦] ωB [rad/s]

−γr -Inf Inf -

−γrH 0.6282 Inf -

Cr -18.6289 55.4804 10.0572

CrH -18.4236 55.4635 10.0562

Tabla 4.5: Márgenes de estabilidad para canal y estructura de r

4.4.6 Márgenes de estabilidad de los canales

En el caso del modo de vuelo estacionario, se revisó la estabilidad de cana-

les utilizando los mismos compensadores diseñados para el vuelo recto y nivelado,

corroborando que los margenes de estabilidad de cada canal contaran con valores

aceptables Los diagramas de Bode que corroboran lo anterior pueden consultarse

en las Figuras C.1a, C.1b, C.1c, C.1d y C.1e. La Tabla 4.6 reporta los margenes de

estabilidad para cada canal, de acuerdo con el diseño teórico reportado en la sección
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pasada.

Función MG [dB] MF [◦] ωB [rad/s]

Vuelo recto y nivelado

CuH
b

Inf 81.1204 3.3035

CzH 22.1034 55.3953 2.582

CφH -21.6604 61.5643 9.2392

CθH -14.2709 51.8308 14.1535

CrH -18.4236 55.4635 10.0562

Vuelo estacionario

CuH
b

-Inf 73.5 3.17

CzH -17.7 48.8 2.53

CφH -23.4 61.3 9.24

CθH 20.2 51.9 14.6

CrH -Inf 54.9 10.4

Tabla 4.6: Márgenes de estabilidad de los canales.

Como se puede observar en la Tabla 4.6, los canales cuentan con márgenes

robustos de estabilidad. Sin embargo, las funciones MSF para los canales de φ y r

muestran un valor muy cercano a 1 para bajas frecuencias (Tablas 4.3 y 4.5), indica

la posibilidad de que ante perturbaciones se induzcan ceros de fase no-mı́nima por

en factor (1 − γ). Por consiguiente, ha de analizarse las respuestas de las salidas y

los actuadores tanto en el modelo lineal, como en el modelo no-lineal, para evaluar

la factibilidad de implementar este sistema de control en el prototipo f́ısico.
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4.5 Simulación del modelo lineal

Se incluyen los resultados de la simulación lineal en vuelo recto y nivelado con

tal de evaluar la robustez del sistema de control en el modelo lineal. Sin embargo, no

se incluyen los resultados del vuelo estacionario por la simplicidad del modelo que

lo constituye, puesto que no hay un acoplamiento de sus variables.

Las variables de salida del sistema en retroalimentación fueron simuladas con-

siderando referencias tipo escalón, calculando las respuestas para la referencia indi-

vidual de cada canal. La figura 4.16 muestra la respuesta de las variables de salida

para cada referencia.
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Figura 4.16: Repuesta del sistema para referencias de escalón individuales.

Por otra parte, también se simularon las respuesta que tendŕıan las variables

de entrada considerando las mismas referencias de escalón consideradas para las

variables de salida. Estas pueden ser apreciadas en la Figura 4.17.

Se puede apreciar que para el caso del canal de r, se tiene un largo tiempo de

estabilización en general para su variable de entrada UQz. Esto puede ser un indicio

de que la planta es especialmente sensible ante perturbaciones en esta variable de en-
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Figura 4.17: Repuesta de las variables de entrada U , para referencias de escalón

individuales.

trada. Aunque, bien podŕıa considerarse que esta velocidad de giro es relativamente

alta para el tipo de aeronave que este prototipo es. En el siguiente apartado se ana-

lizarán los resultados de la simulación no-lineal, es decir, el sistema de control lineal

diseñado en este caṕıtulo, implementado en el modelo no-lineal completo reportado

en el caṕıtulo 3.



Caṕıtulo 5

Resultados

5.1 Simulación no-lineal

La simulación del modelo no-lineal principalmente consiste en la transición del

vuelo estacionario a vuelo recto y nivelado, considerando las dinámicas no mode-

ladas en la aproximación lineal. El comando para realizar esta maniobra es dado

como una referencia suavizada de escalón, partiendo la condición de equilibrio en

vuelo estacionario hasta 15.54 m/s. Este valor de velocidad es tomado del punto

de equilibrio determinado en la expresión (3.132). Para el resto de los canales de

control simplemente se les da una referencia igual a cero, que se espera que sistema

de control mantenga regulado. Se realizó esta simulación no-lineal considerando tres

variantes de forma general:

Idealizando las respuesta de los actuadores con una dinámica 1 → 1 respecto a

la señal demandada por el sistema de control, sin tomar en cuenta la dinámica

del sistema propulsión.

Tomando en cuenta la dinámica del sistema de propulsión, pero solo conside-

rando las ganancias estáticas de los rotores para calcular las referencias del los

servomotores y controladores de velocidad individuales de cada rotor.

131
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Tomando en cuenta la dinámica del sistema de propulsión, y considerando la

velocidad de flujo relativa a cada rotor para calcular las referencias del los

servomotores y controladores de velocidad individuales de cada rotor.

El modelo dinámico de la planta de propulsión toma en cuenta los momentos

producidos por el cambio de momento angular de los rotores (ecuación 3.74), los

torques reactivos de los servomotores (ecuación 3.94) y el empuje dinámico de las

hélices, modelado por ajuste polinomial en la expresión (3.66). Se debe recordar

que el se está incluyendo el efecto que tendŕıa la interacción de los rotores con la

geometŕıa alar.

5.1.1 Actuación ideal

Como se mencionó anteriormente, el modelo de actuación ideal ignora la dinámi-

ca del sistema de propulsión. Por ende, los resultados obtenidos, se asemejan a los

de la simulación del modelo lineal (Figura 4.16). Los resultados más relevantes de

esta simulación se pueden observar en la Figura 5.1.
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Figura 5.1: Resultados de simulación con dinámica de actuación 1 → 1.

Se puede apreciar que para el incremento en velocidad, el veh́ıculo tiene una
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ligera elevación alcanzando poco mas de 0.8 metros. Esta perturbación en la altura

es compensada por el sistema, pero tarda en regresar a la referencia debido al bajo

ancho de banda del canal de z actuado por Uz (Figura 5.2a). Para el caso de los

ángulos de orientación y velocidades angulares, como se esperaba sólo se perturbaron

el ángulo y la tasa de cabeceo, que en el caso del primero apenas alcanzó poco más

de un grado durante el incremento de velocidad (Figura 5.2b).

5.1.2 Modelo con matriz de propulsión estática

Se realizó una simulación dónde la estimación de las referencias de los servo-

motores y controladores de velocidad de cada rotor se calculaban directamente con

las ecuaciones (3.97) y (3.98), en vez de utilizar (3.104) y (3.105). Esto se hizo con el

objetivo de evaluar cómo se desempeñaŕıa el prototipo sin considerar la perdida de

empuje ocasionada por la orientación de cada rotor respecto a la dirección del flujo

libre.

20 30 40 50

-4

-2

0

2

4

6
 

(a) Velocidades angulares.

20 30 40 50

-50

0

50
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Figura 5.2: Resultados de simulación sin corrección por perdidas de empuje dinámi-

co.

Para este caso, se puede observar en la Figura 5.2 que el sistema apenas es

estabilizado. Se puede ver que el problema surge precisamente después de alcanzar
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la velocidad final, después de los 20 segundos. En general se tiene un mal desempeño,

los altos ángulos de cabeceo indican que la perturbación ocasionada por la dinámica

del sistema de propulsión no debe ser despreciada.

5.1.3 Modelo con corrección de empuje dinámico

Durante la ejecución de las simulaciones se observó que era posible utilizar una

corrección extra además de la propuesta en la Sección 3.6. Por lo que se reporta

ambos métodos para la corrección del empuje dinámico, ambos hechos con base al

modelo de desempeño de la hélice.

5.1.3.1 Corrección inicial

Como se ha mencionó anteriormente, el método inicial para la corrección del

empuje dinámico consiste en calcular los comandos de posición y velocidad de los

rotores necesarios para satisfacer el vector de entrada demandado por el sistema de

control Uref , primeramente sin considerar las perdidas de empuje dinámico como se

hace en la ecuación (3.96). Posteriormente, a partir de ese estado calculado para la

velocidad y orientación de los rotores, se considera la perdida que tendŕıa debido al

flujo de viento incidente, como se muestra en la ecuación (3.100). Y, considerando la

diferencia entre el vector de referencia y este vector de pérdidas por empuje dinámico,

se recalcula las velocidades de los rotores necesarias para satisfacer el vector de

referencias, como se muestra en la ecuación (3.96).

Se debe aclarar que esta corrección no es numéricamente precisa, debido a que

considera la velocidad de los rotores previa al valor recalculado por la corrección.

La Figura 5.3 muestra los resultados de la simulación de la transición de vuelo

estacionario a vuelo vertical utilizando la corrección descrita para compensar la

perdida del empuje dinámico. Se puede observar que comparando los resultados con
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el modelo sin corrección (Figura 5.2), se tiene una mejor respuesta, con ángulos de

alabeo menores a 5◦. Se debe notar que la presencia de estas oscilaciones, es debido a

la desviación de las entradas de control proporcionadas por el sistema de propulsión,

respecto a la referencia demandada por el sistema de control, puesto que la referencia

de entrada para los controladores de lazo cerrado únicamente incrementa la variable

de velocidad.
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Figura 5.3: Simulación del vuelo en transición, considerando la primer corrección

para el empuje dinámico.

En esta simulación puede observarse con claridad, el acoplamiento existente

entre el ángulo de alabeo φ y la velocidad angular r, variables que se aislaron en la

parte inferior derecha de la Figura 5.3. Se puede observar que cuando se está por

alcanzar el valor final de la velocidad en estado estacionario, las perturbaciones en

el sistema de propulsión Uδ afectan este par de variables. Esto ocasiona un lapso de

tiempo de aproximadamente 30 segundos hasta que el sistema de control alcanza el

estado estacionario.
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5.1.3.2 Segunda corrección

Debido al relativo éxito de la corrección teórica anterior, se optó por agregar

una segunda corrección, utilizando una estrategia similar. Tomando los elementos

del vector Ûcs de la ecuación (3.96), se calculó una velocidad virtual similar a la de

la ecuación (3.98):

Ω̂n =
4

√
Û2
cn + Û2

sn (5.1)

y un nuevo ángulo de orientación virtual para cada rotor:

η̂n = atan

(
Ûsn

Ûcn

)
(5.2)

De esta forma se puede calcular un nuevo vector ÛFQV
para el cálculo de la pérdida

de empuje debido a la velocidad relativa a las rotores, similar al calculado en la

ecuación (3.100). De esta forma se puede calcular un nuevo vector para el cálculo los

comandos de velocidad de los motores, similar al vector Ûcs de la ecuación (3.96):

Ǔcs =
[
MP

]−1
(Uref − ÛFQV

)

=
[
Ǔc1 Ǔs1 Ǔc2 Ǔs2 Ǔc3 Ǔs3

]T (5.3)

Finalmente, la velocidad de referencia para cada rotor estaŕıa dada por:

Ω{ref,n} =
4

√
Ǔ2
cn + Ǔ2

sn (5.4)

y el ángulo de orientación de cada rotor seguiŕıa estando dado como en la primer

estimación:

η{ref,n} = η̃n (5.5)

Se observó que utilizar el ángulo recalculado por la corrección, induce cambios muy

abruptos en la orientación de los rotores y genera más perturbaciones.

La Figura 5.4 muestra los resultados de la simulación para la maniobra de vuelo

en transición, considerando la segunda corrección para el empuje dinámico, descrita

anteriormente. Se puede observar una notable mejora en la respuestas de los ángulos

de orientación y velocidades angulares, con aproximadamente una atenuación en un
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orden de magnitud para las velocidades angulares y una atenuación a un%50 para

los ángulos de orientación.
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Figura 5.4: Simulación del vuelo en transición, considerando la segunda corrección

para el empuje dinámico.

En general, la implementación de esta corrección para el sistema de propulsión

tuvo buenos resultados. Pueden observarse respuestas más suaves, tanto para las

variables de estado del sistema, como para las variables del sistema de propulsión.
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Manufactura

Un criterio que se utilizó para el diseño de la aeronave reportado en el caṕıtulo

2, es que se utilizara manufactura aditiva para el prototipado. Por lo cuál, se res-

tringió las dimensiones de las piezas del diseño a las dimensiones del volumen de

impresión de las máquinas de impresión del grupo trabajo, la cuál se puede apreciar

en la Figura 6.1. El volumen de impresión cuenta con una base circular de 28 cm, y

una altura de 33 cm.

Figura 6.1: Impresora 3D Rostock Max V2

138
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6.1 Piezas impresas

El fuselaje de la aeronave se elaboró mediante manufactura aditiva, explorando

esta posibilidad de prototipado que permite tener cierta libertad de diseño respecto

a su geometŕıa.

(a) Ala central. (b) Ala intermedia derecha. (c) Ala intermedia izquierda.

(d) Ala central, sección poste-

rior.

(e) Punta de ala derecha. (f) Punta de ala izquierda.

(g) Tapa de ala cen-

tral.

(h) Aleta vertical. (i) Base basculante de

motor.

(j) Soporte fijo de ro-

tor trasero.

Figura 6.2: Componentes hechos por manufactura aditiva.

Se puede observar en la Figura 6.2j la base dónde se instala el rotor trasero,

aśı como los refuerzos estructurales de tubos de fibra de carbono atornillados en los

extremos de la pieza. Todas las piezas son ensambladas acoplándolas a los tubos de

fibra de carbono.
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(a) Ala central con los refuerzos de tubos

de fibra de carbono.

(b) Instalación de las secciones inter-

alares

(c) Ensamble de ala central posterior. (d) Ensamble de ala central con tapa

abierta.

(e) Cuerpo completo ensamblado. (f) Aplicación de pintura para dar mejor

acabado superficial.

Figura 6.3: Ensamble de piezas impresas a tubos de fibra de carbono.

El ensamble consiste primeramente en acoplar los tubos de fibra de carbono

de 10 mm de diámetro a la sección del ala central (Figura 6.3a) y posteriormente

se instalan las piezas laterales (Figura 6.3b). Luego, se ensambla la sección central

posterior con la tapa y una sección de tubo de fibra de 6 mm de diámetro (Figura

6.3c) y se acopla al ensamble alar frontal (Figura 6.3d). Las superficies verticales se
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ensamblan a la base del rotor trasero, y luego se acoplan al resto del veh́ıculo, aśı

como las bases de los rotores laterales (Figura 6.3e). Se debe mencionar que se aplicó

una capa de pintura tipo esmalte en aerosol al prototipo ensamblado previamente

ligado, para dar un acabado superficial uniforme (6.3f).

Finalmente, se instalaron los actuadores en el modelo de pruebas como lo mues-

tra la figura 6.4a. También se comprobó su compatibilidad con el banco de pruebas

que se cuenta en el laboratorio de investigación del CIIIA, como se observa en la

figura 6.4b.

(a) Prototipo con actuadores instalados. (b) Prototipo instalado dentro de la sec-

ción de pruebas del túnel de viento.

Figura 6.4: Prototipo con actuadores instalados.

Para la realización de las pruebas experimentales en condiciones estáticas y

dentro del túnel de viento, únicamente operar el sistema de actuación; sin considerar

por el momento los dispositivos necesarios para realizar las pruebas de vuelo, como

seŕıa el caso de la computadora de vuelo, unidades de medición inercial y otros

sensores. Para el control de los dispositivos se elaboró un circuito mostrado en el

esquemáticos de la Figura ??, dónde se puede apreciar que una bateŕıa LiPo dentro

del prototipo suministra la potencia eléctrica, y un regulador de voltaje alimenta

el circuito de control de los motores brushless y a los servomotores. Las señales de

control son agrupadas en un conector Sub-D9, para ser generadas en una unidad de

control externa. Se debe aclarar que los controladores de velocidad empleados para

el prototipo deben ser alimentados tanto en el circuito de electrónica de potencia por

la bateŕıa, como en el circuito de control por el regulador de voltaje; puesto que no
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posee un regulador interno, sino que ambos circuitos se encuentran eléctricamente

aislados y entrelazados por opto-acopladores.

Batería LiPo 4s 5000 mAh M1
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Figura 6.5: Diagrama esquemático de las conexiones de los actuadores

Debido al tiempo disponible sólamente se reporta el trabajo hasta esta etapa,

habiendo dejado listo el prototipo para la fase experimental. Aqúı concluye la etapa

de manufactura.
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Conclusiones

Se comprobó que un esquema de control lineal descentralizado puede operar

una aeronave de las caracteŕısticas presentadas en este trabajo. Esto es debido prin-

cipalmente a dos factores:

No se tiene que considerar superficies de control para el vuelo crucero, debido a

que la aeronave es operada completamente por la planta de propulsión en todo

el régimen de vuelo de la aeronave. Por lo tanto, no se hace un intercambio de

en el apareamiento de entradas y salidas.

El sistema no presentó un acoplamiento muy marcado en las condiciones de

vuelo recto y nivelado, en términos de la matriz RGA. Por lo que fue posible

utilizar un control descentralizado tanto en vuelo estacionario, como en vuelo

crucero, utilizando los mismos lazos de control.

La velocidad de las dinámicas longitudinal y lateral permitió que el ancho de

banda de los controladores fuera lo suficientemente bajo para que los acusadores pu-

dieran satisfacer los requerimientos. Se identificó que tanto la velocidad de respuesta

de los rotores y los servomotores son cruciales para el funcionamiento del sistema;

en especial los servomotores, puesto que con un modelo de segundo orden planteado

en la sección del modelado, la frecuencia de corte no debe bajar de 20 rad/s.

143
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Se observó una MSF sensible a perturbaciones de entrada para los aparea-

mientos de (r/UQz) y (φ/UQx), debido al acoplamiento relativo entre ambos canales.

A pesar que ambas pueden alcanzar un error de cero en condiciones de equilibrio,

se observa que la función MSF para ambos canales tiende a 1 en bajas frecuen-

cias. Además, el modelo de propulsión propuesto, junto con la corrección del empuje

dinámico, no elimina completamente las perturbaciones generadas por la orienta-

ción de cada rotor respecto al viento y son precisamente estas variaciones son las

que afectan en mayor medida a los torques UQx y UQz. Se puede intuir que estas

variables (UQx y UQz) son especialmente sensibles por la asimetŕıa en el número de

actuadores que posee el veh́ıculo, analizando los resultados de mejores caracteŕısti-

cas producidos por el modelo con la segunda corrección. Esta asimetŕıa de fuerzas y

momentos aumenta debido a la interacción del flujo relativo con las hélices, debido

a que cada rotor posee un punto de equilibrio diferente.

7.1 Trabajo a futuro

Se identificaron dos principales áreas qué desarrollar para trabajo futuro, ge-

neralizadas en diseño y control:

Optimizar la geometŕıa aerodinámica para reducir el arrastre total del veh́ıculo.

Una opción viable seŕıa no reducir la superficie alar, pero buscar aumentar la

razón de aspecto reduciendo la cuerda utilizando una configuración biplano.

Incluir en el modelo la interacción del flujo inducido por los rotores en el ala.

Optar por una configuración de rotores contra-rotativos, para el caso de una

aeronave actuada solamente por la planta de propulsión. De esta forma se

reduciŕıan las perturbaciones ocasionadas por el sistema de actuación al poder

contrarrestar el torque reactivo del rotor de cola.

Buscar reducir el acoplamiento lateral del actual controlador, mediante la eli-
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minación del integrador en el controlador del ángulo de alabeo. Esto atenuaŕıa

en cierta medida el efecto de las perturbaciones de entrada en el ángulo de

alabeo, pues seŕıa permisible tener un ligero error en el estado estacionario

para esta variable.

Investigar cómo reducir el acoplamiento en la dinámica lateral. Es posible que

retirando las superficies verticales se reduzca el acoplamiento entre el ángulo

de alabeo y la taza de guiñada. También se podŕıa agregar un ángulo de diedro

al ala en diseño futuros para mejorar la estabilidad lateral.

Analizar las condiciones de equilibrio para la maniobra de viraje coordinado,

para delimitar las referencias para la tasa de guiñada y el ángulo de alabeo.

Seŕıa conveniente formular una conjunto de ecuaciones del control de altura

mediante el ángulo de cabeceo, conforme la aeronave gana velocidad. Esto pue-

de ser posible haciendo una manipulación no-lineal para generar las referencias

en el esquema lineal propuesto en este trabajo. Es necesario investigar aún más

para llevar esto a cabo.

Es necesario formular las ecuaciones para el seguimiento de trayectorias, pues

el esquema de control propuesto únicamente regula la aeronave para mantener

la aeronave en vuelo, dentro de su régimen de operación.

, Comparar el modelo de propulsión teórico que se reporta en este trabajo

respecto a mediciones en el banco de pruebas del túnel de viento, para evaluar

la efectividad del la corrección propuesta de empuje dinámico reportada en la

sección 3.6.



Apéndice A

Parámetros y coeficientes

constantes

A.1 Perfiles aerodinámicos

Los perfiles presentados en la Figura A.1 fueron los considerados para el diseño

del prototipo reportado.
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Figura A.1: Perfiles aerodinámicos del ala.
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A.2 Coeficientes aerodinámicos

Los coeficientes aerodinámicos del ajuste polinomial (ec. (3.54)) para cada

superficie aerodinámica i están condensados en la Tabla A.1, donde el śımbolo �,

representa el respectivo coeficiente indicado en cada renglón de la tabla en la primer

columna {L, D, Y, CMq, CMp, CMr}.

i K{i�0} K{i�|αI} K{i�|αII} K{i�|βI} K{i�|βII} K{i�|αβ}

wr 0.7376 0.0419 2.4974e-4 -0.0131 -2.0257e-4 -5.3881e-4

L wl 0.7376 0.0419 2.4974e-4 0.0131 -2.0257e-4 5.3698e-4

vr 0 0.0275 0 0 0 0

vl 0 0.0275 0 0 0 0

wr 0.1282 0.0099 5.0366e-4 -0.0023 1.1047e-5 -3.2259e-4

D wl 0.1282 0.0099 5.0366e-4 0.0023 1.1047e-5 3.2259e-4

vr 0.0182 -3.2770e-5 2.0173e-4 0 0 0

vl 0.0182 -3.2770e-5 2.0173e-4 0 0 0

wr 0 6.9085e-21 4.1468e-21 9.7722e-4 8.7080e-21 6.3607e-5

Y wl 0 6.9085e-21 4.1468e-21 9.7722e-4 8.7080e-21 6.3607e-5

vr 0 0 0 0 0 0

vl 0 0 0 0 0 0

wr -0.1161 -0.0017 -9.1668e-5 0.0079 -2.9790e-5 3.4923e-4

CMq wl -0.1161 -0.0017 -9.1668e-5 -0.0079 -2.9790e-5 -3.4923e-04

vr -0.01412 6.8355e-4 0 0 0 0

vl -0.01412 6.8355e-4 0 0 0 0

wr -1.9557e-4 4.2251e-4 9.5570e-6 0.0016 -1.3166e-5 6.2041e-5

CMp wl 1.9557e-4 -4.2251e-4 -9.5570e-6 0.0016 1.3166e-5 6.2041e-5

vr 0 0 0 0 0 0

vl 0 0 0 0 0 0

wr 0.0075 -3.5917e-4 1.6527e-5 -6.1147e-4 1.3461e-5 -6.4534e-5

CMr wl -0.0075 3.5917e-4 -1.6527e-5 -6.1147e-4 -1.3461e-5 -6.4534e-5

vr 0 0 0 0 0 0

vl 0 0 0 0 0 0

Tabla A.1: Coeficientes para las fuerzas y momentos aerodinámicos.
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A.3 Parámetros del sistema de propulsión

El sistema de propulsión es descrito a continuación mediante tres tablas, una

contiene los coeficientes del ajuste polinomial (Tabla A.2), otra contiene la posición

de los rotores respecto al centro de gravedad (Tabla A.3) y la otra contiene los

parámetros constantes que definen la dinámica de los servo motores y de los rotores

(Tabla A.4), expresadas en las ecuaciones (3.80) y (3.81).

Parámetro k{�|Ω2} k{�|V } k{�|V 2} k{�|ΩV }

FR
x

1.429e-05 -0.009863 -0.009739 -0.0002295

QR
x

2.296e-07 0.0002424 -0.0003279 1.912e-06

Tabla A.2: Coeficientes del ajuste polinomial de la hélice (eq. 3.66).

Parámetro Valor

rax [m] 0.1615

ray [m] 0.26184

raz [m] 0

rax [m] 0.323

ray [m] 0

raz [m] 0.04

Tabla A.3: Posición de rotores respecto al centro de gravedad.
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Parámetro Valor

IR [m2kg] 5.45× 10−5

l{x,R} [m] 0.045

mR [kg] 0.08

ωη [rad/s] 25

ξη 0.8

τr 0.025

Td 0.002

Tabla A.4: Caracteŕısticas dinámicas del sistema de propulsión.



Apéndice B

Modelo linealizado

B.1 Funciones de transferencia

A partir del espacio de estados para las condiciones de operación establecidas

en vuelo estacionario y vuelo horizontal, se obtuvieron las funciones de transferencias

de acuerdo con la ecuación (3.145).

B.1.1 Vuelo estacionario

La matriz GH contiene las funciones de transferencia del modo estacionario de

vuelo.

GH(1, 1) =
ub(s)

UX(s)
=
0.4348s8

s9
(B.1)

GH(1, 4) =
ub(s)

UQy(s)
=
−163.5s6

s9
(B.2)

GH(2, 2) =
z(s)

UZ(s)
=
0.4348s6

s9
(B.3)

GH(3, 3) =
φ(s)

UQx(s)
=
25s7

s9
(B.4)
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GH(4, 4) =
θ(s)

UQy(s)
=
16.667s7

s9
(B.5)

GH(5, 5) =
r(s)

UX(s)
=
10.526s8

s9
(B.6)

B.1.2 Vuelo recto y nivelado

a(s) = s(s+ 3.026)(s− 1.74)(s− 2.461)(s− 0.8228)(s2 + 2.8s+ 2.018)(s2 − 0.2489s+ 0.3559) (B.7)

GSLF (1, 1) =
ub(s)
UX(s)

= 0.43478s2(s+2.865)(s−2.731)(s−1.74)(s−0.8228)(s2+2.8s+2.018)
a(s)

(B.8)

GSLF (1, 2) =
ub(s)
UZ(s)

= 0.23042s(s+3.059)(s−3.047)(s−1.74)(s−0.8228)(s2+2.8s+2.018)
a(s)

(B.9)

GSLF (1, 3) =
ub(s)
UQx(s)

= 0.0019163s(s−34.12)(s+2.28)(s+0.01802)(s2+35.11s+450.5)
a(s)

(B.10)

GSLF (1, 4) =
ub(s)
UQy(s)

= 0.013893s(s−1887)(s−1.74)(s−0.8228)(s+0.7622)(s2+2.8s+2.018)
a(s)

(B.11)

GSLF (1, 5) =
ub(s)
UQz(s)

= 0.26713s(s−0.9045)(s+0.4388)(s2+3.34s+4.106)(s2+0.4537s+25.86)
a(s)

(B.12)

GSLF (2, 1) =
z(s)
UX(s)

= −0.46714(s+1.979)(s−1.974)(s−1.74)(s−0.8228)(s2+2.8s+2.018)
a(s)

(B.13)

GSLF (2, 2) =
z(s)
UZ(s)

= 0.43478(s+3.015)(s−2.554)(s−1.74)(s−0.8228)(s−0.2665)(s2+2.8s+2.018)
a(s)

(B.14)

GSLF (2, 3) =
z(s)

UQx(s)
= 0.011156(s−29.57)(s+25.66)(s+4.429)(s−1.065)(s+0.6364)

a(s)
(B.15)

GSLF (2, 4) =
z(s)

UQy(s)
= 0.053902(s−586.6)(s−1.74)(s−0.8228)(s−0.7079)(s2+2.8s+2.018)

a(s)
(B.16)

GSLF (2, 5) =
z(s)

UQz(s)
= 1.5551(s+2.378)(s+1.065)(s2−1.826s+0.851)(s2−1.492s+5.092)

a(s)
(B.17)

GSLF (3, 1) =
φ(s)

UX(s)
=

0

a(s)
(B.18)

GSLF (3, 2) =
φ(s)

UZ(s)
=

0

a(s)
(B.19)

GSLF (3, 3) =
φ(s)

UQx(s)
= 25s(s+3.026)(s+2.035)(s−1.833)(s−2.461)(s2−0.2489s+0.3559)

a(s)
(B.20)

GSLF (3, 4) =
φ(s)

UQy(s)
=

0

a(s)
(B.21)

GSLF (3, 5) =
φ(s)
UQz(s)

= 13.384s(s+3.026)(s−2.461)(s−1.199)(s2−0.2489s+0.3559)
a(s)

(B.22)
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GSLF (4, 1) =
θ(s)
UX(s)

= 0.96312s(s−1.74)(s−0.8228)(s−0.122)(s2+2.8s+2.018)
a(s)

(B.23)

GSLF (4, 2) =
θ(s)
UZ(s)

= 0.21889s(s+2.515)(s−1.74)(s−0.8228)(s2+2.8s+2.018)
a(s)

(B.24)

GSLF (4, 3) =
θ(s)

UQx(s)
= −0.044673s(s−400.1)(s+2.139)(s2+0.2323s+0.2934)

a(s)
(B.25)

GSLF (4, 4) =
θ(s)

UQy(s)
= 16.667s(s−1.74)(s−0.8228)(s2+2.8s+2.018)(s2+0.3056s+0.5918)

a(s)
(B.26)

GSLF (4, 5) =
θ(s)

UQz(s)
= −6.24s(s−0.9126)(s2+0.2229s+0.5113)(s2+2.813s+2.584)

a(s)
(B.27)

GSLF (5, 1) =
r(s)

UX(s)
=

0

a(s)
(B.28)

GSLF (5, 2) =
r(s)

UZ(s)
=

0

a(s)
(B.29)

GSLF (5, 3) =
r(s)

UQx(s)
= 0.075514s(s+28)(s−27.92)(s+3.026)(s−2.461)(s2−0.2489s+0.3559)

a(s)
(B.30)

GSLF (5, 4) =
r(s)

UQy
(s)

=
0

a(s)
(B.31)

GSLF (5, 5) =
r(s)

UQz(s)
= 10.526s(s+3.026)(s−2.461)(s−0.9704)(s2−0.2489s+0.3559)(s2+1.099s+1.069)

a(s)
(B.32)



Apéndice C

Ecuaciones para el diseño de

controladores

C.1 Funciones MSF

γub =




ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQy(s)

ub(s)
UQz(s)




T 


z(s)
UZ(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQy(s)

z(s)
UQz(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQy(s)

φ(s)
UQz(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQy(s)

θ(s)
UQz(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQy(s)

r(s)
UQz(s)




−1 


z(s)
UX(s)

φ(s)
UX(s)

θ(s)
UX(s)

r(s)
UX(s)




(
ub(s)

UX(s)

)−1
(C.1)

γz =




z(s)
UX(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQy(s)

z(s)
UQz(s)




T 


ub(s)
UX(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQy(s)

ub(s)
UQz(s)

φ(s)
UX(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQy(s)

φ(s)
UQz(s)

θ(s)
UX(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQy(s)

θ(s)
UQz(s)

r(s)
UX(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQy(s)

r(s)
UQz(s)




−1 


ub(s)
UZ(s)

φ(s)
UZ(s)

θ(s)
UZ(s)

r(s)
UZ(s)




(
z(s)

UZ(s)

)−1
(C.2)

γφ =




φ(s)
UX(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQy(s)

φ(s)
UQz(s)




T 


ub(s)
UX(s)

ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQy(s)

ub(s)
UQz(s)

z(s)
UX(s)

z(s)
UZ(s)

z(s)
UQy(s)

z(s)
UQz(s)

θ(s)
UX(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQy(s)

θ(s)
UQz(s)

r(s)
UX(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQy(s)

r(s)
UQz(s)




−1 


ub(s)
UQx(s)

z(s)
UQx(s)

θ(s)
UQx(s)

r(s)
UQx(s)




(
φ(s)

UQx(s)

)−1
(C.3)
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γθ =




θ(s)
UX(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQz(s)




T 


ub(s)
UX(s)

ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQz(s)

z(s)
UX(s)

z(s)
UZ(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQz(s)

φ(s)
UX(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQz(s)

r(s)
UX(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQz(s)




−1 


ub(s)
UQy(s)

z(s)
UQy(s)

φ(s)
UQy(s)

r(s)
UQy(s)




(
θ(s)

UQy(s)

)−1
(C.4)

γr =




r(s)
UX(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQy(s)




T 


ub(s)
UX(s)

ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQy(s)

z(s)
UX(s)

z(s)
UZ(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQy(s)

φ(s)
UX(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQy(s)

θ(s)
UX(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQy(s)




−1 


ub(s)
UQz(s)

z(s)
UQz(s)

φ(s)
UQz(s)

θ(s)
UQz(s)




(
r(s)

UQz(s)

)−1
(C.5)

γuH
b
=




ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQy(s)

ub(s)
UQz(s)




T 


z(s)
UZ(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQy(s)

z(s)
UQz(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQy(s)

φ(s)
UQz(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQy(s)

θ(s)
UQz(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQy(s)

r(s)
UQz(s)




−1 


Hz(s)
z(s)
UX(s)

Hφ(s)
φ(s)
UX(s)

Hθ(s)
θ(s)
UX(s)

Hr(s)
r(s)
UX(s)




(
ub(s)
UX(s)

)−1
(C.6)

γzH =




z(s)
UX(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQy(s)

z(s)
UQz(s)




T 


ub(s)
UX(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQy(s)

ub(s)
UQz(s)

φ(s)
UX(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQy(s)

φ(s)
UQz(s)

θ(s)
UX(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQy(s)

θ(s)
UQz(s)

r(s)
UX(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQy(s)

r(s)
UQz(s)




−1 


Hub(s)
ub(s)
UZ(s)

Hφ(s)
φ(s)
UZ(s)

Hθ(s)
θ(s)
UZ(s)

Hr(s)
r(s)
UZ(s)




(
z(s)
UZ(s)

)−1
(C.7)

γφH =




φ(s)
UX(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQy(s)

φ(s)
UQz(s)




T 


ub(s)
UX(s)

ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQy(s)

ub(s)
UQz(s)

z(s)
UX(s)

z(s)
UZ(s)

z(s)
UQy(s)

z(s)
UQz(s)

θ(s)
UX(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQy(s)

θ(s)
UQz(s)

r(s)
UX(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQy(s)

r(s)
UQz(s)




−1 


Hub(s)
ub(s)
UQx(s)

Hz(s)
z(s)

UQx(s)

Hθ(s)
θ(s)

UQx(s)

Hr(s)
r(s)

UQx(s)




(
φ(s)

UQx(s)

)−1
(C.8)

γθH =




θ(s)
UX(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQz(s)




T 


ub(s)
UX(s)

ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQz(s)

z(s)
UX(s)

z(s)
UZ(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQz(s)

φ(s)
UX(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQz(s)

r(s)
UX(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQz(s)




−1 


Hub(s)
ub(s)
UQy(s)

Hz(s)
z(s)

UQy(s)

Hφ(s)
φ(s)
UQy(s)

Hr(s)
r(s)

UQy(s)




(
θ(s)

UQy(s)

)−1
(C.9)

γrH =




r(s)
UX(s)

r(s)
UZ(s)

r(s)
UQx(s)

r(s)
UQy(s)




T 


ub(s)
UX(s)

ub(s)
UZ(s)

ub(s)
UQx(s)

ub(s)
UQy(s)

z(s)
UX(s)

z(s)
UZ(s)

z(s)
UQx(s)

z(s)
UQy(s)

φ(s)
UX(s)

φ(s)
UZ(s)

φ(s)
UQx(s)

φ(s)
UQy(s)

θ(s)
UX(s)

θ(s)
UZ(s)

θ(s)
UQx(s)

θ(s)
UQy(s)




−1 


Hub(s)
ub(s)
UQz(s)

Hz(s)
z(s)

UQz(s)

Hφ(s)
φ(s)
UQz(s)

Hθ(s)
θ(s)

UQz(s)




(
r(s)

UQz(s)

)−1
(C.10)
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C.2 Ecuaciones de los canales

Cub(s) = (1− γub)
ub(s)

UX(s)
Kub(s) (C.11)

Cz(s) = (1− γz)
z(s)

UZ(s)
Kz(s) (C.12)

Cφ(s) = (1− γφ)
φ(s)

UQx(s)
Kφ(s) (C.13)

Cθ(s) = (1− γθ)
θ(s)

UQy(s)
Kθ(s) (C.14)

Cr(s) = (1− γr)
r(s)

UQz(s)
Kr(s) (C.15)

C.3 Funciones H

Hub =

ub(s)
UX(s)

Kub(s)

1 + ub(s)
UX(s)

Kub(s)
(C.16)

Hz =

z(s)
UZ(s)

Kz(s)

1 + z(s)
UZ(s)

Kz(s)
(C.17)

Hφ =

φ(s)
UQx(s)

Kφ(s)

1 + φ(s)
UQx(s)

Kφ(s)
(C.18)

Hθ =

θ(s)
UQy(s)

Kθ(s)

1 + θ(s)
UQy(s)

Kθ(s)
(C.19)

Hr =

r(s)
UQz(s)

Kr(s)

1 + r(s)
UQz(s)

Kr(s)
(C.20)

C.4 Diagramas de Bode (Vuelo estacionario)
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lit/an/slyt692/slyt692.pdf.

Muraoka, K., N. Okada, D. Kubo y M. Daisuk (2012), ✭✭Transition flight of

quad tilt wing VTOL UAV✮✮, 28th Congress of the International Council of the

Aeronautical Sciences 2012, ICAS 2012, 4, págs. 3242–3251.
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