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Resumen

En este trabajo se estudian los efectos de un volumen finito en la transiciéon de
fase quiral para sistemas de quarks que interacttian fuertemente descritos por el
modelo de Nambu y Jona-Lasinio (NJL) en SU(2). Se obtiene el diagrama de
fase y la posible localizacion del critical end point restringiendo el sistema en un
volumen finito mediante el método llamado Multiple Reflection Ezpansion. Este
método equivale a un modelo esférico y tiene dos tipos de restriccion. Se propone
para el mismo una aproximacion a una geometria cubica. Los resultados muestran
una fuerte dependencia al tipo de restriccion utilizada. Estableciendo condiciones
a la frontera perioddicas, antiperiédicas y de onda estacionaria se estudia la tran-
sicion de fase quiral para un potencial quimico-cero. De igual modo, se observa

que el modelo es muy sensible al tipo de restriccion utilizada.
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Capitulo 1

Introduccion

En febrero de 2022 se cumplieron cien afos del experimento de Stern-Gerlach. En
este, un haz colimado de atomos de plata se hizo pasar por un campo magnético
inhomogéneo y se dividi6é en dos haces. La importancia de este experimento radi-
ca en que, para su explicacion, se incorpord el concepto de cuantizacion espacial
usado por Pauli cerca del ano 1920 para intentar explicar -lo cual no logré- en la
teoria ferromagnética una diferencia entre el momento magnético promedio de un
atomo y el magnetén de Bohr, es decir, el momento magnético del electréon. Esta
idea de la cuantizacion del espacio del magnetismo atémico pasd entre colegas
entre ellos Otto Stern [1] quien considerd, segin el modelo del 4&tomo de Bohr,
que un gas de atomos de hidrogeno debia ser magnéticamente birrefrigente, es
decir, que puede separarse en dos, ya que reconocié que de acuerdo al modelo de
Bohr la cuantizacién del espacio debia de ser asi por que la proyeccion del mo-
mento angular estaba limitada a valores de +A. Este doble caracter hizo posible
la decisiva prueba de la cuantizacion espacial usando la defleccion magnética de
un haz de atomos. En el gradiente de un campo lo suficientemente fuerte las dos
componentes orientadas opuestamente deberian ser deflectadas fuera del ancho
del haz original [1]. Stern pensé6 que el éxito de este experimento determinaria de
manera inequivoca si la teoria cuantica prevaleciera sobre la teoria clasica.

La explicaciéon de cémo fue posible dividir el haz en dos cuando los atomos con
orientaciones aleatorias entran en un campo y donde la densidad del haz era tan
baja que no ocurrian colisiones que intercambiaran energia llegd tiempo después,
en 1927, cuando se relacioné con la postulacién del espin del electrén (1925), de
hecho el momento angular de la plata no es +h, es cero. El momento magnético

es debido tinicamente al momento angular del espin.

En la actualidad las particulas elementales se pueden clasificar segin el espin: fer-
miones y bosones. Los primeros poseen un espin semientero (1/2,3/2,...) mien-
tras que los bosones tienen espin entero (0,1,2,...) y para hacernos una idea

del por qué tinicamente necesitamos dos tipos de particulas para describir lo que



nos rodea recordamos que la fisica estudia la materia y sus interacciones. En una
visién moderna una interaccién entre dos objetos (particulas) ocurre mediante el
intercambio de una tercer particula asociada al campo en el cual estan interac-
tuando, es decir, dos electrones que interactiian en un campo electromagnético
tal vez experimenten un cambio en su trayectoria o velocidad, esto es debido a
que al interactuar intercambian un fotén (virtual) el cual acarrea la energia que
uno de los electrones cede al emitirlo y la transfiere al que la gana al absorberlo.
De este modo tenemos dos elementos para construir la fisica desde este punto de
vista, los fermiones son los bloques que constituyen la materia y los bosones son

las particulas que intervienen en la interaccion.

En la fisica de particulas se describen tres tipos de fuerzas fundamentales' me-
diante las cuales puede interactuar la materia, la electromagnética, la fuerza?
fuerte y la débil y cada una de estas queda descrita por una Teoria Cuédntica
de Campos (Quantum Field Theory o QFT por sus siglas en inglés). Este tipo
de teoria describe la interaccién entre dos particulas mediante un mecanismo de
intercambio de una tercer particula entre éstas que esta asociada al campo en el
que estén interactuando.

En el caso del electromagnetismo esta QFT se conoce como la Electrodinami-
ca Cuantica (Quantum Electrodynamics o QCD) donde las interacciones entre
particulas cargadas eléctricamente estan mediadas por el intercambio de fotones
virtuales. Para la fuerza fuerte se utiliza la Cromodindmica Cudntica (Quantum
Chromodynamics) y la particula de interaccion es llamada gludn y en el caso de
la interaccién débil son los bosones W+, W~ cargados eléctricamente y el Z°
que es eléctricamente neutro. Estas particulas que median las interacciones son
llamadas bosones gauge® y tienen espin 1. Los fotones y gluones tienen masa cero
y los bosones W y Z° poseen masas del orden de los 100 GeV [2].

En resumen, se considera que las particulas elementales son doce fermiones y
seis* bosones. Estos 12 fermiones se dividen en dos tipos: seis quarks llamados
up, down, strange, charm, top y bottom todos ellos con carga eléctrica fraccionaria
y seis leptones, tres con carga eléctrica —1 y son el electrén (e), el muén (u) y
el tau (7) y los otros tres neutros: los neutrinos asociados a los tres anteriores,

Ve, Vy Y V-. Los bosones por su parte, los que median una interaccion, y son de

'El Modelo Estdndar de la materia no incluye la interaccién gravitacional
2Usaremos la palabra fuerza o interaccién de manera indistinta.
3Por comodidad nos referiremos a ellos simplemente como bosones siempre que el término

no se preste a confusién.
4No estamos considerando el gravitén que es el bosén asociado a la interaccién gravitacional.

En el Modelo Estandar no se toma en cuenta esta interacciéon. En teoria el graviton tendria espin
2, y es eléctricamente neutro con masa-cero. También hay que considerar que cada particula

cuenta con su antiparticula.



cinco tipos, el fotén 7 (eléctricamente neutro), los gluones g también neutros y
los bosones Z° (neutro) y los W# cargados eléctricamente. El tiltimo bosén es el

Higgs, neutro y con espin cero.

Fermiones Bosén

quarks leptones  escalar  gauge

u dle Ve ~
H
c s|u Yy g
t b| T vy w* 70

Cuando se habla de teorias de campos es 1til imaginarlas de la siguiente manera:
el campo es «algo» que llena todo el espacio (el Universo), lo llena como el aire
(o el agua) llena un recipiente o una habitacién y este campo lo tinico que puede
hacer es «ser perturbado» como cuando uno toca la superficie del agua. Esta
imagen de un campo lo es en el sentido de poder asignarle a cada coordenada
del espacio, que esté «lleno» del campo, un niimero (por ejemplo, un campo real
en matematicas) y al ser perturbado el campo, en ese punto adquiere un nuevo
valor, es decir, el campo tiene una nueva magnitud en ese punto en donde fue
perturbado. En una teoria de campos, esta perturbacion representa una particula.
Ahora bien, tenemos tres campos, el electromagnético, el fuerte y el débil, estos
tres campos deben imaginarse de la misma manera, son independientes uno del
otro y llenan todo el espacio. Hay que recalcar que solo existen tres campos a
diferencia de lo que se suele entender por campo en los primeros anos de ensefian-
za en donde uno suele hacerse a la idea de que cada particula genera su propio
campo.

Por otro lado, obviando por un momento qué significa una perturbacién del cam-
po, las particulas «viven» en los campos, estas pueden o no interactuar con estos
y lo pueden hacer con uno solo, con dos de ellos o con los tres, asi un quark,
por ejemplo, que tiene carga eléctrica y carga de color interacttia con el campo
electromagnético y con el campo fuerte, o bien, visto desde la imagen del campo
que permea todo el espacio, un quark es una perturbacion del campo electromag-

nético y a la misma vez del fuerte.

En general, los fermiones son de dos tipos, los quarks (interactian fuertemente)
y los leptones (no experimentan interaccién fuerte). La materia, en la forma en
que la «conocemos» en la vida diaria, estd formada de nucleones y electrones, un
nucledén no es mas que una particula de las que forman el nicleo de un atomo, es
decir, protones y neutrones, y a su vez, estos estan formados de tres quarks cada
uno los cuales estan ligados mediante la interaccion fuerte que resulta del inter-
cambio de otras particulas, los gluones. Para poder observar o siquiera estudiar

estas particulas se necesita mucha energia, de aqui que el experimento idéneo sea
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el de hacer colisiones de ntcleos atémicos.

Para conocer la estructura de la materia a nivel macroscépico, es deseable cono-
cer en qué estado o fase se encuentra bajo ciertas condiciones termodinamicas.
Un diagrama de fases nos permite estudiar bajo qué condiciones de presion y
temperatura existe determinada fase de la materia, es decir, las propiedades ter-
modinamicas de un sistema se muestran mejor en un diagrama de fase en un
espacio de parametros termodinamicos. Cada punto del diagrama corresponde a
un estado termodindmico estable [3]. Una fase o estado en que se puede encon-
trar un sistema queda determinado por un parametro de orden de manera que
las fases de las que hablamos no necesariamente son estados fisicos de la materia,
sino que pueden ser fases «abstractas» como lo sera el caso que nos ocupara este

trabajo: fase de simetria quiral rota y restaurada.

Un modelo fisico para describir un sistema debe de cumplir ciertas condiciones y
en particular debe respetar ciertas simetrias, una de estas simetrias que se deben
cumplir es la llamada quiral. Decimos que un objeto es quiral si no podemos dis-
tinguir si la imagen que observamos de este proviene de observarlo directamente o
de su reflejo en un espejo. El que una simetria quiral se rompa o se restaure tiene
consecuencias fisicas que se resumen en el teorema de Goldstone y que involucra
la aparicién de los bosones de Goldstone [4, 5, 6].

La materia que experimenta estas fases estd expuesta a condiciones extremas
de densidad y de temperatura, condiciones que, de tal suerte, se presentan en
las colisones efectuadas en los LHC (Large Hadron Collider) y para representar
de manera mas precisa esta situacion seria adecuado restringir el modelo a un
volumen finito. En este caso existen varias maneras de hacerlo, una de ellas es in-
corporar una densidad de estados llamada Muliple Reflection Expansion (MRE),

otra consiste en establecer condiciones de frontera.

En este trabajo presentamos un estudio del diagrama de fases de la QCD usan-
do un modelo conocido como NJL en un volumen finito restringido a una forma
esférica y cubica mediante dos técnicas, la aproximacién usando una densidad de
estados MRE y mediante el establecimiento de condiciones a la frontera. Estos
resultados estan publicados en el articulo Effects of a Finite Volume in the Phase
Structure of QCD [82] y como continuacién a este trabajo publicado estudiamos
el modelo NJL extendido al loop de Polyakov (PNJL) el cual incorpora una inter-
accion del campo de los glounes, los resultados obtenidos restringidos a volumen
finito MRE fueron publicados en el articulo QCD phase diagram in a finite volu-
me in the PNJL model [83].
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Generalidades

Como ya se ha mencionado, las propiedades termodinamicas de un sistema se
pueden mostrar en un diagrama de fases el cual es un diagrama en el plano py—7T
donde p es el potencial quimico y 7" la temperatura del sistema. La curva en este
representa la frontera entre dos fases, es decir, ocurre una transicion de fase. Estas
transiciones de fase son singularidades termodinamicas del sistema, este sistema
a considerar es materia que interactia fuertemente descrita por la QCD y que
se encuentra en equilibrio térmico y quimico [7]. Por fase podemos considerar
los estados de la materia como nos los muestra la experiencia diaria, es decir,
solido, liquido y gas. En particular a grandes densidades o altas temperaturas, o
en ambos casos, en la materia hadronica se define un estado de plasma de quarks
y gluones (QGP) el cual es un sistema de quarks y gluones a densidad elevada y
que se encuentra cerca del equilibrio térmico. Se considera casi como un gas ideal
y que era predomiante en el Universo en sus inicios (alrededor de 10712 a 107°
segundos). Conforme se fue enfriando el Universo hubo una transicién de fase que

llevo del QGP a la formacion de hadrones.

Asi, el plasma de quarks y gluones es un nuevo estado de la materia en condicio-
nes extremas de temperatura y densidades y que se forma cuando los hadrones se
disocian en los constituyentes que los forman (quarks y gluones) [8]. Este estado
de la materia puede alcanzarse si las fuerzas de corto alcance de los nucleones pu-
dieran superarse y éstos pudieran juntarse de modo que se fusionaran entre si. Se
propuso debia existir un plasma de quarks y gluones en el cual quarks y gluones
ya no estaban confinados dentro de las dimensiones del nucleén, sino que estaban
libres de moverse dentro de un volumen en el cual prevalecian ciertas condiciones
de temperatura y/o densidad extremas [9]. Esto fue a fines de los anos 70 y ya en
1991 [10] se mostré de manera indirecta mediante colisiones de sulfuro-tungsteno
que la produccién resultante de particulas = relativas a la particula A eran di-
ficiles de explicar mediante modelos non-QGP, sélo la hadronizacién a partir de
un QGP cerca del equilibrio podria explicar lo obtenido.

Por otro lado en el ano 2000 [9] se mostré evidencia de «un nuevo estado de la
materia encontrado en las colisiones de iones pesados en el ® SPS » cuyas ca-
racteristicas son las predichas tedricamente como un plasma de quarks y gluones
y concluyen que es necesario trabajar a mas altas energias para completar la
imagen y la caracterizacion de este posible QGP [9]. Acerca de las observaciones
indirectas del QGP, de entre otros se puede revisar [9, 11, 12, 13, 14, 15].

La QCD es una teoria de campo gauge que describe las interacciones fuertes de

»  5SPS, Super Proton Synchrotron del CERN.
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los quarks y los gluones y es la parte SU(3) del Modelo Estdndar de la fisica
de particulas®. En esta los quarks existen en tres colores, N, = 3, y se dice que
estan en la representacién fundamental del grupo SU(3) de color [16]. La QCD
ademds es una teoria renormalizable (Apéndice E) y como todas las teorias de
campo posee una constante de acoplamiento g que es una funcién de la escala
de energia, @ : g = g(Q). Una propiedad de la QCD, caracteristica de las teo-
rfas gauge no-Abelianas” es que la constante de acoplamiento tiende a cero con
el inverso del logaritmo de la escala de energia. Cuando esta escala de energia
tiende a infinito ocurre algo que se conoce como la propiedad de la libertad asin-
totica lo que implica que se utilicen teorias perturbativas solo en altas energias,
es decir, en procesos de transferencia de momentum altas o llamadas hard pro-
cesses. Mediante la libertad asintética en las teorias gauge no-Abelinanas de las
interacciones de las particulas elementales, Cabibbo y Parisi [17] interpretaron
la temperatura de Hagedorn 7. como el limite en el cual, a partir de T" > T,
la materia hadronica no podia existir. Esto implica que en un modelo de con-
finamiento de quarks existe una transicion de fase de materia hadrénica a otra
fase que después se denominé como fase de desconfinamiento. La temperatura de
Hagedorn® que es de alrededor de Ty = 170 — 180 MeV, implica una transiciéon

de fase de segundo orden entre la materia hadrénica y una fase de quark-gluén [8].

Cuando la escala de las energias disminuye entonces el valor de la constante de
acoplamiento g se incrementa lo que lleva a que falle la teoria de perturbaciones
como una expansion en series de potencias de g?(Q). Estos procesos soft, pro-
cesos de baja transferencia de momentum o de hadrones a bajas energias no se
pueden estudiar mediante teorias de perturbaciones. La teoria de perturbaciones
es irrelevante en fisica de hadrones a bajas energias [18]. Debido a esto ultimo,
se utilizan aproximaciones no-perturbativas de dos tipos: modelos que utilizan
aproximaciones a la Lagrangiana de la QCD, o bien, una versién discretizada de
la QCD conocida como Lattice QCD (LQCD).

Un diagrama de fases de la QCD describe situaciones como la region en el interior
de una estrella de neutrones, esto se localiza en el diagrama donde la temperatura
es baja y el potencial quimico elevado. Esta region es de interés ya que tiene solu-
ciones analiticas debido a la libertad asintética de la QCD [19, 20]. Por otro lado,

SEl Modelo Estandar es una teorfa basada en la invariancia gauge SU(3)xSU(2)xU(1).
"Una teoria gauge es una teoria invariante ante ciertas transformaciones, éstas pueden ser

conmutativas o no.
8La temperatura de Hagedorn se puede estimar a partir del espectro de las masas de hadrones

y es una temperatura que el modelo de quarks predecia como limite para el cual los quarks
podrian vagar libremente en el Universo. Esto antes de que se propusiera el concepto de libertad

asintotica.
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Figura 1.1: Bosquejo de Diagrama de Fases de la QCD para m, = 0, en este caso
se tiene una transicion de fase de primer orden (linea continua) y una transiciéon
de fase de segundo orden (linea punteada). El lugar en que cambia el tipo de
transicion de fase se llama punto critico (en color rojo). Izquierda, diagrama que
representa las fases de confinamiento y desconfinamiento de quarks. Derecha,

diagrama que representa las fases de simetria quiral rota y restaurada.

la regién de temperaturas bajas de alrededor de 100 MeV y potencial quimico de
hasta 600 MeV representa situaciones de colisiones de iones pesados [7]. En esta

region se cree que ocurre o termina la transicion de fase de primer orden.

Acerca de las transiciones de fase se puede consultar [3, 7, 21, 22, 23, 24, 25] y en
particular siguiendo a [8], el Modelo Estédndar de la fisica de particulas predice
una transicién de fase de QGP a materia hadronica y ocurre a T < 200 MeV,
esto se relaciona con el rompimiento espontaneo de la simetria quiral de la QCD.
En una transisiciéon de fase de primer orden, el QGP se enfria antes de que se
formen burbujas de gas de hadrones.

Sabiendo que el potencial quimico bariénico tipico up es mucho menor que la
masa barionica tipica ugp ~ 45 MeV y es despreciable al inicio del Universo, se
puede usar LQCD a p = 0. Los resultados confirman que el confinamiento de
quarks en los hadrones es un fenémeno estrictamente de bajas temperaturas y da
fuerte evidencia de que la transicién de fase de la QCD es un crossover. Simula-
ciones numéricas de LQCD indican que a u =~ 0 MeV, las dos transiciones de fase
que son posibles en la QCD, el desconfinamiento y la restauracion de la simetria

quiral, ocurren esencialmente en el mismo punto.

A temperatura cero y densidades equivalentes a la densidad nuclear, los quarks y
los gluones se encuentran confinados en hadrones, no existe algo como un quark
o un gluén libre propagandose en el vacio (Figura 1.1, izquierda). La situacion
cambia al incrementarse la temperatura por encima de cierto valor critico 7T, del

orden de 150 MeV, donde se podria tener un gas de quarks y gluones libres, el
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llamado plasma de quarks y gluones. La misma situacion puede ocurrir a tempe-
ratura cero con densidades muy elevadas. La ocurrencia de este cambio de fase es
muy importante desde el punto de vista conceptual ya que implica la existencia
de un nuevo estado de la materia. En el modelo cosmolégico estandar, este estado
de la materia ocurri6 entre un perfodo de tiempo de 107% — 107° s después del
Big-Bang. Puede ocurrir en los ntcleos de las estrellas de neutrones y también

puede ocurrir en las colisiones de iones pesados [18].

Para obtener este diagrama de fase de la QCD, como se mencioné arriba, en
un régimen de bajas energias es necesario utilizar modelos que aproximan a la
Lagrangiana de la QCD. Hay de este tipo de modelos que incluyen un término
quiral en la Lagrangiana. Esto impone una caracteristica sobresaliente de la fisica
de bajas energias y se describe en el Teorema de Goldstone: la existencia de una
particula ligera, el pién. Esta particula presumiblemente es el bosén de Goldstone
el cual debia de tener masa-cero para el caso de tener quarks v y d con masa-cero.
Una Lagrangiana debe cumplir ciertas simetrias de la fisica para ser considerada
como una buena representacion de un fenémeno, en particular debe respetar una
simetria quiral. Asi que al agregar un término a la Lagrangiana y ésta deje de
ser simétrica con respecto a una transformacion se dice la simetria se ha roto. El
teorema de Goldstone (Capitulo 4) dice que cuando esto ocurre deberd aparecer

una particula con masa-cero. La correspondiente simetria rota es la quiral.

Un diagrama de fases queda determinado por un parametro de orden, es decir,
dependiendo del comportamiento de este se tienen posibles fases en el diagrama.
Para el caso de una simetria quiral el pardmetro de orden es un objeto llamado
condensado de quarks (gq) y las fases que este parametro define son llamadas de
simetria quiral rota y restaurada, cuando el condensado tiene un valor distinto

de cero y cuando vale cero, respectivamente (Figura 1.1 derecha).

Lo anterior se complementa con la posible generacion de un QGP logrado me-
diante colisiones de iones pesados como las que se observan en el LHC y que
producen materia hadrénica muy caliente y posiblemente QGP. La transicion de
materia hadrénica a un QGP segun [27] ocurre a T, ~ 140 MeV y en el limite
quiral a 7'~ 128 MeV. Més atun, ayudados por las simulaciones de Lattice-QCD
(LQCD) a temperatura finita se tiene una buena herramienta para investigar los
patrones de las fases de la QCD. EL modelo NJL incorpora una simetria quiral a
la QCD de dos sabores y su rompimiento espontaneo ocurre a T' < T,. Los grados
de libertad de los gluones son «integrados» y remplazados por una interaccion
local de cuatro puntos de corrientes de color de quarks. Los piones aparecen co-

mo bosones de Goldstone en T' < T, [28]. Las transiciones de fase tienen una
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naturaleza dual: Los hadrones (color simple) se descomponen produciendo un
desconfinamiento de quarks y gluones, esto es lo que se conoce como transicién
de fase de desconfinamiento. La masa de los quarks dinamicamente generada se
vuelve cero, esto es lo que se conoce como la fase de restauracion de simetria
quiral. La LQCD da valores de T, para =0y 2+ 1 sabores de quarks. Y estos
resultados de la QCD no se pueden obtener para p # 0 [29].

Finalmente, se ha hablado de que en el diagrama de fases se observan dos tipos
de transicién de fase, llamadas de primer orden y crossover (o en su defecto, de
segundo orden si se estd considerando el caso ideal m, = 0 o limite quiral, ver
capitulo 6) y ya se mencion6 que en la regién de u = 0 el tipo de transiciéon de
fase es un crossover y que en situaciones de u elevadadas la transicion de fase que
ocurre es de primer orden. El punto en el que ocurre ese cambio en el tipo de
transicion de fase se llama critical point. Este hipotético punto recibe el nombre
de critical end point (CEP) [30, 31, 32], en particular, si se considera la simetria
quiral, m, = 0, recibe el nombre de tricritial point (TCP)[33]. Hay senales expe-
rimentales de la existencia del CEP y estan relacionadas con un incremento en la
deteccién de ciertas particulas conocidas con strangelets, aquellas que poseen un
quark s, es decir, en las transiciones de fase debido a ciertas circunstancias mate-
maticas se tiene un proceso que favorece la apararicion de estas particulas, esta

observable fisica es importante para verificar si el modelo describe al experimento.

Estructura

Una teoria cudntica de campos (QFT) queda descrita por una Lagrangiana que
describe la dindamica de las particulas dependiendo del tipo de campo a estudiar.
En el capitulo 2 se justifica el uso de estas QFT y en las secciones 2.1 y 2.2 se
muestran las Lagrangianas de la Electrodindmica Cudntica (QED) y la Cromo-
dindmica Cudntica (QCD), respectivamente.

Estas teorias son, o estan construidas, a temperatura y densidad cero. Una Ther-
mal Field Theory (TFT) es una QFT a temperaura finita. En el Capitulo 3 se
muestra como construirla en general. Esto se logra primero definiendo la funcién
de particién del sistema, seccion 3.1, y luego equiparandola a una QFT mediante
el formalismo de la Path Integral (secciéon 3.2) en donde es necesario utilizar una
herramienta conocida como formalismo de tiempo imaginario (seccién 3.3). En
particular se obtiene la funciéon de particién de los fermiones a temperatura finita
(seccion 3.4) la cual es el punto de partida para construir el diagrama de fase que
estamos buscando.

En el capitulo 4 se hace un paréntesis para aclarar el concepto de rompimiento

de simetrias el cual es fundamental para explicar el porqué a pesar de que ciertas
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leyes o principios de la fisica deben cumplirse, aparentemente en la practica no
se cumplen.

En el capitulo 5 describimos y justificamos el uso generalizado que se le ha dado
al modelo de Nambu y Jona-Lasinio (NJL) y su Lagrangiana para describir fer-
miones a pesar de que fue disefiado originalmente para describir nucleones. En la
seccién 5.2 se muestra la manera usual de obtener la funcién de particion usando
la Lagrangiana del modelo NJL. Para esto se hace uso de la aproximacion del
campo medio (MFA por sus siglas en inglés). De aqui, en esta misma seccién,
se obtiene la ecuacion de gap. Esta ecuacion tiene un término, conocido como
energia de punto cero, el cual diverge. El modelo NJL debido a su estructura es
no-renormalizable, es decir, no es posible remover estas divergencias. De aqui que
se requiera un proceso para reqularizarias y asi poder resolverlas. En las secciones
5.3.1 y 5.3.2 se muestra como se regularizan estos términos utilizando dos tipos
de esquema, UV-cutoff y regularizacion de tiempo propio (PTR), existen otros
esquemas de regularizacion pero estudiar todos estos esquemas no es el objetivo
de este trabajo. En el capitulo 6 se muestra cémo se construye el diagrama de fase
y como se localiza el CEP. De aqui el siguiente paso es restringir el modelo a una
situacién en un volumen finito (capitulo 7) y lo mostramos de dos maneras, una
es la densidad de estados MRE (seccién 7.1) y la otra estableciendo condiciones a
la frontera (seccién 7.2). Para facilitar la lectura de este trabajo se dejaron dentro
del apéndice final diversos topicos que complementan las ideas expuestas en este

trabajo.
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Capitulo 2

Teoria Cuantica de Campos

Por qué una QFT?

Para estudiar interacciones de, y entre particulas, es necesario establecer qué es
o como representar matematicamente una particula y ademas es necesario contar
con un modelo capaz de describir la dinamica de estas particulas. De tal suer-
te que es posible asociar una particula con un campo.! En particular vamos a
estudiar particulas a nivel atémico por lo que es necesario tener una teoria que
sea cuantica (Mecanica Cuantica), ademds se necesita que todo observador esté
de acuerdo con lo que decimos acerca de éstas, es decir, que sea lo mismo para
un observador en reposo y un observador en movimiento, asi que estas particulas
deben ser relativistas, en nuestro caso con respecto a la Relatividad Especial.
Asi, una teoria de campos que es cuantica y ademas invariante Lorentz es lo que

llamamos una Teoria Cudntica de Campos (QFT).

En la actualidad cada tipo de fuerza es descrita mediante una QFT y el modo
en que se hace es considerando que las interacciones entre las particulas estan
mediadas por el intercambio de una particula virtual. Esta caracteristica evita la

problemaética de la accion a distancia. Esto se puede ilustrar usando un diagrama

1'Una manera sistematica de hacerlo es partir de la definicién de campo escalar real ¢(z) v,
a partir de este, construir su Lagrangiana correspondiente .Z. De las ecuaciones de movimiento
que se obtienen se prueba que para cada valor de momento p, este campo satisface la ecuaciéon del
oscilador arménico con frecuencia wp. Esto prueba que el campo escalar es libre (las frecuencias
no se superponen). Cuando se cuantiza este sistema es necesario introducir dos operadores al
y a y una relaciéon de conmutacién entre éstos, la manera de hacerlo es con la Hamiltoniana H
asociada a .Z. Reescribiendo el campo ¢, ahora con los operadores al y a se tiene que es posible
obtener los estados de energia definida. De aqui ya es posible obtener el espacio de eigenestados
de H usando los operadores llamados (convenientemente) de ascenso y descenso a! y a. De
aqui, es posible calcular la energia de cada estado y lo que se obtiene es que cada estado |p)
del campo tiene energia E, = /p% + m? y esta es exactamente la definicién de una particula
relativista.
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de Feynman (Figura 2.1) el cual muestra la interaccién de dos particulas median-
te el intercambio de un fotén. Al ser emitido el fotén por la primer particula,
en este caso un electrén, y ser absorbido por la segunda particula se transfiere
un momentum entre ambos lo cual es en si la fuerza de interaccién entre estas

particulas.

Figura 2.1: Diagrama que representa la dispersion de dos electrones e~. En este
diagrama el tiempo va de abajo hacia arriba y se muestra que la interacciéon de

éstos se da mediante el intercambio de un fotén ~.

2.1. QED y Campo de Dirac

En una QFT para un campo escalar libre (apéndice B) se tiene que sus particulas
son eléctricamente neutras y el quanta asociado es su propia antiparticula pero
resulta ser que existen particulas/antiparticulas con la misma masa, de aqui que
exista la posibilidad de considerar dos grados de libertad para distinguirlas. Para
considerar esto se utiliza una teoria en donde los campos son complejos y la dis-
tincion entre particula y antiparticula se hace mediante un nimero cuantico que
se conserva lo cual implica una simetria [5]. Al generalizar este campo complejo
para campos con espin 1/2; llamado campo espinorial de Dirac, se obtiene la
base para trabajar las interacciones electromagnéticas y se resume en una teoria
de campos o electrodinamica cuantica QED. En lo que sigue mencionamos los

elementos que componen la Lagrangiana de esta QED.

La Lagrangiana de Dirac se puede interpretar a partir de los siguientes elementos,
comenzando por el campo llamado espinor de Dirac ¢ que es un objeto que tiene
dos componentes llamados espinores de Weyl, w;, y wg, convenientemente los

indices vienen del inglés left y right [39]

o = (Z) , (2.1)

donde a = 1,...4, es el indice espinorial y no suele escribirse a menos que se

preste a confusion. Se definen las matrices de Dirac v* | de 4 x 4 de la siguiente
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con i = 1,2, 3, la matrz identidad 1545 y o las matrices de Pauli (ecuacién G.6).

Estas matrices de Dirac satisfacen las relaciones de anticonmutacién
(A" =AMy At =29" x 1, (2.3)

entonces este espinor de Dirac tiene la siguiente regla de transformacion [4]

b = erm Sy (2.4)

= Y, (2.5)

siendo « independiente de las coordenadas x, con w,, un tensor antisimétrico y
SH = i [7*, "] una forma de escribir el dlgebra de Lorentz. Més atin, si se define

la matriz de quiralidad +° este campo 1) se puede separar en una componente
izquierda y una derecha, ¥ = ¥ + 1¢p (Apéndice J) de modo que

vr = (“C’f) = (-
Vo = (0) = S+ (26)
WR

También se define el espinor conjugado de Dirac ¢ = ¢T7°. La Lagrangiana mas

sencilla que es posible escribir para este campo es de la forma [4]

&L =iy ) — myp
esta es la Lagrangiana libre de Dirac. Este campo de Dirac consta de cuatro
componentes reales las cuales describen una particula cargada eléctricamente con

espin 1/2, es decir con dos grados de libertad internos y de igual modo dos grados

internos para su antiparticula.

Esta Lagrangiana es invariante ante transformaciones de fase globales U (1) y para
hacer que lo sea ante transformaciones de fase locales es necesario introducir una

derivada a través de la sustitucién minima [34]
Ou — Dy = (04 +iqA,) | (2.8)

donde ¢ es la carga del campo ¥(z), esta sustitucién garantiza una invariancia
local y es llamada también transformacion gauge [5]. El campo A, tiene la regla

de transformacién de fase local

Ay — A=A, +0.a() . (2.9)
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De este modo se obtiene la Lagrangiana [4]

L = Y0 — P At — mi (2.10)
donde el segundo término del RHS de la ecuacion representa la interaccion del
fermion v con el campo electromagnético A,,. Esta Lagrangiana es invariante bajo

las transformaciones locales de fase del campo de Dirac 1) también conocidas como
transformaciones gauge [4]

¢ N ¢/ _ eia(x)q/J

b = = el (2.11)
Hay que notar que no es posible agregar un término de masa para el campo A,
yva que de este modo la Lagrangiana no seria invariante bajo las transformacio-
nes locales (2.11), es decir, que al imponer invariancia local resulté en agregar
un nuevo campo con masa-cero. En particular toda teoria que es invariante bajo
estas transformaciones (2.11) se dice que es una teoria gauge.
Esta Lagrangiana de Dirac (ecuacion 2.10) es funcion de campos clasicos, la ver-
sion cuantizada de los campos es en forma de operadores de creacion y aniqui-
lacién del campo y se obtiene estableciendo relaciones de anticonmutacién. En
particular haber establecido la invariancia gauge resulté en la apariciéon del un

bosén gauge cuyas propiedades experimentales son equivalentes a las del foton [4].

Para completar el esquema se introduce la Lagrangiana de Maxwell? libre [5]
& = —1F,, F" donde F" = 9" A" — 0¥ A" es un tensor de fuerza del campo [5].
Asi se tiene lo siguiente [39]

Lorp = iy O, — qUyt A — leFWF‘“’ —m . (2.12)
Esta es la lagrangiana de la QED y lo anterior se resume en lo siguiente [34]: se
busca un conjunto de transformaciones de fase globales que dejen invariante la
Lagrangiana libre en cuestion lo que implica una cantidad que se conserva. De
aqui estas transformaciones se generalizan a una invariancia de fase local mediante
transformaciones gauge, de este procedimiento se puede observar la forma de la

interaccion.

2.2. La Lagrangiana de la QCD y sus caracte-

risticas

Para la Electrodinamica Cuéntica la forma de la interaccién se obtiene de la teo-

ria clasica de Maxwell y Lorentz pero para la interaccién fuerte no existe alguna

2Mediante las ecuaciones de movimiento (Euler-Lagrange) de esta Lagrangiana se obtienen
las ecuaciones de Maxwell.
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teoria clasica que pueda servir de guia para elaborar una teoria adecuada. Siendo
asi que es necesario postular interacciones y probarlas experimentalmente. Teori-
camente se requiere que la teoria sea invariante-Lorentz y ademaés local. Por local
se quiere decir que la interaccién involucra campos evaluados en el mismo punto,

esto para evitar el problema de la accién a distancia.

Las otras dos interacciones son de naturaleza nuclear y son las llamadas fuerte y
débil. Para interpretar la interaccién que ocurre entre los nucleones (protones y
neutrones) en 1935 Yukawa [35] propuso que la fuerza de interaccién entre estos
era, al igual que el electromagnetismo, descrita por un campo (particula), pero en
este caso el cuanto del campo debia tener masa, a diferencia de la masa-cero del
fotén. Esto debido a que las fuerzas nucleares son de rango finito. La particula
se le llamé6 mesén 7 o pién (Figura 2.2). Con el descubrimiento de las particulas
extranias y la clasificacion basada en el grupo SU(3), estos piones pasaron a ser un
elemento de un multiplete y si el campo de un cuanto es en escencia diferente de
la materia de cuantos, entonces el piéon no debia aparecer en dicho multiplete. En
los afios 60 se propone el modelo de quarks [36, 37] en el que el pién aparece como
un estado ligado, un par quark-antiquark, en este modelo la interaccion fuerte no
se da entre nucleones sino que se da entre quarks. Al tiempo existia evidencia de
que los quarks poseen un nimero cuantico parecido a la carga eléctrica, excepto
que tiene tres grados de libertad, es decir, tres tipos de carga (llamada «de color)
ademas se proponia que los quarks no pueden ser observados de manera libre, la
razén es que no es posible que existan estados con este nimero cuantico distinto
de cero. Este nimero cuantico se conoce como el color y los hay rojo, azul y verde.
De aqui que se proponga que el color da lugar a un campo cuantico sin masa y
de spin 1, los quarks interactiian en este campo y los cuantos se llaman gluones,

la teoria que describe la dindmica de este campo es la Cromodinamica Cuantica

(QCD).

Figura 2.2: Diagrama de Feynman que muestra el intercambio de un cuanto del
campo fuerte, en este caso un pién 7", entre un protén y un neutrén como lo

propuso Yukawa.

En la QCD se considera que el color es como la carga eléctrica y da lugar a un

campo dindmico con un cuanto de masa-cero analogo al foton de la QED, este
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cuanto es el gluén. Asi como la interaccién electron-electréon se realiza median-
te el intercambio de un fotén, la interaccidon quark-quark se realiza mediante el
intercambio de un gluén. La diferencia es que los fotones no estan cargados eléc-
tricamente y por otro lado, debido a que la carga de color es una cantidad de
tres componentes se tiene que los gluones acarrean carga de color y es de 8 tipos
diferentes.

La QCD esta basada en dos premisas [4], la descripcion de las interacciones fuer-
tes proviene de una teoria local gauge y que la simetria debe ser una del tipo
SU(3) exacta basada en los grados de libertad del color que acarrean los quarks
y los gluones. Se asume también que los gluones «ven» color pero no sabor de
modo que cada uno de los diferentes sabores de los quarks experimenta la misma

interaccion fuerte, excepto a lo debido a las diferencias de masa de estos.

Para comenzar una introduccion acerca de una teoria que describa las interaccio-
nes fuertes se comienza por considerar que los nucleones y las demés particulas
como el pién son en realidad estados ligados de particulas fundamentales (fermio-
nes con espin 1/2) llamadas quarks. De estos quarks hay seis tipos diferentes o
sabores y estos se distinguen por su masa y su carga eléctrica. Bajo este modelo,
los hadrones estan formados de estados ligados de tres quarks (bariones) o de
dos quarks (mesones). Sumado a esto se tiene la teoria del color propuesta por
Han, siendo este color una simetria gauge propuesta por Nambu y Greenberg
en 1965 [38] donde se establece que ademés de los grados de libertad (g.1.) del
espacio y del espin, los quarks poseen otro: el color y éste es de tres diferentes
tipos denominados rojo, verde y azul. Para formular la Cromodinamica Cuantica
(QCD) se hace una analogia con la Electrodinamica Cuantica (QED) comenzando

con la conservacién del color en similitud con la conservacion de la carga eléctrica.

Siguiendo de cerca a Mandl [34], en la teorfa del color el operador del color I3
actua sobre la funcién de onda del quark y este operador queda definido mediante
matrices Hermitianas de 3 x 3 que resultan ser las matrices de Gell-Mann (G.9)
y se escribe como

Ai
D) ;
En seguida se busca una transformacion de simetria que de lugar a la conservacion

F = i=1,...,8. (2.13)

de la carga del color y para esto se parte de la Lagrangiana para el quark libre

(ecuacién 2.7), en este caso para cada color ¢ y cada sabor f
L =Wl (i) — my )WL+, (i) — mg ) U]+ 0 (idh — my) W] (2.14)

donde los indices de sabor f = u,d, s, c,b,t corresponden a los quarks up, down,

strange, charm, bottom y top (los tltimos dos antes llamados beauty y true). En
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delante estos indices se omiten por simplicidad a menos que se preste a confusion.

El campo U/ corresponde a los quarks de sabor y color f y ¢ de la siguiente manera

Pl (x)
V=gl | s
i ()

en forma compacta esta Lagrangiana (2.14) se puede escribir como

= (0l@) ¥) B@) . (2.15)

L =T(if —m) . (2.16)

La conservacién del color proviene de la invariancia de (2.16) bajo transformacio-
nes de fase globales (G.7)

1/} — 1/}/ _ 6iaa)\a/2w
b — ) = peiare/2 (2.17)

que siguiendo el camino establecido por la QED se extiende esta simetria a trans-

formaciones de fase locales (simetria gauge) SU(3) haciendo

¢ — ¢/ _ eigsaa)\aﬂw
P — P = PeTi9manta/2 (2.18)

con g5 la constante de acomplamiento siendo un nimero real que es conocido
como la carga del color, a,(z) los pardmetros reales (funciones reales) explicita-
mente indicando su caracter local en x y a = 1,...,8. Asi mismo remplazando la

derivada 0, por la derivada covariante
. Aa
D' = [aﬂ + 2953A5}¢ : (2.19)

en la Lagrangiana (2.16) se obtiene

<z = @(m)[le—m}\P :
- 4+ % (2.20)

en donde la Lagrangiana de interaccion es

A\,
1= g Ty AL (2.21)

y es de notar que aparece un nuevo campo, A* el cual es un campo real gauge
llamado gludn, es decir, extender la teoria libre a una interaccién local con el
campo en el que «viveyr implica la introduccién de un campo de interaccion que
en este caso es el campo A* y es llamado gludnico.

Esta Lagrangiana describe quarks y su interaccion con el campo de los gluo-

nes (¢-g) y para una completa descripcion hace falta la interaccién gluén-gluén
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(g-g), ésta se obtiene, nuevamente, de una analogia con la QED en la que la
auto-interaccion del campo es —iFWF m - asi que para la QCD se tiene que la

Lagrangiana del gluén libre es

1
XG = _EGa/u/GgV s (222)
donde
GL = "+ gsfanc Ay ALY (2.23)
Fr = 9vAl — 0" A; . (2.24)

Finalmente la Lagrangiana de la Cromodinamica Cuantica es

L =V[il) —m|¥ — iGawaj” . (2.25)

El segundo término del RHS de la ecuacién (2.25), o bien, la ecuacién (2.22) en

forma explicita es

1 1
XG - _ZFa,uch/LLV + gsfabcAauAbuaMAZ - ZggfabcfadeAgAZAduAeu 5 (226)

y se observa que contiene la interacciéon de los ocho gluones de espin 1, estos
gluones tienen carga de color no-cero y por tanto no pueden observarse como
particulas libres debido al confinamiento de color. También se presenta la inter-
acciéon g-g y esto genera vértices de tres y cuatro puntos (términos 2 y 3 del RHS
de la ecuacién). Otra caracteristica fundamental es que la QCD es independiente
del sabor, es decir, la fuerza y la forma de las interacciones ¢-g son independientes
del sabor del quark. Esto tiene consecuencias para los quarks u y d ya que tienen
casi la misma masa. En ciertas ocasiones, por simplicidad se considera, y en este
trabajo se hard, que tienen la misma masa, a esto se le llama simetria de isospin

y resulta ser una muy buena aproximacion.

Las invariancias de fase local mostradas, U(1) y SU(3), corrresponden a las teorfas
de campos de las interacciones electromagnéticas y fuertes. Para completar el
cuadro se requiere una teoria andloga para las interacciones débiles. Esta teoria
y su Lagraniana tiene invariancia local SU(2). En la actualidad se ha logrado
unificar esta interaccién junto con la electromagnética, el resultado es la teoria

electrodébil y su Lagrangiana es invariante SU(2) x U(1), tiene la forma
XEW = c%auge + gfermion + gHiggs + gYukawa ) (227)

una interpretacion de cada término de esta Lagrangiana esta fuera del alcance de
este trabajo, para una consulta a nivel basico se puede encontrar en los textos
que cubren temas de teorias gauge ya citados [4, 5, 6, 34, 39], también en [40, 41]
que lo tratan dentro del Modelo Estandar.
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Capitulo 3

Teoria Cuantica de Campos a

Temperatura Finita

La mecanica cuantica es un conjunto de procedimientos para calcular los valores
esperados de las cantidades fisicas u observables (fl) En la misma direccién, la
QFT es un conjunto de procedimientos para calcular valores esparados de cam-
pos (¢). En la Thermal Field Theory (TET) el problema es determinar el valor
promedio térmico de los campos, (@)s, en ocasiones se dice que la TFT es una
QFT en un bano térmico o una QFT a temperatura finita.

Cuando se considera un sistema, por ejemplo un gas de electrones, éste se ve
afectado por los choques lo cual interviene con la temperatura. Lo que queremos
considerar son procesos fundamentales cuando hay un medio, es decir, que se
encuentran a cierta temperatura. Esta es la diferencia con la QFT en la que se

consideran procesos a temperatura cero.

En esta secciéon se introduce formalmente la temperatura a una Teoria Cuanti-
ca de Campos y se presenta de manera sistematica. Primero se observa que en
mecanica estadistica existe una llamada funcién de particién Z la cual expresada
en forma de logaritmo, InZ, aparece en todas las variables termodindmicas de un
sistema térmico, es decir, todas las propiedades térmicas de un sistema se pueden
escribir en términos de esta funcién de particion Z. Esta funciéon Z resulta ser,
matematicamente hablando, idéntica salvo por un factor ¢, a la expresion para
calcular la amplitud de probabilidad de transicién de un estado a otro de la QFT.
Esto se logra haciendo un cambio de variable conocido como el Formalismo del
Tiempo Imaginario, una continuaciéon analitica del tiempo real a un tiempo ima-
ginario y que consiste en efectuar un cambio de variable de modo que la expresién
original que se encuentra en un espacio de Minkowsky se traslada a un espacio
Euclidiano.

Este cambio, como se menciono lineas arriba, involucra igualar numéricamente un

término de temperatura con un término temporal de manera que la QFT ahora
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sera funciéon de la temperatura.

3.1. La Funcién de Particiéon Z de Fermiones y

Bosones

Funcion de Particion 7

Supongamos un gas en equilibrio a temperatura 7" en donde podemos tomar una
molécula del gas y considerarla como un sistema pequeno en contacto con un gas
térmico a temperatura 7' compuesto de las demas moléculas del gas. Se define la
funcion de particiéon de una molécula a partir del calculo de la probabilidad P,
de encontrar una particula en cualquiera de sus estados cuanticos r, en donde su

energia vale E,, es decir [42]
e PEr

P’r — 427, e*ﬁEr )

(3.1)

de aqui, la suma extendida a todos los estados o también llamada funciéon de

particion Z de la molécula es
Z = Z B_BET 3 (32)

donde F, representa el valor de la energia de un estado particular y el parametro
1/5 se define como 1/ = kT en donde la magnitud T asi definida proporciona
una medida de la energia en unidades de la magnitud k. Este pardmetro 7' se

denomina temperatura absoluta del sistema en consideracion.

La funcién de particién es una cantidad 1til ya que de ésta se pueden obtener
todas las propiedades termodinamicas de un sistema, por ejemplo, de la definicién

de probabilidad
(3.3)

al multiplicar por la energia F; y sumando sobre todos los estados ¢ se puede

calcular el valor promedio de la energia (F) (Apéndice K)

ik Y e PP B

(B) = =i —— (34)
que en forma compacta se puede escribir como
(E) = _ﬂan . (3.5)
op
Asi mismo la presion P se define como
P= —gg , (3.6)
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donde la cantidad 2 = —TInZ recibe el nombre de potencial termodinamico.

Para mas propiedades se puede revisar [43].

La definicién de Z se puede extender a [18]

7 = Z(n\e’ﬁg\m =Y e b =Tre PH (3.7)

n

donde H|n) = E,|n) y (n|n) = 1. Para el segundo y tercer término de la ecuacién

A

anterior se usa el hecho de que f(A)|n) = f(a)|n), entonces tiene sentido decir

7Z = Z(n[e’ﬁﬁln) =Y "(nle Frin) =S e PEr(nln) =3 e P (3.8)

n

De manera natural en la ecuacién anterior se introduce el potencial quimico p a
través del Hamiltonano H — H — MN el cual es el trabajo necesario para agregar
una particula al sistema, p = dW/dN (para H y el operador nimero N ver
Apéndice C ecuaciones C.24 y C.25)

(= uN)|n) = Hin) - pN|n)

= nhwln) — pn|n)
= n(hw — p)ln)
= n(Bu—u)ln) (3.9)
y entonces,
7 = Tre PH-1N) — Z(n|e’ﬁ(H’“N)|n> =) e Alhwmn (3.10)
n=0 n=0

La Funcién de Particiéon de Bosones y Fermiones

De manera general, para la funciéon de particién (3.8) utilizando la relaciéon para

la energia de una particula en el estado n dada por E = fw(n + 1/2) se tiene que
7 = Ze—ﬁEn _ ie—ﬂhw(n—&-l/Q)
— e—,Bhw/2 ie—ﬂﬁwn
= e_ﬂm/2(1+e_5h“’+e_25ﬁ“’+6_36m’+...> ,

esta tltima es una serie geométrica s,, en la que la razén r es r = e #* <« 1, luego
Sp=1/(1 —r), asi

1
7= e (3.11)
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esta es la funcién de particién para los bosones (tiene la forma de la distribu-
cién de Bose-Einstein). Si se considera el potencial quimico u, usando (3.10) y

despreciando el término de energia del vacio se tiene que

1

Z = 1 — e Blhw—p) *

(3.12)

De igual modo para los fermiones que, por el Principio de Exclusién, s6lo pueden
tener dos estados, n = 0 y 1, es decir, la energia de un fermién FE, = nhw tiene
dos posibilidades, £, =0y E; = hw, luego

1
zZ =¥ BB _ 0 4 =Bl
n=0
Z; = 1+4e P (3.13)
y considerando el potencial quimico p es

Z; =14 e Plwn (3.14)

Degeneracion de estados

Estos dos tltimos resultados, ecuaciones (3.11) y (3.13), son para un sélo tipo de
energia, es decir, todas las particulas tienen energia F = hw en cada uno de los n
estados posibles, pero existe el caso en el que diferentes estados poseen el mismo
valor de energia (o momento p), cuando ocurre esto se le conoce como degenera-
cion de estados. Lo anterior se puede ilustrar con el ejemplo del sistema de una
particula en una caja cubica. Este problema se resuelve usando la ecuacion de
Schrodinger en donde las soluciones de energia son funcién de tres niimeros cuan-
ticos independientes n,, n, y n.. En la caja cibica para cada triplete {n,,n,,n.}
hay un valor de energia y un valor de la funcién de onda de manera que el estado
fundamental de minima energfa corresponde a la terna Ejy; = {1,1,1} (Figu-
ra 3.1). El primer estado exitado, es decir, cuando uno de estos valores es 2, es
E112 = E191 = Eby, este nivel tiene la misma energia y son tres estados diferen-
tes, cuando ocurre esto se le llama degeneracion del nivel de energia, que en este

ejemplo es 3. Se define la densidad de estados (Ecuacién F.6, Apéndice F) como

\%4 3
dNestados = (271_77:1/):)) d P . (315)

ademas el nimero de estados por intervalo de energia es

dNest
dE

= degeneracion = g(FE) . (3.16)

Regresando al caso de la funcién de particion de bosones y fermiones si estamos

hablando de un cierto valor de momento p;, encontramos una funcién de particion
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Figura 3.1: Sistema coordenado de los niimeros cuanticos n,, n, y n,. A partir
de este sistema se construye una celda unitaria ctibica con los nimeros cuanticos
(1,1,1), (1,1,2),- - - hasta llenar toda la regién y construir una esfera de volumen

2 _ 2 2 2
e =ng+mn, +n;.

7, para otro valor de momento ps su respectiva Zs, entonces de la ecuacién (3.12)

con p = 0 se obtiene

1 1

%= 1 — e By Zy = 1 — o—Bhwy

En general, si consideramos todos los valores posibles de p de una particula,

tendremos que

a=>%4,, (3.17)
p

es decir, cada H aporta un valor de energia por cada distinto p y entonces se

tiene que
Z = <n|e_621 HJ|n> = <n|€—5H1+ﬁ2+...|n>
luego cada valor 1,2, ... representa un valor distinto de momento p y podemos

escribir la funcién de particién como un producto de éstas y a su vez el logaritmo

de esta Z es la suma de estas funciones Z

Z2=11% — WwzZ=% Iz, , (3.19)
p p

donde cada estado con un valor particular p, tiene una degeneracién (3.15) y

entonces se llega a

1
(27)?

InZ — / &p InZ, | (3.20)
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este ultimo resultado para los bosones (3.12) es

Inz, = —(2‘;3 /d3p ln{l — eﬁ(EP“)} , (3.21)

y para los fermiones [43]

V

InZ =
T )

/d?’p ln[l + e*B(EP*“)} + ln[l + eiﬁ(Eer“)} (3.22)

3.2. El Formalismo de la Path Integral

Considerando el experimento de la doble rendija para electrones (Figura 3.2), la
amplitud de probabilidad de transicién de que el electrén inicie en el punto ¢ y
pase por el punto 1 se denota como (1|7), y como (f|1) la amplitud de que pase
por 1y termine en f (ecuacién A.14 del Apéndice A ), de igual modo para el
caso en el que la particula haga el recorrido i — 2 — f, asi, la amplitud de

probabilidad de realizar la trayectoria de i a f es (ver ecuaciéon A.14)

(Fliy = (FIL) + (f12)22) - (3.23)

/ )
i)

2

l
P12 f 4

Figura 3.2: Izquierda, diagrama de la doble rendija. En la figura se representa
la trayectoria que seguiria una particula que inicia en ¢, pasa por la rendija 1y
termina en el punto f. Derecha, misma situacion en un diagrama espacio g vs
t. La amplitud de probabilidad de transicion de efectuar una transicion desde el
estado inicial ¢ al estado final f es la suma de las amplitudes de transicion de las
dos posibles trayectorias (f|i) = (f|1)(1]7) + (f]2)(2]7).

De manera general, consideremos un sistema que inicialmente se encuetra en ¢; al
tiempo ¢;, es decir, se encuentra en el estado |g;t;). La amplitud de probabilidad

de efectuar una transicién al estado |gsty) es

A= (artslats) (3.24)
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qi 95 i+t qr

Figura 3.3: Propagacién de una sola trayectoria desde el punto (g;, t;) hasta (qy, ts)

esta expresion se conoce también como el propagador y el objetivo es expresarlo
como una integral de camino (path integral).
Primeramente dividamos el intervalo de tiempo ¢ —t; en n+1 intervalos 7 (Figura

3.3) de manera que el intervalo de tiempo es
T=tis1—1t; , (3.25)
entonces la amplitud de transicién viene dada por
(artslaiti) = / dgy dgs - .- dgn{qstylgntn) (gntnldn-1tn-1)

X(Gn-1tn-1] ... |ot1) (@ta]aits) | (3.26)

esta integral es sobre todas las posibles trayectorias.

j Zj+1
Figura 3.4: Una trayectoria arbitraria.

Para una trayectoria arbitraria (Figura 3.4) se tiene que (ver Apendice D, ecua-
ci6n (D.2))
(gj1tilaits) = {gale™ ) (3.27)
que se resuelve desarrollando en serie
(@jeatinlate) = (ginle™g)
~ (gt l(1 —iHT)|g;)
= (gj1llg;) — (g1 1H|gs) (3.28)
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por ser ortogonales (ecuacién A.7 del Apéndice A), el primer término del RHS
de la ecuacion es

|
(j1la5) = 0(gj1 — 45) = 5 /_ e t1=4) dp; (3.29)
~2
y en el segundo término del RHS la Hamiltoniana es H = H(p, §) = 2p— +V(q),
m
luego la ecuacion (3.28) es
1 o0 ,L'p.(qv_‘_l,qv) . ﬁQ >
(gj+1lg;) = %/_ooe AT dpy — i g |5+ VI()gg) - (3:30)
A R
Para el término <qj+1 - +V(q) qj> se tiene que (ver Apéndice M)
m
<QJ+1‘ |QJ> = oy / dp lp(qjﬂiqj)
walV@lay = Vo [~ o ap . (331)

Asi la ecuacion (3.30) es

2
)= faresono e (£07)] L am

el término entre corchetes es la expansion de la exponencial y el término entre

paréntesis es la definicién de la Hamiltoniana, asi que

(gj+11q5) = / dp e~ Plai+179) o=l (3.33)

esta es la amplitud de transicién de un segmento de la trayectoria ¢; a gj4+1. Si

tomamos todos los segmentos, es decir, la ecuacién (3.26) es

(artylaits) = / [Dq| [Dplemtara=irt (3.34)
donde [Dq} =dqdq, ...dg, y [Dp} = ngrli]: . C;Z;: luego

{artslaits) = /[Dq} | Dp]exp [”<p quT_qj_H)]
- / [Dq] [Dp] exp [éT(pq'—H)} , (3.35)

en el ultimo paso se hizo un paso al limite para obtener ¢. De la hipotesis H =
p?/2m — V, calculamos una integral con respecto a dp y tomamos una j en

particular, luego
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d D L iviey [
/72 > exp |:7’ij i o V(%)} =€ Vi) /OO dp;
iT 2 . ©\2 ©\2
X exp | — %(Pj — 2mg;p; + (mg;)” — (mdg;)
1 . '
_ ge—’LTv(qj)'i'ZquQ/Q /dp exp {_ 22:” <p _ mq)2:|
1 1 )
= 5. XP [z'Tqu']? — iTV(Qj):| /dp exp [— 722; (p— mCJ)z] ;

la integral de la derecha, salvo el imaginario 7, es de la forma de una integral
gaussiana [ e~ dz = /(7 /a), y ésta al ser constante la renombramos como N,,.
Finalmente, habiamos elegido un intervalo 7 por lo que regresamos a 7 — dt,

para obtener

= 217TNO exp {i/dt qu? — V(Qj)} } )
(3.36)

y si barremos con todos los puntos j llegamos a
(arla) = No/ {Dq} exp [i/dtL}
arla) = N, [ [Da] &, (3.37)

que es la amplitud de transicion.

3.3. Formalismo de Tiempo Imaginario

De la expresion para la amplitud de probabilidad de transicion de un estado

inicial a uno final (3.27)

(astylaits) = (ap|e ™0~ g;) (3.38)

siU(ty —t;) = e (ts=%) es el operador de evolucién temporal y consideramos

una transiciéon desde un estado inicial hacia el mismo estado, es decir, como si
regresara al mismo estado lo que obtenemos es una expresién que en su forma es

similar al concepto de funciéon de particiéon Z

<Qitf Qiti> = <Qi

de aqui comparando la ecuacién (3.8) con la definicién de funcién de particion

e tH(ts—t:)

) —Z (3.39)

Z = <n‘e‘5H ‘n> se observa la similitud entre e ## y e=#H cuando hacemos lo
siguiente:
e PH — g7 IBH — omitH (Bype, 7) & e "™ (Transic. de estados)

(3.40)
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cont = —i y T =1ty —t. A este proceso se le conoce como el formalismo
del tiempo imaginario. A grandes rasgos este formalismo consiste en reescribir la
expresion que esta en el espacio de Minkowsky en su equivalente FEuclidiana y

para esto partimos de la métrica s> = t? — 22 y si usamos t = —if3 escrita como
t=—it, (3.41)

con 8 = 7, de aqui se obtiene una métrica Euclidiana ya que
s?=—(T"+=x%) . (3.42)

La ventaja de este cambio de variable es que se puede utilizar todo lo que sabe-
mos acerca de la métrica Euclidiana salvo por el signo. En resumen lo que se hizo
fue hacer una transformacién ¢ — it y a este nuevo tiempo imaginario que lla-

mamos 7 permite hacer una conexién entre el tiempo ¢ y la temperatura § = 1/T.

Con lo anterior podemos escribir (3.37) para un campo ¢ como

Z - / [Dy] et e (3.43)
haciendo
t—it=r
= —IT
dt = —idr (3.44)
entonces
/ L'z = / Ldtdx = / Lo(—dr) P | (3.45)

con el subindice E indicando que es en el espacio Euclidiano. Entonces para (3.43)

se tiene que

Z = / (D] e . (3.46)

Con la accién Euclidiana

Sp = /0 * dr / Py | (3.47)

3.4. Teoria Cuantica de Campos a Temperatura
Finita (TFT)
En esta seccion se va a obtener la funcién de particiéon para un gas de fermiones

en la teoria cudntica de campos.
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Los fermiones quedan descritos por la Lagrangiana . = @(z’v“@u —m)y y en el

formalismo de tiempo imaginario es (ver ecuacién N.9 del Apéndice N)
Lo =P =0 +i70 —m + WO} ¥, (3.48)

entonces la funcién de particion (3.46) es
_ B _
Z =N, / [D9][Dy] exp [ / dr / P ¢[ — %D, + i — m + uﬂ ¢] (3.49)
0

Para obtener la funcién de particion Z se escribe el campo en términos de una

serie de Fourier

Viar) = \/— Z T g ) (3.50)
@(mﬂ_) - = Z et wn/Ter/,w)@(pl’w%) 7 (351>
\/V ooyt

donde se usé p, = iw,. Entonces el exponente de esta ecuacion (3.49) es

B 1
Sp = / dr / 'z
X S0 Dy €T OB i, iy =+ 0| Vg
n!/,p’ n,D

(3.52)

cuyas integrales tienen soluciones de la siguiente forma

B . i = W,y
| dr itenmennr = {B T (3.53)
0

0 Si Wn # W

y suponiendo un cubo de arista L

L/2 , ) V sip=12p
/ d:L‘ ez(px_pz)x f— ?1 p p s (354)
~L/2 0 si p#£p

entonces

/ dr ewn=wn)T = g5
/ Pae PP Vs, (3.55)

Estas soluciones en la ecuacién (3.52) después de efectuar las sumas hacen que

n' —nyp — py entonces
7= / (D7) [Dy]es (3.56)
con

Se=08Y_ Viwp [ — iy —'pr—m+ mo} V(wnp) - (3.57)
np
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Ahora bien, vamos a usar el siguiente resultado: para cualquier matriz cuadrada

no-singular M se cumple que [4]
/ (D7) [Dy]e ™M = DetM (3.58)
as{ tenemos que, para una n y una p fijas
Z = Det {5{(2@)” — 1)+ + mH , (3.59)

observando que (3, al igual que las demas cantidades son matrices de 4 x 4, es

decir, es 51444, por lo que se tiene que

Z = Det [BLWJ Det {(z’wn — W+t m]

= (% Det [(zwn — )y T+ m}

Wy +m+ 0 0 0
_ 0 twy, +m+ 0 0
0 0 —wp, +m — 0
0 0 0 —lWy, +m —
0 0 Pz Pz — Z'py
+ o Petipy D (3.60)
—Pz _(p:c - Zpy) O O
_(p:v + Z'py) Dz 0 0

para el segundo término del RHS de la ecuacion se utilizé v-x = y'p,++v*p, +7v°p.
siendo 7%, a = 1, 2,3 matrices de 4 x 4. Después de resolver el determinante se

obtiene
2
Z = p* [(mn —p)? - Ezﬂ : (3.61)

con E> = p* +m?. Del logaritmo de Z se puede obtener el potencial termodina-
mico, asi el logaritmo de la funcién de particion (3.58) para todas las n y dejando

pendiente la suma sobre todas las p es

nZ = In { / (D] [Dy] ewMﬂ

=In [DetMl DetMy - - - DetMn]
= Zln {DetMn} ,
entonces usando la solucién del determinante, Ecuacion (3.61), llegamos a
InZ => "In p* {(zwn — ) — Egr , (3.62)
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y para simplificar los calculos se utiliza la propiedad Inx™ = nlnx y entonces

InZ = > Inp? [(z’wn —u)? — E;] +> In 32| (iw, — p)* — E;

— Stn[Blin - p+ B3 - - 5)
n ; In [5(2’% — p+ By)Bliwn — 1 — Epﬂ

y como Y o7 Wy = > 02 —Wwy entonces

n=—oo °Nn

— S ta[Sisn — s+ B (i~ )

+ gln [ﬁ(zwn —pn+ E,)B(—iw, — p — Ep)}

= Y In BB, — p)? = ifwn| + Y In B2[(Ep + 1) — i) -

Desde el punto de vista termodinamico se tiene la siguiente identidad

52(Epiﬂ)2 d,ﬁL’Q
In 872 + (B, + ] = [ Pl + 22

y tenemos una suma sobre n, entonces es

dz?

f2w2 + 22’

B2 (EpEp)?
S @i+ (B = [ %

con wy, = (2n+ 1)m/B, luego se usa la siguiente identidad [18]

1 x = 1
~ tanh (Z) =
oz " (2) 2 (2n 4+ 1)?m2 4+ 22’

n=—oo
a su vez, la tanh x se puede reescribir como

3:) ev/2 — /2 2

o (£) =P 2
an 2 6x/2+€x/2 er + 1

luego la ecuacion (3.65) se resuelve

BByt ! 2
ZlnﬁQ[wiﬂEpiﬂ)?]:/l 2mdx2x<1—ex+1>

= B(E, & 1) + 2In |1 4+ e PEED | 4 ctes.
B( P N)

luego la ecuacion (3.63) es

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

InZ = B(E, + u) + 211{1 + e_ﬁ(Eﬁ“)} v B(E, — ) + 21n[1 + e_B(EP_“)] (3.69)
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Los términos constantes los omitimos ya que nos van a interesar cantidades que
dependen de variables termodindmicas, y al no serlo después de derivar se con-
vertiran en cero. Hay que recordar que teniamos una suma sobre p pendiente que

podemos reescribir como
1 / d*p
=y = — (3.70)
VS (2m)3

de esta manera terminamos el calculo de InZ

BE, + ln[l + e PEptm)

d’p
InZ — /7 2
n Vv (27T)3

—i—ln{l +e—5<EP—“>u . (3.71)

finalmente de

Q= —]{;/Tmz : (3.72)

con k =1 la constante de Boltzmann en unidades naturales, T'= 1/ la tempe-

ratura y V' el volumen se obtiene

(2:2/&2”)3

hay que destacar el 2 que aparece fuera de la integral, son los grados de libertad

Ep _|_T1n [1 + e—ﬂ(Ep'i‘H)

+ Tln[l + e_B(E”_“)]] o 373)

(internos) de los fermiones, es el espin. El término E, es la energia del vacio. Este
es el potencial termodinamico €2 para los fermiones libres en una QFT. De este
potencial termodinamico €2 se obtienen todas las propiedades termodindmicas de

un gas libre de fermiones.

El problema cuando se incluyen las interacciones entre las particulas del gas
implica una Lagrangiana compuesta de un término libre .Z,, que ya tratamos en

esta seccion, y un término de interaccion .Z,; de la forma
Z = 0%0 + vgint
S = /d4m g = /d4x Z /d% 7 (3.74)

Calcular la funcién de particién utlizando una Lagrangiana de este tipo es un
problema dificil de resolver y lo que se acostrumbra es hacer una expansién en

serie alrededor de un parametro de manera que

7 = [ [Dg]ertsitsin (3.75)

7= [ [pg]e

al hacer este desarrollo se tiene un 1 «mas las contribuciones del campo ». En

1+---}, (3.76)

si, el problema consiste en calcular, o determinar, la contribucién a la funcién de
particion Z de esta interaccion y esto se hace mediante una aproximacién y en
muchos casos se utiliza la Teoria del Campo Medio (Mean Field Approximation
MFA ). En la Seccion 5.2 se utiliza esta aproximacién para obtener este potencial

termodinamico a partir de una teoria con interaccién.
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Capitulo 4
Rompimiento de Simetrias

Una invariancia ante una transformacién matemaéatica se conoce como una sime-
tria (Apéndice G), por ejemplo, decimos que una Lagrangiana es invariante ante
una transformacién (o es simétrica ante esa transformacion), si al aplicar esta
transformacion, la nueva Lagrangiana tiene la misma forma matematica que la
original, méas aun, esta invariancia implica una ley de conservacion o regla de
seleccion. El resultado anterior se conoce como el Teorema de Noether: a toda
simetria continua de una Lagrangiana en una teoria de campos le corresponde

una cantidad conservada (apéndice H).

Existen varias maneras en que se manifiestan las simetrias, las principales son
el modo Wigner, el modo Goldstone y el modo Higgs y lo que las diferencia
es la estructura del vacio [4]. La importancia de lo anterior recae en la manera
en que se construyen las QFT ya que éstas se construyen a partir del vacio.
Cada estado de una QFT se construye a partir del vacio (el estado de menor
energia) mediante la aplicacién de los operadores de creacién y aniquilacién. De
este modo, si una Lagrangiana es invariante ante una transformaciéon de simetria
U, entonces es del modo Wigner si también el vacio, |0), es invariante ante esa
transformacion, es decir, U|0) = |0). Si, por otro lado, el vacio no es invariante, es
decir, U|0) # |0) se dice que es del modo Goldstone o del modo Higgs dependiendo
de si la transformacién U es global o local, respectivamente.

Acerca del vacio, cabe mencionar que cuando tratamos con una teoria de campos
el campo es algo que existe siempre y llena todo el espacio y las perturbaciones
en este campo es lo que llamamos las particulas. Ahora bien, este campo posee su
energia minima, es decir, el valor esperado del vacio (VEV). Como es un campo
cudntico, entonces tiene pequenas fluctuaciones (las particulas) de manera que

todo campo A se puede escribir como
A= f+VEV, (4.1)
donde f es el valor de la fluctuacion alrededor del vacio, es decir, el valor del
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campo (la particula).

Mas a detalle, si consideramos una Lagrangiana con interaccién £ = % Ot p —

%u2<,02 — ix\g&‘l con el campo escalar real ¢ (ver Apéndice E ecuaciones (E.6) y

(E.7)), esta Lagrangiana es invariante ante la transformacién discreta ¢ — —¢@ y
si graficamos el potencial V(¢) = u¢? + 1 p* restringiendo a A > 0 ya que de
lo contario la funcién no tiene un minimo por lo que no habria estabilidad y la
estabilidad de los sistemas es importante para construir teorias fisicas. Entonces

se tienen dos posibilidades, que p? > 0y u? < 0 (Fig.4.1).

V(®) = (12/2)0? +(N/4)0* V(@) = (p2/2)® + (M4)0*

VAV,

Figura 4.1: Potencial V() = $p2p?+ ¢ a) Izquierda, para p* > 0. b) Derecha,

cuando p? < 0.

En el primer caso, se tiene que p? es un nimero real y si estudiamos los extremos

del potencial minimizandolo, es decir dV/dp = 0, se tiene que

dV (ow@))

=0 4.2
oo (4.2)

(P(a))

de aqui vemos que 1> (@) +A(@))* = 0y entonces un punto critico es (¢(,)) = 0,
y va que (p@)) = £4/—p?/A = £v con Ay p? > 0 entonces v es imaginario y
esta solucion no se considera. En este caso hay un minimo, el cero, y éste es el

vacio del modelo, es decir, (p()) = 0.

Dado un nivel de energia, si es no-degenerado el correspondiente eigenestado de
energia es Unico e invariante bajo la transformacion de simetria de la Lagrangia-
na. Por otro lado, si el nivel de energia es degenerado, entonces los eigenestados
correspondientes no son invariantes ante la transformacién [34], en particular si
elegimos uno de estos estados degenerados como el estado fundamental, entonces
este estado ya no serd simétrico como si lo es la Lagrangiana. Esta manera de

obtener un estado fundamental (o vacio) se conoce como rompimiento espontdineo
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de la simetria (RES). La asimetria no es debida a que se agregé un término extra
a la Lagrangiana sino que es debida a la eleccién arbitraria de uno de los estados

degenerados.

En el ejemplo anterior, cuando p? > 0 el vacio es cero y éste es simétrico con
respecto a la transformacion, de aqui que decimos que esta situacién es el modo
Wigner. Por otro lado, cuando p? < 0, el minimo ya no esta en cero sino que esté
en +v = +,/—p2/X\ y hay un méximo en cero (ver Fig. 4.1b). Eligiendo el valor
del vacio, por ejemplo v, entonces ¢ = ¢ + v (4.1), asi aunque la Lagrangiana
es invariante ante la transformacién de paridad, al elegir el vacio esto ya no se

cumple ya que el potencial V' toma la forma de
2 A - .
V= 5 <¢2 + 2¢v + v2> + 1 <¢4 + 4% + 6¢%0* + 4pv°® + 04) , (4.3)

y al hacer ¢ — ¢’ = —¢ se tiene que V # V’. En este caso, la Lagrangiana es
invariante ante una transformacién global, es decir, ¢ — —¢ no depende de =,
de ah{ que sea global. Pero cuando p? < 0, y eligiendo un vacio resulta que &

ya no es invariante ante esta transformacion, luego estamos en el modo Goldstone.

De entre lo que se puede concluir de lo anterior, lo més relevante con respecto a
este trabajo es que existe una transicion de fase de un vacio simétrico a un vacio
degenerado y esto depende de un pardmetro de orden, que en este caso es u® [4].
En estas teorias QFT los términos de masa siempre estan relacionados con el
término de campo al cuadrado. Entonces de la ecuacion (4.3) se observa que apa-
recieron dos términos de masa y son debidos a un rompimiento espontaneo de la

simetria.

La Lagrangiana libre del campo complejo es [6]
L = 0,0 0" — Pt (4.4)

y se forma a partir de dos campos escalares ¢ y o y se escribe como una su-
ma de las dos Lagrangianas .Z = £ (1) + £ (¢2) en donde los campos @1 y 2

forman un complejo mediante las relaciones p = %(901-1-%02) y ot = %(901 —ipa).

Un campo escalar complejo es una combinacion de campos escalares reales por
lo que tiene las mismas propiedades bajo las transformaciones de Lorentz, este
campo significa especificamente que son dos campos reales con la misma masa,
es decir, el mismo coeficiente en su término cuadratico. Esto permite asociar a
¢ con una particula y a ¢* con su antiparticula. El término ¢*¢ es un nimero

real y esta .Z aunque posee términos complejos, es una Lagrangiana real. Este
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Figura 4.2: Interaccién de cuatro campos en un punto x que representa cada tér-
mino de ¢} + ¢35 + 2903, El orden de cada uno de los tres diagramas corresponde
con cada término de la expresion del potencial. Entonces el campo ¢ esté repre-
sentado como una interaccién de cuatro campos ¢; (lineas punteadas rojas) en el
mismo punto x. De igual modo el campo s es la linea continua azul y el tercer

diagrama son dos lineas punteadas rojas, es decir ¢? y dos azules que son 3 .
término, ¢*p, lo tomaremos como el médulo al cuadrado.

Esta Lagrangiana libre (4.4) posee simetria global U(1), es decir, es invariante

ante transformaciones de fase

Qo

p(r) — ¢'(x) = eplx) (4.5)

y si introducimos un término de interaccién tenemos

L =0, g — 1P — 5(@ ), (4.6)
2

este término de interacciéon al desarrollarlo tenemos (go*go) = ¢} + 3 + 2033,

es decir, son tres tipos de interaccion, cuatro escalares del tipo 1 interaccionan

en un mismo punto z, los mismo para el 2, y un término mezclado (Fig. 4.2).

Por comodidad definimos p = +/p*¢, y es positivo ya que lo definimos como
el médulo. Entonces el potencial lo tenemos en la forma ya conocida V(p) =
w2 p? + % p* v de nuevo tenemos dos casos a considerar con A > 0, u? > 0y u? < 0.
Para p? > 0 el minimo del potencial V(p) es 8,V = 2u?p + 2X\p® = 0 por lo que
p = 0 (Fig. 4.3) y como la Lagarangiana y el vacio satisfacen la simetria (4.5)

decimos que la simetria esta en el modo Wigner [4].

Para el caso de pu? < 0 ocurre que el vacio es degenerado con un niimero infinito

de puntos, el minimo ocurre en un circulo de radio

p= \/—Tf , (4.7)

cuya ecuacién del lugar geométrico p = y/—pu2/\ €. Donde p? + 3 = —u?/\,
es decir, el minimo ocurre en un circulo (Fig. 4.3).
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Figura 4.3: Izquierda, el potencial V' tiene un minimo en 0. Derecha, el potencial

V' tiene un minimo en |¢| = p y un méximo local en ¢ =0

Se puede investigar el espectro de particulas haciendo una perturbacion del vacio.
Primero elegimos un punto como el vacio por lo que rompemos espontaneamente
la simetria. Considerar una perturbacién en el vacio implica un desplazamiento
y esto equivale a generar particulas, y en este caso podemos desplazarnos en dos
direcciones ortogonales: radial y angular. Lo que ocurre es que al desplazarnos en
direccién angular no hay cambio de energia, entonces no hay trabajo efectuado,
entonces desplazarse de esa manera genera particulas porque nos estamos des-
plazando del vacio pero éstas tienen masa-cero. A estas particulas se les llama
bosones de Goldstone.

Por otro lado, desplazarse en la direccion radial implica un cambio de energia, es
decir, una particula con masa. Mas a detalle: introducimos los campos o) y 7))

para representar este desplazamiento a partir del vacio v, es decir [4]

@(I) = \}§<U + 0@ + in(z)) , (4.8)

luego, en la Lagrangiana (4.6) se obtiene
£ = 8 O (@) 0" 0(z) + 6un(x)8“77(x)] 'I;[v + 200() + 0(33) + Mz )}
4

—;\Rv%—a( )) +2(v + 0 )) +17( )] (4.9)

y para identificar a las particulas asociadas a los campos ¢ y 1 nos concentramos
en los términos cuadraticos de éstos, es decir, 02 y n%. Al desarrollar (4.9) se
obtiene el término de masa para el campo o) es —p?0(,) /2, es decir, m = \/p?,
decimos que el campo o(,) ha adquirido masa espotdaneamente o que la masa ha
sido generada dlnamlcamente.

Por otro lado, no aparece asociado ningtn termino cuadratico del campo 7, el que

estos bosones no adquieran masa en el rompimiento espontaneo de la simetria se
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establece como un teorema [4]:

Teo. Teorema de Goldstone. Si una transformacion de simetria global y continua
global se rompe espontineamente, por cada generador del grupo continuo que se
rompa aparecerd en la teoria un boson sin masa. A estos bosones se les conoce

como bosones de Goldstone.

Este teorema, se fundamenta en el hecho de que si la Lagrangiana es invarian-
te ante una transformacién de simetria entonces existe un espectro de estados
degenerados, pero eso sélo se manifiesta cuando el vacio también es invariante
ante esa transformacion de simetria [44]. En caso de no ser invariante se dice que

ocurrié un rompimiento espontaneo de la simetria.

En resumen, a partir de un campo escalar complejo, definido mediante dos cam-
pos reales degenerados en masa, se le incorpora una interaccién de modo que el
potencial cambia dando como resultado que la simetria ya no esta presente en el
estado fundamental y esto se manifiesta con un cambio en las masas. El hecho
de que nunca se hayan observado bosones de Goldstone implica que al elaborar
una teoria con rompiento espontaneo de simetria, ésta teoria no debe genererar

bosones de Goldstone.
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Capitulo 5

El Modelo de Nambu y

Jona-Lasinio

En el Capitulo 3 se construyé el potencial termodinamico €2 para el campo de los
fermiones (ecuaciéon 3.73) del cual se pueden obtener propiedades termodindmicas
de un sistema formado por estas particulas. Este potencial se obtuvo a partir de
una Lagrangiana para los fermiones libres también llamada Lagrangina de Dirac
(ecuacién 2.7). Para obtener una descripcién més realista es necesario conside-
rar que las particulas estan interaccionando entre ellas y esto queda determinado
agregando un término de interaccion en la Lagrangiana libre. En esta seccion se
va a presentar la Lagrangiana del modelo de Nambu y Jona-Lasinio (NJL) y se
va a utilizar como una alternativa para obtener el potencial termodinamico de los
fermiones con interaccion. Parte de este trabajo es estudiar el diagrama fases de
un sistema de dos quarks que interactian entre si, este diagrama en el plano u—T
representa las condiciones necesarias para que se tenga una determinada fase ya
sea de rompimiento de simetria quiral, o bien de restauracién de esta simetria.

El que exista o no esta simetria implica como veremos en la Seccién 5.2 la exis-
tencia o no de un condensado quiral (gq). Este condensado es resultado de hacer
una suposiciéon muy importante en la soluciéon del problema: existe un campo
de fondo con el cual interaccionan las particulas del modelo, en nuestro caso los
quarks ¢. Si existe el condensado, es decir, su valor es diferente de cero, (Gq) # 0,
entonces las particulas, cuya masa original, m,, interactuaron con el campo y
tendrdn un incremento en su masa a un nuevo valor M = m, — G(gq), esta masa
m, también es conocida como bare mass o current quark mass. Esta suposicion
de la existencia de un campo de fondo es una teoria conocida como Teoria del
Campo Medio (Mean Field Approximation o MFA). Comenzamos la seccién con
el modelo NJL y en seguida se obtiene la funcion de particion usando MFA lo
cual deja el problema listo para poder obtener el diagrama de fases en el siguiente

capitulo.
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5.1. Historia y su Lagrangiana

El modelo original de Nambu y Jona-Lasinio (NJL) es una teoria dindmica de
particulas elementales en la cual nucleones y mesones se derivan a partir de un
campo espinorial fundamental [45]. En este se muestra una analogia entre las
particulas de Dirac y las excitaciones de las quasi-particulas que aparecen en la
teoria BCS de la superconductividad, ésta dice que se produce una energia de gap
entre el estado base y los estados excitados de un superconductor. Este gap es
debido a la interaccién entre electrones mediada por los fonones y produce pares
correlacionados de electrones con momentum opuesto.

Estas excitaciones en un superconductor estan descritas por las ecuaciones £, =
EpUpr + U,y BV, = —", + iy, con p una constante y €, la energia
cinética. La analogia se hace evidente al observar la particula de Dirac descrita
con By = o-p1+mapy y By = —0 - piho +mapy. En la teoria BCS el pardmetro
del gap ¢ esta determinado como una representacion de la interaccion electrén-
electron, es decir, esta energia ¢ es creada por la interaccion. En el modelo NJL se
asume que la masa de la particula de Dirac es también debida a una interaccion,
en este caso, de fermiones desnudos (bare mass) de masa-cero. La Lagrangiana
del modelo NJL es de la forma [46]

L =i —m)v + G[(0p)? — (irsTv)?] | (5.1)

donde se observa una interacciéon de cuatro nucleones ¢ y ademéas posee un grupo
vs-gauge. El modelo NJL puede construirse de modo que incorpora todas las
simetrias globales de la QCD incluyendo la simetria quiral. Del rompimiento de
esta ultima simetria ocurre la generacion dindamica de la masa de los fermiones.
Este modelo NJL también muestra el mecanismo del RES, sin embargo debido
a que incorpora una interaccién local, no confina quarks [47]. De aqui que la
aplicacion de éste se restrinja a fendémenos los cuales no dependan del mecanismo
de confinamiento [48]. También se tiene que la interaccién quark-antiquark puede
ser atractiva y da lugar a un condensado de quarks en el vacio. El modelo NJL
se construye incorporando una interacciéon de los quarks de cuatro puntos por lo
que se convierte en un modelo no-renormalizable [49] (ver Apéndice E) por lo que
debe de tratarse como una teoria efectiva. Es necesario especificar algtin esquema
de regularizacién para poder resolver las integrales divergentes que aparecen. En
la practica se introduce un cut-off para regularizar la teoria, es decir, se utiliza
una longitud de escala caracteristica para la interaccion. Lo anterior resulta en
que los resultados fisicos obtenidos dependan del método de regularizacion y de

ahi, de los parametros utilizados en el modelo.
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El condensado de quarks en la Lagrangiana del modelo NJL

La Lagrangiana de Dirac con masa cero tiene simetria quiral (Apéndice J) y en-
tonces existen dobletes de particulas con paridades opuestas. Esto quiere decir
que si tenemos un hadron descrito por 9, entonces deberia existir otro hadrén con
la misma masa descrito por la funcién (Q5v, con paridad opuesta. Como esto no
se observa se concluye que la simetria quiral debe de «romperse». Se dice que en
la naturaleza nunca se observa y asi es que hay que «romper espontdneamente»
la simetria. En resumen, hay dos maneras de romper la simetria quiral, una de
ellas es establecer una masa distinta de cero, m # 0, a esto se le conoce como
rompimiento explicito de la simetria. Por otro lado, y es lo que nos interesa, quere-

mos que nuestra teoria sea quiral pero que la simetria se rompa espontaneamente.

Sabemos del teorema de Goldstone (Capitulo 4) que si una transformacién con-
tinua U rompe la simetria, por cada generador de esta U aparece un bosén sin
masa. Esto ocurre cuando el vacio no es invariante ante dicha transformacién U.
En nuestro caso, al elegir el vacio de la teoria, si este vacio es invariante ante una

transformacion continua U = e'“e= entonces U ’O> = |0), luego

ei“eTe|0) = |0)

(1 + i€, T,)[0) = |0)

0) + ieaTu|0) = |0)
entonces T,/10) =0, (5.2)

es decir, los generadores T, de la transformacién aniquilan al vacio. Por otro lado,
si el vacio no es invariante ante la transformacion, es decir, U ’O> # |0) se tiene

que

€i€aTa

0) # [0)
0) #0, (5.3)

entonces T,

en este caso, los generadores de la transformacién no aniquilan al vacio. De aqui
se tiene que, por cada generador que no aniquile al vacio va a aparecer una par-

ticula (un bosén) sin masa llamado bosén de Goldstone.

De la Lagrangiana del modelo NJL (ecuacion 5.6), Ly = ¢(i7"0, )1 — ym,1h +
G[(@z/})Q -+ (@i’ygﬁw)?} hay que elegir el vacio. Se considera que el vacio es par
por convencion, es decir, al aplicar el operador de paridad al vacio se obtiene de
nuevo el vacio, P|0) = |0). De los posibles términos a elegir el cuarto del RHS de

la ecuacién no respeta paridad ya que
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P(0|igy*[0) = (0|ir*+*+00)
= —(0ligy"¥|0) , (5.4)

en la ultima igualdad se utilizé el hecho de que las matrices gamma anticonmutan

y que (7°)? = 1, ademés de que Py = 7°¢ (Ecuacién 1.8 del Apéndice I). Por
otro lado, el término ¥ si respeta paridad

P(0fw[0) = (0py19[0)

= (0[@wlo) . (5.5)

de aqui que a <OW@ZJ‘O> = <@@/}> podamos tomarlo como el vacio y en particular
se le llama el condensado. La interpretaciéon que se da es que el vacio, que es el

estado de menor energia, no esta vacio, hay algo, y se le llama el condensado.

5.2. El Modelo NJL como una herramienta para
construir un diagrama de fase de materia

hadronica

La Lagrangiana del modelo Nambu y Jona-Lasinio (NJL) en SU(2) para un campo
de fermiones ¢ es [46, 80]

gNJL = gDirac + ag/ﬂint ) (56)

donde Zpirqc es la Lagrangiana de la ecuacién de Dirac (2.7) y el término de

interaccién es L
gD'irac =q Z"Y“au - m)q (57)
L = G|(G0)* + [@sT9)?] (5.8)
el campo ¢ es el campo de los quarks y al estar trabajando en SU(2) es un do-

(% , . . . .,
blete ¢ = 4 El término .Z,,,; consiste de una interacciéon de cuatro campos en

un solo punto relacionados a una constante efectiva de acoplamiento fuerte G.
m = diag[m,, mg] es la matriz de masas. Cuando se dice que se tiene simetria

exacta de isospin, entonces m, = mg = m.

Para obtener la funcién de particion Z y después el potencial termodinamico {2

a partir de esta Lagrangiana con interaccién (5.6) se resuelve (3.75), es decir,
7 _ / [Dg) [ D] So+5m) — / [Dg)[Dg)eSeeisine (5.9)
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Figura 5.1: Izquierda, un electréon interacciona con cada una de las particulas.
Derecha, en la MFA, este electron interacciona con un campo promedio debido a

cada una de las demas particulas.

con
S =S5,+ Sint = /d4x qg(iv"0 —m)q + G[(Gq)z + (Gifyg,Tq)z} . (5.10)

Y ya se resolvié el término libre S, en el Capitulo 3 para los fermiones ¢ (Ecua-
ciones 3.71 y 3.73), a continuaciéon se hard lo mismo para la parte de interac-
cién (ecuacién 5.8) y para resolver se utiliza una aproximacién conocida como
aproximacién del campo medio (MFA) en donde se considera que las particulas
interactian con un campo de fondo y ademas se introduce como definicién que el
vacio sea el estado de menor energia, de este modo el vacio queda definido como
(Gq)o = (0]gq|0), ecuacién (5.5) que es el valor esperado en el vacio (VEV).

La idea del campo medio proviene de una simplificacién del problema al resolver
las interacciones entre muchas particulas. Entonces, en lugar de decir que una
particula interacciona con cada una de las demas particulas, se considera que
interacciona con el promedio debido a todas las deméas. A esto se le conoce como
Mean Field Theory (Figura 5.1).

Asi, de la ecuacién (5.8), se elige el término G(qq)? el cual es una interaccién y se

va a estudiar haciendo un desarrollo de Taylor alrededor del vacio (gq), es decir,

fl@) = f(xo) + f'(xo)( — wo) + -+, con f = (qq)* y el vacio z, = (qq), asf se
tiene que
(79)* = (q0)* + 2(Gq) [ag — (@a)| + -+ (5.11)
y s6lo nos quedamos con los términos a primer orden, entonces
(70)* = 2(q9)7q — (79)” , (5.12)
asi la Lagrangiana de NJL toma la forma
Sy =170, — mo)q + G [2(d0)7g — (79)*] | (5.13)

de aqui se define la masa dindmicamente generada M,

M =m,—2G(qq) , (5.14)
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ya que surgio de una interaccién del campo de los quarks con el campo de fondo,
es decir, el condensado.

()2 ()

Figura 5.2: Resultado de la aplicacion del MFA en la interaccion de cuatro campos
en un punto, (¥1)?. Este resultado es una linealizacién de la interaccién y es lo

que se conoce como el condensado (11)).

Este proceso en donde la interaccién de cuatro campos (gg)? en un punto se
transforma en un lazo (loop) se le llama linealizacién de la interaccién y esque-
maticamente se muestra en la Figura 5.2 [47]. En particular, el condensado de
quarks en la MFA se define como la traza del propagador de Dirac Sp(z —y) que
al ser un lazo cerrado tiene su linea fermidnica que inicia y termina en el mismo

punto x — x = 0, es decir, para un campo de fermiones cualquiera 1 se tiene que

[48]

(W) = —iTr[Sk(0)] , (5.15)
_ — _ d*p p+M
Sr(0) = i{0|T [(x)i()] o) / o | T (5.16)

en la literatura se suele identificar al condensado como o = (1)), salvo por una

constante.

Con la definicién (5.14) en la lagrangiana (5.13) se puede escribir ésta en términos

de la masa dinamicamente generada M de la siguiente manera

(M —m,)?

.,iﬂzq(i’y“@“—i-M)q— e ,

(5.17)

Al igual que se hizo para calcular la funcién de particion Z de la Lagrangiana
libre, para esta Lagrangiana se hace la rotacién de Wick (formalismo de tiempo
imaginario) (Ver Seccién 3.3) t — it = 7 lo que equivale a hacer d*z = dtd*z =
BV 3., que para el primer término del RHS de la ecuacién (5.17) se procede
igual que al obtener (3.57)
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— 6( — iy %wn — 7' o1 + M)q
(M —m,)*
Y 1

y esta ultima expresion es de la forma de §Aq donde A es una matriz de 4 x 4

que al reescribirlo en (5.9) es
2o [0 B i,

y el logaritmo de esto ultimo

W — h{/ {Dq} [Dq} eTITTAN (iTA | omi=TAng ¢ BV (M-ma) /G| (5 o)

de aqui es posible utilizar [ D§ Dge 949 = DetA , (Ecuacién 3.58), asi llegamos

a

2 BV(M —m,)?
4G

InZ => In [54[(iwn —p)* — Ez} (5.21)

n’p

en esta expresion se incluyé el potencial quimico ¢ mediante w — 1w — p. Final-

mente utilizando
1 d*p
= — [ —= 5.22
V zp: / (2m)3 7 ( )
similarmente a la ecuacién (3.71) se llega a

d*p 1 1
_ it l —B(Ep+w) il —B(Ep—p)
an—QBV/(27T)3{Ep+ ln[l—i—e #}—i-ﬁln[l—i—e u}}

B
_5‘/(]\{15 m,)” . (5.23)
de este modo, el potencial termodinamico es
Q= —2N.N; / dgp{Ep +T |1+ e PB4 T in |1+ e_B(E”_“)]}
(2m)?
+(M;(;mo>2 . (5.24)

donde N,y Ny son los grados de libertad del color y el sabor, respectivamente.

Imponiendo para el sistema la condiciéon de equilibrio

0N
se obtiene la ecuacion de gap
d*p M
M=m,— 4GNCNf/ e O IO (5.26)
(2m)3 Ep [ ]
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con las definiciones

1
(£) —
f (Ta ,u) - 65(

ST (5.27)

Esta es una ecuacion de gap a temperatura y potencial quimico finitos. El término
d3p se puede escribir como d®p = dV = r?sen 0drdfdy = 4mwridr, y entonces la
ecuacion (5.26) se puede escribir como

dp p* 1

M =m, — AGN,N M/——
" / 212 E,

[1— 5 — O] (5.28)
Esta ecuacion tiene la solucién trivial M = 0, ademas M = 0 si y sélo si () = 0.
Para m # 0 se ve que el condensado es distinto de cero, (1)) # 0, por lo que esto
destruye la simetria quiral. Para estudiar las fases de la simetria quiral lo que se
estudia es cuando este campo es cero y cuando no lo es. En resumen supusimos
un campo de fondo el cual tiene el efecto en la Lagrangiana de generar un término

de masa.

5.3. Renormalizacién y Regularizacion

El término de energia de punto-cero de la ecuacién de gap (5.28) es una integral

divergente, ya que, de

d*p 1 < dpp? 1

/ p—:/ by - (5.29)
(2n)3 E, Jo 27?2 E,

para p > 1, se tiene que el término de energia es E = /p? + M? — /p?2 = p

por lo que

[e.9]

, (5.30)

< dp p* 1 o 1,
—_ — dp p=—
/0 or? I, /0 PP=3P

luego es cuadraticamente divergente.

En las QFT relativistas las divergencias de este tipo siempre aparecen y el proceso
sistematico para eliminar estos infinitos es llamado renormalizacion y una teoria
que admite un algoritmo consistente para remover divergencias se dice que es re-
normalizable. Las teorias fundamentales como QCD, QED y la teoria débil deben
ser renormalizables [4]. Remplazar integrales divergentes con integrales renorma-
lizadas es equivalente a agregar términos a la Lagrangiana, a estos términos se les
llama contratérminos (counterterms). En ocasiones estas integrales no pueden ser
suprimidas con la introduccién de un niimero infinito de constantes arbitrarias.
De aqui se define una teoria renormalizable como aquella en la cual las diver-

gencias ultravioletas pueden removerse mediante la introduccién de un ntimero
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finito de parametros tomados experimentalmente. En particular, la interaccion de
contacto provoca que el modelo NJL (ecuacion 5.8) sea no-renormalizable debido
a que los diagramas de loop producen divergencias que no pueden ser canceladas
agregando contratérminos. En vez de esto, es necesario agregar nuevos operadores
que cancelen estas divergencias [47, 50]. En caso de que un modelo o teoria sea
no-renormalizable se aplican pocedimientos para que la integral no sea divergen-
te, a estos procedimientos se les llama métodos de reqularizacion. De lo anterior
se establece que es necesario especificar un procedimiento de regularizacién [48]

para obtener integrales finitas.

Existen varios métodos o esquemas de regularizacion los cuales determinan la
solucién de la ecuacién del sistema [47], es decir, dependiendo del esquema de
regularizacion elegido, sera la solucién obtenida. Entre estos se encuentran, prin-
cipalmente, el cutoff ultravioleta (UV-cutoff) el cual es fisicamente intuitivo y
tiene la desventaja de no ser Lorentz-covariante, su argumento a favor es que a
temperatura y potencial quimico finitos, el sistema de cualquier modo ya no es
Lorentz-covariante [51], es decir, al trabajar en un medio desaparece la invarianza
de Lorentz. Por otro lado, el método de Reqularizacion de Tiempo Propio si pre-
serva la covarianza-Lorentz y consiste en utilizar una identidad que proviene de
la funcion Gamma para redefinir el término de energia el cual es el que ocasiona
que la integral sea divergente.

Para un estudio mas detallado de los métodos mencionados se puede consultar
[49, 51, 52] y el clasico [47], en estos queda de manifiesto que un modelo queda
determinado por el método de regularizacion y que este se elige dependiendo del
problema a resolver.

Todos estos esquemas de regularizacién requieren de dos parametros, la constan-
te de acoplamiento G y el cutoff A. Tradicionalmente estos se fijan en base a la
constante de decaimiento del pién f, y el valor empirico del condensado (gq) y se
determinan haciendo T'= 0y u = 0 de modo que reproduzcan lo que se conoce
de la LQCD (Seccién 6.1).

5.3.1. UV-cutoff

Una manera de tratar con estas integrales divergentes es «cortandolas» usando
un cutoff 3-Dimensional, éste actiia como una escala para el momentum en el
cual la teoria es valida. Este UV-cutoff o también llamado cutoff 3-Dimensional,
destruye la invarianza Lorentz pero esto no es relevante ya que cuando se trabaja
con temperatura finita de igual modo se detruye esta invarianza Lorentz. Como
menciona [53], este esquema es aceptable si se asume que el cutoff es mucho mayor

que el momentum del sistema.
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En el caso de regularizar mediante el UV-cutoff se elimina la divergencia acotando
el limite superior de las integrales utilizando un cutoff ultravioleta Ay de modo

que p? < A}, [47] que resulta que es

Avv dp 9
— 31
= (5:31)

asi, la ecuacién (5.28) toma la forma de

vdp p* M
22 F

A
M=m, —4GNCNf/ ' [1 _ g (5.32)
0

de este modo se elimina la divergencia de las integrales que resulta de valores
grandes de p. Para el calculo de los parametros Ay, y G bajo este esquema de

regularizaciéon se obtiene que (Apéndice N.1)

Ayy = 653.331MeV

G =4.92 x 1075 MeV

M = 313.519 MeV
mg = 5.5 MeV . (5.33)

y como referencia, en el limite quiral

Ayy = 653.331MeV
G =5.0163 x 107° MeV
M = 313.519 MeV

mg =0 MeV . (5.34)

5.3.2. Regularizacion de Tiempo Propio

Otro método de regularizaciéon es el llamado Regularizacién de Tiempo Propio o
PTR (Proper Time Regularization). Este método lo que hace es agregar un tér-
mino el cual se anula para valores muy grandes de momentum p lo que permite
tomar en cuenta todos sus valores [54]. En particular en donde encontramos di-
vergencias es en expresiones como la obtenida para el condensado [55] (Ecuacién
5.16)

- dp + M —idp,d®p  AM

<qq>:/ . Tr[ls 2] :/ wp SE (5.35)
(27) PP+ M 2m)* pL+ M

esta ecuacion es la energia de punto cero, como se habia mencionado en (5.29), y

considerando los grados de libertad del color y sabor, N. y N respectivamente,

se escribe como

d4pE 1
(2m)* py + M2

(@) = ~4MN.N; | (5.36)
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de aqui se reescribe el propagador usando las frecuencias de Matsubara las cuales
estan definidas como [55]

Py =wp = 2n+ 1)nT (5.37)
dpy — Apy = Aw,, = 2An7T |

(la n es de —oo a 00) luego en la ecuacion (5.35) haciendo An = 1 se tiene que

< d3p 1
(2m)3 w2 4+ p*+ M2’

(aq) = —4MNN,TY | (5.38)

de aqui es posible utilizar la siguiente identidad para una funcién f(p*) que no
tiene polos (Apéndice O) [49, 51, 55, 80]

1 oo 1
- = / dr 771 o—TF?) - (5.39)
{f(p2)} 0 (n—1)!
que para nuestro caso en la ecuaciéon (5.38), para n = 1, es
1 o0 2.2 2
— = [ dr e Tt MY 5.40
wp + p? + M? /0 Te ’ (5.40)

es decir, reemplazar el término de energia en la ecuacién (5.35) usando la identidad
(5.40) regulariza la ecuacion (5.35), sin embargo esta integral (5.40) es divergente
para 7 = 0 por lo que se toman como limites de integracién valores 7 € (1yy, 00),
donde se define esta cota como 7y = 1/A? de aqui que la ecuacién (5.38) toma
la forma de

o0 d3p o0 20024 \f2
i) = —AMN,N,T / / dr ¢ TP M) 41
(qq) i Zn: ) @ L, T (5.41)

Esta es la forma regularizada utilizando PTR del propagador del fermién en
SU(2). Para hacer célculos numéricos es més sencillo realizarlos escribiendo el

término de la suma como una funcién © de Jacobi la cual se define como

@2[2:’ Q] = Zq(n-‘rl/Z)2 6(2n+1)iz ’ (542)

para esto de nuevo se utiliza la relacion (5.37)

—_ _ 2. 272 4272 2
Ze TWh Ze T(2n+1)?72T? _ Ze 472 T?71(n+1/2)
n

n n

= g2 (5.43)

2L . —Ax2T2 a1 .
en el dltimo paso se definié ¢ = e™** "7 para que con z = 0 se pueda escribir

CcOo1mo

Y eTn = 0, [0, 6_4”2T2T} , (5.44)

n
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De manera que la ecuacién (5.41) toma la forma

d3p

oy e P (5.45)

(Gq) = —AM N.N,;T / dr e ™M°Q, [o,e“%ﬂ /
TUV

Con esta ecuacion es posible hacer calculos numéricos en el esquema de regulari-

zacion PTR con temperatura finita.
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Capitulo 6
Diagrama de Fases

El modelo NJL considera tinicamente la interaccion entre quarks y la fase que se
puede estudiar en este esquema es la de simetria quiral ya sea rota o bien, res-
taurada. La materia hadrénica esta compuesta de quarks y gluones por lo que es
necesario hacer modificaciones al modelo NJL para poder tener una mejor com-
prension de lo que se requiera estudiar. El modelo NJL extendido a un loop de
Polyakov es una modificacién que incorpora la interaccion de los glounes a la de
los quarks. En condiciones extremas de temperatura y densidad se predice que la
materia hadrénica experimentaria un cambio a una fase de desconfinamiento de
quarks y gluones. Se piensa que este cambio de fase ocurre a la misma 7"y p en
que ocurre la fase de restauracion de la simetria quiral. De aqui la importancia

de estudiar esta fase. En este trabajo nos enfocamos en este régimen NJL.

A temperatura cero y densidades del orden de la densidad nuclear, los quarks y
gluones se encuentran confinados: los hadrones. No existe tal cosa como los quarks
o gluones libres en el vacio. Pero a temperaturas por encima de cierto valor critico
T, ~ 150 MeV se puede tener tener un gas de quarks y gluones llamado plasma
de quarks-gluones.

Lo mismo ocurre en la linea de temperatura cero y densidades muy altas, o bien,
para temperaturas y densidades altas. La consecuencia de esto es que implica un
nuevo estado de la materia. Se piensa que este tipo de materia prevaleci6 alrede-
dor de 107% a 1075 s después del Big Bang. También se piensa que existe en los
nucleos de las estrellas de neutrones y que se produce en las colisiones de iones

pesados [18].

La ecuacién de gap es una ecuacion de estado y como tal describe el compor-
tamiento de, en este caso, los quarks bajo ciertas condiciones de temperatura y
densidad, graficamente, el diagrama p — T llamado diagrama de fases describe
los estados termodinamicos del sistema bajo condiciones de, en este caso, tempe-

ratura y potencial quimico y muestra una curva de valores Ty p para los cuales
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se divide el plano en dos regiones. Matematicamente hablando, la superior repre-
senta las condiciones necesarias de temperatura y densidad para que exista un
condensado (gq) igual a cero y por otro lado, la regién inferior representa las con-
diciones necesarias para que el condensado sea distinto de cero (fase hadrénica).
Asi, la curva representa la linea de transicion de fase entre dos estados de mate-
ria que consiste inicamente de quarks, el estado en que esta rota la simetria y
el estado en que se restaura la simetria quiral (Figura 6.1). La regién donde el
condensado es distinto de cero esta relacionada con el rompimiento de la simetria
quiral mientras que la regiéon donde el condensado es cero es la fase llamada de
restauracion de la simetria. El condensado de quarks es el parametro de orden de
la simetria quiral y cambios grandes en el pardmetro de orden indican cambios

de fase en el sistema [56] (y Seccion 5.2).

Las transiciones de fase son singularidades termodindmicas del sistema, este sis-
tema descrito por la QCD en equilibrio térmico esta caracterizado por los valores
de Ty u [7]. Estas transiciones de fase son de tres tipos, de primer y segun-
do orden y ademas crossover. En la Figura 6.1 la curva representa la transicion
de fase y siguiéndola de derecha a izquierda tenemos que comienza para valores
grandes de potencial ;1 como una transicion de fase de primer orden y en algtin
momento puede ocurrir que cambie a segundo orden. Una manera de determinar
este cambio de tipo de fase es usando el concepto de susceptibilidad. Una singu-
laridad en esta susceptibilidad se interpreta como como un cambio en el tipo de
fase y el que sea un cambio de primer a segundo orden solo ocurre en el limite
quiral [3, 57]. En caso contrario, cuando en el sistema no existe simetria quiral
(mg # 0) la transicién de fase de segundo orden se remplaza por un crossover.
Esta zona de crossover se puede interpretar como los valores de 7"y pu donde
las dos fases coexisten [51]. Para una referencia histérica acerca del concepto de
transiciones de fase de primer y segundo orden ver [24]. El punto donde cambia
el tipo de transicién de fase es conocido como Critical Point, este punto es una
singularidad bien definida en el diagrama de fase [7]. En el caso de limite quiral
el punto del diagrama en donde cambia de fase de primer orden a segundo orden
se le llama Tri-Critical Point. Acerca del diagrama y transiciones de fases de la
QCD se puede consultar [7, 46, 58, 59, 26].

En este capitulo se exponen los distintos elementos que componen el diagrama
de fases y las transiciones de fase que muestra, el concepto de susceptibilidad,
el cual es una herramienta para la determinacion de estas fases y finalmente se
muestra el diagrama de fase correspondiente al modelo NJL para dos casos, el

limite quiral (m, = 0), y para m, = 5 MeV.
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(@q) =

Linea de transicién de fase

(qq) #0 TCP

»
>

1

Figura 6.1: Bosquejo de Diagrama de Fase. Se muestra el plano p — T para la
ecuacién de gap (5.26) con m, = 0. La regién donde (gq) # 0 se dice que es
una fase donde la simetria quiral no existe (hubo un rompimiento de simetria) y
(@q) = 0 donde se ha restaurado la simetria. El tricritical point (TCP) se indica
con el punto rojo. Este lugar separa las transiciones de fase de primer y segundo

orden.

6.1. Transiciones de Fase

El bosquejo de diagrama de fases de la Figura 6.1 muestra el caso en el que
m, = 0, es decir, la masa corriente de los quarks es cero lo que implica que es

posible que la ecuacién de gap (5.26) tenga soluciones para M ademéds de la trivial.

Para construir este diagrama se puede observar que, al tener dos parametros li-
bres, la T'y p y fijar uno de estos, por ejemplo pu, se toma un conjunto de valores
de Ty se resuelve la ecuacién (5.26) para M. Conforme T" aumenta, la masa di-
namicamente generada M disminuye por lo que en algiin momento, para un valor
de T, la masa M sera cero y por lo tanto el condensado (Gq) es cero, (ecuacion
5.14), este valor de T'y su correspondiente p representan el punto de la curva del
plano T' — p del diagrama de fase. Para los siguientes valores de T las soluciones
seran cero y es la region superior del diagrama de fase de la Figura 6.1, al repetir
el ejercicio para todos los valores de p de algtn intervalo se obtiene la linea de

transicion de fase y el diagrama esta completo.

La region por debajo de la curva corresponde a la fase de rompimiento de sime-
tria quiral, es decir, existe un condensado distinto de cero y en el otro caso, por
encima de la curva se tiene la region de restauracion de la simetria quiral que es

el caso en que el condensado «no existe», es decir, tiene valor cero.

En el limite quiral, es decir cuando la masa de los quarks es m, = 0, las transi-
ciones de fase pueden ser de primer o de segundo orden y el punto en la curva
donde cambia el orden de la transicién recibe el nombre de punto critico triple (

tricritical point) [3, 60]. Por otro lado, para valores de masa de los quarks finitos
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y potencial quimico cero se tiene que la restauracién de la simetria quiral ocurre
mediante un crossover [61]. Segun los resultados obtenidos de la lattice QCD (ver
siguiente apartado) la fase en valores de p cercanos a cero es de segundo orden,
por lo que hacia valores mayores de i ocurre un cambio de fase a primer orden.
Por otro lado, cuando la masa de los quarks es diferente de cero, la transicion
de fase de segundo orden es remplazada por una region llamada crossover. Asi,
lattice QCD prescribe que en p = 0 la transicién de fase es un crossover por lo
que hacia valores mayores de p aparece una transicién de fase de primer orden.
El punto en donde ocurre este cambio de tipo de fase es conocido como CEP (del
inglés Critical End Point). Acerca de las transiciones de fase también se puede
consultar [19, 25, 26].

Lattice QCD

Las teorias perturbativas son utilizadas en las regiones consideradas como de
libertad asintética, por otro lado, en el régimen de confinamiento de quarks es
necesario utilizar teorias no-perturbativas. Las teorias conocidas como lattice gau-
ge theories proporcionan un método numérico sistematico para trabajar en estos
regimenes [4]. Wilson propuso en [62] un mecanismo, una teoria gauge, de con-
finamiento de quarks que muestra cémo cuantizar una teoria de campos gauge
en una reticula discreta en el espacio-tiempo Euclidiano. Lattice QCD es una
técnica basada en primeros principios utilizada para calculos relacionados con
interacciones fuertes usando simulaciones numéricas de Monte-Carlo para resol-
ver integrales de trayectoria (path integrals) en un espacio Euclidiano [63]. La
construccion del diagrama de fases de la QCD y en particular la localizacion del
CEP es uno de los objetivos de la LQCD. En este mismo [63] se reporta como
T < 135 — 140 MeV y pu < 300 MeV mientras que la temperatura critica cuando
el potencial quimico es cero es T, = 156.5 4+ 1.5 MeV. Asi mismo para determinar
el orden de la transicion de fase en 4 = 0 y u # 0 la Unica técnica sistematica
conocida que puede dar una respuesta final es la LQCD [25]. LQCD ha sido deci-
siva en predecir que una transicion de de fase debe ocurrir a altas temperaturas

y/o densidades. Para estudiar acerca del tema, ademés de lo ya citado, ver [64, 65].

6.2. Susceptibilidad Quiral
Antes de estudiar las transiciones de fase se introduce el concepto de susceptibi-
lidad quiral [66, 67|

oM

om,

X = (6.1)
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donde m, es la masa corriente de los quarks. La susceptibilidad determina la ta-
sa de cambio del potencial termodindmico con respecto al pardmetro de orden'
y singularidades en esta susceptibilidad corresponden a cambios abruptos en la

transicion de fase.

Antes de calcular la susceptibilidad volvamos a la ecuacién de gap 9Q2/0M (Ecua-

ci6én 5.26) y calculemos ahora

9%Q

PIVER (6.2)
Q Q
recordando que a— = a— ya que M = m, — 2Go. De aqui obtenemos
do  OM
0*Q 0 d*p M
— 1+ 4AGN.N;—— / [1 —fH <>} . 6.3
o faM{ erpg, T (6.3)
A continuacion calculamos la susceptibilidad
oM 0 dp M
— 1 — 4GN,N /[1— ) _ H}, 4
om, GNNy om, ) (2m)% E, / / (6.4)
M
y nos ayudamos con la regla de la cadena 8?% = 8?4 gmo para obtener
oM 0 dp M oM
= 1-4GNN; ! [ {1— (+) _ H} , .
om, GNNy aM{ (2m)2 E, / / om, (6.5)
de aqui llegamos a
~1
oM 0 dp M
— [1+4GN.N —/ [1 O H] , 6.6
am, ( * ToMm | (2n)* E, = (6.6)
y usando (6.3) tenemos la susceptibilidad
1
OM?

Como ya se menciond, la susceptibilidad estéd relacionada con los cambios de fase
y en la practica se calcula a partir de la ecuacion de gap (Ecuacién 5.26), de aqui
tenemos que para cada valor de temperatura 7'y potencial quimico p es posible
calcular una susceptibilidad quiral. De aqui que para un valor de i se calcule una

susceptibilidad para cada 7" en un cierto rango de valores. Estos valores de x iran

'En esta definicién hay que recordar que la ecuacién de gap proviene del potencial termo-
dindmico y esta ecuacién tiene como solucién a M. De igual modo el parametro de orden es
el condensado de quarks el cual es funcién de la masa corriente de los quarks m,, es decir,
(qq) = (M —m,)/2G.
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Primer Orden Segundo Orden Crossover

Figura 6.2: Transiciones de Fase

creciendo o decreciendo, segun sea el caso y, si en algin momento se observa una
“divergencia”, en ese valor de T'y u ocurre un cambio de fase y se puede localizar
en el diagrama de fases. Este valor corresponde al CEP. Al ir incrementando los
valores de p, si se encuentra ese valor que diverge, de ahi en adelante es posible
que aparezcan mas divergencias pero lo que se busca es el primer valor para el cual
aparece. En este trabajo la meta es estudiar las transiciones quirales analizando
el comportamiento del condensado (gg) como funcién de la temperatura Ty el

potencial quimico pu.

6.3. Diagramas

Parametro de Orden en funciéon de Temperatura

Como se mencion6 anteriormente, la Lagrangiana del modelo NJL presenta sime-
tria quiral si la masa de los quarks es cero, m, = 0, y al considerar temperatura
y potencial quimico finitos esta simetria cambia a un estatus conocido como si-
metria rota, es decir, incorporar la termodinamica al modelo requiere para su
solucion establecer la condicion de que existe un campo de fondo (MFA) y una
de las consecuencias al resolver el problema es que aparece un término de masa
que rompe la simetria, este término es el condensado de quarks. El parametro de
orden en este caso es este condensado de quarks (gq) y se interpreta como sigue:
si (Gq) # 0 se tiene que la simetria estd rota, de otro modo, si (Gg) = 0 se dice

que la simetria quiral se restaura.

La cuestion de en qué condiciones de T' y i se presenta esta simetria rota y en
qué valores se restaura se resuelve observando el diagrama de la Fig. 6.3 en donde
se muestra el condensado de quarks en funcién de la temperatura para un va-
lor fijo de potencial quimico, u = 0, de aqui se observa que el valor de la masa
dindmicamente generada M disminuye al aumentar la temperatura 7T, esto es
consistente con lo mostrado en [68]. Esta masa M al ser proporcional al conden-
sado de quarks, es decir, al parametro de orden (ecuacién 5.14) encontramos que

en algin momento llega a ser cero y en este caso se restaura la simetria quiral.
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Para el caso ideal en que la Lagrangiana es quiral per se, es decir la masa de los
quarks es cero m, = 0, se restaura la simetria a partir de 7" = 190 MeV (curva

negra).

$'250
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g200- ML Y
v 1 u=0 1y
-] B . M (m, = 5.5 MeV) ‘-.-\_
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Figura 6.3: Pardmetro de orden (gq) en funcién de la temperatura 7" con valor de
potencial quimico p = 0. En color negro se describe su comportamiento cuando
masa de los quarks es cero m, = 0 (limite quiral) y en color rojo cuando la masa
es m, = 5.5 MeV.

Esta curva se obtuvo resolviendo para M la ecuacion de gap (5.26) con los para-
metros (5.33) y (5.34) con = 0y con valores de T" hasta 350. Como se observa
en ésta, a partir de 7" = 190 MeV el condensado toma el valor cero y eso indica
que se restauro la simetria quiral, es decir, hubo una transicién de fase.

Asi mismo, en esta Fig. 6.3 se muestra el mismo ejercicio pero con una masa de
los quarks de 5.5 MeV (curva roja). Ambas curvas (negra y roja) comienzan, para
T = 0, en un valor de masa dindmicamente generada de aproximadamente 313
MeV (313.518 MeV para la curva de m, = 0y 312.07 para m, = 5.5 MeV), esto es
consistente con los parametros calculados de manera analitica en (5.33) y (5.34).
Este valor de M significa que al colocar un quark de masa cero (o 5.5 MeV) en
un sistema descrito por la Lagrangiana del modelo NJL, este quark interactia
con el campo de fondo (MFA) y el resultado es que adquiere masa y ahora es de

313.518 MeV (0 312.07 MeV) con el consecuente rompimiento de la simetria quiral.

Para restaurar esta simetria hay que incrementar la temperatura. En el caso de
una masa m, = 5.5 MeV no es posible alcanzar este cero ya que por construccion,
la ecuacién de gap (5.26) nunca alcanza el valor de M = 0. Para resolver esta
situacion se utiliza el concepto de susceptibilidad quiral x visto en la Seccion

(6.2). Como se menciona en [23], la susceptibilidad se relaciona con el reciproco
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de la segunda derivada del potencial termodindmico con respecto al pardmetro
de orden, ecuacién (6.7), es decir, el punto de inflexién o cambio en la concavidad
implica que x diverge, asi que el cero que buscabamos al resolver la ecuacion
de gap se convierte en una divergencia en la susceptibilidad. En la figura 6.3 el
cambio de fase para el caso de m, = 5.5 MeV (curva roja) se localiza en 7' = 189

MeV y se encontré buscando el punto de inflexién de esta curva.

En la Figura 6.4 se muestra este parametro de orden en funcion de la tempera-
tura para distintos valores de potencial i y se observa la diferencia de valores
de temperatura para los cuales el valor de la masa M comienza a descender, se
necesita menos temperatura para que la masa M comience a descender conforme
el potencial y aumenta.

También es de notar que el punto de inflexiéon de cada curva conforme el po-
tencial @ aumenta se mueve hacia valores menores de temperatura, es decir, se
reestablece la simetria en valores cada vez menores de temperatura. Finalmente,
se observa cémo las curvas a partir de la que corresponde a p = 327 presentan
un «salto» en sus valores precisamente en el lugar que corresponde al punto de
inflexién. De la diferencia entre valores consecutivos en esta zona se obtiene una
pendiente de 88.44° (para p = 327 MeV), es decir, tiende a una divergencia y esta
situacién se asocia con la x que da lugar a la localizacién del CEP que se describe
en la siguiente seccion. En realidad este «salto» no estd ocurriendo sino que es
consecuencia de la resolucion numérica del célculo, es decir, se estd haciendo para
valores discretos de temperatura «de uno en uno», por lo que debe interpretarse
como los valores de la pendiente entre dos puntos consecutivos.

Este punto de inflexién no es mas que un cero en la segunda derivada de la funcién
que representa la curva mostrada en esta Fig. 6.4, este cero esta relacionado con
el concepto de susceptibilidad quiral (Seccién 6.2) de aqui que nos de una pista
sobre donde buscar el CEP.

Una interpretacion de la simetria quiral restaurada es que los quarks se pueden
distinguir de dos tipos, izquierdos y derechos, por otro lado, hablar de una simetria
quiral rota consiste en que aparece el condensado de quarks y se piensa que es
la regién en donde los quarks estan confinados, deberia de ser la fase hadrénica
y los quarks son todos iguales, es decir, ya no se pueden distinguir izquierdos de
derechos, es decir, no tienen una quiralidad definida. En general, se piensa que
lo anterior seria posible en una teoria que considere confinamiento de quarks.
Es posible construir una extensiéon al modelo NJL la cual incluye un término
conocido como loop de Polyakov, esta extensién considera al confinamiento y
en esta se busca, entre otras cosas, relacionar el rompimiento/restauracion de

simetria quiral con el confinamiento/desconfinamiento de quarks.
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Figura 6.4: Parametro de orden en funcion de la temperatura para diferentes

valores de potencial quimico, u. El punto de inflexién se indica en color negro.

Diagrama de Fase y Susceptibilidad

El diagrama de fases como ya se menciond se construye a partir de la ecuacion de
gap. Para el caso en que m, = 0 (limite quiral) resolver la ecuacién de gap (5.26)
implica encontrar los ceros de M. De estos valores de M lo que nos interesa es
si éstos son cero o no lo son, mas aun, partiendo de u = 0 y T" = 0, conforme
aumenta T' lo que utilizamos es el primer valor cero de M. Esto divide al plano
i — T en dos regiones: aquella en que hay valor de M y en donde no lo hay, estas
regiones son las fases de simetria rota y restaurada, respectivamente. Este caso se
muestra en la Figura 6.5 (curva negra). El caso en que m, = 5.5 MeV se muestra
en la curva roja y para obtenerlo, como se menciond en la seccién anterior, se
resuelve la ecuacién 6.7 para x que depende, nuevamente de 7' y u. En este caso
cambia la mecanica por que lo que buscamos es en qué valor de T' para un valor
de p fijo la susceptibilidad x alcanza su valor maximo. Cada uno de estos pares
de T'y u, donde y es méximo, son la curva roja de la Figura 6.5.

Del diagrama de fase (Fig. 6.1) sabemos que la regiéon arriba de la curva corres-
ponde a la fase de simetria restaurada y debajo de esta es la region de simetria
rota y el tipo de transicion de fase para p = 0 es de segundo orden (segin LQCD)
y conforme aumenta este potencial quimico u llega un momento en que esta tran-
sicion de fase es de ler orden, el lugar geométrico de la curva en donde ocurre
este cambio es tinico y se conoce como Critical End Point (CEP) y en términos de
la susceptibilidad este corresponde al valor de T' y p en el cual la susceptibilidad
quiral y diverge. A la fecha no existe un consenso acerca de cémo obtener este
punto, de hecho depende del tipo de esquema de regularizacién utilizado [69].

Para determinar la localizacién del CEP, en este caso lo que hicimos fue que para
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Figura 6.5: Izquierda. Diagrama de fases del modelo NJL para dos casos: masa
m, = 0 en color negro y una masa de quarks de 5.5 MeV en color rojo. Derecha.
Diagrama que muestra el valor de susceptibilidad correspondiente a cada punto
del diagrama de fase.

cada p se tiene una curva de susceptibilidad y y se analizdé valor por valor la
diferencia entre sus valores consecutivos, es decir sus pendientes. De ahi que si se
obtuviera un valor de 90°, este seria el que se estda buscando como singularidad
del parametro de orden.

En la Figura 6.6 se muestran las curvas de susceptibilidad para distintos valores
de p. Elegimos las curvas de p = 325,326, 327 y 328 de la siguiente manera: cada
1 tiene un valor de X4 €n el rango de temperaturas de 0 a 350 MeV, ese valor
méximo corresponde a un par (u,T), es decir, la curva del diagrama de fase. La
diferencia de valores consecutivos de y, ordenados de manera ascendente segin su
valor correspondiente de u, representa la pendiente de una tangente. Los mayores

valores de esta pendiente fueron

mges = 19.6 para  p = 325

Mmgoe = 32.0 para  u = 326

msoy = 34.4 para =327

mgog = 3168.8 para = 328

mg31 = 4069411584 para  p = 331
(6.8)

Lo anterior se observa también en el panel derecho de la Figura 6.5. Esta curva
muestra el valor de la susceptibilidad que corresponde a cada par u — T del dia-
grama de fase del panel izquierdo, por ejemplo, el primer punto del diagrama de
fase corresponde a (0,201) y la susceptibilidad que le corresponde a este par de
parametros es 12.832 MeV, ese es el primer punto (u, x) de la curva del panel de-
recho, es decir, es (0,12.832). Entonces en la curva del panel derecho de la Fig. 6.5

para cada par de puntos consecutivos de la curva se calcula la pendiente. De esta
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Figura 6.6: Curvas de susceptibilidad quiral x para diferentes valores de potencial
quimico p. Se muestran con su respectivo valor de pendiente (en grados). Se busca
el primer valor de p que presenta una divergencia (valores de pendiente cercanos
a 90°).

manera cuando la diferencia entre puntos consecutivos diverge (es muy grande)
nos da una pista para localizar el CEP en los valores de y correspondientes. Mas
adelante se aclara por qué no simplemente tomar el valor de pu que corresponde
al mayor valor de susceptibilidad en esta grafica como el CEP, o bien, por qué no
tomar el valor de u en donde la pendiente entre valores consecutivos de x tiende

a diverger (pendientes cercanas a 90°).

Con lo anterior se analiz6 cada curva de manera individual y es lo que se muestra
en la Figura 6.6. De nuevo, la diferencia de valores consecutivos de x nos da la
pendiente de la curva de susceptibilidad. Es facil calcular en grados este valor de
pendiente y buscamos algo lo mas cercano a 90°. Como puede observarse en la
figura, los valores de la pendiente aumentan progresivamente conforme 7" aumen-
ta y en p = 325 ya se alcanza el valor de 88.99°. Consideramos en este caso que
este valor ya es practicamente un valor de y que diverge aunque si analizamos la
curva de y para p = 331 la pendiente maxima es de 89.99°.

La realidad es que nunca alcanzaremos el valor exacto de 90° y es cuestion de
criterio elegir uno u otro valor cercano a este 90°. Es por esta razéon que no inclui-
mos la curva que corresponde a = 331 en la Fig. 6.6, si seguimos aumentando

el valor de p posiblemente nos acerquemos al 90 pero nunca lo alcanzaremos.

Ahora bien, por qué no elegimos desde un principio el valor de divergencia (mayor

pendiente) tomando los valores obtenidos en la Ecuacion (6.8) o por qué no tomar
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el mayor valor de susceptibilidad de la curva del panel derecho de la Figura 6.5.
La razomn es porque estos valores corresponden a los maximos de cada conjunto de
valores de susceptibilidad para cada p. El que haya una gran diferencia entre estos
maximos no nos parece una garantia de que alguna de las curvas de la Figura
6.6 sea una que represente la divergencia que buscamos. De aqui concluimos que
el CEP ocurre a temperatura 7" = 34 MeV y potencial quimico u = 325 MeV
y eso estd indicado en el diagrama de fase de la Figura 6.5. Valores similares se

obtienen, por ejemplo en [70].
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Capitulo 7
Volumen Finito

En la termodindmica estandar no se considera volumen finito. Cuando se habla
de un gas en un recipiente nunca se ponen condiciones a la frontera. Cuando
se estudia un sistema de quarks mediante colisiones en los RHIC las particulas
se encuentran a grandes velocidades y gran parte de la energia se convierte en
energia térmica de agitacion, y se piensa que de esta se produce el plasma de
quarks y gluones (QGP). Esta situacion se estudia como si se encontrara en un
medio infinito. Una situacion mas realista es considerar que el volumen donde se
produce el QGP es finito.

Es razonable pensar que las propiedades termodinamicas de un sistema con vo-
lumen finito dependen del tamafno de este y también de su forma geométrica. A
continuacion se muestra como estudiar lo anterior y los resultados obtenidos me-
diante dos tipos distintos de realizacion de un volumen finito. En la primera sec-
cién se muestra una aproximacion conocida como Multiple Reflection Fxpansion
(MRE) en la que se hace uso del concepto de densidad de estados (volumétrica)
la cual funge como aproximacién a un volumen finito. El otro tipo de aproxi-
macién, que se muestra en la siguiente seccion, es el intuitivo establecimiento de
condiciones a la frontera en el sistema, en este trabajo exploramos las Condiciones
Periédicas y Antiperiddicas a la frontera (PBC y APBC, por sus siglas en inglés,
respectivamente) y las Condiciones de Onda Estacionaria (SWC). Lo anterior se
sigue trabajando con el modelo NJL que para la aproximaciéon MRE se regulariza
mediante el corte UV y para el caso de condiciones a la frontera se regularizé
mediante PTR.
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Modelo de la Gota Liquida y MRE

La idea de utilizar la aproximacién MRE [71] proviene de la propuesta de estudiar
un tipo de materia llamada Strange Quark Matter' (SQM) a volumen finito par-
tiendo de que el modelo de la bolsa del MIT (MIT bag model) se puede estudiar
utilizando un método de aproximacion llamado Multiple Reflection Expansion
(MRE) el cual conduce al modelo de la gota liquida que a la vez se utiliza para
estudiar (y reproduce bien los resultados) particulas del tipo strangelets, es decir,
paquetes o pedazos de materia de quarks up, down y strange [72]. Se especula
que este tipo de materia se forma en las colisiones de altas energias (HEHIC).
De estas colisiones si se forma un plasma de quarks y gluones (QGP), después de
enfriarse se forma SQM, es decir, la materia sometida a condiciones extremas de
temperatura y densidad que proviene de colisiones de hadrones en altas energias
forma un QGP el cual al enfriarse produce un tipo de particula llamado stran-
gelet, estas particulas se estudian bien utilizando el modelo MRE ya que éste se
reduce, bajo ciertas condiciones, al modelo de la gota liquida [71, 73].

El mismo tipo de situacién se puede abordar utilizando un modelo llamado de
cascara (shell model) en donde se resuelve la ecuacién de Dirac aplicando bag
boundary conditions, este problema es complicado de resolver inclusive a tempe-
ratura cero. De aqui que la aproximacion MRE se propuso como alternativa a
este método [71].

7.1. Aproximacién mediante densidad de esta-
dos MRE

7.1.1. La Densidad de Estados y como ésta determina la
frontera de un volumen

La densidad volumétrica de estados en el espacio de momentos es el nimero de

estados por intervalo unitario de momentos viene dada por (Ecuaciéon F.6)

v
(27)?

dNyo = d*p . (7.1)
y el diferencial d®p, se puede escribir como d®p = 4np?dp. Asi se puede definir
una densidad volumétrica de estados de la forma
C1dNy 1,
SV odp om2l

p(p) (7.2)

esta definicion se puede extender hacia una expresion en el marco de la apro-

ximacién MRE con el fin de considerar un volumen finito [71, 72, 74, 75]. Esta

IMateria que estd formada de la misma cantidad de quarks up, down y strange.
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aproximacién conduce a un modelo de gota liquida (liquid drop model), es de-
cir, una esfera de radio R en donde se considera que existe materia formada de
quarks confinada en un volumen finito. Esta densidad de estados consiste de tres
términos, uno asociado a la densidad volumétrica, otro corresponde a la densidad
superficial y el tercero a la contribucion de la curvatura, de este modo podemos

escribir

PMRE = Puol + Psurf + Pcurv 5 (73)

los tltimos dos términos dependen de un pardmetro « el cual Kiriyama en [75]
siguiendo a Balian y Bloch [76] asocian con la funcion de onda del quark confinado
en el volumen finito. Esto es debido a que en su forma original, los términos pgy,
Y Peurv de esta densidad de estados dependen de un pardmetro que en [71, 72] se
relacionan con la masa de las particulas, pero bajo esta consideracion al analizar
el diagrama de fase no aparece la transicion de fase de segundo orden que se
espera debe aparecer [75]. Esta densidad de estados MRE [71, 72, 74, 75] es de

la forma de

PMRE = 21?;2 [1 + E;; s (Z) + (;2];;2 Jfe <§>] ; (7.4)
donde
fs (z) = _817r [1 — iarctan (i)] (7.5)

Je (i) = 1217r2 {1 - ;Z (g arctan (i))} : (7.6)

son las contribuciones superficial y de curvatura ya mencionadas arriba. En Mad-

sen [72] se muestra como obtener estas ultimas ecuaciones (7.5) y (7.6).

La densidad de estados py/re al ser una ecuacion cuadratica abre la posibilidad
de obtener valores negativos de p asi que para evitar estos valores fisicamente no
aceptables se define un IR-cutoff como limite inferior de la integral de momento
y es el mayor de los ceros de (7.4), asi la ecuacién de gap (5.28), o bien, la (5.32)

ya regularizada utilizando el método UV-cutoff queda de la forma

Auv
M = m, + 4GN,N; /A dp pare(®) f (T, 11,p) - (7.7)
IR

Finalmente se establecen las condiciones a la frontera en las que el parametro
a, como ya se menciond, no depende de la masa de la particula asi que si se
establecen las condiciones de frontera de Dirichlet con « el parametro, a — o0,
luego las contribuciones a la densidad de estados de superficie y curvatura [75],

ecuaciones (7.5) y (7.6) seran

) p 1
I ) =—= :
i, Js (a) o (7.8)
) py_ 1
g, fe (a) = 1252 (7.9)



y de aqui se puede calcular el IR-cutoff, la mayor de las raices de la ecuacién (7.4)

1.8
A]R - E 5 (7].0)

luego de usar (7.8) y (7.9), en la ecuacién (7.4) se tiene que

2
P 3 1
— 1— == 4 - 7.11
PMRE = 55 l IpR + (pR)Z] 5 (7.11)

esta es una densidad de estados que caracteriza un volumen esférico finito de
radio R. En el caso opuesto, estableciendo las condiciones de Neumann, haciendo

a — 0 se equipara a ser consistente con el MIT bag model [75] y lo que se obtiene

es
lim fs <p> —0 (7.12)
a—0 o
) py_ 1
\my fe (oz) T 2Un? (7.13)
de igual modo, se obtiene el IR-cutoff
Arg = —— (7.14)
IR — \/iR . .
Con lo anterior, la densidad de estados es
2
p 1 ]
=—|1—-— . 1
PMRE o2 [ 2(pR)? (7.15)

Con estas dos ecuaciones, (7.11) y (7.15) y la regularizacién elegida, que en este

caso es UV-cutoff, es posible estudiar la estructura de la fase del sistema.

Una restriccion adicional al modelo MRE para obtener un

cubo

La manera usual de estudiar un problema restringido a un volumen finito es esta-
blecer lo que se conoce como las condiciones a la frontera y en algunas ocasiones
la forma del volumen no es relevante mientras que en otros casos es posible esta-
blecer fronteras de voliimenes cuya forma representa esferas o cubos. En la seccion
anterior, aunque no se establecieron condiciones a la frontera, la restriccién de
volumen corresponde a una figura esférica. En esta seccién extenderemos esta de-
finicion para obtener una burda aproximacién a una figura ctibica haciendo dos
sencillos cambios en la densidad de estados py;rg. Primero redefinimos el término
de superficie ps,rs para considerar la superficie de un cubo de arista L y después
estableceremos que el factor de curvatura es cero. De esta manera construimos

una densidad de estados que representa una rudimentaria aproximacion de un
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volumen finito. La idea es investigar si sigue siendo una buena aproximacion co-

mo alternativa para represetar un volumen finito.

Como ya se mencioné en la seccion anterior (Ecn. 7.3) la densidad de estados
esta formada por tres términos, densidad de estados volumétrica, superficial y de
curvatura, pPuol, Psurf ¥ Peurv- Ahora bien, de la densidad volumétrica de estados

(Ecn. 7.1) por analogia podemos escribir una densidad de estados superficial

dN, = d’p , (7.16)

(2m)?
donde A representa el area total de la superficie en cosideraciéon. El diferencial
d?p también se puede escribir como d?p = 27p dp. En particular si esta 4rea
la tomamos como la de un cubo de arista L, entonces A = 6L? y entonces el

término superficial de la ecuacién (7.3) se puede obtener al escribir la ecuacién
(7.16) como

dNs, 2mAp 6L3p

dp — (2m)?2  27L’ (7.17)
y de aqui podemos escribir esta tltima ecuacion para darle la forma de p = ‘1/62]\7,
es decir, b

Psurf = édé]\;& = QipL (7.18)
finalmente si tomamos el factor de superficie como fg = —1/87 (Ecn. 7.8) para

la condiciones de Dirichlet y el factor de curvatura como cero, fo = 0, entonces
llegamos a

2
3

or2 |7 4Lp

esta densidad de estados representa una forma ciibica de una manera burda pero

numeéricamente hablando creemos que es una buena aproximacion a la situacion

buscada. El limite inferior, A7z que se obtiene de resolver la ecuacion (7.19) es
3

7.1.2. Diagramas

Una vez establecido lo anterior es posible estudiar un sistema formado de quarks
u v d en condiciones extremas pero finitas de temperatura y densidad y ademas
confinadas en un volumen de forma esférica finita de radio R. La ecuacion de gap
a resolver para M es

Y NN Avv M 1 1
—m, + - f/Am dpE,OMRE 1_65(E+u)+1_@B(E—u)+1 =0,

(7.21)
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con m, la masa corriente de los quarks (bare mass), N. = 3y Ny = 2 los grados de
libertad de los quarks de color (red, green y blue) y sabor (uy d), respectivamente,
G la constante de acoplamiento y Ayy el UV-cutoff, B = 1/T es la temperatura,
1 el potencial quimico ambos en MeV. La densidad de estados py;rp serd depen-
diendo del tipo de volumen a restringir y es segtn las ecuaciones (7.11), (7.15) y
(7.19) y segtin sea el caso? se elige el cutoff inferior A;g de las ecuaciones (7.10),
(7.14) y (7.20).

Los parametros utilizados, dependiendo del radio R de la esfera y usando las
condiciones de Dirichlet (Ecuacién 7.11) para aproximar mediante MRE se mues-
tran en la tabla 7.1 y fueron calculados (ver Apéndice N.1) usando f, = 92
MeV, (uu) = —(244.7)% y m, = 138 MeV y considerando una masa corriente
de los quarks de m, = 5.5 MeV, de igual modo, para el limite quiral, m, = 0,
los pardmetros usados se encuentran en la Tabla 7.2. En las Tablas 7.3 y 7.4 se
encuentran los parametros correspondientes utilizando condiciones de Neumann

(Ecuacién 7.15) y para el cubo ver Tabla 7.6. Para

Tabla 7.1: Parametros para representar en el modelo NJL una simetria esférica

usando MREp para para de los quarks m, = 5.5 MeV.

R (fm) G (MeV=2) A (MeV) M (MeV)
40 547186 x 1076 629.015  326.2
30 547176 x 1076 629.019  326.196
25 547163 x 1076 629.024  326.191
20 547134 x 106 629.034  326.18
10 546716 x 10 629.186  326.022

Tabla 7.2: Parametros para representar en el modelo NJL una simetria esférica

usando MREp para para de los quarks m, = 0 MeV.

R (fm) G MeV™2) A (MeV) M (MeV)
30 5.5656 x 1075 629.019  326.196
20 5.56517 x 1076 629.034 326.18
10 5.56097 x 107 629.186  326.022

2En delante siempre y para cualquier caso utilizaremos los subindices D y N para distinguir

la restriccion de Dirichlet de la de Neumann.
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Tabla 7.3: Parametros para representar en el modelo NJL una simetria esférica

usando MREy para para de los quarks m, = 5.5 MeV.

R (fm) G MeV=2) A (MeV) M (MeV)
30 547192 x 107 629.013  326.202
20 547190 x 107  629.014  326.201
10 547164 x 107 629.023  326.192
5 5.46961 x 1076 629.097  326.115

5.21743 x 1075 638.72  316.733
0.5 421313 x 107% 688.428  282.229

Tabla 7.4: Parametros para representar en el modelo NJL. una simetria esférica

usando MREy para para de los quarks m, = 0 MeV.

R (fm) G (MeV=2) A (MeV) M (MeV)
30 556577 x 1075 629.013  326.202
20 556574 x 1076 629.014  326.201
10 556548 x 107 629.023  326.192
1 530963 x 107 638.72  316.733

Tabla 7.5: Parametros verificar qué diferencia existe al incrementar el tamano
del radio. La casilla marcada como «sin MRE» corresponde al caso del modelo
NJL sin volumen. Hay que notar que la tinica diferencia es en la constante de

acoplamiento fuerte G.

R (fm) G (MeV=2) A (MeV) M (MeV)
sin MRE 5.47193 x 107 629.013  326.203
1000 5.56578 x 1076  629.013  326.203
100 556578 x 1076 629.013  326.203
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Tabla 7.6: Parametros para representar en el modelo NJL una simetria cibica

usando MRE para para de los quarks m, = 5.5 MeV.

L (fm) G (MeV=2) A (MeV) M (MeV)
1000 547193 x 1076 629.013  326.203
100 547193 x 1076 629.013  326.203
30 547192 x 1076 629.013  326.202
20 547189 x 107 629.014  326.201

10 547159 x 1076 629.025  326.190
5.47092 x 1076 629.049  326.165
5 546917 x 1076 629.113  326.098
5.17435 x 1076 640.463  315.163

Tabla 7.7: Parametros para representar en el modelo NJL una simetria cibica

usando MRE para para de los quarks m, = 0.

L(fm) G (MeV™2) A (MeV) M (MeV)
30 5.56576 x 107 629.013  326.202
20 5.56573 x 107 629.014  326.201
10 5.56543 x 1076 629.025 326.19
) 5.56299 x 1076 629.113  326.098
1 5.26625 x 1075 640.463  315.163
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Parametro de orden en funciéon de la temperatura

En la Figura 7.1 se muestra el parametro de orden en funciéon de la temperatura
para el modelo NJL restringiendo el espacio a un volumen finito mediante la apro-
ximacion MRE para una forma esférica con distintos radios y una forma ctbica
para distintos tamafios de arista L. En el caso de la esfera con los dos criterios
para calcular la densidad de estados py/grg, Dirichlet y Neumann, ademas el caso
del limite quiral o bien cuando la masa corriente de los quarks es m, = 5.5 MeV.
Se observa que el valor del condensado de quarks (qq), que es equivalente a la
masa dindmicamente generada M, disminuye conforme aumenta la temperatura
T y de igual modo disminuye conforme disminuye el radio de la esfera, asi mismo
para el limite quiral el valor de la temperatura en la cual se restaura la simetria
quiral disminuye conforme disminuye el radio de la esfera. Esto es muy evidente
cuando se representa la esfera usando la aproximaciéon MRE con la restriccién de
Dirichlet, MRE (diagramas de arriba en la Fig.7.1) mientras que en el caso de
Neumann, MREy no se observa una clara diferencia para distintos radios, sélo
al utilizar un radio de 1 fm se observa una diferencia y esto es tanto en el limite
quiral (m, = 0) como en m, = 5.5 MeV.

En el caso de un cubo el comportamiento es similar, a menor radio, menor es
valor de la masa dindmicamente generada y sélo es en el caso de un cubo de
arista L = 1 fm en donde se puede considerar que en todo momento la fase es de

simetria quiral restaurada.

En la Figura 7.2 y la Tabla 7.8 se muestra un resumen de los valores de esta
masa dindmicamente generada para Ty p = 0 en el panel izquierdo para el li-
mite quiral y en el derecho cuando la masa corriente de los quarks es m, = 5.5
MeV. Se observa que en el caso de la esferay a volumenes muy pequenos el valor
de esta masa M ya es practicamente el mismo que el que toma cuando no se
considera un volumen finito, 10 y 5 fm para el limite quiral y cuando m, = 5
MeV, respectivamente, por otro lado, en la esferap atin en R = 30 f representa el

88 % del valor de la masa M a volumen infinito.

Como ya se ha mencionado anteriormente, la existencia del condensado de quarks
implica rompimiento de la simetria quiral, asi en los paneles izquierdos de la Fi-
gura 7.1, se observa que al disminuir el tamanio del volumen, disminuye la tem-
peratura a la cual se restaura la simetria, esto es en el limite quiral. Para el
caso en que la masa corriente de los quarks es distinta de cero (lado derecho),
esta restauracion de la simetria se puede determinar observando la inflexién de
la curva del condensado. Este valor disminuye conforme disminuye el valor del
radio y tiene sentido, al disminuir el tamano del recipiente, se necesita menos

temperatura para cambiar la fase de la materia contenida en este.
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Figura 7.1: Parametro de orden en funcién de la temperatura para g = 0. Modelo

NJL a volumen finito usando aproximacién MRE para distintos radios R de esfera.

Arriba para condiciones de Dirichlet y centro de Neumann. Izquierda limite quiral.

Derecha masa corriente de los quarks m, = 5.5 MeV. Abajo un cubo usando

aproximaciéon MRE para distintas aristas L. En rojo se indica el lugar del punto

de inflexién. En el caso de m, # 0 este punto indicaria la restauracién de la

simetria quiral. En el caso de m, = 0, paneles izquierdos, la restauracion de esta

simetria ocurre cuando el condensado quiral, (qq) o< M, es igual a cero.
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Figura 7.2: Masa dindmicamente generada calculada para y =0y T = 0 segtn el
tamano del volumen de la esfera o el cubo. Izquierda, limite quiral. Por ejemplo,
la curva en color negro muestra los valores de esta masa M para radios de 10, 20,
30 y un R — oo, para MREp. En este caso se observa que a partir de un R = 30
fm la masa M es equivalente al caso de un volumen infinito. Por otro lado, para

la esfera MREy esto ocurre ya a partir de un R = 10 fm

En la figura 7.3 y la tabla 7.9 se resume lo anterior para el caso en equilibrio de
1 = 0. A mayor volumen, mayor temperatura en la que ocurre la restauracién de
la simetria quiral y nuevamente en el caso de la esferay los valores son mayores
con respecto a la restriccion de Dirichlet y para el cubo los valores son intermedios
con respecto a los dos tipos de esfera, en particular es notable la similitud entre

las curvas de las figuras 7.2 y 7.3.

Al considerar un potencial finito, es decir y # 0, el comportamiento del conden-
sado cuando el volumen cambia es similar al caso en que no hay restricciéon de
volumen (Seccién 6.3). En las Figs. 7.4 y 7.5 se muestra en detalle esta situaciéon
para ambos casos, MREp y MREy, para distintos valores de potencial quimico

w1y distintos radios R de esfera. En la Figura 7.6 se muestra el cubo.

En todos los casos se superponen las curvas de condensado en funcién de la
temperatura para diversos valores de p, desde el caso de equilibrio p = 0, pasando
por un valor alto de ;4 = 300 MeV y en el siguiente valor se colocé el valor de i en
donde se propone que ocurre el CEP (de la curva de susceptibilidad de la Figura
7.9 se localiza el valor de T en el cual la susceptibilidad crece de manera que
la pendiente entre valores consecutivos sea cercana a 90°. Este valor de T tiene
asociado un valor de p que es precisamente con este par (i, 1) que se construye
el diagrama de fase y es el que se grafic6 en esta figura). También se muestra
una curva para un potencial g mayor, todo esto para estudiar el comportamiento

del condensado conforme aumentamos la diferencia de potencial quimico hasta
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Tabla 7.8: Masa dindmicamente generada (7"y p = 0) considerando el modelo
NJL restringido a un volumen finito utilizando aproximacion MRE para una
esfera de radio R y un cubo de arista L. Panel de arriba en el limite quiral, panel
abajo masa corriente de los quarks m, = 5.5 MeV.
NJL MRE (m, =0,T7 =0, u=0)
Masa M en MeV
R/L (f) Esferap Esferay Cubo
R — o0 315718 326.188 322.87
30 290.658  326.025 315.036
20 272.155 325.779 309.364
10 212.156  324.44  291.952
5 - - 254.968
- 146.87 0

NJL MRE (m, =5.5 MeV, T'=0, = 0)
Masa M en MeV

R/L (f) Esferap Esferay Cubo

R — 00 316.191 326.188 323.024

40 300.976 - -
30 292.413  326.032 315.541
25 285.5 - -

20 275.015  325.82 310.139
10 220.146  324.679 293.63
7 - - 279.077
) - 320.158 259.022

- 167.325 23.0668

llegar a valores extremos. En ambos casos, MREp y MREy, las curvas se van
comportando segun lo esperado, al acercarse a cierto valor de potencial p se tiene
una divergencia y coincide, o bien, sugiere que ahi se encontrara el CEP (curvas
en color verde para los radios 40, 30 y 25 fm) en el caso de R = 20 fm no hay un
claro indicio de divergencia, es decir, las curvas son suaves y en particular, mas
adelante, veremos que en una esfera con este radio no se manifiesta el CEP.
Para el caso de Neumann, ocurre lo mismo con la diferencia de que para distintos
radios, 30, 20 y 5 fm, no hay practicamente diferencia y en la curva verde se
observa un indicio de divergencia, los puntos «se despegany, si el radio es 1 fm
las curvas del condensado son suaves por lo que no hay indicios de que ocurra
que exista el CEP.

En el caso del cubo, Figura 7.6, se muestra la misma situacion, para L = 30, 20
y 10 fm la curva en color verde corresponde al potencial yu que se establecid

corresponde al CEP. En el caso de L = 7 fm todas las curvas son «suavesy, es
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Figura 7.3: Temperatura en la cual ocurre el cambio de fase de simetria rota a
restaurada en p = 0 segin el modelo NJL. a volumen finito usando aproximacion
MRE para una esfera y un cubo. Izquierda en el limite quiral es la temperatura
en la cual el condensado quiral (o bien la masa M) toma el valor cero. Derecha,
masa corriente de los quarks m, = 5.5 MeV, en este caso es la temperatura en la

cual ocurre el cambio de concavidad de la curva de la masa M.

decir, no hay indicios de divergencia y esto se confirma también en la siguiente
seccion.

Hasta este punto el andlisis es la solucion de la ecuacion de gap y de ésta, la in-
formacion es el valor del condensado dependiendo de los valores de T' v u dados.
Si este condensado es distinto de cero la fase del sistema es de simetria quiral rota
y si es cero, la simetria estd restaurada y es claro de la ecuacién de gap (7.21)
que si m, # 0, entonces M nunca puede valer cero. De aqui que en este momento
no nos sea posible determinar si la simetria se restaura. Ya en la seccién 6.2 vi-
mos como salvar esta dificultad utilizando el concepto de susceptibilidad quiral,
el cual implica como varia el potencial termodinamico con respecto al pardmetro
de orden, en ese caso el condensado quiral. Una vez calculada la susceptibilidad
quiral x se puede construir el diagrama de fase y de aqui poder determinar la

localizacion del CEP en caso de que exista.

En las Figuras 7.4, 7.5 y 7.6 se apunt6 que a partir de cierto valor u se localizaba
o podia localizar el CEP bajo cierto comportamiento de los valores calculados
del condensado, esto contraponiéndose con lo dicho lineas arriba. Como ya se
refirié6 anteriormente, esto solo es una pista que se puede extraer del calculo del
condensado y se vuelve evidente sélo después de calcular la susceptibilidad quiral,
de aqui que no parece ser utilizado como una manera de determinar si existe o no
aunque en esencia la susceptibilidad quiral y el punto de inflexién del condensado
son los mismo. Los autores consideramos que ambos modos se complementan.
En la siguiente seccién se estudia a fondo la susceptibilidad para este caso de

volumen finito y la determinacion del CEP.

82



350

300

250

Condensado (MeV)

300

250

= N
o) =1
3 3

Condensado (MeV)

=)
3

-50

NJL ¢/ MRE(D)
Esfera de radio R = 40 f
m, = 5.5 MeV
©u=o0
W =300 MeV
M =317 MeV
M =327 MeV
®  Inflexion
N M =323 MeV

0 50 100 150 200 250 300 350 400

T (MeV)

NJL ¢/ MRE(D)
Esfera de radioR = 20 f
m, = 5.5 MeV
u=0
N M =300 MeV
@ kY © p=323Mev
: 4 @  Inflexion
%
%
Y

0 50 100 150 200 250 300 350 400

T (MeV)

300

Condensado (MeV)
—
G
g

300

Condensado (MeV)
—
G
3

NJL ¢/ MRE(D)
Esfera de radio R = 30 f
m, =5.5MeV

1 © u=0

> @ © p=315MeV
Y < p=325Mev
S ®  Inflexion

50 100 150 200 250 300 350 400
T (MeV)

NIL ¢/ MRE(D)
Esfera de radioR = 25 f
m, = 5.5 MeV
- u=o
M =300 MeV
H =313 MeV
W =323 MeV
®  Inflexion

50 100 150 200 250 300 350 400
T (MeV)

Figura 7.4: Parametro de orden en funcién de la temperatura para diferentes

valores de potencial p. Arriba a la izquierda y en sentido de las manecillas del
reloj de R = 40 hasta 20 fm. Esfera de radio R en el modelo NJLp con masa

corriente de los quarks m, = 5.5 MeV. En rojo se indica el punto de inflexion de

la curva. Cambios bruscos en el condensado estan relacionados con el cambio de

fase
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Figura 7.5: Parametro de orden en funcion de la temperatura para diferentes

valores de potencial quimico p. Arriba a la izquierda y en sentido de las manecillas
del reloj de R = 30, 20, 5 y 1 fm. Esfera de radio R en el modelo NJLy con masa

corriente de los quarks m, = 5.5 MeV.
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Figura 7.6: Parametro de orden en funcién de la temperatura modelo NJL a
volumen finito de forma cbica de arista L utilizando aproximacion MRE para
diferentes valores de potencial quimico con masa corriente de los quarks m, = 5.5
MeV. De arriba a la izquierda y en sentido de las manecillas del reloj de L =
30,20,10 y 7 fm.
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Tabla 7.9: Temperaturas en las que ocurre el cambio de fase de simetria quiral.
Izquierda, limite quiral. Derecha, masa corriente de los quarks m, = 5.5 MeV.
Modelo NJL restringido a volumen finito utilizando aproximacién MRE para
esfera y cubo de diferentes tamafios con potencial quimico p = 0.

NJL MRE (m, = 5.5 MeV, u = 0)

Temp / Inflexién en MeV

R/L (fm) MREp MREyN Cubo
R — o 189 195 193

NJL MRE (m, =0, = 0)
Temp / cambio de fase en MeV
R/L (fm) MREp MREyN Cubo

40 183 - -
R — o0 191 - -
30 179 195 190
30 178 196 190
25 176 - -
20 170 195 188
20 171 194 187
10 142 195 180
10 146 194 180
5 - — 162
= - 173
- 115 0
o - 192 164
- 128 126

Susceptibilidad Quiral y Temperatura critica

Como ya se vio anteriormente la susceptibilidad quiral y nos da informacién acer-
ca del comportamiento de las soluciones de la ecuacion de gap y divergencias en
esta x implican ceros en la ecuacion de gap y éstos a su vez implican cambios en

la fase de la que se esté tratando.

La temperatura critica T, como la define [88] es aquella en la cual ocurre el «pi-
co» de la susceptibilidad quiral, por otro lado, en [69] esta temperatura critica
se define como aquella que «corresponde al valor de la temperatura a potencial
quimico cero donde se encuentra la zona de coexistencia de fases», esta zona de
coexistencia de fases es la zona llamada de crossover que es la que ocurre cuando
en el modelo se considera la masa corriente de los quarks diferente de cero. Esta
zona precisamente es la que determina la curva del diagrama de fase el cual se
construye a partir de la susceptibilidad quiral, y siendo mas precisos este diagra-
ma se construye con el valor maximo (el «pico») de cada susceptibilidad quiral,
es decir, ambas definiciones son equivalentes aunque de inicio no lo parecieran.

Mencionamos esto ya que en la seccién anterior obtuvimos una temperatura en
la cual suponemos ocurre el cambio de fase de simetria quiral para u = 0 y de-
pendiendo de si es m, = 0 o si es m, # 0, entonces esta temperatura es aquella
en la que ocurre que el condensado vale cero o tiene un cambio de concavidad,
respectivamente. Lo anterior resulta ser similar a la definicion de temperatuta

critica 1.
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En la Tabla 7.10 se muestran estos valores de T, para p = 0 para los diferentes
tamanos de volumen y en la Figura 7.7 se muestra la comparacion entre estos dos
conceptos, es decir, la temperatura a la cual el condensado se hace cero (Figura
7.3 y Tabla 7.9) vs la temperatura critica que es la cual en la que ocurre que
la susceptibilidad alcanza el maximo cuando m, = 0 y la temperatura a la cual
ocurre la inflexion en la curva del condensado vs esta temperatura critica. En el
lado izquierdo se muestra el caso en el limite quiral y cada color representa un
tipo de geometria y los circulos corresponden a la temperatura cero que se vio en
la seccion anterior y los rectangulos corresponden a la 7T,.. Como se puede observar
la diferencia entre ambas curvas es muy pequena. En el lado derecho de la figura
se muestra el caso m, = 5.5 MeV, si se leen los valores de manera individual, es
decir, por ejemplo para Rp = 30 fm se tienen temperaturas de 179 y 190 MeV y
para cada R existen diferencias de alrededor de esa magnitud y en la figura es lo
que se observa, ambas curvas tienen un patrén similar.

De aqui se puede concluir que en el limite quiral para determinar la temperatura
en la cual ocurre el cambio de fase no hay diferencia entre usar la susceptibilidad
quiral o bien, localizar el punto en el cual el condensado se hace cero. En el caso
de una masa corriente de los quarks m, = 5.5 MeV ocurre que hay una cierta
diferencia entre usar la susceptibilidad quiral y el punto de inflexién. Lo intere-
sante es que la magnitud de la diferencia es casi la misma al ir incrementando el
tamano del volumen y no importando su forma.

Esta es una razén por la cual consideramos que el punto de inflexién de la curva

del condensado (o en su caso, el cero) nos da una idea muy cercana a la localiza-
cion del CEP.
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Tabla 7.10: Temperatura critica a p = 0. Izquierda, limite quiral. Derecha, masa

corriente de los quarks m, = 5.5 MeV. Modelo NJL restringido a volumen fini-

to utilizando aproximaciéon MRE para esfera y cubo de diferentes tamanos con

potencial quimico u = 0.

NJL MRE (m, = 5.5 MeV, u = 0)
Temp. Critica T, en MeV

R/L (fm) MREp MREyN Cubo

NJL MRE (m, =0, u=0)
Temp. Critica T, en MeV

40 194 - -

R/L (fm) MREp MREyN Cubo
30 190 206 201

30 179 195 190
25 187 - -

20 170 195 187
20 182 205 198

10 142 195 179
10 156 205 190

5 - — 162
- - 184

= 114 16
5 - 203 174
- 134 15

Diagrama de Fase para NJL utilizando MRE

En la Figura 7.8 se muestra el diagrama de fase para una region esférica de di-
ferentes radios y una cubica para diferentes longitudes de arista L utilizando el
modelo NJL y restringiendo su volumen mediante la aproximacién MREpy (arri-
ba), MRE(y) (centro) segin si se utliza la restriccién de Dirichlet o Neumann y

en el panel inferior un cubo MRE.

Como se puede observar, a menor volumen la temperatura en que ocurre el cam-
bio de fase de simetria quiral disminuye, en esta figura se muestra el caso de un
sistema de quarks con masa corriente m, = 5.5 MeV. A la izquierda se muestra
como referencia el limite quiral y a la derecha el caso m = 5.5 MeV y como era
de esperarse, a menor radio con un potencial fijo i, la temperatura en la cual la
simetria quiral esta rota, o se restaura, disminuye. En todos los casos las curvas
se comportan de manera similar, es decir, no se traslapan o presentan saltos salvo
al final, al llegar a los valores mas bajos de temperatura, en todos los casos los
valores obtenidos numéricamente comienzan a mostrar algunas irregularidades
esto debido a que el método de solucién ya no encuentra soluciones y ya sea que
las omite, o bien, arroja resultados que no convergen.

En el caso de MRE(y) (centro) todas las curvas se puede decir que se sobrepo-
nen, no fue posible modificar la escala para mostrar alguna diferencia perceptible
aunque en la tabla de valores se observa la diferencia, que es en ocasiones es de
alrededor de 1 MeV. Como en el caso del diagrama de condensado vs tempera-

tura, para radio de 1 fm ya se observa una diferencia. En este caso se pudieron
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obtener diagramas de fase para tamanos de radio de 1 fm inclusive.

Para el caso del cubo (abajo) hay diagrama de fase al menos para volimenes de
cubos de arista L = 5 fm o mas, para L = 1 fm si hay soluciones pero son casi
cero. Hacemos esta aclaracion ya que hay casos en que para cierto tamano de
volumen no hay soluciones numéricas, o bien, existen sélo para cierto intervalo
de valores de potencial quimico u y este no fue el caso, hay soluciones en todo el

intervalo de p y no son cero, son valores casi cero.

Finalmente, en esta misma figura, se muestra la localizacion del CEP el cual, a
menor radio se presenta a menor potencial quimico y temperatura y para el caso
MRE(p) no existe para el radio de 20 fm y menores a este.

Es importante aclarar que la eleccion de los radios es completamente arbitraria y
por ejemplo, en el caso MRE(p) se observa que para R = 25 fm existe CEP pero
en R = 20 fm ya no aparece, es natural preguntarse en qué valor exacto existe y
en que valor de R ya no existe. Esta pregunta se puede responder resolviendo para
valores de R cada vez menores en una unidad, pero no hay garantia de encontrar
el valor exacto, podria ser un valor de R no-entero. Los autores consideramos que
determinar el valor exacto podria ser de alguna manera infructuoso considerando
que la localizacion del CEP se determiné de manera arbitraria para valores en los

cuales la pendiente se acerca a 89°, lo cual es una aproximacion.

Acerca del CEP en el caso de MREy, como se observa en la Fig.7.8 todas las
curvas propuestas para los radios propuestos, a excepciéon de R = 1 fm, presen-
tan existencia de CEP y practicamente en la misma localizacion, esta variacion
es consistente con lo esperado, es decir, la temperatura de la localizacion dis-
minuye en 2 MeV de un radio R — oo a R = 5 fm. Para el cubo existe CEP

hasta voliimenes de arista al menos L = 10 fm o més, ya en 7 y menores no existe.

Cémo determinar el CEP en estas curvas. A partir de la susceptibilidad asociada
a cada par (u,T) del diagrama de fase se traza la Figura 7.9 en donde se muestra
el comportamiento de las susceptibilidades méximas para cada potencial quimico
w1 en funcion de la temperatura. Para el caso de MREp en una esfera de diferentes
radios (arriba a la izquierda) se observa que las curvas para radios infinito, 40,
30 y 25 fm presentan comportamiento asintotico y éste indica la posible exis-
tencia del CEP3. Para localizarlo sistematicamente tomamos como referencia el
lugar de la curva en donde ocurre el crecimiento mayor. En el caso, por ejemplo,
de R = 30 fm, ocurre en u = 317 MeV donde el crecimiento es de 89.62° (Fig.7.9).

3En realidad determinar «a simple vista» si es asint6tico o no presenta cierta dificultad. Al

ser resultados numéricos, nos limitamos a verificar la diferencia entre puntos consecutivos.
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Figura 7.8: Diagrama de Fase para un sistema restringido a una region esférica

de radio R utilizando el modelo NJL con aproximacion MRE en condiciones

de Dirichlet arriba izquierda y derecha, masa corriente cero y 5.5 MeV. Centro,

MREy con masa-cero y masa corriente m, = 5.5 MeV a la izquierda y derecha,

respectivamente. Abajo, cubo de lado L. En rojo se indica la localizacion del CEP.

Como referencia en el panel de arriba a la izquierda se grafico como R — oo el

NJL sin MRE mientras que en los paneles del centro y abajo se utliz6 R = 100

fm que para fines practicos debia considerarse como un valor infinito.
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Figura 7.9: Comportamiento de la susceptibilidad quiral para diferentes radios R
de esfera utilizando el modelo NJL con MRE. Izquierda, MREp. Para un radio

de esfera infinito y de tamano 30 f se observa el comportamiento asintético que

indica la posible existencia del CEP. En R = 20 fm la curva parece tener un

crecimiento asintotico pero numéricamente la inclinaciéon maxima es de 85.5°,

mientras que para R = 10 fm apenas alcanza los 34.02°. Derecha, MREy. Para

distintos radios en un espectro de 5 fm hasta un radio de 100 fm (que tomamos

como infinito) no se observa variacion alguna. Sélo el radio de 1 fm muestra un

comportamiento diferente. Abajo, para el cubo de arista L se observa posible
comportamiento asintético en L = 30,20,10 y 7 fm. A detalle en L = 7 (Figura

7.12) se muestra que no lo es, por lo que no se presenta CEP.
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Al analizar la susceptibilidad de manera individual, es decir, para y = 317 y en
valores cercanos a este, se grafica cada susceptibilidad en funcién de la tempera-
tura como se muestra en la Figura 7.10. En esta se observa que practicamente hay
una divergencia® desde pu = 315 MeV, recordando que las estamos considerando
cuando el crecimiento alcanza los 89° y ademas que la localizacion del CEP se
estda tomando como el lugar donde ocurre la primer divergencia en las suscep-
tibilidades, por esta razén no fue necesario analizar la curva para p = 317 que
es el lugar donde supusimos que se encontraria. De aqui que se proponga como
la localizacién del CEP en p = 315 es en donde se marco en la Figura 7.8. En
resumen, de la gréfica de la susceptibilidad maxima de la Fig. 7.9 buscamos en
qué valor de i hay un crecimiento muy grande y a partir de este valor, de manera
individual, se explora para cada p cercana a esta cuando ocurre una divergencia.

La primera que se localiza es la que corresponde al CEP buscado.

Regresando a la Figura 7.9 para R = 20 fm tenemos que el mayor crecimiento fue
de 85.5° en p = 308 MeV y a pesar de que es un incremento considerable no es
suficiente para considerar que existe una divergencia y por lo tanto para este caso
el CEP no existe. Esto se muestra en la grafica de abajo a la derecha de la Figura
7.10 en donde aparece la curva de susceptibilidad quiral para este potencial de
308 MeV, el crecimiento maximo entre dos puntos consecutivos de esta apenas
alcanza los 56.65° por lo que, como habiamos supuesto observando la Figura 7.9,
no existe CEP para este radio R = 20 fm. De igual modo, para R = 10 fm no
existe CEP (no se muestra en la figura).

En la Figura 7.11 se muestra la mismo para el caso de MREy y como ha ocurrido
desde el condensado, no hay variaciones apreciables en los diagramas, decimos
pues que con esta restriccion el modelo no es sensible al tamano del volumen. De

igual modo se muestran los resultados para el cubo en la Figura 7.12.

En la Tabla 7.11 se resume la localizacion de los CEP propuestos para este mo-
delo NJL con volumen finito considerando la aproximacion MRE y masa de los
quarks de m, = 5.5 MeV.

Es pertinente hacer una aclaracion referente a esta secciéon. Acerca de la locali-
zacion del CEP, a la fecha no existe un consenso acerca de cémo determinar si
existe o no el CEP en el caso de un volumen infinito (es decir, sin restricciones de
volumen) ni tampoco de la manera en que se determine su localizacién. A esto hay
que sumarle que el tipo de regularizacion usada y los pardmetros calculados para

resolver la ecuacién de gap hacen que las soluciones varien dependiendo del caso.

4De nuevo, realizar una resta entre valores consecutivos de susceptibilidad y buscar la mayor

de estas.
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Existen trabajos extensos que estudian las diferencias en las soluciones obtenidas
dependiendo del tipo de regularizacién [47, 51, 49, 77]. Estos tipos de regulariza-
cion se utilizan dependiendo del tipo de método utilizado para resolver el modelo,
si se resuelve usando LQCD, o bien, métodos perturbativos o no-perturbativos.
Asi mismo no se estd considerando la intensidad o la magnitud del valor de la
susceptibildiad. En particular hay un detalle acerca de la temperatura en la cual
ocurre la divergencia de la susceptibilidad. Cuando se establece que una curva de
susceptibilidad presenta una divergencia para cierto potencial u, esta divergen-
cia ocurre en cierto valor de temperatura, pero esta temperatura no es la misma
que la que correponde al diagrama de fase, esto es porque el diagrama de fase se
construye con la temperatura en que ocurre el maximo de la susceptibilidad pero
ya se vio que la divergencia de la susceptibilidad puede ocurrir antes de llegar a
esta temperatura en que ocurre el maximo.

En [51] se propone construir el diagama de fases con un criterio distinto al usual
definiendo un criterio global y otro local. El resultado de esto son dos diagramas
de fase que superpuestos, al incrementar el valor de i se van «acercando» de
manera que a partir de cierto valor de potencial u coinciden y al seguir incremen-
tandose p se convierten en una sola linea. Lo relevante de esto es que ese punto
de convergencia es el CEP.
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Figura 7.11: Susceptibilidad quiral para el caso de una esfera en la aproximacion
MRE del modelo NJL utilizando condiciones de Neumann y con masa corriente
de los quarks de 5.5 MEV. En L = 1 fm no se observa una divergencia en esta

susceptibilidad luego no hay condiciones para afirmar que exista CEP.
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Figura 7.12: Susceptibildiad quiral cubo de arista L obtenido de aproximacién MRE. En
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a 89° se consideraron como divergencias. En L = 7 fm el maximo valor alcanzado no se considera

como tal.

Tabla 7.11: CEP para distintos tamafios de volumen y distintas aproximaciones MRE de una

esfera de radio R y cubo de arista L.

NJL MREp Esfera
R (fm) CEP (u,T)
R>1 (325 34)
40 (317, 30)
30 (315, 23)
25 (313, 16)
R <20 —

NJL MREy Esfera

R (fm) CEP (u,T)

NJL MRE Cubo

R>1 (321, 48)
30 (321, 48)
20 (321, 48)

10 (321, 47)

(321, 45)

R<1 -

R (fm) CEP (p,7T)

R>1 (321, 45)
30 (320, 40)
20 (318, 37)
10 (316, 22)

R<7 -
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7.2. Aproximacién mediante Condiciones en la

Frontera

Para hacer un estudio de un sistema con volumen finito ademéas de obtenerlo a
partir de la aproximacion MRE, es posible hacerlo estableciendo condiciones en
la frontera en el sistema.

Dependiendo del método de solucion, es aceptado usar condiciones periddicas y
antiperiédicas a la frontera (PBC y APBC, por sus siglas en inglés respectiva-
mente) segin si se utilizan LQCD o teorias efectivas. Hasta la fecha no hay un
consenso sobre el tipo de condiciones a la frontera que se deben usar. Siguiendo
a Wang [55] estos dos esquemas no satisfacen el requisito de encerrar en un vo-
lumen finito materia en algiin estado o fase, es decir, esta condicién implica que
el campo de los quarks tome valor cero fuera de cierta frontera definida. Esto se

logra estableciendo condiciones de onda estacionarias (SWC).

A continuacion se va a restringir mediante condiciones a la frontera la ecuacion
de gap (5.26) para = 0 y temperatura finita
dp M

(2@3&[1 —fH =0, (7.22)

M — m, + 4GN,N; /

El esquema de regularizacion que usaremos sera el llamado Proper Time Regulari-
zation o PTR (Seccién 5.3.2) por lo que la ecuacion de gap (7.22) ya regularizada
usando la ecuacién (5.45) tiene la forma

M= 0—4GNCNMT/OOCZ/ P
m f TUV g 0 (271')3

™M 9, {0,6’4”%27} e . (7.23)

Condiciones Periédicas a la Frontera (PBC)

Sin perder generalidad, para una funcién f(z) con z en una dimensién y un perio-
do espacial L que en nuestro caso definira el tamano de un volumen, una condicién
periddica a la frontera significa que los valores de f se repiten en intervalos de x
ax+ L, es decir, f(x) = f(x + L), a L se le llama el periodo de la funcién y en
nuestro caso serd el tamano o la frontera del volumen que utilicemos. Asi para

una funcién de la forma f,(z) = €™ se tiene lo siguiente

eipa: _ eip($+L) _ eipz 6z'pL
1 = e?t | (7.24)
y como e?"™ = 1. se tiene que pL = 2nm, para n = 0,£1,42, ..., entonces el
momentum p depende de n, asi que
2nm ,  4n?m?
n=—-—— = , 7.25
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luego, para la suma de todas las n es
o Ar? 2

donde p es un 3-momentum de modo que n? = n? + ”12/ + n?. Luego utilizando la

relacién

1
[ e 1)) 5 — v -, se establece la discretizacién de la integral y usando (7.26) se
™

tiene que

— 47T
12

(nfc +nl+ ng)

1
A

n

3
Z 647r2n2T/L2] ’ (727)

lo anterior es siempre que ocurra que n, = n, = n, y, usando la funcién de Jacobi

03[0,q9] = >, q"2 la podemos escribir de una manera que es facil de manipular

numéricamente, asi definiendo ¢ = e 4™ 7/L* se tiene que
d3p 2 1 2 1 2 273
—Tp T —Tp° __ . —4m T/L
/ (271_)36 = I3 Ep e = L3{@3 [O,e }} : (7.28)

Por lo tanto, la ecuacién de gap (7.23) restringida a condiciones periddicas a la

frontera es

3
o0 2 272 1 2 2
M = m, — AGN,N;MT / dr e ™M 0, [0, o—AmT T} Lg{@g [0, o dr?r/L ] } _
TUV

(7.29)

Condiciones Antiperiddicas a la Frontera (APBC)

De igual modo, para las condiciones antiperiédicas a la frontera que se definen
como f,(x) = —f,(z + L), es decir, en cada intervalo de tamano z a x + L, la
funcién f toma los mismos valores pero con signo opuesto, de aqui se obtiene el

resultado siguiente

— e esz

-1 = 6ipL ’
y en este caso, e/®"*N™ = 1 con n = 0,41,42,..., por lo que pL = (2n + )7

y entonces

(2n+ D)7

T n=0ELE2 (7.30)

Pn =
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y la forma que se necesita es p? por lo que para todos los valores de n se llega a
472 1\2
2
= — - 7.31
=2 (nty) (7.31)

asi que podemos escribir

A2

L—;T [(na +1/2)* + (ny, + 1/2)?

+(n. + 1/2)2}]

n

3
Z e(47r27'/L2)(n+1/2)2] (732)

de tal suerte que la funciéon ©, de Jacobi se define, a diferencia de ©3, para

incrementos de (n + 1/2) y es de esta manera

Zq(n+1/2 2n+1) 7 (733)
conn=0,£1,+2, ..., haciendo ¢ = e#™°7/L*) y » =, entonces
d3p 2 1 2 2
—Tp T (—4m=7/L*)
/ (271’)36 ~ 73 O {0, e } (7.34)

La ecuacion de gap restringida a condiciones antiperddicas a la frontera que se

3
@2[ (47T2T/L2):| } .

(7.35)

obtiene es

M = m, — AGN,N;MT / dr e ™M@, [0, ¢~4ni T
TUV

Condiciones de Onda Estacionarias (SWCQC)

Las SWC imponen la condiciéon de que la particula no escape de la caja de lado
L, es decir, se establecen cuando la funcién (el campo) vale cero en los extremos
de un intervalo de longitud L, f(z = 0) = f(x = L) = 0, asi se tiene que X = 0
de donde se desprende que, p,, = nw/L, conn=0,+1,+2, ...,

2
> oph= % Y n?, (7.36)

y de igual modo como se hizo para obtener (7.28) y (7.32) se obtiene

27
——(n +n +n>

d3p —rp2 1 — 2
= T WS
p

NgMyNz

1

3
L3 Z e7’r2Tn2/L2] ’ (737)

n
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nuevamente, con la funcion O3 de Jacobi se tiene que

3
d3p —rp2 1 —r27 /L2
/(%)3@ P —>L3{®3[0,e /L]} , (7.38)

de aqui la ecuacién de gap que se obtiene es

3
TUV

Es comuin encontrar la tltima expresion de la funcion ©3 de la siguiente manera

Os[z,q] = 1425 ¢" cos(2nz) y si z = 0 obtenemos

—1
@3 [072q] _ ;an _ ;G—WQTHQ/L2 : (740)

de modo que la ecuacién de gap restringida a las condiciones de onda estacionaria

toma la forma

3
S 2 22 1 2/72
M = m, — 4GNCNfM/ dr M0, [o, ¢—4nT } — o, [o, ¢~ TT/D } R
oy YE

De esta manera se impuesto la restriccion en que los quarks no pueden escapar
de la caja de lado L.

En una caja cibica de lado L el valor minimo de p correspodera a n = 1, de aqui

que para las tres condiciones (7.25), (7.30) y (7.36), respectivamente, se tiene que

21 3

(PB) : pmin = T (APB) : ppin = T (SW) & Diin = (7.42)

™
L )
de igual modo, el valor méaximo del 3-momentum p corresponde al cutoff Ay, es

decir, pae = Ayv, por lo que

L L 1 L
(PB) © NMpax = %AUV (APB> © Mmax = 7AUV -3 (SW) © Mpax = ;AUV ’

2 2
(7.43)

este valor maximo para n se utiliza para resolver la ecuaciéon de gap sin usar la
funcién de Jacobi, ecuaciones (7.27, 7.32, 7.37)

Diagramas

Los calculos bajo el esquema de regularizacién en PTR no son sensibles al cambio

de parametros asi que bajo el supuesto de que la constante de acoplamiento G no
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depende del tamano del volumen [55, 78] se obtuvo un solo juego de pardmetros
(Apéndice N.2)

A = 1025.83 MeV 2
G = 3.68639 x 107% MeV
M = 221.574 MeéV (7.44)

acerca de la obtencién de estos parametros también se puede consultar a [47, 53,
51, 49], en este caso se consider6 fr = 92 MeV, m, = 138 MeV y m, = 5.5 MeV.

En la Figura 7.13 se muestra el comportamiento de la masa dindmicamente gene-
rada M en funcién de la temperatura con potencial quimico p = 0 para diferentes
tamanos de volumen de longitud L y las tres restricciones PBC, APBC y SWC.
En los tres casos representados la masa corriente de los quarks es m, = 5.5 MeV
y se observa el comportamiento tipico de un crossover en la transicion de fase
quiral. Contrario a lo que se ha estado mostrando, para el caso de PBC (arriba
a la izquierda en la figura) al disminuir el volumen, se incrementa la masa M,
en particular para representar un volumen infinito tomamos L = 1000 fm y no
hay diferencia apreciable entre este tamano, el L = 20, L = 10 hasta L = 5 fm,
en L = 4 fm comienza a apreciarse un cambio pero en la grafica no es posible
distinguirlo, ya L. = 3 fm se muestra en la graficay L =2 fm y L = 1 fm pre-
sentan valores considerablemente altos para la masa M, estos valores de masa se
resumen en la Tabla 7.12. Las temperaturas de restauracion de simetria quiral se
muestran a detalle en la Tabla 7.13 y en este caso esta temperatura no es sensible

al tamano del volumen salvo en el caso de tener L = 1 fm.

Para las condiciones antiperiédicas (APBC) la situacion es la que ya se ha mos-
trado, por ejemplo, usando la aproximacion MRE (ver Seccién 7.1.2) ya a partir
de una L = 5 fm no hay diferencia entre ésta y valores mayores de L, y por el otro
lado, al disminuir la longitud la masa disminuye y es apreciable para cada L. Al
llegar a una L = 1 fm se puede decir que siempre se tiene la fase de simetria quiral
restaurada. Las temperaturas de restauracion de simetria quiral siguen rondando
el mismo valor de 190 MeV (Tabla 7.13).

Finalmente para las condiciones de onda estacionarias (SWC), abajo en la figura,
se obtiene de nuevo lo esperado, a menor volumen, menor masa M y también se
requiere menor temperatura para restaurar la simetria quiral salvo el caso L =5
fm el cual ya se puede considerar que en todo momento presenta fase de sime-
tria quiral restaurada. Es de notar que para estas condiciones (SWC) a partir de
L = 200 fm ya comienzan a equipararse los valores de M pero atn hay diferencia

ligeramente apreciable para valores de L = 200,400 y 600 fm, a partir de 600
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y hasta 1000 fm ya la diferencia es alrededor de 0.7 MeV, esta es la razén por

la cual consideramos para los tres casos (PBC, APBC y SWC) que un volumen

infinito era para una L = 1000 fm.

M (MeV)
L

NJL ¢/ PBC
Volumen de lado L
m=5.5MeV
p=0

—e— L=1f
—— L=2f
—*— L=3f
—*— L=20f
—— Lo
Inflexion

250 —

NJL ¢/ APBC

Volumen de lado L

m=5.5MeV

=0

—— Lo
L=10f

—*— L=5f

TR BT

T

M (MeV)

—— L=1f
Inflexion

,..

o

3
1

T

50

1

|

M (MeV)

I I B I I I o SN IS

0 50 100 150 200 250 300 350
T (MeV)
NJL ¢/ SWC
Volumen de lado L
m=5.5MeV
p=0

—— Lo
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—*— L=50f

> L=40f
—*— L=29f
L=20f

B L L

0
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T (MeV)

Figura 7.13: Masa dindmicamente generada en funciéon de la temperatura con

potencial quimico g = 0 para modelo NJL restringido a un volumen finito para

disferentes tamafios L y con distintas condiciones a la frontera. Arriba, periddicas
(PBC) y antiperiddicas (APBC). Abajo, condiciones de onda estacionaria (SWC).

Se muestra en el circulo rojo el punto de inflexién de la curva, es decir, el cambio

de fase quiral.
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Tabla 7.12: Masa dindmicamente generada. Modelo NJL a volumen finito de
tamano L con masa corriente de los quarks m, = 5.5 MeV y utilizando condiciones
de frontera.

NJL SWC
NJL APBC
FE MoV m, = 5.5 MeV
m, = D. e
NJL PBC L (fm) M (MeV)
L (fm) M (MeV)
m, = 5.5 MeV 7 979476 L —o00 228.326
— Q0 .
L (fm) M (MeV) 600 227.558
40 229.476
L —o00 229476 400 226.594
30 229.476
20 229.476 200 223.686
20 229.476
10 229 477 100 217.788
10 229.476
5 229.8 50 205.655
5 229.21
4 231.015 40 199.411
4 228.329
3 237.443 29 187.223
2.5 216.548
2 272.455 20 166.252
2 195.495
1 479.664 15 142.312
1.5 119.477
11 105.958
1 21.1399
5 27.5529

Tabla 7.13: Temperatura de cambio de fase quiral considerando el cambio de
concavidad en la curva del condensado. Modelo NJL a volumen finito de tamano

L con masa corriente de los quarks m, = 5.5 MeV y utilizando condiciones de

frontera.

NJL SWC
NJL APBC
L (ftm) T (MoV) L (fm) T (MeV)
m e
NJL PBC 7 190 L — oo 190
— 0
L (fm) T (MeV) 600 190
40 190
L — o0 190 400 190
30 190
20 190 200 190
20 190
10 190 100 180
10 190
5 190 20 180
> 190
4 190 40 180
4 190
3 190 29 170
2.5 190
2 190 20 160
2 190
1 260 15 150
1.5 190
11 140
1 N
)
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Capitulo 8
Discusion / Conclusiones

Se estudiaron los efectos en la transicion de fase en materia hadronica en condi-
ciones extremas de temperatura y densidad pero con valores finitos y usando el
modelo NJL para SU(2) restringido a un volumen finito mediante la aproxima-
cion MRE. Este modelo considera tnicamente la interaccién de dos quarks por
lo que los cambios de fase se limitan a la simetria quiral. Estos efectos se pueden
estudiar obteniendo el valor de la masa dindAmicamente generada, también con la
obtencion de la temperatura en la cual ocurre el cambio de fase y la determina-
cién de los tipos de cambio de fase que ocurren lo cual se resume determinando
la existencia del CEP. La manera en que se incorporo la restriccion a un volumen
finito fue utilizando una aproximacion conocida como densidad de estados pyrp
y la otra fue estableciendo en el sistema condiciones a la frontera, periodicas
(PBC), antiperiédicas (APBC) y de onda estacionaria (SWC). En este tltimo,
al establecer estas condiciones de frontera lo que se hace es discretizar el espacio
de modo que el volumen generado corresponde a un cubo de arista L. Por otro
lado, en la aproximacién MRE debido a la forma en que se construye la densidad
de estados, el volumen corresponde a una esfera de radio R y para resolver la
ecuacion de gap usando esta densidad pysrg se procede de dos maneras distintas,
haciendo que un pardmetro tienda a cero (condicién de Dirichlet), o bien, que
tienda a infinito (condicién de Neumann), de esta manera el problema se resuelve
de manera numérica. Aprovechando la estructura del término de densidad de es-
tados MRE en este trabajo se propuso una modificacion a ésta para representar,

de manera aproximada, un cubo de arista L.

La masa dindmicamente generada M esta directamente relacionada con el con-
densado de quarks y cuando el potencial quimico es cero, u = 0, y se esta en el
limite quiral, m, = 0, se observa que conforme el volumen disminuye, disminuye
el valor de la masa M y también el valor de temperatura a la cual se restau-
ra la simetria quiral. Esto ocurre independientemente de la forma y tamano del

volumen. La diferencia es que en el caso MREy no hay variacién apreciable al
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cambiar el volumen. El patrén de la curva cuando m, = 5.5 MeV es similar a
su correspondiente caso cuando m, = 0, inclusive la temperatura de restauracion
de la simetria es casi la misma independientemente de la masa corriente de los
quarks m,, en este MREy a partir de un tamano de 5 fm ya no hay diferencia con
el caso a volumen infinito. Por otro lado los esquemas MREp y el cubo MRE son
sensibles al tamano e inclusive para un radio y una L de 30 fm existe diferencia

con un volumen infinito.

En el caso de las condiciones a la frontera es de notar que para PBC el com-
portamiento es opuesto a lo esperado, es decir, a mayor volumen ocurre que la
masa M es menor y al menos para tamanos de entre 1 fm y R > 1 siempre
ocurre que la simetria quiral se puede romper. Lo anterior a lo que en [78] se
menciona como efecto del «modo cero fermionico» que esté presente al usar estas
condiciones periddicas a la frontera. Los casos APBC y SWC se comportan como
uno esperaria, es decir, a menor volumen, menor masa M y menor temperatura
de desconfinamiento. En particular APBC no es sensible al tamano del volumen
a partir de 5 fm y en el otro extremo, en 1 fm nunca se esta en fase de simetria
rota. Para SWC ocurre diferente, todavia en radios de 100 fm hay diferencia con
un radio infinito y ya a partir de 5 fm no hay rompimiento de simetria quiral. En
estos tres esquemas las temperaturas de cambio de fase en PBC y APBC son 190
MeV salvo el caso de PBC con 1 fm en el que es de 260 MeV. En el caso de SWC
estan entre 190 y 140 MeV.

Al variar el potencial quimico u se observa que en algiin momento cambia el tipo
de transicion de fase. El lugar exacto en que ocurre este cambio se conoce co-
mo el CEP. Para localizarlo se utiliz6 la susceptibilidad quiral y en particular se
estudié su comportamiento en funcién de la temperatura y el potencial quimico
para diferentes formas y tamafios de volumen. Divergencias en la susceptibilidad

quiral implican un cambio en el tipo de fase.

Se obtuvieron diagramas de fase para el MRE, de nuevo el MREy no es sensible
al tamano del volumen, desde R = 5 fm practicamente no hay diferencia con el
caso de volumen infinito, mientras que en la esfera MREp y el cubo MRE atn
para tamanos de 30 fm la diferencia es perceptible.

Asi mismo se determiné la existencia del CEP, y en caso afrimativo, se obtuvieron
sus coordenadas. Comenzando por el MREy se encontré que el CEP ocurre en
R =5 fm y mayores, siendo que para distintos radios éste ocurre al mismo po-
tencial © = 321 MeV y una ligera variacién en la temperatura de 2 MeV. Para la
esfera MRE el CEP se encontro6 para esferas con radios de R = 25 fm y mayores.

Para el cubo MRE ocurre para L = 10 fm y mayores. Los potenciales p en los
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que aparece el CEP en estos dos casos aunque varian, no es mucha la diferencia,
8 MeV para MREp y 4 MEV para el cubo MRE. Las temperaturas en las cuales
ocurre el CEP disminuyen conforme disminuye el tamano del volumen.

De todo lo anterior deben tenerse en cuenta varios aspectos como el del hecho de
que a la fecha no existe un consenso acerca de la manera en que se determina la
existencia del CEP. También, como es bien sabido, los parametros y el tipo de
renormalizacion utilizado determinan al modelo. De esto iltimo hay que hacer
notar que la literatura en que nos basamos para representar el volumen finito con
la aproximaciéon MRE no se especifica si los parametros del modelo cambiaban
para cada tamano de volumen. Consideramos que era necesario y lo implementa-
mos en el cdlculo de parametros del UV-cutoff y los resumimos en las tablas 7.1

a 7.7, siendo estos valores parte del modelo que utilizamos aqui.

En este trabajo se present6 de manera detallada una metodologia para construir
un diagrama de fases de la QCD usando el modelo NJL en SU(2), asi mismo se
muestra de manera explicita como determinar el CEP, en caso de existir, y su
localizacion en dicho diagrama. Lo anterior con y sin restricciones de volumen
finito usando la aproximaciéon MRE y se mostro la diferencia que existe en este
diagrama para diferentes tamafios de volumen y dos tipos de forma, esférica y

cubica, siendo esta tultima algo nuevo usando este modelo MRE.

Como ya se mencion6 en la Introduccion, los resultados de este trabajo estan pu-
blicados en [82]. El modelo NJL aqui presentado es limitado en cuanto a que no
considera la interaccion con los gluones y de aqui la propiedad del confinamiento
de los quarks. Esto se logra utilizando una extension al modelo incorporando el
loop de Polyakov (PNJL) [83]. Desde luego, de manera natural, lo anterior se
puede seguir refinando al incorporar una simetria SU(3) y de aqui, considerar la
interaccion de un campo electromagnético para estudios posteriores. Lo anterior

se puede estudiar en [84, 85] y acerca del modelo PNJL en [86, 87, 88, 89].

Bosones y ferminones son dos tipos de particulas fundamentales y lo que las di-
ferencia es su espin. La interpretacion de la separacion de un haz en dos haces
como debido a una propiedad intrinseca de las particulas llamada el espin, como
ha ocurrido en la historia, ha abierto nuevas areas de investigacién y nos lleva,
por ejemplo, a preguntarnos cémo era la materia en los origenes del Universo.
Por el nivel de complejidad que representan, no pretendemos resolver cuestiones
de este tipo pero el hecho de que sigan abiertas preguntas como la existencia del
QGP o existencia de estrellas de quarks, y que el espin de la particula sea parte
de la solucion de estas preguntas hace del experimento de Stern y Gerlach, a cien

anos de efectuado, de una relevancia que merece recordar.
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Apéndice A
Preliminares

Cantidades como la posiciéon o el momento de una particula las cuales pueden
ser medidas experimentalmente, son llamadas observables. Estas observables en
mecanica cuantica son representadas por operadores los cuales son cantidades que
operan sobre funciones y que generan una nueva funcién. Asi el operador posicién

y el operador momento son, respectivamente, & = x 'y p = —ihd,.

Se define el valor esperado de la observable A en el tiempo t para un sistema en

el estado 1(x,t) y representado como A de la siguiente manera [79]
(A) = /d% V(@) A (. t) . (A1)

Estas observables son ntimeros reales por lo que su valor esperado debe ser un

numero real y asi esta A debe cumplir que
/ P ot Ay = / &Pz (Ap)* = / B (Av)y . (A.2)

Un operador que satisface lo anterior para todos los estados 1 se dice que es
Hermitiano. Y de aqui se establece que las observables deben ser representadas

por operadores Hermitianos.

Esta media de A (Ecuacion A.1) es el resultado de repetidas mediciones de la

observable A y de aqui la desviacion estandar de esta medicién es
(A4 = [dz g (A= (A)20, (A.3)

de aqui, si ¢ tiene un tnico valor A, entonces AA = 0 por lo que, al cumplirse
(A.2) se obtiene

(Ad) = [ @z v (A= (D) (A- (D)o = [ @ [(A-(A)] [(4- (D))
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y entonces para que lo anterior se anule, se debe cumplir que:

Ap=ap y (A)=a, (A.5)

La ecuacién Ay = ay es la ecuacién de eigenvalores del operador A y a es el

eigenvalor de 1.

Notacion de Dirac

Acerca de la notacién de Dirac puede consultarse en [79] que es de dénde estd

basada esta seccién.

Dirac introdujo el simbolo | ) llamado «operador ket» para especificar el estado
o bien, la funcién de onda de un sistema. Asi una funciéon de onda 1 que se
encuentra en el estado a de modo que ¥, = |¢,) = |a), siendo la tltima igualdad
usada cuando no se presta a confusiéon. De igual modo, una funciéon que estd
en un cierto estado determinado por tres nimeros n, [, m se puede escribir como
i) = |, 1,m).

De lo anterior se puede definir el producto escalar de dos kets |a) y |b) el cual se

escribe como (bla) y se define como

(bla) = [ d'z v; (@) (@) (A.6)

El ket |a) estd normalizado si (a|la) = 1 y dos kets son ortonormales si (bla) =
(alb) = 0, es decir,

(n|n')y = 6 (A7)

De la defincién de operador A actuando sobre una funcién de onda v que especifica
el estado de un sistema y que resulta en un nuevo estado 1, es decir, |[¢)') =

|fl¢) = fl|w> y de aqui se tiene que el producto escalar con [1)) es
(W) = (Y|AY") = (Y[AlY) (A.8)

este prodcuto escalar sigue las propiedades conocidas del producto escalar real y

en particular es hermitico, es decir, (z|y) = (y|x)*, por lo que se tiene lo siguiente

(el Al)" = (p|A)" = (AY]9) . (A.9)

El término (Aw|¢) es el elemento matricial del operador A entre los estados 1 y

¢ . Finalmente, de la relacion (A.2) que es valida para cualesquier dos estados se
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desprende que

(plAY) = (Aply) (A.10)

ademas

(plAg) = (PlAlp)" - (A.11)

Amplitud de Probabilidad

En procesos de colisiones de particulas el estado |i) define el estado inicial del
sistema y se considera que esto ocurre mucho tiempo antes de la colision, es
decir, (t; = —o0). Este estado especifica a un nimero definido de particulas
con sus propiedades y lo suficientemente alejadas entre si de manera que no
interactian entre ellas. Esto se define como [¢)(—00)) = |i). De igual modo, el
estado |Y(o0)) = |f) es aquel en el que se encuentra el sistema mucho tiempo
después en que ocurri6 la colisién (dispersiéon). La matriz S relaciona |¢)(c0)) con
|th(—o0)) v se define como [79]

[¥(00)) = S[Y(—00)) = Sli) , (A.12)

La probabilidad de transicién de que un sistema se encuentre en el estado |i) y

después de la colision se encuentre en |f) se define como

{rfotoe))| (A.13)
y entonces, la amplitud de probabilidad es
Sy = (f|Si) = (flw(o0)) . (A.14)
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Apéndice B

Lagrangiana del Campo Escalar
Libre

En esta seccion se describe una particula relativista, que de hecho es una onda y
la conexion con un campo, el cual es un objeto que oscila como una cuerda, es
decir, se comporta como una onda. De ahi que una particula tenga una equiva-

lencia con un campo.

Partimos de la definicién de particula relativista con 4-momentum p = (F,p).

Esta satisface que p? = p#p, = m? si tiene energia

E=\/p?+m? (B.1)

por lo que H=1y p? + m? y entonces esta particula relativista tiene estados de
energia definida |p).

El Campo

Un campo () = ¢(t, ) lo podemos definir como una cantidad fisica que puede
tomar un valor distinto en cada punto del espacio y en cada instante del tiempo.
El campo mas sencillo asigna un niimero a cada punto x y si es tal que cumple
o(x) = ¢*(x), entonces dicho campo es un campo real.

Si este campo es relativista debe ser invariante ante la transformacion
ot — o = At (B.2)

conocida como transformacion de Lorentz.

Para un campo ¢(z) tenemos un niimero en cada sitio z, y estas transformaciones

de Lorentz (3 rotaciones y 3 empujes o boost) garantizan que al hacer rotaciones
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y/o boost este nimero no cambia, es decir,

p(z) =¢'(z") , (B.3)

es decir, cambia la funcién mateméatica ¢ — ¢’ y cambia el nombre del punto

x — ' pero el valor en ese punto sigue igual.

Un campo real que se transforma de esta manera recibe le nombre de campo

escalar real.

La Lagrangiana de un Campo Escalar

La dinamica de un campo se describe mediante la accion
S = / dr L (B.4)

donde .Z = Z (¢, 0,¢) es la Lagrangiana que describe el sistema.

Al establecer que S sea Lorentz-invariante y sabiendo que dz lo es, entonces .Z
debe serlo también, es decir, .Z(p, d,¢) debe ser una combinacion de ¢ y 0,¢
que resulte ser un escalar. El campo ¢ ya es un escalar pero d,¢ no lo es, sin

embargo es un escalar si lo escribimos como

I O (B.5)

De este modo, la Lagrangiana que por definicién es L = T — V| la podemos

escribir como
1
2L = 0up0"p — V(e) , (B.6)

y es un escalar y por tanto es Lorentz-invariante.

La forma mas sencilla del potencial V() puede ser un polinomio y necesitamos
hallar el minimo de este potencial V' por lo que descartamos que sea una constan-
te, de igual modo, descartamos que sea de la forma de un término lineal, V' = Cp,

ya que en esta forma de potencial siempre se puede redefinir el cero.

La siguiente posibilidad es una expresién cuadratica, V = C¢?, y de este potencial
cuadratico queremos el minimo por lo que 9?V = 2C > 0, es decir, el coeficiente C

debe ser real y mayor que cero, para enfatizar esto, por comodidad, lo podemos

escribir como C' = =m?, siendo m por lo pronto un ntimero real que después

resulta ser la masa del campo.

Con lo anterior, la Lagrangiana del campo escalar ¢(x) puede tener la forma
1

1
£ = 5 L0t — §m2gp ) (B.7)
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Esta Lagrangiana, y més especificamente, la Hamiltoniana H, nos dice cuanta

energia tiene el campo ¢, en particular, el término V = §m2 nos dice el valor

minimo que tiene el campo por el sélo hecho de poseer masa.

Las ecuaciones de movimiento de esta Lagrangiana son
(92 —m?) p(#,1) =0 , (B.8)

esta ecuacion es llamada ecuacion de Klein-Gordon (KG).

La solucion de la ecuacion de KG se puede obtener de varias maneras, por ejem-
plo, utilizando funciones de Green, o bien, usando una transformada de Fourier

en 4 dimensiones, en este caso usaremos una transformada de Fourier espacial.

En este caso se propone una solucion, que en realidad es una representaciéon de
Fourier de la solucién ¢(x,t) y es una suma sobre p para la parte espacial
d? ,
o) = [ 55 e olp,t) | (B.9)
(2m)?
luego, sustituyendo lo anterior en la ecuacién de movimiento (B.8), se tiene que

en el espacio de momentos,
(& +p* + m2) o(p,t) =0, (B.10)

esta ecuacion es la ecuacion del oscilador arménico (OA) que al interpretarla nos
dice que cada punto del espacio de momentos oscila con una frecuencia w, =
++/p 2+ m?2, o mejor dicho, para cada valor de p, el campo @(p,t) satisface la
ecuacion del OA con frecuencia w. Encontramos que para cada valor de p la

solucion ¢(p, t) satisface la ecuacién del OAS y es

o(@,t) = / (%3 ére o(pt) . (B.11)

Se concluye que la soluciéon mas general de la ecuacion de KG es una superposicion
lineal de osciladores arménicos simples desacoplados ¢(p,t) cada uno vibrando
con una frecuencia wy,. Estos modos de Fourier no interactiian entre si, es decir,
se superponen sin interferirse y de ahi se dice entonces que el campo escalar es

libre.

La descripciéon Hamiltoniana del sistema se obtiene de la manera usual definiendo

el momento candnico conjugado del campo ()

= ¢(x) (B.12)



en cada punto x tenemos un 7 con su correspondiente ¢ y el Hamiltoniano se
construye de la manera usual, cada 7 se multiplica por ¢ y se suman todos, luego

se resta la ., asi que H = [ d®z n(z)o(x) — £, entonces

H= /d%;gb +(V)p)? + V() . (B.13)
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Apéndice C
Cuantizacion del Campo Escalar

La cuantizaciéon candnica consiste en escribir la Hamiltoniana H del sistema en
términos de operadores que actiian sobre el espacio de Hilbert y que describen los
estados del sistema, H = {|¢) } Este sistema esta determinado por las cantidades

q y p de manera que al cuantizar se hace lo siguiente

A h
qn(t) ) pn(t) —> Q4n yPn = ;ax s (Cl)

en esta formulacién lo que se hizo fue hacer a ¢ un operador multiplicativo y a
p un operador diferencial. Estos operadores son independientes del tiempo y son

tales que cumplen las siguientes reglas de conmutacion

[(jnaﬁn] — Z'(inn/ [(jna Cjn’] =0= [ﬁnaﬁn’] ) (CQ)

con ¢ la delta de Kronecker que vale 1 si n = n’ y de otro modo vale cero. La
cuantizacion del sistema ocurre cuando se construye un espacio de Hilbert donde
los objetos satisfacen estas reglas de conmutacion (C.2). La evolucién de los es-
tados [1(t)) se genera por el operador Hamiltoniano H(§,p) = H(4,p) a través
de i0,|(t)) = H|(t)) que es la ecuacién de Schrédinger.

Regresando al OAS, se introducen los operadores a y af

P e b ~f [T s 0o
“ 2h (x+mwp> @ 2h (m mwp>’ (C3)

y que son tales que

(a+ah) i p=-iyf5@—al, (C.4)

1= V2w
de aqui se obtiene la relacién de conmutacién [, p] = i lo que es equivalente a

[39]
[a,al] =1, (C.5)
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a continuacion se identifica a ¢ — @(z) y a p — @(x), de este modo, de un caso
discreto se pasa al continuo y asi tenemos las siguientes reglas de conmutacion

llamadas equal-time commutation relations

(@) 7(y)| =it (@ —y) ;5  [p@),p) =0=[r@),7(y)], (C6)

en esta ultima relacién y a continuacion dejaremos de indicar los operadores p
para escribirlos como p, a menos que se preste a confusion. De esta forma podemos

expresar la solucién de la ecuacion de KG como

d3w 1 ip-x t _—ip-x
o(x) :/(ZW)?’\/WP ape™® + aye ] , (C.7)
de igual modo se tiene que
. dSm W ipT —ip-T
m(x) = —z/ Ok ;[apep —ale™™ } , (C.8)

Lo que se ha obtenido es la cuantizacién del campo escalar. Esta solucion no

depende del tiempo por lo que no puede ser solucion de una teoria relativista.

En la mecanica cuantica de Schrodinger los operadores no dependen del tiempo.
La representaciéon donde los operadores dependen del tiempo se conoce como
representacion de Heisenberg, y en esta representacion los estados son los que
no dependen del tiempo. Para pasar de la representacién de Schrodinger a la
de Heisenberg se define una transformacion que incluye un factor de evolucion

temporal y en general tiene la forma (ver Apéndice D)

gn(t) = eMqe™ 5 p,(t) = eM'pe (C.9)

en donde H es el operador Hamiltoniano y entonces se imponen reglas de con-

mutaciéon a tiempos iguales

[Qn(t)apn’ (t)] = ian,n’ ) [Qn(t)7 qw (t)] =0= [ n(t)vpn’(t)] ) (C.lO)

asi transformamos a los operadores ¢(x) y m(x) en operadores que dependen del

tiempo mediante
pla,t) = p(a) = e Mp(z)e™ (C.11)
y de igual modo los operadores a, y a;f, en el esquema de Heisenberg son

iHt, —iHt _  —itE, . iHt t —iHt _ { itE
e taye =ape P 5 e"age = aye"? (C.12)
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las relaciones de conmutacion del cuadro de Heisenberg son entonces
(e, 1), m(a, 1)) = i) (x — a')
[o(@,1), (@ 1)] = 0 = [r(x, 1), n(a,1)] , (C.13)

donde 9, en este caso, es una delta de Dirac. Estas relaciones escritas de esta

manera son utiles cuando se trabaja en relatividad especial.
De este modo usando(C.11), (C.12) en (C.7) se obtiene

T [ape_ipx +ai,eipx , (C.14)

d3
p(r) = ﬁ

con w, = E, = +/p? + m?. Este resultado es la solucién completa de la ecua-
cion de Klein-Gordon expresada como una combinacion lineal de soluciones para
valores particulares de p. Asi mismo, esta p(x) se esta expresando como una

combinacion de las soluciones para particulas y otra para antiparticulas.

Finalmente, el Hamiltoniano del OAS reescrito en términos de operadores z y p

[S]

L1 1
H=—p*+ —w’a* (C.15)

de esta tultima relaciéon de define el operador ntimero N = a'a. Con esta relacién
es posible generar el conjunto de eigenestados de H comenzando por definir la
manera en que actian los operadores a y a' sobre los estados |n) del sistema. El

operador de ascenso a' actia de la sigiuente manera
a'ln)y =vn+1 |n+1), (C.18)
y el operador de descenso a, actuando sobre el estado n es
aln) =+vn |n—1). (C.19)

El estado base |0) se define de modo que este sea «aniquilado» por el operador

que previamente se ha llamado «de descenso», es decir,

a0y =0, (C.20)



para calcular la energia de este estado se aplica esta H al vacio para obtener

H|0) = w(a'a + 1/2)|0)
= wa'a|0) + w/2|0)
= §|o> (C.21)

en general un operador actuando en el vacio no es cero, por lo que el vacio tiene
energia y es F' = w/2 y se llama energia de punto cero. A partir de aqui se puede
generar el primer estado excitado |1), utilizando el operador «de ascenso» y se

define como
a0y = 1), (C.22)
y tiene energia £ = w(1 + 1/2). Asi, el n-ésimo estado excitado es
ny = (a')"]0) , (C.23)

y tiene energia £ = w(n+1/2). Por lo que los eigenestados del Hamiltoniano son

Hin) = (n+1/2)w|n) , (C.24)
conn =1,2,.... Los eigenestados del operador N son
N|n) = a'a|n)
=a'v/n |n—1)
=n|n) , (C.25)

Asi se resuelve el problema del oscilador arménico simple, introduciendo estos
operadores de manera que se encuentran los valores de la energia del Hamilto-

niano.
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Apéndice D

Representacion de Schrodinger y

Heisenberg

En el formalismo de la mecanica cuantica de Schrodinger las funciones de on-
da dependen del tiempo v (z,t) y los operadores no. En esta representacion la

dindmica de las particulas satisface la siguiente ecuacion [4]

OY(x,t)
ot

= Hi(z,t) | (D.1)

de igual modo, se tiene una representacion en la que los operadores dependen
del tiempo, mientras que la funcién de onda no. Esta recibe el nombre de repre-

sentacion de Heisenberg en donde el estado 1g(x,t) se relaciona con el estado

Vr
Us(t) = e Mps(2,0) = ey (D.2)

donde ¥y = 9g(x,0). En particular (D.2) es solucién de (D.1) [5]. De igual modo,
los operadores en el cuadro de Schrodinger Og se relacionan con los de Heisenberg
Oy (t) mediante

OH(t) = ethOSe_th s (DS)

donde al establecer a H como un operador Hermitiano se tiene que la transfor-
maciéon U = eIt es unitaria. De (D.3) se obtiene la ecuacién de movimiento de

Heisenberg

A0 (t)
dt

= i[H,0u(t)] . (D.4)

Al ser la represerntacion de Heisenberg dependiente del tiempo es preferible usar-

la cuando se trata de teorias de campo relativistas.
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Finalmente, los elementos matriciales de un operador A que son de la forma [5]

(Plal) = [ ¢ (@) A v@,t) ¢
donde el operador A no depende del tiempo y de manera equivalente
(Pl = [ ¢(@,0) ¢ A e y(a,) d'a

= [ ¢(@.0) A1) ¥(=,0) 'z .

es decir, con el operador A(t) dependiente del tiempo, son equivalentes.
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Apéndice E

Unidades Naturales, Dimension y

Teorias Renormalizables

En las unidades naturales se considera que
h=c=k=1, (E.1)

con h = h/2m, la constante de Planck reduciada, ¢ la velocidad de la luz y k la
constante de Boltzmann.

De este hecho se ve que E = m, es decir, en las unidades naturales se considera
que la energia equivale a la masa por lo que todo lo podemos medir en términos
de la masa del proton y en estas unidades el protén tiene una energia de 1 GeV
= 1.8 x 10727 kg. Més aitin, ya que hc = 197.3 MeV-fm (1 fermi (f) o femtémetro

fm =1 x 107! m) entonces

1
1fm = ——MeV ! E.2
m = Tgrz™MeV (E.2)

asf, 1 GeV~! = 0.1973 x 107'® m. De igual modo se puede obtener 1 GeV=
1.2 x 103 K.

La dimensién de estas cantidades se escribe utilizando la notaciéon “[ ]” o bien
como dim(). Las cantidades i = ¢ = k = 1, son adimensionales. Recordando que

E = hw, entonces h es energia X tiempo, asi
dim(h) =[] = 0 = [E] x [T] , (E.3)

ya que [M] y [E] se consideran como unidades de dimensién independientes del

conjunto de unidades naturales, y concluimos que F equivale dimensionalmente

a M, entonces se puede establecer que [E] = [M] = 1, asi de (E.3) se ve que la
energia y el tiempo deben tener dimensiones reciprocas, entonces [T] = —1. De
lo anterior, como ¢ = d/t, entonces la distancia tiene dimension [d] = —1.
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La Densidad Lagrangiana .Z tiene dimensién 4 ya que

_ Lagrangiana L o1
2= Notmen v =gt (E4)

y de aqui, la accién S = [d*.Z es cero.

En resumen se tiene que
[E] = [M] = [p] =1
[d] = [T]= -1
[(Z] =4
[S]=0 (E.5)

Para la Lagrangiana £ del campo escalar libre (Apéndice B) (como en gran parte
de la literatura, aqui utilizamos la palabra «Lagrangiana» en vez de «Densidad
Lagrangiana» a menos que se preste a confusién) ,

1 m?

L = S0up(x)0"p(x) = ¢ () , (E.6)

como dim(.Z) = 4, entonces la dimensién del campo escalar es dim(p) = 1, més
atn, la dimensién de 0, es también 1, [0,] = 1. En general, para una Lagrangiana

con interaccion

2 = ; Lip(2)0"p(x) + Crp(x) + Cop®(2) + - -+ + Crip™ () | (E.7)

donde la interaccién se representa con el polinomio Cyp(z) + Cop?(z) + -+ +

Che" (), decimos que una teorfa es renormalizable si dim(C),) > 0.
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Apéndice F

Densidad de Estados

A partir del operador p se obtienen sus eigenfunciones correspondientes

h o
Pe = 250 (F.1)

luego se resuelve la ecuacion de eigefunciones p, f(x) = pf(x)

hdf
Tam
Inf = %px : (F.2)

asi, la solucién es de la forma f(z) = e®*/". 'Y buscamos que estas sean periddicas

de manera que f(z) = f(x + L) entonces
oip/h _ yipw/hyipL/h
1 =ePb/h (F.3)
y usando la igualdad 1 = "™ se tiene que

eipL/h _ €i2n7r/ﬁ : (F4)

2nmh ) R .
entonces p, = son los eignevalores de p. Para cada estado n existe un valor

pn- De aqui podemos decir que el nimero de estados que hay en un intervalo

A Ngstados €s igual al nimero de diferentes n que se tienen, es decir,

ApL
ANes ados — 51z F.5
dos = S (F.5)
y si se estd en un espacio de tres dimensiones se tiene que
AN, —LgA Ap, A — dN, — d? (F.6)
estados — o71h Pz LAPyAP, estados — (27Th)3 b :

en la ultima igualdad se hizo un paso al limite. Esta es la densidad de estados.
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Apéndice G
Simetrias

Decimos que una funcién, un campo, una ecuacion o cualquier objeto matematico
es simétrica con respecto a transformacion U si al aplicarla, éste resulta tener la
misma forma y decimos que es invariante ante la transformacion U, es decir, el

campo ¢ es invariante ante la transformacién U si

b ¢ =Us=6¢. (@)

En el contexto de las QF T, estas transformaciones son matrices de n x n y forman
un grupo de Lie el cual es un grupo cuyos elementos estan etiquetados por un
numero finito de pardmetros continuos y tienen una ley de multiplicaciéon que de-
pende suavemente (en el sentido de una funcién) de los pardmetros. Estos grupos

se conocen como grupos analiticamente continuos.

En particular, los grupos de Lie llamados SU(N) [4, 6] poseen una representacion
fundamental en términos de N?—1 matrices unitarias de N x N, es decir, matrices
tales que , 1 = UTU. A este grupo se le llama U(N) y si el determinante de éstas es
1 se les llama especiales (S), de ahi la designaciéon SU(N). Estos grupos dependen

de N? — 1 pardmetros reales y tienen la forma de

i1 Xi1+ag Xo++anXn _ eiocaXa

, (G.2)

Ulag,ag,...,ay) =e
donde X, son matrices de traza-cero y también los generadores del grupo.
Las simetrias en la fisica son muy importantes debido a que en este contexto dan

lugar a un resultado conocido como el Teorema de Noether el cual se expone en
el Apéndice H.

Simetria U(1)

Si se tiene un sélo generador constante X independiente de las coordenadas

espacio-temporales, el grupo de transformaciones tiene un sélo parametro real
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a 'y es de la forma
U =™, (G.3)

esta es la llamada simetria U(1) e implica invariancia de transformaciones de fase
globales (el que a no dependa de las coordenadas espacio-temporales le da el

caracter de global).

Simetria SU(2)

Si tenemos un doblete de quarks u y d escrito de la forma

= (Z) (G.4)

una transformacién 1" = V1) representada por matrices unitarias de 2 x 2, del
grupo SU(2) es de la forma

V = eleT/2 : a = (o, a9, 03) (G.5)

al pardmetro a se le suele llamar angulo de fase y las matrices de Pauli, 7 =
(71, T2, T3), son los generadores de la transformacién (del grupo). Los operadores
T son matrices de traza-cero que no necesariamente conmutan y de aqui, que de

ser el caso, se utilice el término invarianza de fase no-Abeliana.

Las matrices de Pauli! son:

7'1:(0 1) 72:<Q _i> 7'3:<1 O). (G.6)
10 i 0 0 —1

Asi SU(2) es un grupo no-Abeliano. En particular el grupo SU(2) es una simetria

de rotacion en el espacio de isospin.

Simetria SU(3)

De igual modo una transformacion de SU(3) aplicada a un triplete de quarks ¢

tiene la forma
¢ =Wy; W = e>?/?2 (G.7)

con las matrices de Gell-Mann ) siendo los generadores que a su vez son matrices

Hermitianas de 3 x 3 con traza-cero y esta transformaciéon ahora involucra ocho

1Las matrices de Pauli se suelen representar como 7@ cuando operan en el espacio de isospin

y como o cuando operan en el espacio del espin [4].
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angulos de fase. Estos generadores de SU(3) en su representacion fundamental de

tres dimensiones definen el dlgebra de SU(3) mediante la relacién de conmutacién
Na/2,0/2] = ifuche/2;  abe=12...8, (G.8)

donde fg. es la llamada constante de estructura de SU(3).

Las matrices de Gell-Mann son:

010 0 —i 0 1 0 0
M=[100|; a=]i 0 0|; x=[0 -1 0
00 0 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 00 0
M=[000[; As=]0 S Xs=|0 0 1
100 i 010
00 0 10 0
=100 —il; Xx=[01 o0 (G.9)
0 i 0 00 —2

Una simetria exacta de SU(3), asi como SU(2), implica que los estados de sabor
u,d,s son degenerados en masa. En particular esto no es el caso, ya que las masas
de los quarks u y d son del orden de 5-10 MeV y la masa del quark s es de 150
MeV. Aun asi, es posible considerar esta simetria ya que la masa tipica de un
hadrén es del orden de 1 GeV asi que se tiene una buena aproximacion al utilizar

una simetria de sabor SU(3);.
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Apéndice H
Teorema de Noether

Vamos a establecer el teorema de la siguiente manera: Si tenemos una Lagrangiana

invariante ante una transformacién del campo ¢ — ¢ = ¢ + §¢*, de modo que
L — S — L =0, (H.1)

entonces existe una corriente conservada J*.

Para probar esto tomamos la ecuacion (H.1)
L - L =Z(¢+6¢", ¢, +0¢,) - ZL(¢, ¢,) =0 (H.2)

donde ¢ ,, = 0,,¢, luego recordando que una serie de Taylor de f(x,y) en el entorno
de (a,b) es f(x,y) = f(a,b) + fz(a,b)(z —a) + f,(a,b)(y —b) + ..., asi que en
(H.1) es

; . 0L .. 0L _ . . ,
0=2(0", ¢)) + 7700+ 700, —Z (9", ¢,) (H.3)
(0 )+ oo+ 2 s, (6 )
entonces
0LN ., 0L .,
(8¢i)6¢ + g 00 =0, (H.4)
luego recordando las ecuaciones de Euler-Lagrange
0L 0L
al sustituir en la ecuacion (H.4) se tiene que
0L . 0L .,
a,)éw 5ht =0 H.6
( 400,07 " 90, o
luego reescribiendo
0L i\
(2256) . .
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donde se observa que hay una cantidad que se conserva. Y era lo que se queria

probar.

Ahora bien, si lo reescribimos como 9, J* = 0 se define la corriente de conservacion

0L .
JH=—1900¢", H.8
o, e
y separando los indices obtenemos
0, J° +0;J" =0, (H.9)

y es la ecuacion de continuidad que de paso podemos integrar con respecto al

volumen dr, es decir

aJ°
ot

d*r +(/V-Jfr=o, (H.10)
14

en el segundo término del LHS de la ecuacion se utiliza el teorema de Gauss,
donde la superficie S delimita al volumen V' y entonces se elige una superficie lo

suficientemente grande de manera que el flujo sea J = 0, es decir,

aJ°
ot

&Pr o+ j{J-ﬁdS:O (H.11)
s
lo anterior se puede lograr ya que se puede elegir la frontera del mismo Universo
en donde no hay corrientes, es decir, no cargas, de manera que este segundo
término es cero y asi se tiene que
d/fd%zo (H.12)
dt ’ '
asi definimos la corriente () que es la cantidad conservada

Q= / Jo dir (H.13)

esta integral es una constante y se llama la carga del campo.
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Apéndice 1

Simetria de Paridad

Sabemos que, en general, el operador de paridad actta como Pf(z) = f(—x), es

decir, tenemos que

—y(—a,1) . (11)

cambia la 1, la x, pero el tiempo sigue igual. Queremos que la ecuacién de Dirac
sea invariante ante paridad, entonces necesitamos saber como acttia este operador
P en la solucion ¢ de la ecuacién de Dirac (i9*0,, —m,) = 0 la escribimos de la

siguiente forma
(i7°0, + iy 0 — m) =0, (1.2)

asi que queremos transformar esta ecuacién mediante paridad, v — ¢’ de ma-

nera que para
(17°0, — 7' 0y — mo)Y' =0, (1.3)

la solucién ¢ sea tal que ambas (1.2) y (1.3) sean equivalentes.

Definimos, por comodidad, Py (z) = ¢'(2’) = Spi(x) y entonces en (1.3) se tiene

que
(i7°05 — 170y — m,) Spto(z) = 0, (I.4)
luego aplicando Sp' a la izquierda
iSp_lfyOSpaow(x) — i8S SpO) — m,SptSph =0, (L.5)
para que lo anterior sea invarante ante P es necesario que

SI;l’YOSP — ,yo
SpioSp = -t (1.6)
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Esto se logra haciendo Sp = v° ya que

¥ = ((1) _01) JCORE ((1) _01) , (L7

luego las relaciones (1.6) se cumplen y asi se define el operador de paridad en la

solucion ¢ de la ecuacion de Dirac como de manera que

Pi(x) = +Y(x) . (I.8)
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Apéndice J
Simetria Quiral

Quiral es una palabra que proviene del griego xepi (cheri - mano) y el sufijo al
que expresa relacion a. La quiralidad se considera como una asimetria similar a
la que se observa con la de las manos. Cuando se habla particulas y su quiralidad
es como si éstas fueran como manos, tendriamos izquierdas y derechas, y por
otro lado si no hay quiralidad definida es como si tuviéramos esferas idénticas o

indistinguibles.

La matriz ° de 4 x 4 se define como

95 = ((1) _“1) , (1.1

con 1 matriz identidad de 2 x 2, y cumple que {7°,7*} = 0 y ademéds (75)2 =1.
Esta 7% representa una transformacién que se asocia con la quiralidad de una
funcién. Este operador 75 se asocia con una propiedad que tienen algunos campos,
que es que en una Lagrangiana para un campo ¥ que esta a energias muy elevadas,

E > m, se tiene que

Y=L+ YR, (J.2)

es decir, las particulas en una Lagrangiana no se mezclan. Los subindices L y R

siginifican izquierdo y derecho.

Los operadores 17, y ¥ son operadores de proyeccion y definidos de la siguiente

manera es posible probar (J.2)

1 1

¢L=§(1—75)1/1; ¢R=§<1+75)¢ ; (J.3)

De esta manera para las particulas de Dirac, cuando se desprecia su masa la

Lagrangiana se puede escribir como
L =iy 0ubr + ViV 0ur (J.4)
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esto es, se pueden separar las particulas derechas e izquierdas.

Ahora bien, esta Lagrangiana de Dirac para particulas sin masa

Z 2@7" ;ﬂ/] 5 (J5)

es invariante ante la transformacion de fase quiral

Y(z) = P (x) . (J.6)

Para probar esto primero obtenemos

@/ = ¢ T’YO = (em%w)TVo

— w’r et Yo
= M1 —ians)y, (J.7)
en el dltimo paso se desarroll en serie, finalmente como 7, y 75 anticonmutan se
obtiene
U= eh(l+ias)
i Pl (J.8)

En seguida sustituimos (J.6) y (J.8) en (J.5)
L = L =i o
= (1 +iays)in"0,(1 + iavys) (J.9)
= (1 +iays)(1 — iays)in"o, (J.10)

el ultimo paso fue posible ya que 75 y 7* anticonmutan, {vs; v*} = 0, luego

multiplicando los términos a primer orden se tiene que

L = iy o
- 2, (J.11)

es decir, la Lagrangiana de Dirac sin masa es invariante ante transformaciones

de fase quirales, asi que del teorema de Noether hay una cantidad que se conserva.

La corriente de Noether para este caso es (H.8)

0L
JH = o, J.12
i (0 (J.12)
hay que recordar que ¢, = 0,1 y entonces
0L —
=iyt J.13
00) iy (J.13)



y la variacién del campo 01 es

=9~ = Y~y

= (1—iars )y — o
= —iOé”Y5w ) (J14)
luego la ecuacion (J.12) es
T = apy sy (J.15)

esta es la corriente de Noether y en particular la constante « resulta ser la carga

eléctrica. Enseguida para la corriente conservada @) se utiliza J°, esto es

J? = ay’yse
= oy (J.16)

luego

Q@5 = /W%@/J d’x (J.17)

donde el indice 5 alude a la quiralidad de la transformacion.

La presencia de un término de masa en la Lagrangiana (J.5) destruye la simetria
quiral de fase, es decir, en

L =9(i9" 9 +m)v (J.18)

el término de masa de la forma tm) no es invariante ante la transformacién
quiral de fase ¢'(z) = ¢**751)(z). Siguiendo lo hecho en (J.9) se obtiene

Ymp — @,mw’ = (1 +iays)m(1 + iays )Y
= Pma) + @(a% + a2m)1/)
# ma (J.19)

es decir, los términos de masa en la Lagrangiana de Dirac destruyen la simetria

quiral.

En las interacciones fuertes el pién 7 7° es una particula de 140 MeV de masa,
siendo que el estandar de masas son del orden de la del protéon que es alrededor
de 938 MeV, entonces en muchos casos la masa del pién se considera como una
masa-cero. La cuestion de particulas sin masa no significa que sea masa-cero,
sino que la masa es despreciable frente a volimenes de energia de los procesos.
En los quark, la masa, es la concocida como current mass, el término proviene

del término de corriente J de las simetrias del teorema de Noether. Esta masa
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es de alrededor de 4 0 5 MeV y comparado con la referencia 938 MeV del proton

puede considerarse en una primera aproximacion como si no tuvieran masa.

A este tipo de simetrias que aparecen cuando no hay masa, como la simetria
quiral, se les llama aprozimadas y estas simetrias, contrario a lo que pudieramos
pensar, es lo méas fundamental en la naturaleza. Todas las simetrias, excepto la de
Lorentz y las Gauge que son exactas, son de mucha importancia y cuando éstas

se rompen se obtienen muchos resultados.
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Apéndice K
El Valor Promedio Térmico

Sabemos que
Z =3 =% <i’6_ﬁﬁ’i> = Tr{e_ﬁH} , (K.1)
k

y el promedio térmico de la energia en la temperatura [ es [42]

ng
(E)s =3~ =2 Poo ks, (K.2)
k k

donde Pg,) es la probabilidad de encontrar a la particula en un estado de energia

E}, entonces de la definicion de probabilidad (ecuacién 3.1) se sigue que

<E>/3:Z 7 By

- ETr[e—ﬁHE] : (K.3)

el ultimo paso es debido a que cualquier funcién de cualquier operador A que

90a> = f(a’) 90a>7

actiia sobre las eigenfunciones del operador cumple que f (121)

entonces
e i) = e B (K.4)

Entonces, en general, para cualquier operador A se tiene que el valor esperado de

cualquier operador, o bien, el valor promedio térmico es

(A)s = ;Tr e PHA] . (K.5)
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Apéndice L

Funciones de Correlacion y

Sumas de Matsubara

En QFT el promedio térmico de un operador (ver Apéndice K) es de la forma

1
A A _ = —BH
(@, 0)¢(y,0)), = ZTr[e (@, )e(y,0)] | (L.1)
luego aprovechando la propiedad ciclica de la traza Tr[ABC] = Tr[BC'A], enton-
ces
1 r —ﬁH
= ZTr[p(a, )y, 0)e "]
1 .7 _ _
= S Tfp(@,t) e e p(y,0) o]
1 r Lo L
= S Trlp(@.1) e e gy, 0)e ] (L2)

recordando que para un operador de evolucién temporal [1)(t)) = e~*H|¢)(0)), la

evolucion en el tiempo se puede hacer como

(=) = eIy 0)) (L-3)

y entonces en la tltima igualdad (ecuacién L.2), el término e'=#H)p(y, 0)e=PH
que es de la forma de transformacion de un operador A en mecénica cudntica
A" = UAUT, se convierte en

Tr[so(w,t) e‘ﬁHso(yJﬂ)}

Tr[e ™ o(y,iB)p (. 1)] . (L.4)

(P, 0p(y.0)), =

N[ =N~

en este tltimo paso hemos supuesto que p(y,i5) y ¢(x,t) describen bosones y

por esta razén conmutan, es decir, se cumple

ol@, 1), 0(y,i8)] =0, (L.5)
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en caso de que fueran fermiones entonces seria

{o(@.1),0(y.i8)} =0 (L.6)

En general el resultado (L.4) se conoce como funciones de correlacion y se calculan

en diferentes puntos

(p(@,t) o(y,0)) = +(p(y,iB) p(,1)) , (L.7)

es decir, hay dos resultados, los campos bosénicos son perddicos y los fermiénicos
son antiperidédicos con periodo 3 y a toda funciéon peridédica en el tiempo se le

puede asociar una frecuencia w de manera que

iwr eiw(r—‘rﬂ)

e
ein — eineiwﬂ
1 =¢“h, (L.8)
de aqui que
2
Wy = ZW, conn=0,£1,+2,... ,
wy, = 2naT (L.9)

con § =1/T. Para el caso de los fermiones la funcién es

T = —e () (L.10)
y entonces
—1=e"P (L.11)
luego
Wn = 2(71—;1)7r7 conn=0,£1,+£2 ...,
wp = 2(n+ )T . (L.12)

136



Apéndice M

Sobre el calculo del segundo

término del RHS de la ecuacion
3.30

Para calcular el producto (g;41]p*|g;) se utiliza [ dp |p)(p| = 1, entonces
Galt®le) = [ dp d (gzalilp) lp') @15la;)
= / dp dp {qjlplp) 6(p — ') P'lPla;)
= /dp dp’ pp'{qjnlp)(Pla;) 6(p —p) (M.1)
en el pentltimo paso hay que observar que p|p = p|p) v que para (p'[p se hace

plp) = plp)

[15|p>}T = [p|p>]T

(plp* = (plp”
(plp = (plp

asi, utilizando la ecuacién (3.29) se tiene que la ecuacion (M.1) es
(@+110°lg) = / dp dp'pp —=cPie19551 —L_e™H (p— ) .
! ! V2m V2T
En lo siguiente por comodidad se omite el indice de p y se integra dp’

. 1 o0 —a
<Qj+1|p2|Qj> = %/dp p2 ep(fIH-l qj) . (MQ)

Para el potencial (qj+1\17(q)] ¢;), al no saber dénde se evalia V', entonces se hace
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un promedio

1~

(@1 V()lg) = Qj+1\§‘7( +5Vie 9)|a;)

= 5 IV (g40)la) + (g 1V (9)la;)
V(gj+1) + V(g (441195
(4;) 6(gj+1 — qj)

-V 1/00 ePla+1=G) (p
21 J—o ’

—_ T~

<[ Do =

en el dltimo paso de nuevo se utilizé la ecuacion (3.29).
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Apéndice N

La Lagrangiana Euclidiana de

Dirac con potencial quimico u

Se introduce el potencial quimico p en la Hamiltoniana libre haciendo [43]

H— Hy—uN=> ) — %, (N.1)

donde la Lagrangiana de Dirac libre es
Ly =P(iv"0y—m)¢ (N.2)

con 1; = d,1; v el momento generalizado

0L
0
= iy’ =it (N.3)

I, =

en la tdltima igualdad se usé 1 = ¥T4° vy 4°v° = 1. Entonces la Hamiltoniana
(N.1) usando (N.2) y (N.3) es

Ho = it Op1) — [w(i’y“ﬁu — m)w] + uN | (N.4)
enseguida reagrupando el término 49, = 7°9, + 7', se obtiene
H, = —@[mlﬁl — m}iﬁ + uN (N.5)

esta Hamiltoniana libre de nuevo en (N.1) despejando para .Z es

2, =100~ | =B (ir'0 — m)o| + uN (N.6)
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si al primer término del RHS de la ecuacién se le multiplica por 1 = ~°9, y
se reagrupan términos y ademés recordando que la densidad N de particulas es
N = 9’ se obtiene

£ = @[m(’&) +iy'o, — m}z/z + uN . (N.7)

Ahora para el formalismo de tiempo imaginario, t — it = 7, entonces dt = —idr

y de esto tltimo es 1til hacer

% _ 0% 0r _0b;_ gy, (N.8)

O =5 = ar ot~ ar

asi se llega a
Lp = =0, + iy 0 —m + p°| ¥, (N.9)

que es la Lagrangiana FEuclidiana de Dirac o en el tiempo imaginario.
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Apéndice N

Calculo de parametros segun el

equema regularizacion

N.1. UV-Cutoff

Como ya se menciond, para regularizar el modelo NJL es necesario establecer
tres parametros, la constante de acoplamiento G, el parametro del cutoff A y la
masa “desnuda” (bare mass) de los quarks [46]. Siguiendo de cerca a Klevansky
[47], estos pardmetros se pueden calcular estableciendo un sistema de ecuaciones
adecuado a este caso.

Sabiendo que el condensado de quarks es el pardmetro de orden de la transicién

de fase con ecuacién

A ddp 1 .
6M / —0, N.1
(qq) + 2rPE, (N.1)
la constante de decaimiento del piéon f, se calcula mediante
A ddp 1 -
2 NM? [ — =0 N2

y con la ecuacion de gap con masa corriente de quarks en cero, m, = 0, para
calcular la constante de acoplamiento fuerte G
A d“p 1

= N.

M —m, +4GN, NfM/

se tiene un sistema de tres ecuaciones con tres 1ncogn1tas (M,G,\), el cual se
puede resolver numéricamente tomando en cuenta que la integral de la ecuacion
(N.1) es analitica y se expresa como

A ddp 1 A -
VIE T A2 — M2 sinh— 2
/0 2r) E, =1 [A + A% — M~ sinh M} (N.4)

que de igual modo se obtiene para la integral de la ecuacién (N.2)

0 (27r)3E3_ 272 [/ M2 4+ A2 Vi
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Con estas ecuaciones y conociendo los valores experimentales de la constante f, y
el condensado (gq), por ejemplo, f. = 93 MeV y (gq) = —(250)3 MeV? se obtiene
lo siguiente que A = 653.331 MeV y G = 4.9283 x 1076 MeV 2,

N.2. Proper Time Regularization

En el caso de PTR siguiendo a Cui en [80] quien presenta una manera alternativa
a Klevansky para el calculo de estos pardametros, la diferencia radica en que agrega
un cutoff IR, A;gr = 235 MeV esto es para eliminar la parte del confinamiento en
la interaccién de los quarks [80, 81]. Este valor corresponde a 0.84 fm el cual es
aproximadamente el radio del nucleén.

Al igual que en el calculo de parametros para el UV-cutoff se resuelve un sitema

de tres ecuaciones acopladas con tres incognitas las cuales son en este caso las

siguientes
_ 3M [UA3, e M
= —— d
(W) 272 /1/A2UV T T2
3M3 M? M? -
=— /-1, — | -1 -1, — N.6

esta para el condensado de quarks donde la funcién gamma se define de la manera
usual ['(a, z) = [°t*'e~'dt, mientras que para la constante de decaimiento del

pion basada en la realacion de Gell-Mann, Oakes, Renner, se utiliza la siguiente

ecuacion
3M? M? M? -
2 _ rlo }—F[O} —0 N.7
fﬂ' 47_(_2 |: ) AUV Y AIR ) ( )
Finalmente la ecuacién de gap
3GM3 M? M? -
M —m, r—-1u, -I|-1,—|| =0, N.8
Mo + 7T2 [ AUV [ A]R:| ( )

siendo M, G'y Ayy los parametros a calcular, la masa dinamicamente generada,
la constante de acoplamiento y el cutoff UV, respectivamente. Las constantes
m,; = 138 MeV y f, = 92 MeV son la masa y la constante de decaimiento del
pion las cuales se toman experimentalmente. Con estos valores, por ejemplo para

una masa de los quarks de 5.5 MeV se obtiene

M = 221.574 MeV
A = 1025.83 MeV
G = 3.68639 x 107° MeV 2
—(uu)~V? = 244.707 MeV . (N.9)

142



Con las mismas constantes usando el sistema de ecuaciones propuesto por Kle-

vansky [47] obtuvimos

M = 199.204 MeV
A = 1056.06 MeV
G = 3.3167 x 107 MeV 2
—(u) Y3 = 244.707 MeV | (N.10)

hay que recordar que los pardmetros hacen al modelo y no al revés [47].
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Apéndice O

La Identidad del PTR

Si partimos de la expresion
I = /oo dr 771 emf®?)
0 Y
y usando la definicién de la funcién I"
Flp+1) = /0 dx 2P e=® = p['(p) ,

con el siguiente cambio de variable

du
T
entonces,
n—1
0 U . du
C- ]
1 o n u
= :f(pQ)_n/O du u" e
1
— T
f(P?), "
1
= 7 n —1)! )
f(p?), oy
asi que
1 > n—1 7f(p*) _ 1
iy T = )]
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