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Capitulo 1

Introduccion

Un juego es una situacién donde dos o mas participantes estdn envueltos
en una situacién de competicién entre ellos. Puede ser un ambiente coop-
erativo, donde los participantes buscan alcanzar el mejor resultado posible
para alcanzar una meta, y un ambiente no cooperativo en donde pueden
ocurririr dos situaciones; la primera de ellas es que los participantes esten
enfrentados entre si, dando lugar a una relacion de suma en términos de
beneficios, es decir, lo que uno de estos jugadores gana, el otro lo pierde,
siendo este tipo de juegos llamados Juegos de Suma Cero. Por otro lado,
la segunda de estas situaciones es el caso donde las acciones de un jugador
repercuten en los beneficios o pérdidas de los demés, dando lugar asi a un
escenario de competencia donde cada uno de los jugadores responde a las
acciones de los otros para lograr el mejor beneficio posible.

Un juego puede ser estdtico o dindmico, es decir, en el primero las acciones
de los jugadores son tomadas de manera independiente con base en su infor-
macién actiial y no hay respuesta en consecuencia a esta accién por parte de
otros jugadores. Por ejemplo, se puede mencionar el caso de 2 empresas com-
petidoras A y B, las cuales tienen un beneficio total de (A = 10, B = 15).
Ante esta situacion, la empresa A decide iniciar una campana de publicidad
para atraer clientes potenciales de su competidor B. Asi mismo la empresa
B tiene la opcién de decidir si invertir también en publicidad, ante lo cual
realiza las predicciones correspondiente. Los beneficios totales de ambas em-
presas después de los gastos de marketing se muestran en la Figura 1.1, en
la cual se puede observar que la mejor estrategia de decision para la empresa
A y la empresa B es invertir en publicidad. Este tipo de juegos son también
llamados juegos matriciales.



Empresa B

Hacer Publicidad No hacer Publicidad

(12,16) (13,9)

Hacer publicidad

Empresza A

(7.18) (9.12)

No hacer publicidad

Figura 1.1: Juego matricial estatico de 2 jugadores.

En el caso de los juegos dindmicos, estos se dividen en intervalos de
tiempo que pueden ser continuos o discretos, en los cuales, a partir de una
condicién inicial dada, el juego evoluciona de forma temporal de manera
que en cada etapa del juego, los participantes deben evaluar sus estrategias
para tomar una decisién que los situe en el mejor de los escenarios posibles
previo a la etapa siguiente en respuesta a las acciones tomadas previamente
por el resto de jugadores. Un ejemplo de esto seria la misma situacién de
las empresas competidoras A y B, pero en este caso, la empresa A anun-
cia su estrategia de hacer o no hacer publicidad, ante lo cual la empresa B
reacciona a la accién de su competidor como se muestra en la Figura 1.2,
donde es posible observar que dependiendo del nimero de etapas, la em-
presa A puede responder nuevamente a las estrategias adoptadas por B, y
asi sucesivamente obteniendo una estructura de arbol hasta una etapa final
(juego dindmico finito), o perpetuando el juego dindmico mientras ambos
jugadores puedan mantenerse compitiendo (juego dindmico infinito).

En general, la soluciéon de un juego es alcanzable a través de distintas
herramientas matemaéticas las cuales son empleadas de acuerdo al niimero de
participantes y al tipo de juego particular (continuo o discreto). En general,
Los juegos discretos de un jugador se estudian problemas de optimizacion
matemdtica, en los cuales se busca seleccionar el mejor resultado con base
en uno o varios criterios definidos, mientras que los juegos dindmicos de un
solo participante son problemas tipicamente estudiados mediante técnicas
de control optimo, los cuales buscan encontrar la mejor solucién para un
sistema que evoluciona en el timepo. Sin embargo, cuando los participantes
en el juego (estatico o dindmico) son 2 més jugadores, la solucién de este



Figura 1.2: Juego dindamico de 1 etapa entre 2 jugadores A y B.

tipo de problemas recaen en una rama de las matematicas conocida como
Teoria de juegos (ver Figura ).

La Teoria de Juegos es entonces la rama de la ciencia que estudia el com-
portamiento de dos o més agentes llamados jugadores, en una situacién de
interdependencia bajo el supuesto de que sus participantes se comportan de
forma [dgica y racional para elegir las acciones que los beneficien individual
0 cooperativamente a través de etapas sucesivas de toma de decisiones por
parte de cada uno de sus integrantes. Ademads, en un juego dindmico, este
puede estar sujeto a situaciones externas adversas (perturbaciones) para sus
participantes, las cuales pueden influir en los resultados obtenidos, dando
lugar a que los jugadores no tengan el absoluto control sobre sus beneficios.
De esta manera, las acciones de los participantes estan orientadas a maxi-
mizar sus ganancias y minimizar sus pérdidas. A este conjunto de acciones
(también llamadas estrategias o reglas de decision) utilizadas durante cada
etapa del juego dindmico se le conoce como el control dptimo del jugador.

1.1 Antecedentes

El estudio de juegos dinamicos ha sido una ciencia que ha visto incremen-
tada su relevancia de forma importante en las tltimas decadas debido a que
su estructura permite representar de forma adecuada el comportamiento es-
trategico entre diferentes agentes (jugadores) en situaciones de competicién,
conflictos o cooperacién. Estas situaciones frecuentemente aparecen en una
variedad de campos como la ingenieria, economia, biologia, entre otros (ver



Estaticos:
Programacién matematica
{Optimizacion)

— 1 Jugador

Dinamicos:
Teoria de Control Optimo

Clasificacidn de |
juegos

Estéticos:
Teoria de Juegos

“N" jugadores

Dindmicos:
Teorfa de juegos Dindmicos (o
diferenciales)

Figura 1.3: Tipos de juegos dindmicos y sus ramas de estudio.

[12], [20], y [21]). La obtencién de las estrategias éptimas para problemas
de un solo jugador estd claramente definida mediante el principio de opti-
malidad, es decir, se hace el supuesto de que si la trayectoria éptima de un
puntoA a un puntoC', entonces las trayectorias desde A— B y B —C' también
son Optimas. Sin embargo, en los juegos dindmicos se suele considerar un
tipo de solucién conocido como ”Equilibrio de Nash”, el ocurre cuando los
jugadores no tienen permitido cooperar y el cual representa una de las situa-
ciones més importantes en el estudio de juegos dinamicos.

En esta clase de equilibrio no cooperativo, dos o mas jugadores interactian
de manera que cada jugador busca maximizar sus ganancias y minimizar sus
pérdidas a través de una funcién de costo (ver [12] y [22].) La mejor respuesta
del jugador—: con respecto al conjunto de acciones del resto de jugadores,
lleva a una situacion en la cual ninguno de los participantes en el juego tiene
incentivos para abandonar su estrategia de respuesta. Si todos los partic-
ipantes del juego dindmico calculan entonces su mejor respuesta ante las
acciones de los participantes, entonces se alcanza una situacion de equilibrio
de fuerzas también llamado ”Equilibrio de Nash”. Retomando el ejemplo
mostrado en la Figura 1.1, es posible observar que la mejor estrategia para
las empresas A y B es invertir en publicidad, ya que independientemente
de las acciones de su competidor, sus ganancias son maximas al elegir esta
siuacion. Esto lleva a que ambas empresas no tengan incentivos para elegir
la otra estrategia, estableciendo asi un punto de equilibrio de Nash.

Una de las carécteristicas deseadas en la obtencién de las estrategias de



control en los juegos dinamicos, es la nocién de "robustez en las estrategias”,
debido a que en la préactica es inevitable la presencia de incertidumbres o
"ruidos”. En trabajos como [5], [6], [7], se analiza el control robusto de
sistemas en inexactitudes en los modelos, ruidos en los sensores, pertur-
baciones, no linealelidades del sistema, y dinamicas modeladas, agrupando
todos estos elementos como una perturbacién desconocida a la cual el con-
trol debe contrarrestar para reducir las afectaciones a los sistemas.

Algunos desarrollos recientes relacionados con estas situaciones pueden en-
contrarse principalmente en juegos dindmicos de tiempo continuo. En [15],
se presenta la nocién de Equilibrio de Nash en lazo abierto (ENLA), dénde
los pardmetros del juego se dindmico se encuentran dentro de un escenario
de peor caso, es decir, el resultado de la aplicacion de cierta entrada de con-
trol (en términos del valor de la funcién de costo) es asociada con el valor
menos favorable de un parametro desconocido, pero acotado. El articulo de
[8] también presenta un ENLA y desarrolla las condiciones de existencia y
unicidad de un Equilibrio de Nash de peor caso (ENPC); sin embargo, en
este caso los autores consideran que las incertidumbres pertenecen a un espa-
cio de Hilbert, donde estas actian sumando la perturbacion a las derivadas
temporales de las variables de estado. Un problema similar es presentado
en [13], donde el autor muestra las condiciones necesarias y suficientes para
la solucién de un problema de ENPC, el cual puede ser obtenido al encon-
trar el ENLA asociado a un juego diferencial de 2N restricciones de estado.
Otros aproximaciones relacionadas incluyen: utilizar estrategias de Nash
para disenar controles robustos para sistemas lineales [25], o restricciones
en el estado (ver [10],[19], [18] y [26]), o lidiar con estas incertidumbres al
tratarlas como una entrada exégena de un jugador ficticio ([24]).

En general, trabajos como los mencionados se centran en analizar sistemas
en tiempo continuo. A pesar de esta situacién, no hay mucha informacién
en la literatura sobre juegos dindmicos afectados por esta clase de perturba-
ciones, particularmente, en el drea de juegos dinamicos discretos, donde esta
informacién es atin méas escasa y donde podria tener mayor implementacion
en los ambitos de la ingenieria, electronica e informatica, donde las dinamicas
prevalecientes son mayoritariamente discretas. Es necesario aclarar que las
dindmicas sin modelar y otros tipos de incertidumbres variantes en tiempo
pueden no tener tal propiedad por lo tanto se consideran incertidumbres
sin estructura, es decir, no es posible expresar estas afectaciones como ma-
trices que determinen la direccion en la cual va a existir la incertidumbre.
Por este motivo, en este trabajo consideraremos este tltimo tipo utilizando
el principio del minimo (Principio de Pontryagin) junto con un escenario



de perturbacion de peor caso para calcular la maximizacién de la funcién
Hamiltoniana correspondiente para cada jugador—i, de manera que esta
aproximacién nos brinda una trazabilidad analitica para este tipo de prob-
lemas con incertidumbres de estructura incierta.

1.2 Objetivos y Contribucién

Este trabajo presenta la contraparte en tiempo discreto del equilibrio ro-
busto de Nash en tiempo continuo para un juego lineal cuadratico como el
planteado en ([8]) y ([13]). Considerando la filosoffa de la incertidumbre de
peor caso desde el punto de vista del jugador—i (ver [8]), aqui se derivan
las condiciones necesarias de la existencia del equilibrio robusto de Nash
utilizando una aproximaciéon mediante el principio del minimo; tales condi-
ciones son encontradas después en la solucién de una ecuacién tipo Riccati
discreta con condiciones de frontera.

Ademés siguiendo la técnica de la funcién de valor (ver [2], [9] ¥ [22])
junto con el método de completar cuadrados presentado en [2], derivamos
las condiciones necesarias para que tal equilibrio exista. La importancia
de resolver este tipo de problemas radica en que la matematica discreta
se encuentra ampliamente difundida en las tecnologias digitales, ya que
las computadoras realizan trabajan en estados discretos, y muchos de los
sistemas modernos de control que son implementados en en la actualidad
estdn basados en sistemas computacionales. Ademads, los controles digi-
tales son utilizados para resolver todo tipo de tareas, desde problemas op-
timizacién, regulacién de estados o seguimiento de objetivos. Vale la pena
mencionar que las herramientas matematicas relacionadas a los estados dis-
cretos son ampliamente aplicadas en la teoria de juegos, especialmente en
casos dindmicos tales como: programacién dinamica, programacion lineal y
optimizacién discreta (ver [18] y [19]).

En ([13]), el autor proporciona las condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de un equilibrio de Nash robusto en lazo abierto para un
escenario de peor caso en un juego dindmico lineal cuadrético en tiempo
continuo con matrices constantes. Tal resultado depende de la invertibili-
dad y de ciertas matrices que utilizan la solucién del hamiltoniano asociado
del sistema de un juego incierto con parametros constantes. Sin embargo,
a criterio del autor de esta tesis, en la bibliografia existe poca informacion
respecto a un juego de Nash en lazo abierto en tiempo discreto con incer-
tidumbre deterministicas y matrices variantes en tiempo. Ademads, el hecho
de que tengamos que lidiar con parametros no constantes no permite que



las técnicas usadas en [13] sean del todo aplicables. Por este motivo, en este
trabajo se derivan las estrategias robustas en lazo abierto para un juego de
Nash y posteriormente son aplicadas a la coordinacién de una cadena de
suministros de dos niveles, en el cual se considera que la demanda posee
fluctuaciones estacionales inciertas, es decir, en el ejemplo se modela la de-
manda en dos componentes: una parte conocida with un comportamiento
de demanda estacional conocida y una segunda parte formada por un com-
portamiento estacional incierto, el cudl se establece como una fluctuacion
desconocida (ver[20]).



Capitulo 2

Marco Teorico

En un proceso de toma de decisiones complejo como un juego dinamico,
las pérdidas o ganancias no pueden ser predecidas con total certeza. Sin
embargo, puede ser anticipadas observando el comportamiento registrado
en un intervalo previo. La toma de decisiones debe realizarse a través de
una funcién de costo que represente la suma de los costos obtenidos anteri-
ormente con las expectativas de los costos futuros. Esta funcién de costos
ponderada debe ser minimizada obteniendo asi un beneficio éptimo, rep-
resentando por lo tanto la trayectoria optima entre la toma de decisiones
pasadas como pauta para realizar una decisién 6ptima hacia el futuro, lo
que da lugar al principio de programacion dindmica.

2.1 Programacion dinamica y principio del minimo
para juegos discretos

Analizaremos ahora una formulacion para juegos dindmicos discretos difer-
ente a la estructura de tipo arbol mencionada en el capitulo introductorio
conocida como Modelo de lazo [22]. Para este caso, se considera un juego
dindmico discreto de N —jugadores dividido en K —-etapas y con el vector de
estrategias U,i, donde u}C € U,i representa la accién de control del jugador—:
en cada etapa del juego. La trayectoria del juego es representada por el
conjunto x, el cual representa el estado del juego dindmico en el tiempo
k = [0, K]. La ecuacién en diferencias que representa la evolucién del juego
dindmico se define mediante una funcién que representa el proceso de deci-
siones que llevan el juego a un estado siguiente dada por



Tpp1 = fr(@p, up..ud )Wk € K (2.1)

Ademas, se definira una funcional en tiempo discreto .J;, que representa
el costo minimo en la estregia de control obtenido por el jugador—: conocida
como funcion de costos, la cual es de caracter determinista en las k — etapas
del juego siempre que exista una funcion aditiva gg:

K
TE =" gr(@rr, uj, o) (22)
k=1

El principio de programacion dindmica es un método para obtener la
trayectoria éptima de un sistema basado en el principio de optimalidad, el
cual establece que sin importar las condiciones iniciales xg del sistema, la
sucesiva eleccion de trayectorias 6ptimas hasta el estado final xx representa
la estrategia Optima del sistema.

El planteamiento del problema bésico de programaciéon dindmica puede
observarse en [3], donde dado un sistema en tiempo discreto como (2.1),
xy, es la trayectoria del jugador ui, y las acciones de control del resto de
jugadores, por simplicidad seran consideradas como una perturbacion wy
para el jugador—i.

La funcién de costos que representa esta situacion es la mostrada en
(2.3), donde conocidendo el estado final zx junto con el estado inicial zg, se
puede calcular las trayectorias 6ptimas entre las sucesivas etapas partiendo
desde k = K hacia atras en el tiempo.

K-1
Ji(xo) = E |9k (zr) + Z 9k (Th, U, wy) (2.3)
k=0
donde gr(xg) como el costo terminal obtenido al final del proceso.
Ademas, el valor esperado de la ecuacién (2.3) se obtiene a través de las
variables ug y wg, de manera que la funcién de costo éptima es

Ji(w0) = minJj (o) (2.4)
uelUy
De esta manera, al ser de caracter aditivo, la minimizacén de la funcién
de costos (2.3) en cada etapa del tiempo nos permite obtener la trayectoria
6ptima del sistema (ver Figura 2.1).
Para demostrar este principio podemos referirnos nuevamente a [3], donde,
para cada conjunto de estrategias “2 € U,i, conk =0,1,..., K—1ylafuncién



Figura 2.1: Principio de programacién dindmica: La suma de las trayecto-
rias 6ptimas AB, BC,CD es la trayectoria 6ptima del sistema.

de costo 6ptima (2.4), entonces el problema de control 6ptimo para el tiempo
k se convierte en:

K-1
J* (x0) = mZI}zE g (xK) + ng (zk, ufy, wy) (2.5)
6 1
k=0

Ahora, evaluando la ecuacién (2.5) para k = K tenemos que Ji*(zy) =
gk (rK), es posible demostrar por induccién que las funciones de costo
J(xr) = Ji(zr) obtenidas por el principio de programacién dindmica, de
modo que es posible trabajar de forma recursiva hacia atras en el tiempo.
Entonces, supongamos que para cierta k, se satisface que Jii(Te) =
J} 1 (Tx11), entonces

J¥(xy) = minE

Uk, Wk

k=

G (X, g, wi) + min £
Up W

= minFk
Uk, WE

K-
9k (ks Uk, wi) + 9k (TK) Z wk,uivwk)]

k=0

= gglufiE (g1 (@h, we, W) + T (fro(hs bk, wh

K—
g (wxc) Z :vk,uk,wk)]
)
)

= minE [gi(@g, we, wi) + Jopr (fe(@k, e, wy

Uk, W
= Ji(w)

Por lo tanto este principio es utilizado en la teéria de jugos partiendo de
la condicién final de la funcién de costos del sistema (costo terminal) y
trabajando de manera recursiva hacia atras en el tiempo para encontrar las
estrategias éptimas en un juego dinamico.

Un tipo de problema que puede usarse para ilustrar los conceptos del
principio de programacién dindmica es un juego conocido como Juego Afin
Lineal Cuadrdtico, en el cual la dindmica del sistema se representa mediante

10



la ecuacion de estado

Tpy1 = Apwy + Brug + ¢ (2.7)

Para este tipo de juegos, la funcién gx (g1, uk, ) es descrita en [22] como:
1

9 (Tt Upey T) = up Ry, + ingka’k, k#1,K+1 (2.8)

donde A € R es la matriz del sistema, B € R es la matriz de control, Ry > 0
v Qr > 0 son matrices de pesos siendo Ay, By, Ri. v Q) de dimensiones
apropiadas con x; € R", ux € R ¢, € R

El principio del minimo de Pontryagin es un método que nos permite esti-
mar el mejor control para llevar un sistema de un estado a otro. Para jugeos
dindmicos discretos, este principio requiere encontrar la funcién Hamiltoni-
ana del sistema

H]Zg <$kauiaufﬂap2+1) = 9k (mk7u§g:ui¢¢l> +p§c—5rlfk <$k7u§gvui¢¢’b> (29)

donde pg, es un conjunto finito de vectores n—dimensionales que representan
los vectores de co-estado de H}, la cual debe minimizarse para la accién de
control ug. Entonces, tomando como referencia el Teorema 5.5 presentado
en [22], tenemos que

Thp = felzpoug), 2=z (210)
uy, = arg min Hy(pg+1, vk, 3;) (2.11)
up €U

pe = =— fe(of, up
Oxy, ( F k) k+1

9 T
pk—i—l‘l‘(ax gk(xZ—i-l?uzvxZ)) ]
8 T
+(prmlaioiad) « pra=0 @12)

2.2 Equilibrio de Nash

El equilibrio de Nash es en la tedria de juegos un tipo de solucién en la cual
dos o mas jugadores en un juego no cooperativo se ven envueltos en una
situacién donde establecen su mejor estrategia de juego dadas las estrate-
gias de los otros participantes, en consecuencia, cada jugador ya no tiene
incentivos de forma individual para cambiar su estrategia, ain cuando la es-
trategia misma no represente el maximo beneficio (ver Figura 1.1), llegando
a un punto de equilibrio conocido como Equilibrio de Nash. Para que exista
dicho equilibrio, se debe considerar que:
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e Los jugadores adoptan estrategias de forma racional.
e Cada jugador conoce las estrategias de sus competidores.

e Cada jugador adopta su mejor estrategia posible en respuesta a sus
competidores.

El equilibrio de Nash para un juego dinamico discreto se establece midi-
endo la evolucién en cada etapa del tiempo de la dindmica (2.1) a través de
la Funcion de Costos definida en (2.2) con (2.8). Entonces, para un juego
de N jugadores, desde la perspectiva del jugador—i con un conjunto de es-
trategias Uy, se constituye un equilibrio de Nash si y solo si se satisface la
siguiente desigualdad:

iv (uk u}(ﬁj;ﬁi)*) < Ji (uk ug#ﬂ*) (2.13)

con j # i representando al resto de participantes tal que N = i+E{L:1 h,
y donde

J (u}:, u,(gj#)*) := min max J* (u}w ufﬁz> (2.14)

i ()
uy, ug

Las ecuaciones (2.13),(2.14) constituyen un tipo de solucién conocida
como juego min-mad.

2.2.1 Equilibrio de Nash en un juego discreto de suma cero

Vamos a analizar un juego de Nash de suma cero de 2 jugadores para es-
tablecer la manera de trabajar el principio de minima accién, partiendo del
conjunto de ecuaciones (2.9)-(2.12), con la dindmica

Tp1 = Apzy + Bpuj, + Biui + ey, (2.15)
y sujeto a la funcional de costo

K

1
J(u',u?) = 5 > <x;—+1Qk+l$k+l +uy g — U%TU%) (2.16)
k=1

donde el Hamiltoniano toma la forma:
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H]zc (xka ui;? ui¢lvp2+1) =
1K
B Z{(Aka:k + Biui 4+ B2u2 + cx) " Qi1 (Apzy, + Biui + Biui + cz)
k=1

+up up —uiui}l (2.17)
derivando la ecuacién (2.17) respecto a u2:

oH;, 1

9wz 2 {2B£TQk+lxk+l - QUZ} + P Bi =0
k

entonces

up = By [Qr1@r11 + Drra] (2.18)

siendo u% el control que maximiza la participacion del jugador—2. Entonces
el control que minimiza la funcién Hamiltoniana del jugador—1 se obtiene
derivando Hj respecto a ui:

OH, 1
9l 2 {QBI}:TQIH-lWH—l + QUIIC} + P B =0
w2

con
up = —BL' [Qri12hi1 + Pro) (2.19)

Ahora, calculamos p;, mediante la ecuacién (2.12):

Pk = [A;] [Pr+1 + Qr+1%k+1] (2.20)

(i) Para la etapa k = K, evaluamos las ecuaciones (2.19), (2.18) y (2.20)
con la condicién final dada en (2.12): donde se obtiene los controles y
el coestado:

ufe = —Bl Qr 1 XK1
uf = B¥ Qi1 Xk (2.21)

T
Pk = AKQK+133K+1

sustituyendo las ecuaciones anteriores en (2.15):
_ 1 plIT 2 p2T
i1 = AxTr — BBy Qk+1Xk+1 + BB Qx+1Xk+1 + ck

donde al resolver para Xy se obtiene:
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TRyl = /1;(1 [AK:L'K + CK] (2.22)
con
Ag =1+ <B}(B}<T - B%B?) Qi1 (2.23)
por lo que el coestado px en la ecuacién (2.21) toma la forma

pr = AkQr 1A% [Akak + ck] (2.24)

Para la etapa k = K — 1, evaluamos nuevamente las ecuaciones (2.19),
(2.18) y (2.20), donde:

U}(—l = _B:Il(—r—lQKXK
uf_ = Bi_1Qr XKk (2.25)

PK-1= Az}}—l [pK + QKT K]

sustituyendo nuevamente las ecuaciones anteriores en (2.15), junto con
(2.24):

ri = Ag_17x—1 — Bk_1BK 4 {QKXK + AL QAR (Axzr + CK)}

+B%{—1B%{T_1 |:QKXK + A;QKJ,_lAI_{l (AKl'K + CK)} +cr_q

donde al resolver para X g se obtiene:

1
v = A [Ax—12K—1 + cx—1

- <B}<—1B}<T—1 - B%(—1B%<T—1) mg| (2.26)
con
Ag_1 =1+ (B}(_lB}J_l - B%(_lB?(T_l) Mg (2.27)
y con los nuevos términos
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Mg =Qk + AK Qg1 Aid A con My = Qg1 (2.28)

mg = A}MK_HA;(ICK (2.29)

por lo que el coestado px en la ecuacién (2.21) toma la forma

pE-1= A [A;(QK+1A;<1 (Agex +cK) + QKJUK] (2:30)

Es posible repetir el procedimiento anterior para una etapa posterior
k = K — 2, sin embargo, las ecuaciones obtenidas en las etapas k = K y
k = K — 1 muestra la siguiente estructura recursiva:

wpr1 = Ay [Agag + i) (2.31)

ub* = =BT [My A7 Ay, + 6] (2.32)

upt = B [Mys1 Ay Az + & (2.33)

Ay = [I + (B;iB;iT - BiBz?T) Mk+1] (2:34)

M = Q. + Ay M Ay Ay, Myt = Qi (2:35)

my = A} [(A,;l)T My+1 + Mk+1/11?10k] , mE41 =0 (2.36)
& = MkHA,;lnk + M ( )

m=c— (BLBYT = BEBE )mpsn (238)

donde el conjunto de ecuaciones (2.31)-(2.38) corresponden con la misma
estructura reportada en el Teorema 6.6 de [22].

2.3 Equilibrio Stackelberg

El Equilibrio de Stackelberg es un tipo de solucién en juegos dinamicos que
se basa en un modelo no cooperativo de competencia entre 2 jugadores. A
diferencia de los juegos de Nash, el equilibrio de Stackelberg es un juego
dindmico secuencial y no simultaneo, donde uno de los agentes posee in-
formacion privilegiada del juego dindmico (lider). Esta ventaja téctica le
permite al lider del posicionarse en una posicién privilegiada respecto a su
competidor (seguidor), situaciéon que obliga al segundo jugador a ajustar sus
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estrategias a la estrategia del lider. En consecuencia, el lider del juego puede
preveer con anticipacion la mejor respuesta del seguidor y ajustar entonces
las reglas del juego dindmico para lograr el comportamiento méas favorable
para si mismo. Entonces podemos resumir que en este tipo de equilibrio
deben ocurrir las siguientes situaciones:

e El lider anuncia su estrategia dadas la estrategia 6ptima del seguidor.

e El equilibrio de Stackelberg, la estrategia anunciada por el lider es
superior a la estrategia 6ptima del seguidor, obligandolo a elegir una
estrategia con beneficios menores a los del lider.

e Los beneficios obtenidos en el equilibrio de Stackelberg son superiores
a los obtenidos en el equilibrio de Nash.

Para un juego dinamico determinista discreto de dos jugadores, la dinamica
en el equilibrio de Stackelberg esta dada por

Thk+1 = fk(l.kaullcauz)v HARS [17K] (239)

donde x € R™ representa el estado del sistema en la etapa k sujeta a la
funcional de costos:

K

JULUR) = g (@1, up, uf, Tp) (2.40)
k=1

siendo U, ,i con ¢ = 1,2, el conjunto de estrategias éptimas de los jugadores,
con el jugador—1 considerando el lider del juego dindmico. Entonces, tomando
como referencia el Lema 7.1 de [22] se deben satisfacer las siguientes rela-
ciones para el seguidor:

$k7+1 = flj(fk’ullcaui) (24'1)

2% 2 1,2 -
upt =arg  min Hi(pr41, uy, upcy) (2.42)
uZeU?

6 T
Dk+1 + < g]%(xk—i-l)ullmuiaxk))
O0Tk41

a 1 2
= — T, U, U
Dk 8$kfk( ks Uy Uk,

)T

5 T
+ [8 g;%($k+1,ullmui,$k)] i P41 =0 (243)
Th+1

(2.44)
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donde la funcién Hamiltoniana para el seguidor es definida como:

ng(xkv ’LL]%‘., u%apk-ﬁ-l) =
gl(xk—i-bullcvui?wk) +p;cr+1fk($k7ullwu%) (245)

De manera similar, para un equilibrio de Stackelberg discreto de 2 jugadores,
se deben satisfacer las siguientes relaciones conforme al Teorema 7.1 de [22]:

Tpi1 = fy (zr,up,ul)  (2.46)
1%

- 1 1 2
u" = arg Tlmngk(pkH,uk*,uk*,/\k,Vk,uk,xk) (2.47)
u €U

a a 2 1 2 i
Pr1+ | g G (Th1, Ug, Uk, Th)
Lk+1

1 ,2\T
= — T, UL, U
Pk axkfk( ky Uk k)

o T
+ [agi('xk-{-la ullgv u%a .Ik):| y PK+1 = 0 (248)
Lh+1

2.3.1 Equilibrio de Stackelberg en un juego afin lineal cuadratico
discreto

La dinamica es
Tpy1 = Apzy, + Biup + Biuj (2.49)

La funcion g general es
gh(onsruhud,on) = 5 (o Qo+ uiul +ul RfWl)  (2:50)
g,% para el seguidor

1
G, uby o ) = 5 (x;Hszk FudTud + u}JRzlu;) (2.51)

Hamiltoniano para el seguidor es

1E = - (o1 Qe+ wf + ] B )
+ st (Axzg + Blup + Biug)  (2.52)
Para el control del seguidor, sustituimos ;41 en H? y derivamos
+ k
2
0H;,

6u2 = ’U,z* + B]%T (Qz+1$k+1 +pk+1> =0 (253)
k
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para el coestado del seguidor
pr = A [Pre1 + Qi1 k1] (2.54)
Evaluando en el tiempo final £k = K
pi = Ak [Q% 1T 11] conpri1 =0 (2.55)
Ahora construyendo el Hamiltoniano general del lider

Hkl: = gli(fkvullcvu%xk) + /\k:Tfk(xk?ullwuz)

+up Fy, 4 vy (VuiHE) (2.56)

con -

of 0g?
F, = k& =k 2.57
k awkpk+1+[ak Yy (2.57)
y g,i para el lider
1

G (Tpy1, up, u2, xp) = 3 (kaHQ,lgxk + ubTu) + uﬁTR}fu%) (2.58)

por lo que sustituyendo H ,i del lider queda como:

1
= L (L@ T T R2)
A (Agzy, + Bug + Bjui) + i (A;Pkﬂ)
+1/,;r [ui + B]%T (QZJrlwk_H +pk+1):| (2.59)

sustituyendo xr + 1 vy pr = Qi 11%k+1 + D41 en la ecuacion anterior y
derivando respecto a u,lg, se obtiene

OHy _ BlTo! 1« pIT
Sul = Dk Qpi1Tr+1 +up + By A
Uy,
+By" e+ B QF 1 Avpr + By QR4 Bive = 0 (2.60)

similarmente, derivamos H ,i respecto a u%

OH)]
Sob = BEui + BY Qb (A + Biug + Biug)
k
+B} N+ BET Q7 A + (I + Bl%TQzHBx%) v =0 (2.61)
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Ahora la ecuacion para el coestado \j:

OH}
M1 = W: = Al Qi1 (Arax + Byuj, + Biug)
FAL N + AL Q7 4y (Appuy, + Bivy) con Ag =0 (2.62)
y la ecuacion p:
OH}!
i1 = 5 = AL+ ol B (2.63)
Opk+1

de donde se desprende que
Uk4+1 = Appr + B,%Vk (264)
despejando v, de la ecuacion dH1/Du2
-1
n=— (14857 QEaB) " (R
+ B} (Qks1%he1 + e + QF 1 Akpr) b (2.65)
y sustituyendo en dH1/Dul, despejando ui
_ . -
up = =B | Q41 — Qi1 BR (I+ BiTQiHBz) B Qi1 | Thta

-1
- B] [I - Q}iBE (1 +BY Q3,1 BY) B,ﬂ Ak

[ -1
— B/ |Qt11 — Qi BY (I + BI%TQ%JABI%) By Qi1 | Arbuk
—1
+ B/ [QiHB}f (I +B£TQ§+1B§) }R}fu% (2.66)

sustituyendo en )\;—71

I -1
N = A7 [Qhes = QR (14 B Q2aB?) BT Qb s

-1
+A] [I - Q} B} (1+ BY Q}..BY) BgT] "

r —1
AL QR - QR B (T4 B QR BR)  BE Q|

—1
- A [QiHBiT (I + BiTQiHBi) ] R202T  (2.67)
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y sustituyendo vy en 41

-1
o = |1 B2 (14 BT Q2 aB?) BY Q| du
-1

B (1 B2 Q2 BE) [l B (Qhamei + 0] (269
Si se satisfacen las condiciones (2.62)-(2.68) en conjunto con (2.41)-(2.48),
entonces se constituye el denominado equilibrio de Stackelberg en lazo abierto

en la estrategia del lider de un juego dinamico.
Ahora, si definimos las expresiones p;_ , = (Pr1 — Qpi12)Tiy M =

(Ary1 — Qk+11)az’,;+l y pr = Mz} y sustituimos los controles (2.66) y
(2.53) en la ecuacin de estado:

-1
+Bi{-B;," |:Qk+1 Q741 Bi, (HB;?TQZHBE) BI%TQ}H-I] Thi1
-1
-8l |1- Qs (148 QR BE) B
—1
- BTGk 1= B (14 B QR BE) B QR | Aun

1
- B%TQ%HB%Q (I + B%TQiHB%) R}*BRT (Q%JrlxltJrl + Dit1) }

donde despus de algunas manipulaciones podemos obtener la siguiente ex-
presin, misma que puede encontrarse en el lema corolario 7.1 de [22]:

tien = {I+BEBY Pupi+BLBE Q3 BE (T+ BY Q3. BY) "R P,
+ BB’ (I + BI%TQ%JABI%)_ A}t
. [Ak ~BIB} Q3. ([ + B Qi Bg)_l AkMk] (2.69)
donde (2.69) puede simplificarse como x}_ | = ¢y}, con:

Py = Al Piy1 + AL QF 10k 5 Prc1 = Qfc11(2.70)

Ae = AL [Qdr + Aky1 + QF 1AMy, — Qi 1 BENk] 5 Axi1 = Q)41 (2.71)
M1 = AyMy, — BEN,, ; My = 0(2.72)

Np=(I+B TQkJrlBk) [B? (Aks10n + Qr 1 AxMy) — Ri2BE T Prcy1¢) (2.73)
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Capitulo 3

Derivacién del Equilibrio de
Nash Robusto Discreto Para
un Juego Incierto

Dentro de un juego dindmico no cooperativo se establece un ambiente de
rivalidad entre los diversos agentes que lo componen. Las acciones de cada
jugador conllevan a que los beneficios obtenidos requieran de estrategias que
se ajusten de manera competitiva a las de los otros jugadores. Esta relacion
entre los jugadores puede ser analizada mediante modelos que estudian como
la competencia afecta el resultado de un sistema dinamico, donde en la
mayoria de los casos tienden a llegar a un punto de estabilidad conocido
como equilibrio de Nash. Sin embargo, todo juego dindmico esta sujeto
a la aparicién de agentes externos que pueden influir de forma negativa
en los beneficios obtenidos, de manera que cada jugador debera ser capaz
de anticipar en lo posible estas perturbaciones. A este tipo de juego le
llamaremos juego dindmico incierto.

3.1 Descripciéon del modelo y suposiciones iniciales

Vamos a considerar un juego dinthico con incrementos de tiempo discretos
T ={1...,T}; y un nimero de jugadores dado por N = {1..., N};, dénde la
evolucién temporal del juego es descrita por la siguiente ecuacion en difer-
encias:

Tpy1 = fr (:Ekvui,u#i,wk) , () =21 (3.1)
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donde x € R™ es el vector de estado que describe las variables del juego
en cada instante de tiempo k € T; la funcién u}C € U,i C R™ 4 € N denota
los controles o los vectores de decisién de cada N-jugador, elegibles de un
conjunto de acciones de control admisibles U,i, mientras que w; € R" es
una perturbacién finita discreta, es decir, pertenece al espacio de la suma
de funciones cuadraticas [y 7], en el tiempo discreto k € T. La funcién
fr : R x U,i X oo X U,iv X Ly, — R", es definida para cada k € T, que
en conjunto con (3.1), es llamada ecuacién de estado del juego dindmico
con perturnacién (ver [1], [21] y [22]). En este contexto, para un nimero
fijo £ € T teneos la evolucién temporal x1, zs9, ..., xp del juego, donde
xp es el estado del sistema en el tiempo k, en particular x; es llamado el
estado inicial y xp es llamado el estado final. El sistema en la etapa k se
dice que esté en el estado x;_1, durante este periédo, los jugadores toman
sus decisiones y el estado k£ termina inmediamente antes de que el sistema
cambie al estado x;. La evolucién del sistema depende de las decisiones
uk, ey ukN que cada uno de los N jugadores toma en la etapa k, para
ke {1,2,...,T}, por medio de la regla dada en (3.1). Cada jugador busca
mejorar el desempeno de la siguiente funcién de costo objetivo:

T
J (uz,ufc#,wo = ng <xk,u§;,ui¢i,wk) , 1€N (3.2)
k=1

con la condicién inicial x.
Suposiciones. Las funciones fj (xk,u};,ui;’éz,wk) y
Gk (:Uk, ui, u?fl, wk> , son continuamente diferenciables en " .

En la seccion siguiente se introducira la incertidumbre de peor caso desde el
punto de vista del i-ésimo jugador de acuerdo al conjunto de controles uj

(ver [8] y [12]).
3.1.1 Equilibrio de Nash Robusto en Lazo Abierto

Dados los controles u}C € U,i, una perturbaciéon desconocida w};* € R” es
llamada perturbacion de de peor caso desde el punto de vista del jugador—i
si:

J (uz, u{fz,wi’* (u};,ufh)) = wé??f(ﬂji (u}%,uﬁfﬂw) (3.3)

Pl
con (i € N); donde todos los jugadores consideran el escenario de la pertur-
bacion de peor caso desde su propio punto de vista. Entonces, debido a la
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naturaleza no cooperativa del juego dindmico, esto lleva a cada jugador a
plantear una estrategia de Nash al resolver un problema de control éptimo
en cada etapa k, donde consideran que sus competidores estan fijos en sus
propias acciones (controles) de Nash.

Definicién 1: Las estrategias de control se dice que forman un equilib-
rio de Nash robusto si para cada vector de estrategias admisibiles (uz, ufﬁl),
para ¢ € N; asumiendo la existencia de la correspondiente funcién de max-
imizacion w}'ﬁ* € R"™, desde el punto de vista del jugador —i, entonces se

deben mantener las siguientes desigualdades:
J' (u;;’m, ufﬁi’m, wh* (u}c,uﬁl)) < Jt (u}g, uféi, w) (3.4)

donde (u;c’m, uffl’m) es el vector de estrategias de Nash Robustas para todo
el conjunto de jugadores. Podemos observar que la funcién de costo es
menor o igual cuando el jugador—: minimiza su estrategia respecto al valor
maximo de sus competidores, por lo que la ecuacién 3.4 establece el equi-
librio de Nash de un problema de minimizacién y maximizacion conocido
como problema min-mazx.

Ahora, con el fin de encontrar la condicién necesaria tal que este equilibrio de
Nash min-maz existe para escenario de lazo abierto, es posible aplicar her-
ramientas de control 6ptimo, y dado que solo se conoce la condicién inicial
y no hay informacion del estado actual de los jugadores, entonces podemos
utilizar el principio del mdzimo discreto que aparece en [1], [11] y [21]), en
el cual se considera la siguiente funciéon Hamiltoniana:

H]Zg (l‘kau;muk aw}mpic—‘rl) -
i AL i T i AL
9k (xk7u§f7uk 7w}f) +PZ+1fk (xkauinuk 7wll<:) . (35)

Teorema 1 (Condiciones Necesarias para un juego de Nash min-max)
Para un juego de Nash min-maz de N-jugadores con perturbaciones en el que
se pueda aplicar el prinicipio del mdximo 3.5, entonces el juego dindmico de-
scrito por (3.1)-(3.2), donde T es finita y con el estado inicial xg, entonces
st u}: Y wi*, (i € Nyk € T); definen un equilibrio de Nash robusto en lazo
abierto con la correspondiente trayectoria de estado z ,,; entonces existe
una secuencia finita de vectores pi., para cada i-ésimo jugador tal que se
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satisfacen las siguientes condiciones:

uf = min H} (xk,uk,uk wk,pkH) (3.6)
uielU?
%
w; = 1max H(xku ul wkp ) 3.7
k wiely[1,T] k s Yk k; s Mk+1 ( )
o i,rn jFELTN ik
$Z+1 - fk (xkvuk 7uk7£ y W, ) (38)

donde p}%_ﬂ es son los vectores de co-estado y H}C es el Hamiltoniano dado

por
i afl;r i gk i ol i
Dy = Dp [pk+1 + <8xk+1 + D, (3.9)

con condicion nicial pp, 1 = 0.

3.1.2 Condiciones Necesarias la Existencia del Equilibrio de
Nash Robusto

Supongamos ahora que la dindmica del juego es dominada por una ecuacién
en diferencias variante en tiempo, es decir:

N
fr (.’Ek, uk, féz k) = Az + Z Bi;u;C + ¢ + Dywy. (3.10)
=1

donde Ag, B,i son las matrices del juego y del control variantes en tiempo
(con dimensiones apropiadas (i € N,k € T)), ¢ es una senal exdgena cono-
cida y Dy es la matriz de la perturbacién finita y desconocida wy, definida
con anterioridad. Entonces el costo de cada jugador —i esta definido como
una funcién cuadrética con forma:

. 1 )
i jFe _ T i
gk (xk’7ukvuk 7wk> = §9Ck+1@k+1$k+1

1 ,
JTR?ui — Zw; R%wy,). (3.11)

* 2

N | —

j=1
Ademids, suponenos que las matrices satisfacen las condiciones siguientes:
Qi1 = Q4L >0,RI =R >0, (3.12)
=R > 0,RY =R >0 (3.13)
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Utilizando el Teorema 1, obtenemos un conjunto de ecuaciones que deben
satisfacerse en cada una de las k etapas del juego, donde ademds deben
cumplirse las matrices de dimension correspondientes definidas a contin-
uacién:

i = BL(RY) " B (3.14)
¥ =D (Ry") DL (3.15)

La solucién para los N controles de Nash min-max en lazo abierto del prob-
lema lineal cuadratico (LQ) afin mencionado en (3.10)-(3.11) se presenta en
el siguiente teorema.

Teorema 2 (Ecuaciones de Recursividad para un juego LQ afin) Suponga
que el juego discreto LQ afin de N-jugadores dado por (3.10)-(3.11), si las
ecuaciones (3.12)-(3.13) se satisfacen, entonces también se satisface la sigu-

iente ecuacion en diferencias acoplada con condiciones:

Mlz = Q% + A;—Mliﬂ [/1}5}_1 A M’ff—f-l = Q%F-H (3-16)
admite una solucién con la matriz siguiente:
N
=1+ ZG% — G| Mgy (3.17)
7

que es de dimensiones apropiadas, definida de manera recursiva e invertible.
Entonces el juego min-max satisface la solucion dnica de un equilibrio de
Nash Robusto en lazo abierto dada por las matrices siguientes:

i i* i\ ~1 pi i wy— wi
y la incertidumbre de peor caso con respecto al jugador —i:
] % wi) —1 i wy— wi
Bi(z1) = wii = (RY") " Dy [Mj (A7) Ay + G'] (3.19)

donde a}‘f € U,i es el conjunto de estrategias admisibles del jugador —i, y la
correspondiente trayectoria de estado:

Th = [AR] 7 (A + o} (3.20)

con las matrices siguientes:

N
of =Cp— |>_Gj— Gy (3.21)
=1
G = My () o+ mi, (3.22)
mi = AL [mit + M (A9 o] s mia =0 (3.23)
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Demostraciéon 1 A continuacion vamos a esbozar la demostracion del Teo-
rema 2 utilizando el problema de valor en la frontera (3.1)-(3.9). Entonces
el Hamiltoniano (3.5) junto con la ecuacion (3.11) se convierte en

N
1 4 1 o
Hj, = §$;+1Q§c+1xk+1 T3 Z(ui Ryluy,
j=1
1 . .
—~wj Ry, + ph ap. (3.24)

2

Ahora, trabajando hacia atrds en el tiempo y sustituyendo (3.10) en (3.24)
obtenemos el control minimax para cada etapa k. Esto nos lleva a obtener
la solucion xy, para k =1,2,...T como se muestra a continuacion:

(i) Para k=T, sustituimos xr41 en (3.24) y los controles min-imax son
obtenidos a través de la derivada de la funcional HlT con respecto a uZT

y wh
i i\ ~1 ni i
urp = — (RT) BTT [QT+15UT+1] (3.25)
i wi) —1 i
wip = (R§) " Dy [Q1r41] (3.26)
Ahora, reemplazando (3.25)-(3.26) en HX y resolviendo xr11, se ob-
tiene
rry1 = [AF) 7 [Arar + of)] (3.27)
donde
N ‘
R g (ZGZT—G%)M%H (3.28)
i=1
Yy 0'% = CT.

(i) Para k=T-1. Procedemos de la misma manera que en la etapa k =T,
entonces, usando xr, los controles min-max para esta etapa son

wh_=—( %—1)_1 By [Qrar + Pr| (3.29)
wh_y = (R§Ly) " DIy [Qrar + Pr (3.30)

Con Pr = ALQrxr41. Después, usando las ecuaciones (3.29)-(3.30)
y resolviendo esta vez para xT, se obtiene

T = [A%_l]il [AT_1£UT_1 + J%—l] (3.31)
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donde

N
A =T+ (Z Gh_; — GlT”_1> My (3.32)
=1
)
N . .
0¥ =Cr_q — (ZG_&H - G%_1> m (3.33)
=1

Como se puede observar, las ecuaciones anteriores muestran una estructura
sitmilar a la que aparece en la etapa k =T, por lo que podemos deducir que
las ecuaciones anteriores estan formadas por una estructura que se repite en
cada etapa en el tiempo, con la aparicion de términos adicionales a su etapa
correspondiente, los cuales a su vez muestran una estructura reconocible
como M’T =Qr+ A;QT,l [A%]fl Ar vy m%’ = A}—Q%H [A'L:,”w]_l Cr, lo cual
sugiere que mecesitamos mds iteraciones para observar el comportamiento
dindmico completo para todo valor k. Por este motivo, el mismo proceso
iterativo se repite para la etapa k =T — 2. Después de esta etapa, es facil
observar que las ecuaciones u};, w}%, A, M,z,m}ﬂ‘” y o presentan la misma
estructura que aquella presente en k =T — 1, por lo que podemos concluir
que para el resto de etapas anteriores a k =T — 2 se forman las ecuaciones
recursivas (3.16)-(3.23).

A pesar de este resultado, el Teorema 1 nos proporciona solamente las
condiciones necesarias, pero no sufcientes para la existencia del equilibrio
robusto de Nash, por lo que necesitamos encontrar estas condiciones para
garantizar por completo la existencia del equilibrio de Nash robusto.

3.1.3 Condiciones Suficientes para la Existencia del Equilib-
rio de Nash Robusto

Buscamos escribir una funcién de costo para el jugador—i como una funcién
cuadratica de las variables de control, por este motivo, definimos una funcidn
de valor con forma cuadratica:

1 . . ,
Vi = §$kTEIZc$k + et ap + di (3.34)

donde Ei € R™™", wi € R" y di € R. La solucién para este problema es
presentada en el siguiente teorema.
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Teorema 3 Sea Ej, la solucion de las siguientes ecuaciones simétricas en
diferencias y de tipo Riccati:

Ej = AZE,iHAk +Qj — A,;FE,i+1B,i(S,i)_lB,iTE,i+1Ak
~ AL By Di(B) ' D Ej 1 Ay s By =Qf, i €N (3.35)

existe para todo (k € T,i € N), donde podemos asumir que las matrices
@}; = B,’CTE,Z;+IB,’; + Ry y V¥, = D;E};HD}; — R}, son invertibles,entonces
las siguientes ecuaciones son solucionables para cualquiera de los controles
y la incertidumbre (u}v,w}v) (i € Nk € T),, entonces trabajando de forma

recursiva hacia atrds en el tiempo:

et =1 B A + € A + Cf By Ay, (3.36)
—w Di Ejy1 By = 0} B 1 Bj, + €1 By + C) Ej 1 B, (3.37)
Oy Ej1Dk + 1 Ejyq Dy, + €j}1 Dy = 0 (3.38)
Adj, = —% <771§TE12+17712 + Cf Ej 1 Cr + 2¢} i
N
42¢L¢%+acQE@ﬂﬁr+§:uﬂR£%> (3.39)
J#i

con erq1 = 0;dry1 = 0. Entonces la funcion de costo para el jugador —i es
escrita como

T

. L . . ) 112
Jt = Z { H (d);ﬁ) 2 B]ZTEIZH_lAkQZk + (@%)1/2 u%c
k=1
. . . 112
+ H (@) Dy Ep, Agay + () }
1 ) ) )
45d’mﬁwfm—% (3.40)

Demostracién 2 La demostracion del teorema anterior sigue la misma es-
trategia planteada en [2] y [9]. Utilizamos A como el operador de diferencia,
donde Axy = xp11 — ), entonces para la funcion de valor (3.34), definimos
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la siguiente ecuacion en diferencias
AV = xk+1Ek+1fﬁk+1 + e T + djyy

1 . . ,
—ix;—E};xk —etlmy —di
1 . .
=5 |:x;+1Ellc+1xk+l - inEilcxk]
+letl apeg —ell JAY Ry 3.41
k+1Tk+1 — € T | +Adp + ¢ — @ (3.41)

donde ©* es el término correspondiente con la funcional de costo asociada a

(3.11)

T
S B [kaQkakH +uf Ritu
+Z TRV Z)] (3.42)
JF#i

Después de sustituir la ecuacion (3.10) en (3.41) y agrupando términos, se
encuentra:

1 . . .
AV = sl [AL B, A - B + Q)
+Ad, — ¢ + x AL Ej, Buj, + *UZTRZZ%
1
g Ay Ej oy, + U ! B, Ej. 1 Bjug
1
+n Ek—i—lBkuk + B Ek+177k + 6k+1Ak$k
. . -
+ei b Biug + ey, — €k + ZUJ R
J?él
ta) AL EkHDkwk + CyEj . Biug, + el Dywy,
T AT i '
+Ck Ek—}—lnk + wk ‘Dk Ek+1Bkuk + SUk. Ak; Eiz—f—lC}{;
+wi D] B}, i + Ck B} ,Cy +w} D] Ej,,Cy
1 1
+2wk D,;rEkHDkwk + €k+1Ck: 2w}€ Rf’w}C (3.43)

Con el fin de simplificar la manipulacion de términos, se realizard el sigu-
iente cambio de notacion para los términos debidos a las acciones de los
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Jj—jugadores:

N
> Bjuj = Bjuj, + Z Blul = Biul, + . (3.44)
' J#l
= B}'Ei Bk + R} (3.45)
u'/k =D/} Ej, Dk — R} (3.46)

La ecuacion (3.43) consiste en la funcion de valor definida por funcion de
costo cuadrdtica y la planta xj, situacion que puede considerarse como un
problema estacionario para cada etapa k. Para minimizar la funcién de costo
cuadrdtica(3.11) a través del conjunto de estrategias admisibles Ej,, entonces
definimos (&},)~V2(P)/2 =T y (W) V2(F)V/?2 = I, con la ﬁnalidad de
epresar los términos cuadrdticos para uz Y w}; como un polinomio cuadrdtico
el cudl obedece las reglas del método para completar cuadrados mencionado

en [2]. Entonces, sumando y restando los términos siguientes a la ecuacion
(3.43):

i[(@;‘c)’mB EMAkxk] [(@;)’1/23 EkHAkmk} (3.47)

+ [(w,g) / D,;FE,QHAkxk} [(w,g) / D,IE,QHAkxk} (3.48)
lo cual resulta en la siguiente ecuacion
24V = o [A] By Ak — Bi + Qi
+2$;A2Eli+1771ig + 277,1—E,i+1B,iu}; + n;IEziHmi
+2ei 1 Apag + 265 Byuj, + 2¢i] 1), — 2¢
N
+2AdS, — 20" + Zuij Rl w21y, A;EZHCIZ%
J#
+2Cy Ej 41 Biuj, + 2w} Dil Ej 41 Biuj,
—|—2w}jD;E,i+177,i + CkTEIicHCk + QCI;FEIZ;H??;@
+2w,iTD,IE,i+1C'k + 26?;1Dkw2; + 262—5_10]4
i\ —1/2 i\ —1/2
+[(e1) " B EkHAkxk} (@)™ BiT B A
+2a) Al Ej 1 BL(®,) T V2(8)) Pl + uf Bl
N\ —1/2 ; N\ —1/2 ;
£ [(#) ™ D B A [(0) 7 DY B ]
12 AL E} D)~ YV2 (W)Y 2w 4w Wi, (3.49)
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Entonces, después de algunas simplificaciones en las operaciones, podemos
expresar la ecuacion anterioremente mencionada como la siguiente ecuacion
en diferencias

AV = —¢' + o [ AT By e - B+ Q)
~AL BB}, (9}) " BiTEL, A

— Al B} Dy (%) D,IE,iHAk] ,

|l Bl e+ il = o + O Bl
+ O Bl DT Bl D+ el D)

[ Ek+1Bk + €k+1Bk + Cl;rEkHBk

—i—wk D;EkHBk] uk + = Zu ui
J#Z

1. o ,
+§77ch}31<+1771< +eham + Ady + €}, Cy

) 1 )
“‘CI;FEIZJA??/I;r + *CIIEZ%HCk
—1/2 1 2 112
-1/

2 in1/2 2
+H D,IEHIAkxk + ()" wj (3.50)

Observamos que cada uno de los resultados del polinomio cuadrdtico son
stmilares, pero difieren en su contribucion total a la funcion AVki debido a los
signos opuestos en @, y¥. Ahora, partiendo de la ecuaczon (3 50) podemos
notar que los términos lineales y cuadrdticos para xy, uk, wy Yy dZ deben
resolverse para encontrar una solucion al problema (3.41), conmrtzendose
entonces en el conjunto de ecuaciones (3.35)-(3.39). Por lo tanto, tenemos:

112
AVE = ="+ [ (@) B Bl A+ (24)

—1/2 1/2 ;2
+ @)~ DI B v+ (#) i

(3.51)

Podemos resumir la ecuacion (3.51) para expresarla en la forma de la funcion
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J¢ para la totalidad de la duracién del juego dindmico, lo que resulta en:

T T
ZAV,j = Z (Vki+1 - sz) = V’f“-&-l - Vf
k=1 k=1

—_

A 1 .
= 213;+1E%+15ET+1 - §:E]—Eia:1 et xy —di (3.52)

Evaluando la ecuacion (3.51) para k = 1...T y comparando con (3.52), pode-

mos resolver para 33;+1E§“+133T+1~ Si E%H = Q%H, entonces comparando
la ecuacion anterior con la funcion de costo correspondiente con (3.11), de-
spués de algunas operaciones podemos obtener la siguiente relacion

T
. L 12
ﬂ=2[H<¢z> By Bl Ava + () i

k=1
2:|

1 . . .
+§.’E1Eix1 + 6Z1T331 +dj (3.53)

|| 2) ™ DI B A+ () w
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Capitulo 4

Aplicacion del Equilibrio de
Nash Robusto para una
Cadena de Suministros

En la actualidad, la demanda de bienes y servicios ha experimentado un
incremento sin precedentes a raiz de la globalizacién de los mercados y los
cambios en los hédbitos de consumo de la poblacién. Por tal motivo, la
necesidad de aumentar la eficacia de los servicios de logistica de las empresas
juega un papel de vital importancia en la competencia de mercado, lo que ha
llevado a un incremento de la complejidad en los procesos de logistica. Por
este motivo, la implementaciéon de una cadena de suministro permite a las
empresas tener un control estratégico de inventarios, tiempos, produccién
de bienes y distribucién para garantizar la satisfaccén del cliente final.

4.1 Parametros de simulacién

Una cadena de suministros es un conjunto de elementos que permiten a
una empresa u organizaciéon mantener la logistica de sus productos y servi-
cios en tiempo y forma de manera que puedan mantener la satisfaccién de
sus clientes. En este sentido, los problemas de cadena de suministros (CS)
enfrentan problemas de diversas etapas (transportacién, almacenamiento,
organizacion, venta) pasando por el fabricante y proveedor hasta el consum-
idor final. Esta clase de interaccién con intermediarios puede ser modelada
como un problema de juegos dindmicos con N jugadores que buscan maxi-
mizar sus ganancias y minimizar sus costos, es decir, de manera simple, el
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problema puede entenderse como la diferencia entre los ingresos y egresos
de cada jugador.

Para este ejemplo vamos a considerar un problema de CS como el presen-
tado en [20], donde el proveedor busca satisfacer las ordenes de un agente
minorista para una temporada completa. El proveedor entonces fabrica un
producto especifico a una tasa de produccién dada por “2 y es vendido a
un precio p,{/, para satisfacer la tasa de compra u,2c del minorista; donde este
ultimo busca satisfacer la demanda del cliente final. De esta manera, ambos
jugadores buscan minimizar sus costos por almacenamiento al determinar la
tasa adecuada de produccién/venta y compra/venta. Ademads, cada jugador
busca minimizar el efecto de un tasa de venta inesperada al tener articulos
suficientes en su inventario, ¢.e., x}Q >0y u,1€, u% > 0 VEk € [1,T], por lo que
la dindmica del juego puede expresarse como

Th = up — up (4.1)
2 2
l'k = Uk — Yk — Wk

donde 7 es la funcién de demanda estacional del minorista descrita con
anterioridad, y wy representa una fluctuacién desconocida (pero acotada)
de la demanda que afecta la tasa de venta del minorista. También debemos
considerar el cambio en la funcién de demanda del minorista debido al precio
(el cual varia segun el peridédo estacional). Estas suposiciones son entonces
definidas como

16k+90) 1<k<5

—3k + 39 5<k<6
p’(k) =< 3k—6 6<k<8
—15k+150 8<k<9
2k _ 45 9< k<12

—5p2+135  1<k<5

—12p? + 303 5<k<6
26,2 1005

_gpg—i_ 14985 6§k<8

—5p? 4+ 135 9<k<12

Yk

donde p?(k) es la funcién de precio del minorista, p,lf = O.sz es la funcién de
precios del proveedor, mientras que la fluctuacién desconocida, pero acotada
serd representada por wy = 2 * sin(k/2) x exp(—k/2).
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4.2 Resultados de la Simulacion

La simulacién del juego dindmico en tiempo discreto dado por (4.1)-(4.4),
donde el proveedor y el minorista buscan minizar su tasa de compra e in-
ventario almacenado a través de la funciéon de costo del proveedor

J' = QL (2})?

N

U
2

0.85p}.
2

C
£ 3 |Fad?  Eb?
1

2| (3

B
Il

y del minorista

J? = Qi (at)?

r-1 1 2 2 2
Pt 22, Me, o2 1204 2
+ = ) (W) + S (xg)” — (wi)”| (4.4)
4 2 2
k=1

donde ck! es el costo de produccién del proveedor, 1!),1€ + ci es el costo de
compra del minorista y hfc es el costo de almacenamiento en inventarios. Por
simplicidad, hemos asumido que Q%ﬂ, Q% son escalares positivos y c}C =3,
C% =2, h]lc =7, h? =9 son constantes a lo largo del afio. Ahora, observando
la ecuacién(3.11) junto con (4.3) y (4.4), se obtiene el siguiente resultado

by el el
0:[_?%] D:[_Zk] Rl =l /2

R?2 = (pi +c})/2 RP=0.85p, RY?=1.2p7

Qi =hi/2 Qi =hi/2
La simulacién se realizé mediante el cdigo presente en el Anexo al final de
este documento. Se consideraron considerando dos casos; el primero de ellos
sin perturbacién y el segundo considerando una perturbacién de peor caso.
La Figura ?77figl y la Figura 4.2 representan la evolucién dindmica de los
estados :13,1c y l’i debidos a los controles de Nash u! y u? en la ausencia de
una perturbacién wg. Como podemos observar, los controles éptimos son
positivos como se esperaba, y estos tratan de seguir la funciéon de demanda
Yk, pero en ambo casos, los estados a;,lf y xi son insuficientes para satisfacer
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Flow chart for P1 without W

k stage

Figura 4.1: Evolucién de z! y u! sin la consideraciéon de perturbacién de
peor caso.

la demanda.

Por otro lado, las Figuras 4.3 y 4.4 presentan la evolucién del estado tanto
del proveedor como del minorista en el escenario de perturbacién de peor
caso wg. Al igual que en el caso previo, ambos controles ul y u2 son pos-
itivos y siguen la funcién de demanda, pero la evolucién de los estados ),
y x2, son mayores que en el caso sin perturbacién, de manera que es facil
notar en la Figura 4.4, que el estado del minorista 22, > 22, lo que significa
que el inventario del minorista ain asi es incapaz de seguir completamente
la curva de demanda del consumidor, pero las pérdidas debidas a la falta de
iventario son mucho menores que aquellas en el caso donde no se considera
la perturbacion.
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Flow chart for P2 withot W
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Figura 4.2: Evolucién de z? y u? sin la consideracién de perturbacién de
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Figura 4.3: Evolucién de x} y ul considerando
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Flow chart for P2 with W
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Conclusiones y Trabajo
futuro

En este trabajo de tesis se ha presentado andlisis para la derivacién de las
condiciones necesarias y sufucientes para un equilibrio de Nash con pertur-
baciones (Nash robusto). En dicho equilibrio se considera la aparicién de
dindmicas no modeladas y senales exdgenas imprevistas como perturbaciones
acotadas que afectan a los beneficios obtenidos en un juego dinamico.

El enfoque de este trabajo se centrd en los juegos dindmicos discretos
debido a su potencial implementacién en areas como la electrénica, robética,
etcetera, debido a la naturaleza discreta de estas ramas de la ingenieria,
asi como a la relativa escasa informacién para sistemas dindmicos discretos
presente en la literatura cientifica al momento de la realizacién de esta tésis.

Se realizé una simulacion para verificar el desempeno del equilibrio de
Nash robusto en comparacién con un equilibrio de Nash sin perturbaciones,
aplicado a un ejemplo de cadena de suministros con fluctuaciones por tem-
porada en la demanda de un cierto articulo. Los resultados permiten ob-
servar que los controles obtenidos mediante el enfoque robusto muestran
una mejoria en el seguimiento de dichas perturbaciones en contraste con los
controles que no toman en cuenta estas perturbaciones.

El enfoque de equilibrio de Nash Robusto presentado en esta tesis también
fue sometido en el International Journal of Control, Automation and Sys-
tems con el titulo Open Loop Robust Equilibria in Uncertain Discrete Time
Games siendo publicado el 21 de octubre de 2020.

Asi mismo se encuentra en fase desarrollo un esquema para una planta
multimodelo afin lineal cuadrética de tiempo discreto similar a la estudiada
en este trabajo, con la intencién de encontrar los controles 6ptimos con una
metodologia més directa y acorde a los métodos y procedimientos desarrol-
lados en esta tesis, como una extension del trabajo presentado para el caso
continuo para dicha planta.
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Anexos

En este capitulo se detalla el cédigo en Matlab utilizado para la simulacion
presentada en el Capitulo 4.

%Programa Cadena Suministro Nash Robusto 2 Jugadores
clear all; clc;

%

%Definimos variables de conteo de ecuaciones recursivas
k0 = 1; % Instante inicial k_0

F = 12; % Etapa Final.

%

%Definimos las variables de la cadena de suministro
hi1=7; ¥%Costo almacenamiento de P1

h2=9; ¥%Costo almacenamiento de P2

c1=3; Costo de produccion de P1

c2=2; YCosto de orden de compra de P2 (envio)

%

for i=k0:F

if i<5; %Enero a abril

p2(i) = (6%i+90)/5;

d(i) = -5*p2(i)+135;

elseif i==5; YMayo

p2(i) = -3%i+39;

d(i) = -12xp2(i) + 303;

elseif i>=6 & i<8; %Junio a Julio

p2(i) = 4.5%i-6;

d(i) = -(26/9)*p2(i) + (1005/9);

elseif i==8; YAgosto

p2(i) = -15%i+150;

d(i) = -(37/15)*p2(i) + (1485/15);

elseif i>=9 Y& i<13; %Septiembre a Diciembre

p2(i) = (20/3*i)-45;

d(i) = -2%p2(i) + 90;

end

p1(i)=0.8%p2(i);

%p1(k)=12;

e(1)=2%sin(0.5*i) *exp(-1/10);

%e(1)=0;

end

%

%% Definimos las matrices del sistema y la funcion de costo de P1 y P2

%

3 x1_{k+1} = ul_{k} - w2_{k}

% x2_{k+1} = u2{k} - d_{k} - e_{k}
%

%donde d(i) corresponde a la Matriz C variante en tiempo y
he_(k) = w_(k) = sen(k)*exp(-2k/3) a la Matriz D.

%

A=[0 0;0 0];

Bi=[1;0];

B2=[-1;1];

%

%Ciclo que calcula elementos de las matrices C y D variantes en k
for i=k0:F

C11(i)=0;

C21(i)=-d(i);

D11(i)=0;
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D21(i)=-e(i);

end

[n,n] = size(A);

I = eye(n);

3

%Jugador P1(Supplier)

for k=kO:F

R11(k)=c1/2;

Rw1(k)=0.85%p1(k); %REVISAR si podemos poner e(k)
end

Q1=[h1/2 0;0 h1/2]; %REVISAR
%

%Jugador P2(Retailer)

for k=k0:F

R22(k)=(p1(k)+c2)/2;
Rw2(k)=1.2*p2(k); 4REVISAR
end

Q2=[h2/2 0;0 h2/2]; REVISAR
3

%% Definimos las condiciones de Frontera del Sistema
13

%Condiciones finales

Q1Fplusi=[8 0;0 8];

Q2Fplusi=[8 0;0 8];
m1Fplus1=[0;0];

m2Fplus1=[0;0];

%
%Condiciones iniciales
inicialx1=20;

inicialx2=10;

%

%% Se calculan G1,G2,Gwl y Gw2 variantes en tiempo
%

for k=k0:F

% Matrices variantes en tiempo
D=[D11(k);D21(k)];

Rilaux = [R11(k)];

R22aux = [R22(k)];

Rwlaux = [Rw1(k)];

Rw2aux = [Rw2(k)];

%

Glaux = Bixinv(R1laux)#*B1.’;
G2aux = B2*inv(R22aux)*B2.’;
Gwlaux = D*inv(Rwlaux)#*D.’;
Gw2aux = D*inv(Rw2aux)#*D.’;

%

%Elementos de G1
Glell(k)=Glaux(1);
Gle21(k)=Glaux(2);
Gle12(k)=Glaux(3);
Gle22(k)=Glaux(4);

%Elementos de G2
G2e11(k)=G2aux(1);
G2e21(k)=G2aux(2);
G2e12(k)=G2aux(3);
G2e22(k)=G2aux(4) ;

%Elementos de Gwl
Gwlell(k)=Gwlaux(1);

Gule21 (k)=Gwlaux(2);
Gwlel12(k)=Gwlaux(3);
Gwle22(k)=Gwlaux(4);
%Elementos de Gw2

Gw2e11 (k)=Gw2aux(1);
Gu2e21 (k) =Gw2aux(2) ;
Gu2e12 (k) =Gw2aux(3) ;
Gw2e22(k)=Gw2aux(4) ;

end

%

%% Condiciones finales para P1 y P2
13

%C.F. para Jugador 1

Mikplusl = Q1Fplusi;
M1k11(F+1) = Q1Fplusi(1);
M1k21(F+1) = Q1Fplusi(2);
M1k12(F+1) = Q1Fplusi(3);



M1k22(F+1) = Q1Fplusi(4);

%C.F. para Jugador 2

M2kplusl = Q2Fplusi;

M2k11(F+1) = Q2Fplusi(1l);

M2k21(F+1) = Q2Fplusi(2);

M2k12(F+1) = Q2Fplusi(3);

M2k22(F+1) = Q2Fplusi(4);

%

%C.F. para Jugador 1

mikplusl = miFplusi;

mik11(F+1) = miFplusi(1);

mik21(F+1) = miFplus1(2);

%C.F. para Jugador 2

m2kplusl = m2Fplusl;

m2k11(F+1) = m2Fplusi(1);

m2k21(F+1) = m2Fplus1(2);

%

%% Se calculan las ecuaciones recursivas
%

for k=F:-1:k0

YMatrices C,D,G1,G2 y Gwl,Gw2 variantes en tiempo
Cc=[C11(k);C21(k)];

D=[D11(k);D21(k)];

G1=[Gle11(k) Gle12(k);Gle21(k) Gle22(k)];
G2=[G2e11(k) G2e12(k);G2e21(k) G2e22(k)]1;
Gwl=[Gwlel1(k) Gwlel2(k);Gwle21(k) Gwle22(k)];
Gw2=[Gw2el11(k) Gw2el2(k);Gw2e21(k) Gw2e22(k)];
%

%Ecuacion para P1

Lambdalk = I+(G1+G2-Gwl)*Mikplusi;
Lambdalk11(k) = Lambdalk(1);
Lambdalk21(k) = Lambdalk(2);
Lambdalk12(k) = Lambdalk(3);
Lambda1k22(k) = Lambdalk(4);

%Ecuacion para P2

Lambda2k = I+(G1+G2-Gw2)*M2kplusi;
Lambda2k11 (k) = Lambda2k(1);
Lambda2k21(k) = Lambda2k(2);
Lambda2k12(k) = Lambda2k(3);
Lambda2k22(k) = Lambda2k(4);

%

%Ecuacion para P1

Mik = Q1 + A.’*Mikplusl*inv(Lambdalk)*A;
Mik11(k) = Mik(1);

M1k21(k) = M1k(2);

Mik12(k) = M1k(3);

M1k22(k) = M1k(4);

%Ecuacion para P2

M2k = Q2 + A.’*M2kplusi*inv(Lambda2k)*A;
M2k11(k) = M2k(1);

M2k21(k) = M2k(2);

M2k12(k) = M2k(3);

M2k22(k) = M2k(4);

%

%Ecuacion para P1

etalk = C-(G1+G2-Gwl)*mlkplusi;
etalk11(k) = etalk(1);

etalk21(k) = etalk(2);

%Ecuacion para P2

eta2k = C-(G1+G2-Gw2)*m2kplusl;
eta2k11(k) = eta2k(1);

eta2k21(k) = eta2k(2);

%

%Ecuacion para P1

mik = A.’*(mlkplusl + Mikpluslx*inv(Lambdalk)*etalk);
mik11(k) = mik(1);

mik21 (k) = mik(2);

%Ecuacion para P2

m2k = A.’*(m2kplusl + M2kplusil*inv(Lambda2k)*eta2k) ;
m2k11(k) = m2k(1);

m2k21(k) = m2k(2);

%
%Ecuacion para P1

jilk = Mikplusixinv(Lambdalk)*etalk + mikplusi;
jilk11(k) = jitk(1);

jilk21(k) = jilk(2);

43



%Ecuacion para P2

ji2k = M2kplusixinv(Lambda2k)*eta2k + m2kplusi;

jizZk11(k) = ji2k(1);

ji2k21(k) = ji2k(2);

3

%Aqui se actualizan los valores para P1

Mikplusl = Mik;

mikplusl = mik;

%Aqui se actualizan los valores para P2

M2kplusl = M2k;

m2kplusl = m2k;

end

%

%% Resolvemos x_{k+1} en tiempo directo para P1 y P2

%

% Condiciones Iniciales P1

x1p1(1) = inicialxl;

x2p1(1) = inicialx2;

xkpl = [x1p1(1);x2p1(1)];

% Condiciones Iniciales P2

x1p2(1) = inicialxl;

x2p2(1) = inicialx2;

xkp2 = [x1p2(1);x2p2(1)];

%

for k=kO:F-1

#Matrices C,D,G1,G2 y Gwl,Gw2 variantes en tiempo
Cc=[C11(k);C21(k)];

D=[D11(k);D21(k)]1;

G1=[Glel1(k) Glel2(k);Gle21(k) Gle22(k)];

G2=[G2e11(k) G2e12(k);G2e21(k) G2e22(k)];

Gwl=[Gwlell(k) Gwlel2(k);Gwle21(k) Gwle22(k)];
Gw2=[Gw2el1 (k) Gw2el2(k);Gw2e21(k) Gw2e22(k)];

%

% Estado x_(k+1) visto desde perspectiva de P1

Lambdalk = [Lambdalk11(k) Lambdalk12(k);Lambdalk21(k) Lambdalk22(k)];
mikplusl = [mik11(k+1);m1k21(k+1)];

etalk = C - (G1+G2-Gwl)*mlkplusi;

xkpl = [x1p1(k);x2p1(k)];

xkplusipl = inv(Lambdalk)*(A*xkpl + etalk); %Ecuacion (29)
x1p1(k+1) = xkplusipi(1);

x2p1(k+1) = xkplusipl(2);

%

% Estado x_(k+1) visto desde perspectiva de P2

Lambda2k = [Lambda2k11(k) Lambda2k12(k);Lambda2k21(k) Lambda2k22(k)];
m2kplusl = [m2k11(k+1);m2k21(k+1)];

eta2k = C - (G1+G2-Gw2)*m2kplusi;

xkp2 = [x1p2(k);x2p2(k)];

xkplus1p2 = inv(Lambda2k)*(A*xkp2 + eta2k); %Ecuacion (29)
x1p2(k+1) = xkplusip2(1);

x2p2(k+1) = xkplusip2(2);

end

%

%% Aqui calculamos los controles u_{k} y w{k} para P1 y P2
3

for k=kO:F

% Matriz D variante en tiempo

D=[D11(k);D21(k)];

%Variables Auxilares

Rilaux = [R11(k)];

R22aux = [R22(k)];

Rwiaux = [Rwi(k)];

Rw2aux = [Rw2(k)];

%

%Controles para P1

Lambdalk = [Lambdalk11(k) Lambdalk12(k);Lambdalk21(k) Lambdalk22(k)];
Mikplusl = [M1k11(k+1) M1k12(k+1);M1k21(k+1) M1k22(k+1)];
jilk = [jilk11(k);jilk21(k)];

xkpl = [x1p1(k);x2p1(k)];

ul = -inv(R1laux)#*B1.’*(Mikplusi*inv(Lambdalk)*A*xkpl + jilk);
utk(k) = ui(1);

wl = -inv(Rwlaux)*D.’*(Mikplusi*inv(Lambdalk)*A*xkpl + jilk);
wik(k) = wi(1);

3

%Controles para P2

Lambda2k = [Lambda2k11(k) Lambda2k12(k);Lambda2k21(k) Lambda2k22(k)];
M2kplusi = [M2k11(k+1) M2k12(k+1);M2k21(k+1) M2k22(k+1)];
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jiz2k = [ji2k11(k);ji2k21(k)];

xkp2 = [x1p2(k);x2p2(k)]1;

u2 = -inv(R22aux)*B2.’*(M2kplusl*inv(Lambda2k)*A*xkp2 + ji2k);
u2k(k) = u2(1);

w2 = —inv(Rw2aux)*D.’*(M2kplusl*inv(Lambda2k)*A*xkp2 + jiZ2k);
w2k(k) = w2(1);

end

%

%% Aqui Sustituimos los Controles Optimos con Perturbacion
%

x10pP1(1)=20;

x20pP1(1)=10;

xkopP1=[x10pP1(1) ;x20pP1(1)]; %x1(1)=40

%

for k=k0:F-1

ulop=[ulk(k)];

u2op=[u2k(k)];

C=[C11(k);C21(k)];

D=[D11(k);D21(k)];

wop=[w2k(k)1;

3
%Para P1

x1lkplusiop = A*xkopP1 + Bl¥ulop + B2*u2op + C + D*wop;
x1opP1(k+1) = xlkpluslop(1);
x20pP1(k+1) = xlkpluslop(2);
xkopP1=x1kplusiop;

end

%

%% Aqui graficamos x_{k}, u{k} y w{k}
xx=linspace(1,12,12);

figure(4)

title(’Flow chart for P1’)

y1=[d.’ ulk.’ xlopP1.’];
art=stairs(xx,y1)

art(1) .Marker = ’0’;

art(1).LineStyle = ’--7;

art(1).Color = ’k’;

art(2) .Marker = ’x’;

art(2).LineStyle = ’-.7;

art(2).Color = ’k’;

art(3) .Marker = ’%’;

art(3).LineStyle = ’-7;

art(3).Color = ’k’;

xlabel (’k stage’)

ylabel(’Flow chart for P1 with W’)

grid on

legend (’d_{k}’,’u_{w}~{1}’,’x_{w}~{1}’)
%

figure(5)

title(’State Evolution x2’)

y2=[d.’ u2k.’ x20pP1.°];
zap=stairs(xx,y2)

zap(1) .Marker = ’0’;

zap(1) .LineStyle = ’--’;

zap(1).Color = ’k’;

zap(2) .Marker = ’x’;

zap(2) .LineStyle = ’-.’;

zap(2) .Color = ’k’;

zap(3) .Marker = ’%’;

zap(3) .LineStyle = ’-7;

zap(3) .Color = ’k’;

xlabel (’k stage’)

ylabel(’Flow chart for P2 with W’)

grid on

legend (’d_{k}’,’u_{w}~{2}’,’x_{w}~{2}’)
%
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