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A.1.4. Cuadriláteros mixtos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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3.2. Pentágonos diferentes con lados iguales . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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4.11. Resultados para cinco hexágonos contenedor circular para diferentes

valores de ε. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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4.22. Resultados cuadriláteros mixtos en contenedor circular . . . . . . . . 60
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4.7. Resultados para cinco hexágonos para diferentes valores de ε . . . . . 44
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4.22. Cuadriláteros mixtos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Resumen

Alberto Mart́ınez Noa.

Candidato para obtener el grado de Maestŕıa en Ciencias de la Ingenieŕıa con orien-

tación en Sistemas.

Universidad Autónoma de Nuevo León.

Facultad de Ingenieŕıa Mecánica y Eléctrica.

T́ıtulo del estudio: Empaquetamiento óptimo de poĺıgonos convexos defi-

nidos por sus vértices.

Número de páginas: 96.

Objetivos y método de estudio: El objetivo principal de esta investigación

es encontrar soluciones aceptables en un tiempo razonable a instancias del problema

de empaquetamiento de poĺıgonos convexos en contenedores convexos (sección cir-

cular y circular) de dimensiones variables, utilizando el modelo de programación no

lineal propuesto, que define los poĺıgonos por sus vértices. Además de determinar el

efecto en el empaquetamiento teniendo como parámetros de control la cantidad de

elementos a empaquetar, el tipo de elemento y el tipo de contenedor.

Contribuciones y conclusiones: El modelo propuesto es integrador ya que

permite resolver todos los problemas que se derivan de la clase ODP, cuando se

tiene como elementos a empaquetar poĺıgonos convexos en contenedores convexos.

El mismo es fácilmente escalable a n dimensiones.

En la fase de la experimentación se comprobó que el tipo de figura no influye

en la densidad o porciento de ocupación de las figuras en el contenedor tipo secc–

circular con un intervalo de confianza del 95 %, para la variable de respuesta %

de ocupación (pval > 0.05). En cambio en el contenedor tipo circular el tipo de

xvi
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figura si influye en el porciento de ocupación con el mismo intervalo de confianza,

para la variable dependiente (pval < 0.05) existiendo las diferencias entre los pares

(cuadrados–cuadriláteros mixtos y cuadrados–triángulos).

Además se constató que la cantidad de figuras no influye en la densidad o

porciento de ocupación de las figuras en el contenedor secc–circular, con un intervalo

de confianza del 95 %, para la variable de respuesta % de ocupación (pval > 0.05).

Por el contrario en el contenedor tipo circular la cantidad de figuras no influye en

la densidad de empaquetado, con el mismo intervalo de confianza, para la variable

dependiente (pval < 0.05) existiendo las diferencias estad́ısticas significativas entre

los pares (10–8,10–7,9–8 y 9–7).

Se pudo concluir que el tipo de contenedor influye en la densidad del em-

paque,con un intervalo de confianza del 95 %, para la variable de respuesta % de

ocupación (pval > 0.05).

La principal contribución de este trabajo investigativo se publico en el art́ıculo

en la revista JCR 2.39 de Springer: Litvinchev I., Romanova T., Corrales-Diaz R.,

Esquerra-Arguelles A., Martinez-Noa A., Lagrangian Approach to Modeling Place-

ment Conditions in Optimized Packing Problems, Mobile Networks and Applica-

tions, 2020, ISSN: 1572-8153, https://doi.org/10.1007/s11036-020-01556-w.

Firma del asesor:
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1.1 Problemas de corte y empaquetamiento

El hombre ha estado involucrado desde sus comienzos como ser social en la

búsqueda del óptimo aprovechamiento y utilización de los recursos a su disposición.

Este esṕıritu o instinto de mejora continua se trasmite de sus ancestrales actividades

de supervivencia, a sus incipientes procesos productivos, y de ah́ı toda actividad

humana moderna tal como la conocemos. Llegando a ser esta necesidad de superarse
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Caṕıtulo 1. Introducción 2

a si mismo, el legado de civilizaciones y generaciones anteriores, convirtiendo en

parte inseparable de la naturaleza del ser humano.

En la era de las comunicaciones e información el enorme poder y la astronómica

velocidad de procesamiento alcanzado por las computadoras; el desarrollo logrado

en las Ciencias Exactas en la modelación de los fenómenos naturales, sociales y

antropogénicos; la aparición y vinculación de las ciencias y disciplinas aplicadas tales

como: la Ingenieŕıa Industrial, la Investigación de Operaciones, la Administración de

la Producción u Operaciones, la Ingenieŕıa Financiera, entre muchas más todas ellas

enfocadas en la búsqueda de soluciones efectivas a los problemas que aquejan a la

sociedad, permiten al hombre analizar e impactar al recurso más valioso de todos:

el tiempo.

Hoy en d́ıa, el proceso de optimizar puede ser aplicado a cualquier esfera de

la vida cotidiana [31], hasta la actividad más insignificante e impensable es suscep-

tible de ser estudiada, impactada y mejorada por métodos y técnicas desarrolladas

para estos propósitos, cualquier rama de la actividad humana puede potencialmente

convertirse en un área de investigación o un sector de aplicación.

Las industrias productoras de materias primas, manufactureras y de servicios,

las empresas loǵısticas, las cadenas de suministros, los problemas de localización de

instalaciones y distritación, son sectores en donde y hacia las cuales se han orientado

y realizado la mayor cantidad de investigaciones empleado las técnicas que compren-

den estas disciplinas. Lo anterior puede ser apreciado por numerosas investigaciones

de alto impacto en la industria de materias primas básicas.

La tipoloǵıa de problemas que aborda el presente trabajo investigativo está

muy vinculada al sector loǵıstico,textil y automotriz, aunque por la versatilidad

de los modelos, la cantidad de problemas diferentes dentro de la misma área, y la

facilidad con la que pueden ser ajustados a muchas situaciones tiene un espectro

de aplicación en expansión a otros nichos del conocimiento, estos problemas son los

llamados problemas de corte y empaquetamiento.
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Los problemas de corte y empaquetamiento (C & P)del inglés Cutting and

Packing Problems tienen un gran valor como tema de investigación en las últimas

décadas. Su amplio abanico de aplicaciones tanto en áreas prácticas como con fines

teóricos, convierten a al mismo en un tema con gran presencia en la literatura en

temas que van desde la carga de contenedores en loǵıstica[35], en la industria del pa-

pel, vidrio, siderúrgica y agricultura[41], en áreas vitales como medicina(tratamientos

radio-quirúrgicos [37]) y la f́ısica (aproximación de materiales granulares [21] y empa-

quetamiento de part́ıculas [10]), hasta temas actuales y parte del proyecto industria

4.0 como es la manufactura aditiva conocida como impresión 3D en [33, 40, 29].

En los problemas de C & P contamos con un conjunto de elementos pequeños

llamados carga que deben ser dispuestos o asignados a uno o varios objetos de

gran tamaño llamados contenedores, y se debe cumplir la no superposición entre

elementos pequeños y que dichos conjunto de elementos no excedan las dimensiones

del contenedor al cual han sido asignados. Dichos problemas se clasifican como NP-

duros [8] debido a su complejidad computacional.

Este trabajo de investigación se centrará en la resolución del problema de

empaquetamiento de un surtido arbitrario de elementos pequeños convexos en un

único contenedor convexo de dimensiones variables que se puede tratar como el

problema de dimensión(es) abierta(as)(ODP, por sus siglas en inglés) que consiste:

El problema de dimensión abierta es un problema en el cual, el conjunto de

elementos pequeños debe ser acomodado completamente dentro de un objeto

grande o contenedor. El objeto grande, posee al menos una dimensión puede

considerarse como una variable. En otras palabras, este problema implica una

decisión sobre la fijación de las extensiones en las dimensiones variables de los

objetos grandes, aśı como el valor de la entrada u otra medida como longitud,

tamaño o volumen se deben minimizar [38].
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1.2 Motivación

Los C&P tienen una gran incidencia en muchos sectores dado la necesidad

actual de optimización de los recursos (tiempo, materias primas, combustibles y re-

cursos humanos). Muchas empresas tienen como objeto social la fabricación de pro-

ductos de diferentes tipos (muebles, alimentos, calzado, electrodomésticos, equipos

electrónicos, medicamentos), en la fabricación de estos art́ıculos es muy importante

la mayor utilización de los recursos disponible es decir minimizar los residuos de

los mismos. Además, dado la gran demanda de dichos los art́ıculos las empresas

enfrentan d́ıa a d́ıa problemas de empaquetamiento de los pedidos. La mayoŕıa de

estas empresas pretenden utilizar la menor cantidad de contenedores en el env́ıo de

productos para aśı disminuir los costos por concepto de env́ıo [25]. También dado

la crisis energética de hoy la carga eficiente en contenedores minimizará la canti-

dad de viajes de contenedores al extranjero y, por lo tanto, reducirá el gasto de los

combustibles [13].

Dentro de los C&P está la clase de problemas de dimensiones abierta que por

sus caracteŕısticas es una de las clases más generales y con más presencia en la

literatura. Varios de los Problemas mas representativos de esta clases son: proble-

mas de empaquetamiento ortogonal, de empaquetamiento en tiras regular o irregular

(SPP)del inglés strip packing problem en la figura 1.1 se presentan art́ıculos relacio-

nados a este problema según el portal www.sciencedirect.com, Minimización (área o

peŕımetro en 2D y volumen o área de superficie en 3D).

Los problemas mencionados anteriormente tiene un alto impacto en varias in-

dustrias como la textil [16], papelera, del acero [28], automotriz, del vidrio, industria

4.0 [1], además están presentes en sectores como la f́ısica, bioloǵıa moderna, medi-

cina, ciencia de materiales, nanotecnoloǵıa, codificación, sistemas de reconocimiento

de patrones, ingenieŕıa energética,ingenieŕıa civil, construcción naval, construcción

de aeronaves, ingenieŕıa mecánica y la qúımica. Esto hace que la resolución de estos



Caṕıtulo 1. Introducción 5

Figura 1.1: Art́ıculos relacionados con SPP en los últimos 15 años.

problemas incidan directamente en la sociedad, dado que su principal objetivo es el

máximo aprovechamiento de los recursos. En la situación actual que se encuentra

el planeta es de vital importancia un uso racional de las materias primas, enerǵıa y

recursos humanos.

1.3 Hipótesis

Con la utilización del modelo matemático de programación no lineal propues-

to, se obtendrán mejoras en las soluciones para los problemas de empaquetamiento

poĺıgonos convexos en contenedores convexos (sección circular y circular) de dimen-

siones variables.

1.4 Objetivos

El objetivo principal de esta investigación es encontrar soluciones aceptables

en un tiempo razonable a instancias del problema de empaquetamiento de poĺıgo-
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nos convexos en contenedores convexos (sección circular y circular) de dimensiones

variables, utilizando el modelo de programación no lineal propuesto, que define los

poĺıgonos por sus vértices.

1.4.1 Objetivos espećıficos:

Elaborar un modelo matemático de programación no lineal que ayude a encon-

trar la mejor combinación de elementos a empaquetar, maximizando el espacio

ocupado.

Determinar el efecto en la densidad o porciento de ocupación del empaque

tomando como factores de control los tipos de figuras y la cantidad de elementos

a empaquetar en cada uno de los contenedores analizados.

Establecer el efecto en la densidad o porciento de ocupación del empaque,

tomando como factor de control el tipo de contenedor a utilizar.

Realizar una basta experimentación con el fin validar la metodoloǵıa propuesta.

1.5 Metodoloǵıa

La metodoloǵıa a emplear será anaĺıtica—experimental por la naturaleza mis-

ma de la tipoloǵıa de problemas seleccionado y por las naturalezas de los enfoques

a emplear, para lo cual se realizan las siguientes actividades:

Análisis y revisión de los modelos exactos tradicionales y clásicos que han sido

desarrollados para resolver de 2D–ODP.

Elaborar el correspondiente modelo matemático no-lineal para resolver el pro-

blema de empaquetamiento de diferentes poĺıgonos convexos en contenedores

convexos de dimensiones variables.
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Validación del modelo con diferentes instancias para su verificación.

Realizar experimentación correspondiente para ver que factores afectan el ren-

dimiento del modelo propuesto.

1.6 Contribuciones

En a literatura las instancias de problemas que se encuentran reverenciadas

para los trabajos con este tipo de problemas es poco variada y permanece estática

por mucho tiempo, una de las primeras contribuciones será la creación de un variado

grupo de instancias y el desarrollo de un generador de instancias para aumentar la

cantidad de datos existentes para experimentación.

Se prendará un modelo no lineal con un enfoque lagrangiano para las condi-

ciones de no intersección, analizando las figuras por sus vértices. La definición de los

elementos a empaquetar por sus vértices no ha sido tratado en la literatura existente.

1.7 Estructura de la tesis

Esta investigación esta estructurada de la siguiente manera:

El caṕıtulo I introduce de manera somera los problema de C&P y sobre las

algunas de las áreas de aplicación de esta categoŕıa de modelos matemáticos,además

se plantean los objetivos de la investigación aśı como la hipótesis que la sustenta y

los aportes que brindara.

El caṕıtulo II presenta una caracterización de los problemas de C&P y dentro

de estos se hace enfocáis en la clase de problemas a atacar en esta investigación los

ODP. De los problemas anteriormente mencionados se muestran algunos modelos

matemáticos existentes en la literatura. Además se realiza una revisión en la litera-
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tura de los problemas de C&P donde los contenedores presentan dimensiones fijas o

variables.

El caṕıtulo III presenta la modelación del modelo propuesto aśı como su vali-

dación.

El caṕıtulo IV presenta la experimentación realizada aśı como el análisis de los

resultados obtenidos.

El caṕıtulo V y último presenta las conclusiones de la investigación, aśı como

sus puntos débiles y trabajos futuros.
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Caṕıtulo 2. Marco Teórico 10

2.1 Clasificación de los problemas de corte y

empaquetamiento

De manera general, la estructura del problema de C&P según su tipoloǵıa

cuenta con las siguientes caracteŕısticas [38]:

Tipos de asignación.

• Maximización de las salidas (Todos los objetos de gran tamaño se utilizan

y por tanto la selección se realiza sobre los elementos pequeños, en busca

de la maximizar el valor de la asignación)

• Minimización de las entradas (A diferencia del caso anterior, se debe elegir

entre un conjunto de objetos de gran tamaño sobre los que acomodar todos

los elementos pequeños de forma que se minimicen las pérdidas).

Surtido de elementos pequeños.

• Demandas uniformemente estructuradas.

• Demandas variables.

Surtido de objetos de gran tamaño.

• Rectangular, material homogéneo.

• Material no homogéneo.

Dimensionalidad.

• Problemas de una, dos, tres y múltiples dimensiones (n > 3).

Forma de objetos pequeños.

• Sin mezclas, diseño ortogonal (rectángulos, ćırculos, cajas, cilindros, esfe-

ras, etc.).
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• Diseño no ortogonal (elementos irregulares).

A partir de las caracteŕısticas anteriores y como combinación de estas se definen los

principales problemas de C& P. Estos se dividen en dos grupos [3].

1. Minimización de las entradas(valor).

Single Stock-Size Cutting Stock Problem (SSSCSP).

Multiple Stock-Size Cutting Stock Problem (MSSCSP).

Residual Cutting Stock Problem (RCSP).

Single Bin-Size Bin Packing Problem (SBSBPP).

Multiple Bin-Size Bin Packing Problem (MBSBPP).

Residual Bin Packing Problem (RBPP).

Open Dimension Problem (ODP).

2. Maximización de las salidas(valor).

Identical Item Packing Problem (IIPP).

Single Large Object Placement Problem (SLOPP).

Multiple Identical Large Object Placement Problem (MILOPP).

Multiple Heterogeneous Large Object Placement Problem (MHLOPP).

Single Knapsack Problem (SKP).

Multiple Identical Knapsack Problem (MIKP).

Multiple Heterogeneous Knapsack Problem (MHKP).

En sentido general, esta vasta lista de enfoques o tipos de problemas de C&P

tienen como objetivos principales minimizar el desperdicio de materiales en el proceso

de corte y minimizar el espacio vaćıo en los contenedores en su llenado.

En este trabajo aborda el problema de empaquetamiento de un surtido arbi-

trario de poĺıgonos convexos (regulares e irregulares) en contenedores convexos de
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dimensiones variables. Este tipo de problemas se puede tratar como ODP como se

muestra en la figura 2.1

Figura 2.1: Tipoloǵıa básica de los problemas de corte y empaquetamiento según

[38]

2.2 Problema de Dimensiones Abiertas

El ODP corresponde al tipo de problemas de minimización de entradas donde

contamos con una colección finita de elementos pequeños a empacar sobre uno o más

elementos de gran tamaño(contenedor). Donde al menos una de las dimensiones del

contenedor es variable por lo que siempre será un problema de más de dos dimensio-

nes. Los problemas que podemos encontrar dentro de esta clase con una dimensión

variable son el empaquetamiento en tiras (SPP) del ingles Strip Packing Problem y

el Empaquetamiento Ortogonal (OPP)del ingles Orthogonal Packing Problem am-

bos se pueden catalogar como 2D Rectangular ODP, Otro ejemplo es el problema de

empaquetamiento en tiras irregular o de anidación (ISPP)del ingles Irregular Strip

Packing Problem ampliamente usado en la industria manufacturera (textil, calzado,
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automotriz). En este caso el problema es del tipo ODP 2D Irregular. También exis-

ten los problemas de minimización de área o peŕımetro donde ambas dimensiones

son variables.

A continuación mostramos modelos presentados en la literatura para los pro-

blemas antes mencionados:

2.2.1 Problemas de minimización de Área o Peŕımetro

En [2] encontramos dos formulaciones para el problema de minimización de

área o peŕımetro en el caso de un contenedor rectangular y área en un contenedor

circular donde se busca el contenedor rectangular de menor (área o peŕımetro) o

circular de menor área según sea el caso, donde queden contenido un conjunto finito

dado de ćırculos (idénticos o diferentes).

Contenedor rectangular:

Minimizar LW o Minimizar L+W (2.1)

sujeto a:

ri ≤ xi ≤ L− ri i ∈ I (2.2)

ri ≤ yi ≤ W − ri i ∈ I (2.3)

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 ≤ (ri + rj)
2 1 ≤ i < j ≤ n (2.4)

W ≥ 0 L ≥ 0 xi ≥ 0 yi ≥ 0 i ∈ I (2.5)

La ecuación (2.1) representa la función objetivo, donde en el primer caso se

minimiza el área del rectángulo y en el segundo el peŕımetro del mismo. Las restric-

ciones (2.2) y (2.3) son las de contenimiento y la (2.4) la de no solapamiento entre

los elementos. En la figura 2.2 se muestran imágenes de resultados obtenidos con

este modelo en [2].
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(a) 35 ćırculos dentro de un

rectángulo, minimizando el área

(23.9970 x 5.4637)

(b) 35 ćırculos dentro de un rectángulo, mini-

mizando el peŕımetro (12.3910 x 10.9989)

Figura 2.2: Resultados del modelo que optimiza área o peŕımetro de un rectángulo

Contenedor circular.

Minimizar R (2.6)

sujeto a:

(xi)
2 + (yi)

2 ≤ R− ri, i ∈ I (2.7)

R ≥ rmax ≡ max
i=1,..,N

{ri} (2.8)

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 ≤ (ri + rj)
2 1 ≤ i < j ≤ n (2.9)

R ≥ 0 xi ≥ 0 yi ≥ 0 i ∈ I (2.10)

La ecuación (2.6) representa la función objetivo, donde se minimiza el área del

circulo, al minimizar su radio. Las restricciones (2.7) y (2.8) son las de contenimiento

y la (2.9) como en el caso anterior es la de no solapamiento entre los elementos. En

la figura 2.3 se muestran imágenes de resultados obtenidos con este modelo en [2].

2.2.2 Problema de Empaquetamiento en Tiras

En el problema de empaquetamiento en tiras en dos dimensiones (2D SPP) se

considera un conjunto de N elementos rectangulares, cada elemento i tiene un ancho
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Figura 2.3: 31 ćırculos en contenedor circular de radio 6.2907435849

qi y un largo pi, con i ∈ N . Este problema consiste en empacar todos los elementos

en una tira de ancho W y longitud L (infinita). El objetivo es minimizar el largo

total usado para empacar los elementos sin la existencia de solapamiento entre ellos.

En [4] se presenta una formulación para este problema.

MinimizarL (2.11)

sujeto a:

xi + pi ≤ xk + (1− aik)M, ∀i, k, i < k (2.12)

xk + pk ≤ xi + (1− bik)M, ∀i, k, i < k (2.13)

yi + qi ≤ yk + (1− cik)M, ∀i, k, i < k (2.14)

yk + qk ≤ yi + (1− dik)M, ∀i, k, i < k (2.15)

aik + bik + cik + dik) ≥ sj + sk − 1, ∀i, k, i < k (2.16)

xi + pi + qi ≤ L+ (1− si)M, ∀i (2.17)

yi + pi + qi ≤ W + (1− si)M, ∀i (2.18)

La ecuación (2.11) representa la función objetivo, donde se minimiza el largo

total empleado. Las restricciones (2.16),(2.17) y (2.18) son las de contenimiento y

las (2.12),(2.13),(2.14) y (2.15) son las de no solapamiento entre los elementos.
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2.2.3 Problema de Empaquetamiento en Tiras Irregular

o de Anidación

Este problema esta relacionado con el marcado o cortes de elementos irregu-

lares de dos dimensiones sobre una lamina o rollo de material con el objetivo de

minimizar el desperdicio de material debido al corte, es muy similar al empaquetado

ortogonal con la diferencia que en este caso los elementos a empacar son irregulares.

A continuación, le mostramos una formulación a dicho problema presentado en [11]

para poĺıgonos sin ajuste (NFP) del ingles no-fit polygon.

MinimizarL (2.19)

sujeto a:

xi ≤ L− li, i = 1, .., N (2.20)

yi ≤ W − li, i = 1, .., N (2.21)

αijk(xj−xi)+βijk(yj−yi) ≤ qijk+M(1−bijk) 1 ≤ i < j ≤ N, k = 1, ..,mij (2.22)
mij∑
k=1

bijk ≥ 1 1 ≤ i < j ≤ N (2.23)

bijk ∈ {0, 1} 1 ≤ i < j ≤ N (2.24)

xi, yi ≥ 0 1 ≤ i ≤ N (2.25)

La ecuación (2.19) representa la función objetivo, donde se minimiza el largo

total empleado al igual que en el caso anterior. Las restricciones (2.20),(2.21) y (2.22)

son las de contenimiento y la (2.23) son las de no solapamiento entre los elementos.En

la figura 2.4 se muestra una imágenes de resultados del modelo empleado [11].

Los modelos anteriormente expuestos nos dan una idea de como abordar los

ODP, en esta investigación trataremos con poĺıgonos convexos(regulares e irregula-

res) como objetos a empacar por lo que las restricciones de no solapamiento tienden

ha ser complejas, pero en el caso de la función objetivo y las restricciones de conte-

nimiento se procederá de manera similar a los modelos propuestos en [2]
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Figura 2.4: resultado del modelo que minimiza la altura de la plancha

2.3 Trabajos encontrado en la literatura

sobre el empaquetamiento de diferentes tipos

de elementos pequeños

En esta sección se mostrará la revisión de diversos trabajos presentes en la

literatura sobre el tema de empaquetamiento, separándolos por contenedores de di-

mensiones fijas y contenedores de dimensiones variables.

2.3.1 Empaquetamiento en contenedores de dimensiones

fijas

En [5] se trabaja con modelos matemáticos y algoritmos prácticos para resolver

el problema C & P. Donde revisan y mejoran la herramienta principal de trabajos

anteriores de los autores que son: las funciones phi. Aqúı se construyen para objetos

2D y 3D, a diferencia de otras herramientas estándar, como los poĺıgonos sin ajuste,

que están restringidos a la geometŕıa 2D.

En [18], se considera el problema de encontrar el empaque más denso de N

ćırculos iguales en un ćırculo. Se proponemos un método de optimización global

cuasif́ısico simulando movimientos (por presiones elásticas, por fuertes fuerzas de
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repulsión y fuerzas atractivas).

En [22], para empaquetar número limitado de ćırculos de radios diferentes en un

contenedor rectangular de dimensiones fijas, propone una nueva formulación basada

en el uso de una cuadŕıcula regular que cubre el contenedor y donde se considera a

los nodos de la malla como posiciones potenciales para la asignación de centros de

los ćırculos, y se modela el problema como un problema de optimización 0 - 1 a gran

escala y es resuelto con un software comercial.

En [23] continua con el uso de la cuadŕıcula regular para aproximar un contene-

dor, los objetos de empaque se reducen a asignar objetos a los nodos de la cuadŕıcula

sujetos a restricciones no superpuestas. El problema de empaquetamiento se presenta

como un problema de optimización lineal 0-1 a gran escala. Se presentan y comparan

diferentes formulaciones para restricciones no superpuestas. Se proponen desigual-

dades válidas para fortalecer las formulaciones. Este enfoque se aplica para embalar

objetos circulares y en forma de L. El objeto circular se considera en un sentido

general como un conjunto de puntos que están a la misma distancia (no necesaria-

mente euclidiana) desde un punto dado. Las diferentes formas, como elipses, rombos,

rectángulos, octágonos, etc., se tratan de manera similar simplemente cambiando la

definición de la norma utilizada para definir la distancia. También se considera anidar

objetos uno dentro del otro.

En [26] concedieran las formas más generales de problemas de empaquetamien-

to de formas irregulares en el espacio 3D, donde tanto los contenedores como los

objetos pueden tener cualquier forma, y se permiten rotaciones libres de los objetos.

Proponemos un método heuŕıstico para empacar eficientemente objetos irregulares

combinando la optimización continua y la optimización combinatoria. A partir de

una ubicación inicial de un número apropiado de objetos, optimizamos las posiciones

y orientaciones de los objetos mediante la optimización continua. En optimización

combinatoria, reducimos aún más los espacios entre objetos intercambiando y re-

emplazando los objetos desplegados e insertando nuevos objetos. Demostrando la
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eficacia del método con experimentos y comparaciones.

En [30] se estudia la cobertura de esferoides (elipsoides de revolución) por dife-

rentes esferas. La investigación está motivada por el empaquetamiento de part́ıculas

no esféricas que surgen en las ciencias naturales, por ejemplo, en tecnoloǵıas de pol-

vo. El concepto de una cubierta ε se introduce como una aproximación multiesférica

externa del esferoide con la proximidad ε. Se propone un algoritmo heuŕıstico rápido

para construir una cubierta ε optimizada que proporcione un equilibrio razonable

entre el valor del parámetro de proximidad ε y el número de esferas utilizadas. Pro-

porcionan resultados computacionales para demostrar la eficiencia del enfoque.

En [32] se presenta el concepto del embalaje más escaso . El embalaje más

escaso está destinado a colocar los objetos en el contenedor lo más distantes posible.

Más espećıficamente, se maximiza la distancia euclidiana mı́nima entre los objetos,

aśı como entre los objetos y el ĺımite del contenedor. Este nuevo enunciado del pro-

blema está motivado por las modernas tecnoloǵıas limpias y de ahorro de enerǵıa,

como el endurecimiento ultrasónico y el acabado al detonar mezclas de gases. El

embalaje más escaso de objetos bidimensionales en un contenedor circular se consi-

dera sujeto a condiciones de equilibrio. Los objetos pueden tener formas regulares o

irregulares delimitadas por arcos y segmentos de ĺınea. Usando la técnica de función

phi se formula un modelo matemático y se establece un problema de programación

no lineal correspondiente.

2.3.2 Empaquetamiento en contenedores de dimensiones

variables

En [9], se trata el problema de empaquetamiento de esferas idénticas en un ci-

lindro de altura mı́nima. Se construye un modelo matemático del problema. Sobre la

base de las caracteŕısticas de problema, se ofrece una estrategia de búsqueda de una

aproximación a un mı́nimo global. La estrategia incluye una construcción de árbol
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de búsqueda especial, una modificación del método Zoutendijk de direcciones facti-

bles para calcular los mı́nimos locales, y una modificación del método de vecindad

decreciente para buscar una aproximación a un mı́nimo global.

En [12], se propone un enfoque de salto de cuenca monótona y su variante

basada en la población, para resolver el problema de empacar ćırculos de radios

iguales y diferentes dentro de un recipiente circular con mı́nimo radio.

En [19], dado un conjunto finito de esferas de diferentes tamaños, se estudia el

Problema Empaquetado de Tira tridimensional (3DSPP) y el Problema de Mochila

tridimensional (3DKP). Para resolver estos problemas se desarrollaron dos algorit-

mos codiciosos que adaptan los algoritmos propuestos por [17] para 3 dimensiones

con algunas mejoras importantes. Este art́ıculo presenta además dos series de 12

instancias cada una para el 3DSPP y para el 3DKP.

En [34], se organiza una cantidad fija n de ćırculos iguales no superpuestos

en un rectángulo con dimensión variable, muestra una notación más corta para los

empaques densos hexagonales en contenedores rectangulares. Además, describe un

procedimiento determinista para la optimización de empaques que difieren de los

patrones hexagonales regulares habituales en una o más variantes, sin depender de

programas de simulación. Se encontraron mejoras (para n = 37, 101, 146, 169) y se

dan valores numéricos para todos los empaques en el rango extendido (excepto para

n = 393, 411, 421, 453).

En [6] se proponen dos modelos de Programación lineal entera mixta (MIP)del

inglés mixed-integer linear programming robustos para el problema ISPP. En el

primer modelo (DTM) las restricciones no superpuestas se establecen en función de

la trigonometŕıa directa, mientras que en el segundo modelo (PFN-CM) las piezas se

descomponen primero en partes convexas y luego las restricciones no superpuestas

se escriben en base a poĺıgonos no ajustados de las partes convexas. Ambos enfoques

son robustos en términos del tipo de geometŕıas que pueden abordar, considerando

cualquier tipo de poĺıgono no convexo con o sin agujeros. También son más simples
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de implementar que los modelos anteriores. Esta simplicidad permitió considerar,

por primera vez, una variante de los modelos que se ocupa de la rotación de piezas.

Los experimentos computacionales con instancias de referencia muestran que PFN-

CM supera a DTM y al mejor modelo exacto publicado en la literatura. En el

mismo nuevas instancias basadas en el mundo real con geometŕıas más complejas y

se utilizan para verificar la solidez de los nuevos modelos.

En [7], los autores proponen un método alternativo, basado en la descomposi-

ción de Benders para problemas 2D-OPP. El problema maestro se resuelve mediante

un nuevo modelo ILP basado en la formulación de flujo de arco, mientras que la

programación de restricciones se utiliza para resolver el problema esclavo. El méto-

do resultante se h́ıbrida con un algoritmo de ramificación y acotamiento de última

generación. Experimentos computacionales sobre puntos de referencia clásicos de la

literatura muestran la efectividad del enfoque propuesto.

En [36],los autores proponen un enfoque personalizado de ramificación y aco-

tamiento para abordar el problema de anidamiento, para garantizar la optimización.

El enfoque utiliza un nuevo esquema de ramificación para tratar las restricciones

cuadráticas convexas inversas en el modelo cuadrático e incorpora una serie de ajus-

tes algoŕıtmicos espećıficos del problema. Los estudios computacionales en un con-

junto de 64 instancias de referencia demuestran la efectividad y competitividad del

algoritmo personalizado sobre el uso de solucionadores de optimización global de uso

general, incluida por primera vez la capacidad de encontrar anidamientos óptimos

globales con cinco poĺıgonos bajo rotación libre.

En [15], se estudia dos casos de empaquetamiento de esferas en un cuboide, el

primer caso donde las dimensiones del cuboide son fijas y el otro donde las dimensio-

nes del cuboide son variable. En este art́ıculo se consideran las esferas fuertemente

heterogéneas. Este problema se aborda aplicando un método de búsqueda local que

combina tres caracteŕısticas fundamentales: (1) una etapa de procedimiento de mejor

posición local (algoritmo codicioso), (2) una etapa de intensificación y (3) una etapa
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de diversificación.

En [40] aborda el empaquetamiento de diferentes part́ıculas tetraédricas de un

solo tamaño bajo vibraciones 3D, mediante experimentos f́ısicos y simulaciones DEM.

los autores investigan y optimizan exhaustivamente los efectos de las condiciones de

vibración y la forma de las part́ıculas en la densificación del empaque. Las propieda-

des microscópicas caracteŕısticas correspondientes, como el número de coordinación

(CN), el tipo de contacto de part́ıculas, la función de distribución radial (RDF) y las

orientaciones de part́ıculas se caracterizaron y analizaron numéricamente. En sus re-

sultados se evidencia que dichos puede validarse bien mediante experimentos f́ısicos.

El análisis realizado arrojó que el CN medio mı́nimo se evidencia para part́ıculas te-

traédricas con forma regular. Ademas muestra que la evolución de los conglomerados

demuestra que la reducción o desaparición de dos conglomerados locales importan-

tes (estructuras de d́ımero y rueda de carreta) es una de las principales razones

para la disminución de la densidad de empaquetamiento de part́ıculas tetraédricas

irregulares.

En [35] se presenta un estudio loǵıstico que utiliza un modelo matemático ba-

sado en el problema de embalaje rectangular tridimensional de dimensión abierta

(3D-ODRPP), Este modelo se ocupa de la rotación ortogonal, la estabilidad estática

y las restricciones de voladizo de los productos, tres de las condiciones más importan-

tes del mundo real que garantizan la viabilidad de la solución. El método propuesto

puede encontrar el óptimo global factible de un 3D-ODRPP. Los resultados experi-

mentales muestran la mejora de la calidad de la solución en términos de volumen del

contenedor y estabilidad del empaque en comparación con los modelos existentes en

la literatura.
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2.3.3 Art́ıculos de Revisión de literatura sobre C&P

En [14] se realiza una revisión de la literatura más relevante sobre modelos y

métodos eficientes para empaquetar elementos circulares en regiones del plano eucli-

diano donde los elementos y regiones son bidimensionales o tridimensionales. Estos

problemas se han abordado utilizando varios algoritmos basados en enfoques que

van desde pruebas de optimización asistidas por computadora, hasta procedimien-

tos ramificados y acotamiento, enfoques constructivos, minimización no convexa de

inicio múltiple, simulación de billar, heuŕıstica multifase y metaheuŕıstica.

En [39] se presentan y clasifican los enfoques de solución en la literatura para

el problema de C&P regular e irregular en 2D. La atención se centra en el análisis

de los métodos y la aplicación de algoritmos de inteligencia de enjambre.

En [20], se plantea que recientemente se ha propuesto una variedad de mode-

los matemáticos para problemas de anidamiento, y realizan una revisión de estos

modelos matemáticos bajo un marco de notación común, lo que permite resaltar las

diferencias y similitudes entre ellos. También se proporcionan algunas ideas sobre

debilidades y fortalezas. Al construir esta revisión estructurada de modelos ma-

temáticos para problemas de anidación, se proponen oportunidades de investigación

en el campo.

Con esta revisión de la literatura existente sobre el tema que aborda este tra-

bajo, se constata la vigencia y necesidad de continuar trabajando y mejorando las

herramientas par atacar este problema. Además ninguna de la literatura consultada

presenta las condiciones de no interceptación basada en la convención convexa de

los vértices de los poĺıgonos.
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Para llegar comprender en su totalidad un problema es fundamental estudiarlo

y lograr una formulación del mismo, en esta investigación se proporciona una nue-

va formulación al problema de empaquetamiento de poĺıgonos convexos definidos

por sus vértices(regulares e irregulares) en contenedores convexos de dimensiones

variables.

3.1 Condiciones geométricas.

Las condiciones geométricas son aquellas que definen a un objeto en el espacio.

Existen varias formas de definir estas condiciones, en este caso los objetos de estudio

serán poĺıgonos.

24
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Estas figuras se dividen en dos grupos por sus caracteŕısticas(clasificación de

acuerdo a los ángulos internos del figura): regulares e irregulares. Los regulares tie-

nen como caracteŕıstica que todos su ángulos internos son iguales. Luego para los

poĺıgonos irregulares basta aclarar que son aquellos que no cumple con la anterior

caracteŕıstica.

Dentro de los poĺıgonos irregulares se pueden separar en poĺıgonos convexos

y no convexos. En este trabajo nos apoyaremos de las propiedades de convexidad

de los objetos para plantear condiciones de no intersección. Por lo cual los objetos

utilizados en la investigación son convexos.

Otra de las propiedades en que nos auxiliamos comprende la formulación ŕıgida

de los objetos. Se entiende por formulación ŕıgida aquella forma de representar un

conjunto de puntos que definen una región en el plano (objeto), que al variar la

posición del conjunto de puntos en el plano, el objeto que describen mantiene sus

ángulos y distancias entre vértices originales.

Los triángulos son los únicos poĺıgonos que si fijamos la distancia entre sus

vértices adyacentes podemos variar su posición sin que cambien sus ángulos o lados.

Esto basado en el teorema de igualdad de triángulos que establece como condición

suficiente la igualdad entre los lados para asegurar la igualdad entre triángulos.

En la figura 3.1 se muestra un triangulo equilátero de lado 1, al cual se reubican

los vértices de manera arbitraria solo manteniendo la distancia entre los vértices

adyacentes el resultado es el mismo triangulo pero en otra posición.

En este caso se fijará la distancia entre vértices utilizando la norma euclidiana:

D1,2 =
√

(x1 − x2)2, x ∈ R2 (3.1)
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(a) Triángulo equilátero

de lado 1

(b) Triángulo equilátero de lado 1 formado por el movimien-

to arbitrario de los vértices del triangulo a)

Figura 3.1: Triángulos equiláteros de lados iguales

En el caso de los poĺıgonos restantes, mantener la distancias entre los vértices

adyacentes no garantiza la rigidez de los objetos. Ejemplo de esto se muestra en la

figura 3.2 a) , donde se tiene un pentágono regular de lado 1, y en la figura 3.2 b) se

muestra pentágono que mantiene sus lados de dimensión 1, dando como resultado

una figura diferente a la mostrada en a).

(a) Pentágono regu-

lar(convexo) de lado 1

(b) Pentágono irregular(no conve-

xo) de lado 1

Figura 3.2: Pentágonos diferentes con lados iguales

Para asegúranos de la rigidez de el resto de los poĺıgonos, además de mantener

la distancia entre los vértices adyacente, por la ecuación 3.1. Mantenemos el valor

de los ángulos comprendidos entre lados adyacentes. De esta forma se asegura que

al mover arbitrariamente los vértices de los objetos se obtengan los mismos sin
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deformaciones. Lo anterior lo se logra fijando el producto escalar de los vectores

correspondientes a los lados adyacentes. Si tenemos el pentágono de la figura 3.2, al

ser un pentágono regular cada uno de sus ángulos interiores tienen 108◦ por lo que

los ángulos se aseguraŕıan con la ecuación siguiente:

~u · ~v = |~u||~v| cosα (3.2)

(x1 − x2, x3 − x2) = 12 cos 108◦, (x2 − x3, x4 − x3) = 12 cos 108◦ (3.3)

De esta forma, si tiene la información sobre la longitud de los lados que conforman la

figura y el valor de los ángulos comprendidos entre ellos, tendremos una formulación

ŕıgida de los mismos.

Representar politopos por los vértices puede ser útil en el caso de objetos con

formas flexibles. Supongamos que un lado del politopo no es fijo, pero puede variar

en un intervalo determinado. Esto se puede formalizar fácilmente considerando en

(8) como una variable del mismo intervalo. Del mismo modo, los ángulos interiores

también se pueden considerar como variables.

3.2 Condiciones de no intersección

Las condiciones de no interceptación, es es una caracteŕıstica fundamental en

los problemas de empaquetamiento. Seguidamente presentaremos dichas condiciones,

las mismas fueron presentadas en [24], art́ıculo resultante de esta investigación y otras

de el grupo de trabajo a que pertenece el autor.

P y G son dos politopos en Rn definidos por sus vértices.

P = {xs, s = 1, 2, 3...S} G = {yl, l = 1, 2, 3...L} (3.4)

Por convexidad cualquier punto en P o G puede ser expresado como combina-

ción convexa de sus vértices:



Caṕıtulo 3. Metodoloǵıa de Solución 28

x ∈ P ⇔ x =
∑
s

λsx
s,

∑
s

λs = 1, λs ≥ 0 (3.5)

y ∈ G⇔ y =
∑
l

µly
l,

∑
l

λl = 1, λl ≥ 0 (3.6)

Por definición P ∩ G 6= ∅ si existe un punto que esté contenido en ambos

conjuntos. Entonces si P ∩G 6= ∅ existe valores para λs, µl tal que:

∑
s

λsx
s =

∑
l

µly
l,

∑
s

λs = 1, λs ≥ 0,
∑
l

µl = 1, µl ≥ 0. (3.7)

Por lo tanto si el sistema de ecuaciones 3.7 no tiene solución, entonces P ∩G =

∅. Para comprobar si 3.7 es factible considere el siguiente problema de optimización:

z = máx
∑
s

λs +
∑
l

µl∑
s

λsx
s =

∑
l

µly
l

∑
s

λs ≤ 1, λs ≥ 0

∑
l

µl ≤ 1, µl ≥ 0

(3.8)

Note que el modelo de optimización 3.8 siempre tiene solución factible en el

punto λs = 0, µl = 0. Además por las restricciones los valores de la función objetivo

no van a ser mayores que 1. Por tanto cuando el valor objetivo es z = 2 entonces la

solución óptima coincide con la solución del sistema de ecuaciones 3.7 y P ∩G 6= ∅

. De otra manera si z < 2 entonces el sistema de ecuaciones 3.7 no tiene solución y

P ∩G = ∅.

La función lagrangiana para 3.8 tiene la forma:

L (λ, µ, v, α, β) =
∑

s λs +
∑

l µl + v
(∑

s λsx
s −

∑
l µly

l
)
− α (

∑
s λs − 1)− β (

∑
l µl − 1) (3.9)
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v ∈ Rn, α, β ≥ 0

Para xs, yl fijas este es un problema de optimización lineal y dual asociado

tiene la forma:

z = mı́n {α + β} (3.10)

∂L

∂λs
= 1 + vxs − α ≤ 0, s = 1, 2...S (3.11)

∂L

∂µl

= 1 + vyl − β ≤ 0, l = 1, 2... (3.12)

v ∈ Rn, α, β ≥ 0. (3.13)

Por el teorema de dualidad fuerte para problema de optimización lineal, pode-

mos plantear las condiciones de no intersección P ∩G = ∅ como:

α + β =
∑
s

λs +
∑
l

µl < 2 (3.14)

1 + v · xs − α ≤ 0 (3.15)

1 + v · yl − β ≤ 0 (3.16)∑
s

λsx
s =

∑
l

µly
l (3.17)

∑
s

λs ≤ 1, λs ≥ 0 (3.18)

∑
l

µl ≤ 1, µl ≥ 0 (3.19)

v ∈ Rn, α, β, µl, λs ≥ 0 (3.20)

Es necesario señalar que P ∩G = ∅ śı y solo śı existen (xs, yl, v ∈ R, α, β, λs, µl ≥ 0).

El modelo tiene S + L + n + 4 restricciones lineales. Como se puede observar que

las variables a definir son los vértices lo cuál concuerda con la formulación de las

condiciones geométricas.
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3.3 Condiciones de contenimiento.

Para el contenedor convexo Ω, las condiciones de contención son equivalentes

a:

xs ∈ Ω, s = 1, 2, ...S (3.21)

En la figura 3.3 se muestra un ejemplo de lo anteriormente planteado.

Figura 3.3: Pentágono definido por xs en contenedor Ω

3.4 Formalización del modelo Sección

Circular

Declaración de variables:

i Conjunto de politopos.

j Conjunto de vértices

k Dimensiones.

Rs Radio del contenedor sección circular.

αi,h Multiplicador de lagrange.
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βi,h Multiplicador de lagrange.

vi,h,k Multiplicador de lagrange.

λi,h,j Factor de la combinación convexa del politopo i.

µi,h,j Factor de la combinación convexa del politopo h

xi,j,k Variable decisión.

la ecuación 3.22 representa la función objetivo del modelo de empaquetamiento en

el contenedor con forma de sección circular de radio mı́nimo.

Z = Min Rs (3.22)

S.a

las ecuaciones (3.23) y (3.24) son las condiciones geométricas que conservan la

forma de los poĺıgonos a empacar. En la ecuación (3.23) D(i, j, j+1)2 es la distancia

en la figura i entre los puntos j y j + 1.∑
k

(xijk − xij+1k)2 = D(i, j, j + 1)2 (3.23)

∑
k (xij−1k − xijk) (xij+1k − xijk) = D(i, j − 1, j) ·D(i, j, j + 1) · cosσj−1 ∀i, 1 < j < |J | (3.24)

las ecuaciones (3.25),(3.26),(3.27),(3.28),(3.29),(3.30)y(3.31) garantizan la no inter-

sección entre los poĺıgonos.

αih + βih < 2, i, h ∈ I, h > i (3.25)∑
j

(λihj + µihj) = αih + βih, ∀i, h, h > i (3.26)

∑
j

∑
k

λihj · xijk =
∑
j

∑
k

µihj · xijk, ∀i, h, h > i (3.27)

1 +
∑
k

vi,h,k · xi,j,k − αi,h ≤ 0, ∀i, h, h > i, ∀j (3.28)

1−
∑
k

vihk · xhjk + βi,h ≤ 0, ∀i, h, h > i, ∀j (3.29)
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j

λihj ≤ 1 ∀ih, h > i (3.30)

∑
j

µihj ≤ 1 ∀i, h, h > i (3.31)

la restricción (3.32)garantiza las que los poĺıgonos estén contendido en la sección-

circular que representa el contenedor.

x2ij1 + x2ij2 ≤ Rs2 (3.32)

la restricción (3.33) la naturaleza no negativa de las variables.

xijk, v ∈ Rs, αih, βih, λihj, µihj, R ≥ 0 ∀i, j, k (3.33)

3.5 Función Objetivo

El problema del tipo 2D-ODP puede tener varias funciones objetivos asociadas.

Las expresiones objetivos suelen ser funciones de las dimensiones de contenedor o

del área utilizada por los objetos.

Dada la naturaleza de esta clase de problemas, la funciones objetivos son del

tipo minimización de entradas, a continuación se muestran ejemplos:

Minimizar el espacio desocupado (área o peŕımetro).

Encontrar el número mı́nimo de contenedores para empaquetar un conjunto

de objetos.

Encontrar el contenedor rectangular de mı́nima altura que contiene a un con-

junto de objetos.

Con el modelo resultante en la sección anterior se presentan varias funciones

objetivos y sus respectivas condiciones de contenimiento teniendo en cuenta el ti-

po de contenedor(sección- circular, circular, cuadrado, rectangular y tira). Esto se

evidencia en la tabla 3.1 de la página 33
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Tabla 3.1: Modelos 2D para minimizar la/s dimensión/es del contenedor

Tipo de contenedor Modelo Representación gráfica

Sección-circular Modelo presentado en la sección (3.4) (a)

Min R (b)

Circular (xij1 − 30)2 + (xij2 − 30)2 ≤ R2

Condiciones de no intersección sección (3.4)

Condiciones de no negatividad sección (3.4)

Min H (c)

Cuadrado xijk ≤ H ∀i, j, k

Condiciones de no intersección sección (3.4)

Condiciones de no negatividad sección (3.4)

Min H +W (peŕımetro) o H ·W (área) (d)

xij2 ≤ H ∀i, j

Rectangular xij1 ≤ W ∀i, j

Condiciones de no intersección sección (3.4)

Condiciones de no negatividad sección (3.4)

Min H (e)

xij2 ≤ H ∀i, j

Tira xij1 ≤ W ∀i, j

Condiciones de no intersección sección (3.4)

Condiciones de no negatividad sección (3.4)

En los casos de los contenedor sección-circular y circular minimizar el área es
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equivalente a minimizar el radio Rs y R respectivamente, el contenedor circular se

desplaza del origen en ambas dimensiones 30 unidades((xij1−30)2+(xij2−30)2 ≤ R2)

para cumplir con la no negatividad de las variables. En el contenedor cuadrado al

minimizar el lado H se está minimizando el área del cuadrado. Además, suponiendo

que la esquina inferior izquierda del contenedor esté fija en el origen y que sus la-

dos sean paralelos al eje, el contenimiento de un poĺıgono definido por sus vértices

se puede representar con la restricción xijk ≤ H ∀i, j, k. Los casos del contene-

dor rectangular y tira son análogos. El rectángulo es el único de los contenedores

presentados que sus dimensiones dependen de más de un parámetro por lo que mi-

nimizar el área es diferente a minimizar el peŕımetro. La extensión para considerar

contenedores convexos formados por restricciones lineales es trivial.
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En este caṕıtulo se detalla la experimentación de empaquetamiento con poĺıgo-

nos convexos (triángulos, cuadrados rectángulos, pentágonos y hexágonos) en con-

tenedores convexos con forma sección-circular y circular, la misma se llevada a cabo

con el modelo matemático propuesto.
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4.1 Objetivos

En la siguiente experimentación se busca comprobar el rendimiento del mo-

delo propuesto y comparar los resultados obtenidos en cuanto a los dos tipos de

contenedores, además de comparar el empaquetamiento por tipos de figuras.

4.2 Experimentación

Los experimentos de esta sección están dados por empaquetar poĺıgonos con-

vexos(triángulos, cuadrados rectángulos, pentágonos y hexágonos) en contenedores

convexos(sección-circular y circular) de radio variables.

4.2.1 Instancias analizadas

Las instancias analizadas en esta investigación fueron creadas, con un generador

de instancias programdo en lenguaje Python, con fin de validar el modelo. En la

tabla 4.1 se muestra de las instancias para los dos contenedores analizados (sección-

circular, circular):

figuras a empaquetar

tipo de figura

cantidad de instancias según el tamaño
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Tabla 4.1: Cantidad de instancias por figuras

Tipo contenedor Figuras Tipo de figuras Cantidad de instancias

triángulos regulares 6

rectángulos regulares 6

cuadrados regulares 6

sección-circular pentágonos regulares 6

irregulares 6

cuadriláteros mixtos regulares e irregulares 6

hexágonos regulares 6

triángulos regulares 6

rectángulos regulares 6

cuadrados regulares 6

circular pentágonos regulares 6

irregulares 6

cuadriláteros mixtos regulares e irregulares 6

hexágonos regulares 6

4.2.1.1 Estructura de las instancias

Cada instancia utilizada en la experimentación tiene como datos:

cantidad de figuras de instancia

cantidad de vértices de las figuras (n-1)

cantidad de dimensiones (K)

En la tabla 4.2 se puede observar la matriz que da forma a cada figura donde (d)

es la distancia entre los vértices, (n-1) es la cantidad de vértices y (σ) es el ángulo

comprendido entre los lados de la figura.
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Tabla 4.2: Matriz de distancias(d), y ángulos(σ) que forman las figuras

param distancias:=

[1,*,*]: 1 2 3 ... n:=

1 0 d 0 0 σ

2 0 0 d 0 σ

... 0 0 0 d σ

n-1 d 0 0 0 σ

Todas las instancias utilizadas en esta investigación aśı como los resultados

obtenidos se muestran más a detalle en el apéndice A.

4.2.1.2 Hadware y software utilizados

Toda la experimentación se llevada a cabo en una Dell Latitude 5580, 16gb

256gb Ssd Fhd 15.6 with Intel (R) Core (TM) i7-7600, CPU @ 3.4Ghz, 3201Mhz, 4

núcleos, 8 hilos, usando Win 10 y como lenguaje de modelación matemático AMPL.

Para solucionar los problemas no lineales se utilizo el solver de optimización global

Baron (del ingles Branch & Reduce Optimization Navigator) para AMPL versión

19.12.7.

4.3 Diseño de experimentos

Al momento de ejecutar el modelo en el optimizador global barón, se presento

un error en la restricción (3.25), dado que el optimizador no admite el < estricto por

lo que se realizo una adecuación a esta restricción quedando de la siguiente manera:

αih + βih ≤ 2− ε, i, h ∈ I, h > i (4.1)
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Donde ε es un valor lo suficientemente pequeño para que la suma sea lo mas cercano

posible a dos, sin llegar a dos.

Debido a esto la experimentación estará dividida en dos fases. La primera fase

se centra en encontrar el mejor valor de ε para el modelo. En la segunda fase ya con

un valor de ε definido se resuelve el problema para todas las instancias creadas.

4.3.1 Primera fase de experimentación

Para definir el mejor valor de ε realiza una primera fase de experimentación, se

contemplan dos tipos de contenedores, seis tipos de figuras diferentes a empacar y seis

valores diferentes de ε. Se utiliza un diseño factorial completo como el empleado en

[27] con tres factores de control por tratamiento, por lo que se tiene 60 tratamientos.

Dichos factores de control son:

Valores de ε de seis niveles (10−1, 10−2, 10−3, 10−4, 10−5, 10−6)

Tipo de contenedor de dos niveles (sección-circular, circular)

Tipos de figuras de cinco niveles (triángulos, cuadrados, rectángulos, pentágo-

nos y hexágonos)

4.3.1.1 Resultados de la experimentación (ε)

Para llevar a cabo esta experimentación se utiliza una instancia de cinco ele-

mentos para cada una de las figuras en los dos contenedores y valores diferentes de

ε en el rango de 10−1 a 10−6 con un incremento de 10−1, por un tiempo de 100

segundos para cada tratamiento.

Contenedor sección circular A continuación se muestran los resultados ob-

tenidos de la experimentación realizada con contenedor tipo secc–circular.
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Tabla 4.3: Resultados para cinco triángulos para diferentes valores de ε

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 2.1446 factible

5 10−2 2.0059 factible

5 10−3 1.9948 factible

5 10−4 1.9937 factible

5 10−5 1.9913 infactible

5 10−6 1.0000 infactible

En la figura 4.1 de la página 40 se muestra gráficamente los resultados obtenidos

en la tabla 4.3 para tres valores de tolerancia, en el empaquetado de cinco figuras.

Donde las figuras (a) y (b) muestran resultados factibles y (c) es infactible ya que

presenta intersección entre los elementos empaquetados.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−5

Figura 4.1: Cinco triángulos en contenedor secc–circular para diferentes valores de

ε.
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Tabla 4.4: Resultados para cinco rectángulos para diferentes valores de ε

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 4.3390 factible

5 10−2 4.2052 factible

5 10−3 4.1992 factible

5 10−4 4.1986 factible

5 10−5 2.2361 infactible

5 10−6 2.2361 infactible

En la figura 4.2 de la página 41 se muestra gráficamente algunos de los resulta-

dos obtenidos en la tabla 4.4 para diferentes valores de tolerancia y cinco rectángulos

a empaquetar. Donde (a) y (b) son resultados factibles y (c) es infactible ya que pre-

senta superposición entre los figuras.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−6

Figura 4.2: Cinco rectángulos contenedor secc–circular para diferentes valores de

ε.
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Tabla 4.5: Resultados para cinco cuadrados para diferentes valores de ε

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 3.3738 factible

5 10−2 3.1814 factible

5 10−3 3.1642 factible

5 10−4 3.1558 factible

5 10−5 1.4142 infactible

5 10−6 1.4142 infactible

En la figura 4.3 de la página 42 se muestra gráficamente los resultados obtenidos

en la tabla 4.5 para tres valores de tolerancia para cinco en el empaquetado de 5

elementos. Donde (a) y (b) son soluciones factibles, (c) es infactible ya que presenta

superposición de todos los cuadrados empaquetados.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−6

Figura 4.3: Cinco cuadrados contenedor secc–circular para diferentes valores de ε.
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Tabla 4.6: Resultados para cinco pentágonos para diferentes valores de ε

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 4.2930 factible

5 10−2 4.0632 factible

5 10−3 4.0426 factible

5 10−4 4.0405 factible

5 10−5 1.8543 infactible

5 10−6 1.8297 infactible

En la figura 4.4 de la página 43 muestra gráficamente los resultados obtenidos

en la tabla 4.6 para tres valores de tolerancia para cinco figuras. donde (a) y (b) son

factibles y (c) es infactible ya que presenta solapamiento entre los los pentágonos.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−5

Figura 4.4: Cinco pentágonos contenedor secc–circular para diferentes valores de

ε.
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Tabla 4.7: Resultados para cinco hexágonos para diferentes valores de ε

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 5.52301 factible

5 10−2 5.23041 factible

5 10−3 5.20082 factible

5 10−4 5.1551 factible

5 10−5 2.61126 infactible

5 10−6 2.21126 infactible

En la figura 4.5 de la página 44 se muestra gráficamente los resultados obtenidos

en la tabla 4.7 para tres valores de tolerancia para cinco figuras. donde (a) y (b) son

factibles y (c) es infactible ya que presenta solapamiento entre los los hexágonos.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−5

Figura 4.5: Cinco hexágonos contenedor secc–circular para diferentes valores de ε.

A continuación se muestra una gráfica de barras 4.6 que muestra el valor de

radio, la factibilidad y tipo de figura para cada valor de ε. En este gráfico se puede

observar que en todos los caso el donde el resultado es factible el valor de ε = 10−4

muestra un valor mı́nimo para el radio del contenedor secc–circular.
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Contenedor circular Análogamente al apartado anterior a continuación se

muestran los resultados del experimento en contenedores tipo circular.

Tabla 4.8: Resultados para cinco triángulos para diferentes valores de ε

cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 2.1363 factible

5 10−2 1.3345 factible

5 10−3 1.0329 factible

5 10−4 1.0032 factible

5 10−5 1.0003 infactible

5 10−6 0.9990 infactible

En la figura 4.7 de la página 46 se muestra gráficamente los resultados obtenidos

en la tabla 4.8 para tres valores de tolerancia. donde (a) y (b) son factibles y (c) es

infactible dado que existe solapamiento entre los triángulos.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−6

Figura 4.7: Resultados para cinco triángulos contenedor circular para diferentes

valores de ε.
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Tabla 4.9: Resultados para cinco rectángulos para diferentes valores de ε

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 2.6853 factible

5 10−2 2.2451 factible

5 10−3 2.2030 factible

5 10−4 2.1845 factible

5 10−5 1.1180 infactible

5 10−6 1.1180 infactible

En la figura 4.8 de la página 47 se muestra gráficamente los resultados obtenidos

en la tabla 4.9 para tres valores de tolerancia. donde (a) y (b) son factibles y (c) es

infactible dado que existe solapamiento entre los rectángulo.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−5

Figura 4.8: Resultados para cinco rectángulo contenedor circular para diferentes

valores de ε.
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Tabla 4.10: Resultados para cinco cuadrados para diferentes valores de ε

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 2.5252 factible

5 10−2 1.8355 factible

5 10−3 1.6484 factible

5 10−4 1.5878 factible

5 10−5 0.7071 infactible

5 10−6 0.7071 infactible

En la figura 4.9 de la página 48 se muestra gráficamente los resultados obtenidos

en la tabla 4.10 para tres valores de tolerancia. donde (a) y (b) son factibles y (c) es

infactible dado que existe superposición entre los cuadrados.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−6

Figura 4.9: Resultados para cinco cuadrados contenedor circular para diferentes

valores de ε.
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Tabla 4.11: Resultados para cinco pentágonos para diferentes valores de ε

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 3.7621 factible

5 10−2 2.3488 factible

5 10−3 2.0592 factible

5 10−4 2.0354 factible

5 10−5 1.5400 infactible

5 10−6 1.5389 infactible

En la figura 4.10 de la página 49 se muestra gráficamente los resultados obte-

nidos en la tabla 4.11 para tres valores de tolerancia. donde (a) y (b) son factibles y

(c) es infactible dado que existe superposición entre los pentágonos.

(a) ε = 10−2 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−5

Figura 4.10: Resultados para cinco pentágonos contenedor circular para diferentes

valores de ε.
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Tabla 4.12: Add caption

Cantidad de figuras ε Radio Factibilidad

5 10−1 3.7860 factible

5 10−2 3.7860 factible

5 10−3 3.1250 factible

5 10−4 2.6486 factible

5 10−5 2.5871 infactible

5 10−6 1.4429 infactible

En la figura 4.11 de la página 50 se muestra gráficamente los resultados obte-

nidos en la tabla 4.12 para tres valores de tolerancia. donde (a) y (b) son factibles y

(c) es infactible dado que existe superposición entre los pentágonos.

(a) ε = 10−1 (b) ε = 10−4 (c) ε = 10−5

Figura 4.11: Resultados para cinco hexágonos contenedor circular para diferentes

valores de ε.

A continuación se muestra una gráfica de barras(4.12) que muestra el valor

de radio, la factibilidad y tipo de figura para cada valor de ε. En este gráfico se

puede observar que al igual que en el contenedor secc–circular cuando el resultado es

factible el valor de ε = 10−4 muestra un valor mı́nimo para el radio del contenedor.
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4.3.1.2 Conclusiones

De los resultados expuestos en la gráfica 4.6 de la página 45 que muestra como

se comporta el valor del radio del contenedor secc–circular en el empaquetamiento

de cinco tipos de figuras para cada valor de ε y la tabla 4.12 de la página 51 que

análogamente a la anterior pero en contenedor circular. Podemos fijar el valor de ε

en 10−4 ya que para este valor se obtuvieron los mejores valores objetivos obtenidos

en la experimentación.

4.3.2 Segunda fase de la experimentación

En esta fase de experimentación se contemplan dos tipos de contenedores y seis

tipos de figuras diferentes a empacar y con ε = 10−4 definido en la experimentación

anterior. Por lo que se utiliza un diseño factorial completo con dos factores de control

por tratamiento por lo que se tiene 12 tratamientos. Dichos factores de control son:

Tipo de contenedor de dos niveles (sección-circular, circular)

Tipos de figuras de seis niveles (triángulos, cuadrados, rectángulos, pentágonos

(regulares e irregulares) y hexágonos, cuadriláteros mixtos)

4.3.2.1 Resultados de la experimentación

Esta experimentación se realiza para una instancia de 5, 6, 7, 8, 9, 10 elemen-

tos idénticos para todas las figuras, con excepción de los cuadriláteros mixtos que

presentan elementos heterogéneos. Dichos figuras son empaquetados en dos tipos de

contenedores(secc–circular y circular). Se define como criterio de paro un tiempo de

500 segundos para cada tratamiento.
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A continuación mostramos los resultados obtenidos en la experimentación se-

parados por tipos de contenedor y tipos de figuras:

Contenedor sección circular Para este tipo de contenedor se muestran ta-

blas de resultados del empaquetamiento de cada tipo de figuras 4.13, 4.14, 4.15, 4.16,

4.17 y 4.18. Además se muestran gráficamente una selección de dichos resultados para

cada figura 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17 y 4.18.

Tabla 4.13: Resultados de la experimentación de Triángulos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 1.9937 131 140 69.3510

2 Regular 6 2.1607 187 201 70.8561

3 Regular 7 2.2834 253 273 74.0180

4 Regular 8 2.5593 329 356 67.3382

5 Regular 9 2.7844 415 450 64.0015

6 Regular 10 2.8688 551 555 66.9900

(a) 5, radio = 1.9937 (b) 7, radio = 2.2834 (c) 10, radio = 2.8688

Figura 4.13: Resultados de triángulos en contenedor secc–circular
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Tabla 4.14: Resultados de la experimentación de Rectángulos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 4.1234 161 180 74.8858

2 Regular 6 4.6571 271 297 70.4466

3 Regular 7 4.85837 309 343 75.5191

4 Regular 8 5.1379 473 516 77.1718

5 Regular 9 5.7457 505 558 69.4219

6 Regular 10 6.09458 621 685 68.5571

(a) 5, radio = 4.1234 (b) 7, radio = 4.85837 (c) 9, radio =5.7457

Figura 4.14: Resultados de rectángulos en contenedor secc–circular

Tabla 4.15: Resultados de la experimentación de Cuadrados

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 3.15583 161 180 63.9224

2 Regular 6 3.4213 271 297 65.2648

3 Regular 7 3.54008 309 343 71.1184

4 Regular 8 3.8742 473 516 67.8635

5 Regular 9 4.1534 595 648 66.4271

6 Regular 10 4.42759 621 685 64.9494



Caṕıtulo 4. Experimentación y Resultados 55

(a) 5,radio = 3.15583 (b) 7,radio = 3.54008 (c) 10,radio =4.42759

Figura 4.15: Resultados de cuadrados en contenedor secc–circular

Tabla 4.16: Resultados de la experimentación de Cuadriláteros mixtos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular e irregular 5 3.27443 191 210 77.6503

2 Regular e irregular 6 3.74991 271 297 64.5293

3 Regular e irregular 7 3.72475 365 399 74.5813

4 Regular e irregular 8 3.96078 473 516 74.0734

5 Regular e irregular 9 4.77338 595 648 56.3150

6 Regular e irregular 10 5.54264 731 795 50.0570

(a) 5,radio = 3.27443 (b) 7,radio = 3.72475 (c) 8,radio =3.96078

Figura 4.16: Resultados de cuadriláteros mixtos en contenedor secc–circular
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Tabla 4.17: Resultados de la experimentación de Pentágonos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 4.0405 191 215 67.0712

2 Regular 6 4.4079 271 303 67.6274

3 Regular 7 4.7022 421 462 69.3318

4 Regular 8 4.9109 473 524 72.6457

5 Regular 9 6.0324 685 747 54.1626

6 Regular 10 6.2677 841 915 55.7471

7 Irregular 5 4.6306 221 245 75.6797

8 Irregular 6 5.3032 313 345 69.2407

9 Irregular 7 5.6060 421 462 72.2905

10 Irregular 8 5.9150 545 596 74.2115

11 Irregular 9 6.4690 685 747 69.8000

12 Irregular 10 6.9163 841 915 67.8482

(a) 5,radio = 4.63061 (b) 7,radio =5.6060 (c) 8,radio =4.9109

Figura 4.17: Resultados de pentágonos idénticos en contenedor secc–circular
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Tabla 4.18: Resultados de la experimentación de hexágonos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 5.2226 251 280 68.8514

2 Regular 6 5.56975 355 393 72.6434

3 Regular 7 6.25374 477 525 67.2256

4 Regular 8 6.44886 617 676 72.2504

5 Regular 9 7.32532 775 846 62.9949

6 Regular 10 7.4584 951 1035 67.5188

(a) 5,radio = 5.2226 (b) 6,radio =5.56975 (c) 8,radio =6.44886

Figura 4.18: Ejemplos de hexágonos idénticos en contenedor secc–circular

Contenedor circular

Tabla 4.19: Triángulos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 1.00334 131 140 68.4580

2 Regular 6 1.00424 187 201 82.0025

3 Regular 7 1.15669 253 273 72.1132

4 Regular 8 1.26829 329 356 68.5494

5 Regular 9 1.37191 415 450 65.9086

6 Regular 10 1.43058 511 555 67.3483
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(a) 6,radio = 1.00424 (b) 7,radio =1.15669 (c) 10,radio = 1.43058

Figura 4.19: Resultados de triángulos idénticos en contenedor circular

Tabla 4.20: Rectángulos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 2.1800 161 180 66.9788

2 Regular 6 2.3781 229 255 67.5410

3 Regular 7 2.5711 309 343 67.4702

4 Regular 8 2.8261 401 444 63.7669

5 Regular 9 3.1500 505 558 57.7433

6 Regular 10 3.6028 621 685 49.0456

(a) 5,radio = 2.1800 (b) 6,radio = 2.3781 (c) 7,radio =2.5711

Figura 4.20: Resultados de rectángulos idénticos en contenedor circular
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Tabla 4.21: Cuadrados

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 1.6483 161 180 58.5762

2 Regular 6 1.8086 271 297 58.3831

3 Regular 7 2.2590 309 343 43.6597

4 Regular 8 2.5125 473 516 40.3367

5 Regular 9 2.9646 505 558 32.5957

6 Regular 10 3.1530 731 795 32.0186

(a) 5,radio = 1.6483 (b) 6,radio = 1.8086 (c) 7,radio =2.2590

Figura 4.21: Resultados de cuadrados idénticos en contenedor circular

Tabla 4.22: Cuadriláteros mixtos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular e irregular 5 1.9212 191 210 56.3869

2 Regular e irregular 6 1.8897 271 297 63.5215

3 Regular e irregular 7 1.8770 365 399 73.4213

4 Regular e irregular 8 2.0471 473 516 69.3237

5 Regular e irregular 9 2.1465 595 648 69.6213

6 Regular e irregular 10 2.3991 731 795 66.7918
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(a) 6,radio = 1.8897 (b) 9,radio = 2.1465 (c) 10,radio =2.3991

Figura 4.22: Resultados cuadriláteros mixtos en contenedor circular

Tabla 4.23: Pentágonos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 2.0354 191 215 66.0768

2 Regular 6 2.31735 271 303 61.1711

3 Regular 7 2.6981 421 462 52.6454

4 Regular 8 3.0125 545 596 48.2630

5 Regular 9 3.2537 685 747 46.5443

6 Regular 10 3.8476 841 915 36.9827

7 Irregular 5 2.40124 221 245 70.3599

8 Irregular 6 2.6302 313 345 70.3720

9 Irregular 7 2.87786 421 462 68.5780

10 Irregular 8 3.02036 545 596 71.1539

11 Irregular 9 3.28145 685 747 67.8168

12 Irregular 10 3.65709 841 915 60.6673
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(a) 5,radio = 2.0354 (b) 8,radio = 3.02036 (c) 9,radio =3.28145

Figura 4.23: Resultados pentágonos idénticos en contenedor circular

Tabla 4.24: Hexágonos

Elementos Contenedor Modelo Resultados

Inst. Tipo Cantidad de figuras Dim. (radio) Variables Restricciones % ocupación

1 Regular 5 2.64861 251 280 66.9253

2 Regular 6 2.87904 355 393 67.9692

3 Regular 7 3.16636 477 525 65.5592

4 Regular 8 3.46419 617 676 62.5954

5 Regular 9 3.69173 775 846 62.0067

6 Regular 10 4.14012 951 1035 54.7810

(a) 5,radio = 2.64861 (b) 6,radio = 2.87904 (c) 7,radio =3.16636

Figura 4.24: Resultados hexágonos idénticos en contenedor circular
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4.3.3 Análisis de los resultados de la segunda fase de

experimentación

Uno de los objetivos espećıficos de esta es investigación es determinar si los

tipos de figuras, la cantidad de las mismas y el tipo de contenedor influyen en

el porciento de ocupación de los elementos en el contenedor. Para cumplir dichos

objetivos realizaremos un análisis estad́ıstico de los datos, dividiéndolos por tipos de

contenedor.

4.3.3.1 Análisis estad́ıstico contenedor secc–circular

Antes de realizar cualquier análisis a los datos se debe realizar la prueba de

Shapiro–Wilk, que calcula un W estad́ıstico que prueba si una muestra aleatoria

x1, x2, ..., xn proviene de una distribución normal. El resultado de esta prueba se

muestra en la tabla 4.25. En dicha tabla con un W = 0.9537 y un pval = 0.0877 se

puede observar que la variable dependiente ( % de ocupación) sigue una distribución

normal con un intervalo de confianza del 95 %.

Tabla 4.25: Prueba Shapiro–Wilk a la variable % de ocupación

W pval

% de ocupación 0.9537 0.0877

Dado lo anterior se puede utilizar un análisis de varianza (ANOVA) unidirec-

cional, donde se toma como variable dependiente el % de ocupación y como factores

el tipo de figura, la cantidad de figuras a empaquetar en cada caso.

Para el primer factor (Tipo de figura) se plantea la siguiente pregunta: ¿Existe

diferencia entre el promedio de ocupación de los diferentes tipos de figuras?. La
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respuesta a esta pregunta se obtiene al contrastar las siguientes hipótesis:

H0 : µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = µ5 = µ6 (4.2)

H1 : µi 6= µj para alguna i 6= j (4.3)

En la tabla 4.26 se muestra el resultado de la aplicación del ANOVA. Con los va-

lores del estad́ıstico de prueba F = 1.0302 y pval = 0.4117 tenemos pruebas para

aceptar la hipótesis H0 que nos indica que no existe diferencias significativas entre

los tratamientos con un intervalo de confianza del 95 %. Esto se puede observar en

la figura 4.25.

Tabla 4.26: Influencia del tipo de figura en el % de ocupación del contenedor

Factor SS DF MS F pval np2

0 Tipo de figura 0.0132 5 0.0026 1.0302 0.4147 0.1252

1 Within 0.0920 36 0.0026
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Figura 4.25: Diagrama de caja y bigotes que relaciona los tipos de figuras y el %

de ocupación del contenedor.

Análogamente al análisis del primer factor, se realiza las misma prueba para el

factor de control cantidad de figuras. Obtenemos como resultado la tabla 4.27. Con

los valores del estad́ıstico de prueba F = 4.9514 y pval = 0.0015, se tiene evidencia

para rechazar la hipótesis H0 ya que existe diferencias estad́ısticas al menos entre

algunos de los grupos los grupos con un intervalo de confianza de un 95 % como se

muestra en la figura 4.26de la página 65.

El ANOVA no ofrece información suficiente para señalar entre que grupos existe

la diferencia. Por lo que se aplica una prueba Tukey HSD (del inglés honestly sig-

nificant difference) que muestra las diferencias entre las medias de los grupos. Lo

anterior se evidencia en la tabla 4.28 de la página 66 donde se pude apreciar que se

rechaza la hipótesis en los casos de pareo de la instancia(10–8, 10–7, 9–7 y 9–8). esto
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se aprecia gráficamente en la figura 4.27 de la página 67.

Tabla 4.27: Influencia de la cantidad de figura en el % de ocupación del contenedor

Factor SS DF MS F pval np2

0 Cantidad defiguras 0.0429 5.0000 0.0086 4.9514 0.0015 0.4075

1 Within 0.0623 36.0000 0.0017 – – –

10 5 6 7 8 9
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Figura 4.26: Diagrama de caja y bigotes que relaciona los cantidad de figuras y

el % de ocupación del contenedor.
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Tabla 4.28: Tukey, influencia de la cantidad de figuras en el % de ocupación del

contenedor

grupo1 grupo2 meandiff pval lower upper Rechazar

10 5 0.0612 0.0893 -0.0057 0.1281 No rechazar

10 6 0.0372 0.5508 -0.0297 0.1041 No rechazar

10 7 0.0707 0.0331 0.0038 0.1377 Se rechaza

10 8 0.0728 0.0262 0.0059 0.1397 Se rechaza

10 9 -0.0052 0.9 -0.0721 0.0617 No rechazar

5 6 -0.024 0.8801 -0.0909 0.0429 No rechazar

5 7 0.0095 0.9 -0.0574 0.0765 No rechazar

5 8 0.0116 0.9 -0.0553 0.0785 No rechazar

5 9 -0.0664 0.0527 -0.1333 0.0005 No rechazar

6 7 0.0335 0.6421 -0.0334 0.1005 No rechazar

6 8 0.0356 0.59 -0.0313 0.1025 No rechazar

6 9 -0.0424 0.4163 -0.1093 0.0245 No rechazar

7 8 0.0021 0.9 -0.0648 0.069 No rechazar

7 9 -0.076 0.0183 -0.1429 -0.009 Se rechaza

8 9 -0.078 0.0144 -0.145 -0.0111 Se rechaza
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Figura 4.27: Diagrama simultaneo que relaciona el % de ocupación del contenedor,

con los grupos del factor cantidad de figuras .

De los resultados obtenidos del análisis estad́ıstico de los datos de la experi-

mentación de empaquetamiento en contenedor secc–circular, se concluye que el tipo

de figura no influye en porciento de ocupación del contenedor. Que coincide con un

resultado presentado en [27]. Además podemos afirmar que el tipo de figura śı influye

en la variable dependiente analizada.

4.3.3.2 Análisis estad́ıstico contenedor circular

Para el análisis estad́ıstico en este contenedor comenzamos con la aplicación

de la prueba de Shapiro–Wilk para corroborar que la variable dependiente ( % de

ocupación) sigue una distribución normal. El resultado de esta prueba se puede

observar en la tabla 4.29 el cual con un W = 0.9601 y pav = 0.1489 , nos muestra

que dicha variable sigue una distribución normal con un intervalo de confianza del

95 %
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Tabla 4.29: Prueba Shapiro–Wilk a la variable % de ocupación

W pval

% de ocupación 0.9601 0.1489

Al validar la normalidad de los valores de la variable dependiente, se puede

utilizar un análisis de varianza (ANOVA) unidireccional. Como en el caso del con-

tenedor secc-circular se toma como factores el tipo de figura, la cantidad de figuras

a empaquetar en cada caso.

Para el primer factor (Tipo de figura) se plantea la interrogante y hipótesis

planteada en la sección 4.3.3.1.

En la tabla 4.30 se muestra el resultado de la aplicación del ANOVA. Con los

valores del estad́ıstico de prueba F = 4.7355 y pval = 0.0020, se tiene evidencia

para rechazar la hipótesis H0 ya que existe diferencias estad́ısticas al menos entre

algunos de los grupos los grupos con un intervalo de confianza de un 95 % como se

muestra en la figura 4.28de la página 69.

Tabla 4.30: Influencia del tipo de figura en el % de ocupación del contenedor

Factor SS DF MS F pval np2

Figuras 967.1788 5.0000 193.4358 4.7355 0.0020 0.3968

Within 1470.5424 36.0000 40.8484
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Figura 4.28: Diagrama de caja y bigotes que relaciona los tipos de figuras y el %

de ocupación del contenedor.

El ANOVA no ofrece información suficiente para señalar entre que grupos del

factor existe la diferencia. Se aplica una prueba Tukey HSD. Lo anterior se evidencia

en la tabla 4.31 de la página 70 donde se pude apreciar que se rechaza la hipótesis

en los casos de pareo de las figuras (Cuadrados – Cuadriláteros y Cuadrados –

Triángulos), en el resto de los caso no existen diferencias estad́ısticas significativas .

Esto se aprecia gráficamente en la figura 4.29 de la página 71.
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Tabla 4.31: Tukey, influencia de la tipo de figuras en el % de ocupación del conte-

nedor

Grupo1 Grupo2 Meandiff pval Lower Upper Rechasar

Cuadrados Cuadriláteros 12.9025 0.0149 1.8009 24.0041 Se rechaza

Cuadrados Hexágonos 9.6976 0.1167 -1.404 20.7992 No rechaza

Cuadrados Pentágonos 8.8094 0.0884 -0.8049 18.4237 No rechaza

Cuadrados Rectángulos 8.9558 0.1743 -2.1458 20.0574 No rechaza

Cuadrados Triángulos 17.1214 0.0010 6.0198 28.223 Se rechaza

Cuadriláteros Hexágonos -3.2049 0.9000 -14.3065 7.8966 No rechaza

Cuadriláteros Pentágonos -4.0931 0.7682 -13.7074 5.5212 No rechaza

Cuadriláteros Rectángulos -3.9467 0.8854 -15.0483 7.1549 No rechaza

Cuadriláteros Triángulos 4.2189 0.8445 -6.8827 15.3205 No rechaza

Hexágonos Pentágonos -0.8882 0.9000 -10.5024 8.7261 No rechaza

Hexágonos Rectángulos -0.7418 0.9000 -11.8434 10.3598 No rechaza

Hexágonos Triángulos 7.4239 0.3564 -3.6777 18.5255 No rechaza

Pentágonos Rectángulos 0.1464 0.9000 -9.4679 9.7606 No rechaza

Pentágonos Triángulos 8.312 0.1234 -1.3022 17.9263 No rechaza

Rectángulos Triángulos 8.1657 0.2570 -2.9359 19.2672 No rechaza
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Figura 4.29: Diagrama simultaneo que relaciona el % de ocupación del contenedor,

con los grupos del factor tipos de figuras.

Para el análisis con respecto al segundo factor (cantidad de figuras) se aplica

nuevamente un ANOVA cuyos resultados se presentan el la tabla 4.32 de la página

71.De los cuales, con un valor del estad́ıstico de prueba F = 2.0028 y pval = 0.1017,

se tiene evidencia para aceptar la hipótesis H0. Por tanto se puede afirma que la

cantidad de figuras no influyen en el % de ocupación del contenedor circular con un

intervalo de confianza del 95 % esto se observa en la figura 4.30 de la página 72.

Tabla 4.32: Influencia de la cantidad de figura en el % de ocupación del contenedor

Factores SS DF MS F pval np2

Cantidad de figuras 0.0531 5.0000 0.0106 2.0028 0.1017 0.2176

Within 0.1907 36.0000 0.0053
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Figura 4.30: Diagrama de caja y bigotes que relaciona la cantidad de figuras y

el % de ocupación del contenedor.

Del análisis anterior podemos concluir que para contenedores tipo circular el

tipo de figuras influye en le porciento de ocupación del contenedor. Además podemos

afirmar que para este contenedor la cantidad de elementos no es determinante en el

porciento de ocupación de contenedor.

4.3.3.3 Análisis estad́ıstico respecto al tipo de contenedor

Como se ha aplicado en los casos anteriores se realiza una prueba de Shapiro–

Wilk para corroborar que la variable dependiente ( % de ocupación) sigue una dis-

tribución normal. Los resultados obtenidos con un W = 0.9528 y pav = 0.0038 ,

nos muestra que dicha variable no sigue una distribución normal con un intervalo

de confianza del 95 %. Lo antes expuestos se puede observar en la tabla 4.33 de la

página 73.
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Tabla 4.33: Prueba Shapiro–Wilk a la variable % de ocupación

W pval normal

Densidad 0.95276719 0.00376588 Falso

Dado que los valores de la variable dependiente no sigue una distribución nor-

mal, se procede a aplicar la prueba H de Kruskal-Wallis que es una versión no

paramétrica de ANOVA. En este caso se plantea la interrogante: existe diferencias

en el % de ocupación según el tipo de contenedor?.

Según los datos obtenidos en la prueba que se muestran en la tabla 4.34 de

la página 73. estos resultados con un valor del estad́ıstico de prueba H = 13.9167

y pval = 0.0002, se rechaza la hipótesis H0 aceptando la H1, la cual indica que

existen diferencias estad́ısticamente diferentes entre los tipos de contenedores. En

esta ocasión con los resultados de la prueba H de Kruskal-Wallis son suficientes

para asegurar lo anterior dado que solo son dos los tipos de contenedores analizados.

Gráficamente se puede observar esta conclusión en la figura 4.31 de la página 74.

Tabla 4.34: Prueba H de Kruskal-Wallis que relaciona el % de ocupación con el

tipo de contenedor

Factor ddof1 H pval

Kruskal Contenedor 1.0000 13.9167 0.0002
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Figura 4.31: Diagrama de caja y bigotes que relaciona los tipos de contenedores y

el % de ocupación del contenedor.
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Este caṕıtulo presenta las conclusiones de este trabajo, en el mismo se resumen

los logros y debilidades. Los cuales fueron resultado del trabajo en las diferentes fases

de la investigación y el análisis de los resultados obtenidos en la experimentación

realizada. Además incluye los trabajos futuros que buscan seguir profundizando y

realizando aportes a la resolución de problemas de empaquetamiento.

5.1 Conclusiones

El modelo propuesto es integrador ya que permite resolver todos los problemas

que se derivan de la clase ODP, cuando se tiene como elementos a empaquetar

poĺıgonos convexos en contenedores convexos. El mismo es fácilmente escalable

a n dimensiones.

Como resultado de la primera fase de la experimentación se definió el valor del

75
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parámetro ε = 10−4. Dado que con dicho valor de ε se obtuvieron los mejores

valores objetivos para todas las instancias.

En la segunda fase de la experimentación se comprobó que el tipo de figura no

influye en la densidad o porciento de ocupación de las figuras en el contenedor

tipo secc–circular con un intervalo de confianza del 95 %, para la variable de

respuesta % de ocupación (pval > 0.05). En cambio en el contenedor tipo

circular el tipo de figura si influye en el porciento de ocupación con el mismo

intervalo de confianza, para la variable dependiente (pval < 0.05) existiendo

las diferencias entre los pares (cuadrados–cuadriláteros mixtos y cuadrados–

triángulos) .

En la segunda fase de la experimentación se constató que la cantidad de fi-

guras no influye en la densidad o porciento de ocupación de las figuras en el

contenedor secc–circular, con un intervalo de confianza del 95 %, para la va-

riable de respuesta % de ocupación (pval > 0.05). Por el contrario en el

contenedor tipo circular la cantidad de figuras no influye en la densidad de

empaquetado, con el mismo intervalo de confianza, para la variable dependien-

te (pval < 0.05) existiendo las diferencias estad́ısticas significativas entre los

pares (10–8,10–7,9–8 y 9–7).

Como resultado de la segunda fase de experimentación se concluyo que el tipo

de contenedor influye en la densidad del empaque,con un intervalo de confianza

del 95 %, para la variable de respuesta % de ocupación (pval > 0.05).

Aunque el modelo propuesto no arroja buenas soluciones en tiempos razonable

para instancias medianas y grandes ( más de 20elementos triangulares y más de

10 en los casos restantes), para las instancias analizadas se obtuvieron buenos

resultados en tiempos razonables.
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5.2 Limitaciones

Al definir las figuras por sus vértices, es bastante engorroso el trabajo con

elementos formados por curvas suavizadas como es le caso de los ćırculos y

elipses.

En el trabajo no se abordo ni se utilizo métodos alternativos de solución para

el problema a tratar, como son heuŕısticas, metaheuŕısticas. El uso de tales

métodos podŕıan haber aportado un mejor punto de inicio al solucionador.

El modelo planteado no devuelve buenas soluciones en tiempos razonables para

instancias de más de 20 elementos para el caso de las figuras triangulares y

más de 10 elementos para el resto de los poĺıgonos analizados.

En la experimentación no se realizo una comparación con trabajos de la lite-

ratura existente, dado que los objetivos del trabajo se enfocan en la validación

del enfoque propuesto.

Para lograr una mayor generalidad del modelo se tiene que considerar además

elementos irregulares no convexos.

5.3 Trabajos futuros

Enfocados en dar solución a las limitaciones detectadas en la investigación.Se

plantean nuevas lineas de investigación a seguir en trabajos futuros.

Desarrollar o implementar algún método alternativo de solución (Heuŕıstica o

Metaheuŕıstica ), para abordar este problema. De este modo contaremos con

una solución inicial al problema. Esta solución puede servir como punto de

inicio de solucionador utilizado.
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modificar instancias de la literatura y realizar una comparación del modelo

propuesto con los ya existentes.

Realizar una descomposición del modelo para tratar de escalar las soluciones

a tamaños de instancias de la vida real(300 elementos). Además de escalar en

cantidad de lados y tipos de elementos a empacar.

Realizar modificaciones al modelo para permitir el empaquetado de figuras no

convexas formadas por elementos convexos.



Apéndice A

Instancias y Resultados

A.1 Descripción detallada de las instancias

A.1.1 Triángulos

Las instancias con figuras triangulares se crearon con triángulos equiláteros co-

mo se muestra en la figura A.1 de la página 79, sus caracteŕısticas están detalladas en

la tabla A.1de la página 80. Dicha tabla muestra tanto las caracteŕısticas de los ele-

mentos a empaquetar como las del contenedor óptimo encontrado. Las coordenadas

solución de las figuras se pueden encontrar en Optimal packaging/Triangles.

Figura A.1: Triángulo equilátero de muestra

79

https://github.com/binpacking-uanl/AMPL/tree/master/Optimal_packaging/Triangles
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A.1.2 Rectángulos

Las instancias con figuras Rectangulares se utilizaron rectángulos como el que

se muestra en la figura A.2 de la página 81, sus caracteŕısticas están detalladas en

la tabla A.1de la página 80. Dicha tabla muestra tanto las caracteŕısticas de los ele-

mentos a empaquetar como las del contenedor óptimo encontrado. Las coordenadas

solución de las figuras se pueden encontrar en Optimal packaging/Rectangles.

Figura A.2: Rectángulo de muestra

https://github.com/binpacking-uanl/AMPL/tree/master/Optimal_packaging/Rectangles
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A.1.3 Cuadrados

Las instancias con figuras cuadradas, son como el que se muestra en la figura

A.3 de la página 83, sus caracteŕısticas están detalladas en la tabla A.1de la página

80. Dicha tabla muestra tanto las caracteŕısticas de los elementos a empaquetar

como las del contenedor óptimo encontrado. Las coordenadas solución de las figuras

se pueden encontrar en Optimal packaging/Squares.

Figura A.3: Cuadrado de muestra

https://github.com/binpacking-uanl/AMPL/tree/master/Optimal_packaging/Squares
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A.1.4 Cuadriláteros mixtos

Las instancias con cuadriláteros, están formadas por diferentes cuadriláteros

como se observa en la figura A.4 de la página 85, sus caracteŕısticas están detalladas

en la tabla A.4 de la página 86. Dicha tabla muestra tanto las caracteŕısticas de

los elementos a empaquetar como las del contenedor óptimo encontrado. Las coor-

denadas solución de las figuras se pueden encontrar en Optimal packaging/Mixed

quadrilaterals.

(a) Rectángulo (b) Cuadrado

(c) Rombo1 (d) Rombo2

Figura A.4: Muestra de los cuadriláteros.

https://github.com/binpacking-uanl/AMPL/tree/master/Optimal_packaging/Mixed_quadrilaterals
https://github.com/binpacking-uanl/AMPL/tree/master/Optimal_packaging/Mixed_quadrilaterals
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lá
te

ro
s

m
ix

to
s

en
co

n
te

n
ed

or
se

cc
–c

ir
cu

la
r

E
le

m
en

to
s

C
on

te
ne

do
r

M
od

el
o

R
es

ul
ta

do

D
im

.l
ad

os
fig

ur
a

Á
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A.1.5 Pentágonos

En la figura A.5 de la página 88 se muestra la nomenclatura de los lados y ángu-

los de los pentágonos descritos en la tabla A.1de la página 80. Dicha tabla muestra

tanto las caracteŕısticas de los elementos a empaquetar como las del contenedor

óptimo encontrado. Las coordenadas solución de las figuras se pueden encontrar en

Optimal packaging/Pentagons.

Figura A.5: Pentágono de muestra

https://github.com/binpacking-uanl/AMPL/tree/master/Optimal_packaging/Pentagons
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A.1.6 Hexágonos

En la figura A.6 de la página 90 se muestra la nomenclatura de los lados y ángu-

los de los Hexágonos descritos en la tabla A.1de la página 80. Dicha tabla muestra

tanto las caracteŕısticas de los elementos a empaquetar como las del contenedor

óptimo encontrado. Las coordenadas solución de las figuras se pueden encontrar en

Optimal packaging/Hexagons.

Figura A.6: Pentágono de muestra

https://github.com/binpacking-uanl/AMPL/tree/master/Optimal_packaging/Hexagons
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