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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Problemas de corte y empaquetamiento en dos

dimensiones

Los problemas de empaquetamiento son aquellos donde se pretende encontrar la dis-

posición de un conjunto de objetos dentro de un contenedor dado que sea optimizado un

resultado. Este resultado se puede definir como minimizar el área desaprovechada, maximizar

el área ocupada o un grupo de funciones que luego serán explicadas a más profundidad.

Este tipo de problema está muy relacionado con la industria: en el área de corte y

manufacturas. El estudio de esta área de la optimización es ampliamente tratada en la

literatura [1],[2],[3], [4]. Los problemas de empaquetamiento pertenecen a la clase de com-

plejidad NP-HARD. Por lo general los modelos matemáticos correspondientes a problemas

de empaquetamiento no son lineales [5].

Las formulaciones actuales para estos modelos distan de ser representativas de los

problemas de la realidad. Esto es consecuencia de la complejidad que representa resolver

una modelo con estas caracteŕısticas. Por lo cual es necesario investigar y desarrollar nuevas

estrategias de optimización que permitan obtener mejores resultados más cercanos a las

necesidades[6].

1



Caṕıtulo 1. Introducción 2

1.2 Objetivos

Proponer un algoritmo para el problema de empaquetamiento de politopos en conte-

nedores convexos

1. Formular un modelo matemático descomponiendo objetos según sus lados.

2. Desarrollar condiciones de no intersección.

3. Formular condiciones de contenimiento.

4. Identificar debilidades de la formulación.

1.3 Motivación

Los problemas de optimización combinatoria representan un área vital para el desarrollo

de la sociedad. Con el actual desarrollo de la ciencia deviene una mayor demanda de recursos.

El papel de la investigación de operaciones es elevar los indicadores de eficiencia de los

procesos. De esta forma con la optimización de recursos se reducen los impactos ambientales,

se reducen costos de producción y se favorece la economı́a de mercado.

Existen en la literatura un gran número de investigaciones en esta rama y la comunidad

cient́ıfica se encuentra repartida en el estudio de diferente problemas. En el caso del estudio

de problemas de empaquetamiento la comunidad no es muy extensa. Por lo cual surge la

necesidad de incentivar la investigación en esta área.

Los retos a los que se enfrentan los investigadores de esta área de la optimización no son

pocos. Nos encontramos ante modelos de optimización de gran escala y bilineales, además

para representar situaciones reales es necesario empacar en tres dimensiones lo cual hace

más complicado aún el problema. Las herramientas disponibles para resolver estos modelos

ofrecen soluciones para instancias cuyo tamaño no se ajusta a las necesidades de la industria.

A su vez estos retos representan un área de oportunidad para los investigadores del

campo de la optimización. Es necesario desarrollar algoritmos capaces de resolver los pro-

blemas asociados a la industria. Para lo cual este proyecto pretende emplear una serie de
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herramientas bien conocidas en el mundo de la investigación de operaciones, pero en algunos

casos poco estudiadas en los problemas de empaquetamiento.

1.4 Relevancia

Con el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas de manufactura, como la impresión 3D, surge la

necesidad de apoyar el proceso de diseño de piezas con propiedades espećıficas. Es aśı como

toman un nuevo auge los problemas de empaquetamiento ofreciendo soporte a la manufactura

aditiva.

1.5 Hipótesis

Con la formulación propuesta se pretende encontrar soluciones para el problema de

empaquetamiento de politopos en contenedores convexos.

1.6 Alcance

Para definir el alcance de este trabajo seŕıa válido señalar que forma parte de un

proyecto a largo plazo que busca una aplicación en la industria. Si bien el objetivo del trabajo

es plantear y validar el modelo propuesto, se pretende finalmente apoyar con algoritmos los

proceso de manufactura aditiva (Impresión en 3D).

Este campo de la manufactura es reciente, cada vez los precios de son menores y

los tiempos de producción van disminuyendo. Por lo cual se prevé que en pocos años esta

tecnoloǵıa reemplace a las actuales. Por lo tanto es necesario avanzar de la mano en la parte

de desarrollo de algoritmos computacionales.
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Un recorrido por el estado del

arte.

Es casi obligatorio comenzar este recorrido hablando de Harald Dyckhoff , hasta el

momento donde publica [7] los problemas de empaquetamiento no contaban con una tipoloǵıa

definida. Este es el primer esfuerzo por desarrollar un enfoque consistente y sistemático para

una tipoloǵıa integral que englobara a los distintos tipos de problemas de empaquetamiento.

En este art́ıculo se dividen los problemas en dos grandes grupos, con o sin dimensiones

espaciales.

Problemas con dimensiones espaciales:

1. Corte de materiales.

Papel.

Plástico.

Metal.

2. Embalaje de materiales.

Empaquetamiento o carga de veh́ıculos.

Embalaje de pallets.

Carga de contenedores.

Problemas sin dimensiones espaciales:

4



Caṕıtulo 2. Un recorrido por el estado del arte. 5

1. Dimensiones de peso.

Problema de la mochila.

Carga de veh́ıculos.

2. Dimensiones de tiempo.

Balance de lineas.

Programación multiprocesdador.

3. Problemas financieras.

Asignación de presupuesto.

4. Asignación de memoria para almacenamiento de datos.

2.1 Actualidad y clasificación

No indagamos mucho en este art́ıculo ya que en 2007 Gerhard Wäscher en su publi-

cación [8] actualiza estas clasificaciones. Wäscher propone nuevos criterios de categorización

que definen diferentes problemas en comparación con Dyckhoff.

Otro factor tenido en cuenta por este estudio es la heterogeneidad de los objetos a em-

pacar. Por heterogeneidad entendemos cuan diferentes son las caracteŕısticas de los objetos.

Por ejemplo un conjunto de objetos iguales representan una instancia homogenia para un

problema. Por lo general este es uno de los factores que interviene en la complejidad de l

problema.

En este caso el primer criterio para clasificar los problemas es atendiendo a su objetivo.

Ya sea maximización de salidas o minimización de entradas.

Maximización de salidas:

1. Empaquetamiento de art́ıculos idénticos.
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2. Problema de colocación.

3. Problema de la mochila.

Minimización de entradas:

1. Problema de dimensión abierta.

2. Problema de corte de stock.

3. Problema de embalaje del contenedor.

Este trabajo se encuentra enfocado a la segunda clasificación (minimización de entra-

das). Espećıficamente a los problemas de dimensión abierta, es por eso que se hará especial

énfasis en su formulación y composición.

En este problema se pretende empaquetar un conjunto de objetos dentro de un conte-

nedor con una dimensión fija y otra que es representada en el modelo como una variable.

2.2 Trabajos relacionados

En la siguiente sección serán presentados un conjunto de investigaciones que repre-

sentan lo más novedoso en cuanto a desarrollo de algoritmos de empaquetamiento. Con el

objetivo de entender cual es la tendencia de estudio de los trabajos actuales, en cuanto a

algunos factores importantes a tener en cuenta.
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1. Dimensionalidad de los problemas

Problemas de dos dimensiones

Problemas de tres dimensiones

2. Naturaleza del problema.

Lineal.

No lineal

3. Tipo de contenedores.

Convexos y lineales

Convexos y no lineales

No convexos y lineales

No convexos y no lineales

4. Naturaleza de los objetos

Conjunto de objetos heterogéneos

Conjuntos de objetos homogéneos

Por ejemplo [9] plantea una modelo matemático para empaquetar cilindros en contene-

dores rectangulares y circulares. La formulación se basa en encontrar el máximo de cilindros

que pueda ser empaquetados en un contenedor sin intersección entre los cilindros. Es impor-

tante resaltar que aunque el modelo planteado no era lineal, las variables del problema eran

continuas.

Otro enfoque es el heuŕıstico y meta-heuŕıstico. Debido a la gran complejidad de es-

tos modelos es necesario acudir a técnicas aproximadas como lo hace [10] que presenta un

algoritmo genético secuencial y paralelizado con restricción de corte en guillotina.

Una interesante revisión del estado del arte en cuanto a algoritmos metaheuŕısticos

resulta la publicación de E. Hopper B y C. H. Turton [11]. Realiza un estudio de algoritmos

genéticos, recocido simulado, búsqueda tabú y redes neuronales. La utilización de redes
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neuronales apunta a ser una novedosa herramienta con el desarrollo de métodos como el de

aprendizaje reforzado.

Además de los enfoques exacto y aproximado por separado, se pueden utilizar com-

binados. Este es el caso de Mhand Hifi y Rachid Ouafi [12] que a partir de un modelo

matemático plantean un heuŕıstico que arroja buenas soluciones en un tiempo razonable. Se

comparan los resultados con el modelo planteado. La formulación exacta soluciona el proble-

ma para instancias pequeñas y medianas. Los problemas de empaquetamiento en general se

pueden dividir según sus caracteŕısticas, a continuación se comentaran distintas trabajos, en

su mayoŕıa bien recientes, con el objetivo de establecer el momento en el cual se encuentra el

estado del arte. Vale decir que el objetivo propuesto para esta investigación es reportar resul-

tados comparables con los mostrados en art́ıculos relacionados introduciendo formulaciones

alternativas.

En [13] podemos encontrar dos enfoques de solución uno exacto y otro aproximado al

problema de empaquetamiento de elipsoides en un contenedor ciĺındrico. En este trabajo los

objetos se pueden rotar y trasladar libremente los modelos no son lineales y se utiliza las

técnicas phi-functions [14] para plantear condiciones de no intersección y contenimiento.

Otro ejemplo de aplicación de estos problemas a la manufactura aditiva es [15], donde se

propone un algoritmo para empacar elipses de diferentes tamaños en un contenedor poligonal

dividido en varias piezas desconectadas. Este problema fue formulado como programación

entera mixta. Se propuso un algoritmo que generara soluciones iniciales factibles para definir

un punto de partida.

Una estrategia distinta para resolver este problemas son los métodos de simulación

apoyados en las caracteŕısticas f́ısicas de los objetos, por lo general este tipo de modelo

trabaja con la densidad al empacar. Aqúı se introduce el término Powder-Tecnology. Un

ejemplo son los trabajos presentados por [16] , [17] y [18].

K A Dowsland [19] presenta el que fuera en su momento un nuevo algoritmo donde

introduce objetos irregulares con un técnica efectiva para resolver problemas de empaqueta-

miento. Luego en [20] retoma la investigación con una propuesta que resulta muy interesante.

Los autores proponen un enfoque actualizado que les permite agregando estrategias de strip
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y aumentando la capacidad de diversificar del algoritmo. Lo cuál permite que los rendimiento

del algoritmo aumenten significativamente.

Lo más interesante en el caso de [21] es que trabaja con contenedores que no son

convexos. Este enfoque resulta de gran utilidad para lograr una aproximación certera a los

problemas presentados en la industria, espećıficamente en la impresión 3D, ya que este es una

de los principales retos que enfrentan los investigadores. Este estudio presenta un algoritmo

que trabaja con objetos simétricos en general aunque solo se estudian resultados de ćırculos

empacados por capas.

Para dar solución a problemas de empaquetamiento han sido propuestos varios al-

goritmos y métodos exactos en [22] se realiza un análisis de varios algoritmos heuŕısticos,

algoritmos genéticos (GA), recocido simulado (SA) y búsqueda local. Luego se combinan en-

tre śı convergiendo a mejores soluciones en menor tiempo de ejecución. Aunque el problema

presentado no es una de los mas complejos este sin lugar a dudas representa un ejemplo de

cuan útil pueden ser los algoritmos Heuŕısticos y Meta-heuŕısticos.

Uno de los trabajos mas recientes que tiene como objetivo oraganizar la terminoloǵıa

existente hasta e momento relacionados con manufactura aditiva y empaquetamiento es [23].

Donde se describen métodos utilizados y se proponen un nuevo grupo de instancias.
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(a) Put your sub-caption here

(b) Put your sub-caption here

Figura 2.1: Put your caption here

2.3 Aplicaciones

Jakob Puchinger, Gunther R. Raidl, y Gabriele Koller desarrollan un algoritmo para

realizar el corte de piezas de vidrio solicitadas por clientes. El objetivo del problema propuesto
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es minimizar el número de láminas a utilizar para realizar los cortes [3]. Se utilizaron técnicas

evolutivas que se contrastaron con estrategias greedys y técnicas de ramificación.

Reinaldo Morabito y Marcos Arenales un enfoque clásico para solucionar un problema

de corte de piezas de madera en una fabrica de muebles [4]. se logra una compensación entre

cortar patrones más simples y patrones que generen menor desecho.
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Modelo matemático

A continuación será formalizado el modelo propuesto para el problema empaqueta-

miento de un conjunto de objetos heterogéneos en contenedores convexos y no convexos.

En cada uno de los siguientes tópicos se explicará detalladamente las condiciones y partes

que conforman al modelo matemático. Se finalizará con una de metodoloǵıa para realizar la

validación del mismo.

3.1 Función Objetivo

El problema de empacar objetos en un contenedor puede tener varias funciones objeti-

vos asociadas. Las expresiones objetivos suelen ser funciones de las dimensiones de contenedor

o del área utilizada por los objetos.

La naturaleza puede ser tanto minimizar como maximizar, a continuación se muestran

ejemplos de ambos casos:

Maximizar:

Maximizar el área o volumen ocupado.

Maximizar la distancia entre distintos subgrupos de objetos.

Maximizar la cantidad de objetos dentro de un contenedor.

Minimizar:

13



Caṕıtulo 3. Modelo matemático 14

Minimizar el espacio desocupado.

Encontrar el número mı́nimo de contenedores para empaquetar un conjunto de objetos.

Encontrar el contenedor rectangular de mı́nima altura que contiene a un conjunto de

objetos.

Estos son solo algunos ejemplos, es importante señalar que en los casos donde la función

objetivo está relacionada con el área esta no será lineal lo cual complejiza más aún el proceso

e solución. Es por esto que resulta el muy importante escoger muy bien la formulación para

no agregar no linealidades innecesarias.

3.2 Condiciones geométricas.

Las condiciones geométricas son aquellas que definen a un objeto en el espacio. Existen

varias formas de definir estas condiciones, en este caso los objetos serán representados como

un conjunto de desigualdades que representan sus lados.

Estas figuras se dividen en dos grupos por sus caracteŕısticas: regulares e irregulares.

Los regulares tienen como caracteŕıstica que cada uno de sus lados y ángulos son iguales. Para

los poĺıgonos irregulares basta aclarar que son aquellos que no cumplen con las anteriores

caracteŕısticas.

Serán utilizadas propiedades de optimización para la formulación de las condiciones de

no intersección y contenimiento. Mientras que para representar la movilidad de figuras en el

plano se utilizará una transformación, que permitirá la rotación de la cada figura sujeta al

ángulo Φ y la traslación descrita por la variación ∆T .

De forma tal que esta transformación queda representada de la siguiente forma.

Supóngase que G es un objeto representado por sus j lados por las curvas gj y a su ves

G ∈ R2:

G = {x : gj(x) ≤ 0, j = 1, 2...J},
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(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

Figura 3.1: Put your caption here

Entonces si la figura en cuestión estuviera representada por un tres lados lineales (triángulo)

la correspondiente matriz que la representa estaŕıa dada por:

G =



g1

g2

.

.

.

gn


(3.1)

Las matrices de rotación y traslación para dos dimensiones están dadas por:

R =

cos(φ) −sen(φ)

sen(φ) cos(φ)

 (3.2)

∆T =

∆x

∆y

 (3.3)

De esta forma realizando una transformación lineal es posible abarcar todo el espacio
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(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

Figura 3.2: Put your caption here

de posibles soluciones para cada una de los objetos. Por lo cual resulta interesante el plan-

teamiento del modelo de esta forma y que en el mejor de los casos se garantiza que el óptimo

del modelo planteado de esta forma coincidiŕıa con el óptimo teórico del problema.

3.2.1 Condiciones de no intersección.

Si decimos que G y P son conjuntos acotados en Rn y nos gustaŕıa comprobar si

G ∩ P = ∅ . Tenemos:

G = {x : gj(x) ≤ 0, j = 1, 2...J},

P = {x : pk(x) ≤ 0, k = 1, 2...J}.

Por definición, G∩ P = ∅ si para cualquier x ∈ P se viola al menos una restricción en G, es

decir.

∀x ∈ P tenemos máx
j
gj(x) ≥ 0. (3.4)

No es dif́ıcil verificar que esto es equivalente a:

δ ≡ mı́n
x∈P

máx
j

(x) ≥ 0. (3.5)

Por la definición de maximizar, la última desigualdad puede expresarse como:

δ ≡ mı́n
x,z
{z : z ≥ gj(x), j = 1, 2...J, x ∈ P} ≥ 0. (3.6)
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Asumiendo que gj(x), pk(x) son funciones convexas y diferenciables. Entonces el problema

optimización es un problema de programación convexo. El correspondiente lagrangiano de

la función tiene la forma:

L(x, z, u, v) = z +
∑
j

uj(gj(x)− z) +
∑
k

vkpk(x), u, v ≥ 0.

Las condiciones de optimalidad se pueden expresar como:

∂L/∂z = 1−
∑
j

uj = 0,

∂L/∂x =
∑
j

uj∇gj(x) +
∑
k

vk∇pk(x) = 0,

gj(x)− z ≤ 0, uj(gj(x)− z) = 0, j = 1, 2..., J,

pk(x) ≤ 0, uk(pk = 0, k = 1, 2..., K,

Finalmente, tenemos que la condición (3.6) es equivalente al siguiente sistema:

∑
j

uj = 1, (3.7)

∑
j

uj∇gj(x) +
∑
k

vk∇pk(x) = 0,

gj(x)− z ≤ 0, uj(gj(x)− z) = 0, j = 1, 2..., J,

pk(x) ≤ 0, ukpk(x) = 0, k = 1, 2..., K,

z, u, v ≤ 0

Teniendo en cuenta que J + K y las condiciones complementarias uj(gj(x) − z) = 0, j =

1, 2..., J y uk(pk = 0, k = 1, 2..., K, son equivalentes a 2 restricciones

∑
j

uj(gj(x)− z) = 0,
∑
k

ukpk(x) = 0.

Por lo tanto, para establecer la no intersección, necesitamos restricciones K + J + n+ 3 con

respecto a n+K + J = 1 variables (z, x, u, v).
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3.2.2 Caso lineal

Suponiendo que G y P son politopos:

gj(x) = ajx+ bj, pk(x) = ckx+ dk,

donde aj, ck ∈ Rn, bj, dk ∈ R. Entonces el problema de optimización en (3.6) es un problema

de programación lineal.

δ ≡ mı́n
x,z
{z : z ≥ ajx+ bj, j = 1, 2...J, ckx+ dk, k = 1, 2..., K, } ≥ 0. (3.8)

La función lagrangiana correspondiente es

L(x, z, u, v) = z +
∑
j

uj(ajx+ bj − z) +
∑
k

vkckx+ dk, u, v ≥ 0.

El dual asociado esta dado por::

max
∑
j

ujbj +
∑
k

vkdk

s.t. ∑
j

uj = 1,

∑
j

ujaj +
∑
k

vkck = 0,

u, v ≥ 0.

Por el teorema de la dualidad fuerte (la solución factible primal-dual es óptima si los objetivos

correspondientes son iguales) tenemos que su la solución óptima de los modelos es equivalente

al siguiente sistema de desigualdades.∑
j

ujbj +
∑
k

vkdk = z (3.9)

∑
j

uj = 1, (3.10)

∑
j

ujaj +
∑
k

vkck = 0, (3.11)
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(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

(c) Put your sub-caption here

Figura 3.3: Put your caption here

ajx+ bj − z ≤ 0, j = 1, 2...J, (3.12)

ckx+ dk ≤ 0, k = 1, 2...K, (3.13)

z, u, v ≥ 0. (3.14)

Aqúı tenemos J +K + n+ 2 restricciones con respecto a las J +K + n+ 1 variables .

3.3 Condiciones de contención

Se define el contenedor Ω como un conjunto acotado en Rn definido de la siguiente

manera

Ω = {x : wl(x) ≤ 0, j = 1, 2...J},

Nos gustaŕıa comprobar si el objeto G,

G = {x : gj(x) ≤ 0, j = 1, 2...J},
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(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

Figura 3.4: Put your caption here

está contenido completamente en Ω, es decir G ⊆ Ω. Por simple consideración, asumimos

que todas Las funciones gj(x) son convexas y por tanto, G es convexo.

Por definición, G ⊆ Ω si y solo si para cualquier x ∈ G tenemos que x ∈ Ω. Es decir,

para cualquier x ∈ G tenemos que wl(x) ≤ 0, l = 1, 2...L. se puede escribir esta condición

de la forma:

δl ≡ max{wl(x) : x ∈ G} ≤ 0, l = 1, 2...L.

En general, este problema no es convexo, incluso si todas las wl(x) son funciones con-

vexas. A continuación destacamos algunos casos especiales en los que el problema es convexo

y es fácil establecer condiciones de optimización para el problema max{wl(x) : x ∈ G}.

1. Todas las wl(x) son cóncavas. Por ejemplo, este es el caso de un contenedor tipo

”florero”.

2. Todas las wl(x) son lineales.

3. Todas las wl(x) son lineales y G es un politopo. En este caso el problema para cada

δl es un problema de programación lineal y la condición δl ≤ 0 pueden establecerse

utilizando el teorema de la dualidad fuerte. Y la condición obvia para G ⊆ Ω es que

todos los vértices de G pertenecen a Ω. Sin embargo, estos vértices no se conoce a

priori y el número de vértices puede ser grande.
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[H]

Example 1 (nonconvex ”Floreroçontainer). El contenedor Ω ⊆ R2 definido de la si-

guiente forma:

Ω = {(x, y) : (x− x10)2) + (y − y0)2 ≥ R2,

(x− x10 − 2R− d)2 + (y − y0)2 ≥ R2,

x10 + 2R + d ≥ x, y0 +R ≤ y}

Geométricamente, Ω es un contenedor representado por el espacio entre los arcos de dos

circunferencias con centro a la misma altura y0 y una distancia entre los centro de ćırculos de

2R+d. Este contenedor se encuentra delimitado por encima por la linea horizontal y0+R−δ

y su ĺımite inferior es la ĺınea y0−R+ ε. Entonces para podemos verificar las condiciones de

contentamiento para este caso de la siguiente forma:

δ1 ≡ max {R2 − (x− x10)2 − (y − y0)2 : x ∈ G } ≤ 0

δ2 ≡ max {R2 − (x− x10 − 2R− d)2 − (y − y0)2 : x ∈ G } ≤ 0

Por simplicidad se decidió no platear las condiciones lineales de ĺımites superior e inferior

ωl(x). El problema d optimización de calcular δ1,δ2 es un problema convexo. Usando con-

diciones de KKT es posible establecer δ1 ≤ 0 y δ2 ≤ 0 de forma explicita en forma de un

sistema de inecuaciones.
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Agregar visualización de ”florero”hecha en python.

Ejemplo 2 (contenedor con forma poligonal): Supóngase que G y Ω son poĺıtopos.

gj(x) = ajx+ bj, ωl(x) = clx+ dl

Entonces es necesario asegurar:

δl ≡ max{ ωl(x) : x ∈ G ≤ 0, l = 1, 2, 3...L}

El correspondiente modelo de programación lineal tiene la forma siguiente:

δ ≡ max clx+ dl

ajx+ bj ≤ 0, j = 1, 2, 3...J

La función lagrangiana asociada es la siguiente:

L(x, u) = clx−
∑
j

uj(ajx+ bj), uj ≥ 0

Las condiciones de optimalidad están dadas por:

∂L

∂x
= cl −

∑
j

ujaj = 0

El problema dual se expresa de esta forma:

δ = dl +min(−
∑
j

ujbj)

s.a

cl −
∑
j

ujaj = 0

Por el teorema de dualidad fuerte se formalizan las siguientes como condiciones de conteni-

miento:
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clx
l =

∑
j u

l
j

clx
l + dl ≤ 0

cl −
∑

j ujaj = 0

ajx
l + bj ≤ 0

ull ≤ 0


l = 1, 2, 3.....L j = 1, 2, 3...J

Si fuera considerado el caso particular de un contenedor de forma rectangular:

Ω = {x : 0 ≤ xi ≤ di} ≡ {x : eix− di ≤ 0, −ei ≤ 0, i = 1, 2, 3...n}

Donde ei es un vector de valor 1 en la iésima posición y 0 en otro caso, mientras que el objeto

G está definido por:

G = {x : Ax ≤ b}

las condiciones de contenimiento se expresan como:

δ1i = max{eix−di : Ax ≤ b} and δ2i = max {−eix : Ax ≤ b} ≤ 0 for all i = 1, 2, 3....n

Se presentan dos problemas de programación lineal a resolver. El primer problema tiene esta

forma:

max {eix : Ax ≤ b}

El modelo dual asociado es:

min {uib : uiA = ei, ui ≥ 0}

Por el teorema de dualidad fuerte se tiene que la condición δ1i ≤ 0 es equivalente a:

{eixi = uib, Axi ≤ b, uiA = ei, ui ≥ 0, eix
i − di = 0} for all i = 1.2.3...n

De forma similar el segundo problema:

max {−ei : Ax ≤ b}

el problema dual asociado tiene la siguiente forma:
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min {vi : viA = −ei, vi ≥ 0}

Por último por el teorema de dualidad fuerte se puede afirmar que δ2i ≤ 0 es equivalente a:

{−eiyi = vib, uiA = −ei, eiy
i ≤ 0} for all i = 1, 2, 3...n

(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

(c) Put your sub-caption here (d) Put your sub-caption here

Figura 3.5: Put your caption here
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(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

(c) Put your sub-caption here (d) Put your sub-caption here

Figura 3.6: Put your caption here

Declaración de variables:

i Conjunto de objetos.

j Conjunto de lados.

k coeficientes del lado j.

B Altura del contenedor.

xi,j,k Variable decisión.

Z = mı́n {H}

S.A

clx
l =

∑
j

ulj (3.15)
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clx
l + dl ≤ 0 (3.16)

cl −
∑
j

ujaj = 0 (3.17)

ajx
l + bj ≤ 0 (3.18)

ull ≤ 0 (3.19)∑
j

ujbj +
∑
k

vkdk = z (3.20)

∑
j

uj = 1, (3.21)

∑
j

ujaj +
∑
k

vkck = 0, (3.22)

ajx+ bj − z ≤ 0, j = 1, 2...J, (3.23)

ckx+ dk ≤ 0, k = 1, 2...K, (3.24)

z, u, v ≥ 0. (3.25)
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Validación y experimentación

Una vez formalizado el modelo matemático se procedió a validarlo y realizar expe-

rimentación con el fin de comprender más sus potencialidades y debilidades. Para esto se

modeló en lenguaje AMPL y se resolvió a través de NEOS server desde donde se accedieron

al optimizador Ipopt.

Además se realizó un generador de instancias de prueba, aśı como un graficador de solu-

ciones para validar visualmente los resultados. Este procedimiento se realizó para problemas

en dos y tres dimensiones obteniendo los resultados que se muestran a continuación.

4.1 AMPL

En esta sección será mostrado paso a paso la forma en la cual se codificó e modelo en

lenguaje AMPL, esperando que funciones como ejemplo para futuros trabajos que encuentren

en este lenguaje de modelación la opción más idónea. Primeramente seŕıa válido resaltar las

caracteŕısticas y algunas de sus ventajas.

Este lenguaje de modelación, tiene acceso a un grupo de solvers lineales y no linea-

les que lo hacen una opción bastante completa para resolver problemas de optimización.

Además, mediante el lenguaje AMPL es posible tener acceso a la plataforma en linea de so-

lución NEOS server. Esta última constituye una herramienta muy útil para validar y realizar

experimentaciones a pequeña escala si no se tiene una licencia del solver y/o no se tiene una

capacidad de cómputo requerida.

27
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Como todo producto de esta naturaleza AMPL tiene variedad de documentación dispo-

nible en su sitio oficial. Este paquete tiene una versión académica disponible y relativamente

fácil de gestionar, esta tiene algunas limitaciones ya que no es posible acceder a todos los

solvers internos como IPOPT pero esa desventaja la suple el acceso a NEOS server.

Entrando mas en materia, la codificación de un modelo matemático con AMPL consta

de tres archivos fundamentales con tres extensiones distintas. Primero un archivo .mod don-

de se codifica el modelos con os diferentes conjuntos, variables, parámetros, restricciones y

objetivos. Otro con extensión .dat que es donde se representa la instancia del problema mo-

delado y por último la extensión .run donde se especifican una serie de parámetros deseables

para resolver el problema de optimización.

4.1.1 Archivo .mod

En esta parte se comienzan definiendo lo conjuntos sobre los que se encuentran definidos

las variables y parámetros del modelo. La sintaxis correcta es la siguiente:

s e t f i g u r e s ={1 ,2 ,3 ,4} ;

s e t s i d e = {1 ,2 , 3} ;

s e t comp = {1 ,2 , 3} ;

s e t conta inement cond i t i ons = {1 , 2 , 3 , 4} ;

s e t conta inement condit ions comp = {1 ,2 , 3} ;



Caṕıtulo 4. Validación y experimentación 29

Otra manera de hacer más general es la siguiente:

s e t f i g u r e s =1 . . n f i g u r e s by 1 ;

s e t s i d e = 1 . . n s i d e s by 1 ;

s e t comp = 1 . . ncomp by 1 ;

s e t conta inement cond i t i ons = 1 . . c o n d i t i o n s by 1 ;

Donde nfigures, nsides, ncomp, conditions son parámetros que deberán ser introdu-

cido en el archivo con extensión .dat esto permite generalizar el código y hacer más amigable

el proceso de experimentación. Luego de que son definidos los conjuntos se procede a definir

variables y parámetros para cada uno de los cuales es necesario especificar sus conjuntos

correspondientes y la naturaleza de las variables. En este caso todos las variables son conti-

nuas por lo tanto no es necesario hacer muchas especificaciones. Solo en aquellos casos cuyo

dominio esté restringido a valores positivos.

# Parameters s e t t i n g

param conta inement condit ions param { conta inement cond i t ions , conta inement condit ions comp } ;

param param rest t { f i g u r e s , s ide , comp} ;

# Var iab l e s d e c l a r a t i o n

var r o t t r a s { f i g u r e s , s ide , comp} ;

var z{ f i g u r e s , f i g u r e s } >= 0 ;

var U j{ f i g u r e s , f i g u r e s , s i d e } >=0;

var V k{ f i g u r e s , f i g u r e s , s i d e } >=0;

var dual conta inement { conta inement cond i t ions , f i g u r e s , s i d e } >=0;

var X cont inuous int { f i g u r e s , f i g u r e s , dim} >= 0 ;

var X cont inuous cont { conta inement cond i t ions , f i g u r e s , dim}>= 0 ;

var Tr ig v { f i g u r e s , dim} >= 0 ;

var Tras X{ f i g u r e s , dim} >= 0 ;

var F obj >= 0 ;
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var ang{ f i g u r e s } >= 0 ;

Nótese que las palabras reservadas para que la palabra reservada para declarar una

variable es var mientras que para un parámetro es param . Para definir los cunjuntos sobre

los que se encuentran definidos se utilizan {} y cada renglón termina con un ;. El próximo

paso será definir restricciones y la función objetivo, comenzando por las restricciones estas se

definen con la frase reservada subject to seguido por el nombre que se le quiera asignar a la

restricción. Luego entre {} son definidos los iteradores y sus respectivos conjuntos. Además

es posible añadir una condición posterior a : dentro de las llaves.

Es posible hacer sumatorias dentro del ciclo original de la restricción:

sub j e c t to n o n i n t e r s e c t i o n 1 { i in f i g u r e s , j in f i g u r e s : j > i } :

sum{ l in s i d e } ( r o t t r a s [ i , l , 3 ] ∗ U j [ i , j , l ] ) +

sum{ l in s i d e } ( r o t t r a s [ j , l , 3 ] ∗ V k [ i , j , l ] ) = z [ i , j ]

;

Esta operación puede ser representada en lenguajes clásicos con un grupo de ciclos

anidados, por último la forma de definir el objetivo en AMPL es:

minimize Object ive :

F obj

;

En la primera parte se define si el objetivo es de minimizar o de maximizar, luego en

el cuerpo de la función se introduce una expresión.

En la sección de anexos se muestra el resultado final de codificar el modelo matemático

planteado.
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4.2 Instancias homogéneas

En las primeras fases se trabajó con instancias homogéneas formadas por conjunto de

objeto del mismo tamaño y de la misma naturaleza.Como es posible observar en la figura para

instancias de pequeño tamaño se cumplen las condiciones planteadas en apéndices anteriores.

La figuras se encuentran dentro del contenedor definido por el conjunto de desigualdades

planteadas en el problema. Además no hay intersección entre ellas y por último es posible

afirmar que la solución en este caso coincide con el óptimo teórico.

Sin embargo en los siguientes casos de la figura el modelo propuesto no encuentra los

mejores posicionamiento posibles aunque con soluciones aceptables. Esto permite concluir

de forma preliminar que el modelo representa efectivamente el objetivo a optimizar lo cual

hace que surja la incógnita de como funcionará para otro tipo de objetos.

Tabla 4.1: Add caption

Instancias Homogéneas Heterogénea Tipo F.O Densidad

Obj2 x Ćırculo 2 0.62

Obj3 x Ćırculo 3.9 0.48

Obj4 x Ćırculo 5 0.5

Obj5 x Ćırculo 6 0.52

Obj5.2 x Ćırculo 8.75 0.43
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(a) Solución 1 circunferencias (b) solución 2 circunferencias

(c) solución 3 circunferencias (d) solución 4 circunferencias

Figura 4.1: Put your caption here

Para dar solución a esta incógnita se procedió a elaborar un grupo de instancias con-

formadas por elipses y se procedió a solucionarla con el modelo de optimización propuesto.

Primeramente es posible observar como nuevamente en el caso de dos elipses es posible

encontrar una solución que cumpla con las restricciones del modelo y además a simple apre-

ciación no parece haber una mejor solución para este caso. En los siguientes casos es posible

apreciar como la soluciones representadas tienen son relativamente mejores que la instancias

anteriores.

Nuevamente surge una interrogante, hasta ahora solo se ha trabajado con conjuntos

de objeto iguales (instancias homogéneas). Que sucederá si se vaŕıa el tamaño de los objetos

tanto en el caso de los elipses como en la de las circunferencias.
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Tabla 4.2: Add caption

Instancias Homogéneas Heterogénea Tipo F.O Densidad

Obj2.1 x Elipse 4 0.62

Obj3.1 x Elipse 5.4 0.698

Obj4.1 x Elipse 7.9 0.636

Obj5.1 x Elipse 9.7 0.64

Obj5.3 x Elipse 9.8 0.57

(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

(c) Put your sub-caption here (d) Put your sub-caption here

Figura 4.2: Put your caption here

4.3 Instancias heterogéneas

Para comenzar a estudiar este tipo de conjunto de objetos se crearon instancias forma-

das por objetos de la misma naturaleza variando su tamaño. Aunque es intuitivo el hecho

de que variando los tamaños de lo objetos se puede realizar un mejor aprovechamiento del
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espacio, este factor también complejiza el modelo y aumenta su combinatoriedad por lo cual

es más complicado llegar a la solución óptima del problema.

Este tipo de problemas son un reto para los investigadores de la rama, y el planteamien-

to desarrollado facilita su formulación. A continuación se muestran las soluciones obtenidas

para las instancia creadas y es posible observar que son soluciones mejorables pero eficientes.

El próximo paso será trabajar con conjuntos de objeto combinados (elipses y circunferencias).

(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

En este punto ya se ha validado la funcionalidad del modelo presentado y se ha estu-

diado su funcionamiento bajo distintas condiciones. Como fue comentó una de las principales

ventajas que brinda este modelo es la facilidad de representar instancias heterogéneas. En

este grupo de conjuntos cada uno de los objetos tiene un tamaño generado aleatoriamente y

se encuentra definidos como circunferencias o elipses.

En esta ocasión es sencillo encontrar al menos una solución mejor para la instancia que

representa dos objetos como se muestra en la figura. Esto pudiera estar dado por lo antes

mencionado en cuanto a la dificultad de instancias heterogéneas. Sin embargo, es posible

observar como nuevamente se encuentran buenas soluciones para todos los casos.
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Tabla 4.3: Add caption

Instancias Homogéneas Heterogénea Tipo F.O Densidad

Obj2.2 x Combinada 6.5 0.55

Obj3.2 x Combinada 7.35 0.53

Obj3.3 x Combinada 4.85 0.51

Obj4.2 x Combinada 10.3 48

Obj4.3 x Combinada 14 0.48

Obj4.4 x Combinada 9.6 5

Obj5.4 x Combinada 12.1 0.6

Obj5.5 x Combinada 12 0.446

(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here
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(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

(a) Put your sub-caption here (b) Put your sub-caption here

(c) Put your sub-caption here
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conclusiones

Fue obtenido un modelo matemático en el cual los objetos son representados como un

conjuntos de desigualdades (lados). Apoyados de las condiciones de KKT se presentaron dos

grupos de restricciones (no intersección y contenimiento). El modelo matemático planteado

es de gran complejidad ya que es un problema de programación no lineal y además es un

problema no convexo.

Con el fin de representar la movilidad de los objetos se utilizaron transformaciones

lineales que permiten la rotación y la traslación de los mismos. Estas transformaciones re-

presentan todos las posibles posiciones de un objeto en el plano por lo cual en conjunto

representan todo el espacio de posibles soluciones al modelo de optimización planteado. Esto

último permite asegurar que al reportar un óptimo en la formulación esta solución es además

el óptimo teórico del problema planteado.

Se validó la formulación planteada y se encontraron buenos resultados para tamaños de

instancias pequeños. Además, se realizó experimentación con distintos tipos de objetos va-

riando la heterogeneidad de las instancias estudiadas. El planteamiento matemático realizado

facilita la representación de conjuntos de objetos con diferentes entre śı.

Como recomendaciones a futuros proyectos sobresalió la necesidad de linealizar el mode-

lo matemático. Además, de que fue propuesto diseñar un método heuŕıstico para ser utilizado

como solución inicial que alimente al modelo matemático. La naturaleza de la formulación

facilita utilizar la paralelización para el diseño de la heuŕıstica. En general la investigación

contribuyó al planteamiento de nuevos objetivos que darán continuidad al estudio.
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5.1 Anexos

1 # Sets d e f i n i t i o n

2 set f i g u r e s ={1 ,2 ,3 ,4} ;

3 set s i d e = {1 ,2 , 3} ;

4 set comp = {1 ,2 , 3} ;

5 set conta inement cond i t i ons = {1 , 2 , 3 , 4} ;

6 set conta inement condit ions comp = {1 ,2 , 3} ;

7 set dim = {1 ,2} ;

8

9 # Parameters s e t t i n g

10 param conta inement condit ions param { conta inement cond i t ions , conta inement condit ions comp } ;

11 param param rest t { f i g u r e s , s ide , comp } ;

12

13

14

15 # Var iab l e s d e c l a r a t i o n

16 var r o t t r a s { f i g u r e s , s ide , comp } ;

17 var z{ f i g u r e s , f i g u r e s } >= 0 ;

18 var U j{ f i g u r e s , f i g u r e s , s i d e } >=0;

19 var V k{ f i g u r e s , f i g u r e s , s i d e } >=0;

20 var dual conta inement { conta inement cond i t ions , f i g u r e s , s i d e } >=0;

21 var X cont inuous in t { f i g u r e s , f i g u r e s , dim} >= 0 ;

22 var X cont inuous cont { conta inement cond i t ions , f i g u r e s , dim}>= 0 ;

23 var Tr ig v { f i g u r e s , dim} >= 0 ;

24 var Tras X{ f i g u r e s , dim} >= 0 ;

25 var F obj >= 0 ;

26 var ang{ f i g u r e s } >= 0 ;

27

28 # Object ive function

29 minimize Object ive :
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30 F obj

31 ;

32

33 ####################### RESTRICCIONES DE NO INTERSECCION #######################

34

35 s u b j e c t to i n t 1 { i in f i g u r e s , j in f i g u r e s : j > i } :

36 sum{ l in s i d e } ( r o t t r a s [ i , l , 3 ] ∗ U j [ i , j , l ] ) +

37 sum{ l in s i d e } ( r o t t r a s [ j , l , 3 ] ∗ V k [ i , j , l ] ) = z [ i , j ]

38 ;

39

40 s u b j e c t to n in t 2 { i in f i g u r e s , j in f i g u r e s : i<j } :

41 sum{ l in s i d e } U j [ i , j , l ] =1

42 ;

43

44 s u b j e c t to i n t 3 { i in f i g u r e s , j in f i g u r e s , k in comp : j > i and k < 3} :

45 sum{ l in s i d e } ( r o t t r a s [ i , l , k ] ∗ U j [ i , j , l ] +

46 r o t t r a s [ j , l , k ] ∗ V k [ i , j , l ] ) = 0

47 ;

48

49 s u b j e c t to i n t 4 { i in f i g u r e s , j in f i g u r e s , l in s i d e : j > i } :

50 sum{k in dim }( r o t t r a s [ i , l , k ] ∗ X cont inuous in t [ i , j , k ] ) +

51 r o t t r a s [ i , l , 3 ] − z [ i , j ] <= 0

52 ;

53 s u b j e c t to i n t 5 { i in f i g u r e s , j in f i g u r e s , l in s i d e : j > i } :

54 sum{k in dim }( r o t t r a s [ j , l , k ] ∗ X cont inuous in t [ i , j , k ] ) +

55 r o t t r a s [ j , l , 3 ] <= 0

56 ;

57

58 ########################## CONTENIMIENTO#####################

59

60 s u b j e c t to cont 1 {x in conta inement cond i t ions , i in f i g u r e s } :

61 ( conta inement condit ions param [ x , 1 ] ∗ X cont inuous cont [ x , i , 1 ] +
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62 conta inement condit ions param [ x , 2 ] ∗ X cont inuous cont [ x , i , 2 ] ) +

63 (sum{ l in s i d e } dual conta inement [ x , i , l ]∗ r o t t r a s [ i , l , 3 ] )=0

64 ;

65

66

67 #######################LIMITES###############################

68

69 s u b j e c t to cont 2 { i in conta inement cond i t ions , j in f i g u r e s : i < 4} :

70 conta inement condit ions param [ i , 1 ] ∗ X cont inuous cont [ i , j , 1 ] +

71 conta inement condit ions param [ i , 2 ] ∗ X cont inuous cont [ i , j , 2 ] +

72 conta inement condit ions param [ i , 3 ] <= 0

73 ;

74

75

76 s u b j e c t to FO { i in conta inement cond i t ions , j in f i g u r e s : i = 4} :

77 conta inement condit ions param [ i , 1 ] ∗ X cont inuous cont [ i , j , 1 ] +

78 conta inement condit ions param [ i , 2 ] ∗ X cont inuous cont [ i , j , 2 ] −

79 F obj <= 0

80 ;

81 ########################FIN LIMITES#########################

82

83 s u b j e c t to cont 5 { i in conta inement cond i t ions ,

84 k in conta inement condit ions comp , j in f i g u r e s : k<3}:

85 conta inement condit ions param [ i , k ] −

86 sum{ s in s i d e } dual conta inement [ i , j , s ] ∗ r o t t r a s [ j , s , k]=0

87 ;

88

89 s u b j e c t to Const ra in t 6 { i in conta inement cond i t ions , j in f i g u r e s , k in s i d e } :

90 sum{ l in comp : l<=2} r o t t r a s [ j , k , l ]∗ X cont inuous cont [ i , j , l ]+

91 r o t t r a s [ j , k , 3 ] <= 0

92 ;

93 ################# CONDICIONES DE TRASLACION ROTACION ###############
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94

95 s u b j e c t to t r a s r o t C o n s t r a i n t 1 { i in f i g u r e s , j in s i d e } :

96 r o t t r a s [ i , j , 1 ] = param rest t [ i , j , 1 ] ∗ cos ( ang [ i ] ) +

97 param rest t [ i , j , 2 ] ∗ sin ( ang [ i ] )

98 ;

99

100 s u b j e c t to t r a s r o t C o n s t r a i n t 2 { i in f i g u r e s , j in s i d e } :

101 r o t t r a s [ i , j ,2 ]= param rest t [ i , j , 2 ] ∗ sin ( ang [ i ] ) −

102 param rest t [ i , j , 1 ] ∗ cos ( ang [ i ] )

103 ;

104

105 s u b j e c t to t r a s r o t C o n s t r a i n t 3 { i in f i g u r e s , j in s i d e } :

106 r o t t r a s [ i , j , 3 ] = param rest t [ i , j , 1 ] ∗ Tras X [ i , 1 ] −

107 param rest t [ i , j , 2 ] ∗ Tras X [ i , 2 ] + param rest t [ i , j , 3 ]

108 ;

109

110 s u b j e c t to Cons t r a in t p i { i in f i g u r e s } :

111 ang [ i ] <= 3.14

112 ;
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Tabla 5.1: Add caption

Instancias Homogéneas Heterogénea Tipo F.O Densidad

Obj2 x Ćırculo 2 0.62

Obj2.1 x Elipse 4 0.62

Obj2.2 x Combinada 6.5 0.55

Obj3 x Ćırculo 3.9 0.48

Obj3.1 x Elipse 5.4 0.698

Obj3.2 x Combinada 7.35 0.53

Obj3.3 x Combinada 4.85 0.51

Obj4 x Ćırculo 5 0.5

Obj4.1 x Elipse 7.9 0.636

Obj4.2 x Combinada 10.3 48

Obj4.3 x Combinada 14 0.48

Obj4.4 x Combinada 9.6 5

Obj5 x Ćırculo 6 0.52

Obj5.1 x Elipse 9.7 0.64

Obj5.2 x Ćırculo 8.75 0.43

Obj5.3 x Elipse 9.8 0.57

Obj5.4 x Combinada 12.1 0.6

Obj5.5 x Combinada 12 0.446
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[7] “Una tipoloǵıa de problemas de corte y embalaje,” European Journal of Operational

Research.

43



Bibliograf́ıa 44
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