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RESUMEN

En esta tesis se propone un diseno de algoritmos que permiten la estabilizacion y
sincronizacién de diferentes sistemas dindamicos en un tiempo predefinido. Para lograr
esto, se han desarrollado leyes de control que limitan el tiempo de convergencia a un
valor arbitrario, independiente de las condiciones iniciales de los estados de los sistemas.
Ademas, se ha establecido el tiempo predefinido como un parametro del controlador. En
primer lugar, se disena una ley de control para un sistema de motor sincrono de imanes
permanentes (MSIP o PMSM en sus siglas en inglés) en tres casos; a) sin perturbacio-
nes, b) en presencia de un disturbio no acotado que satisface la condicién de Lipschitz
y ¢) en presencia de ambos, un ruido blanco estocdstico y un disturbio determinista no
acotado. Por otro lado, se aplicaron diferentes técnicas para resolver el problema de esta-
bilizacién /sincronizacién en tiempo predefinido en sistemas no lineales auténomos y redes
neuronales competitivas. En el caso de los sistemas no lineales auténomos, se utilizé la
técnica de backstepping para disenar una ley de control lineal y variable en el tiempo que
permite llevar todos los estados al origen en tiempo predefinido. En cuanto a las redes
neuronales competitivas, se disen6 una entrada de control continuo lineal y variable en el
tiempo que permite lograr la sincronizacién en tiempo predefinido en presencia de pertur-
baciones deterministas y ruidos blancos estocasticos. Para validar los resultados teoricos
de estos disenos de controles, se han realizado simulaciones numéricas que demuestran la

estabilizacién /sincronizacién de los estados del sistema al origen en tiempo predefinido.

X1V



ABSTRACT

The thesis presents the design of predefined-time convergent algorithms to achieve
the stabilization/synchronization of different dynamic systems. In the control laws pro-
posed, the converge time is bounded by an arbitrary time, which is chosen in advance,
regardless of the initial values of the systems, and the predefined time can be set as a
controller parameter. First, we design a control law for a permanent magnet synchronous
motor system (PMSM) in three cases; a) disturbance-free, b) in presence of an unbounded
disturbance satisfying a Lipschitz condition and ¢) in presence of both, a stochastic white
noise and an unbounded deterministic disturbance. The backstepping technique is applied
to solve the predefined-time stabilization problem for an autonomous nonlinear system,
where nonlinear terms are unknown but satisfy a linear growth condition. Consequently,
a linear time-varying control law was designed to autonomous nonlinear systems with li-
nearly growing nonlinearities in scalar, two-dimensional, and n-dimensional cases, driving
all states to the origin in predefined-time. Finally, the predefined time synchronization of
Competitive Neural Networks (CNN) is researched. The aim in this case was designed a
linear time-varying continuous control input driving the synchronization error at the ori-
gin for a priori predefined-time, where the CNN response system is considered in presence
of deterministic disturbances satisfying Lipschitz condition and stochastic white noises.
In other words, our goal was to achieve the drive-response CNNs predefined-time synchro-
nization in presence of deterministic disturbances and stochastic white noises. Numerical
simulations are provided for each case to validate the stabilization/synchronization of the

system states to the origin in predefined-time.

XV



CapriTULO 1

INTRODUCCION

El objetivo de esta seccién es dar a conocer la historia y el estado del arte sobre
los algoritmos de control convergentes en tiempo finito, fijo y predefinido de sistemas
dindmicos con diferentes caracteristicas ya sea escalares, multivariables, con o sin distur-
bios deterministicos y estocasticos. El enfoque es dirigido al tiempo de convergencia y las

aplicaciones de estos algoritmos en diferentes tipos de sistemas dindmicos.

1.1 ANTECEDENTES

1.1.1 ALGORITMOS DE CONTROL PARA SISTEMAS DETERMINISTICOS.

La formulacion de un control de algin sistema y su modelo mateméatico puede verse
afectado por varias discrepancias como parametros desconocidos del sistema, disturbios
externos desconocidos y dindmicas no modeladas.

Es por eso que para el area de control fue un gran reto el disenar leyes de control que
logren un desempeno deseado para el sistema de lazo cerrado en presencia de perturba-
ciones/incertidumbres. Con esto surge un enfoque llamado control por modos deslizantes
en la década de los setentas, [3, 4], el cual se ha utilizado para resolver diferentes tipos de
problemas en la préctica [5, 6, 7]. Como se sabe, existen controles lineales escalares que
trabajan por medio de la retroalimentacién que logran que un sistema lineal controlable
pueda ser llevado asintéticamente al origen [8]. El control PD (proporcional-derivativo) y
el control PID (proporcional-integral-derivativo) son dos tipos de controles que se utilizan

comunmente en diversas aplicaciones. El PD utiliza dos términos para regular la salida
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de un sistema. Un término que es proporcional al error entre la salida deseada y la salida
real, mientras que el término derivativo es proporcional a la tasa de cambio del error
[9, 10, 11, 12]. Por otro lado el PID utiliza tres términos para regular la salida de un
sistema. Ademas de los términos proporcional y derivativo, también incluye un término
integral, que es proporcional al error acumulado con el tiempo [13, 14, 15, 16, 17, 18].
A pesar de que estos dos tipos de controles son muy sencillos y robustos, tienen varias
desventajas como no ser tan precisos y el tiempo de convergencia al punto de equilibrio

es asintotico.

Por otro lado, en [19] se presenta el control discontinuo convencional por modos
deslizantes que proporciona una convergencia en tiempo finito al origen para sistemas de

grado relativo uno, en presencia de disturbios acotados.

El estudio de estabilizar el estado de un sistema lineal en el origen exactamente
en un tiempo finito fue dado en [20]. Aqui los autores dieron un primero resultado con
respecto a los reguladores en tiempo finito, el cual consistia en establecer el diseno de un
regulador continuo llevando todos los estados del sistema en una cadena de integradores
al origen en tiempo finito. Sin embargo, este algoritmo de control no es robusto con
respecto a disturbios externos, cuya influencia puede cambiar significativamente el punto

de equilibro siendo diferente de cero.

La aplicacion de los algoritmos de control convergentes en tiempo finito tuvo tanta
importancia que se desarrollé en algunos sistemas dindmicos como: sistemas de esta-
do acotado en tiempo finito [21, 22|, sistemas de suspensién automotriz [23, 24|, naves
espaciales rigidas en presencia de incertidumbres de inercia y perturbaciones externas
[25, 26, 27, 28], convertidores de potencia donde el objetivo es generar corrientes de red
con la menor distorsién armonica [29], sistemas Takagi-Sugeno [30, 31, 32, 33|, sistemas
con saltos Markovianos [34, 35, 36|, sistemas de control activados por eventos subactua-
dos [37, 38|, sistemas polinomiales que comprenden términos inciertos y no linealidades

de entrada [39)], sistemas de control de rechazo de perturbaciones [40, 41, 42|, entre otros.

Una desventaja del problema del control por modos deslizantes es el llamado efecto

“chattering” debido a la alta frecuencia de conmutacién del control. Sin embargo en las
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siguientes investigaciones se ha tratado de reducir el chattering y facilitar el diseno de
controles, [43, 44, 45, 46]. Estos algoritmos permiten la adaptacién sin sobreestimar la

ganancia [47, 48, 49, 50].

Una nueva clase de control por modos deslizantes fue presentado en [51], llamado
“twisting”. Una caracteristica notable del control por modos deslizantes de segundo orden
consistia en su capacidad para dirigir la variable deslizante (siendo con frecuencia la salida
del sistema) a cero en conjunto con su derivada en tiempo finito en presencia de disturbios

acotados o con disturbios que cumplieran con la condicion de Lipschitz.

Una investigacion que siguid, fue diseniar una ley de control continuo convergente en
tiempo fijo de modo que el estado del sistema converja al origen en un tiempo fijo [52],
ya que como velamos en el caso finito, el tiempo de convergencia era dependiente de las
condiciones iniciales del sistema, es decir, era cambiante con respecto a los valores iniciales
y esto es una deficiencia en los casos practicos, dado que en la mayoria de estos, es deseable
garantizar que la funcién de tiempo de convergencia esté acotada uniformemente y que
sea independiente de las condiciones iniciales del sistema, a este algoritmo se le llamo
“super-twisting” (ST) [53]. Por lo que en el 2011 [54], se presenta una generalizacién de
un algoritmo escalar super-twisting que da como resultado una convergencia en tiempo
fijo. En [55] se introdujeron funciones estrictas de Lyapunov para los algoritmos de control

tipo super-twisting.

Las primeras estimaciones de cotas del tiempo de convergencia para los algoritmos
de twisting y super-twisting, basados en las funciones de Lyapunov, fueron obtenidas en
[56] y [57] respectivamente. Algunos trabajos como [58], [59], han estimado el tiempo de
convergencia pero no ofrecieron un disenio de los parametros del controlador que permita
garantizar el tiempo de convergencia deseado. El algoritmo escalar de super-twisting se
extendié al caso multivariable en [60], agregando términos lineales que no se presentaban

para el caso escalar.

Durante algunos anos, un reto interesante fue encontrar una cota de la convergencia
que fuera lo mas cercana a la real y que ademas no dependiera de las condiciones iniciales

del estado, dado que muchas de las veces se tiene informacion desconocida del sistema o
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se quiere una precision mas exacta en cuestién al tiempo de convergencia. Por ejemplo,
en [61] fue propuesta una ley de control de tipo super-twisting multivariable convergente
en tiempo finito donde un estimado de la cota superior de la convergencia era calculado

siendo independiente de las condiciones iniciales.

Algunos ejemplos de los sistemas técnicos, donde los algoritmos convergentes en
tiempo fijo son directamente aplicables son: el péndulo invertido sobre un carro, motor
sincrono de imanes permanente, misil hipersénico impulsado por un motor air-breathing

jet, sistemas de robots bajo incertidumbres. [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70].

Un problema importante también para los investigadores ha sido la sincronizacion
de redes neuronales y/o sistemas dindmicos, por lo cual se han desarrollado diversos
algoritmos de control que logran una convergencia finita o fija, [71, 72, 73, 74, 75, 76, 77,
78], sin embargo estos controles no logran la sincronizacién en un tiempo deseado, si no,
que es dependiente de las condiciones iniciales del estado o solo se sabe una cota superior

de la funcién del tiempo de establecimiento.

Cuando no se tiene informacién de las condiciones iniciales del estado, se requie-
re el uso de observadores (diferenciadores). El diferenciador propuesto en [79] permite
la diferenciacion exacta robusta en tiempo real hasta cualquier orden [, siempre que la
(I+1)-ésima derivada esté acotada por una constante conocida. Otros diferenciadores im-
portantes fueron propuestos en: [80, 81, 82]. También se consideran problemas de diseno
de control y observador convergentes en tiempo finito para sistemas multidimensionales
[83, 84, 85], en particular, una cadena n-dimensional de integradores. Algunos observado-

res en tiempo fijo se propusieron en [86, 87]

Se puede observar que la mayoria de los algoritmos de control convergentes depen-
den de las condiciones iniciales, necesitan informacion del sistema o bien, el tiempo de
convergencia no puede ser asignado a priori, solamente se puede calcular una cota superior

conservativa de este.

Para resolver el problema de que la cota superior del tiempo de convergencia no fuera
tan lejana a la real, dado que en varias areas de la industria o de la practica es necesario que

el sistema converja en un tiempo deseado asignado a priori, se propuso un nuevo diseno de
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control por Pal et al. [1], en el que se aseguraba que el regulador continuo dado, era capaz
de estabilizar un sistema dinamico en forma de cadena de integradores n-dimensional al
origen dentro de un tiempo deseado, independiente de cualquier pardametro del sistema.
Sin embargo, este algoritmo resulté en un crecimiento exponencial en la magnitud del
control para condiciones iniciales negativas del estado, ademéas de que solo era robusto

con respecto a disturbios deterministicos acotados.

Otros articulos se han dedicado a estudiar las condiciones similares a las de Lya-
punov para asegurar la estabilidad en tiempo predefinido de diferentes clases de sistemas

dindmicos, estableciendo teoremas importantes, [88, 89, 90, 91].

En el caso de sistemas con funciones no lineales y desconocidas que satisfacen una
condicién de crecimiento lineal, Zhou and Shi [2] presentan un algoritmo de control ba-
sados en las funcién de Lyapunov asegurando la estabilizacién global en tiempo prescri-

to/predefinido.

Ademas de que los algoritmos convergentes en tiempo predefinido (prescrito, ar-
bitrario) se han implementado en algunas clases de sistemas no lineales, también han
tenido importancia en la sincronizacién de sistemas caéticos [92], anti-sincronizacién de
redes neuronales [93] y sincronizacién de redes neuronales competitivas o simplemente

redes [94, 95].

En el trabajo [94], los autores, disenian dos tipos de controles para lograr la sincro-
nizaciéon en tiempo predefinido, basados en los teoremas de Lypunov. El primer control
propuesto utiliza la funcién signo que lo hace ser mas sencillo que el segundo, dado que
el otro utiliza la funcién de Lyapunov y exponencial para el diseno del control. La técni-
ca implementada, fue hacer que el sistema del error entre la red neuronal competitiva
principal y la de respuesta tendiera a cero, y asi lograr la sincronizacion entre estas dos

redes.

Otros resultados presentando algoritmos de control convergentes en tiempo prede-
finido para varias clases de sistemas no lineales estan dados en las siguientes referencias:

[96, 97, 98, 99, 100, 101].
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En resumen, existe una gran variedad de controles que estabilizan diferentes clases
de sistemas dinamicos bajo disturbios deterministicos, donde su convergencia puede ser
asintdtica, finita, fija y lo mas nuevo que hay; por un tiempo predefinido. Sin embargo, nos
dimos a la tarea de investigar en el caso de los sistemas estocéasticos qué tipo de reguladores
existian y como podiamos mejorarlos. A continuacién se muestran algunas investigaciones
que han surgido a través de los anos para resolver el problema de estabilizar sistemas no

deterministicos.

1.1.2 ALGORITMOS DE CONTROL PARA SISTEMAS ESTOCASTICOS.

Las investigaciones del problema de disenar algoritmos de control que logren estabili-
zar sistemas estocasticos se puede clasificar en distintas clases, estabilidad en probabilidad,
estabilidad en momento, estabilidad casi segura, estabilidad en tiempo fijo en probabili-
dad [102, 103, 104, 105]. En las primeras 3 estabilidades estocésticas el comportamiento
es asintdtico ya que el sistema estocastico es estable cuando el tiempo se acerca al infinito.
Por lo que nuestra busqueda en la literatura se concentrara en la estabilidad en tiempo

finito y tiempo fijo que son mas actuales y con mas ventajas.

Los criterios sobre la estabilidad exponencial y la estabilidad del momento p para

sistemas estocasticos se obtienen en [106].

En sentido de probabilidad, encontramos en [107] un nuevo concepto de estabilidad
en tiempo finito, que se introducia en el ano 2010 llamado “stochastically finite-time
attractiveness”, el cual es definido para una clase de sistemas estocasticos no lineales
descritos por las ecuaciones diferenciales de It6. La funcién del tiempo de estabilidad

propuesto que dan los autores es una variable estocastica y su esperanza es finita.

Un importante teorema de Lyapunov en estabilidad en tiempo finito para los siste-
mas estocdsticos fue establecido en [103], ademds de que los autores prueban un teorema
de Lyapunov de estabilidad en tiempo finito, el cual establece que la estabilidad asintética
globalmente no es equivalente a la estabilidad en tiempo finito para algunos sistemas es-

tocasticos. Por otro lado, en [108] investigan la estabilizacién casi segura en tiempo finito
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de una clase de sistemas auténomos no lineales estocasticos, donde prueban que se puede

lograr mediante una ley de control continua.

En [109] por su parte, disena un control para un sistema estocéstico no lineal de
alto orden tal que la estabilidad en lazo cerrado es globalmente estable en tiempo finito
en probabilidad. Otra técnica utilizada en [110] para la estabilizacién en tiempo finito de

sistemas estocasticos no lineales de orden superior en lazo cerrado es la de backstepping.

Como vemos en la parte de algoritmos de control que estabilizan los sistemas es-
tocasticos en tiempo finito en probabilidad hay una gran variedad de resultados [111, 112,
113, 114, 115], sin embargo, como en el caso de sistemas deterministicos la estabilidad
de la trayectoria de los sistemas estocasticos converge en probabilidad a un estado de
equilibrio durante un intervalo de tiempo finito y permanece en el, ademas de que es de-
pendiente de los estados iniciales de los sistemas y como sabemos dificilmente se obtienen

con precision o son imposibles de obtener por adelantando.

Por otro lado, en el 2018, [116], presenta una solucién al problema de la estabilidad en
tiempo fijo para sistemas estocésticos, el cual hasta ese entonces no habia sido tratado. Las
principales contribuciones que dieron los autores fue establecer una nueva definicién sobre
la estabilidad de tiempo fijo en probabilidad, ademas de proponer teoremas y corolarios
que prueban la estabilidad en tiempo fijo en probabilidad para sistemas estocasticos no

lineales descritos por las ecuaciones diferenciales de Ito.

En [117], se presenta una ley de control continua convergente en tiempo fijo en
sentido de media p para sistemas estocasticos no lineales descritos por las ecuaciones
diferenciales de Ito, donde ademas se consideraron disturbios deterministicos no acotados

que cumplen la condicién de Lipschitz.

En conclusién y para nuestro conocimiento bajo la exhaustiva busqueda en la lite-
ratura, no existe un disenio de algoritmos de control que no requiera informacién de las
condiciones iniciales del estado y estabilice los sistemas dinamicos estocasticos al origen
en un tiempo predefinido, mas ain no existe un control que pueda estabilizar sistemas
dindmicos que ademas de estar bajo disturbios estocésticos, se consideren disturbios de-

terministicos no acotados, y que satisfagan la condicién de Lipschitz.
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1.2 MOTIVACION Y JUSTIFICACION

Los sistemas de control han tenido una larga historia e interés por parte de los
investigadores, empezando desde el siglo XIX, haciendo un gran trabajo en la Segunda
Guerra Mundial. Desde ahi, se ha desarrollado intensamente, trayendo beneficios a las
grandes aplicaciones en la industria, desde un controlador, que puede ayudar a estabilizar
la velocidad del motor de algin auto, hasta tareas importantes como lo son las militares,

que podria ser la guia de un misil.

Es un gran reto para el investigador ha sido modelar un sistema dindmico de algin
evento fisico, ya que, como sabemos, existen muchas discrepancias de por medio, desde
parametros desconocidos, disturbios externos o incluso errores humanos. Esto hizo que
se consideraran controles mas poderosos que fueran robustos y pudieran compensar los
disturbios o dinamicos no modeladas que habia en la planta a controlar. Ademas de di-
senar controles que sean robustos y estabilicen los sistemas dinamicos, se considera otro
tipos de problemas, como por ejemplo, el tiempo de estabilizacion. Como vimos en la
literatura, han surgido muchas ideas interesantes con respecto a la funcion del tiempo de
convergencia, algunos autores para eliminar la convergencia asintética, donde el tiempo de
convergencia es infinito, implementaron ideas para asegurar la convergencia en un tiempo
finito, luego siguieron investigaciones donde se aseguraba la convergencia en tiempo fijo,
donde ya se podia dar una aproximaciéon de la cota superior del tiempo de convergencia,
sin embargo todas estas propuestas tenian deficiencias, y la investigacion siguié hasta lle-
gar a los conocimientos actuales, donde el tiempo de convergencia lo podemos pre-asignar
y asegurar que el estado de los sistemas de alguna planta, se estabilicen en un tiempo
predefinido deseado, sin que dependa de condiciones iniciales del estado y en presencia
de disturbios. Este tipo de convergencia/ estabilidad es muy beneficioso en todos los as-
pectos, porque puede ser la clave para elaborar tareas en un tiempo mas rapido que los
otros controles que han surgido en la historia. Por ejemplo, en el area de la seguridad
de comunicacion, si el momento de sincronizacién tarda demasiado, puede filtrarse in-
formacion importante, poniendo en riesgo la seguridad del sistema de comunicacion, es

aqui donde una ventaja del control por tiempo predefinido se presenta, asegurando que
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el tiempo de la sincronizacion sea corto y el deseado. Otro ejemplo importante podria
ser sobre trabajos militares, donde, para que un aviéon militar logre el mayor alcance y
autonomia, se necesita una gran cantidad de combustible de tal manera que logre todas
sus tareas, por lo que interviene un avion cisterna para que pueda transferir combustible
al avion militar, sin embargo para que todo este proceso sea un éxito, se necesita una
estabilizaciéon en un periodo de tiempo corto. Para este tipo de maniobras se tiene que
contemplar un control robusto que sea eficiente con todas las perturbaciones que puede

haber desde la mas simple que se puede presentar como el flujo de aire.

Es por eso que la motivacién a realizar esta tesis, fue principalmente, que al ver
todas las aplicaciones existentes que hay en el adrea de control, desde la mas simple a
la mas compleja, se pudiera disenar un algoritmo de control robusto que fuera capaz
de estabilizar en tiempo predefinido a diferentes clases de sistemas dindamicos, desde no
lineales bajo disturbios con diferentes propiedades hasta sistemas estocasticos y redes

neuronales competitivas.

1.3 APORTACIONES

1.3.1 ESTABILIZACION EN TIEMPO PREDEFINIDO DE UN MOTOR

SINCRONO DE IMANES PERMANENTES.

El capitulo 3 presenta el diseno de algoritmos de control continuos convergentes
en tiempo predefinido para llevar los estados del sistema de un motor sincrono de ima-
nes permanentes (MSIP) en tres casos: libre de disturbios, donde el motor se encuentre
en presencia de disturbios deterministicos que satisfacen la condiciéon de Lipschitz, y un
ultimo caso donde ademas de disturbios deterministicos, el motor se encuentra bajo dis-
turbios estocasticos, como lo es el ruido blanco. La ley de control disenada es libre de
restricciones de crecimiento exponencial en la magnitud del control y conocimiento de las
condiciones iniciales exactas. Para nuestro conocimiento, este es el primer algoritmo de
control continuo convergente en tiempo predefinido aplicado para estabilizar un sistema

de un MSIP con disturbios deterministicos y/o estocdsticos, el cual permite establecer
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a priori el tiempo de convergencia incluso en presencia de varios disturbios de diferente
naturaleza. Simulaciones numéricas son realizadas para un sistema de un MSIP donde se
validan los resultados tedricos obtenidos en cada uno de los tres casos considerados. En
las simulaciones presentadas se puede mostrar que los valores empleados de las entradas
de control convergentes en tiempo predefinido son aplicables en la practica.

Los resultado se este capitulo se publicaron en:

a)Garza-Alonso, A., Basin, M., & Rodriguez-Ramirez, P. (2021). Predefined-time stabili-
zation of permanent-magnet synchronous motor. Transactions of the Institute of Measu-
rement and Control, 43(13), 3044-3054. [118]

b)Garza-Alonso, A., Basin, M., & Rodriguez-Ramirez, P. (2021, October). Predefined-time
stabilization of permanent-magnet synchronous motor system using linear time-varying
control input. In 2021 IEEE International Conference on Systems, Man, and Cybernetics

(SMC) (pp. 1412-1417). IEEE. [119]

1.3.2 ESTABILIZACION EN TIEMPO PREDEFINIDO POR

“BACKSTEPPING” DE SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS.

En el capitulo 4, se considera una clase de sistemas autéonomos no lineales, donde las
términos no lineales son desconocidos pero satisfacen una condicién de crecimiento lineal,
similar a [2]. Como se sabe, la condicién de crecimiento lineal esencialmente significa que
el estado del sistema no puede divergir a infinito en un tiempo finito. Por lo tanto, esta
es una condicion convencional para incertidumbres no lineales en un sistema practico. La
ley de control lineal variable en el tiempo convergente por un tiempo predefinido, que
estabiliza el estado del sistema al origen en presencia de no linealidades desconocidas, es
disenada en base a la técnica convencional de backstepping, el cual hace que sea sencillo
de obtener e intuitivamente consistente. En las simulaciones numéricas realizadas se puede
ver que la entrada de control disenada proporciona una menor magnitud y, en algunos
casos, los tiempos de convergencia real son mas rapidos y ademads otra ventaja es que este
control propuesto es mas facil de calcular que algunas leyes de control existentes como lo
es en el trabajo de [2].

Los resultados de este capitulo se publicaron en:
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a)Garza-Alonso, A., Basin, M., & Rodriguez-Ramirez, P. C. (2022). Predefined-Time
Backstepping Stabilization of Autonomous Nonlinear Systems. IEEE/CAA Journal of
Automatica Sinica, 9(11), 2020-2022. [120]

1.3.3 SINCRONIZACION EN TIEMPO PREDEFINIDO DE REDES
NEURONALES COMPETITIVAS POR UN CONTROL VARIABLE EN EL

TIEMPO.

Otra aportacién de esta tesis la encontramos en el capitulo 5, donde se presenta
el diseno de leyes de control que resuelven el problema de lograr la sincronizacion en
tiempo predefinido para redes neuronales competitivas (RNC) afectadas por disturbios
deterministicos que satisfacen la condicién de Lipschitz y/o disturbios estocésticos como

ruidos blancos. Las principales contribuciones son las siguientes:

= El diseno de leyes de control lineales continuas variables en el tiempo que dirijan
los errores de sincronizacion de las redes neuronales competitivas al cero en un
tiempo predefinido a priori, donde la red neuronal de respuesta esta en presencia de

disturbios deterministicos que satisfacen la condicién de Lipschitz.

= Una ley de control es disenada para llevar el sistema de errores de sincronizacion
de la RNC al cero por un tiempo predefinido a priori en presencia de disturbios
deterministicos que satisfacen la condicién de Lipschitz y también considerando

ahora ruidos blancos presentes.

= Validando la eficiencia de las leyes de control desarrolladas para las redes neuronales
competitivas se realizaron simulaciones numéricas y se compararon los resultados
con algunas técnicas de sincronizacion en tiempo predefinido ya existentes en cada

uno de los casos mencionados anteriormente.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:
a) Garza-Alonso, A., Basin, M., & Rodriguez-Ramirez, P. (2023). Predefined-time syn-

chronization of competitive neural networks with deterministic disturbances and stochas-
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tic noises. Transactions of the Institute of Measurement and Control [121].
b)Garza-Alonso, A., Basin, M., & Rodriguez-Ramirez, P. (2022, September). Predefined-
Time Synchronization of Competitive Neural Networks via Continuous Time-Varying
Control. In 2022 16th International Workshop on Variable Structure Systems (VSS) (pp.
219-224). IEEE. [122]

1.4 ORGANIZACION DE TESIS

En el capitulo 2 se presenta una sintesis tedrica de sistemas dindmicos, no lineales,
estocésticos, redes neuronales y diferentes tipos de controles. En el capitulo 3, se plantea
y, se resuelve el problema del diseno de leyes de controles convergentes en tiempo predefi-
nido para estabilizar un motor sincrono de imanes permanentes (MSIP) en tres distintos
escenarios; sin disturbios, con disturbios no acotados y en presencia de disturbios deter-
ministicos no acotados y ruidos estocasticos. Una técnica de “backstepping” para resolver
el problema de la estabilizacién en tiempo predefinido de sistemas autéonomos no lineales,
donde los términos no lineales son desconocidos pero satisfacen una condicién de creci-
miento lineal es presentado en el capitulo 4. En el capitulo 5 se presenta el problema y
la solucién de la sincronizacién en tiempo predefinido de redes neuronales competitivas
(RNC), donde la red neuronal de respuesta es considerada en presencia de disturbios de-
terministicos y estocasticos. Por 1ltimo, en el capitulo 6 se presenta las conclusiones y

trabajos futuros.




CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES

Las ecuaciones diferenciales surgen con la necesidad de describir o modelar fenéme-

nos fisicos en términos matematicos.

Definicién 1. Una ecuacion diferencial (ED), es cualquier ecuacion donde lo desconocido

es una funcion y tanto la funcion como su deriwada pueden aparecer en la ecuacion.
Algunos ejemplos importantes de ecuaciones diferenciales son:

= Ley de Newton:
d> d
w01 =1 (120 5 0)) 1)

donde m es la masa de la particula, f es la fuerza que actia en la particula y z(t)

es la posicién de la particula en el espacio en el tiempo t.

= La ecuacién de calor: la temperatura 7" en un material solido cambia en el tiempo
en un espacio de tres dimensiones, definido po x = (z, vy, z) puede ser descrita con

la siguiente ecuacion diferencial:

oT

2T 2T 2T
e 0 0 0 (t,x)) , k>0,  (22)

t) = —_— - il
.0 =k (G0 + S+

donde k es una constante positiva representando propiedades térmicas del material.

13
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2.1.1 T1POS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Ecuacién diferencial ordinaria (EDO) [123]. Es una ecuacion diferencial que con-
tiene unicamente derivadas ordinarias de una o mas variables dependientes con respecto

a una sola variable independiente.

Ecuacién diferencial parcial (EDP). Es una ecuacién en la que se presentan las
derivadas parciales de una o mas variables dependientes de dos o mas variables indepen-

dientes.

El orden de una ecuacién diferencial ya sea EDO o EDP, representa el orden de la

derivada mas alta presente en la ecuacién.

Ecuaciones diferenciales auténomas. Se dice que una ecuacién diferencial auténo-
ma o también llamada sistema auténomo, es un sistema de EDO, las cuales no dependen
explicitamente de la variable independiente. Cuando la variable es tiempo, también se les

llama sistema invariante en el tiempo.

Ecuaciones diferenciales no auténomas. Si el sistema de ecuaciones diferencia-

les depende del tiempo, entonces es un sistema no auténomo.

Una clasificacién importante de las ecuaciones diferenciales es si es lineal o no. La

ecuacion diferencial ordinaria
Ft,y,y,....y™) =0 (2.3)

se dice ser lineal si F' es una funcién lineal de las variables (y,%/, ...,4™), una definicién
similar aplica para las EDP. Entonces, la ecuacion general de una EDO lineal de orden n
es

ao(H)y'™ + a1 ()y" Y 4 .+ an(t)y = g(t). (2.4)

Una ecuacién que no es de la forma anterior es una ecuacién no lineal [124].
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Dado que la mayoria de los fenémenos fisicos son representados por ecuaciones dife-
renciales no lineales, nuestro enfoque principal en esta tesis, seran sistemas dinamicos no

lineales.

Un ejemplo simple de lo que es un sistema no lineal, tomado del libro [125], se pre-

senta a continuacién. Consideremos el péndulo simple (ver figura 2.1), donde [ denota la
longitud de la cuerda y m la masa de la bola. Para este caso se asume que la cuerda es
rigida y tiene masa cero. Denotamos 6 como el angulo de la cuerda al pivote en el eje
vertical. El péndulo oscila libremente en el plano vertical. La bola del péndulo se mueve
en un circulo de radio /.
Para escribir la ecuacion de movimiento del péndulo, vamos a identificar las fuerzas que
actian en la bola. Existe una fuerza gravitatoria igual a mg, donde g es la aceleracion
debido a la gravedad. También existe una fuerza de friccién, asumimos que es proporcional
a la velocidad de la bola con un coeficiente de friccién k. Usando la segunda ley de mo-
vimiento de Newton, podemos escribir la ecuacion de movimiento en direcciéon tangencial
como:

mlf = —mgsin() — kl6

De aqui se obtiene el modelo de estado tomando las variables de estado como x; = 6 y

o = 0. Por lo que las ecuaciones de estado son:

1;1:.172

k

Ty = _9 sin(x1) — —x9
l m

Siigualamos 1 = @9 = 0 y resolvemos para x; y s, obtendriamos los puntos de equilibrio

que se definiran a continuacién para el caso general.

2.1.2 TEORIA DE ESTABILIDAD

En esta seccién se dara a conocer definiciones y teoremas fundamentales de estabi-

lidad que nos serviran para el desarrollo de los capitulos 3, 4 y 5.
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mg

Figura 2.1: Péndulo simple.

Definicién 2. Un punto z* € R" es llamado un punto de equilibrio o punto critico de la

ecuacion siguiente:

&= f(z), (o) = o (2.5)
si f(z*) =0.
SISTEMAS AUTONOMOS

Counsidere el sistema auténomo

i = f(x) (2.6)

donde f : D — R™ es un mapeo localmente Lipschitz de un dominio D C R™ en R".
Suponemos que x* € D es un punto de equilibrio de (2.6), y considerando que este punto

de equilibrio sera el origen, esto es, * = 0, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 3. El punto de equilibrio x* = 0 de (2.6) es:

» estable si, para cada e >0, 36 =0(g) > 0 si ||z(0)|| < & entonces ||x(t)|| < € para

todo t > 0,
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= inestable, si no es estable

= asintoticamente estable si, este es estable y & puede ser elegido si ||x(0)|| < d entonces

lim x(t) = 0.

t—o00

Teorema 1. Sea x = 0 un punto de equilibrio para (2.6) y D C R™ sea un dominio que
contiene x = 0. Sea V : D — R" sea una funcion continuamente diferenciable tal que
V(0)=0, V(z) >0 enD—{0}, y V(z) <0 en D. entonces z = 0 es estable, ademds, si

V(z) <0 en D — {0}, entonces x = 0 es asintdticamente estable.

Teorema 2. El punto de equilibrio x = 0 de un sistema lineal invariante en el tiempo

dado de la siguiente forma

&= Az (2.7)

es estable si y solo si todos los valores propios de A satisfacen que la parte real de ellos
es menor o igual a cero (ReX; < 0) y para cada valor propio con la parte real igual a cero
(ReX; = 0) y multiplicidad algebraica q; > 2, rango (A — NI) = n — q; donde n es la

dimension de x. El punto de equilibrio x = 0 es (globalmente) asintdticamente estable si

y solo si todos los valores propios de A satisfacen Re); < 0.

Cuando todos los valores propios de A satisfacen Re); < 0, A es llamada la matriz
Hurwitz o matriz de estabilidad. Por lo que el origen de (2.7) es asintéticamente estable

si y solo si A es Hurwitz.

Estabilidad asintética al origen puede ser también investigada usando el método de

Lyapunov, (Teorema 1). Considere una funcién candidata de Lyapunov como
V(z) = 2" Px (2.8)

donde P es una matriz definida positiva. La derivada de V' a lo largo de las trayectorias

del sistema lineal (2.7) es dada por

V(z) =2"Pi+ i"Pr = 2T (PA+ ATP)x = —27Qu (2.9)
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donde () es una matriz simétrica definida por
PA+ ATP = —-Q. (2.10)
Si @ es definida positiva, podemos concluir que el origen es asintéticamente estable; esto

es Re); < 0 para todo valor propio de A.

Teorema 3. Una matriz A es Hurwitz; esto es Rel; < 0 para todos los eigenvalores de
A, si y solo si para cualquier matriz simétrica definida positiva () existe una matriz P
simétrica definida positiva que satisface la ecuacion de Lyapunov (2.10). Ademas si A es

Hurwitz, entonces P es la dnica solucion de (2.10).

SISTEMAS NO AUTONOMOS

Las nociones de estabilidad y estabilidad asintética de puntos de equilibrio de siste-
mas no auténomos son basicamente los mismos que fueron introducidos para los sistemas
auténomos. Lo diferente es que la solucién de un sistema auténomo puede depender tanto
de t como de ty. Por lo tanto, el comportamiento de estabilidad del punto de equilibrio

en general, serd dependiente de .

Counsideremos el sistema no auténomo

i = f(t,x) (2.11)

donde f : [0,00) x D — R™ es una funcién continua por partes en t y localmente Lipschitz
en z en [0,00) X Dy D C R" es un dominio que contiene el origen x = 0, donde este es

un punto de equilibrio para (2.11) en t = 0 si f(¢,0) = 0 para todo ¢t > 0.

Definicién 4. El punto de equilibrio x =0 de (2.11) es

w estable si, para cada e >0, 30 = d(e, tg) > 0 tal que

lz(to)]| <6 = |z(t)||<e ¥V t>1ty>0, (2.12)
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» uniformemente estable si, para cada € > 0, hay 6 = 6(¢) > 0, independiente de 1y,

tal que (2.12) se satisface,

= inestable si este no es estable,

» asintdticamente estable si este es estable y existe una constante positiva ¢ = c(to)
tal que x(t) — 0 cuando t — oo V ||z(to)]] < c.
En el caso de sistemas no lineales no autonomos tenemos el siguiente teorema de

estabilidad.

Teorema 4. Sea x = 0 un punto de equilibrio para el sistema no lineal (2.11) donde ahora
f(t,x) es una funcion no lineal y f : [0,00) X D — R™ es continuamente diferenciable,

D = {x eR" | ||z|| <}, y la matriz Jacobiana [0f/0z] es acotada y Lipschitz en D,

uniformemente en t. Sea A(t) = g—i(t,x)|m:0, entonces, el origen es un punto de equili-

brio estable exponencialmente para el sistema no lineal si este es un punto de equilibrio

exponencialmente estable para el sistema lineal & = A(t)x.

Nota: Las demostraciones de los teoremas 1, 2, 3, 4 y 5 estdn dados en el libro [125].

En el siguiente subtema se veran los teoremas de existencia y unicidad en general

para sistemas no lineales.

TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD
Consideremos un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales
i = f(t,z) (2.13)

donde f:R"™ — R"”

Definicién 5. [126] Una funcidn g(t) es una solucion de la ecuacion diferencial (2.13)

en un intervalo I si g(t) es diferenciable en I y si para todo t € I

o0 = | gt glt) = 0 (2.14)
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Teorema 5. [126] Asumimos que f(t,x) es una funcion continua y sus derivadas parciales

af(t . . . .
#, 1= 1,2,...,n existen y son continuas. Entonces para cada o existe unt_; <ty y
Zq

t1 >t tal que la ecuacion diferencial
T = f(t, ), x(tg) = o (2.15)
tiene una unica solucion x(t) en el intervalo (t_y,t;).

Ademas de que este intervalo de existencia es maximo. Cabe aclarar que t_; puede

ser —oo y t1 puede ser oo.

2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

En los capitulos 3 y 5 se presentan problemas relacionados con sistemas estocasticos
o bien ecuaciones diferenciales estocéastica, por consiguiente en esta seccién se presentaran
algunos conceptos preliminares de ecuaciones diferenciales estocdsticas para el mejor en-

tendimiento de ellos.

AXIOMAS DE PROBABILIDAD

El concepto fundamental en la teoria de probabilidad es el espacio de probabilidad,
el cual puede ser denotado por €2, con elementos denotados por w. Donde €2 es el espacio
de una muestra simple y sus elementos w son muestras o resultados experimentales. Cier-
tos subconjuntos de €2 se llaman eventos.

Asignaremos probabilidades a eventos como una funcién de probabilidad Pr(-) definida
en la clase de eventos, esto es a cada evento A asignaremos un nimero Pr(A), a esto se
le dice la probabilidad de A.

Las probabilidades pueden ser asignadas para todos los conjuntos w, todos los conjuntos
w son eventos. Ahora, al definir la clase de eventos, queremos que las operaciones de con-

juntos (uniones, intersecciones, complementos) realizadas en eventos produzcan conjuntos
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que también son eventos. Una clase de conjuntos que tenga esas propiedades es llamado

o-algebra de Borel. Mas precisamente, una clase I’ de w es llamado o-dlgebra de Borel si

1. Qe F
2. s1 A € F entonces -A € F
3. s1 Ay, Ay, ..., A, € F entonces UTA; € FyNtA, € F

4. 81 Ay, Ay, ... € F, entonces UPA; € 'y N*A; € F

Dada una clase Fj de conjuntos w, existe un unico o-dlgebra de Borel B(Fp) de

conjuntos w con las propiedades

1. Fy C B(Fp):;

2. si F} es un o-algebra de Borel de conjuntos w y si Fy C Fi, entonces B(Fy) C Fy

B(Fp) es el méds pequeno o-algebra de Borel de conjuntos w el cual contiene todos

los conjuntos de Fy y es llamado o-algebra de Borel generado por Fj.

La clase de eventos es un o-algebra de Borel B y la funciéon de probabilidad es
definida en B. Suponemos que el espacio de probabilidad 2, o-dlgebra de Borel B, y la
funcién de probabilidad Pr(-) han sido bien definidos. El triplete (€2, B, Pr(-)) es llamado

espacio probabilistico.

2.2.1 PROCESOS ESTOCASTICOS

Un proceso estocastico {z;,t € T'} es una familia de variables aleatorias indexada por
el conjunto de parametros T'. El parametro ¢ se refiere al tiempo en nuestras aplicaciones.
Si las variables aleatorias x; son discretos, decimos que el proceso estocastico tiene un
espacio de estados discretos. Si son continuos, el proceso se dice tener un espacio de estados
continuos. Note que un proceso estocastico es realmente una funcién de dos variables, el
pardmetro tiempo t y el pardmetros de probabilidad w. La notacién {X;,t € T} es la
manera corta de expresar {X;,t € T,w € Q}. Para cada t, X;(-) es una variable aleatoria.

Para cada w, X (w) es una realizacién del proceso.
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LEYES DE PROBABILIDAD DE UN PROCESO ESTOCASTICO.

Sea {X;,t € T} un proceso estocdstico. Su conjunto de pardmetros 7' puede ser
discreto o continuo. Para cualquier conjunto finito {¢1,...,t,} = {t;} € T, la funcién de
distribucién conjunta de las variables aleatorias X, ..., X;, es llamada la distribucién

finito dimensional del proceso estocéstico
FX(Xt17"'7th) (216)

para todo conjunto finito {¢;} € 7. Con esto queremos decir que con las funciones de
distribucién en la mano, podemos responder todas las preguntas probabilisticas del pro-
ceso. Equivalentemente, el proceso estocéastico puede ser caracterizado por la funcién de

densidad conjunta.

pX(th,...,th) (217)

o la funcion caracteristica conjunta

Cbth,...,th (Uny .y ) (2.18)

para todos los conjuntos finitos {¢;} € T'. Estas tres iltimas ecuaciones sirven para espe-

cificar la ley de probabilidad del proceso estocéstico. Lo cual podemos escribir
p(Xe) = p(X, 1) (2.19)

para cada t, p(-,t) es la densidad py,(-) de la variable aleatoria X(-). Similarmente
p(Xe, X)) = p(X,Y,t,7), para cada t y 7, p(-,-, t,7) es la densidad conjunta px, x_(+,-) de
las variables aleatorias X;(:) y X, (+).

La densidad condicional se define como p(X;|X,) = %.

Las densidades de primer y segundo orden de un proceso estocastico pueden contestar
muchas preguntas importantes sobre el proceso. Para los procesos Gaussiano y de Mar-

kov, estos contestan todas las preguntas sobre los procesos. Esto es, estos especifican la

ley de probabilidad de los procesos. Ahora se va a definir algunos pardmetros asociados
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con el primer y segundo orden de densidades de los procesos estocasticos.

Sea {X;,t € T'} un proceso estocéstico. La funcién del tiempo ¢

mX(t) = E[Xt]

es llamada la funcién de esperanza del proceso.

La funcién de los tiempos ¢, 7 es llamada la funcién de correlacién del proceso

vx(t,7) = B[ X, X;].

La funcién de covarianza del proceso es expresada como:

Cx(t,7) = E[(Xy —mx (8))(Xr —mx(7))]-

La funcién matricial de ¢

Px(t) = Px(t,t)

es la matriz de varianza para el vector aleatorio X;.

CONVERGENCIA DE SECUENCIAS ALEATORIAS

Sea {X,;n = 1,2,...} una secuencia aleatoria, hay un nimero de maneras en la cual
la secuencia puede converger (cuando n — o). La secuencia {X,} se dice convergente a
X con probabilidad 1 si
lim X, (w) = X(w)

n—oo

para casi todas las w. Esto es, excepto quizas en un evento A tal que Pr(A) = 0.

La secuencia {X,} se dice convergente a X en probabilidad si para cada ¢ > 0.

lim Pr(|X,(w) — X(w)| >¢) =0.

n—00 -
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La secuencia {X,} se dice que converge a X en promedio cuadrético si E[|X,|?] < oo V
n, E[|X]?] < oo y lim,, 00 E[|X — X,,|*] = 0. Representado normalmente como:

lim. X, = .

PROCESO DE WIENER

Un proceso con pardmetros continuos {X;,¢ € T'} tiene incrementos independientes

si, para cualquier conjunto finito {¢;|t; < t;11} € T, las variables aleatorias
X, — Xy, Xoy — Xoyy oo X, — Xt

son independientes. El proceso X; se dice que tiene incrementos independientes estacio-

narios si, ademas

Xt+h - X‘r+h

tiene la misma distribucién como X; — X, para todo t > 7 € T y cualquier A > 0.
Un proceso estocéstico que es de gran importancia en la teoria y aplicaciones y que fue
tratado en esta tesis, es el proceso de Wiener o movimiento Browniano.

Un proceso con parametros continuos Xy, t > 0 es un proceso de Wiener si

1. X;, t > 0 tiene incrementos independientes estacionarios;
2. para todo t > 0, X; tiene una distribucién normal;

3. para todot >0, E[X;] =0

4. Pr(Xo=0)=1,

5. tiene realizaciones continuas.

El proceso de Wiener tiene incrementos independientes estacionarios

var[X, — X;] = o*(t — 1)
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2

donde la varianza ¢° es una constante positiva. La funcién de correlacion esta dada como

y(t,7) = o*min(t, T) (2.20)

Ruipo BrLaNcCO

En el modelado de cualquier proceso fisico o dispositivo, el ingeniero procede a
modelar las variables que describen el proceso para poder predecir el proceso fisico. Sin
embargo a veces encuentra que sus predicciones son inexactas. Por lo que busca como
mejorarlo y procede a repetir muchas veces el proceso hasta llegar a un punto en el que
los modelos no mejoran su prediccién. Esto puede ser debido a errores en los instrumentos
o algunas fluctuaciones impredecibles en el proceso. Esto podria ser llamado un ruido
blanco. Formalmente definimos un proceso blanco Gaussiano {X;,t € T'} como un proceso

Gaussiano con

E{[X, - E(X)][X; - B(X,)]"} = Q(t)d(t — 7)

donde Q(t) es una matriz de covarianza definida positiva y d(t — 7) es una funcién delta
de Dirac.
Como sabemos el proceso de Wiener no es diferenciable en cualquier sentido. Sea {X;,t >

0} un proceso de Wiener, sabemos que la covarianza es
C,(t,7) = o®min(t, )

entonces, la funcién covarianza del proceso {dX,/dt} es

020)( (t, 7')
Cx = otor
sigue que
O*min(t,T)
. — 2—7
Cxtm) =5,
ahora
T st T<t
min(t, ) =

t st T>t
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asi que

» 0 st 7<t
—min(t,7) =

ot 1 s2 7>t

el cual es la funcion Heaviside o funcién salto (en 7) y su derivada con respecto a 7 es la

funcién Dirac §(t — 7) como resulta
Cy(t,7) =%t — 1)

v X es un proceso delta-correlacionado. Por lo tanto el ruido Blanco es la derivada en

promedio cuadratico débil del Proceso de Wiener.

2.2.2 SISTEMAS ESTOCASTICOS.

Sistemas dindmicos continuos con estado finito-dimensionales, que son sujetos a
disturbios aleatorios pueden ser representados por ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales.

Sean X; y W, el vector de estado n-dimensional y el disturbio aleatorio m-dimensional en
el tiempo t, respectivamente. Entonces una ecuacion diferencial general del tipo descrito

puede ser escrita como

% = f(Xy, Wy, t) t >t (2.21)
donde f es una funcién no lineal n-dimensional. La ecuacion anterior es llamada una
ecuacion diferencial estocastica o sistema dindmico estocastico continuo. La funcion del
disturbio aleatorio W; es llamado funcién driving. La condicién inicial para (2.21) puede
ser una constante fija o una variable aleatoria X;,, con una distribucion especifica. La ley
de probabilidad del proceso {W;,t > to} es asumida como especificada.

Un caso especial importante de la ecuacién (2.21) es el sistema estocdstico con un ruido

blanco Gaussiano.
dx,
dt

donde G es una funcién matricial n x m y la condicion inicial X;, que es independiente

del ruido blanco Gaussiano {,t > to}.
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Como el proceso {1} es delta-correlacionado, y por lo tanto, el ¢, no es integrable en
promedio cuadratico, y dado el resultado de la seccion anterior que un ruido blanco
Gaussiano es la derivada en promedio cuadratico débil de un proceso de Wiener. Sea

{W;, t > to} un proceso de Wiener independiente. Entonces

dW,
~— 2.2
R (2:23)
o una forma equivalente seria

Ahora, la ecuacion (2.24) solo tiene sentido cuando la integral existe

t t
X, - X, = / F(Xo,m)dr + / G(X., 7)dIV, (2.25)
to

to

donde la primera integral puede ser definida como una integral en promedio cuadratico o
como una integral ordinaria, la segunda integral seria definida como integral estocéstica

de Tto, y por lo tanto es una ecuacién diferencial estocastica de Ito.

CALcuLO EsTocAsTICO DE ITO

Lema 1. [127] Sea X; la solucion inica de la ecuacion diferencial estocdstica
dX: = f( X, t)dt + G( Xy, t)dW, (2.26)

donde X; y f son vectores n-dimensionales, G es n x m, y {W;,t > to} es un proceso de
Wiener m-dimensionales con E[dW,dW[] = Qdt. Sea ¢(X;.t) una funcion real escalar,
continuamente diferenciable en t y tenga sequnda derivada parcial mixta continua con

respecto a los elementos de X . Entonces la ecuacion diferencial estocdstica d¢ de ¢ es

dp = ¢ydt + pLd X, + %tr(GQGT)ngth (2.27)
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donde
2 ¢ _ . o
0X? 0X1X 0X1Xn
b0 00 06, | T 1
S T ) CR: ). -
92¢ 92¢ 92¢
X, X1 0XnXa X2

Observe que la ecuacién (2.27) puede ser expresada también como

46 = (6, + 64 + Str(GQG"oxx )it + 6L GdIY,

2.3 REDES NEURONALES

Debido al gran auge y aplicacion de redes neuronales, se le ha dado importancia
en la investigacion, en particular a las redes neuronales competitivas [128, 129, 130, 131,
132, 133, 134, 135]. En base a esto, en esta tesis se planted el problema de lograr una
sincronizacién de redes neuronales competitivas en tiempo predefinido. En esta seccion
se definen conceptos importantes que nos ayudaran a entender el funcionamiento de este

tipo de redes neuronales.

Una red neuronal artificial es un esquema de computacion inspirado en la estructura
del sistema nervioso de los seres humanos, siendo este un sistema adaptativo que posee
un algoritmo para ajustar sus pesos (parametros libres) para alcanzar requerimientos de

desempeno del problema basado en muestras representativas [136].

MODELO NEURONAL

Hay varios tipos de modelos de redes neuronales.
Neurona de una entrada.
En la figura (2.2) se representa el diagrama de la neurona de una sola entrada. La entrada

escalar p es multiplicada por el peso escalar w, para formar wp, uno de los términos que
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T T

a = f(wp +b)

Entrada Neurona

Figura 2.2: Diagrama de una neurona de una sola entrada.

es enviado para la sumatoria. La otra entrada, 1, es multiplicada por un bias b y entonces
pasa sumando. La salida n, a veces se dice como entrada neta, esta entra en una funcion
de transferencia f o funcion de activacion, la cual produce la salida escalar de la neurona

a. La salida de la neurona es calculada como:

a= f(wp+D).

Note que w y b son ambos parametros escalares ajustables de la neurona. Algunas fun-
ciones de transferencia mas usadas son por ejemplo: la funcion log-sigmoide, tangente

hiperbdlica sigmoide, entre otras.

Neurona con entradas multiples.
Tipicamente, una neurona tiene mas que una entrada. Una neurona con R entradas es
mostrada en la figura (2.3). Las entradas individuales py, ps, ..., pr son multiplicadas por
los elementos correspondientes wy 1, wy 2, ..., w1,z de la matriz peso W.
La neurona tiene una bias b, la cual es sumada con las entradas de los pesos para formar
la entrada neta n.

n = wi1p1 + W1,2P2 + ...+ W1,RPR + b.

Esta expresion puede ser escrita en la forma matricial

n=Wp+0
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——————
n a
f L
A
J
Y
a=f(Wp+Db)
Entradas Neurona con multiples entradas

Figura 2.3: Diagrama de una neurona con multiples entradas.

donde la matriz W para el caso de una sola neurona tiene solo una fila.

Ahora la salida de la neurona puede ser escrita como

a= f(Wp+b).

Los indices en los pesos indican el destino particular de la neurona para ese peso y el
segundo indice indica la fuente de la senal alimentada a la neurona. Por ejemplo w, 5 dice

que este peso representa la conexion a la primera neurona de la segunda fuente.

Neurona con una capa (layer).
Comunmente una neurona, con incluso muchas entradas, puede no ser suficiente. Tal vez
se necesiten 5 o 10 operando en paralelo, lo cual llamaremos una capa. En el diagrama
siguiente en la figura (2.4), note que cada R entradas es conectada a cada neurona y que la
matriz de pesos ahora tiene S filas. La capa incluye la matriz de peso, se suma el vector de
bias b, las funciones de transferencia y el vector de salida a. Cada elemento de la entrada
p es conectada a cada neurona a través de la matriz de pesos W. Cada neurona tiene
una bia b;, una suma de funcion de transferencia f y una salida a;. Todo junto, forma el

vector salida a.

Neurona con multiples capas.

Ahora consideremos una red con varias capas. Cada capa tiene su propia matriz de pesos
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Entradas

a=f(Wp+b)

Capa de S neuronas

Figura 2.4: Diagrama de red neuronal de una capa con S neuronas.

S1xR S2xSt §3xS2

P p— al 2 a 3 p—
vvl W —1Iw —
Rx1 —I Six1 $2x1 S3x1
1 2 3
n f1 >—n—» fZ n f3
)51X1 S2%x1 S3x1

S2 S3x1 s3

Entrada al = fl(wlp + bl) a2 = f2(w2p + bZ) ad3 = f3(w3p + b3)

Primera capa Segunda capa Tercera capa

a® = FB(W32(W2f1(W'p + b)) + b?) + b®)

Figura 2.5: Diagrama de una red neuronal con tres capas.

W, su propio vector de bias b, una entrada neta como vector n y una salida vector a.
Como se muestra en la figura (2.5), hay R entradas, S' neuronas en la primera capa, S*
neuronas en la segunda y asi sucesivamente. Cada capa puede tener diferente numero de

neuronas. Las salidas de las capas 1 y 2 son las entradas para las capas 2 y 3.
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Una capa que es la salida de la red es llamada la capa salida mientras que las otras son

capas ocultas.

Redes Recurrentes.
Una red recurrente es una red con retroalimentacion, donde alguna de sus salidas son
conectadas a sus entradas. Un tipo de red recurrente en tiempo discreto se muestra en la

siguiente figura (2.6) El vector p suple la condicién inicial.

p _I —
w
le 4
SxS
n(t+1) a(t+1) a(t)
O vl=—=
-
R
Sx1 S
S
L r ) \ T !
Cor.zd'ic.i()n a(0)=p a(t+ 1) = satlins(Wa(t) + b)
inicial

Figura 2.6: Diagrama de una red neuronal recurrente.

Ahora bien, ya que se introdujo el concepto de red neuronal artificial vamos a definir

el tipo de red en especifico que se utilizo en esta tesis.

Redes neuronales competitivas.
Las redes competitivas de Grossberg [137], estén inspiradas en el sistema visual, constan de
3 componentes: capa 1, capa 2y los pesos adaptativos. La capa 1 es un modelo aproximado
del funcionamiento de la retina, mientras que la capa 2 representa la corteza visual. La
red incluye, Memoria de Corto Plazo (MCP o STM por sus siglas en inglés) y Memoria
de Largo Plazo (MLP o LTM por sus siglas en ingles), mecanismos, realiza la adaptacion,

el filtrado, la normalizacién y la mejora del contraste.
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La capa 1. La capa 1 de la red de Grossberg recibe entradas externas y normaliza

la intensidad del patrén de entrada. La ecuacion de la operacion de la capa 1 es

dn'(t)
dt

2 =—n'(t) + (b'" —n'(t))[W]p" — (n'(t) + b'")[W' ]p~ (2.28)

donde € es una constante de tiempo y es la velocidad de respuesta. El p* es un valor
positivo representando la entrada excitadora a la red (la entrada que causa que la respuesta
aumente) y p~ es un valor no negativo que representa la entrada inhibidora (que causa
que la respuesta decrezca). Los bias b™ y b~ son constantes no negativos que determinan
el limite superior e inferior en la respuesta de la neurona. W' es la entrada inhibidora

de la capa 1 es [W'"|p, donde

01 1

. 10 --- 1

wo=|" . (2.29)
11 0

La entrada excitadora a la neurona 7 es la i-ésimo elemento del vector de entrada y
Wit =1 (2.30)

donde I es la matriz identidad.

La capa 2. La segunda capa de la red de Grossberg, es una capa de estadios de
tiempo continuos y realiza varias funciones. Primero, como la capa 1 normaliza la actividad
total en la capa. En segundo lugar, el contraste mejora su patrén de modo que la neurona
que recibe la entrada mas grande dominara la respuesta. Por ultimo, funciona como una
memoria a corto plazo (STM) al almacenar el patrén de contraste mejorado. La principal
diferencia entre la capa 1 y la capa 2 es que la 2 usa conexiones de retroalimentacion. La
retroalimentacién permite a la red almacenar un patrén, incluso después de que se haya
eliminado la entrada. También realiza la competencia que causa el realce del contraste del

patrén.
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La ecuacién de la operaciéon de la capa 2 es

dn?(t)

Tt

— 2 () + (b2 — 02(1)) {[WHE(02(1) + W2al} — (n2(1) + b2) (W2 (n2(1).

(2.31)
Esto es la entrada excitadora {{W?']f*(n?(t)) + W?a'} donde W?* = W'*  la cual
proporciona conexiones de retroalimentacion en el centro y consiste en pesos adaptativos
W?2. Las filas de W? después del entrenamiento, representaran los patrones prototipo.
La entrada inhibitoria en este caso es [W?~]f*(n?(¢)) la cual proporciona conexiones de

retroalimentacion.

2.4 DISENOS DE CONTROL

Como se vio en las secciones anteriores de este capitulo, se definieron conceptos
preliminares de los distintos sistemas dindmicos y tipos de redes neuronales que se tomaron
en consideracién en este trabajo. Sin embargo, falta considerar los distintos disefios de
control que se han implementado o definido en estas ultimas décadas para poder analizar

las mejorias que se proponen en esta tesis.

2.4.1 CONTROL CONVERGENTE EN TIEMPO FINITO
Counsideramos el sistema dindmico de la forma
(t) = u(t) + C(t), x(ty) = o (2.32)

donde z(t) € R™ es el sistema de estado, u(t) € R" es la entrada del control, ((t) € R" es

un disturbio que satisface la condicién de Lipschitz con una constante L conocida

1€(E1) = C(t2)]| < Lty — t2)

para cualquier ty,ty > tg
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Definicién 6. El sistema de control vectorial (2.32) es llamado convergente al origen en
tiempo finito si para una condicion inicial xy € R", existe un momento de tiempo T (zy)

tal que el estado del sistema x(t) € R" es igual a cero, x(t) = 0, para todo t > T.

Un ejemplo de un control convergente en tiempo finito fue el algoritmo propuesto

por Levant (1993) [51], de la siguiente manera. Consideremos un sistema dindmico

¥ =a(t)+b(t)u (2.33)

donde |a(t,z)| < C,0 < K,,, < b(t,x) < Ky

u = —risgn(x) — rasgn(z) (2.34)

donde 71,79 > 0, por lo que sigue con el siguiente lema:

Teorema 6. [3] Sea r1 y o que satisface las condiciones

Km(rl—l—T‘Q)—C>KM(T1—T2)+O,Km(T’1—T2> > C

entonces, el controlador (2.34) provee convergencia de las trayectorias x = © = 0 en

tiempo finito por el control de orden 2 en modos deslizantes.

La demostracién de este teorema se puede ver en el libro [3].
Como bien se dijo en el teorema este algoritmo se caracteriza por la forma en que las
trayectorias del sistema convergen al origen del plano de desplazamiento, x+ = x = 0,

luego de infinitos giros a su alrededor.

El algoritmo (2.34) es muy sencillo, pero tiene la desventaja de requerir informacién
sobre la derivada de la variable de desplazamiento, es decir, requiere al menos conocer el
signo de ¢, ademas es una ley de control discontinua y esto es poco practico para la vida

real.
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2.4.2 CONTROL CONVERGENTE EN TIEMPO FIJO

En 1998, Levant [52] propone un algoritmo robusto para sistemas dindmicos bajo
disturbios deterministicos, el cual, era convergente en tiempo finito y ademas daba una
estimacion de la cota superior del tiempo de convergencia. Este trabajo inspiro a muchos
otros investigadores para disenar algoritmos convergentes en tiempo fijo segin la siguiente

definicién.

Definicién 7. El sistema de control vectorial (2.32) es llamado convergente al origen en
tiempo fijo, si existe un momento de tiempo T tal que el estado del sistema x(t) € R" es
igual a cero, esto es; x(t) =0, para todo t > T, empezando de cualquier condicion inicial

To € R™.
Por ejemplo para el sistema (2.32), se introdujo una ley de control continua [138],
) t
u(t) = —Ai|z(t)|2sign(x) — Xo|z(t)[Psign(x(t)) — a/ sign(x(s))ds, (2.35)
to

la cual es una entrada de control llamada de tipo “super-twisting”, donde el sistema

resultante en lazo cerrado es representado como:

i(t) = —Mle()|?sign(x) = Nola(t) Psign(a(t)) +y(t),  w(to) = (x0)

g(t) = —asign(z(t)) +¢(1),  ylto) = C(to), (2.36)

donde |z| representa la norma de un escalar. Entonces sigue el siguiente teorema:

Teorema 7. Considere un sistema dinamico (2.36) en presencia de un disturbio ((t) que
satisface la condicion de Lipschitz con una constante conocida L y una condicion inicial
y(to) = ((to) acotada por una constante K. Entonces, ambos estados x(t) y y(t) convergen
al origen uniformemente en tiempo fijo Ty dado por

1 212 K
T < | —— ety
f_<)‘2(19—1)6 i A1 +M)

(2.37)
' (1+% (M—ht/\l)/Al)) +§’
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1/3
donde e >0, M =a+ L, m=a«a— L, h()\l):%l+<26> , y e es la base del

mA\i

logaritmo natural. Si se cumplen las siguientes condiciones para las ganancias del control:

a> L, \\h~Y(\) > M. El minimo valor de Ty (€) es alcanzado por € = (A /Ag)P+D/2,

La demostracién de este teorema se encuentra en el apéndice de [138].

2.4.3 CONTROL CONVERGENTE EN TIEMPO ARBITRARIO.

Definicién 8. [1/(Estable en tiempo arbitrario) El origen del sistema (2.32) es llamado

estable en tiempo arbitrario si,

= es estable en tiempo fijo,

» 47T, > 0, el cual depende de los parametros del sistema y los cuales pueden ser

evaluados por adelantado.

= es posible ajustar T, arbitrariamente haciendo variaciones en los pardametros del
sistema bajo la suposicion de que estas variaciones son permitidas para el diseno

propuesto y

= para cualquier conjunto de pardmetros, cualquiera de los siguientes enunciados puede

ser establecido

1. Ty < T, (estabilidad débil en tiempo arbitrario)

2. Ty =T, (estabilidad fuerte en tiempo arbitrario)

donde T es el tiempo fijo verdadero.
Definicién 9. (Estable en tiempo arbitrario libre) El origen del sistema (2.32) es llamado
estable en tiempo arbitrario libre si,

= es estable en tiempo fijo,

= 37T, >0, el cual es independiente de cualquier pardmetro y condiciones iniciales

del sistema y puede ser elegido arbitrariamente por adelantado v,
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= cualquiera de los siguientes enunciados puede ser establecido

1. Ty < T, (estabilidad débil en tiempo arbitrario libre)

2. Ty =T, (estabilidad fuerte en tiempo arbitrario libre)

Un ejemplo de una ley de control convergente en tiempo arbitrario libre fue propuesta
en [1]. Sea el sistema (2.32) en el caso escalar, donde se desprecia el término ((t), y sea

u(t) la ley de control no auténoma como sigue

_UM to <t <ty
u(t) = Oty = ’ (2.38)

0, ty <t,

aqui las constantes del control son definidas positivas. Los autores mediante los teoremas 1
y 2 en [1] prueban la convergencia en tiempo arbitrario libre del sistema (2.32) en sentido

de la definicion 9 para sistemas n-dimensionales.

2.4.4 CONTROL CONVERGENTE EN TIEMPO FIJO PARA SISTEMAS

ESTOCASTICOS

Ademas de los controles para sistemas dinamicos deterministicos, los reguladores
para sistemas estocdsticos han tenido gran auge en la investigacion, en esta seccion se
presentara definiciones importantes de convergencia y un ejemplo de un control para

estabilizar un sistema dinamico estocastico.
Considere un sistema dindmico estocastico de n-dimensiones

dX(t) = f(t,X(1))dt + ot X (t))dW (2.39)

X(0) = XoeR  t>0 (2.40)

Donde el proceso estocastico X (t) = X (W), X(t) € R es el vector de estado con
una condicién inicial X (0) = Xy € R, W (t) € R es un proceso de Wiener definido en el

espacio de probabilidad (w, F, Pr), w es el espacio muestra, F' es un o—algebra con una




CapriTULO 2. 39

filtracién {F;}+>0 y Pr una medida de probabilidad. Asumiendo que los coeficientes de
la ecuacién (2.39) son Borel, continuos en X y satisfaciendo f(¢,0) = 0, o(¢,0) = 0 para

todo t > 0.

Definicién 10. [117] La solucion trivial del sistema en la ecuacion (2.39) se dice global-
mente convergente en tiempo fijo en media p, si para cualquier condicion inicial del estado

Xy existe una constante positiva Ty > 0 (independiente de Xo) tal que E[X(t)]? = 0.

Consideremos el sistema estocastico escalar sin la presencia de disturbios deter-

ministicos, como

dz(t) = u(t)dt + o(t, x(t))dW (t) x(tg) = o (2.41)

satisfaciendo las mismas condiciones para (2.39). Se establece el siguiente teorema con las
condiciones suficientes para convergencia en tiempo fijo en media p del sistema estocéstico

(2.41).

Teorema 8. [117] El sistema en lazo cerrado del sistema estocdastico (2.41) y la entrada de
control (2.42) es convergente en tiempo fijo al origen en media p, p > 1, si2X; > p—1 > 0,

20 > p—1>0yo(t,z(t)) = |z|" donde (1+q) < 2r < (1+p).

u(t) = —M|z|?sign(z) — Ao|z|Psign(z). (2.42)

El sistema en lazo cerrado esta dado por la siguiente ecuacion:

dx(t) = [—M|z|%sign(z) — Aa|z|Psign(z)|dt + o(t, z(t))dW (t) (2.43)

Demostracién.

Considere una funciéon de Lyapunov

V(z) = E|z]’], p>1 (2.44)
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Entonces

) (2.45)

0*V

= Elolp = DIl Zsign(z)] (2.46)

Aplicando la formula de It6 sigue que

av

Elp|z|P~tsign(z)[—Ai|z|%sign(z) — Xa|z|Psign(x) +

o2t 2(1))pp — Dl

Elp|z|*sign(z)o(t, z(t))]|dW

-+

1
El=phla|”™51 = phalal ™7 + SoP(t 2 (t)plp — 1)l )dt

+  Elp|z|rtsign(z)o(t, z(t))dW]
Denotando V; = V(z(t)) y usando la forma integral de (2.39), obtenemos

t+At t+At
Viens — Vi = /t Ely(r)dr + E [ /t a—‘;a(T,g(T))dW(T) (2.47)

donde ¥ (t) = —pAi|z[P71 9 — phoz|P TP 03 (8, (1)) plp — 1)] P73

Dividiendo por At, donde At — 0 y asumiendo que

t+ At v\ 2
/ E |o*(t,2(7)) (—) dr < 00 (2.48)
] Ox
se obtiene
dv 1
) = Elph a0 = phafele ™ S = Ve (249

tomando en cuenta que

t+At
E {/t aa—‘;U(T,JT(T))dW(T) =0 (2.50)
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Note que la integral dada en (2.48) es finita para todo o(t, z(t)) satisfaciendo o (¢, x(t)) =
|z|" donde (1+¢q) < 2r < (1+p).

Expresando el lado derecho de la ecuacién (2.49) en términos de |x| resulta como,

dv (t 1
D) < Blphlele 47 = pholale ™7+ Zplo — Dl 7] (251

donde 0 < L2144 — 1 — 120 | ye=ltp o=l o g
P 14 p p

Se consideran 2 casos:

1. Si |z|] < 1. Usando la condicién (1 +¢) < 2ry 2\ > p—1 > 0 implica que
p)\1|,1'|p—1+q > %p(—p— 1)‘1-’0—2-&-27’ y por lo tanto, %p(p_ 1)‘x|p—2+27’ o ,0)\1‘37|p_1+q <

(5(0=1) = \) plafr'* < 0.

2. Si |z| > 1. Usando la condicién (1 + p) > 2r y 2\ > p— 1 > 0 implica que
p)\2|I|P*1+p > %p(p — 1)|x|/172+2r y por lo tanto, %p(p . 1)|x|p72+2r i p)\2]x|p’1+p S

(3(p— 1) = X2) pl|~F2.

Asi que, la derivada con respecto al tiempo de la funcién de Lyapunov satisface la des-

igualdad
dV(x)
dt

< —aV(x)’ =V (x)?, (2.52)

donde a = p(A;—3(p—1)) > 0, c = p(Aa—3(p—1)) > 0,b = p%“ €(0,1),d= % > 1.
Por lo tanto, en vista del Lema 1 en [53], el sistema (2.43) es globalmente convergente en

tiempo fijo en el origen en media p. [ |

Ahora consideremos el siguiente teorema para el caso de un sistema estocastico bajo

disturbios deterministicos que satisfacen la condiciéon de Lipschitz, como sigue:

dz(t) = [=Ai|x|9sign(z) — Ag|x|Psign(x)|dt + o(t, x(t))dW (1) (2.53)

dy(t) = [—asign(x(t)) + &(t)ldt

donde z(ty) = zo vy y(to) = 0, [x(t),y(t)] € R? es un proceso estocdstico de dos dimen-

siones, W (t) es un proceso de Wiener descrito para el caso sin disturbios y £(t) es un
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disturbio deterministico que satisface la condicion de Lipschitz y las caracteristicas de las

constantes del control Ai, Ao, v > 0.

Teorema 9. [117] Sea el sistema estocdstico en lazo cerrado de la ecuacion (2.53) es
globalmente convergente en tiempo fijo al origen en media p, p > 1, siempre que las
condiciones para las ganancias A\, A, « obtenidas en [52, 61, 57, 55, 139] se asumen

adicionalmente.

Demostracién. Se considera dos casos, el primero es si o(t, z(t)) = 0, lo cual redu-
cirfa el sistema (2.53) a un sistema deterministico “super-twisting”, el cual es convergente
en tiempo fijo al origen como se mostré en la seccién (2.4.2).

En el segundo caso, si o(t,z(t)) # 0 y el disturbio es ausente, esto es, & = 0, el sistema
(2.53) es convergente en tiempo fijo en el origen en media p para a = 0 por el teorema 8.
Si el disturbio es distinto de cero, es compensado asumiendo adicionalmente cualquiera
de las condiciones para las constantes Aj, A2, @ obtenidas en [52, 61, 57, 55, 139], siguien-
do del articulo [52], aplicando consideraciones geométricas relacionadas con una “curva
mayor”, en vista de a > L, donde L es la constante de Lipschitz, la suma del vector de
velocidad del sistema (2.53) dada por el termino asign(z(t)) +£(t) siempre seria dirigida
dentro de la curva definida por el lado derecho de la ecuacion (2.41), que converge en un
tiempo fijo debido al teorema 8. Por lo tanto el sistema (2.53) converge al origen en un

tiempo fijo en presencia de disturbios deterministicos. |

Teniendo todas estas definiciones y teoremas importantes podemos proceder a los
siguientes capitulos donde se plantean y resuelven los problemas para la realizacién de

esta tesis.




CAPITULO 3

ESTABILIZACION EN TIEMPO
PREDEFINIDO DE UN MOTOR SINCRONO

DE IMANES PERMANENTES.

3.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El modelo matematico de un motor sincrono de imanes permanentes (MSIP) puede

ser representado por las siguientes ecuaciones [140]

dw K, B F

dat - J Jo T

di s . .

ﬁ = =7 la+ mywiq + % (3.1)
d d

diq o Rs . . anS’U uq

E = L—q@q + npwiy Lq w + Lq

Donde, Lq y L, son las inductancias de los ejes d — ¢ satisfaciendo Lg = Ly = L, uq y u,
los voltajes del estator de los ejes d — q, iq ¥ %4 las corrientes del estator de los ejes d — g,

R, las resistencias del estator, w la velocidad del rotor, n, el nimero de pares de polos,

3”17 d)i)

¢, el enlace de flujo del rotor, K; = =5,

F el par de carga, J el momento de inercia, y
B el coeficiente de friccion viscosa. En este trabajo, la estrategia de 74 = 0 es utilizada.

Entonces, la primera ecuacion en (3.1) puede ser reescrita como

dw K. B
% = 7th — 70.) + C, W(to) = Wo, (32)

43
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Figura 3.1: Diagrama electromecanico del motor sincrono de imanes permanentes

aqui i, es la entrada de control y ¢ = —% es un disturbio.

El problema de control es disenar una ley de control continua llevando los estados
del sistema en lazo cerrado resultante al origen por un tiempo predefinido en el sentido
de las siguientes definiciones.

Considere un sistema de n dimensiones

dr(t) = (u(t) + E(8))dt + o(t, x(£))dW (1), (3.3)

.’L’(to) =9 € Rn,t >0

donde z(t) € R™ es un estado, u(t) € R™ es una entrada de control, £ € R"™ es un disturbio

que satisface la condicién de Lipschitz

[€(t1) — &(t2)|| < Lty — to

para cualquier t;, to < to, con una cierta constante L. W(t) es un proceso de Wiener
definido en el espacio de probabilidad completo (2, F', P), donde € es el espacio muestra,

F' es un o-campo con una filtracién {Ft}tzm y P una medida de probabilidad. La condicion
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o(t,0) = 0 se satisface para todo ¢ > 0.
Considere dos casos:

a) o(t,z(t)) = 0. El sistema (3.3) se reduce a un sistema deterministico.
Definicién 11. (Convergencia en tiempo predefinido para un sistema deterministico.) El

sistema (3.3) es llamado convergente en tiempo predefinido al origen, si

1. es convergente en tiempo fijo al origen para cualquier condicion inicial del estado xg,
€ R™, existe una constante positiva Ty, > 0 independiente de xq tal que x(t) =0

para todo t > Thaz,

2. Thar €s independiente de las condiciones iniciales y disturbios ademds puede ser

elegido arbitrariamente por adelantado, y

3. Tmax = Ty, donde Ty es el tiempo de convergencia real.

b) o(t,z(t)) # 0. El sistema (3.3) es un sistema estocastico.
Definicién 12. (Convergencia en tiempo predefinido para un sistema estocdstico.) El

sistema (8.3) es llamado convergente en tiempo predefinido al origen en media p, si

1. es convergente en tiempo predefinido al origen en media p, esto es, para cualquier
condicion inicial del estado xo € R", existe una constante positiva T}, > 0 inde-

pendiente de xq, tal que E[(z(t)?)] = 0 para todo t > Tpaz,

2. Thaz €s independiente de las condiciones iniciales y disturbios ademas puede ser

elegido arbitrariamente por adelantado, y

3. Tmax > Tf, donde Ty es el tiempo de convergencia real.




CariTULO 3. 46

3.2 ESTABILIZACION EN TIEMPO PREDEFINIDO SIN

DISTURBIOS

3.2.1 DISENO DE CONTROL

Considere el sistema (3.2), donde ¢ = 0. Entonces, la ecuacién (3.2) se reduce a

dv K, . B
s = thq — 7(,0, w(ty) = wo, (3.4)

donde la ley de control es disenada como

, J
ig = 77 (w(t) +ua(t))- (3.5)
t
. Definiendo u; () = Sw es el término de compensacion y us(t) es definido como

(lo®I_1)
—N o stgn(w(t)), to <t <ty
us(t) = ) (3.6)

0, ty <t
donde 1 > 1.

Teorema 10. La ley de control (3.5) lleva al estado w(t) del sistema (3.4) y su derivada
w(t) al origen para un tiempo asignado a priori t; y permanece ahi después para cualquier
t > ty. En otras palabras, el sistema en lazo cerrado (3.4),(3.5) es convergente al origen

en tiempo predefinido.

Demostracion.

Sustituyendo (3.5) en (3.4) da como resultado la siguiente ecuacién

w(t) = ua(t),  wlto) = wo, (3.7)
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0, equivalentemente

. _n(e\w(t)l —1) .
Gty =0, t>t,
(U(to) = Wp,
cuya soluciéon es dada por
w(t) =In(Cy(ty — )"+ 1)sign(wp), to <t <ty (3.9)

w(t) =0, t>t;

lwol - . .
donde C; = (iff to)ln. Por consiguiente, w(t) es una funcién suave, igual a cero para todo

t > ty. La derivada de (3.9) es dada por

_ =Gty =)t
Oy(ty—t)n+1

w(t) sign(w(t)). (3.10)
Se puede ver de la ecuacion (3.10) que cuando w(t) = 0 para t; =t y también para t; > t.
Por lo tanto, w(t) es una funcién continua, igual a cero para todo t > t;. w(t) también es

suave, si n > 2. [

3.2.2 SIMULACIONES

Para demostrar la eficiencia de la ley de control propuesta, se presentan simulaciones
numéricas de el sistema del motor sincrono de imanes permanentes conformado por las
ecuaciones (3.4),(3.5). Los parametros del MSIP usados en la simulacién son asignados
como J = 1.74 x 107*kg x m?, B = 7.403 x 107°N, n,, = 4, ¢, = 0.1167wb. Los pardme-
tros del control son n = 30, ty = 20. Las condiciones iniciales tratadas y los tiempos

correspondientes obtenidos por la simulacién estan dados en la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Tiempos de convergencia vs. condiciones iniciales.
xo 10 100 1000 10* 10°
tsim 155 19.65 199 20 20
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Las figuras de la 3.2 a la 3.5 presentan las historias de tiempo de w(t) para las
condiciones iniciales wy = 100 y wy = —100, también se muestra un acercamiento de las
historias de tiempo, las cuales demuestran que el sistema (3.4) es convergente al origen
en tiempo predefinido para un tiempo deseado t;, como se establecié en el Teorema 10.
Finalmente, la figura 3.6 muestra el comportamiento de la entrada de control (3.5) para
la condicién inicial wg = 100.

Se hicieron comparaciones con la ley de control de tiempo predefinido dada en [1] dada en
la ecuacién (2.38). Las simulaciones numéricas son realizadas para el sistema (3.7) con la
condicién inicial wy = —100 y el sistema (1) en [1] con la condicién inicial 2o = —100. Las
correspondientes graficas de las entradas de control se muestran en las Figuras 3.8-3.9.
Los resultados de la simulacién muestra que la ley de control de [1] no es factible en vista
de su magnitud tan grande, mientras que la ley de control (3.6) permanece en el rango de
los valores aceptados en la practica.

Note que la ley de control (3.6) depende solamente de los valores absolutos del estado
w(t). Por lo tanto, las trayectorias del estado y las entradas de control correspondientes a
los valores iniciales positivos y negativos de la misma magnitud se reflejan simétricamente
con respecto al eje del tiempo, por lo tanto el fenémeno de crecimiento no toma lugar ni

siquiera para valor iniciales del estado negativos.
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Figura 3.2: Historias de tiempo de w(t) con la condicién inicial wy = 100.
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Figura 3.3: Historias de tiempo de w(t) con la condicién inicial wy = 100 (acercamiento).
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Figura 3.4: Historias de tiempo de w(t) con la condicién inicial wy = —100.
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Figura 3.5: Historias de tiempo de w(t) con la condicién inicial wy = —100 (acercamiento).
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Figura 3.6: Entrada de control (3.5) con wy = 100.
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Figura 3.7: Entrada de control (3.6) con wy = —100.

30




CAPITULO 3. 592
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Figura 3.8: Entrada de control de [1] con la condicién inicial 2y = —100.
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Figura 3.9: Acercamiento del comportamiento de la entrada de control de [1] con la con-
dicién inicial zo = —100.
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3.3 ESTABILIZACION EN TIEMPO PREDEFINIDO BAJO

DISTURBIOS DETERMINISTICOS.

Por otro lado, se disenaron dos leyes de control convergentes en tiempo predefinido
para un sistema de un MSIP en presencia de un disturbio deterministico {(t) que satisface

la condicién de Lipschitz con una constante L.

3.3.1 DISENO DE CONTROL

Considere la ecuacion (3.2), donde ¢ # 0 y la ley de control es disenada como

s () + us(8)), (3.11)

7, = —
q
K

donde u(t) es definido en la seccién anterior y us(t) es para ser asignado. Sustituyendo

iq(t) en (3.2) resulta
w(t) = uy(t) + C(1),
donde uy(t) es dado por

—Alw(®)[2sign(w(t)) — Ae|w(t) Psign(w(t))
—a fot sign(w(s))ds

(el®_1) .
—Nmorgp sign(w(t)),  to <t <ty
us(t) = SOl ! (3.12)

—Mlw(t)]2sign(w(t)) — Aslw(t)|sign(w(t))

—a [y sign(w(s))ds, t>ty.

Aqui, \j,a > 0, Ay > 0,7 > 1,y p > 1. la constante Ay puede ser seleccionada como
A=00 X >0.

Teorema 11. La ley de control (3.11) lleva al estado w(t) del sistema (3.4) y su derivada

w(t) al origen para un tiempo asignado a priori ty y permanece ahi después para cualquier
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t > ty. En otras palabras, el sistema en lazo cerrado (3.4),(3.11) es convergente al origen
en tiempo predefinido en presencia de un disturbio deterministico ((t) satisfaciendo la
condicion de Lipschitz con una constante L, si las siguientes condiciones se mantienen:
n>1,a>L M\ >vV2a, >0, yp>1.

El sistema de control en lazo cerrado puede ser representado en la forma convencional de

“super-twisting”

¢

—Ai|w(t)[2sign(w(t))
—Aolw(t)[Psign(w(t))

elw®l_1 .
S g sign(w(t) +y(t), o <t <ty

w(t) = (3.13)

—Ai|w(t)[!2sign(w(t))

—Ao|w(®)[Psign(w(t)) +y(t), ¢ >ty

\

§(t) = —asign(w(t)) + (1),  w(to) = wo, y(to) = yo.
Entonces, ambos estados w(t) y y(t) convergen al origen en tiempo predefinido ty.

Demostracién.
Como sigue del Teorema 4.5 en [3], las condiciones a > L y A\; > /2« aseguran conver-
gencia al origen en tiempo finito de ambos estados del sistema “super-twisting” (3.13),
si 7 = 0, donde el término —\;|w(t)|*/2sign(w(t)) es responsable de la convergencia en
tiempo finito de un sistema sin disturbios y el término —asign(w(t)) es responsable de
suprimir el disturbio ¢ (t). Por lo tanto, el primero y tercer término en la ley de control
(3.12), —n%smn(w(zﬁ)), hace esta convergencia en tiempo finito predefinida por
un tiempo no mayor que t;. Finalmente, como sigue del teorema 1 en [138] agregando el
segundo término en la ley de control (3.12 —\s|w(t)|Psign(w(t)), da como resultado una
convergencia en tiempo fijo de los estados del sistema (3.13) al origen, si n = 0, y la supre-

sién del disturbio ((t). Por consiguiente, la combinacién de todos los cuatro términos en

la ley de control (3.12) con Ay > 0 hace esta convergencia en tiempo fijo predefinida por
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un tiempo no mayor a ¢y y puede aumentar la tasa de convergencia en el caso de Ay = 0.

3.3.2 SIMULACION DEL MSIP

Para demostrar la eficiencia de la ley de control propuesta, simulaciones numéricas
han sido realizadas para un sistema de un MSIP (3.2), (3.12). Primero se consideré el
caso donde A\ = 0. Los pardmetros del MSIP usados en la simulacion son asignados como
J =174 x10"*kg x m*, B=7.403 x 107°N, n, = 4, ¢, = 0.1167wb. El disturbio deter-
ministico es seleccionado como ¢(t) = (0.1¢ + 0.01cos(t)); y en acorde a la condicién de
Lipschitz, L = 633. Los parametros del control son n = 30, t; = 20, Ay = 50, a = 635, los
cuales son seleccionados de tal modo que satisfacen las condiciones del Teorema 11. Las
condiciones iniciales que se trataron y los tiempos correspondientes obtenidos en la simu-
lacién son dados en la tabla 3.2. Las figuras 3.10 y 3.11 presentan las historias de tiempo
de w(t) y y(t) para las condiciones iniciales wy = 100, yo = —50 y wp = —100, yo = —50,
ademads su respectivo acercamiento a las historias de tiempo, el cual demuestra conver-
gencia en tiempo predefinido de los estados del MSIP al origen en un tiempo deseado ty,
como se establecid en el Teorema 11. La figura 3.12 muestra la entrada de control (3.11)
para las condiciones iniciales wy = 100 y yo = —50. Luego, se considerd el caso donde
Ay > 0, donde los valores de Ay = 1, p = 1.5 son seleccionados satisfaciendo las condiciones
del Teorema 11 y los pardametros del control son los mismos que se han mencionado en la
simulacion anterior. Las condiciones iniciales y los tiempos correspondientes que se dieron
en las simulaciones son dados en la tabla 3.3. Las figuras 3.13 y 3.14 presentan las historias
de tiempo de w(t) y y(t) para las condiciones iniciales wy = 100, yo = —50 y wy = —100,
Yo = —H0, asi también se muestra el acercamiento de las graficas correspondientes, el cual
muestra la convergencia la convergencia al origen en tiempo predefinido de los estados del
MSIP por un tiempo deseado t¢, como establece el teorema 11. La figura 3.15 muestra la
entrada del control (3.11) para las condiciones iniciales wg = 100 y yo = —50. Note que
en ambos casos la magnitud de la entrada del control ¢, queda en menos de 54, el cual
es aceptable en la préactica. Por lo tanto ambas leyes de control aseguran la estabilizacion

de los estados del MSIP al origen en presencia de un disturbio deterministico dentro de
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Tabla 3.2: Tiempos de convergencia vs. condiciones iniciales.
o \ o 10 100 1000 10*  10°
-100 035 055 137 6.49 13.67
-50 023 0.47 133 6.40 1361
-10 0.15 042 131 6.31 1355

-5 0.14 042 131 630 1354
-1 0.13 042 131 6.30 1354
1 0.11 041 131 6.29 1354
5 0.12 041 131 6.28 13.53
10 0.15 041 130 6.27 13.52
50 0.64 0.64 130 6.18 13.47

100 1.12 112 133 6.06 13.40

el tiempo pre-asignado de 20 segundos. La segunda ley de control con Ay # 0 produce
tiempos de convergencia considerablemente menores para los valores iniciales grandes del

estado, a pesar de que su magnitud es solo ligeramente mayor que la del primer caso.

Observacion 1. Las simulaciones presentadas fueron realizadas en MatLab con
un paso de discretizacion 0.001. La discretizacion es la razén de porque la trayectoria de
los estados no alcanza el cero exactamente pero forma ciclos limites (“chattering”) con
una cierta amplitud. En este caso, la convergencia en tiempo finito es determinada de
acuerdo a la prueba de Levant [3], el cual establece que la convergencia en tiempo finito
toma lugar si la magnitud del ciclo limite para la variable de estado de grado relativo
uno con respecto a la entrada de control discontinua es del mismo orden que el paso de
discretizacion, la magnitud del ciclo limite de la variable de estado de grado relativo dos
es del mismo orden que el cuadrado del paso de discretizacion, la magnitud del ciclo limite
de la variable de estado de grado relativo tres es del mismo orden que el cubo del paso de
discretizacion y asi sucesivamente. En el caso considerado, la variable de estado de grado
relativo uno, y(t), con respecto a la ley de control discontinua sign(w(t)) alcance el ciclo
limite de magnitud 1073, el cual es igual al paso de discretizacién, y la variable de estado
de grado relativo dos, w(t), alcance el ciclo limite de magnitud 1079, el cual es menor que
el cuadrado del paso de discretizacién 1075, Por lo tanto la convergencia en tiempo finito

de ambas variables de estado al cero se establece de acuerdo a la prueba de Levant.
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Tabla 3.3: Tiempos de convergencia vs. condiciones iniciales.

100

Yo \ 7o 10 100 1000 10* 10°
-100 034 046 0.57 0.62 0.63
-90 0.23 037 048 0.53 0.54
-10 0.14 030 042 046 048
-9 0.13 0.29 041 046 047
-1 0.11 0.28 0.40 045 0.46
1 0.11 0.28 040 045 0.46
) 0.11 0.25 040 044 0.46
10 0.15 0.26 0.39 044 045
50 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64
100 1.12 112 1.12 1.12 1.12
il

10
t (s)

12

14

16

18

20

Figura 3.10: Historias de tiempo de w(t) y y(t) cuando Ay = 0 con condiciones iniciales

wo = 100 y yo = —50.
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300 T T T

200

100

t(s)

Figura 3.11: Historias de tiempo de w(t) y y(t) cuando A2 = 0 con condiciones iniciales
wo = —100 y yo = —50.

-0.5

-2.5

Figura 3.12: Entrada de control cuando Ay = 0 y condiciones iniciales wy = 100 y yy =
—50.
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100 T T T

y(t)| |
w(t)

0 \n
sl |

-100 1 1 1

50 |

Figura 3.13: Historias de tiempo de w(t) y y(¢) con Ay # 0 y condiciones iniciales wy = 100
y Yo = —050.

200 T

y(t)
wit)] |

100

-100

%107

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)

Figura 3.14: Historias de tiempo de w(t) y y(t) con Ay # 0 y condiciones iniciales wy =
—100 y yo = —50.
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3.4 ESTABILIZACION EN TIEMPO PREDEFINIDO CON

DISTURBIOS DETERMINISTICOS Y ESTOCASTICOS

En esta seccion, una ley de control convergente en tiempo predefinido es disenada
para un sistema de un MSIP en presencia de un disturbio deterministico ((t) que satisface
la condicion de Lipschitz con una constante L y un ruido blanco.

Considere el sistema del MSIP (3.2) en presencia de un disturbio deterministico ((t)

satisfaciendo la condicién de Lipschitz y un ruido blanco
K, B

w(0) = wy,

dw = (

donde W (t) es un proceso de Wiener definido en (3.3). La ley de control es representada

CcOo1mo

, J
tg = 3 (m(t) +ua(t)), (3.15)

donde wu; (t) fue definido en la seccién 3.2 y us(t) estd por asignarse. Sustituyendo i,() en

la ecuacién (3.2) resulta en
dw(t) = (ua(t) + C(t))dt + o(t,w)dW (),

donde uy(t) esta dado por

M O] 2sign(w(t)) — Aslult)Psign(w()
—a [y sign(w(s))ds

(o®I_1y .
—Neorg o sign(w(t)),  to <t <ty
Uus(t) = wOE=Y (3.16)

—Ailw(t)]2sign(w(t)) — Aafw (t)[Psign(w(t))

-« fg sign(w(s))ds, t >ty
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Aqui Aj,a>0, A >0,n>1,yp>1.

Teorema 12. La ley de control (5.15) lleva el p-ésimo momento inicial E[w(t)]? del es-
tado w(t) del estado (3.14) al origen por un tiempo asignado a priori ty y permanece ahi
después de cualquier tiempo ty < t. En otras palabras, el sistema en lazo cerrado (3.14),
(3.15) es convergente en tiempo predefinido al origen en media p en presencia de un dis-
turbio deterministico ((t) satisfaciendo la condicion de Lipschitz con una constante L y
un ruido blanco con difusion o(t,w) = |w|", si las siguientes condiciones se mantienen:
p>1,n>1, a>L A\ >V2a, M>0,p>1,20>p—-1>0,20>p—1>0,y
$<2r <(1+p).

El sistema de control en lazo cerrado resultante puede ser representado en la forma con-

vencional “super-twisting”

(=Mlw(®)[V2sign(w(t))

—Xo|w(t)|Psign(w(t))

0 sign(w(®))

dw(t) _ +y(t))dt + J(t,w)dW(t), to <t <ty, (3.17)
(=Ailw(®)[sign(w(t))

—Aafw(t)Psign(w(t))

\+y(t))dt +o(t,w)dW(t), t>ty,

g(t) = —asign(w(t)) + (1),  wlte) = wo, y(to) = Yo
Entonces, ambos estados w(t) y y(t) convergen al origen por un tiempo predefinido t;.

Note que la convergencia en tiempo predefinido de E[w(t)]? a cero significa que la
esperanza y el valor absoluto en la potencia p de la diferencia centralizada de los valores de
un proceso estocastico x(t) converge al cero cuando el tiempo tiende a un valor predefinido
a priori. Convencionalmente, el valor de p es seleccionado como 2, el cual corresponde a

la convergencia en la media cuadrada de un proceso estocéstico z(t) a cero.
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Demostracion.

Como sigue del teorema 2 en [117], las condiciones 2A\; > p—1 > 0,2X\y > p—1 >0
y % < 2r < (1 + p) prueba convergencia en tiempo fijo al origen en media p de am-
bos estados del sistema “super-twisting” estocastico (3.17), si n = 0, donde los términos
—Ai|w(t)|V2sign(w(t)) v —Aa|w(t)[Psign(w(t)) con Ay > 0 son responsables de la conver-
gencia en tiempo fijo en p-media de un sistema sin disturbios y el término —asign(w(t)) es
responsable de suprimir el disturbio C (t). Por lo tanto, los primero tres términos en la ley
de control (3.16), sin el cuarto término exponencial (3.6) ya resulta en una convergencia
en p-media de los estados del sistema (3.17) al origen y la supresién del disturbio ¢ (t).

Como sigue del teorema 10 de este trabajo, agregando el cuarto término exponencial (3.6)

(el 1) sign(w(t)), hace la convergencia en tiempo fijo en

en la ley de control (3.16), —] T, =g

p-media predefinido por un tiempo no mayor que .

3.4.1 SIMULACIONES DEL MSIP

Para demostrar la eficacia de la ley de control propuesta, simulaciones numéricas
han sido realizadas para el sistema del MSIP (3.14), (3.15). Los pardmetros del MSIP,
disturbio determinista, constante de Lipschitz y los parametros del control son los mismos
que se presentaron en la seccién 3.3. El pardametro del ruido estocéastico es dado por
r = 0.75. La convergencia estocéstica es considerada en sentido de media-cuadratico,
p = 2, para satisfacer las condiciones del Teorema 12. Las condiciones iniciales tratadas y
los correspondientes tiempos obtenidos por la simulacién son dados en la tabla (3.4). Las
figuras (3.15) y (3.16) presentan las historias de tiempo de w(t) y y(¢) para las condiciones
iniciales wg = 100, yo = —50 y wy = —100, yo = —50, también un acercamiento del
tiempo de historias, el cual muestra la convergencia en tiempo predefinido de los estados
del sistema del MSIP al origen en p-media para el tiempo deseado ¢, asi como lo establece
el Teorema 12. La figura 3.17 muestra le entrada del control (3.15) para las condiciones
iniciales wy = 100, yo = —50. La magnitud de la entrada de control ¢, también resulta ser
menor que HA, lo cual es aceptable en la practica. Por lo tanto, ambas leyes de control
aseguran la estabilizacion de los estados del MSIP al origen en presencia de disturbio

deterministico y un ruido estocéastico dentro de un tiempo asignado a priori de 20 segundos.
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Tabla 3.4: Tiempos de convergencia vs. condiciones iniciales.

Yo \ 7o 10 100 1000 10* 10°
-100 032 049 0.62 0.64 0.65
-90 022 038 051 054 0.54
-10 0.14 030 043 046 0.46
-9 0.13 030 043 045 045
-1 0.13 029 042 044 045
1 0.12 0.28 041 044 044
) 0.12 0.27 040 043 0.44
10 0.15 0.27 039 042 044
50 0.64 064 064 064 0.64
100 1.12 112 1.12 1.12 1.12

200

-100

| w(t)
100 7
|
ol—

|
N

‘ /Wmmmm

Figura 3.15: Historias de tiempo del estado estocéstico w(t) y y(t) con condiciones iniciales

wo = —100 y yo = —50.
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100 T T T I

SOf| - > .

-50
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“o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figura 3.16: Historias de tiempo del estado estocéstico w(t) y y(t) con condiciones iniciales
wo = 100 y yo = —50.
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1r 0.4 b
0 0.5 1
-15 -
2 F -
25 F E
3 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figura 3.17: Entrada del control estocédstico con condiciones iniciales wy = 100y yo = —50.




CAPITULO 3. 65

3.5 CONCLUSIONES

Este capitulo ha presentado un algoritmo de control continuo convergente en tiempo
predefinido para un MSIP el cual es libre de restricciones de crecimiento exponencial y

condiciones iniciales exactas conocidas. Tres casos fueron considerados:

= libre de disturbios,

= en presencia de un disturbio deterministico satisfaciendo la condicién de Lipschitz,

y

= en presencia de un disturbio deterministico y un ruido blanco estocastico.

El funcionamiento del algoritmo desarrollado es verificado con simulaciones numéricas, el
cual muestran una convergencia confiable en tiempo predefinido de los estados del sistema
del MSIP al origen en los tres casos. Los valores empleados del control convergente en

tiempo predefinido son aplicables en casos practicos de la estabilizacion del MSIP.




CAPITULO 4

ESTABILIZACION EN TIEMPO
PREDEFINIDO POR “BACKSTEPPING” DE

SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS

4.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente sistema no lineal auténomo [2]:

)
1 = xo + P1(z,u),

1“2 = T3 + ¢2(£E,'U/),

(4.1)

jf'n—l =, + ¢n—1<$7 U),

ki'n =u+ ¢n(x,u),

donde x = [x1, Ty, ..., z,]T € R™ es el vector de estado, u € R es la entrada de control,¢;(z, u),
i =1,2,...,n son funciones continuas desconocidas (disturbios) que satisfacen una condi-
cién creciente lineal, esto es, existe algunas constantes conocidas ¢;; > 0, 7,7 = 1,2,...,n,
tal que

|0i(t, z,u)| < cinlzi] + ciola] + ...+ Cinl@n]. (4.2)

El problema de control es disenar una ley de control suave que lleve los estados del sistema

(4.1) al origen en sentido de la definicién (11) mostrada en el capitulo 3.

66



CapriTULO 4. 67

El problema fue originalmente investigado en [2], aqui, presentamos una solucién alter-
na para este problema y demostramos sus ventajas con respecto a algunos indices de
desempeno, tal como la magnitud de la entrada de control. Note que la condicion lineal
de crecimiento (4.2) no tiene que ser en forma triangular como lo asumieron en [2]. En
contraste a [96], el sistema (4.1) contiene perturbaciones no lineales incomparables que

aparecen en cada ecuacion del sistema.

4.2 DISENO DE CONTROL

En esta seccion, las leyes de control lineales variantes en el tiempo convergentes en
tiempo predefinido se disenian para un sistema auténomo no lineal (4.1) con no linearidades

de crecimiento lineal para sistemas escalares, de dos dimensiones y n-dimensiones.

4.2.1 SISTEMA DE PRIMER ORDEN

Consideremos un sistema autonomo escalar no lineal

i(t) = ult) + ol w),  a(to) = o, (4.3)

donde el disturbio no lineal satisface la condicién de crecimiento lineal |p(z, u)| < c|z|, y

la entrada de control dada como

donde n > c(ty —t) + 1.

Teorema 13. La ley de control (4.4) dirige el estado x(t) del sistema (4.3) al origen por
un tiempo ty asignado a priori y permanece ahi para cualquiert > ty, o, en otras palabras,

el sistema en lazo cerrado (4.3), (4.4) es convergente en tiempo predefinido al origen, si
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las siguientes condiciones se cumplen: n > c(ty —t) + 1, donde la constante ¢ satisface:

¢z, u)| < clz|.
Demostracion.
Sea la funcién de Lyapunov como
1
V= —z%
5%

(4.5)

Entonces la derivada de la funcién de Lypaunov con respecto al tiempo esta dada como:

(ty —1)

V:xi:x(w +¢@w0-

Tomando la cota superior de |¢(t, x,u)| < c|z| resulta en

. x
—ax < - .
V xx_x( n(tf_t)—i-cx)

Sea n > c¢(ty —t) + 1, entonces

2
. x T
V<z|l—-cz——-+cx | =-—
tp—t

En vista de (4.5), la ecuacién anterior puede ser reescrita como

tp—t

. -2V
V<—, (4.6)
tp—t
lo cual implica que _
V —2
R 4.7
V ot —t (4.7)
Por lo tanto, la solucién de la desigualdad diferencial (4.6) satisface
V()< K(t; —t)?, to<t<ty, (4.8)
donde K = (t‘;(_ﬁ((’))y. Por lo tanto, si t = t;, entonces V(ty) = 0, lo cual resulta en

x(ty) = 0,en vista de la ecuacién (4.5). Dado que u(t) = 0 para t > t; y el disturbio se
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desvanece en el tiempo t = ty, |¢p(t, z,u)| < c|z| = 0, el estado del sistema x(t) permanece
igual a cero, x(t) =0, V t > t;. [ |
Observacion 1. El estado del sistema z(¢) permanece en el origen después de alcanzarlo
en el tiempo ¢t = ty, dado que el disturbio se desvanece en el t = t¢, |p(¢, z,u)| < c|z| =0,
en vista de la condicién (4.2). Si los disturbios no se desvanece, una entrada de control
adicional es requerida para mantener el estado del sistema en el equilibrio. (ver, por

ejemplo, [118],[100]).

SIMULACIONES

Counsideremos el sistema no lineal auténomo como
i =u+wzsin(z?) +x, 2(0) = x0, (4.9)

donde |¢(t, z,u)| = |zsin(z?) + x| < |zsin(z?)|+|z| < x|+ |z| = 2|z|, por lo tanto, ¢ = 2.
La entrada de control es definida por (4.4). El tiempo de convergencia es seleccionado
como ty = 1y el par/’ametro del control n es elegido como 4. La condicién inicial del
estado es xy = 5. La figura 4.1 muestra las historias de tiempo del estado del sistema (4.9)
para la ley de control (4.4), mientras que en la figura 4.2 se muestra las historias de tiempo
del estado del sistema (4.9) para la ley de control propuesta en el Teorema 1 de [2] con el
mismo ¢; y la misma condicién inicial que se mencionaron para nuestra ley de control. Con
estas figuras, se puede observar que la magnitud de la entrada de control (4.4) es menor
que la entrada de control propuesta en [2] y el tiempo de convergencia correspondiente a
la entrada de control (4.4) es también menor que el algoritmo de control correspondiente

propuesto en [2].
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5 — x(t)
4 -
3 -
2 -
1 -
0 -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
O — u
_5 -

_10 -

_15 -

_20 -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
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Figura 4.1: Historias de tiempo del estado y la ley de control (4.4) para el sistema de
primer orden (4.9).

— x(t)
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—10 H

—15 4
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
t (sec)

Figura 4.2: Historias de tiempo del estado (4.9) y la ley de control propuesta en [2] para
el sistema de primer orden.
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4.2.2 SISTEMA DE SEGUNDO ORDEN

Consideremos el sistema no lineal auténomo (4.1) de segundo orden, el cual se puede

escribir como

i1 = oy + 1 (2, u), (4.10)
Ztg =u-+ QSQ(I',U),

donde los disturbios no lineales satisfacen las condiciones de crecimiento lineal siguientes

o1(x,u) < ennlxr| + crzlesl, (4.11)

Pz, u) < cor|xy| + coo|2],

con algunas constantes conocidas ¢;; > 0, 4,7 = 1,2, y la entrada de control es dada como

;

1 oY oY
T (-Jfl — 8_151 — 1,'28—;) t[) S t < tf,

u(t) = —2 — P11, (4.12)

0, t>ty.

\

donde ¢ = Thﬁ, Py = leﬁ, y las ganancias del control 7y, m2, p12, p21 > 0 definidas

en el siguiente teorema.

Teorema 14. La ley de control (4.12) lleva el estado x(t) del sistema (4.10) al origen por
un tiempo asignado a priori ty y permanece ahi después para cualquiert > t¢, o, en otras
palabras, el lazo en sistema cerrado (4.12), (4.10) es convergente en tiempo predefinido al
origen, si las condiciones siguientes se cumplen: n; > c11(ty —t) +1, n2 > coo(ty —t) + 1,

P12 > C12, P21 > Co1-

Demostracion.
Usando la técnica “backstepping”, asignamos el valor deseado x4 como
—

_ _ — _ah — ) 4.13
Toq (tf—t) L1222 P — P12t ( )
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Aplicando el cambio de variables
29 = Ty — Tog = Ta + Y1 + praTa (4.14)
y tomando la deriva con respecto al tiempo, obtenemos
o I
by = 4 —d — o 4.15
Zo = Xo + D, T+ BN + p1222 ( )
Por lo tanto, el sistema transformado toma la forma
L1 = 22 — 1 — prata + P1(z, ),
o I
2 = (1 t —i — .
2y = (1+ pu2)(u(t) + go(,u)) + or, 0t
Eligiendo la funcién compuesta de Lypaunov como
L,
Vo=V + 5% (4.16)

donde V} = %m% es la funcién de Lyapunov (4.5) para el sistema de primer orden. Entonces,

tomando la derivada con respecto al tiempo de V5 resulta

Ny

Vé = —2 + 2222 = l’lel + 222’2.

81}1

Sustituyendo Z; y 7> en la tltima ecuacién obtenemos

Vo = a1(22 — 1 — praga + ¢1)
oYy

8271

Entonces, la ley de control es definida como

(

_1 (. _ 0
1+ﬂ12< T ot

—1y — P11,

0, t>ty.

(4.17)

(4.18)

+ 29 [(1 + p12)(u+ o) + —&1 + %] .

o
—:v2a—;$> to <t <ty,

(4.19)
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donde 1y = M2

z2
tf—t) :

Por lo que, V5 se puede reescribir como

Vo = r1(=11 — praw2 + ¢1) (4.20)

+  20(1 + p12)(—par1z1 — Y2 + @2).

Tomando las cotas superiores de ¢1 y ¢ en (4.11) resulta

. x
Vo < fUl(—m(t !

—t) — P12T2 + C11T1 + 012352) (4.21)
;-

z
+ 29(1 4+ p12) | —porz1 — 772—2 + o171 + Co2%2 | -
(ty — 1)

Usando z9 = x9 — T9g,

M mxi
29 = Xo + + prare = (1 4 p12)ws +
(ty — 1) (ty — 1)
y se sigue que
oy = 2 n (4.22)

(L4 pa1)  (ty —t)(1 = pra)

Sustituyendo (4.22) en (4.21) implica que los parametros del control son definidos como

m > Cll<tf — t) + 1, (423)

Ny > ng(tf—t)+1>

cooltr—1)+1),
o (et 1) )

P12 > Cia,

1 Co2Mh
> > —
P21 C21 > C21 (1 +p12> <(tf —t) )

1
14-p12

tomando en cuenta 0 < < 1, entonces

U < — A T |
(tp—t)  (ty—1) (tr —1)

(23 + 23). (4.24)

En vista de (4.16),la ecuacién anterior puede ser reescrita como

_2‘/2

Vo< (ty —1t)’

(4.25)
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lo cual coincide con la desigualdad (4.6) del Teorema 13. Por lo tanto, siguiendo la des-
igualdad (4.8), si t = t;, entonces Va(tf) = 0, lo cual implica que z1(tf) = z5(tf) = 0, en
vista de (4.16). Dado que u(t) = 0 para t > t y los disturbios se desvanecen en el t = ty,
por la condicién (4.11), los estados del sistema permanecen en el cero, z1(t) = xo(t) = 0,

Vit >t |

SIMULACIONES

Considerando el siguiente sistema no lineal auténomo de dos dimensiones [2]:

T = X9 + x15in(23),

. (4.26)
To =u-+xiT5.
En este caso, |¢1(z,u)| = |zisin(x3)| < |z1|, entones, ¢;; = 1y ¢35 = 0. Por otro lado,

i |z1[+[@1 [4|zo] 2 1 2 1
|5 < R = 2w | 4 glaol, por lo tanto, ¢y = F ¥ ¢ = 3. La

|¢2($au)| = |$1$1$2 2

entrada de control es definida en (4.12). El tiempo de convergencia se elige como t; = 1
y los parametros del control son asignados como 17 = 5, o = 3, p12 = 0y po; = 0.7.
Siguiendo los resultados en [2], la condicidn inicial es seleccionada como zy = [5,50]. La
figura 4.3 muestra las historias de tiempo de los estados del sistema (4.26) bajo la ley de
control (4.12), mientras que la figura 4.4 muestra las historias de tiempo de los estados del
sistema (4.26) donde la entrada de control es la propuesta en el Teorema 1 de [2] con el
mismo parametro de t; y x¢. Puede observarse en las figuras que la magnitud del control
propuesto por nosotros es menor que el control en [2]. Note que la ley de control (4.12) es
suave en el t = t;. En adicién, el calculo de las ganancias del algoritmo de control (4.12)

es mas facil de calcular que las ganancias del control propuesto en [2].

4.2.3 SISTEMA DE N-DIMENSIONES

Para disenar una ley de control estabilizadora en tiempo predefinido suave para un
sistema no lineal autéonomo de n dimensiones, existen dos maneras: la primera es, las

ganancias del control pueden ser calculadas recursivamente en cada paso (similarmente al
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x1(t)
40 A x2(t)

20 A

—20
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

— u(t)
0 -
—100 A
—200 -~ 50
—300 - 25
—400 A 0
—500 - 0.99 1.00 1.01

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
t (sec)

Figura 4.3: Historias de tiempo de los estados del sistema de segundo orden (4.26) bajo
la ley de control (4.12).

caso de dos dimensiones), usando el enfoque de estabilidad de Lyapunov, donde la funcién
de Lyapunov en el paso i-ésimo es definida por

1
XGZVL1+§£. (4.27)

La segunda manera seria, empleando el criterio de estabilidad de Routh-Hurtwitz como
sigue. En el i-ésimo paso, la entrada de control virtual deseada puede ser representada

CcOo1mo
n

Tig = —; — Z PiTi + Gis (4.28)

ij=1
para i = 1,...,n, donde (; denota todos los términos inducidos por “backstepping” acu-

mulados de los pasos anteriores y

TR (U (4.29)
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x1(t)
40 A x2(t)

20 1
/¥
0

—20
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

0 -
—200 A
—400 A
—600 A
—800 A

—1000 4 —— u(t)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
t (sec)

Figura 4.4: Historias de tiempo de los estados del sistema de segundo orden (4.26) bajo
la ley de control propuesta en [2].

Asumiendo que los parametros del control satisfacen las condiciones siguientes

n > Cii(tf — t) + 1,

pij > Cij,

para 7,5 = 1,...,n, seguirfa la convergencia en tiempo predefinido del sistema en lazo

cerrado al origen, si la matriz dindmica de la parte lineal del sistema

—Mm —pP12 — - —Pin
A= _f_) 2 __772 o _’_) an (4.30)
_pnl .« e . DY —/’7n

es Hurwitz. Note que las condiciones obtenidas en (4.23) en la demostracién del Teorema

5 son mas relajadas que las condiciones establecidas en el Teorema. Sin embargo, se
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fortalecen intencionalmente para unificarlas con las condiciones inducidas por el hecho de

que la matriz A en (4.30) es Hurwitz.

4.3 CONCLUSIONES

Este capitulo presenta el diseno de leyes de control convergentes en tiempo predefi-
nido suaves basadas en el método de “backstepping” para sistemas no lineales auténomos
con términos no lineales con crecimiento lineal en sistemas escalares, bidimensionales y
n-dimensionales. En el caso escalar y de dos dimensiones, las expresiones de la entrada de
control son obtenidas explicitamente. El desempeno del algoritmo desarrollado es verifica-
do mediante simulaciones numéricas, el cual muestra la convergencia confiable en tiempo
predefinido al origen y demuestra sus ventajas con respecto a algunas leyes de control

existentes.




CAPITULO 5

SINCRONIZACION EN TIEMPO
PREDEFINIDO DE REDES NEURONALES
COMPETITIVAS POR UN CONTROL

VARIABLE EN EL TIEMPO.

5.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere una red neuronal competitiva (RNC) que contiene dos tipos de variables
de estado, las variables de la memoria a corto plazo correspondientes a la actividad neu-
ronal rapida y las de memoria a largo plazo que describen la modificacion sindptica lenta

no supervisada. Esta RNC puede ser representada por las siguientes ecuaciones:

(570 - edi(t) = —ixs(t) + D7 aij fi(z;(t))

| LTM : 1o (t) = —ramar(t) + Biwg fi(w(t)),

donde i = 1,2,...,n, k = 1,2,..,p, z;(t) representa el nivel de actividad de la neuro-
na, (mg(t), mu(t),...,my(t))" denota el vector sindptico de la neurona, el cual recibe el
estimulo externo w = (wy, wa, ..., w,)T, € es la escala de tiempo del estado de la variable de

memoria a corto plazo, d; > 0 es la constante de tiempo de la neurona, a;; denota denotes

78
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el peso de la conexidn entre la i-ésima y j-ésima neurona, f;(+) es la salida de la neurona,
y B; >0, k; > 0y (; son constantes de operacion. Las funciones f;(-) satisfacen la condi-
cién de Lipschitz, esto es, existen constantes k; > 0 tal que |f;(¢) — fi(v)| < ki|lp — v|,¥
w,v € R.

Sea R;(t) = > _r_, m(t)ws, entonces, podemos reescribir las ecuaciones de la RNC (5.1)
como )

STM : edi(t) = —6i(t) + D7, aifi(x;(t))

+B;R;i(t),

| LTM : Ry(t) = —r; Ry(t) + Bil|wi||* fi (1)),

donde i = 1,2, ...,n, |w|* = w} +wj... + w}. Se asume que € = 1y |lw||* = 1, entonce las

ecuaciones de la RNC (5.2) son simplificadas como sigue:

(ST i(t) = —0ii(t) + Y7y i fi (1))

+B;R;(t),

\LTM : Rz(t) = _/'iiRi(t) + ﬁzfz(l'z(t))a

1=1,2,...,n.
Sea ey;(t) = y;(t) — z;(t), ea(t) = S;(t) — R;(t) las senales de error, donde y(t) y S(t) son
los estados del sistema de respuesta, correspondientes a la RNC (5.3), que satisfacen las

siguientes ecuaciones:

¢

STM : dyi(t) = (—0u(t) + >_7_ aij [ (y;(t))
(5.4)

LTM :dS(t) = (—r:Si(t) + Bi fi(yi(t)) + vi(t)

+¢i(t))dt + o(t, eq)dW/ (1),
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donde w;(t), v;(t) denotan las entradas de control, y ¢; es un disturbio que satisface la

condicion de Lipschitz

lpi(t1) — pi(ta)|] < Lilty — tof,

para cualquier t1,ty > to, con una cierta constante L;, i = 1,2,....n. W;(t) y W/(t) son
procesos de Wiener definidos en el espacio de probabilidad completo (€2, F, P), donde {2
es el espacio muestral, F' es un campo o con una filtracién {F}},5,, vy P una medida de
probabilidad. La condicién o(t,0) = 0 se mantiene para todo t > t.

Por lo tanto, los errores de sincronizacion satisface las siguientes ecuaciones

”

STM : d@lz(t) = (_5zelz(t> -+ Blegz(t)

> i @il fi(y () — fiz;(0)] + wi(t)
+¢z (t))dt + O'(t, eli)dWi,

LTM : desi(t) = (—rieai(t) + vi(t) + ¢i(t)

+Bilfi(yi(t)) — filzi(t))])dt + o(t, ea:)dW](t),

i=1,2,...,n.

El problema de control es disenar una ley de control continua que lleve los errores de
sincronizacién al origen en presencia de disturbios deterministicos y/o ruidos estocasticos
en un tiempo predefinido. En consecuencia, si el sistema de error de sincronizacién es
convergente al origen en tiempo predefinido, entonces la RNC guia y de respuesta lograran
una sincronizacion en tiempo predefinido. El esquema de control en tiempo predefinido
para la sincronizacién entre la red guia y de respuesta es ilustrado en la siguiente figura

5.1
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A |€ii(t)|%51'3n(en (t))

Aylen(0)Psign(e; (1))

e;(t) ( | w(®).vi(t)
Drive - j‘ gn(en())d Response
—p( ) ai | sign(ey(s))ds
System it . gniei - )— System

* - - i(t), Si()

*

x;(t), Ri (t)

MNii * (tf — t) o; o(e;(t)dW;

F

Figura 5.1: El esquema de control en tiempo predefinido propuesto.

5.2 SINCRONIZACION DE REDES NEURONALES

COMPETITIVAS BAJO DISTURBIOS DETERMINISTICOS

En esta seccién, una ley de control continua convergente en tiempo predefinido
es disenada para la sincronizacién del sistema de error (5.5) en presencia de disturbios
deterministicos ¢; que satisfacen la condicion de Lipschitz con constantes L;.

Considere el sistema (5.5) con o(t,z(t)) =0 param = 1,2,i =1,...,n y la ley de control
dada como

€1; t X
ui(t) = —ny (tfli)t) — /\1i|€1z‘|l/2829n(61i) (5.6)

t
— NlenlPsign(en) — o / sign(ew(s))ds,
0

€9; t i
vi(t) = —n eailt) _ Aaileas| 2 sign(esy)

Pty -t

¢
- Xzz"€2z‘|p3i9n(€2z‘)—azi/ sign(eq;(s))ds,
0
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donde u; y v; son entradas de control para y(t) y S(t), respectivamente.

Corolario 1. La ley de control (5.6) dirige al error de sincronizacion y sus derivadas al
origen en un tiempo preasignado a priori ty y permanece en €l para cualquier t > ty. En
otras palabras, el sistema en lazo cerrado (5.5), (5.6) es convergente al origen en tiempo
predefinido en presencia de disturbios ¢;(t) que satisface la condicion de Lipschitz con
constantes L;, si las siguientes condiciones se cumplen: ny;, no; > 1, oy, o > Ly, Ay >
V21, Aai > 2asi, Ny Moy >0, my; > By + | Z?Zl aiikil +1, no; > Bi+ Biki +1 yp > 1.
El sistema en lazo cerrado resultante puede ser representado en la forma convencional de

"super-twisting”

(
STM : é;(t) = —8se15(t) + Bieai(t) — nu e1i(t)

(ty—1)
+ 25 ailfi(y; (1) — fi(25(2))]
—Ali\eli\l/2sign(eli) — Xli\eli|psign(eli)

—ay; [y sign(exi(s))ds + ¢i(t),

(5.7)
LTM . €2Z(t) = —K;€9; (t) _ 7721' e2i(t)

(ty—1)
Bil fi(yi(t)) — fi(i(t))]

—/\21‘|62i|1/28’ign(62i) — )\/2i|€2i|p8ign(€2i)

— 0wy f; sign(ezi(s))ds + ¢i(t).

\

Entonces, todos los estados del error convergen al origen en un tiempo predefinido ty.

Demostracion.
De acuerdo con el teorema 11, vy, oy > L; v Ay > /200, Aoy > /200 parat = 1,...n

proporcionan convergencia en tiempo finito al origen del sistema de error obtenido de

(5.7), tomando 1 = 0, donde los términos —A\y|ey|'/2sign(es) v —Nasleas|/2sign(es;)

para ¢ = 1,..,n son responsables de la convergencia en tiempo finito de un sistema sin

disturbios, y los términos —ag;sign(es;(t)), —aq;sign(eq;(t)) son responsables de suprimir

(et;’ftt)), —772z‘(€tji—$)) con las condiciones 7;; >

B;+| Z?:l a;jki|+1y ny > B;+pFiki+1 bajo la suposicién de que f; satisfacen la condicién

los disturbios ¢;. Por otro lado, los términos —ny;
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de Lipschitz con las constantes k; asegura la convergencia en tiempo predefinido al origen
en un tiempo no mayor que tg. Los términos —\;|ey;[Psign(e;), —Ny;|ealPsign(es;) con

Aj;y Ay; > 0 para ¢ = 1,..,n pueden solo incrementar la tasa de convergencia. B

5.2.1 SIMULACIONES DE LA RNC

Considere el sistema de error de sincronizacién (5.5) solamente en presencia de
disturbios deterministicos ¢;, i = 1,2, esto es, o(t, e1;)=0(t, e3;) = 0. Considere el modelo
de RNC (5.3), donde i = 1,2 y los parametros de la red neuronal son dados como ¢; = 1.3,
00 = 0.8, a;1 = 3, a1p = —0.3, ayy = 8, app =5, By =23, By =1, k1 = 1, ky = 1.5,
1 = —4, Bo = =3, fi(z;(t)) = tanh(x;(t)), i = 1,2, entonces k; = ky = 1. Los valores
iniciales de la RNC (5.3) son z1(0) = 3, 22(0) = —0.6, R,(0) = —0.1, Ry(0) = 6. Tomando
el sistema (5.4) como el sistema de respuesta, donde los valores iniciales son seleccionados
como y1(0) = =2, y2(0) = 5, S1(0) = 7, 95(0) = —2. Los disturbios deterministicos son

asignados como

(

t + sin(10t) t<0.25,

—t+ sin(10t) + 0.5 0.25 <t < 0.5,

\

¢i(t) (5.8)

t+cos(10t) — 1.74 0.5 <t < 0.1,

| —0.05¢ + cos(10t) —0.24 t > 1.

Por consiguiente, las constantes de Lipschitz corresponden a L; = 11,7 =1, 2.

Basados en el Corolario 1, la ley de control (5.6) lleva los errores de sincronizacién al origen
en un tiempo asignado a priori, dado como ¢y = 1, entonces el sistema gufa y de respuesta
logran la sincronizacién en tiempo predefinido. Las constantes del control son dadas como
M1 = M2 = N21 = N2 = 16, Al = A2 = A1 = Agg = 7.5, /\/11 = /\/12 = /\/21 = ng = 3,
p =15, a1 = a2 = Qo1 = (g9 = 25.

Un retrato fase de la red neuronal guia y de respuesta se muestra en la figura 5.2(a),
donde se aprecia la sincronizacion entre las redes bajo disturbios deterministicos. La figura
5.2(b) muestra que los errores de sincronizacién ey (t), e12(t), ea1(t), esa(t) tienden a cero

dentro del tiempo deseado ¢y, satisfaciendo la prueba de Levant [3] con la precisiéon 107°
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para el paso de discretizacién 1073, el cual verifica que las RNC (5.4) y (5.3) logran la
sincronizacién en tiempo predefinido ¢y = 1. La entrada de control (5.6) junto con el

comportamiento del disturbio es mostrada en la figura (5.2(c)).

5.3 SINCRONIZACION DE REDES NEURONALES
COMPETITIVAS BAJO DISTURBIOS DETERMINISTICOS Y

RUIDOS BLANCOS

En esta seccién una ley de control convergente en tiempo predefinido es disenada
para la sincronizacién del sistema de error (5.5) en presencia de disturbios deterministicos
y ruidos blancos.

Considere el sistema (5.5) y la ley de control (5.6), donde w; y v; son las entradas de

control para y(t) y S(t) respectivamente.

Corolario 2. La ley de control (5.6) dirige los p-ésimos momentos iniciales E[(e;(t))]
de los estados e;(t) (m =1,2 yi=1,,2...,n) del sistema (5.5) al origen por un tiempo
asignado a priori ty y permanece alli después para cualquier t > ty. En otras palabras,
el sistema en lazo cerrado (5.5), (5.6) es convergente al origen en tiempo predefinido en
presencia de disturbios deterministicos y estocdsticos que cumplen las propiedades antes
mencionadas, st se satisface las siguientes condiciones: My, Noi > 1, Qi g > Ly, Ay >
V2, Aai > V200, Ny Ny >0, p>1,p>1,2\; >p—1>0,2\ >p—1>0,
2N, > p—=1>0,20 >p—=1>0,3 <2r < (1+p) ynu > Bi+ |27 aiky] + 1,

N2 > B; + Bik; + 1. El sistema en lazo cerrado resultante puede ser representado en la
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T T T 0.4
8 —— Drive System | \
—— Response System 0.2

AN

6 / / 0.0
\LZ -0.2 / en =ya(t) —xa(t) |
¢ ” e12 =y(t) — x2(t)
\ -0.4 €21 =51(t) — R(t) |
2 le-5 €22 =5;(t) — Ry(t)
\ \—\ 4
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X2(t), y2(t)

(a) Retrato fase de la red neuronal guia (5.3) (b) Historias de tiempo del sistema de errores
y de respuesta (5.4). de sincronizacion entre la red neuronal (5.3) y
la de respuesta (5.4).
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ui
uz
Vi
V2

/\ /
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v\
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(c) Historia de tiempo de la ley de control
(5.6) y los disturbios (5.8).

Figura 5.2: (RNC) en presencia de disturbios deterministicos bajo la ley de control (5.6).
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T T 0.4
8 —— Drive System
—— Response System 0.2
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(a) Retrato fase de la red neuronal guia (5.3) (b) Historias de tiempo con del sistema de
y de respuesta (5.4). errores de sincronizacién entre la red neuro-
nal (5.3) y la de respuesta (5.4).
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(c) Historia de tiempo de la ley de control
(5.6) y los disturbios (5.8).

Figura 5.3: (RNC) en presencia de disturbios deterministicos y ruidos blancos bajo la ley
de control (5.6).
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forma convencional de "super-twisting”

(

STM : dex(t) = (—dieni(t) + Bieai(t) — mit
+ 2 i @il fi(y; (1) — £ ()]
—Aiilew|2sign(er;) — Nylew|Psign(e)
—au; fy sign(e(s))ds + i(t))dt
Lo(t en)dWi(t),
(5.9)

LTM : dex(t) = (~riex(t) — i 22
+B:[filyi(1)) — filwi(t))]
—Aaileai| 2 sign(ea;) — Ayl exilPsign(es:)
—a; [y sign(es(s))ds + ¢i(t))dt

+O'(t, 621)dVV;(t) .

\

Entonces, todos los estados er;(t) convergen al origen en un tiempo predefinido ty.

Demostracion.
De acuerdo con el Teorema 12 y el Corolario 1, las condiciones 2A;; > pi1 — 1 > 0,
2X9; > poi —1 >0 parai=1,...ny % < 2r < (14 p) prueban convergencia al origen en
tiempo finito p — media de los estados del sistema estocastico ”super-twisting” (5.9) con
M, M2 = 0 para i = 1,...,n, si el sistema deterministico obtenido de (5.9) seleccionando
o(t,e1;),0(t, e9) =0 parai = 1,...,n es convergente al origen en tiempo finito. Entonces,
agregando las condiciones del Corolario 1 para la convergencia en tiempo predefinido
determinista diferente de cero ny;,72; # 0 asegura la convergencia en tiempo predefinido

al origen en p — media en un tiempo no mayor que ;. W

5.3.1 SIMULACIONES DE LA RNC

Ahora, consideremos el sistema de error de sincronizacion (5.5) en presencia tanto de

disturbios deterministicos ¢;, i = 1,2 y ruidos blancos estocésticos, esto es, o(t,e1;) 0y
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o(t,ey;) # 0. Considere el modelo de la RNC (5.3) para i = 1,2 y los valores iniciales, el
sistema de parametros y las constantes de control dadas en la seccion 5.2.1. El parametro
del ruido estocastico es dado como r = 0.75. La convergencia estocastica es considerada
en sentido de la media cuadrada, p = 2, para satisfacer las condiciones del corolario 5.9.
En la figura 5.3(a) se observa un retrato fase entre la RNC guia y respuesta, donde se
aprecia la sincronizacion entre las redes neuronales bajo disturbios estocasticos y deter-
ministicos. La figura 5.3(b) muestra la convergencia en tiempo predefinido de la sincroni-
zacion de los errores e11(t), e12(t), ea1(t), ean(t) al origen en sentido de la media cuadrada,
para un tiempo deseado t; = 1, satisfaciendo la prueba de Levant con la precisién 107
el cual prueba que las redes neuronales (5.3) y (5.4) logran la sincronizacién en tiempo
predefinido en media cuadrada dentro de un tiempo deseado t; = 1. La figura 5.3(c)
muestra la entrada de control (5.6) del sistema de la RNC bajo disturbios deterministicos

y estocasticos, ademas del comportamiento de los disturbios ¢;.

Finalmente, la ley de control (5.6) es comparada con dos leyes de control definidas

en [94] como sigue:

w .
uz(t) = —plieu(t)—F)\li|eli]531gn(eli) (510)
w .
- chU1i|€1z‘|nSZ9n<€1z‘)a
w € .
vi(t) = _02i€2i(t)_f)\2i|62i’ sign(ea;)
W .
- iagi‘€2i|n82gn<€2i),
y
u;(t) = —puen(t) (5.11)
1
_ 3 =€ )
2fTe:ch(V (e(t)))V > (e(t))en(t)
vi(t) = —P2z€2z(t)

eap(V=5(e(1)))V = e(t) exi(t),

ng




CAPITULO 5. 89

donde .
Vie(t) = 5 ()" + 5 Seatt)?

denota una funciéon de Lyapunov y los parametros de control son los mismos definidos
previamente. Las leyes de control son comparadas en ambos casos: en presencia de dis-
turbios deterministicos que satisfacen la condicién de Lipschitz y en presencia tanto de
ruidos blancos estocasticos como de disturbios deterministicos que cumplan la condicion
de Lipschitz. Los resultados obtenidos de la simulacién son mostrados en las figuras 5.4
y 5.5, el cual muestra los errores de sincronizacion bajo las entradas de control (5.10)
y (5.11), respectivamente. Se puede observar que ninguno de las leyes de control antes
mencionadas lleva los errores de sincronizacion al origen en ambos considerados (bajo dis-
turbios deterministicos y/o ruidos blancos estocésticos). Por lo tanto, las leyes de control

(5.10) y (5.11) no pueden probar la sincronizacién en tiempo predefinido de las RNC guia

y de respuesta (5.3), (5.4) en presencia de disturbios deterministicos y/o estocasticos.

Las figuras 5.6 y 5.7 representan la sincronizacién de la red neuronal guia y de
respuesta bajo los controles (5.10) y (5.11), respectivamente. Con lo cual se puede verificar
los resultados obtenidos en la correspondiente evolucion de la sincronizacion de los errores
ilustados en las figuras anteriormente mencionadas. Por lo tanto las leyes de control (5.10)
y (5.11) no pueden probar la sincronizacién en tiempo predefinido entre la red neuronal

guia y de respuesta en presencia de disturbios deterministicos y/o ruidos estocasticos.

Basado en las simulaciones realizadas, se puede concluir que el diseno de la ley de
control (5.6) proporciona una confiable sincronizacién en tiempo predefinido entre la RNC
de respuesta (5.4) y la de gufa (5.3) en presencia de disturbios deterministicos y estocésti-
cos, en contraste a algunos algoritmos convergentes en tiempo predefinido existentes, tal

como (5.10) y (5.11).
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a) b)
0.4 0.4
0.3 A — e11 =y1(t) — x1(t) 0.3 4
—— e =y2(t) — xz(t)
0.2 1 — en=51(t)-Ru(t) | 027
€22 = 53(t) — Ra(t)
0.1 0.1
0.0 A 0.0 A
—0.1 A —-0.1 1
—0.2 A —-0.2 1
—-0.3 1 —0.3 1
_0.4 T T T _0.4 T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t (sec) t (sec)

Figura 5.4: Historias de tiempo del sistema de errores de sincronizacién entre la red
neuronal guia (5.3) y de respuesta (5.4) bajo la ley de control 5.10):

a.- en presencia de disturbios deterministicos;

b.- en presencia de disturbios deterministicos y ruidos blancos.




CAPITULO 5. 91
a) b)
0.4 0.4
0.3 A — e11 = y(t) — xy(t) 0.3 A
—— e =Yy>(t) — x2(t)
0.2 1 —— e;1=51(t) —Ru(t) 0.2
€22 = S,(t) — Ry(t)
0.1 - 0.1
0.0 - 0.0 -
-0.1 -0.1-
-0.2 1 -0.2 1
-0.3 -0.3
_0.4 T T T _0.4 T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t (sec) t (sec)

Figura 5.5: Historias de tiempo del sistema de errores de sincronizacién entre la red
neuronal guia (5.3) y de respuesta (5.4) bajo la ley de control (5.11):
a.- en presencia de disturbios deterministicos;
b.- en presencia de disturbios deterministicos y ruidos blancos.
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Figura 5.6: Retrato fase de la Red Neuronal gufa (5.3) y de respuesta (5.4) bajo la ley de

control (5.10):

a.- en presencia de disturbios deterministicos;
b.- en presencia de disturbios deterministicos y ruidos blancos.
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Figura 5.7: Retrato fase de la Red Neuronal gufa (5.3) y de respuesta (5.4) bajo la ley de
control (5.11):

a.- en presencia de disturbios deterministicos;

b.- en presencia de disturbios deterministicos y ruidos blancos.

5.4 CONCLUSIONES

Este capitulo ha presentado una ley de control continuo variable en el tiempo conver-
gente en tiempo predefinido para la sincronizacién de los errores de las Redes Neuornales

Competitivas guia y de respuesta en dos casos

= en presencia de disturbios deterministicos que satisfacen la condicién de Lipschitz,

y

= en presencia de ambos, disturbios deterministicos con las caracteristicas anteriores

y ruidos blancos,

el cual, dirige el sistema de sincronizacién del error al origen para un tiempo asignado

a priori, independiente de las condiciones iniciales de la Red Neuornal Competitiva, dis-




CAPITULO 5. 94

turbios deterministicos, y ruidos estocasticos. El desempeno del algoritmo desarrollado
es verificado mediante simulaciones numéricas, el cual muestra validez en la convergencia
en tiempo predefinido del sistema del error de sincronizacién al origen en los dos casos
considerados, logrando asi la sincronizacion en tiempo predefinido entre la Red Neuronal
Competitiva guia y de respuesta. Ademas, la comparaciéon con otros algoritmos de control
convergentes en tiempo predefinido ya existentes revela un mejor desempeno de nuestro

disenio de ley de control.
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CONCLUSIONES

6.1 CONCLUSIONES

En esta tesis se diseniaron algoritmos continuos robustos que permiten la estabiliza-
cién y sincronizacién de diferentes sistemas dinamicos en un tiempo predefinido asignado
a priori e independiente de los valores iniciales de los sistemas. En primer lugar, se disend
una ley de control para un sistema de motor sincrono de imanes permanentes (MSIP) en
tres casos; a) sin perturbaciones, b) en presencia de un disturbio no acotada que satis-
face una condicién de Lipschitz y c) en presencia tanto de un ruido blanco estocéstico
como de un disturbio determinista no acotado. Por otro lado se resolvié el problema de
estabilizacién /sincronizacién en tiempo predefinido en sistemas no lineales auténomos y
redes neuronales competitivas. En el caso de los sistemas no lineales auténomos, se im-
plemento la técnica de backstepping para disenar una ley de control lineal y variable en
el tiempo que permite llevar todos los estados al origen en tiempo predefinido. En cuanto
a las redes neuronales competitivas, se propuso una entrada de control continuo lineal y
variable en el tiempo que permite lograr la sincronizacion de las redes neuronales competi-
tivas en tiempo predefinido en presencia de perturbaciones deterministas y ruidos blancos
estocasticos. Para validar estos resultados teéricos de las leyes de control propuestas, se
realizaron simulaciones numéricas que demostraron la estabilizacién /sincronizacién de los

estados del sistema al origen en tiempo predefinido.
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6.2 TRABAJOS FUTUROS

= Diseno de leyes de control en tiempo predefinido aplicados a vehiculos de guiado

automatico.

= Diseno de algoritmos de control con entradas y salidas multiples para sistemas com-

plejos n-dimensionales que aseguren la convergencia en tiempo predefinido.

» Usar la técnica de "sistemas dominantes” para estabilizar sistemas no lineales me-

diante leyes de control convergentes en tiempo predefinido.

= Diseno de leyes de control robusto convergentes en tiempo predefinido aplicado a

procesos quimicos complejos.

= Diseno de algoritmo de control neuronal en tiempo predefinido basado en mecanis-

mos de aprendizaje extremo.
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