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Los miembros del Comité de Tesis recomendamos que la Tesis “Diseño de reguladores

y controladores en tiempo predefinido”, realizada por el alumno Náın de la Cruz Angeles,
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A.2. Motores śıncronos de imánes permanentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
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7. Trayectoria de la señal de control ud basado en los estimados producidos

por el observador (3.17). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

8. Trayectorias del control (3.24) v(t), basado en los estimados producidos

por el observador (3.17), y la perturbación ξ(t) = K5uq = 5747(0,1t +

0,001 cos(10t)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

9. Convergencia del sistema (3.25) y los estados estimados por el observador

(3.17) al origen en presencia de una perturbación determinista y ruido
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21. Trayectoria de la señal de control ud basada en los estimados producidos

por el observador (4.23). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Resumen

En este trabajo se presenta el análisis y diseño de controladores que forzan los estados

de un sistema dinámico al origen en tiempo predefinido y de observadores que permiten

recuperar los estados de un sistema en tiempo predefinido. Los algoritmos de control y

observación propuestos presentan varias ventajas sobre controladores y observadores que

convergen en tiempo finito o tiempo fijo. En primer lugar el tiempo de convergencia de los

estados del sistema debido a la influencia de la señal de control y la recuperación de los

estados del sistema por el observador pueden ser establecidas por el diseñador del algo-

ritmo de control. Esto es una ventaja muy importante, ya que los algoritmos de control y

observación en tiempo finito o fijo solo permiten estimar el tiempo de convergencia, el cual

puede o no ser el tiempo real de convergencia. La segunda caracteŕıstica sobresaliente de

los algoritmos propuestos es que no dependen de las condiciones iniciales. Esto presenta

otra ventaja muy importante sobre algoritmos de control y observación en tiempo finito,

ya que el tiempo de convergencia de los algoritmos de control y observación en tiempo

finito se incrementa al aumentar las condiciones inciales. Una tercera caracteŕıstica de

los algoritmos de control y observación propuestos en este trabajo radica en su robustez,

es decir los algoritmos son robustos en contra de perturbaciones deterministas y ruidos

blancos Gaussianos que pudieran afectar al sistema de manera acoplada o desacoplada.

Para llevar a cabo el análisis se utiliza la técnica de backstepping y teoŕıa de estabilidad

de Lyapunov. La eficiencia de los algoritmos diseñados es demostrada a través de simula-

ciones numéricas, implementadas en el software Simulink de MatLab, utilizando el modelo

matemático de un motor śıncrono de imánes permanentes y un motor de corriente directa

con conmutador.
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Abstract

The purpose of this work is to show the analysis and synthesis of control algorithms

that drive the states of a dynamical system to the origin in predefined time and of observers

that allow to recover the unmesurable states of a dynamical system in predefined time.

The observation and control algorithms presented in this work have many advantages over

current finite/fixed-time control and observation algorithms. First, the convergence time

of the system states and the time that an observer takes to recover the unmeasurable states

of a dynamical system can be assigned at will by the control designer. This is an important

advantage over current finite/fixed-time control and observer algorithms, since they only

allow the estimation of the convergence time which can be or not the real convergence

time. The second characteristic is that the convergence time of the algorithms proposed

in this work are independent of initial conditions. This is an important advantage over

finite-time controllers and observers, since their convergence time is increased when the

value of the initial conditions increase. The third characteristic of the proposed algorithms

is that they are robust against matched and unmatched deterministic disturbances and

white Gaussian noises that might be affecting the performance of a dynamical system.

To carry out the design, the backstepping technique is used to find the form of the

control algorithm and Lyapunov theory to analyze the stability of the algorithm. The

performance of the proposed algorithms is demonstrated through numerical simulations,

implemented in MatLab and Simulink, using the mathematical model of a permanent

magnet synchronous motor and a brushed DC motor.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Motivación

El avance de la tecnoloǵıa nos ha permitido presenciar el desarrollo de dispositivos y

sistemas que nos permiten tener recreación, llevar a cabo las labores de nuestra vida diaria

e incluso tener salud. Sin embargo, para que estos dispositivos y sistemas alcancen un buen

desempeño es necesario imponer restricciones sobre su funcionamiento. Restricciones como

estabilidad del sistema, alcance de un valor deseado en un intervalo de tiempo corto, buen

desempeño del sistema a pesar de que este se vea afectado por variaciones en la demanda de

operación o debido a posibles interferencias afectando al sistema, eficiencia en el consumo

de enerǵıa son solo algunos de los ejemplos mas importantes a los cuales se encuentran

sujetos los sistemas y dispositivos creados en el presente.

Asegurar que un sistema opere de la manera deseada es el sujeto de estudio de la

teoŕıa de control automático. Por lo menos desde los inicios del siglo 20 los cient́ıficos se

dieron cuenta de la importancia de las herramientas matemáticas que pueden ser utilizadas

en este estudio. Es aśı como surje la teoŕıa de lo que hoy es conocido como control clásico.

Sin embargo, no pasó mucho tiempo para que se dieran cuenta que las ideas utilizadas no

eran suficientes para asegurar el desempeño deseado del sistema. Esto dió paso a lo que

hoy se conoce como control moderno, lo cual abrió las puertas a nuevas posibilidades. Es

en este tiempo donde varias técnicas de control robusto comienzan a nacer por ejemplo,

H∞, control adaptivo, control óptimo, etc.

Al revisar las diferentes teoŕıas de control propuestas se puede observar que ninguna

teoŕıa es autosuficiente para satisfacer los requerimientos que aseguran el buen desempeño

de un sistema. Por ejemplo, un algoritmo puede asegurar la robustez de un sistema pero

puede ser que la enerǵıa utilizada por el sistema no sea óptima. Esta falta de autosufi-

ciencia es lo que impulsa a los investigadores en el área de control a desarrollar nuevas

técnicas utilizando diferentes métodos de control a la misma vez.

1
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Aunque es bien cierto que el desempeño de los sistemas puede verse grandemente

mejorado utilizando diferentes técnicas de control, el tiempo de reacción del sistema juega

un papel primordial en la efectividad del control. No es dif́ıcil ver que esto es aśı por

ejemplo, si al conducir un automóvil queremos acelerar y presionamos el pedal pero el

automóvil necesitara de 1 minuto para alcanzar el valor de referencia se dudaŕıa mucho de

la efectividad del sistema de control que está detrás de este autómovil. Otro ejemplo tiene

que ver con el frenado, de nada serviŕıa que el sistema necesitara de 20 segundos para frenar

cuando se necesitan 10. Es esta demanda de tiempo de reacción la que ha llevado a los

investigadores del área de control a proponer diferentes teoŕıas. Es aśı como conceptos de

controladores de tiempo finito o controladores de tiempo fijo vieron su aparición, ambos

tratando de asegurar que el sistema controlado verdaderamente alcance el desempeño

deseado en el tiempo deseado.

Los algoritmos de control de tiempo finito o tiempo fijo han sido de gran ayuda para

satisfacer la restricción de tiempo impuesta sobre el sistema, pero no suficientes. La razón

de esto radica en que las condiciones iniciales influyen en el tiempo de convergencia, como

en el caso de controladores en tiempo finito, o bien el tiempo de convergencia solo es un

estimado del tiempo real de convergencia. Desafortunadamente, la robustez de un sistema

descansa en el tiempo de convergencia. No fue sino en la última década donde el diseñador

de algoritmos de control tuvo la oportunidad de implementar un algoritmo de control para

el cual el tiempo de convergencia no dependiera de las condiciones iniciales y fuera el valor

real de convergencia. Este tipo de controladores recibió el nombre de controladores en

tiempo predefinido y ha abierto la puerta a nuevas posibilidades. El concepto de tiempo

predefinido no solo es aplicable al diseño de controladores sino también al diseño de

observadores, los cuales pueden recuperar los estados no medibles de un sistema o bien

detectar fallas en un sistema en tiempo predefinido.

Por lo mencionado anteriormente, este trabajo tiene como finalidad analizar nuevos

esquemas de controladores y observadores de tiempo predefinido. Para encontrar la for-

ma que debe tener el algoritmo de control se utilizará la técnica de backstepping la cual

permite generar algoritmos de control para sistemas afectados no solo por perturbacio-

nes acopladas sino también desacopladas. Para el estudio de la estabilidad del sistema

en tiempo predefinido se utilizará teoŕıa de Lyapunov y para asegurar la robustez del

sistema se utilizará un algoritmo de modos deslizantes de segundo orden conocido como

supertwisting.
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1.2 Antecedentes

La teoŕıa de control robusto se enfoca en la forma de manipular el comportamiento

de un sistema para alcanzar algún valor de referencia deseado, independientemente de las

condiciones iniciales [6], [7], [8], la incertidumbre del comportamiento real del sistema [9],

[10], [11] y las perturbaciones que pudiesen estar afectando al sistema [12], [13], [14], [15].

Para controlar un sistema dinámico eficazmente es necesario conocer tanto la estabilidad

del sistema como el tiempo de convergencia.

En la mayoŕıa de aplicaciones, los controladores PID en sus diferentes formas ase-

guran el buen desempeño de un sistema dinámico lineal. Sin embargo, existen ciertas

perturbaciones o incertidumbres que afectan un desempeño robusto de este tipo de con-

trolador [13], [16], [17], [18], [19]. Por otro lado, en la práctica no siempre es posible

representar un sistema a través de ecuaciones lineales. Por ejemplo, un servomecanismo

que emplea un motor eléctrico para mover un objeto a velocidad baja no puede ser mo-

delado mediante una ecuación lineal debido a la fricción a velocidades bajas [20], [21], el

backslash del motor al estar acoplado con una carga [22]. Incluso el frenado del motor

introduce no linealidades al sistema [23]. De acuerdo a esto, pareciera ser necesario tratar

de obtener un modelo del sistema que modele el comportamiento del sistema en cuestión

de manera mas realista. Una busqueda de la literatura en esta dirección muestra que al

proceder de esta manera los sistemas se ven afectados por no linealidades. Sin embargo,

aunque tratar de modelar al sistema de una manera mas realista puede parecer la ĺınea de

acción a seguir, en realidad no resuelve completamente el problema ya que al tratar de ob-

tener un modelo mas realista se incrementa la complejidad del sistema analizado haciendo

mas dif́ıcil comprender su comportamiento [10] e incluso tratar de diseñar algoritmos de

control para el mismo.

De la discusión anterior se observa que es necesario hacer un compromiso entre un

modelo que refleje de manera mas real al sistema y un modelo que sea fácil de analizar

y por lo tanto de implementar un algoritmo de control para el mismo. Es por eso que la

mayoŕıa de investigadores en el área de control optan por tratar de modelar al sistema lo

mas real que se pueda pero conservando la manejabilidad de las ecuaciones que modelan

al sistema. Procediendo de esta manera se supone que el sistema tiene cierta incerti-

dumbre y que estará afectado por perturbaciones, lo cual es modelado mediante alguna

función pertinente. Para poder proceder de esta manera se requiere que la perturbación

y incertidumbre satisfagan ciertas condiciones [24], [25], [26].

Una vez que se ha obtenido un modelo de acuerdo a la discusión anterior, es necesario

implementar algún algoritmo de control robusto. Un algoritmo de control es robusto
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si forza al sistema a comportarse de la manera deseada aunque existan perturbaciones

afectando al sistema, incertidumbres en el modelo del sistema e independientemente de las

condiciones iniciales. En este respecto se han propuesto varias técnicas de control robusto.

Por ejemplo control H∞ [26], control de lógica difusa [27], redes neuronales [28], modos

deslizantes [15], control adaptivo [29], backstepping [30], por mencionar algunos de los

mas populares encontrados al revisar la literatura. Como es imposible crear un algoritmo

de control que satisfaga todos los requerimientos de control de un sistema no es extraño

observar en la literatura combinaciones entre diferentes tipos de control mencionados [31],

[32], [31].

Entre los algoritmos de control robustos mas utilizados están los algoritmos de con-

trol adaptivo y modos deslizantes. La razón por la cual esto es aśı es la flexibilidad en el

diseño y relativa facilidad de implementación como en el caso de modos deslizantes [33],

[34], [35] o la adaptabilidad ante cambios en los parámetros del sistema como en el caso de

control adaptivo [29], [36], [37], además de la robustez ante ruidos que pudieran afectar al

sistema [19] [17]. Un problema que pudieran presentar los controles adaptivos es la carga

excesiva que estos colocan sobre la computadora de control [38], [39].

Inicialmente el problema de robustez de un algoritmo de control fue relegado a

mantener el desempeño del sistema deseado a pesar de perturbaciones o parámetros no

modelados del sistema [40]. Siguiendo esta ĺınea de acción diferentes propuestas de los

algoritmos de control mencionados han sido reportados [41], [42], [43], [44]. Sin embargo,

la rapidez con la cual puede actuar un algoritmo de control juega un papel muy importante

para asegurar la robustez del sistema [45], [8], [7], [31], [46]. En la práctica, existen diversas

aplicaciones donde se requiere que un sistema converja en tiempo finito [47]. En este

contexto tiempo finito se refiere a un intervalo de tiempo relativamente breve. Algunos

ejemplos de tal caso son los sistemas robóticos, aplicaciones aeroespaciales, UAV’s, etc. De

acuerdo a [48], todo sistema dinámico estable puede presentar convergencia exponencial o

asintótica. Convergencia exponencial o asintótica no implica convergencia en tiempo finito.

Convergencia en tiempo finito tiene una rapidez de convergencia mas alta que un sistema

con convergencia exponencial o asintótica [49]. La ventaja de un sistema que converge

en tiempo finito es que puede tener mejor desempeño en presencia de perturbaciones e

incertidumbres [50] [49]. A primera vista se puede pensar que el problema queda resuelto si

se asegura la convergencia del sistema en tiempo finito. De acuerdo a esto se han realizado

diferentes propuestas utilizando el concepto de convergencia en tiempo finito [51], [52],

[53]. Sin embargo, la convergencia de un sistema dinámico en tiempo finito depende de

las condiciones iniciales [54], [55], [56], en el mejor de los casos entre mas grande es la

condición inicial mayor será el tiempo de convergencia y esta puede ser destruida debido

a cambios rápidos en el proceso debido a perturbaciones afectando al sistema [57], [34].
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Una solución parcial a este problema se presenta con el concepto de convergencia

en tiempo fijo. Un sistema dinámico tiene convergencia en tiempo fijo si el tiempo de

convergencia está acotado para cualquier condición inicial posible. De acuerdo a esto,

convergencia en tiempo fijo puede verse como una extensión de convergencia global en

tiempo finito [58], [59] y significa convergencia del sistema hacia un valor de referencia

a lo mas en un valor de tiempo acotado, independientemente de las condiciones iniciales

[59], [60], [61]. Un estudio detallado de la literatura relacionada con controladores en

tiempo fijo muestra que el tiempo de convergencia real de un sistema que utiliza estos

algoritmos no puede ser determinado con presición sino solo se puede estimar el tiempo

de convergencia, es decir el tiempo de convergencia real puede ser mucho menor que

el tiempo de convergencia estimado (como ejemplo ver las referencias mencionadas en

las ĺıneas precedentes). Además, generalmente la solución es demasiado intrincada como

para poder ser implementada. Por lo tanto, teniendo en cuenta la relevancia del tiempo

de convergencia de los sistemas dinámicos para asegurar la robustez de los mismos ante

perturbaciones o incertidumbres, es imprescindible contar con una forma de asegurar la

convergencia del sistema en tiempo finito que no dependa de las condiciones inciales o

de los parámetros del controlador utilizado, que sea posible de asignar a voluntad, algo

que ningún algoritmo de control en tiempo fijo permite, y que al mismo tiempo la ley de

control sea relativamente fácil de implementar.

Otro problema relacionado con el tiempo de convergencia es el diseño de observa-

dores [47], [62], [63]. Los observadores, también conocidos como diferenciadores [64], son

algoritmos que permiten recuperar alguna caracteŕıstica del sistema ya sea los estados

[65], [66], [67], perturbaciones o incertidumbres [68], [69], [70], [71] o detectar fallas en un

sistema [72], [73], [74]. La teoŕıa de control moderno permite representar el comportamien-

to interno y externo del sistema. Cuando se diseña un algoritmo de control es deseable

que este actue en base a la información, obtenida mediante sensores, del comportamiento

interno del sistema. Aunque algunas veces esto es posible, generalmente no es posible obte-

ner medidas del comportamiento interno del sistema. La razón de la imposibilidad radica

en varios factores como son la diponibilidad del sensor para medir la variable en cuestión,

el costo del sensor el cual puede ser muy caro haciendo prohibitivo el diseño, el tamaño

del sensor haciendo que toda la implementación ocupe mas espacio, el acondicionamiento

extra requerido para la señal proveniente del sensor [75], [76], [77]. Para sobrepasar el

problema del uso de sensores en alguna aplicación espećıfica se utilizan los observadores,

los cuales dependen de una medición del comportamiento externo del sistema y en base

a esta medición poder recuperar la señal o señales deseadas.

Cuando se analiza el diseño de un algoritmo de observación es necesario que el

algoritmo sea robusto y que recupere la señal deseada en el menor tiempo posible [78], [79],
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[80]. La razón de esto radica en que la señal recuperada por el observador será utilizada

por algún algoritmo de control para estabilizar al sistema en cuestión. Si el algoritmo

de observación es muy lento en recuperar los estados el controlador no servirá de nada.

La revisión de la literartura muestra que el diseño de los observadores está basado en la

teoŕıa de convergencia en tiempo finito o fijo. Es decir el observador puede recuperar la

señal deseada dentro de un tiempo estimado el cual puede ser el tiempo real o una cota

superior de este. De acuerdo a esto, seŕıa deseable que el algoritmo de observación tuviese

la posibilidad de permitir asignar el tiempo deseado para la recuperación de la señal en

cuestión.

Por la discusión presentada arriba se observa que es necesario contar con algoritmos

de control o de observación que logren la convergencia hacia algún valor de referencia en

un tiempo definido por el diseñador del algoritmo. Es decir que el diseñador del algoritmo

de control o de observación establezca a su deseo el tiempo máximo en el cual los estados

del sistema deben converger o una señal deseada debe ser recuperada, sin importar las

condiciones iniciales. Para conseguir esto se ha introducido el concepto de controladores

convergentes en tiempo predefinido, que hace alusión a controladores que cumplen con

este tipo de caracteŕıstica sin embargo, no se ha introducido para observadores.

El concepto de convergencia en tiempo predefinido es relativamente nuevo. Sin em-

bargo, de acuerdo a [81], la idea de convergencia en tiempo predefinido fue propuesta por

primera vez en [82] mediante el concepto “generador de tiempo base”. En ese trabajo los

autores proponen que el tiempo de convergencia de un sistema puede ser asegurado si el

algoritmo de control contiene una función dependiente del tiempo con exponente negati-

vo. El concepto de generadores de tiempo es retomado nuevamente en [83] para el control

de un brazo robótico de dos grados de libertad y en [84] para el posicionamiento de un

brazo robótico. El concepto de tiempo predefinido como tal parece ser introducido en [85]

para la solución de un problema de programación lineal en tiempo predefinido. Para esto

se utiliza una función exponencial dependiente del tiempo. A partir de ah́ı otros trabajos

continuan con la misma idea. Por ejemplo, en [86] se utiliza el concepto para diseñar un

algoritmo de control utilizando modos deslizantes de grado uno que converja en tiempo

predefinido pero no hay aplicación práctica de la teoŕıa. En [87] se diseña un algoritmo

de control en tiempo predefinido para el control de un sistema mecánico de dos grados

utilizando backstepping. En [88] se analiza el diseño de controles robustos, utilizando

modos deslizantes, que convergen en tiempo predefinido para sistemas de orden uno. A

diferencia de los trabajos recien mencionados en [89] se utiliza una función polinomial

como propuesta de control para lograr convergencia en tiempo predefinido, la teoŕıa es

aplicada en la estabilización de sistemas de primer orden.
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Desde los trabajos de [85] y [87] las propuestas de algoritmos de control en tiempo

predefinido se ha incrementado. Por ejemplo en [90] se utiliza el concepto de generadores

de tiempo base para generar un control en tiempo predefinido para un sistema de segundo

orden que puede ser transformado a una cadena de integradores perturbado. En [91] se

diseña un algoritmo de control robusto para un sistema de orden tres que puede ser

representado en forma de cadena de integradores. Para el diseño se utiliza una función

exponencial basada en los estados y una función dependiente del tiempo con exponente

negativo sin embargo, el control requiere de una magnitud muy grande para condiciones

iniciales negativas lo cual puede causar la divergencia de los estados. En [92] se diseña

un control robusto para un sistema de orden uno utilizando términos exponenciales y

función signo. En [93] se diseña un control robusto para un sistema de orden uno utilizando

términos lineales en las variables de los estados.

Basados en la revisión de la literatura se observa que el diseño de controladores y

observadores en tiempo predefinido es un campo activo de investigación. Por ejemplo,

de las referencias mencionadas arriba solo se aborda el problema de diseño de controles

robustos en tiempo predefinido para sistemas de orden dos, en [91] se hace la extensión

a un sistema de orden tres y se propone que el diseño puede ser generalizado a mas alto

orden sin embargo, la magnitud del control es excesivamente grande para condiciones

iniciales negativas lo cual puede hacer que los estados del sistema diverjan. A excepción

de [88] ninguna referencia, por lo menos hasta el inicio de este trabajo, hab́ıa abordado el

problema de diseño de observadores convergentes en tiempo predefinido. De los trabajos

mencionados anteriormente todos se concentran en la robustez del sistema ante pertur-

baciones deterministas acopladas. En la práctica un sistema puede estar afectado por

perturbaciones no acopladas, es decir perturbaciones que afectan al sistema a través de

un canal que no contiene señal de control. Además, ninguno de los trabajos mencionados

aborda el problema de perturbaciones estocásticos afectando al sistema. En la práctica

un sistema automático puede ser afectado por ruido eléctrico a través de la señal de los

sensores, ruido eléctrico introducido a la ĺınea debido a máquinas de inducción conectados

a la misma ĺınea, o dispositivos de conmutación rápida que estén cercanos al sistema de

control. Es por eso que en este trabajo se propone estudiar el diseño de controladores y

observadores robustos en tiempo predefinido utilizando términos exponenciales para con-

trolar sistemas afectados por perturbaciones y ruidos estocásticos acoplados, utilizando

términos lineales en los estados del sistema para controlar sistemas afectados por per-

turbaciones y ruidos estocásticos acoplados y utilizando términos lineales para sistemas

afectados por perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos acoplados y no acopla-

dos. El trabajo propone que estos algoritmos diseñados permiten llevar todos los estados

del sistema al origen en tiempo predefinido y mantenerlos alĺı después de la convergencia.

Para el análisis se supone que todos los estados del sistema pueden ser medibles pero
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también se propone que en caso de que esto no sea cierto siempre se puede diseñar un

observador convergente en tiempo predefinido que puede recuperar todos los estados no

medibles del sistema. Para verificar la eficiencia de los algoritmos diseñados se utilizan

simulaciones numéricas utilizando un motor śıncrono de imánes permanentes y un motor

de CD con escobillas.

1.3 Organización y aportaciones

La estructura de este trabajo está organizada de la siguiente manera. En el caṕıtulo

2 se presenta la teoŕıa relacionada con análisis de estabilidad de sistemas no lineales,

backstepping, algoritmos de control por modos deslizantes de orden 2, en especial el

supertwisting y la teoŕıa relacionada con ruidos blancos Gaussianos.

El caṕıtulo 3 presenta el diseño de un controlador en tiempo predefinido utilizando

términos exponenciales en las variables de los estados. Durante el diseño se suponen

diferentes escenarios: primero se analiza el diseño de un controlador en tiempo predefinido

suponiendo que los estados del sistema son medibles y el sistema no está afectado por

perturbaciones ni ruidos estocásticos, después se analiza el diseño de un controlador para

controlar un sistema del cual solo un estado es medible y el sistema no está afectado por

perturbaciones ni ruidos estocásticos. En este caso como solo un estado del sistema es

medible se requiere utilizar un observador que permita recuperar los estados del sistema

no medibles. Las salidas del observador servirán para el diseño del control robusto. En

seguida se analiza el diseño de un control robusto para un un sistema del cual los estados

no son medibles y el sistema está afectado por perturbaciones deterministas acopladas. La

última parte de esta sección analiza el diseño de un control robusto para un sistema del

cual los estados solo un estado es medible y el sistema está afectado por perturbaciones

deterministas y ruidos estocásticos acoplados. La efectividad de los controles diseñados

se demuestran mediante simulaciones numéricas, aplicando los algoritmos de control a un

Motor Śıncrono de Imánes Permanentes. Los resultados de esta sección fueron presentados

en

1. N. De La Cruz and M. Basin, “Predefined-time control of full-scale 4D model of

permanent-magnet synchronous motor with deterministic disturbances and stochas-

tic noises,” Actuators, vol. 10, no. 11, 2021.

2. N. De La Cruz and M. Basin, “Predefined-time control of full-scale 4D permanent-

magnet synchronous motor,” in 2021 IEEE 9th Conference on Systems, Process and

Control (ICSPC 2021), pp. 81-85, 2021.
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El caṕıtulo 4 presenta el diseño de un controlador en tiempo predefinido, utilizando

términos lineales en los estados del sistema. Durante el diseño se consideran cuatro escena-

rios. En primer lugar suponemos que todos los estados del sistema son medibles además,

el sistema no está afectado por ruidos ni perturbaciones deterministas. El segundo esce-

nario supone que sólo un estado del sistema es medible y el sistema no está afectado por

perturbaciones deterministas ni ruidos estocásticos. Como solo un estado del sistema es

medible, se utiliza un observador, convergente en tiempo predefinido, para recuperar los

estados no medibles del sistema; una vez que se ha diseñado este observador, las salidas del

observador se utilizan para poder diseñar un control en tiempo predefinido. El siguiente

escenario que se analiza es el de un sistema del cual sólo se puede medir un estado y el

sistema está afectado por perturbaciones deterministas acopladas. El último caso analiza-

do en esta sección es el de un sistema afectado por perturbaciones deterministas y ruidos

estocásticos acoplados. El desempeño de los controles diseñados se demuestran median-

te simulaciones numéricas, utilizando los algoritmos de control para controlar un Motor

Śıncrono de Imánes Permanentes. Los resultados de esta sección fueron presentados en

1. N. De La Cruz and M. Basin,“Predefined-time control of 4D PMSM system using

linear time-varying control input,” in 2022 16th International Workshop on Variable

Structure Systems (VSS), pp. 147-152, 2022.

2. N. De La Cruz and M. Basin, “Predefined-time stabilization of 4D permanent-

magnet synchronous motor system with deterministic and stochastic disturbances

using linear time-varying control input,” International Journal of Control, Automa-

tion, and Systems, 2022. DOI: 10.1007/s12555-022-0401-4.

El caṕıtulo 5 presenta el diseño de un controlador en tiempo predefinido para un

sistema que está afectado por perturbaciones deterministas y ruidos acopladas y no aco-

pladas. Los casos analizados en esta sección los podemos dividir en dos grupos: en el

primer grupo se analiza un sistema del cual es posible medir medir todos sus estados.

En este grupo se diseña un control para un sistema cuya operación no está afectada por

perturbaciones deterministas ni ruidos, después suponemos que el sistema está afectado

por perturbaciones deterministas acopladas y no acopladas. El último análisis realizado

en este grupo se centra en un sistema que está afectado por perturbaciones deterministas

y ruidos acoplados y no acoplados. El segundo grupo analizado en este caṕıtulo tiene que

ver con un sistema del cual sólo podemos medir un estado. Al igual que el grupo anterior

se hacen las siguientes suposiciones: que el sistema no está afectado por perturbaciones

ni ruidos estocásticos, la segunda suposición es que el sistema está afectado por pertur-

baciones acopladas y no acopladas, la última su posición en este grupo es que el sistema

está afectado por perturbaciones y ruidos acoplados y no acoplados. La efectividad del
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control es demostrada mediante simulaciones numéricas aplicando los controles diseñados

a un Motor de CD con escobillas.

1. N. De La Cruz and M. Basin, “Predefined-time stabilization of brushed direct cu-

rrent motor system affected by matched and unmatched disturbances and stochastic

noises,” Sometido a revista Transactions of the Institute of Measurement and Con-

trol, en 2022 y está en proceso de revisión.

El caṕıtulo 6 muestra las conclusiones y los alcances del trabajo realizado durante

este proyecto. Además se presentan algunas posibles extensiones de los resultados obteni-

dos.
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Marco Teórico

2.1 Estabilidad de sistemas no lineales

La función de cualquier algoritmo de control es forzar todos los estados de un sis-

tema particular a un valor de referencia deseado. Una vez que el especialista en control

automático ha propuesto algun posible algoritmo, es necesario que este se asegure que

el algoritmo realmente forzará los estados del sistema al valor de referencia deseado. Al

parecer, verificar mediante simulación, que un sistema alcanza el valor de referencia de-

seado bajo la influencia de un algoritmo de control no es suficiente [98]. Es por eso que el

análisis de estabilidad de un sistema es de suma importancia [99],

Existen diferentes herramientas que permiten analizar la estabilidad de un sistema

sin embargo, la herramienta mas utilizada es el análisis de estabilidad de Lyapunov [100].

Aunque no es posible determinar la estabilidad de todos los sistemas utilizando esta

herramienta, para una mayoŕıa de ellos es posible y su uso es relativamente sencillo, esta

es la cualidad por la cual el análisis de estabilidad utilizando esta herramienta es preferible

a cualquier otra. Esta herramienta también forma parte fundamental de este trabajo y en

esta sección se presenta la teoŕıa relacionada a esta herramienta.

2.1.1 Estabilidad de sistemas autónomos

El análisis de estabilidad en sentido de Lyapunov puede ser determinada utilizando

cualesquiera de los siguientes métodos, ya sea linealizando al sistema alrededor del punto

de equilibrio o utilizando el método de enerǵıa.

Definición 1. Sea xe un punto de equilibrio de ẋ = f(x) entonces,

1. xe es estable, si para cualquier ε > 0, existe una δ = δ(ε) > 0 tal que

∥x(0)− xe∥ < δ ⇒ ∥x(t)− xe∥ < ε, ∀t ≥ 0

11
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2. De lo contrario xe es inestable.

3. Además xe es asintóticamente estable si

t→ ∞ ⇒ x(t) → xe

Definición 2. Sea xe un punto de equilibrio de ẋ = f(x), entonces la región de atracción

es el conjunto de todos los estados tal que la solución de ẋ = f(x) que comienza en esos

estados converge hacia xe cuando t → ∞. Si la region de atracción es todo el espacio de

estados, entonces xe es globalmente asintóticamente estable.

La última parte de la definición anterior indica que si xe es globalmente asintótica-

mente estable entonces xe es el único punto de equilibrio de ẋ = f(x).

Teorema 1 (Primer método de Lyapunov: Linealización de ẋ = Ax alrededor de xe

[101]). Supongamos que ẋ = Ax es la linealización del sistema ẋ = f(x) alrededor del

punto de equilibrio xe entonces, se puede decir lo siguiente:

1. El punto de equlibrio xe es estable si y solo si todos los eigenvalores de A satisfacen

Re [λi] ≤ 0, y en el caso de eigenvalores Re [λi] = 0 y de multiplicidad algebraica

qi ≥ 2 rank (A− λiI) = n− qi, donde n es la dimension de x.

2. El punto de equilibrio xe es globalmente asintóticamente estable si y solo si todos

los eigenvalores de A satisfacen Re [λi] < 0. En este caso, A es llamada matriz de

Hurwitz.

3. El punto de equilibrio xe = 0 es exponencialmente estable si:

∥x(t)∥ ≤ k∥x(0)
∥∥e−λt,∀

∥∥x(0)∥ <∞, ∀t ≥ 0, k ≥ 1, λ > 0.

4. Si algún Re [λi] > 0 entonces el sistema es inestable.

Del teorema anterior se puede observar que estabilidad exponencial implica estabi-

lidad asintótica sin embargo, estabilidad asintótica no necesariamente implica estabilidad

exponencial. Una caracteŕıstica importante de la estabilidad exponencial es que su con-

vergencia hacia el punto de equilibrio es mas rápida que la convergencia asintótica. De

acuerdo a la definición anterior, para determinar si un punto de equilibrio es estable es

necesario transformar el sistema y encontrar los eigenvalores del sistema transformado.

Lyapunov propuso un segundo método que evita el trabajo extra. Antes de presentar las

condiciones del segundo método se presentan las siguientes definiciones.
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Teorema 2 (Segundo método de Lyapunov [101]). Sea xe un punto de equilibrio de

ẋ = f(x) y D ⊂ Rn un intervalo que contiene a xe. Si existe una función V : D → R tal

que:

V (0) = 0 y V (x) > 0,∀x en D − {0}.

y que además sea continuamente diferenciable entonces, la derivada de V (x) dada por la

siguiente expresión:

V̇ (x) =
dV (x)

dt
=

n∑
i=1

∂V (x)

∂xi
ẋi =

n∑
i=1

∂V (x)

∂xi
fi(x) ≤ 0 in D,

indica que xe es estable. Además si

V̇ (x) < 0 in D − {0},

xe es asintóticamente estable. Si las condiciones de estabilidad asintótica se cumplen de

manera global y V (x) → ∞, ∥x∥ → ∞ entonces, xe = 0 es globalmente asintóticamente

estable.

Comentarios sobre el teorema 2:

1. Puede observarse que si V (0) = 0, V (x) > 0 pero V̇ (x) > 0 ∀x entonces, xe es un

punto de equilibrio inestable del sistema ẋ = f(x).

2. La función V (x) es conocida como función de Lyapunov y V (x) = ci > 0 es conocida

como superficie de Lyapunov.

3. La condición de no acotamiento radial es necesaria para asegurar que el conjunto

{x : V (x) ≤ ci} sea acotado para cada ci.

4. El teorema presenta condiciones necesarias pero no suficientes, ya que no poder

encontrar una función V (x) que satisfaga las condiciones del teorema no significa

que el punto de equilibrio sea inestable.

2.1.2 Estabilidad de sistemas no autónomos

Para esta sección se analizarán las condiciones bajo las cuales el sistema mostrado

en la ecuación 2.1 es estable y los tipos de estabilidad que puede tener.

ẋ = f(t, x), x ∈ Rn, f(t, 0) = 0, ∀t ≥ t0. (2.1)
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Definición 3. Funciones K y KL:

Una función ϕ : R+ → R+ es de clase K denotada por ϕ ∈ K si ϕ es continua,

estrictamente creciente y ϕ(0) = 0. Es de clase K∞ denotada por ϕ ∈ K∞ si ϕ(p) →
+∞ cuando p→ +∞.

Una función β : R+ × R+ → R+ es de clase KL denotada por β ∈  L si β(p, t)

es continua, estrictamente creciente con respecto a p, estrictamente decreciente con

respecto a t, β(0, t) = 0, y β(p, t) → 0 cuando t→ +∞.

Definición 4. El punto de equilibrio xe de 2.1 es :

1. Estable de manera uniforme: si y solo si α ∈ K y un escalar c > 0 independiente

de t0, tal que

∥x(t)∥ ≤ α (∥x (t0)∥) , ∀t ≥ t0, ∀ ∥x (t0)∥ < c.

2. Asintóticamente estable de manera uniforme: si y solo si existe una β ∈ L y un

escalar c > 0 independiente de t0, tal que

∥x(t)∥ ≤ β (∥x (t0)∥ , t− t0) , ∀t ≥ t0, ∀ ∥x (t0)∥ < c.

3. Globalmente asintóticamente estable de manera uniforme: si y solo si es asintótica-

mente estable de manera uniforme para x (t0).

Teorema 3 (Teorema de Lyapunov). Si existe una función V (t, x) > 0 localmente y de

clase C1 decreciente tal que V̇ (t, x) < 0 entonces, el punto de equilibrio xe del sistema 2.1

es uniformemente asintóticamente estable. Además, si V (t, x) no está acotada radialmente

entonces xe es globalmente asintóticamente estable de manera uniforme.

Teorema 4. La función V (t, x) puede tener siguientes caracteŕısticas:

1. La función V (t, x) es V (t, x) > 0 localmente si V (t, 0) = 0 y para algún ϕ1 ∈ K (y

r > 0 ) se tiene:

V (t, x) ≥ ϕ1(∥x∥), ∀x ∈ Rn, (∥x∥ < r).

2. La función V (t, x) es no acotada radialmente si ϕ1 ∈ K∞.

3. La función V (t, x) definida negativa si −V (t, x) definida positiva.
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4. La función V (t, x) es indefinida si tiene cambios de signo.

5. La función V (t, x) es decreciente si para algún ψ ∈ K y 0 < r ≤ +∞ se obtiene

V (t, x) ≤ ψ(∥x∥), ∀∥x∥ < r.

Definición 5. Una función ϕ : R → R es uniformemente continua si para cada ε > 0,

existe una δ > 0 tal que

∀x, y ∈ R, |x− y| < δ ⇒ |ϕ(x)− ϕ(y)| < ε.

Teorema 5. Sea ϕ : R → R una función uniformente continua en el intervalo [0,+∞].

Además, suponga que
∫ t

0
ϕ(τ)dτ existe y es finita entonces,

ϕ(t) → 0 as t→ +∞

2.1.3 Conclusión

En esta sección se presentó la teoŕıa relacionada all análisis de estabilidad de siste-

mas autónomos y no autónomos. Se puede apreciar que la teoŕıa no es dificil sin embargo,

encontrar la función de Lyapunov para hacer el análisis de estabilidad es la parte compli-

cada y para ello hay diferentes métodos que pueden ser aplicados para tratar de obtener

una función de Lyapunov. Es necesario tener presente que si aun después de aplicar los

métodos no es posible determinar una función cadidata de Lyapunov eso no significa que

el sistema sea inestable.

2.2 Técnica de backstepping

Durante el desarrollo de los algoritmos de control propuestos en este trabajo se

utilizará la técnica de backstepping. Es por esa razón que esta sección presenta la teoŕıa

fundamental sobre la cual se basa el diseño de los algoritmos de control propuestos en

este trabajo. El uso de la técnica de backstepping surge alrededor de 1990 y es propuesta

por Peter V. Kokotovic y otros investigadores del área de control [102].

De acuerdo a la literatura, esta técnica permite la estabilización de sistemas que

tienen forma estricta de retroalimentación generando de manera recursiva subcontrolado-

res que de manera progresiva permiten estabilizar las ecuaciones de mas alto orden del

sistema. El proceso es relativamente sencillo sin embargo, para sistemas de alto orden

puede presentar el problema de que el control de la derivada mas alta contenga demasia-
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dos términos, haciendolo tedioso para su implementación [103], [104]. Una caracteŕıstica

que lo hace muy atractivo en el diseño de controladores es que no solo permite la robustez

del sistema ante perturbaciones externas sino también ante perturbaciones internas [105],

[106], [107], [108]. Las aplicaciones de este tipo de control se pueden encontrar en siste-

mas robóticos [109], [110], uav’s [111], [112], sistemas microelectromecánicos [113], [114],

sistemas biológicos [115], [116], sistemas caóticos [117], [118], sistemas de potencia [119],

[120], detección de fallas [121], [122] por nombrar algunos. El proceso para implementar

este tipo de control se presenta a continuación.

Supongamos que tenemos un sistema con la forma de la ecuación 2.2

ẋ = f0(x) + g0(x)z1

ż1 = f1 (x, z1) + g1 (x, z1) z2
...

żk = fk (x, z1, . . . , zk) + gk (x, z1, . . . , zk)u

(2.2)

Un sistema con la forma de la ecuación 2.2 se dice que es de retroalimentación estricta por-

que las ecuaciones fi y gi dependen solamente de los estados retroalimentados x, z1, . . . , zi

[105]. Las variables mostradas en la ecuación satisfacen las siguientes condiciones x ∈ ℜ,
z1 . . . zk son escalares, f0 a fk se desvanecen en el origen y u ∈ ℜ representa el control

deseado actuando en la derivada de mas alto orden y se asume que gi (x, z1, . . . , zi) ̸= 0

para 1 ≤ i ≤ k.

El proceso de diseño de u comienza asumiendo que se puede encontrar una ley de

control z1 = ϕ0(x), con ϕ0(0) = 0, tal que ẋ = f0(x) + g0(x)z1 converja al origen. Para

determinar la forma de ϕ0 se propone la ecuación de Lyapunov V0(x) =
1
2
x2 tal que

∂V0
∂x

[f0(x) + g0(x)ϕ0(x)] ≤ −W (x) (2.3)

donde W > 0. De la ecuación anterior se observa que ϕ0 depende solo del estado x, esta

caracteŕıstica hace que la convergencia sea asintótica sin embargo, en [92] se ha demostrado

que si ϕ0(x, t) entonces, la convergencia hacia el origen será en tiempo predefinido.

Una vez que se ha determinado la forma de z1 se procede a diseñar z2. Entonces se

consideran las siguientes escuaciones

ẋ = f0(x) + g0(x)z1

ż1 = f1 (x, z1) + g1 (x, z1) z2
(2.4)
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Para el diseño de z2 se introduce una nueva variable ξ1 tal que ξ1 = z1 − z1d donde

z1d = ϕ0(x). Se puede observar que al derivar ξ1 se obtiene

ξ̇1 = ż1 − ż1d = f1 (x, z1) + g1 (x, z1) z2 − ϕ̇0

La forma de z2 se obtiene al utilizar la función de Lyapunov V1 =
1
2
x2+ 1

2
ξ21 , de tal manera

que V̇1 ≤ −W2, donde W2 > 0.

Para z3
ẋ = f0(x) + g0(x)z1

ż1 = f1 (x, z1) + g1 (x, z1) z2

ż2 = f2 (x, z1, z2) + g2 (x, z1, z2) z3

(2.5)

Proponiendo ξ2 = z2 − z2d, donde z2d es el control encontrado en el paso anterior, y

derivando ξ2 se obtiene

ξ̇2 = ż2 − ż2d = f2 (x, z1, z2) + g2 (x, z1, z2) z3 − ż2d

y la forma de z3 se obtiene al proponer la ecuación de Lyapunov V2 =
1
2
x2 + 1

2
ξ21 +

1
2
ξ22 tal

que V̇2 ≤ W3, donde W3 > 0. Continuando con el mismo proceso se puede encontrar la

forma de u, en este caso Vk =
1
2
x2+ 1

2
ξ21+ · · ·+ 1

2
ξ2k tal que V̇k−1 ≤ Wk, donde ξk = zk−zkd

y

ξ̇k = żk − żkd = fk (x, z1, . . . , zk) + gk (x, z1, . . . , zk)u− żkd

. A continuación se presentarán unos ejemplos que ilustran los conceptos introducidos,

las funciones dependientes del tiempo serán mostradas al presentar el sistema de trabajo

pero al hacer el análisis se omitirá la variable t.

Ejemplo 1: Supongamos que se tiene un sistema como el mostrado en la ecuación

ẋ1(t) =x1(t) + x2(t)

ẋ2(t) =x2(t) + x3(t)

ẋ3(t) =u(t)

(2.6)

la ecuación 2.6 satisface las condiciones mencionadas arriba. El problema es encontrar

una ley de control u(t) tal que el sistema converja al origen de manera exponencial sin

importar las condiciones iniciales. Para eso comenzamos tomando x2 como un control

virtual. La forma que debe tener x2 se encuentra al suponer una ecuación de Lyapunov

V = 1
2
x21 tal que V̇ (t) ≤ −W . Entonces

V̇ = x1ẋ1 = x1(x1 + x2) (2.7)
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si x2 = −3x1 entonces

V̇ = −2x21 ≤ −x21 = −V (2.8)

por lo tanto el origen de ẋ1 es globalmente exponencialmente estable.

La forma de x3 se encuentra transformando el sistema 2.6 utilizando la variable z2.

Para la transformación z2 = x2 − x2d, donde x2d = −3x1 y ż2 = ẋ2 − ẋ2d. El sistema

transformado tiene la siguiente forma

ẋ1(t) =z2 − 2x1

ż2(t) =z2 − 3x1 + x3 − ẋ2d
(2.9)

Al proponer la ecuación de Lyapunov V = 1
2
x21 +

1
2
z22 , su derivada es,

V̇ = x1ẋ1+z2ż2 = x1(z2−2x1)+z2(z2−3x1+x3−ẋ2d) = −2x21+x1z2+z2(z2−3x1+x3−ẋ2d)
(2.10)

Como se desea que V̇ (t) ≤ −W entonces si x3 = 2x1 − 3z2 + ẋ2d, la derivada de V toma

la forma

V̇ = −2x21 − 2z22 ≤ −1

2
x21 −

1

2
z22 = −V (2.11)

lo cual muestra que el origen de ẋ2(t) = x2(t) + x3(t) es globalmente exponencial estable.

Se procede de una manera semejante para encontrar la forma de u. En este caso se propone

z3 = x3 − x3d donde x3d es la ley de control encontrada en el paso anterior. El sistema

transformado tomaŕıa la forma

ẋ1(t) =z2 − 2x1

ż2(t) =− 2z2 − x1 + z3

ż3(t) =u− ẋ3d

(2.12)

Ahora proponemos la ecuación de Lyapunov V = 1
2
x21 +

1
2
z22 +

1
2
z23 , cuya derivada tendŕıa

la forma

V̇ = x1ẋ1 + z2ż2 = x1(z2 − 2x1) + z2(−2z2 − x1 + z3) + z3(u− ẋ3d) (2.13)

si u = −z2 − 2z3 + ẋ3d la derivada de V toma la forma

V̇ = −2x21 − 2z22 − 2z23 ≤ −1

2
x21 −

1

2
z22 −

1

2
z23 = −V (2.14)

lo cual muestra que el origen de ẋ3 es globalmente exponencial estable.
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El diseño del control u se simplifica grandemente cuando el sistema tiene la forma de

integradores. Un sistema tiene la forma de integradores si está escrito como en la ecuación

2.15
ẋ1 =x2

ẋ2 =x3
...

ẋk =f(x1, x2, · · · , xk) + u.

(2.15)

Obviamente no todos los sistemas tendrán la forma de la ecuación 2.15 sin embargo, existe

la posibilidad de ser colocado en esta forma al introducir variables auxiliares. El siguiente

ejemplo muestra el proceso.

Ejemplo 2: En este ejemplo se desea diseñar una ley de control para un sistema

en forma de integradores. Si utilizamos el sistema del ejemplo 1, este puede colocarse en

forma de integradores si introducimos variables auxiliares w2 y w3 tal que ẋ1 = w2 y

ẇ2 = w3. De acuerdo a la ecuación 2.6 ẋ1 = x2 + x3, por lo tanto w2 = x1 + x2, cuya

derivada tiene la siguiente forma:

ẇ2 = ẋ1 + ẋ2 = w2 + x2 + x3 = w3 (2.16)

de la ecuación anterior se observa que w3 = w2 + x2 + x3 cuya derivada tiene la forma

ẇ3 = ẇ2+ ẋ2+ ẋ3; utilizando la ecuación 2.15 ẇ3 = ẋ1+ ẋ2+ ẋ2+ ẋ3 = w2+2(w3−w2)+u.

Finalmente, el sistema 2.6 tiene la siguiente forma de integradores:

ẋ1 =w2,

ẇ2 =w3,

ẇ3 =2w3 − w2 + u.

(2.17)

Para encontrar la ley de control u de la ecuación 2.17 comenzamos haciendo backs-

tepping con la ecuación ẋ1 = w2. En este caso consideramos que w2 es nuestro control

virtual cuya forma se obtiene se obtiene al proponer la ecuación de Lyapunov V1 = 1
2
x21

cuya derivada es V̇1 = x1ẋ1 = x1w2. Como se desea que V̇ (t) ≤ −W entonces w2 = −2x1

y V̇1 = −2x21 ≤ −1
2
x21.

Siguiendo con el proceso ahora consideramos w3 como el nuevo control virtual. Para

encontrar su forma hacemos una transformación parcial del sistema 2.17, proponiendo la

variable z2 = w2 −w2d cuya derivada es ż2 = ẇ2 − ẇ2d = w3 − ẇ2d donde w2d = −2x1. El
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sistema transformado tendŕıa la siguiente forma

ẋ1 =z2 − 2x1,

ż2 =w3 − ẇ2d.
(2.18)

Ahora proponemos la ecuación de Lyapunov V2 = 1
2
x21 + 1

2
z22 , cuya derivada es

V̇2 = x1ẋ1+z2ż2. Al sustituir la ecuación 2.17 se obtiene V̇2 = x1(z2−2x1)+z2(w3− ẇ2d).

Como se desea que V̇ (t) ≤ −W eso se logra haciendo que w3 = −x1 − 2z2 + ẇ2d, que al

sustituir en V̇2 se obtiene V̇2 = −2x21 − 2z22 ≤ −1
2
x21 − 1

2
x21 = −V2.

Finalmente para encontrar la forma de u se transforma completamente el sistema

2.16. Para eso se propone z2 = w2 − w2d y z3 = w3 − w3d donde w2d = −2x1 y w3d =

−x1− 2z2+ ẇ2d. La derivada de z2 es ż2 = w3− ẇ2d = z3+w3d− ẇ2d = z3−x1− 2z2. Por

otro lado, la derivada de z3 es ż3 = ẇ3 − ẇ3d = 2w3 − w2 + u− ẇ3d. Con esto, el sistema

transformado tendŕıa la forma

ẋ1 =z2 − 2x1,

ż2 =z3 − x1 − 2z2,

ż3 =2w3 − w2 + u− ẇ3d

(2.19)

Proponiendo la función de Lyapunov V3 =
1
2
x21+

1
2
z22+

1
2
z23 y encontrando su derivada

V̇3 = x1ẋ1 + z2ż2 + z3ż3 se llega a la ecuación

V̇3 = x1(z2 − 2x1) + z2(z3 − x1 − 2z2) + z3(2w3 − w2 + u− ẇ3d).

Como en los casos anteriores, se requiere que V̇ (t) ≤ −W , entonces u = 2w3 − w2 − z2 −
2z23+ẇ3d. Lo cual conlleva a V̇3 = −2x21−2z22−2z23 ≤ −1

2
x21− 1

2
z22− 1

2
z23 = −V3, mostrando

que el origen del sistema 2.16 es globalmente exponencialmente estable.

2.2.1 Conclusión

Esta sección mostró el fundamento de la técnica de backstepping. Se puede observar

que la teoŕıa es relativamente sencilla de implementar y que la estabilidad del sistema se

puede asegurar utilizando teoŕıa de Lyapunov. Una de las caracteŕısticas principales de

backstepping es su robustez no solo ante perturbaciones acopladas sino ante perturbacio-

nes no acopladas, conceptos que se explotan el diseño de controles robustos en tiempo

predefinido de este trabajo.
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2.3 Modos deslizantes de alto orden

La técnica de control por modos deslizantes clásico es muy atractiva debido a su

relativa facilidad de implementación, insensibilidad a incertidumbres en los parámetros

del sistema y perturbaciones acopladas y convergencia en tiempo finito a la superficie

deslizante [123]. El proceso de diseño es relativamente sencillo. En este caso, para un

sistema dado por la ecuación 2.20

ẋ = f(x, u) + g(x, t), x(0) = x0. (2.20)

lo único que debe hacerse es encontrar una función s = Sx tal que s = ṡ = 0 para

t = ts donde ts es el tiempo de llegada a la superficie deslizante. Cabe aclarar que la

caracteŕıstica de insensibilidad ante perturbaciones e incertidumbres mencionadas arriba

solo se aseguran una vez que se ha alcanzado la superficie deslizante [123]. Al llevar acabo

el análisis de estabilidad de Lyapunov para la función ṡ se observa que el control necesario

para asegurar la robustez del sistema debe tener la forma:

u(x) = unom + up (2.21)

donde unom asegura la convergencia del sistema al origen y up contrarresta los efectos de

la perturbación sobre el sistema. La forma mas sencilla de up es up = ρsign(s), donde ρ

es un parámetro que permite acelerar la convergencia.

Debido al término sign(s) y que la función s propuesta es de orden uno el algoritmo

de control presenta el fenómeno oscilaciones a alta frecuencia [75]. Esto presenta dos

problemas desde el punto de vista de implementación, el primero es que esas oscilaciones

del control pueden hacer que el sistema entre en resonancia, el segundo tiene que ver con el

desgaste del sistema debido a los cambios rápidos en movimiento [57]. Es por eso que se han

propuestos diferentes formas para up que permiten disminuir la frecuencia de oscilación

pero con la desventaja de reducción del efecto de robustez. Para sobrepasar el problema

de frecuencia de oscilación pero sin que la robustez del control se vea comprometida se

han propuesto algoritmos de control de orden mas alto que uno [124]. En particular el

supertwisting, el cual es un algoritmo de orden 2, es un algoritmo muy utilizado para

generar algoritmos de control robustos por modos deslizantes.
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2.3.1 Controladores de modos deslizantes de orden 2

Supongamos que tenemos el siguiente sistema [124]

ẋ = a(t, x) + b(t, x)u, σ = σ(t, x) (2.22)

donde x ∈ Rn, u ∈ R es la señal de control, σ es la única señal medible. Además a, b, σ son

funciones suaves. El trabajo de diseño es hacer que σ alcance el origen y se mantenga alĺı

mediante una señal de control en retroalimentación discontinua pero globalmente acotada.

Si se asume que σ(t, x) es dos veces diferenciable y se imponen las restricciones

σ′
xb ≡ 0 y (σ′′

xxb) a + σ′
x (a

′
xb) ̸= 0 entonces, la segunda derivada con respecto al tiempo

tendŕıa la forma

σ̈ = h(t, x) + g(t, x)u (2.23)

de tal manera que h = σ̈|u=0, g = ∂
∂u
σ̈ ̸= 0 son funciones suaves que satisfacen las

restriciones

0 < Km ≤ g ≤ KM , |h| ≤ C (2.24)

para algunas Km, KM , C > 0. Si se asume 2.24 se satisfacen de manera global entonces,

las ecuaciones anteriores implican que

σ̈ ∈ [−C,C] + [Km, KM ]u (2.25)

De acuerdo a [124] esta última expresión indica que el sistema no recuerda al sistema

original 2.22, lo cual hace que el control u sea robusto con respecto a perturbaciones. El

trabajo es entonces determinar la forma de u = φ(σ, σ̇).

Teorema 6. Asuma que existen constantes r1 y r2 que satisfacen las siguientes condicio-

nes

(r1 + r2)Km − C > (r1 − r2)KM + C, (r1 − r2)Km > C (2.26)

entonces el control

u = − (r1 sign(σ) + r2 sign(σ̇)) , r1 > r2 > 0 (2.27)

atrae las trayectorias de σ̈ ∈ [−C,C] + [Km, KM ]u en tiempo finito.

El control 2.27 fue el primer control de orden dos propuesto. La demostración del

teorema se puede revisar en [124]. Desafortunadamente el tiempo de convergencia del
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algoritmo a la superficie deslizante es

T ≤
∑ |σ̇i|

[Km (r1 − r2)− C]
≤ |σ̇0|

(1− q) [Km (r1 − r2)− C]
(2.28)

Lo cual demanda que se investiguen algoritmos de control de mas alto orden en tiempo

predefinido.

El algoritmo de control

u = −r1 sign (σ − σ∗/2) + r2 sign (σ
∗) , r1 > r2 > 0 (2.29)

permite reducir mas el efecto de oscilaciones a alta frecuencia pero con la desventaja de

reducir la robustez. El problema relacionado con los algoritmos de control de orden 2, en

cualquiera de sus formas, es que necesitan de la medición de los estados del sistema σ̇ o

por lo menos sign(σ). La siguiente sección presenta algoritmos de control que sobrepasan

este problema.

2.3.2 Super-twisting

Supongamos que tenemos el sistema 2.22 y que existen constantes C, KM , Km, UM ,

q que satisfacen las siguientes restricciones

|ḣ|+ UM |ġ| ≤ C, 0 ≤ Km ≤ g(t, x) ≤ KM , |h/g| < qUM , 0 < q < 1

El siguiente teorema muestra establece que se puede dise;ar un algoritmo de control que

no necesita medición de σ̇ o de sign(σ).

Teorema 7. Si Kmα > C y λ son suficientemente grandes entonces, el algoritmo de

control

u = −λ|σ|1/2 sign(σ) + u1, u̇1 =

−u, |u| > UM

−α sign(σ), |u| ≤ UM

(2.30)

permite σ = σ̇ = 0 en tiempo finito. La señal de control entra en el segmento [−UM , Um]

y permanece ah́ı si el valor inicial se encuentra en el segmento desde el inicio.

El valor de λ se determina mediante la siguiente expresión

λ >

√
2

(Kmα− C)

(Kmα + C)KM(1 + q)

K2
m(1− q)

(2.31)
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Este algoritmo propuesto tiene mejor desempeño que el algoritmo de orden dos men-

cionado en la sección anterior incluso el tiempo de convergencia es mejor, siendo T ≤∑
|σ̇i| / (Kmα− C). Sin embargo, aun aśı no hay forma de poder imponer el tiempo de

convergencia deseado de manera directa. La demostración del teorema mencionado puede

verse en [124].

2.4 Ruidos Gaussianos blancos

Al diseñar algoritmos de control siempre es bueno comenzar el análisis suponiendo

que el sistema es ideal, es decir el modelo utilizado para el diseño y las señales medidas

corresponden con el comportamiento real del sistema (no hay incertidumbres) y que el

sistema no será perturbado de su punto de operación, es decir no habrá perturbaciones ya

sea deterministas o estocásticas afectando al sistema. Sin embargo, en la práctica tanto

el sistema controlado como la unidad controladora funcionarán en un ambiente donde

existirá incertidumbre en las variables medidas y habrá perturbaciones tanto deterministas

como estocásticas afectando al sistema. Las perturbaciones estocásticas a las que nos

referimos son perturbaciones eléctricas en forma de ruido. El ruido se introduce en las

señales ya sea por causa de los sensores utilizados, de los sistemas utilizados para llevar a

cabo control o transmisión digital o debido a las máquinas inductivas operando alrededor

del sistema controlado o del controlador o conectada a la misma linea de alimentación

[125], [126], [127]. Uno de los modelos mas utilizados para este escenario es el ruido blanco

[128], [129], [130]. De acuerdo a la literatura el comportamiento de un sistema controlado

sujeto a ruido puede verse grandemente deteriorado [131], [132], [133], [134]. Debido a esto

el análisis del desempeño de un sistema controlado sujeto a ruido es de vital importancia.

En esta subsección se revisa la teoŕıa básica relacionada con ruidos gaussianos blancos. Los

conceptos fundamentales de esta subsección serán utilizados en el diseño de controladores

robustos para sistemas sujetos a ruidos estocásticos.

Un proceso estocástico con parámetros continuos xt, t ≥ 0 es un proceso de Wiener

si

1. xt, t ≥ 0 tiene incrementos independientes estacionarios.

2. xt tiene una distribución normal para todo t ≥ 0.

3. E (xt) = 0 para todo t ≥ 0.

4. P (x0 = 0) = 1.

5. xt tiene realizaciones continuas.
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La primera condición se puede comprobar si para cualquier conjunto finito {ti | ti ≤ ti+1} ∈
T de un un proceso con parámetros continuos {xt, t ∈ T}, las variables aleatorias

xt2 − xt1 , xt3 − xt2 , . . . , xtn − xtn−1

son independientes. Además el proceso xt tiene incrementos independientes estacionarios

si tiene la misma distribución como xt − xτ para todo t > τ ∈ T y cualquier h > 0.

xt+h − xτ+h

En esta caso la función de covarianza de un proceso de Wiener esta dada por

E
[
(xt − E (xt)) (xτ − E (xτ ))

T
]
= Qmı́n(t, τ) (2.32)

donde Q es una matriz definida positiva.

El ruido blanco Gaussiano es un proceso Gaussiano cuya función de covarianza está

definida de la siguiente manera:

E
[
(xt − E (xt)) (xτ − E (xτ ))

T
]
= Qδ(t− τ) (2.33)

Al comparar las ecuaciones 2.32 y 2.33 puede observarse una semejanza, esto es por-

que un ruido blanco Gaussiano puede ser considerado como la derivada débil en promedio

cuadrático de un proceso de Wiener. Para ver que esto es aśı, sea {xt, t ≥ 0} un proceso

de Wiener, del cual su función de covarianza es Px(t, τ) = Qmı́n(t, τ) entonces, la función

de covarianza del proceso
{

dxt

dt
t, t ≥ 0

}
es

Pẋ(t, τ) =
∂2Px(t, τ)

∂t∂τ

sustituyendo Px(t, τ) = Qmı́n(t, τ) se tiene

Pẋ(t, τ) = Q
∂2mı́n(t, τ)

∂t∂τ

como

mı́n(t, τ) =

τ, τ < t

t, τ > t
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entonces

∂

∂t
mı́n(t, τ) =

0, τ < t

1, τ > t

y su derivada con respecto a τ es la delta de Dirac δ(t− τ) dando como resultado

Pẋ(t, τ) = Qδ(t− τ)

de lo cual se observa que un ruido blanco Gaussiano es la derivada en promedio cuadrático

débil del proceso de Wiener.

Supongamos que se tiene la siguiente ecuación diferencial

dxt
dt

= f (xt, t) +G (xt, t)ψt, t ≥ t0 (2.34)

donde ψ representa un ruido blanco Gaussiano y la condición inicial xt0 es independiente

del ruido blanco Gaussiano. Además sea {Wt, t ≥ t0} un proceso de Wiener. Entonces

ψt ∼
dWt

dt

Lo cual nos permite reescribir la ecuación 2.34 de la siguiente manera

xt − xt0 =

∫ t

t0

f (xτ , τ) dτ +

∫ t

t0

G (xτ , τ) dWτ

donde la primera integral puede ser vista como una integral en promedio cuadrático o como

una integral ordinaria y la segunda integral es definida como una integral estocástica de

Itô. La integral de Itô puede verse como el ĺımite en promedio cuadrático de una suma,

es decir

∫
T

gt(ω)dWt = l.i.m.
ρ→0

n−1∑
i=0

gti(ω)
(
Wti+1

−Wi

)
entonces

E

(∫
T

gt(ω)dWt

)
= 0

.

Esta sección presentó la teoŕıa básica de ruido blanco y su relación con ecuaciones

diferenciales. De la discusión presentada se observa que el ruido blanco puede ser visto co-

mo un derivada débil en promedio cuadrático de un proceso de Wiener y al ser introducida

en una ecuación diferencial surge la integral de Itô.
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Control, en tiempo predefinido,

con términos exponenciales.

La contribución de esta sección radica en el diseño de un algoritmo de control que

forza todos los estados del sistema al origen en tiempo predefinido, utilizando una fun-

ción exponencial dependiente de los estados del sistema y una función dependiente del

tiempo. En [85] se ha sugerido que esta es la única forma de asegurar convergencia en

tiempo predefinido. Para iniciar el diseño se supone que controles virtuales de la forma

u(x, t) = −η1
(e|x|−1)
e|x|(tf−t)

sign(x) pueden llevar los estados del sistema al equilibrio en tiempo

predefinido asegurando al mismo tiempo la robustez del sistema debido al factor sign(x).

Procediendo de manera recursiva, utilizando la técnica de backsteping mostrada en la

sección 2.1, se demostrará que el agoritmo de control diseñado forza todos los estados del

sistema en tiempo predefinido a pesar de las condiciones iniciales, perturbaciones deter-

ministas y ruidos blancos afectando al sistema. Durante la etapa de diseño se considera el

caso donde los estados del sistema no están disponibles para ser medidos, una situación

común en la práctica. Para sobrepasar este problema se utiliza un observador que recupere

los estados del sistema en tiempo fijo.

3.1 Condiciones de convergencia en tiempo

predefinido para un sistema no lineal

Antes de iniciar con la solución del problema a resolver en esta sección se introducen

definiciones necesarias que aseguran la convergencia de un sistema a su punto de equilibrio

en tiempo predefinido. Para eso, supongamos que tenemos un sistema dinámico general

como el mostrado en la siguiente ecuación:

dx(t) = (f(x, t, u(t)) + ξ(t)) dt+ σ(t, x(t))dW (t), x (t0) = x0 (3.1)
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En este caso x(t) ∈ Rn representa los estados del sistema, u(t) ∈ Rm es la entrada

del control, ξ(t) es una perturbación determinista que satisface la condición de Lipschitz

∥ξ (t1)− ξ (t2)∥ ≤ L |t1 − t2| , (3.2)

con valor L y W (t) es un proceso de Wiener definido en el espacio de probabilidad

(Ω, F, P ), donde Ω es el espacio de la muestra, F es un campo σ con filtrado {Ft}(t≥0),

y P una medida de probabilidad. La condición σ(t, 0) = 0 debe ser satisfecha para todo

t ≥ t0.

De acuerdo a [92] las siguientes definiciones aseguran la convergencia de un sistema

en tiempo predefinido:

1. El sistema 3.1 es solo afectado por perturbaciones deterministas, es decir σ(t, x(t)) =

0. Entonces:

Definición 6 (Convergencia en tiempo predefinido para un sistema determinista).

El sistema 3.1 es llamado convergente al origen en tiempo predefinido si:

a) Es convergente al origen en tiempo fijo, es decir para cualquier estado inicial

x0 existe una constante Tmáx > 0 independiente de x0 tal que x(t) = 0 para

todo t ≥ Tmáx.

b) Tmáx es independiente de cualquier condición inicial y puede ser escogido de

antemano de manera arbitraria.

c) Tmáx ≥ Tf , donde Tf es el tiempo de convergencia verdadero.

2. El sistema 3.1 es afectado por perturbaciones deterministas y ruido estocástico, es

decir σ(t, x(t)) ̸= 0. En este caso:

Definición 7 (Convergencia en tiempo predefinido para un sistema estocástico).

El sistema 3.1 es llamado convergente al origen el tiempo predefinido en promedio

ρ, si

a) Es convergente al origen en tiempo fijo en promedio ρ, es decir para cualquier

estado inicial x0 existe una constante Tmáx > 0 independiente de x0 tal que

E[x(t)]ρ = 0 para todo t ≥ Tmáx.

b) Tmáx es independiente de cualquier condición inicial, perturbaciones y ruidos

afectando al sistema y puede ser escogido de antemano de manera arbitraria.

c) Tmáx ≥ Tf , donde Tf es el tiempo de convergencia verdadero.
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3.2 Introducción del problema de estabilización de

un sistema de cuarto orden

Para llevar acabo el diseño del algoritmo de control en tiempo predefinido, utilizare-

mos el modelo matemático de un motor śıncrono de imánes permanentes de cuarto orden

cuyo arreglo se muestra en la siguiente Figura 1:

Figura 1: Arreglo del motor śıncrono de imánes permanentes [1].

Aunque los resultados son obtenidos para este sistema, estos pueden ser extendidos

fácilmente para cualquier sistema de cuarto orden que cumpla las condiciones establecidas

en este apartado y pueden ser extendidas para sistemas de mas alto orden.

La representación matemática del comportamiento dinámico del motor mostrado

en la Figura 1 se muestra en la siguiente ecuación [135] (una descripción detallada de la

obtención del modelo se encuentra en la sección 2.2.2):

θ̇ = ω,

ω̇ =
Kt

J
iq −

B

J
ω − TL

L
,

i̇d = −Rs

Ld

id + npωoiq +
ud
Ld

,

i̇q = −Rs

Lq

iq − npωoid −
npϕvω

Lq

+
uq
Lq

.

(3.3)

Las variables utilizadas en la ecuación 3.3 se definen de la siguiente manera: θ(t) es

la posición angular, ω(t) es la velocidad angular del rotor, id(t) e iq(t) son las corrientes

de los ejes d y q del estator, ud (la entrada de control) y uq son los voltajes del estator
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en los ejes d y q, TL (perturbación desacoplada) representa la carga, Ld y Lq son las

inductancias de los ejes d y q las cuales satisfacen la siguiente condición Ld = Lq = L, Rs

es la resistencia de los devanados del estator, np es el número de pares de polos, ϕv es el

flujo magnético acoplado, J es el momento de inercia, ω0 es la velocidad a la cual rota el

campo magnético, B es el coeficiente de fricción viscosa y KT = (3npϕv) /2. Las variables

θ(t), ω(t), iq(t), e id(t) representan los estados del sistema.

Para realizar el diseño del algoritmo de control reescribimos la ecuación 3.1 en forma

de cadena de integradores, aśı como se muestra en [1], dando como resultado la ecuación

3.4:
θ̇ =ω,

ω̇ =v1,

v̇1 =v2,

v̇2 =v1

[
−n2

pω
2
o −

RsB

JLq

− R2
S

LqLd

− RsB

JLd

− KTnpϕv

JLq

]
+ TL

[
−
n2
pω

2
0

J
− R2

S

JLqLd

]
+ ω

[
−
n2
pω0B

J
− R2

S

JLqLd

− KTRsnpϕv

JLqLd

]
+ v2

[
−RS

Lq

− RS

Ld

− B

J

]
+ uq

KTRS

JLqLd

− ud
KTnpω0

JLd

.

(3.4)

El problema en esta sección se puede enunciar de la siguiente manera: Teniendo

el sistema mostrado en la Figura 1 y modelado por la ecuación 3.4 se desea encontrar

un algoritmo de control que lleve todos los estados del sistema, al origen, en tiempo

predefinido independientemente de condiciones iniciales, perturbaciones deterministas y

ruidos estocásticos afectando al sistema.

El algoritmo de control buscado se desarrolla en etapas en las siguientes secciones

considerando los siguientes casos:

1. Todos los estados del sistema son perfectamente medibles y el sistema 3.4 no es

afectado por perturbaciones deterministas ni ruidos. En este caso se diseña un al-

goritmo de control de manera directa, que lleva todos los estados del sistema 3.4 al

origen.

2. Los estados del sistema no son afectados por perturbaciones deterministas ni ruidos

estocásticos pero solo un estado del sistema es medible. En este caso se emplea un

observador convergente en tiempo fijo que permita reconstruir las variables que no

son medibles y sus valores son utilizados para diseñar el algoritmo de control.
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3. Solo un estado del sistema es medible y hay perturbaciones deterministas afectando

el sistema pero no hay ruido. En este caso es necesario diseñar un compensador

convergente en tiempo predefinido que estime la perturbación.

4. Solo un estado del sistema es medible y el sistema es afectado por perturbaciones y

ruidos blancos.

3.3 Estabilización en tiempo predefinido de un

motor de imánes permanentes cuyos estados son

completamente medibles

3.3.1 Diseño del algoritmo de control

En esta subsección se presenta el diseño del algoritmo de control en tiempo prede-

finido suponiendo que el sistema 3.4 no es afectado por perturbaciones deterministas ni

ruidos estocásticos. Teniendo en cuenta las condiciones anteriores, el sistema 3.4 puede

ser reducido a la ecuación 3.5

θ̇ = ω

ω̇ = v1

v̇1 = v2

v̇2 = K1v1 +K2ω +K3v2 −K4ud

(3.5)

donde:

K1 = −n2
pω

2
o −

RsB

JLq

− R2
S

LqLd

− RsB

JLd

− KTnpϕv

JLq

K2 = −
n2
pω0B

J
− R2

s

JLqLd

− KTRsnpϕv

JLqLd

,

K3 = −Rs

Lq

− Rs

Ld

− B

J

K4 =
KTnpω0

JLd

El siguiente teorema presenta el algoritmo de control que lleva todos los estados del

sistema 3.5 al origen en tiempo predefinido y estos se mantienen ah́ı una vez que han

convergido:
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Teorema 8. La ley de control

ud(t) =


1
K4

(
− z3 +K1v1 +K2ω +K3v2 − ∂v2d

∂θ
(z2 − ψ1)

− ∂v2d
∂z2

(z3 − ψ2 − θ)− ∂v2d
∂z3

(z4 − z2 − ψ3)− ∂v2d
∂t

+ ψ4

)
, 0 ≤ t < tf ,

0, t ≥ tf ,

(3.6)

lleva todos los estados del sistema 3.5 al origen en tiempo predefinido tf y estos se man-

tienen alĺı para todo t ≥ tf .

La forma de ud presentada en el teorema mencionado puede verse de la siguiente

manera

ud(t) = ud1(t) + ud2(t)

donde el término

ud1(t) =
1

K4

(K1v1 +K2ω +K3v2)

contrarresta los efectos de ω, v1, v2 y

ud2(t) =
1

K4

(
−z3 −

∂v2d
∂θ

(z2 − ψ1)−
∂v2d
∂z2

(z3 − ψ2 − θ)− ∂v2d
∂z3

(z4 − z2 − ψ3)−
∂v2d
∂t

+ ψ4

)
provee la convergencia del sistema 3.5 al origen en tiempo predefinido.

Demostración 1. La demostración del teorema utiliza la técnica de backstepping aśı

como en [91]. En primer lugar consideramos la siguiente ley de control

u(t) = −η1
(
e|θ| − 1

)
e|θ| (tf − t)

sign(θ)

con η1 ≥ 1, la cual hace que el sistema escalar θ̇ = u(t) converja al origen en tiempo

predefinido tal como se muestra en [92]. Haciendo la iteración requerida de backstepping,

el sistema mostrado en la ecuación 3.5 puede ser convertido a un nuevo sistema con

variables

z2 = ω − ωd, donde ωd(θ, t) = −ψ1,

z3 = v1 − v1d, donde v1d (θ, z2, t) = −θ − ∂ψ1

∂t
− (z2 − ψ1)

∂ψ1

∂x1
− ψ2,

z4 = v2 − v2d, donde v2d (θ, z2, z3, t) = −z2 + ω
∂v1d
∂θ

+
∂v1d
∂z2

(z3 − ψ2 − θ) +
∂v1d
∂t

− ψ3,

(3.7)
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las derivadas con respecto al tiempo de las ecuaciones en 3.7 tienen la siguiente forma

ż2 = ω̇ − ω̇d = v1 +
∂ωd

∂θ
θ̇ +

∂ωd

∂t

ż3 = v̇1 − v̇1d = v2 −
(
∂v1d
∂θ

θ̇ +
∂v1d
∂z2

ż2 +
∂v1d
∂t

)
ż4 = v̇2 − v̇2d = ud −

(
∂v2d
∂θ

θ̇ +
∂v2d
∂z2

ż2 +
∂v2d
∂z3

ż3 +
∂v2d
∂t

) (3.8)

donde

ψ1 = η1

(
e|θ| − 1

)
e|θ| (tf − t)

sign(θ),

ψ2 = η2

(
e|z2| − 1

)
e|z2| (tf − t)

sign (z2) ,

ψ3 = η3

(
e|z3| − 1

)
e|z3| (tf − t)

sign (z3) ,

ψ4 = η4

(
e|z4| − 1

)
e|z4| (tf − t)

sign (z4) ,

(3.9)

y η1 ≥ 1, η2 ≥ 1, η3 ≥ 1, η4 ≥ 1. Los valores de ωd, v1d, v2d pueden ser vistos como

controles virtuales.

Ahora definimos una ecuación de Lyapunov de la forma

V (θ, z1, z2, z3) =
1

2
θ2 +

1

2
z21 +

1

2
z22 +

1

2
z23 (3.10)

El sistema 3.5 es convergente al origen si V̇ ≤ 0. Entonces tomando la derivada de

la ecuación 3.10 se obtiene

V̇ = θθ̇ + z1ż1 + z2ż2 + z3ż3 (3.11)

al introducir los valores de la ecuación 3.8 se obtiene

V̇4 = −θψ1 − z2ψ2 − z3ψ3 + z3z4 + z4

[
ud −

(
∂v2d
∂θ

θ̇ +
∂v2d
∂z2

ż2 +
∂v2d
∂z3

ż3 +
∂v1d
∂t

)]
(3.12)

al sustituir el control 3.6 en la ecuación anterior se observa que

V̇4 = −θψ1 − z2ψ2 − z3ψ3 − z4ψ4 ≤−
η1|θ|

(
e|θ| − 1

)
e|θ| (tf − t)

−
η2 |z2|

(
e|z2| − 1

)
e|z2| (tf − t)

−
η3 |z3|

(
e|z3| − 1

)
e|z3| (tf − t)

−
η4 |z4|

(
e|z4| − 1

)
e|z4| (tf − t)

.

(3.13)

Náın de la Cruz Angeles
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Como V4 = θ2 + z22 + z23 + z24 entonces

V4 ≤ 2 (máx {|θ|, |z2| , |z3| , |z4|})2 y

√
V4
2

≤ máx {|θ|, |z2| , |z3| , |z4|} (3.14)

sustituyendo este resultado en la desigualdad 3.13 transforma la desigualdad a

V̇4 ≤ −
η
√

V4

2

(
e

√
V4
2 − 1

)
e
√

v4
2 (tf − t)

en este caso η = mı́n {η1, η2, η3, η4}. Finalmente, haciendo el cambio de variables ζ =
√

V4

2

y sustityendo en V̇4 se obtiene

ζ̇ ≤ −
η′
(
eζ − 1

)
eζ (tf − t)

(3.15)

donde η′ = η
4
.

Ya que la desigualdad anterior es un caso particular de ζ̇ ≤ − η′(e|ζ|−1)

e|ζ|(tf−t)
sign(ζ) para

ζ positiva, entonces ζ(t) converge al origen en tiempo predefinido tf y permanece ah́ı para

todo t, tal como se ha demostrado en [92]. Por lo tanto la función de Lyapunov V4 converge

al origen en tiempo predefinido tf y permanece ah́ı para todo t. Esto implica que todos los

estados del sistema 3.5 convergen a cero en tiempo predefinido tf y permanecen ah́ı para

todo t.

3.3.2 Demostración de la eficiencia del algoritmo de

control

En esta sección se analiza el desempeño del algoritmo de control 3.6. Para llevar a

cabo el análisis se usarán simulaciones numéricas empleando el sistema 3.5 cuyos paráme-

tros se muestran en la Tabla 1. El software utilizado para la simulación es Simulink de

MATLAB 2020a. El tiempo de simulación está discretizado en pasos de 10−3. Los resul-

tados se muestran en las figuras 2 y 3.

La Figura 2 muestra que el algoritmo de control 3.6 es capaz de llevar los estados del

sistema 3.5 al origen en tiempo predefinido de 10s. La ventana de acercamiento mostrada

en la esquina inferior derecha de la Figura 2 muestra que el grado de presición de la

convergencia es del orden de 10−12 lo cual satisface la prueba de convergencia de Levant

para un paso e discretización de 10−3 y un sistema de dimensión n = 4. Es importante

notar que aunque la simulación muestra la convergencia para un tiempo deseado de 10s

este valor es el valor ĺımite que debe satisfacer el algortimo de control 3.6 sin embargo,
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Variable Valor Unidad
np 4
Rs 0,01 Ω
Lq 0,1 H
Ld 0,1 H
B 7,403× 10−5 N ·m · s/rad
J 1,74× 104 kg ·m2

ϕv 0,1167 wb
KT 0,7002
ω0 1 rpm
tf 10 s
η [20, 20, 20, 20]
x0 [−0,5,−3,−3,−5]

Tabla 1: Parámetros del motor śıncrono de imánes permanentes junto con las condiciones
iniciales y valores para la simulación.

el tiempo de convergencia puede acelerarse si se ajustan los valores de ηi mostrados en

la ecuación 3.9. La Figura 3 muestra la trayectoria del control y se puede notar que las

trayectorias son diferentes que la de un control que converge de manera asintótica debido a

la inclusión de la variable de tiempo en el algoritmo de control. Finalmente, la trayectoria

del control muestra que la magnitud de la enerǵıa requerida para llevar los estados del

sistema al equilibrio se mantiene dentro de valores que pueden ser implementados de

manera real.
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Figura 2: Convergencia de los estados del sistema (3.5) al origen.
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Figura 3: Trayectoria de la entrada de control ud usando el algoritmo de control (3.6).

3.4 Estabilización en tiempo predefinido de un

motor de imánes permanentes con solo un estado

medible

El diseño del algoritmo de control, en la sección anterior, asume que todos los estados

son medibles, es decir se tienen sensores disponibles para medir la variable en cuestion y

por lo tanto están disponibles para ser utilizados en el algoritmo de control. Sin embargo,

en la práctica puede no ser cierto debido a que el costo del sensor es alto, haciendo que

el costo de la implementación se incremente o simplemente no existe.

Para sobrepasar este problema es necesario diseñar un observador. El observador

permite estimar los estados del sistema que no pueden ser medidos y estos valores pueden

ser utilizados en el algoritmo de control en lugar de los estados del sistema original. En

esta sección se introducirá un observador convergente en tiempo fijo que permite estimar

los estados no medibles del sistema y estos valores estimados se utilizarán para diseñar el

algoritmo de control.
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3.4.1 Diseño del algoritmo de control

Para el análisis de esta sección, suponemos que tenemos el modelo dinámico de un

motor śıncrono de imanes permanentes dado por la ecuación

θ̇ =ω,

ω̇ =v1,

v̇1 =v2,

v̇2 =K1v1 +K2ω +K3v2 −K4ud

y =θ(t),

(3.16)

Los valores de K1, K2, K3, K4 son los mismos que en la ecuación 3.5. La ecuación y =

θ(t) indica que solo un estado del sistema es medible, en este caso solo se puede medir

la posición angular θ, por lo tanto los valores de ω, v1 y v2 se estimarán utilizando el

observador propuesto en [62] y los valores estimados se utilizarán para diseñar el algoritmo

de control. En este caso el observador tendŕıa la siguiente forma

˙̂
θ = ω̂ − γk1 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α1 + |θ̂ − y|β1

)
˙̂ω = v̂1 − γ2k2 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α2 + |θ̂ − y|β2

)
v̂1 = v̂2 − γ3k3 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α3 + |θ̂ − y|β3

)
˙̂v2 = −γ4k4 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α4 + |θ̂ − y|β4

)
(3.17)

las variables θ̂, ω̂, v̂1, y v̂2 representan los valores estimados de θ, ω, v1, and v2, respectiva-

mente. Los valores de α, β, y γ se asignan de la siguiente manera:

αi = iα− (i− 1), α ∈ [1− ϵ1, 1] , ϵ1 > 0, i = 1, . . . , 4,

βi = iβ − (i− 1), β ∈ [1, 1 + ϵ2] , ϵ2 > 0, i = 1, . . . , 4,

γ ≥ 1,
(3.18)

los valores de ki se asignan de manera que la matriz

K =


−k1 1 0 0

−k2 0 1 0

−k3 0 0 1

−k4 0 0 0

 (3.19)
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sea Hurwitz. De acuerdo a [62], el tiempo de convergencia del observador 3.17 está acotado

por la siguiente expresión:

T ≤ 4

γ

(
1

1− α
+

1

β − 1

)
(3.20)

Una vez que se han recuperado los estados no medibles del sistema 3.16 utilizamos

los valores estimados para diseñar el algoritmo de control el cual tendŕıa la misma forma

que la ecuación 3.6 excepto que las variables de los estados son reemplazadas por los

valores estimados. El algoritmo de control se presenta en la ecuación 3.21.

ud(t) =


1
K4

(
ẑ3 +K1v̂1 +K2ω̂ +K3v̂2 − ∂v̂2d

∂θ̂

(
ẑ2 − ψ̂1

)
−∂v̂2d

∂ẑ2

(
ẑ3 − ψ̂2 − θ̂

)
− ∂v̂2d

∂ẑ3

(
ẑ4 − ẑ2 − ψ̂3

)
− ∂ẑ2d

∂t
+ ψ̂4

)
, t0 ≤ t < tf ,

0, t ≥ tf .

(3.21)

El comportamiento del observador y la eficiencia del controlador se demostrarán en

la siguiente sección.

3.4.2 Demostración de la eficiencia del algoritmo de

control

Para demostrar la eficiencia del controlador propuesto en la ecuación 3.21 se llevará a

cabo una simulación numérica utilizando las ecuaciones 3.16 y 3.17 y el software Simulink

de Matlab 2020a. El tiempo de simulación tiene pasos discretos de 10−3. Los parámetros

del observador tienen los siguientes valores α = 0,9, β = 1,1, γ = 20, y K = [4, 6, 4, 1].

Después de sustituir los valores de α, β y γ en la ecuación 3.20 se tiene que el tiempo

de convergencia estimado del observador es de 4s. Hay que recordar que este tiempo de

convergencia es solo una estimación ya que el observador es diseñado con técnicas de

tiempo fijo, sin embargo, el tiempo de convergencia real puede ser mucho menor y este es

el caso en la simulación. También es necesario tener en mente que la convergencia deseada

para los estados del sistema es establecida para un tiempo máximo de 10s. Los resultados

de la simulación se muestran en las Figuras 4 y 5.

La Figura 4 muestra que el algoritmo de control 3.21 efectivamente lleva todos los

estados del sistema 3.16 al origen en tiempo predefinido aun cuando la referencia utilizada

para el algoritmo de control son los estados estimados en lugar de los estados originales. El

acercamiento, mostrado en la parte superior de la Figura 4 muestra que la convergencia

del observador hacia los estados del sistema es mucho menor que la estimada por la

desigualdad 3.20, es decir la convergencia real es de 0,5s. El acercamiento mostrado en
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la parte inferior de la Figura 4 muestra que la presicion de la convergencia es de 10−9 lo

cul satisface la condición de convergencia de Levant, para pasos de simulación de 10−3 y

un sistema de orden n = 4. Finalmente, la Figura 5 muestra que la magnitud de la señal

de control se mantiene dentro de parámetros que pueden ser implementados de manera

práctica.
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Figura 4: Convergencia de los estados del sistema 3.16 y los estimados producidos por el
observador 3.17.
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Figura 5: Trayectoŕıa de la señal de control ud2, ecuación 3.21 basada en los estimados
producidos por el observador 3.17.
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3.5 Estabilización, en tiempo predefinido, de un

motor de imanes permanentes sujeto a

perturbación acoplada determinista.

En un ambiente real los sistemas para los cuales se diseñan algoritmos de control

están sujetos a perturbaciones. En el caso del sistema con el cual se ha venido trabajando

las perturbaciones pueden deberse a variaciones en los voltajes, corrientes o carga aplicada

al eje del motor. Esta sección analiza el diseño de un algoritmo de control en tiempo

predefinido para este escenario además se supone que solo un estado del sistema es medible.

3.5.1 Diseño del algoritmo de control

Para el diseño del algoritmo se utilizará el siguiente modelo de un motor śıncrono de

imanes permanentes sujeto a una perturbación acoplada, es decir la perturbación entra

al sistema a través de la misma derivada que por donde entra la señal de control.

θ̇ = ω

ω̇ = v1

v̇1 = v2

v̇2 = K1v1 +K2ω +K3v2 −K4ud +K5uq

y = θ

(3.22)

El sistema mostrado en la ecuación 3.22 es semejante al sistema 3.16 excepto que se

ha agregado el término K5uq el cual representa una perturbación determinista acoplada.

En este caso se asume que el término ξ = K5uq satisface la condición de Lipschitz con

constante L y K5 =
KTRs

JLdLq
.

El algoritmo de control diseñado en esta sección está compuesto de dos partes. Una

parte se encarga de llevar los estados del sistema 3.22 al origen en tiempo predefinido y la

otra parte se encarga de contrarrestar la perturbación que afecta el sistema, esto asegura

que aunque la perturbación existe los estados del sistema se mantendrán en el origen. La

ley de control tendrá la forma de la ecuación 3.23

u(t) =

ud(t) + v(t), t0 ≤ t < tf

v(t), tf ≤ t
(3.23)
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El término ud de la ecuación 3.23 tiene la misma forma que el control 3.21. El

término v(t) tiene la siguiente forma:

v(t) =


−λ1|s(t)|

1
2 sign(s(t))− λ2|s(t)|p sign(s(t))− αs

∫ t

0
sign(s(t))ds

−ηs
(e|s(t)|−1)
e|s(t)|(tf−t)

sign(s(t)), t0 ≤ t < tfc

−λ1|s(t)|
1
2 sign(s(t))− λ2|s(t)|p sign(s(t))− αs

∫ t

0
sign(s(t))ds, tfc ≤ t.

(3.24)

donde s(t) = v2 − r(t), ṙ(t) = ud(t) − v(t). Además λi, αs, η, p son constantes que

satisfacen las siguientes condiciones λ1, αs > 0, λ2 ≥ 0, η > 1 y p > 1. El siguiente teorema

establece las condiciones bajo las cuales el algoritmo de control propuesto lleva todos los

estados del sistema al origen y estos se mantienen alĺı a pesar de las perturbaciones que

afectan al sistema.

Teorema 9. El algoritmo de control 3.23 cuyos términos están dados por las ecuaciones

3.21 y 3.24 lleva todos los estados del sistema al origen en tiempo predefinido y estos

se mantienen alĺı para todo t ≥ tf aun en presencia de una perturbación determinista

que satisface la condición de Lipschitz con constante L si las siguientes condiciones se

cumplen: η > 1, αs > L, λ1 >
√
2α, λ2 ≥ 0 y p > 1.

Demostración 2. Utilizando los resultados del Teorema 2 presentado en [92], si las

condiciones del teorema mencionado se satisfacen entonces se asegura que la variable s(t)

converge al origen en tiempo predefinido, esto a su vez resulta en s(t) = ṡ(t) = 0 para

todo t. Como ṡ(t) = v̇2(t) − ṙ(t), entonces 0 = v̇2(t) − ṙ(t) = ud(t) + ξ(t) − ud(t) + v(t),

lo cual lleva a v(t) = −ξ(t), aśı que v(t) contrarresta efectivamente la perturbación ξ(t).

Después de contrarrestar la perturbación ξ(t), el control ud asegura la convergencia de los

estados del sistema 3.22 al origen en tiempo predefinido, de acuerdo al Teorema 1 de la

sección 3.3. Como la compensación de la perturbación v(t) = −ξ(t) es válida para todo

t ≥ tf , entonces todos los estados del sistema 3.22 permanecen en el origen aun después

de la convergencia.

3.5.2 Demostración de la eficiencia del algoritmo de

control

En esta sección se realiza una simulación numérica con el sistema 3.22 para verificar

la eficiencia del control propuesto en la ecuación 3.23. Para la simulación se utilizan los

mismo valores del motor mostrados en la Tabla 1, el tiempo de convergencia deseado es

de 20s, la perturbación tiene la siguiente forma uq = 0,1t + 0,001 cos(10t) el valor de

K5 = 4024,14 por lo tanto la constante de Lipschitz tiene un valor de L = 443. Se asume
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Variable Value Unit
tf 20 s
η [10, 10, 10, 10]
K [4, 6, 4, 1]
x0 [−0,5,−10,−40,−60]
α 0,9
β 1,1
γ 10
λ1 50
λ2 1
αs 445

Tabla 2: Valores utilizados para las variables del observador y del control v(t).

que solo la posición angular θ es medible aśı que se emplea el observador dado por la

ecuación 3.17 y los valores utilizados para el observador y el control v(t) se muestran en

la Tabla 2. Los resultados de la simulación se muestran en las figuras 6-8.

La Figura 6 muestra que el control ud de la ecuación 3.23 basado en los estimados

producidos por el observador 3.17 lleva de manera efectiva todos los estados del sistema al

origen en tiempo predefinido, es decir antes de tf = 20s. La presición de la convergencia es

de 10−4 que al compararla contra la presición de las secciones anteriores es mucho menor,

esto debido a la presencia de la perturbación. También, la figura muestra que aunque la

magnitud de la perturbación alcanza valores de 103, los estados del sistema se mantienen

en el origen para todo t ≥ tf . Hay que recordar que el control ud está encargado de llevar

los estados del sistema al punto de equilibrio y la Figura 7 muestra que la magnitud de

este control se mantiene dentro de valores que pueden ser aplicados de manera práctica,

aunque si se compara con los resultados de las secciones anteriores el control presente

tiene una magnitud mas grande debido a la presencia de la perturbación la cual afecta los

estados del sistema. Algo que es importante recalcar es que a pesar de la magnitud del

control mostrado en la Figura 7 esta es mucho menor que la obtenida en [1] para valores

aproximados de los parámetros del motor y la perturbación determinista.

La Figura 8 muestra el desempeño del compensador v(t), el cual está basado en

los valores estimados por el observador 3.17, contra la perturbación ξ(t) = K5uq =

4024,14(0,1t+ 0,001 cos(10t)). De la figura se puede observar que el control v(t) con-

trarresta de manera efectiva la perturbación de manera inmediata.
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Figura 6: Convergencia de los estados del sistema (3.22) y los estimados producidos por
el observador (3.17) al origen, en presencia de perturbaciones deterministas.
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Figura 7: Trayectoria de la señal de control ud basado en los estimados producidos por el
observador (3.17).
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Caṕıtulo 3 44

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Time(sec)

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

M
a

g
n

it
u

d
e

104

Figura 8: Trayectorias del control (3.24) v(t), basado en los estimados producidos por el
observador (3.17), y la perturbación ξ(t) = K5uq = 5747(0,1t+ 0,001 cos(10t)).

3.6 Estabilización de un motor de imanes

permanentes sujeto a perturbaciones

deterministas y ruidos estocásticos

Cuando se implementa un algoritmo de control para un sistema generalmente este

actúa en un ambiente donde hay otros sistemas operando que pueden introducir ruido,

por ejemplo microcontroladores, PLC’s, computadoras industriales, motores, etc. Todos

estos dispositivos pueden introducir ruido al sistema bajo control y esto puede afectar

el desempeño del control. Por lo tanto el ingeniero de control necesita verificar que el

algoritmo diseñado será eficaz aun en presencia de ruidos en la señal. El propósito de esta

sección es diseñar un algoritmo de control robusto que lleva los estados del sistema al

origen en tiempo predefinido aun en presencia de perturbaciones deterministas y ruidos

estocásticos.

3.6.1 Diseño del algoritmo de control

En esta sección se analiza el diseño de un control robusto en tiempo predefinido para

el sistema modelado por la siguiente ecuación:
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θ̇ = ω

ω̇ = v1

v̇1 = v2

dv2 = (K1v1 +K2ω +K3v2 −K4ud +K5uq)dt+ σ (t, v2(t)) dW (t)

y = θ.

(3.25)

los coeficientes Ki, i = 1, 2, 3, 4 son los mismos que en la ecuación 3.16, el término

ξ(t) = K5uq es una perturbación que satisfcae la condición de Lipschitz con constante L, y

W (t) es un proceso de Wiener cuya derivada en promedio cuadrático es un ruido Gausiano

Blanco. La ecuación y = θ indica que solo un estado del sistema es medible y en este caso

es la posición angular. El objetivo de esta sección es diseñar un algoritmo de control que

lleve todos los estados del sistema 3.25 al origen en promedio ρ en tiempo predefinido tf ,

independientemente de las condiciones iniciales del sistema y perturbaciones deterministas

y ruidos estocásticos afectando al sistema, y los mantenga alĺı para todo t ≥ tf . El siguiente

teorema establece las condiciones bajo las cuales se puede diseñar un control de este tipo

para el sistema 3.25.

Teorema 10. El algoritmo de control 3.23 lleva todos los estados del sistema 3.25 al

origen en promedio ρ en tiempo predefinido tf y los mantiene alĺı para todo t ≥ tf aun

en presencia de perturbaciones deterministas que satisfacen la condición de Lipschitz con

constante L y ruidos blancos estocásticos acoplados con difusión σ(t) = |v2(t)|r, si se

aseguran las siguientes condiciones: ρ > 1, η > 1, αs > L, λ1 >
√
2α, λ2 ≥ 0, p >

1, 2λ1 > ρ− 1 > 0, 2λ2 > ρ− 1 > 0, y 3
2
≤ 2r ≤ (1 + p)

Demostración 3. Si se asegura que ρ > 1, η > 1, αs > L, λ1 >
√
2α, λ2 ≥ 0, p >

1, 2λ1 > ρ− 1 > 0, 2λ2 > ρ− 1 > 0, si 3
2
≤ 2r ≤ (1 + p) entonces, de acuerdo al Teorema

3 en [92] la convergencia de s(t) al cero en promedio ρ a lo mas en tf está asegurada.

Esto da como resultado que s(t) = ṡ(t) = 0 en promedio ρ para todo t ≥ tf . Como

ṡ(t) = v̇2(t)− ṙ(t), entonces 0 = v̇2(t)− ṙ(t) = ud(t)+ ξ(t)+σ (t, v2(t))ϕ−ud(t)− v(t), lo

cual lleva a v(t) = −(ξ(t)+σ (t, v2(t))ϕ), aśı que v(t) contrarresta la perturbación ξ(t) y el

ruido σ (t, v2(t))ϕ en promedio ρ. Una vez que v(t) empieza a compensar la perturbación

ξ(t), el control ud lleva todos los estados del sistema 3.25 al origen en tiempo predefinido

en promedio ρ, de acuerdo al Teorema 1. Ya que v(t) = −(ξ(t) + σ (t, v2(t)ϕ) para todo

t ≥ tf , entonces todos los estados del sistema permanecerán en el origen después de hayan

convergido.

Náın de la Cruz Angeles
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3.6.2 Demostración de la eficiencia del algoritmo de

control

El propósito de esta sección es mostrar la eficiencia del algoritmo de control diseñado

en esta sección. Para la simulación se utilizan los valores mostrados en la Tabla 1 y en

la Tabla 2. El tiempo de convergencia deseado es de 20s; la perturbación está dada por

la siguiente ecuación uq = 0,1t + 0,001 cos(10t) el valor de K5 = 4024,14 por lo tanto

la constante de Lipschitz tiene un valor de L = 443. De acuerdo a la ecuación 3.25 solo

la posición angular θ es medible aśı que se emplea el observador dado por la ecuación

3.17 para estimar los estados no medibles y los valores estimados por el observador son

utilizados por el control ud(t) y el control v(t). Los resultados de la simulación se muestran

en las figuras 9-11.

La Figura 9 muestra que la entrada de control 3.21 y el control 3.24, basado en los

estimados producidos por el observador 3.17 llevan todos los estados del sistema al origen

en tiempo predefinido de 20s, con la presición de 10−4, aun cuando la magnitude de la

perturbación alcanza valores del orden 103.
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Figura 9: Convergencia del sistema (3.25) y los estados estimados por el observador (3.17)
al origen en presencia de una perturbación determinista y ruido estocástico.

De la Figura 10 se observa que la magnitud del control ud aun se mantiene aceptable.

También puede observarse que el control solo se activa después de t = 0,4s para dar tiempo

al observador de estabilizarse, esto con la finalidad de evitar introducir valores altos de

los estados estimados al control lo cual haŕıa que el control enviara señales de control con

magnitudes altas al sistema, haciendo que este diverja. Aun aśı, de los resultados obtenidos
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se observa que el control provee de mejor presición en la convergencia y menor magnitud

en la seña de control que los resultados presentados en [1], para valores aproximados de

simulación, lo cual presenta una mejora.

Finalmente, la Figura 11 muestra el comportamiento del compensador v(t), basado

en los estimados producidos por el observador 3.17 contra la perturbación ξ(t) = K5uq =

4024,14(0,1t+ 0,001 cos(10t)) en presencia de ruido blanco con difusión v0,752 . Se puede

observar que el control v(t) compensa la perturbación y el ruido de manera inmediata y

se mantiene activa para continuar la compensación para todo t ≥ tf .
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Figura 10: Trayectoria del control ud basado en los estimados producidos por el observador
(3.17) para el sistema (3.25).
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Figura 11: Trayectoria del compensador v(t) mostrado en la ecuación (3.24), contra la
perturbación ξ(t) = K5uq = 4024,14(0,1t + 0,001 cos(10t)), en presencia de ruido blanco
con difusión v0,752 .
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3.6.3 Conclusiones

El algoritmo de control diseñado en esta sección muestra ser capaz de forzar todos los

estados del sistema en tiempo predefinido, asegurando la robustez del sistema en contra de

perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos acoplados. También se mostró que aun

cuando los estados del sistema no están disponibles para su uso en el diseño del controlador

estos pueden ser recuperados utilizando un observador convergente en tiempo fijo. De los

resultados obtenidos en las simulaciones, se puede observar que aunque el controlador

cumple con su función la trayectoria tanto del controlador como de los estados del sistema

no son suaves debido al uso de la función sign(x), este fenómeno es mas perceptible aún en

presencia de perturbaciones y ruidos. Además la magnitud del control aunque aplicable en

situaciones reales en varios puntos de la trayectoria alcanza valores relativamente grandes

debido al uso de la función exponencial. El siguiente caṕıtulo corrige estos problemas

introduciendo funciones con términos lineales.
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Control, en tiempo predefinido,

con términos lineales.

La sección anterior mostró el diseño de un algoritmo de control robusto para un

sistema de cuarto orden. Los resultados mostraron que el algoritmo es capaz de forzar los

estados del sistema al punto de equilibrio en tiempo predefinido. Para diseñar el algoritmo

de control fue necesario utilizar términos de la forma u(x, t) = η
(e|x|−1)
e|x|(tf−t)

sign(x). Las

desventajas de tener controles basados en esta expresión son magnitudes mas grandes de

la señal de control y de los estados debido al término exponencial y trayectorias tanto

de los estados como de la señal de control que no son suaves, debido a la presencia de la

función signo. En este caṕıtulo se propone que una forma de mitigar estos problemas es

utilizando términos lineales en las variables de los estados y no utilizar la función signo, es

decir términos de la forma u(x, t) = η x

(tf−t)
. El propósito de la sección será demostrar que

un algoritmo de control basado en términos de la forma mencionada forza los estados del

sistema al oŕıgen en tiempo predefinido independientemente de las condiciones iniciales,

perturbaciones deterministas y ruidos afectando al sistema. Además, se introduce un

observador que permite recuperar todos los estados del sistema en tiempo predefinido, el

cual es una mejora del observador mostrado en la sección anterior. La eficiencia de los

algoritmos propuestos serán verificadas mediantes simulaciones numéricas utilizando el

modelo matemático de un motor śıncrono de imánes permanentes.
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4.1 Estabilización en tiempo predefinido de un

sistema con estados medibles

4.1.1 Diseño del algoritmo de control.

En esta sección se analiza el diseño de un algoritmo de control, en tiempo predefinido,

para un sistema como el mostrado en la ecuación 4.1

ẋ1(t) = x2(t), x1 (t0) = x10

ẋ2(t) = x3(t), x2 (t0) = x20

ẋ3(t) = x4(t), x3 (t0) = x30

ẋ4(t) = u(t), x4 (t0) = x40

(4.1)

La ecuación 4.1 indica que el sistema bajo análisis tiene estados xi completamente medibles

y no hay perturbaciones o ruidos afectando al sistema. El término u(t) representa una

señal de control la cual forzará los estados del sistema en tiempo predefinido hacia el

punto de equilibrio del sistema independiente de las condiciones iniciales. Antes de iniciar

el análisis es necesario tener presente que para el análisis deben cumplirse las condiciones

2 y 3 del caṕıtulo 3.

La solución a este problema extiende los resultados obtenidos en [91, 93]. El siguiente

teorema establece las condiciones bajo las cuales existe un algoritmo de control, en tiempo

predefinido, para el sistema 4.1.

Teorema 11. La ley de control dada por la ecuación 4.2

ud(t) =



1
K4

(
− z3 +

∂x4d

∂x1
(z2 − ψ1)

+ ∂x4d

∂z2
(z3 − ψ2 − x1) +

∂x4d

∂z3
(z4 − z2 − ψ3) +

∂x4d

∂t
− ψ4

)
, 0 ≤ t < tf

0, t ≥ tf

(4.2)

donde
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z2 = x2 − x2d

x2d (x1, t) = −ψ1

ψ1 = η1
x1

tf − t

z3 = x3 − x3d

x3d (x1, z2, t) = −x1 −
∂ψ1

∂t
− (z2 − ψ1)

∂ψ1

∂x1
− ψ2

ψ2 = η2
z2

tf − t

z4 = x4 − x4d

x4d (x1, z2, z3t) = −z2 +
∂x3d
∂t

+ (z2 − ψ1)
∂x3d
∂x1

+ (z3 − ψ2 − x1)
∂x3d
∂z2

− ψ3

ψ3 = η3
z3

tf − t
,

ψ4 = η4
z4

tf − t

(4.3)

forza todos los estados del sistema 4.1 al origen, en tiempo predefinido tf independiente-

mente de las condiciones iniciales, y estos permanencen ah́ı para todo t ≥ tf .

Demostración 4. La demostración del teorema mencionado utiliza backstepping. En este

caso primero introducimos el siguiente control

u(t) =

η1
x

(tf−t)
, if t0 ≤ t < tf

0, de otra manera.
(4.4)

el cual hace que el sistema

ẋ(t) = −u(t), x (t0) = x0 (4.5)

converja al origen en tiempo predefinido y se mantenga ah́ı para todo t ≥ tf , tal como lo

muestra la siguiente ecuación

x(t) =

x0
(

tf−t

tf−t0

)η1
, if t0 ≤ t < tf

0, otherwise.
(4.6)

la cual es solución de 4.5. El parámetro η1, el cual debe satisfacer η1 ≥ 1, permite ajustar

la razón de convergencia de los estados haciendo que estos puedan converger antes que tf .
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Teniendo en cuenta el resultado anterior, para el caso n = 4 se aplica la técnica de

backstepping para transformar el sistema 4.1 para lo cual se necesita introducir nuevas

variables ψi basados en 4.4, y variables zi. La forma que tienen estas variables se presentan

en 4.3.

Para demostrar la convergencia del sistema 4.1 en tiempo predefinido se propone las

siguientes funciones recursivas de Lyapunov:

V1 (x1) =
1

2
x21(t)

V2 (x1, z2) = V1 +
1

2
z22

V3 (x1, z2, z3) = V2 +
1

2
z23 ,

V4 (x1, z2, z3, z4) = V3 +
1

2
z24 .

(4.7)

La derivada total de V4 tendŕıa la siguiente forma:

V̇4 = x1ẋ1 + z2ż2 + z3ż3 + z4ż4 (4.8)

donde
ẋ = z2 − ψ1

ż2 = x3 +
∂x2d
∂x1

ẋ1 +
∂x2d
∂t

ż3 = x4 −
(
∂x3d
∂x1

ẋ1 +
∂x3d
∂z2

ż2 +
∂x3d
∂t

)
ż4 = ud −

(
∂x4d
∂x1

ẋ1 +
∂x4d
∂z2

ż2 +
∂x4d
∂z3

ż3 +
∂x4d
∂t

)
(4.9)

los cuales al ser sustituidos en 4.8 conducen a la siguiente ecuación

V̇4 = −x1ψ1−z2ψ2−z3ψ3+z3z4+z4

[
ud −

(
∂x4d
∂x1

ẋ1 +
∂x4d
∂z2

ż2 +
∂x4d
∂z3

ż3 +
∂x4d
∂t

)]
. (4.10)

Al sustituir el control mostrado en la ecuación 4.2 y los valores de ψi mostrados en 4.3

se obtiene la ecuación:

V̇4 = −η1
x21

tf − t
− η2

z22
tf − t

− η3
z23

tf − t
− η4

z24
tf − t

(4.11)
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Finalmente, la convergencia en tiempo predefinido se muestra al observar que V4 =
1
2
x21+

1
2
z22 +

1
2
z23 +

1
2
z24, entonces V4 ≤ 2 (máx {|x1| , |z2| , |z3| , |z4|})2 o bien

V4
2

≤ (máx {|x1| , |z2| , |z3| , |z4|})2 (4.12)

Lo cual al sustituir en 4.11 conduce a

V̇4 ≤ −η V4
4 (tf − t)

, (4.13)

donde η = mı́n {η1, η2, η3, η4}, implicando que V (t) converge al oŕıgen en tiempo predefi-

nido tf y permanece ah́ı pata todo t ≥ tf . Esto también asegura que todos los estados del

sistema convergen al oŕıgen en tiempo predefinido y permanecen ah́ı para todo t ≥ tf .

La siguiente subsección presenta el una simulación numérica, la cual demuestra la

eficiencia del control 4.2.

4.1.2 Demostración de la eficiencia del algoritmo de

control.

Para demostrar la eficiencia del control 4.2 se utilizará el motor mostrado en la

Figura 1. El modelo dinámico del sistema está gobernado por la ecuación 2, la cual al ser

transformada en forma de cadena de integradores tiene la forma de la ecuación 3.6 y se

muestra a continuación como referencia:

θ̇ = ω,

ω̇ = v1,

v̇1 = v2

v̇2 = K1v1 +K2ω +K3v2 −K4ud,

(4.14)

los valores de Ki están definidos en la ecuación 3.5. El algoritmo de control para este siste-

ma tomaŕıa la siguiente forma, ud(t) = ud1(t)+ud2(t), donde ud1(t) =
1
K4

(K1v1 +K2ω +K3v2)

y

ud(t) =



1
K4

(
(K1v1 +K2ω +K3v2) + z3 − ∂v2d

∂θ
(z2 − ψ1)

− ∂v2d
∂z2

(z3 − ψ2 − θ)− ∂v2d
∂z3

(z4 − z2 − ψ3)− ∂v2d
∂t

+ ψ4

)
, 0 ≤ t < tf

0, t ≥ tf

(4.15)
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Los valores de zi y ψi se presentan a continuación

z2 = ω − ωd,

ωd(θ, t) = −ψ1,

ψ1 = η1
θ

tf − t
,

z3 = v1 − v1d,

v1d (θ, z2, t) = −θ − ∂ψ1

∂t
− (z2 − ψ1)

∂ψ1

∂θ
− ψ2,

ψ2 = η2
z2

tf − t
,

z4 = v2 − v2d,

v2d (θ, z2, z3, t) = −z2 +
∂v1d
∂t

+ (z2 − ψ1)
∂v1d
∂θ

ψ3 = η3
z3

tf − t
, +(z3 − ψ2 − θ)

∂v1d
∂z2

− ψ3,

ψ4 = η4
z4

tf − t
.

(4.16)

Los parámetros del motor se presentan en la Tabla 1, en esta simulación establecemos

el valor de tf = 15s, η = [20, 20, 20, 20] y x0 = [5, 5, 5, 5]. El paso de la simulación es de

10−3. Los resultados se muestran en las figuras 12 y 13.

En la Figura 12 se observa que el control de la ecuación 4.15 es capaz de llevar

todos los estados del sistema 4.14 al origen en tiempo predefinido de 15s, tal como se

deseaba. La esquina inferior izquierda muestra un acercamiento en el cual se observa que

la presición de convergencia es de 10−10 lo cual satisface la prueba de convergencia de

Levant. De la figura también se observa que las trayectorias de los estados del sistema

4.15 son mas suaves que las trayectorias de los estados del sistema 3.5 mostrados en la

Figura 2, esto muestra una ventaja del algoritmo de control de este caṕıtulo sobre el

algoritmo de control del caṕıtulo 3.

En la Figura 13 se muestra la trayectoria del algoritmo de control presentado en

la ecuación 4.15. Claramente se observa una diferencia considerable de la suavidad de la

trayectoria al ser comparada contra la trayectoria de la Figura 3. Aparte de la suavidad

de la trayectoria también se observa una mejora en la magnitud de la trayectoria del

control aun cuando las condiciones iniciales para el sistema 4.15 son un poco mayores, esto

demuestra que el algoritmo de control 4.15 puede ser utilizado en aplicaciones prácticas.
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Figura 12: Convergencia de los estados del sistema (4.14) al origen.

Figura 13: Trayectoria del control ud(t) mostrado en 4.2.
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Caṕıtulo 4 56

4.2 Estabilización, en tiempo predefinido, de un

sistema con solo un estado medible

4.2.1 Diseño del algoritmo de control

En esta subsección se diseña un algoritmo de control para el sistema modelado por

la siguiente ecuación:

ẋ1(t) = x2, x1 (t0) = x10,

ẋ2(t) = x3, x2 (t0) = x20,

ẋ3(t) = x4, x3 (t0) = x30

ẋ4(t) = u(t), x4 (t0) = x40,

y(t) = x1(t).

(4.17)

Los términos xi(t) ∈ R representa los estados del sistema y u(t) ∈ R representa la señal

de control.

La ecuación 4.17 muestra que el sistema no es afectado por perturbaciones ni ruidos

y la ecuación y(t) = x1(t) indica que solo un estado del sistema es medible. El problema

en esta sección es diseñar un algoritmo de control u(t) el cual sea capaz de llevar todos

los estados del sistema 4.17 al origen en tiempo predefinido tf .

Para resolver este problema es necesario utilizar un observador que nos permita

recuperar los estados no medibles del sistema 4.17, es decir x2, x3, x4. Una vez recuperados

los estados no medibles estos se utilizan para diseñar el algoritmo de control.

Para recuperar los estados del sistema se utiliza el siguiente observador:

˙̂x1 = x̂2 − µ1
x̂1 − y

tfo − t
− γk1 sign (x̂1 − y)

(
|x̂1 − y|α1 + |x̂1 − y|β1

)
,

˙̂x2 = x̂3 − µ2
x̂1 − y

tfo − t
− γ2k2 sign (x̂1 − y)

(
|x̂1 − y|α2 + |x̂1 − y|β2

)
,

˙̂x3 = x̂4 − µ3
x̂1 − y

tfo − t
− γ3k3 sign (x̂1 − y)

(
|x̂1 − y|α3 + |x̂1 − y|β3

)
,

˙̂x4 = −µ4
x̂1 − y

tfo − t
− γ4k4 sign (x̂1 − y)

(
|x̂1 − y|α4 + |x̂1 − y|β4

)
,

(4.18)

donde las variables x̂1(t), x̂2(t), x̂3(t) y x̂4(t) son los estimados de los estados x1(t), x2(t), x3(t)

y x4(t), respectivamente. Los valores de α, β, y γ son asignados de la misma manera que
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en 3.18, es decir:

αi = iα− (i− 1), α ∈ [1− ϵ1, 1] , ϵ1 > 0, i = 1, . . . , 4,

βi = iβ − (i− 1), β ∈ [1, 1 + ϵ2] , ϵ2 > 0, i = 1, . . . , 4,

γ ≥ 1,
(4.19)

y los valores de ki deben satisfacer que la siguiente matriz

K =


−k1 1 0 0

−k2 0 1 0

−k3 0 0 1

−k4 0 0 0

 (4.20)

sea Hurwitz.

El observador propuesto en 4.18 es semejante al propuesto en [62], excepto de que

se ha agregado el término µi
x̂1−y
tfo−t

, i = 1, . . . , 4, donde tfo representa el tiempo de con-

vergencia deseado para el observador, µi permite ajustar la razón de convergencia del

observador y solo permanece activo para 0 ≤ t < tfo. De la sección anterior se observó

que el observador propuesto, sin este término, recupera los estados del sistema original

a lo mas en T ≤ 4
γ

(
1

1−α
+ 1

β−1

)
, sin embargo este valor es un estimado del tiempo de

convergencia, es decir no se puede establecer el tiempo de convergencia del observador, lo

cual se puede observar en la sección 3.2. Con el término µi se puede establecer el tiempo

de convergencia del observador.

Una vez que se han estimado los estados del sistema 4.17 estos se utilizan para

diseñar el algoritmo de control, el cual tiene la siguiente forma:

ud(t) =


−ẑ3 + ∂x̂4d

∂x̂1

(
ẑ2 − ψ̂1

)
+ ∂x̂4d

∂ ˆ̂x2

(
ẑ3 − ψ̂2 − x̂1

)
+∂x̂4d

∂ẑ3

(
ẑ4 − ẑ2 − ψ̂3

)
+

∂x̂xd

∂t
− ψ̂4, t0 ≤ t < tf

0, t ≥ tf

(4.21)

donde las variables x̂4d, ẑ2, ẑ3, ẑ4, ψ̂1, ψ̂2, ψ̂3, ψ̂4 tienen la misma forma que en 4.2 y los

estados x1(t), x2(t), x3(t), and x4(t) son reemplazados por los estimados del observador

4.18. La siguiente sección muestra el desempeño del control propuesto en 4.21.
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4.2.2 Demostración de la eficiencia del algoritmo de

control

Para demostrar la eficiencia del algoritmo propuesto se utiliza el mismo sistema

representado por la ecuación 3.16

θ̇ = ω,

ω̇ = v1,

v̇1 = v2

v̇2 = K1v1 +K2ω +K3v2 −K4ud

y = θ(t),

(4.22)

la ecuación y = θ(t) indica que solo la posición angular es medible, aśı que es necesario

recuperar los estados ω, v1, v2. Para hacerlo el observador 4.18 tomaŕıa la forma de la

ecuación 4.23. Los parámetros del motor se muestran en la Tabla 1 y los parámetros del

observador se muestran en la Tabla 3.

Variable Value
α 0,9
β 0,01
γ 10
K 0,1
tfo 0,5s
tf 15s
η [20, 20, 20, 20]
x0 [5, 5, 5, 5]

Tabla 3: Valores utilizados en el observador junto con las condiciones iniciales y tiempos
de convergencia deseados.

˙̂
θ =ω̂ − µ1

θ̂ − y

tfo − t
− γk1 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α1 + |θ̂ − y|β1

)
,

˙̂ω =v̂1 − µ2
θ̂ − y

tfo − t
− γ2k2 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α2 + |θ̂ − y|β2

)
,

˙̂v1 =v̂2 − µ3
θ̂ − y

tfo − t
− γ3k3 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α3 + |θ̂ − y|β3

)
,

˙̂v2 =− µ4
θ̂ − y

tfo − t
− γ4k4 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α4 + |θ̂ − y|β4

)
.

(4.23)
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El término µi
x̂1−y
tfo−t

solo permanece activo para 0 ≤ t < tfo. El algoritmo de control tiene

la forma mostrada en la ecuación 4.15.

ud(t) =



1
K4

(
(K1v̂1 +K2ω̂ +K3v̂2) + ẑ3 − ∂v̂2d

∂θ̂

(
v̂2 − ψ̂1

)
− ∂v̂2d

∂ẑ2

(
ẑ3 − ψ̂2 − θ̂

)
− ∂v̂2d

∂ẑ3

(
ẑ4 − ẑ2 − ψ̂3

)
− ∂v̂2d

∂t
+ ψ̂4

)
, t0 ≤ t < tf

0, t ≥ tf
(4.24)

La simulación fue llevada a cabo utilizando pasos de tiempo discreto de 10−3, los resultados

se muestran en las figuras 14-16

Figura 14: Convergencia de los estados del sistema (4.22) y los estados estimados por el
observador (4.23) al origen.

La Figura 14 muestra las trayectorias del sistema 4.17 comparadas contra las rayec-

torias del observador 4.23. Se puede observar que el algoritmo de control propuesto forza

todos los estados del sistema al origen en tiempo predefinido. También se observa que los

estimados del observador tienen la misma forma que los estados del sistema 4.23 desde

t = tfo, donde tfo = 0,5. De la Figura 15 se observa que la convergencia de los estados

del sistema es de 10−10. Cuando comparamos estas trayectorias contra las obtenidas en

la Figura 4 se observa que las trayectorias obtenidas en esta sección son mas suaves y se

logra mejor presición.
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Figura 15: Convergencia de los estados del sistema (4.22) al origen.

Figura 16: Trayectoria del control ud basado en los estimados producidos por el observador
(4.23).

La Figura 16 muestra la trayectoria del control. De la figura sobresalen dos cosas,

la primera es que la trayectoria del algoritmo de control de esta sección es mas suave que

la obtenida para el algoritmo de control de la sección 3.4. La segunda tiene que ver con

la magnitud del control, la cual es menor que la magnitud del control de la sección 3.4,

especialmente este último resultado muestra que el algoritmo de control propuesto en esta

sección puede ser utilizado en aplicaciones reales.
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4.3 Estabilización de un sistema sujeto a

perturbaciones deterministas con solo un estado

medible

4.3.1 Diseño del algoritmo de control

Esta sección presenta el diseño de un algoritmo de control para un sistema que está

siendo afectado por perturbaciones deterministas acopladas. Un sistema de este tipo está

representado por la siguiente ecuación:

ẋ1(t) = x2, x1 (t0) = x10,

ẋ2(t) = x3, x2 (t0) = x20,

ẋ3(t) = x4, x3 (t0) = x30,

ẋ4(t) = u(t) + ξ(t), x4 (t0) = x40.

(4.25)

El término ξ(t) satisface la condición de Lipschitz con constante L. El sistema mos-

trado en la ecuación 4.25 supone que todos los estados del sistema son medibles. Si este

no fuera el caso, es necesario utilizar un observador, como el mostrado en la sección ante-

rior, para recuperar los estados no medibles del sistema y utilizar estas estimaciones para

diseñar el algoritmo de control. El siguiente teorema muestra las condiciones para diseñar

tal algoritmo.

Teorema 12. El algoritmo de control de la ecuación 4.26

u(t) =

ud(t) + χ(t), t0 ≤ t < tf

χ(t), tf ≤ t
(4.26)

donde ud(t) tiene la forma del control mostrado en 4.21 y χ(t)

χ(t) =


−λ1|s(t)|

1
2 sign(s(t))− λ2|s(t)|p sign(s(t))− αs

∫ t

0
sign(s(t))ds

−ηs s(t)

(tf−t)
, t0 ≤ t < tfc

−λ1|s(t)|
1
2 sign(s(t))− λ2|s(t)|p sign(s(t))− αs

∫ t

0
sign(s(t))ds, tfc ≤ t.

(4.27)

tal que s(t) = x4(t)−r(t), and ṙ(t) = ud(t)−χ(t), forza todos los estados del sistema 4.25

al origen en tiempo predefinido tf y los mantiene alĺı para todo t ≥ tf , aun en presencia
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de perturbaciones deterministas que satisfacen la condición de Lipschitz con constante L

si se aseguran las siguientes condiciones ηs > 1, αs > L, λ1 >
√
2α, λ2 ≥ 0 y p > 1.

Demostración 5. Utilizando los resultados del Teorema 2 en [92], la variable s(t) con-

verge a cero, en tiempo predefinido debido a que ηs > 1, αs > L, λ1 >
√
2α, λ2 ≥ 0 y

p > 1. Esto a su vez resulta en s(t) = ṡ(t) = 0 para todo t ≥ tf . Ya que ṡ(t) = ẋ4(t)− ṙ(t),
entonces 0 = ẋ4(t) − ṙ(t) = ud(t) + ξ(t)− ud(t) + χ(t), esto conduce a χ(t) = −ξ(t), aśı

que χ(t) compensa la perturbación ξ(t). Ya que el control χ(t) compenza la perturbación

entonces el control ud(t) provee la convergencia de todos los estados del sistema 4.25 al

origen, en tiempo predefinido, de acuerdo al Teorema 4.1. Como el control χ(t) = −ξ(t)
compensa la perturbación para todo t ≥ tf entonces, todos los estados del sistema 4.25

permanecen en el origen aun después de su convergencia.

El desempeño del algoritmo de control propuesto en el Teorema 12 se demuestra en

la siguiente sección.

4.3.2 Demostración de la eficiencia del algoritmo de

control

Para demostrar la eficiencia del control propuesto en el Teorema 12 se utiliza el

modelo dinámico del motor śıcrono de imanes permanentes utilizado en la ecuación 4.22,

pero esta vez el sistema es afectado por una perturbación determinista. La ecuación de

este sistema se muestra a continuación:

θ̇ = ω

ω̇ = v1

v̇1 = v2

v̇2 = K1v1 +K2ω +K3v2 −K4ud +K5uq

y = θ

(4.28)

El término K5uq en la ecuación 4.28 es una perturbación determinista que satisface

la condición de Lipschitz y K5 = − KTRs

JLdLq
. En este caso uq = 0,1t + 0,001 cos(10t) y

K5 = 4024,14. Entonces, la constante de Lipschitz es L = 443. Los valores que satisfacen

la condición del Teorema 12 se muestran en la Tabla 4. La ecuación y = θ en 4.28,

muestra que solo la posición angular es medible aśı que es necesario recuperar los estados

no medibles utilizando el observador 4.23 y los estados estimados son utilizados por el

control 4.26.
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Los parámetros del motor son los mismos que los mostrados en la Tabla 1. Los

valores para el observador y las condiciones para la simulación se muestran en la siguiente

tabla:

Variable Value Unit
tf 15 s
η [10, 10, 10, 10]
K [4, 6, 4, 1]
x0 [−0,4, 0, 50, 50]
α 0,9
β 1,1
γ 10
λ1 50
λ2 1
αS 445
ηS 5

Tabla 4: Valores utilizados en la simulación del desempeño del algoritmo de control 4.26

Los resultados de la simulación se muestran en las figuras 17-19. La Figura 17 mues-

tra que el control propuesto en 4.26 basado en los estimados producidos por el observador

4.23 es capaz de forzar todos los estados del sistema 4.28 al origen en tiempo predefinido

de tf = 15s. La figura muestra dos ventanas de aproximación las cuales muestran que

el sistema converge al origen con presición de 10−5, en presencia de las perturbaciones.

También puede observarse que a pesar de la presencia de perturbaciones deterministas las

trayectorias de los estados se mantienen suaves.

Figura 17: Convergencia de los estados del sistema (4.28) y los estimados producidos por
el observador (4.23) al origen en presencia de perturbaciones deterministas.
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Figura 18: Trayectoria de la entrada de control ud(t) basada en los estimados producidos
por el observador (4.23).

Figura 19: Trayectoria del compensador χ(t) mostrado en 4.26 contra la perturbación
ξ(t), basado en los estimados producidos por el observador 4.23.

La Figura 18 muestra la trayectoria del control ud(t). De la figura se aprecia que

la trayectoria es suave y las magnitudes del control son menores que las obtenidas en

la sección 3.5. También de la figura se observa que es necesario que el control ud(t) se

mantenga apagado durante 0,5 segundos para permitir que el observador recupere los

estados no medibles del sistema 4.28, de otro modo la magnitud del controlador tend́ıa

valores elevados que haŕıan que el sistema diverja. Por los valores de control mostrados en

la figura se puede decir que este algoritmo puede ser implementado de manera práctica.
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Finalmente, la Figura 19 muestra el comportamiento del control χ(t) contra la per-

turbación ξ(t). La figura muestra que el control χ(t) compensa efectivamente la perturba-

ción en tiempo predefinido. También se observa que la compensación de χ(t) se extiende

aun después del tiempo de convergencia deseado, lo cual asegura que los estados del

sistema permanecerán en el origen para todo t ≥ tf .

4.4 Estabilización, en tiempo predefinido, de un

sistema sujeto a perturbaciones deterministas y

ruidos estocásticos acoplados

4.4.1 Diseño del algoritmo de control

Esta sección de muestra el diseño de un algoritmo de control que permite llevar todos

los estados de un sistema, afectado por perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos

acoplados, al origen en tiempo predefinido, independientemente de las condiciones iniciales

del sistema. La estructura del sistema para el cual se diseña este algoritmo de control tiene

la siguiente forma:

ẋ1(t) = x2, x1 (t0) = x10

ẋ2(t) = x3, x2 (t0) = x20,

ẋ3(t) = x4, x3 (t0) = x30,

dx4(t) = (u(t) + ξ(t))dt+ σ (t, x4(t)) dW (t), x4 (t0) = x40

(4.29)

el término ξ(t) = K5uq es una perturbación determinista que satisface la condición de

Lipschitz con constante L yW (t) es un proceso de Wiener cuya derivada media cuadrática

débil es un ruido Gaussiano blanco. En la ecuación 4.29 se asume que todos los estados

del sistema son medibles sin embargo, si esto no es cierto se debe emplear un observador

como el propuesto por la ecuación 4.18 para recuperar lo estados no medibles del sistema.

El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales existe el control deseado.

Teorema 13. El algoritmo de control mostrado en la ecuación 4.26 forza todos los

estados del sistema 4.29 al origen en promedio ρ en tiempo predefinido independien-

temente de las condiciones iniciales del sistema y de perturbaciones deterministas que

satisfacen la condición de Lipschitz con constante L y ruidos blancos estocásticos Gaus-

sianos con difusión σ(t) = |x4(t)|r afectando al sistema y los mantiene alĺı para todo
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Caṕıtulo 4 66

t ≥ tf si se cumplen las siguientes condiciones: ρ > 1, η > 1, αs > L, λ1 >
√
2α,

λ2 ≥ 0, p > 1, 2λ1 > ρ− 1 > 0, 2λ2 > ρ− 1 > 0, y 3
2
≤ 2r ≤ (1 + p).

Demostración 6. Suponiendo que las condiciones ρ > 1, η > 1, αs > L, λ1 >
√
2α,

λ2 ≥ 0, p > 1, 2λ1 > ρ− 1 > 0, 2λ2 > ρ− 1 > 0, y 3
2
≤ 2r ≤ (1 + p) se cumplen entonces,

de acuerdo al Teorema 3 en [92] s(t) converge al origen en t = tfs en promedio ρ, lo cual

resulta en s(t) = ṡ(t) = 0 en promedio ρ para todo t ≥ tfs. Considerando que s(t) = x4(t)−
r(t) y que r(t) = ud(t)−χ(t) entonces ṡ(t) = ẋ4(t)−ṙ(t) implica que 0 = ẋ4(t)−ṙ(t) o bien

0 = ud2(t)dt+ ξ(t))dt + σ (t, x4(t)) dW (t)− ud2(t)dt + χ(t)dt, lo cual conduce a χ(t)dt =

−ξ(t)dt− σ (t, x4(t)) dW (t), aśı que χ(t)dt compensa la perturbación determinista ξ(t)dt

y el ruido estocástico σ (t, x4(t)) dW (t) en promedio ρ . Además, ya que la perturbación

determinista ξ(t)dt y el ruido estocástico σ (t, x4(t)) dW (t) son compensados entonces, de

acuerdo al Teorema 11 el algoritmo de control ud forza los estados del sistema 4.29 al

origen en sentido de promedio ρ. Ya que χ(t)dt compensa la perturbación ξ(t)dt y el ruido

estocástico σ (t, x4(t)) dW (t) en sentido de promedio ρ para todo t ≥ tf entonces todos los

estados del sistema 4.29 permanecen alĺı para todo t.

La eficiencia del algoritmo de control diseñado en esta sección se muestra a conti-

naución.

4.4.2 Demostración de la eficiencia del algortimo de

control

En esta sección se demuestra la eficiencia del algoritmo de control diseñado en la

sección anterior. Para esto se utiliza el modelo dinámico de un motor śıncrono de imánes

permanentes sujeto a una perturbación determinista y ruido estocástico acoplado, el cual

se muestra en la ecuación

θ̇ =ω

ω̇ =v1

v̇1 =v2

dv2 =(K1v1 +K2ω +K3v2 −K4ud +K5uq) dt+ σ (t, v2(t)) dW (t)

y =θ

(4.30)

La perturbación determinista tiene la siguiente forma uq = 0,1t + 0,001 cos(10t) y K5 =

4024,14. Entonces la constante de Lipschitz tiene el siguiente valor L = 443. El paráme-

tro del ruido estocástico es r = 0,75. Se asume que la convergencia estocástica es en

promedio ρ = 2 para satisfacer las condiciones del Teorema 13. La ecuación y = θ en
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4.30 muestra que solo la posición angular del sistema está disponible para ser medida.

Entonces se emplea el observador 4.23 para recuperar los estados no medibles del sistema.

Los parámetros de este observador junto con los valores que satisfacen las condiciones del

teorema se muestran en la Tabla 4. Los resultados de la simulación se muestran en las

figuras 20-22.

La Figura 20 muestra que el algoritmo de control 4.26 es capaz de forzar todos

los estados del sistema 4.30 al origen en tiempo predefinido a pesar de que el sistema

está siendo afectado por una perturbación determinista y un ruido estocástico. De la

gráfica también se puede observar que la presición de la convergencia es de 10−5 y que las

trayectorias son suaves. Por otro lado la Figura 21 muestra la trayectoria del control 4.26,

de la gráfica puede apreciarse que el control permanece apagado por aproximadamente 0,5s

para permitir que el observador se estabilice de lo contrario la magnitud del control puede

alcanzar magnitudes que harán que el sistema diverja. La magnitud de la trayectoria del

control ud(t) muestra que el algoritmo puede ser implementado en aplicaciones prácticas.

Figura 20: Convergencia de los estados del sistema (4.30) y los estimados producidos
por el observador (4.23) al origen, en presencia de perturbaciones deterministas y ruidos
estocásticos.

Finalmente, la Figura 22 muestra la trayectoria del control χ(t) contra la perturba-

ción ξ(t) y el ruido estocástico de magnitud σ. La gráfica muestra que verdaderamente

el control χ(t) compensa la perturbación y el ruido desde t = tfs. Esta compensación se

prolonga para todo t ≥ tfs, lo cual asegura que los estados del sistema se mantendrán en

el origen, lo cual se observa de la Figura 20.
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Figura 21: Trayectoria de la señal de control ud basada en los estimados producidos por
el observador (4.23).

Figura 22: Trayectoria de la señal de control χ(t), basado en los estimados producidos por
el observador (4.23) contra la perturbación ξ(t) = K5uq = 4024,14(0,1t + 0,001cos(10t))
y el ruido estocástico con difusión v0,752 .

4.5 Conclusiones

Los resultados mostrados en esta sección indican que un algoritmo de control que

contenga términos de la forma u(x, t) = η x
tf−t

permite forzar todos los estados del sistema

en tiempo predefinido y es robusto en contra de perturbaciones deterministas y ruidos

estocásticos. A diferencia del algoritmo de control que utiliza términos exponenciales, el

algoritmo de esta sección permite tener trayectorias de los estados y de la señal de control
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mas suaves y con menor magnitud. Los resultados también muestran que el observador

propuesto, permite recuperar los estados del sistema en tiempo predefinido y que las

salidas del observador pueden ser utilizadas por el algoritmo de control para generar la

señal de control. Tanto en este caṕıtulo como en el anterior se supuso que los sistemas están

afectados por perturbaciones y ruidos estocásticos están acopladas. Aśı que los resultados

no necesariamente son válidos para el caso cuando las perturbaciones y ruidos no están

acopladas. El siguiente caṕıtulo analiza esta situación y propone algoritmos de control

para sistemas afectados por perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos acoplados

y no acoplados.
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Control en tiempo predefinido de

sistemas con perturbaciones

acopladas y no acopladas

Cuando se diseñan algoritmos de control robustos las perturbaciones y ruidos afec-

tando el sistema pueden estar acoplados o no acoplados. Una perturbación es acoplada

cuando esta entra al sistema a traves de la misma derivada que lo hace la señal de control.

De otra manera la perturbación es no acoplada. Esta sección analiza el diseño de algorit-

mos de control robustos para sistemas de este tipo. En el caṕıtulo anterior se demostró

que un algoritmo de control que tiene la forma u(x, t) = η x
tf−t

permite tener trayectorias

de los estados del sistema y de la señal de control mas suaves y con menos magnitud.

Estas caracteŕısticas son explotadas en el diseño de los algoritmos de control presentados

en este caṕıtulo. La sección está dividida en dos partes, la primera analiza el diseño de al-

goritmos de control para sistemas cuyos estados son completamente medibles, la segunda

parte analiza el diseño de algoritmos de control para sistemas que solo tienen un estado

medible. En ambos casos se suponen los siguientes escenarios:

1. El sistema no es afectado por perturbaciones deterministas o ruidos estocásticos.

2. El sistema es afectado por perturbaciones deterministas.

3. El sistema es afectado por perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos.

Cada parte de este caṕıtulo demuestra la eficiencia del algoritmo diseñado utilizando

simulaciones numéricas aplicadas sobre el modelo dinámico de un motor de corriente

directa con escobillas.
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5.1 Estabilización, en tiempo predefinido, de un

sistema con estados completamente medibles

En esta sección se analiza el diseño de un algoritmo de control para un sistema cuyos

estados son completamente medibles. Para el análisis se considera el modelo dinámico de

un motor con escobillas de CD, mostrado en la Figura 23, el cual se presenta en la ecuación

5.1

Figura 23: Diagrama de un motor con escobillas de CD [2].

dθ

dt
= ω

dω =
1

J
(−bω +Kmia + d1) dt+

1

J
(σ1(t, ω(t))dW1(t))

dia =
1

La

(−Raia −Kbω + Va + d2) dt+
1

La

(σ2 (t, ia(t)) dW2(t))

(5.1)

En la ecuación 5.1, θ (posición angular), ω (velocidad angular) e ia (corriente en los

devanados) representan los estados del sistema, Va (el voltaje de armadura) representa

una señal de control. Se asume que las variables mencionadas anteriormente son todas

dependientes del tiempo. Por otro lado J es la inercia del rotor, Km es una constante

del motor, Kb es la fuerza electromotriz del motor, Ra es la resistencia de armadura,

L es la inductancia de armadura y b es el coeficiente de fricción; se asume que estos

parámetros se mantienen constantes durante la operación del motor. Las variables d1 y

d2 representan perturbaciones deterministas no acopladas y acopladas, respectivamente,

que deben satisfacer la condición de Lipschitz con constantes L1 y L2 respectivamente.

Los términos W1(t) y W2(t) son procesos independientes de Wiener cuya derivada débil

en promedio cuadrático son ruidos blancos Gaussianos.
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5.1.1 Sistema sin perturbación

Diseño del algoritmo de control

En esta sección se analiza el diseño de un algoritmo de control para un motor con

escobillas de CD que no está sujeto a perturbaciones ni ruidos de ningún tipo. El modelo

de este motor se muestra a continuación:

dθ

dt
= ω

dω

dt
=

1

J
(−bω +Kmia)

dia
dt

=
1

La

(−Raia −Kbω + Va)

(5.2)

El problema en esta sección es diseñar un algoritmo de control que lleve todos los estados

del sistema 5.2 al origen en tiempo predefinido tf , independientemente de las condicio-

nes iniciales y se mantengan alĺı para todo t ≥ tf . El siguiente teorema establece las

condiciones necesarias para este algoritmo de control.

Teorema 14. Sean η1 > 1, η2 > 2, η3 > 3. Entonces, la ley de control

Va =

(Raia(t) +Kbω(t)) + La (−z2 − ψ3) + La

(
∂iad
∂θ θ̇ +

∂iad
∂ω ω̇ + ∂iad

∂z2
ż2 +

∂iad
∂t

)
, 0 ≤ t < tf ,

0, t ≥ tf .

(5.3)

forza todos los estados del sistema 5.2 al origen en tiempo predefinido tf donde
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θ̇ψ1 = η1
θ

tf − t
,

z2 = ω − ωd,

ż2 = Kmz3 − θ − ψ2,

ωd(θ, t) = −ψ1,

ψ2 = η2
z2

tf − t
,

ψ3 = η3
z3

tf − t
,

iad(θ, ω, t) =
b

Km

ω +
J

Km

(
−θ − ψ2 +

∂ωd

∂θ
θ̇ +

∂ωd

∂t

)
,

diad
dt

=
∂iad
∂θ

θ̇ +
∂iad
∂z2

ż2 +
∂iad
∂ω

ω̇ +
∂iad
∂t

,

z3 = ia − iad,

ż3 =
di

dt
− diad

dt
=

1

La

(−Raia −Kbω + Va)−
diad
dt

.

(5.4)

Demostración 7. Para la demostración del Teorema 14 utilizamos la técnica de backs-

tepping. En primer lugar el algoritmo de control

ψ1(θ, t) =

η1
θ

(tf−t)
, t0 ≤ t < tf

0, t ≥ tf

(5.5)

forza el estado del sistema

θ̇ = −ψ1, θ (t0) = θ0 (5.6)

al origen en tiempo predefinido tf independientemente del estado inicial θ0, [92].

Ahora, se propone la siguiente ecuación de Lyapunov V3 (θ, z2, z3) =
1
2
θ2+ 1

2
z22 +

1
2
z23

cuya derivada da como resultado

V̇3 = θθ̇ + z2ż2 + z3ż3 (5.7)

después de sustituir θ̇, ż2 y ż3 se obtiene la siguiente ecuación

V̇3 = θ (z2 − ψ1) + z2 (z3 − θ − ψ2) + z3

(
1

La

(−Raia −Kbω + Va)−
diad
dt

)
(5.8)
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lo cual muestra que Va debe tener la forma mostrada en la ecuación 5.3. Esto se observa

al susbtituir Va en la ecuación anterior, lo cual lleva a

V̇3 =− θψ1 − z2ψ2 − z3ψ3 = −η1
θ2

tf − t
− η2

z22
tf − t

− η3
z23

tf − t
. (5.9)

Finalmente, haciendo que η = 2mı́n {η1, η2, η3} se obtiene la desigualdad

V̇3 = −η1
θ2

tf − t
− η2

z22
tf − t

− η3
z23

tf − t
≤ − η

tf − t

(
1

2
θ2 +

1

2
z22 +

1

2
z23

)
= − η

tf − t
V3.

(5.10)

Se puede observar que la ecuación 5.10 tiene la misma forma que la ecuación 5.6 entonces,

V3 (θ, z2, z3) converge al origen en tiempo predefinido tf . Esto a su vez implica que todos

los estados del sistema 5.2 convergen al origen en tiempo predefinido tf también.

Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

Esta sección muestra el desempeño del algoritmo de control mostrado en la ecuación

5.3. Los parámetros del motor se muestran en la Tabla 5. El tiempo de convergencia

deseado tf = 5s, las condiciones iniciales son x0 = [θ0, ω0, ia0] = [1, 0, 2], los valores de ηi

son η1 = η2 = η3 = 10. La discretización de la simulación es de 10−3. Los resultados de la

simulación se muestran en las figuras 24 y 25.

Constant Value Unit
Kb 0,001 A/rad
Km 0,001 Nm/A
La 0,1 H
Ra 2 Ω
b 0,003 Nms/rad
J 0,005 Nms2/rad

Tabla 5: Parámetros del motor.

La Figura 24 muestra la trayectoria de los estados del sistema 5.2 al origen. De la

figura se observa que el algoritmo de control diseñado es capaz de llevar los estados del

sistema al origen en tiempo predefinido de 5s. El acercamiento mostrado en la esquina

inferior derecha de la Figura 24 muestra que la presición de convergencia es de 10−12.

La Figura 25 muestra la trayectoria de la señal de control dada por la ecuación 5.3.

La Figura muestra que la magnitud máxima de esta señal es de 80V lo cual se presenta al

inicio de la simulación haciendo que el algoritmo pueda ser aplicado de manera práctica.

También se observa que la trayectoria de la señal de control es suave. Por último se observa
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que aunque el control ha sido apagado en tf = 5s los estados del sistema permanecen en

el origen, tal como lo indica el Teorema 14, suponiendo que no hay perturbaciones.

Figura 24: Convergencia de los estados del sistema (5.2) al origen.

Figura 25: Trayectoria de la señal de control (5.3).
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5.1.2 Sistema con perturbaciones deterministas acopladas y

no acopladas

Diseño del algoritmo de control

Esta sección analiza el diseño de un algoritmo de control robusto que lleva los estados

de un sistema sujeto a perturbaciones deterministas acopladas y no acopladas al origen

en tiempo predefinidio. El sistema para el cual se diseña el algoritmo de control está dado

por la ecuación 5.11:

dθ

dt
= ω(t),

dω

dt
=

1

J
(−bω(t) +Kmia(t) + d1(t)) ,

dia
dt

=
1

La

(−Raia(t)−Kbω(t) + Va(t) + d2(t)) .

(5.11)

las perturbaciones d1(t) y d2(t) satisfacen la condición de Lipschitz con constantes L1

y L2 respectivamente. En este caso se observa que las perturbaciones están entrando a

través de las ecuaciones de velocidad y corriente, esto se debe a cambios en torque debido

a la carga y variciones de voltaje debido a la fuente de alimentación. El siguiente teorema

establece las condiciones para el diseño del algoritmo de control.

Teorema 15. Sean ωd(t) e iad(t) entradas de control virtual deseables definidas por las

ecuaciones en 5.12

ωd(t) = −ψ1

iad(t) =
b

Km

ω(t) +
χ1(t)

Km

+
J

Km

(
−θ − ψ2 −

dψ1

dt

)
(5.12)

y η1 > 1, η2 > 2, η3 > 3. Entonces la ley de control

Va =


(Raia(t) +Kbω(t)) + χ2(t) + La

(
−Km

J
z2 − ψ3

)
+La

(
∂iad
∂θ
θ̇ + ∂iad

∂ω
ω̇ + ∂iad

∂z2
ż2 +

∂iad
∂t

)
, 0 ≤ t < tf ,

χ2(t), t ≥ tf .

(5.13)
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donde

χi(t) =


−λi,1 |si(t)|

1
2 sign (si(t))− λi,2 |si(t)|pi sign (si(t))

−αi

∫ t

t0
sign (si(t)) dsi − ηsi

si(t)

(tf−t)
, 0 ≤ t < tfc,

−λi,1 |si(t)|
1
2 sign (si(t))− λi,2 |si(t)|pi sign (si(t))

−αi

∫ t

t0
sign (si(t)) dsi, t ≥ tfc,

(5.14)

y

s1(t) = ω(t)− r1(t), ṙ1(t) = iad(t)− χ1(t)

s2(t) = ia(t)− r2(t), ṙ2(t) = Va(t)− χ2(t)
(5.15)

lleva todos los estados del sistema 5.11 al origen, en tiempo predefinido tf a pesar de

que haya perturbaciones afectando el sistema e independientemente de las condiciones

iniciales, y los mantiene alli para todo t ≥ tf , si se cumplen la siguientes condiciones:

ηs1, ηs2 > 1, α1 > L1, α2 > L2, λ11 >
√
2α1, λ21 >

√
2α2, λ12, λ22 ≥ 0, y p1, p2 > 1.

En el Teorema 15, tf representa el tiempo de convergencia deseado para los estados

del sistema 5.11 mientras que tfc < tf representa el tiempo de convergencia deseado para

la señal de control auxiliar χi(t), i = 1, 2. Además las variables ψi, i = 1, 2 tienen la misma

forma que las variables en 5.4.

Demostración 8. Para la demostración del Teorema 15, comenzamos transformando las

dos primeras ecuaciones del sistema 5.11 introduciendo las variables z2 = ω−ωd = ω+ψ1.

Al tomar la derivada de z obtenemos el sistema transformado:

dθ

dt
= z2 − ψ1

dz2
dt

=
1

J
(−bω(t) +Kmia(t) + d1(t)) +

dψ1

dt

(5.16)

Ahora, se propone la ecuación de Lyapunov V2 (θ, z2) =
1
2
θ2 + 1

2
z22 cuya derivada es

dV2

dt
= θθ̇ + z2ż2. Al sustituir 5.16 en la derivada anterior se obtiene la ecuación 5.17

dV2
dt

=θ (z2 − ψ1) + z2

(
1

J
(−bω(t) +Kmia(t) + d1(t)) +

dψ1

dt

)
. (5.17)

eso quiere decir que ia debe tener la forma mostrada en 5.12. Al sustituir ia en 5.17 se

obtiene
dV2
dt

= −θψ1 − z2ψ2 + z2
χ1 + d1
J

(5.18)

utilizando los resultados del Teorema 2 en [92] la igualdad s1(t) = ṡ1(t) = 0 es válida para

t ≥ tfc, lo cual implica que ṡ1(t) = ω̇ − ṙ1 por lo tanto, 0 = ω̇ − ṙ1 = iad +
d1
J
− iad +

χ1

J

para t ≥ tfc. Aśı, la igualdad χ1 = −d1 es válida para t ≥ tfc, demostrando que χ1
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efectivamente compensa la peturbación desacoplada d1(t) a partir de t = tfc. Entonces, la

ecuación 5.17 obtiene la forma dV2

dt
= −θψ1 − z2ψ2 a partir de t = tfc, aśı V2 converge al

origen en tiempo predefinido tf tomando en cuenta las condiciones del Teorema 14.

Para continuar, se hace la transformación completa del sistema 5.11 utilizando las

variables z2 = ω−ωd, z3 = ia− iad, donde ωd y iad son los controles virtuales definidos en

5.12, entonces el sistema 5.11 transformado tiene la siguiente forma:

dθ

dt
= z2 − ψ1

dz2
dt

=
Km

J
z3 − θ − ψ2 +

χ1 + d1
J

dz3
dt

=
1

La

(−Raia(t)−Kbω(t) + Va(t) + d2(t))−
diad
dt

.

(5.19)

Utilizando la función de Lyapunov V3 (θ, z2, z3) = 1
2
θ2 + 1

2
z22 + 1

2
z33, cuya derivada es

dV3

dt
= θθ̇ + z2z2 + z3z3, y después de sustituir 5.19 se obtiene la ecuación

dV3
dt

=− θψ1 + z2

(
Km

J
z3 − ψ2 +

χ1 + d1
J

)
+ z3

1

La

(−Raia(t)−Kbω(t) + Va(t) + d2(t))−
diad
dt

(5.20)

Al sustituir el control mostrado en 5.13 la ecuación anterior se reduce a

dV3
dt

= −θψ1 − z2ψ2 − z3ψ3 + z2
χ1 + d1
J

+ z3
χ2 + d2
La

. (5.21)

y ya que χ1 = −d1 es válida para t ≥ tfc entonces

dV3
dt

= −θψ1 − z2ψ2 − z3ψ3 + z3
χ2 + d2
La

(5.22)

Como las condiciones del Teorema 2 en [92] son válidas a partir de t = tfc, la

igualdad s2(t) = ṡ2(t) = 0 es válida para t ≥ tfc, lo cual implica que ṡ2(t) = diad
dt

− ṙ2

por lo tanto, 0 = diad
dt

− ṙ2 = Va + d2 − Va + χ2 para t ≥ tfc. De esa manera la igualdad

χ2 = −d2 es válida para t ≥ tfc, lo cual demuestra que χ2 compensa de manera efectiva

la perturbación acoplada d2(t) después de t = tfc. Entonces la ecuación 5.22 toma la

siguiente forma

dV3
dt

=− θψ1 − z2ψ2 − z3ψ3 = −η1
θ2

tf − t
− η2

z22
tf − t

− η3
z23

tf − t
(5.23)
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Finalmente, haciendo que η = 2mı́n {η1, η2, η3} se obtiene la igualdad

dV3
dt

= − η1
tf − t

θ2

2
− η2
tf − t

z22
2

− η3
tf − t

z23
2

= − η

tf − t
V3 (5.24)

Se observa que la ecuación anterior tiene la misma forma que la ecuación 5.6. Lo

anterior implica que V3 (θ, z2, z3) converge al origen en tiempo predefinido tf , esto a su vez

implica que todos los estados del sistema 5.11 convergen al origen en tiempo predefinido

tf también.

Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

Esta sección demuestra la eficiencia del algoritmo propuesto en la ecuación 5.13,

utilizando el sistema propuesto en la ecuación 5.11. Los parámetros del motor se muestran

en la Tabla 5 y el tiempo de convergencia deseado junto con las condiciones iniciales son

de tf = 5sec y x0 = [θ0, ω0, ia0] = [1, 0, 2] respectivamente. Los valores de ηi son η1 =

η2 = η3 = 10 los cuales son identicos a la sección anterior y permiten tener una referencia

de comparación. El tiempo de convergencia asignado al compensador de la perturbación

es de tfc = 2sec lo cual es menor a tf , sus valores de ganancia son ηs1 = ηs2 = 20. Los

valores para las perturbaciones no acoplada y acoplada es d1(t) = 0,02 sin(0,1t)rad/s y

d2(t) = 0,004+0,004 sin(t)A/s respectivamente, lo cual satisface la condición de Lipschitz

con constantes L1 = 0,002 y L2 = 0,004, respectivamente. Finalmente, para satisfacer las

condiciones del Teorema 15 seleccionamos α1 = α2 = 0,1, λ11 = λ21 = 0,55, λ12 = λ22 =

0,01 y p1 = p2 = 1,5. Los resultados obtenidos se muestran en las figuras 26 y 27.

La Figura 26 muestra que el algoritmo de control propuesto en 5.13 es capaz de forzar

todos los estados del sistema 5.11 al origen en tiempo predefinido de tf = 5sec, a pesar de

las perturbaciones desacoplada d1(t) y acoplada d2(t) que están afectando al sistema. El

tiempo de convergencia puede adelantarse a menos de 5sec si se incrementan los valores de

ηi pero esto trae como consecuencia el incremento de la magnitud del control. De la figura

también se aprecia que la presición de convergencia decreció a ×10−6, cuando se compara

contra ×10−12 en el caso tratado en la sección anterior donde no hab́ıa perturbaciones.

La razón de esta diferencia radica en las perturbaciones afectando al sistema. Otra cosa

que puede observarse en la figura 26 es que la magnitud del control Va(t) permanece casi

igual que en el caso sin perturbación tratado en la sección anterior (ver la Figura 25) esto

se debe a que la única función del compensador χi(t) es compensar la perturbación di(t).

También se observa se observa que las trayectorias tanto de los estados del sistema 5.11

como la del control 5.13 son suaves y la magnitud del control Va(t) permanece dentro de

valores que pueden ser aplicados de manera práctica.
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Figura 26: Figura superior: Convergencia de los estados del sistema (5.11) al origen. Figura
inferior: Trayectoria del algoritmo de control (5.13).

Finalmente la Figura 27 muestra las trayectorias de las perturbación di contra χi,

i = 1, 2, demostrando que el compensador χi contrarresta perfectamente a la perturbación

di. Es necesario tener en cuenta que el control χi debe permanecer activo para todo t ≥ tfc

con la finalidad de seguir contrarrestando las perturbaciones acoplada y no acoplada y aśı

mantener los estados del sistema en el origen.
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Figura 27: Figura superior: Trayectorias de la perturbación d1(t) y el compensador χ1(t)
(5.14). Figura inferior: Trayectorias de la perturbación d2(t) y el compensador χ2(t) (5.14).

5.1.3 Sistema con perturbaciones deterministas y ruidos

estocásticos acopladas y no acopladas

Diseño del algoritmo de control

En esta sección se diseña un algoritmo de control robusto que lleva todos los estados

de un sistema, afectado por perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos no acopla-
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dos y acoplados, al origen en tiempo predefinido. Para llevar cabo el diseño de utiliza el

siguiente modelo

dθ

dt
=ω(t),

dω =
1

J
(−bω(t) +Kmia(t)) dt+

1

J
(d1(t)dt+ σ1(t, ω(t))dW1(t)) ,

dia =
1

La

(−Raia(t)−Kbω(t) + Va(t)) dt+
1

La

(d2(t)dt+ σ2 (t, ia(t)) dW2(t)) .

(5.25)

Las perturbaciones d1(t) y d2(t) mostradas en la ecuación 5.25 deben satisfacer la condición

de Lipschitz con constantes L1 y L2, respectivamente. Por otro lado los términos W1(t)

y W2(t) son procesos de Wiener independientes, cuyas derivadas débiles en promedio

cuadrático son ruidos Gaussianos blancos. El siguiente teorema presenta las condiciones

bajo las cuales existe un control robusto que conduce todos los estados del sistema 5.25

al origen en tiempo predefinido.

Teorema 16. Asuma que las condiciones del Teorema 15 se cumplen. Entonces el algo-

ritmo de control 5.13 forza todos los estados del sistema 5.25 al origen en tiempo pre-

definido tf , en promedio ρ, a pesar de las perturbaciones deterministas y ruidos Gaus-

sianos blancos con difusión σ1(t) = |ω(t)|r1, σ2(t) = |ia(t)|r2, respectivamente, afectando

al sistema e independientemente de las condiciones iniciales y los mantiene alĺı para to-

do t ≥ tf , si se cumplen las siguientes condiciones: ηs1, ηs2 > 1, α1 > L1, α2 > L2,

λ11 >
√
2α1, λ21 >

√
2α2, λ12, λ22 ≥ 0, y p1, p2 > 1, 2λi1 > ρ− 1 > 0, 2λi2 > ρ− 1 > 0, y

3
2
≤ 2ri ≤ (1 + p)

Demostración 9. Utilizando los resultados mostrados en el Teorema 3 de [93], las con-

diciones del teorema implican que la variable si(t), i = 1, 2, converge al origen en tiempo

predefinido tfc, en promedio ρ, esto a su vez resulta en si(t) = ṡi(t) = 0, en promedio ρ pa-

ra t ≥ tfc. De acuerdo a la definición de ṡ en 5.15, esto implica que ṡ1(t) =
dω
dt

− dr1
dt

= 0

y ṡ2(t) = dia
dt

− dr2
dt

= 0 para todo t ≥ tfc por lo tanto, (ia + d1) dt + σ1(ω)dW1(t) −
(ia − χ1) dt = 0 y (Va + d2) dt+ σ2 (ia) dW2(t)) − (Va − χ2) dt = 0. Aśı, χi(t)dt, i = 1, 2,

compensa las perturbaciones deterministas di(t)dt y los ruidos estocásticos σidWi(t) en

promedio ρ. Además, ya que las perturbaciones deterministas di(t)dt y los ruidos estocásti-

cos σidWi(t) han sido compensados entonces, de acuerdo al Teorema 16 el algoritmo de

control 5.13 forza los estados del sistema hacia el origen en tiempo predefinido en promedio

ρ. Finalmente, ya que χi(t)dt compensa las perturbaciones di(t)dt y los ruidos estocásti-

cos σidWi(t) en promedio ρ para todo t ≥ tfc entonces, todos los estados del sistema 5.25

permanecen en el origen también, después de su convergencia.■
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Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

La eficiencia del algoritmo de control, mostrado en esta sección, es demostrada a

través de una simulación utilizando el sistema 5.25. Los parámetros del motor se muestran

en la Tabla 5 y el tiempo de convergencia deseado junto con las condiciones iniciales son

de tf = 5sec y x0 = [θ0, ω0, ia0] = [1, 0, 2] respectivamente. Con la finalidad de hacer

comparación contra los resultados obtenidos en la sección anterior los valores de ηi son

semejantes a los de las sección anterior, η1 = η2 = η3 = 10. El tiempo de convergencia

asignado al compensador de la perturbación es de tfc = 2sec lo cual es menor a tf , sus

valores de ganancia son ηs1 = ηs2 = 20. Los valores para las perturbaciones no acoplada y

acoplada es d1(t) = 0,02 sin(0,1t)rad/s y d2(t) = 0,004 + 0,004 sin(t)A/s respectivamente,

lo cual satisface la condición de Lipschitz con constantes L1 = 0,002 y L2 = 0,004,

respectivamente. Las difusiones de los ruidos estocásticos son σ1(t) = |ω(t)|r1 , σ2(t) =

|ia(t)|r2 , donde r1 = r2 = 1,1. La potencia ρ = 2 corresponde a la convergencia en promedio

cuadrático. Finalmente, para satisfacer las condiciones del Teorema 16 seleccionamos α1 =

α2 = 0,1, λ11 = λ21 = 0,55, λ12 = λ22 = 0,01 y p1 = p2 = 1,5. Los resultados obtenidos se

muestran en las figuras 28-31.

Figura 28: Convergencia de los estados del sistema (5.25) al origen.
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Figura 29: Trayectoria de la señal de control dada por el algoritmo (5.13).

Los resultados obtenidos en la Figura 28 demuestran que el algoritmo de control 5.13

es capaz de llevar todos los estados del sistema 5.25 al origen en tiempo predefinido de

tf = 5s, a pesar de que el sistema es afectado por perturbaciones deterministas y ruidos

estocásticos. Por otro lado la Figura 29 muestra que la magnitud de la señal de control

permanece dentro de valores aceptables.

Figura 30: Trayectoria de la perturbación y el ruido d1(t) + σ1 (t, ω (t)) dW1 contra el
compensador χ1(t) 5.14.
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Figura 31: Trayectoria de la perturbación y el ruido d2(t) + σ2 (t, ia (t)) dW2 contra el
compensador χ2(t) 5.14.

Finalmente, las Figuras 30 y 31 muestran que los compensadores χi contrarrestan los

efectos de las perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos d1(t) + σ1 (t, ω (t)) dW1

y d2(t) + σ2 (t, ia (t)) dW2. De las mismas figuras también se observa que a diferencia

del control Va(t), el cual permanece apagado desde t = tf , ambos controles χi necesitan

permanecer encendidos para todo t ≥ tfc con la finalidad de seguir contrarrestando las

perturbaciones y ruidos afectando el sistema y aśı mantener todos los estados del sistema

5.25 en el origen.

5.2 Estabilización, en tiempo predefinido, de un

sistema con solo un estado medible

En la sección anterior se supuso que todos los estados del sistema eran completamen-

te medibles. Esta sección muestra el diseño de algoritmos de control robustos en tiempo

predefinido para sistema donde solo un estado del sistema es medible. En este caso es

necesario utilizar un observador convergente en tiempo predefinido para estimar los es-

tados del sistema no medibles. Los estados estimados a través del observador se utilizan

en lugar de los estados del sistema original para diseñar el algoritmo de control. Durante

todo el análisis se utilizará el modelo del motor de corriente directa mostrado en la ecua-

ción 5.1 pero en esta ocasión el sistema se muestra en forma de cadena de integradores
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[136]. De la ecuación se observa una nueva variable, w(t), la cual permite hacer la trans-

formación a cadena de integradores y puede considerarse como la aceleración angular del

sistema. También, al comparar la ecuación 5.26 con la ecuación 5.1 se observa la ecuación

y(t) = θ(t) la cual indica que solo un estado del sistema es medible, el cual es la posición

angular.

θ̇(t) =ω(t)

ω̇(t) =w(t),

ẇ(t) =−
(
KbKm

JLa

+
Rab

JLa

)
ω(t)−

(
b

J
+
Ra

La

)
w(t) +

Km

JLa

Va(t)

+
Km

JLa

(
Ra

Km

d1(t) + d2(t)

)
+

1

J
ḋ1(t),

y(t) =θ(t).

(5.26)

En la siguiente subsección se muestra un observador convergente en tiempo predefinido

que permite recuperar todos los estados del sistema no medibles.

5.2.1 Sistema sin perturbación

Diseño del algoritmo de control

Esta primera subsección introduce un observador convergente en tiempo predefi-

nido que puede utilizarse para recuperar todos los estados no medibles de un sistema.

Para introducir el problema supongamos que tenemos un sistema como el mostrado en la

siguiente ecuación

θ̇(t) =ω(t)

ω̇(t) =w(t)

ẇ(t) =−
(
KbKm

JLa

+
Rab

JLa

)
ω(t)−

(
b

J
+
Ra

La

)
w(t)

+
Km

JLa

Va(t)

y(t) =θ(t)

(5.27)

La ecuación y(t) = θ(t) indica que el único estado medible del sistema es la posición

angular. Aśı que es necesario estimar los estados ω y w del sistema. Para eso se utiliza el

observador mostrado en 4.18 acoplado para el sistema 5.27.
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˙̂
θ = ω̂ − µ1

θ̂ − y

tfo − t
− γk1 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α1 + |θ̂ − y|β1

)
,

˙̂ω = ŵ1 − µ2
θ̂ − y

tfo − t
− γ2k2 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α2 + |θ̂ − y|β2

)
,

˙̂w = − µ3
θ̂ − y

tfo − t
− γ3k3 sign(θ̂ − y)

(
|θ̂ − y|α3 + |θ̂ − y|β3

)
.

(5.28)

las variables θ̂, ω̂(t), y ŵ(t) representan los valores estimados de θ(t), ω(t) y w(t), respecti-

vamente. El término tfo representa el tiempo de convergencia deseado para el observador

5.28. Los valores de αi, βi, i = 1, . . . , 3 y γ se asignan de acuerdo a la siguiente regla

αi = iα − (i − 1), α ∈ [1− ε1, 1], ε1 > 0 y βi = iβ − (i − 1), β ∈ [1, 1 + ε2], ε2 > 0,

i = 1, . . . , 3, y γ ≥ 1. Por último las ganancias k1, k2, k3 son escogidas tal que la siguiente

matriz es Hurwitz:

K =

 −k1 1 0

−k2 0 1

−k3 0 0

 (5.29)

En el caṕıtulo 4 se demostró que una vez que el observador ha recuperado los estados

del sistema, prácticamente tenemos los estados del sistema original. Por lo tanto se puede

utilizar el siguiente algoritmo de control

Va =


((

KbKm

JLa
+ Rab

JLa

)
ω̂(t) +

(
b
J
+ Ra

La

)
ŵ(t)

)
+ Km

JLa

(
−ẑ2 + ∂ŵd

∂θ̂

(
ẑ2 − ψ̂1

)
+∂ŵd

∂ẑ2

(
ẑ3 − ψ̂2 − θ̂

)
+ ∂ŵd

∂t
− ψ̂3

)
, t0 ≤ t < tf ,

0, t ≥ tf ,

(5.30)

donde
ẑ2 = ω̂ − ω̂d,

ω̂d(θ̂, t) = −ψ̂1,

ψ̂1 = η1
θ̂

tf − t
,

ẑ3 = ŵ − ŵd,

ŵd

(
θ̂, ẑ2, t

)
= −θ̂ − ∂ψ̂1

∂t
−
(
ẑ2 − ψ̂1

) ∂ψ̂1

∂θ̂
− ψ̂2,

ψ̂2 = η2
ẑ2

tf − t
,

ψ̂3 = η3
ẑ3

tf − t
.

(5.31)
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Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

El desempeño del observador 5.28 y del algoritmo de control 5.30 se demuestran

utilizando una simulación con el sistema 5.27. La Figura 32 muestra la configuración del

sistema. Los valores utilizados en la simulación se muestran en la Tabla 6.

Figura 32: Diagrama de bloques para la implementación del algoritmo de control 5.30

Condición Valor
x0 [5, 0, 2]
µ [2, 2, 2]
k [3, 3, 1]
γ 20
η [10, 10, 10]
tf 5sec
tfo 0,5sec

Tabla 6: Valores utilizados en la simulación.

La Figura 33 muestra la convergencia de los estados tanto del observador 5.28 como

del sistema 5.27 al oŕıgen. De la figura se aprecia que el observador es capaz de recuperar

los estados del sistema 5.27 en tiempo predefinido de tfo = 0,5s. Además, se observa que

la convergencia de los estados del sistema 5.27 ocurre en tf = 5s. En la parte inferior

derecha de la figura se muestra la presición de convergencia la cual es de 10−12, ya que el

sistema no es afectado por perturbaciones ni ruidos. Por lo tanto se puede concluir que

el algoritmo de control propuesto en 5.30 es capaz de llevar todos los estados del sistema

5.27 al origen en tiempo predefinido tf = 5s.

Al observar la Figura 34 se nota que la magnitud del control mantiene valores

que pueden ser implementados de manera práctica. También se observa que es necesario

mantener el control apagado por cierto tiempo, esto con la finalidad de dar tiempo al
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observador para estabilizarse y de esa manera evitar que la señal de control haga que los

estados del sistema diverjan. Una vez que la señal de control ha sido habilitada se observa

que la trayectoria del mismo es suave.

Figura 33: Convergencia de los estados del sistema (5.27) y los estados del observador
(5.28) al origen.

Figura 34: Trayectoria de la señal de control (5.30)
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5.2.2 Sistema con perturbaciones deterministas acopladas y

no acopladas

Diseño del algoritmo de control

El propósito de esta sección es mostrar el diseño de un algoritmo de control que

permita llevar todos los estados de un sistema, afectado por perturbaciones deterministas

acopladas y no acopladas, al origen en tiempo predefinido independientemente de las

condiciones iniciales. Para llevar a cabo el diseño se coloca el sistema en forma de cadena

de integradores

θ̇(t) =ω(t)

ω̇(t) =w(t),

ẇ(t) =−
(
KbKm

JLa

+
Rab

JLa

)
ω(t)−

(
b

J
+
Ra

La

)
w(t) +

Km

JLa

Va(t)

+
Km

JLa

(
Ra

Km

d1(t) + d2(t)

)
+

1

J
ḋ1(t),

y(t) =θ(t).

(5.32)

Las perturbaciones d1(t), d2(t) y ḋ1(t) mostradas en la ecuación 5.32 deben satisfacer la

condición de Lipschitz con constantes L1, L2 y L3 respectivamente. El siguiente teorema

establece las condiciones para la existencia de un control robusto que lleve todos los

estados del sistema 5.32 al origen en tiempo predefinido a pesar de las perturbaciones

afectando al sistema y de las condiciones iniciales del sistema.

Teorema 17. Sean ωd(t) e iad(t) señales de control virtuales definidas por

ωd(t) = −ψ1,

wd(t) = −θ − ψ2 −
dψ1

dt

(5.33)

y η1 > 1, η2 > 2, η3 > 3. Entonces el algoritmo de control

Va =

Vad + χ(t), t0 ≤ t < tf

χ, t ≥ tf
(5.34)

forza todos los estados del sistema 5.32 al origen en tiempo predefinido tf a pesar de las

perturbaciones deterministas afectando al sistema e independientemente de las condiciones

iniciales y los mantiene alĺı para todo t ≥ tf , si se cumplen las siguientes condiciones:

ηs > 1, αs > L, λ1 >
√
2α, λ2 ≥ 0, y p > 1. La variable, tf representa el tiempo de
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convergencia deseado para los estados del sistema mientras que tfc < tf es el tiempo de

convergencia deseado para χ(t). La forma de Vad está dada por la ecuación 5.34 y

χ(t) =


−λ1|s(t)|

1
2 sign(s(t))− λ2|s(t)|p sign(s(t))

−αs

∫ t

0
sign(s(t))ds− ηs

s(t)

(tf−t)
, 0 ≤ t < tfc,

−λ1|s(t)|
1
2 sign(s(t))− λ2|s(t)|p sign(s(t))

−αs

∫ t

0
sign(s(t))ds, t ≥ tfc,

(5.35)

Demostración 10. La perturbación acoplada ξ(t) = Km

JLa

(
Ra

Km
d1(t) + d2(t)

)
+ 1

J
ḋ1(t) de

la ecuación 5.32 satisface la condición de Lipschitz con constante L = Km

JLa

(
Ra

Km
L1 + L2

)
+

1
J
L3. Por lo tanto después de que el observador 5.28 ha recuperado los estados no medibles

del sistema 5.32 en tfo, el algoritmo de control 5.34 forza todos los estados del sistema 5.32

al origen en tiempo predefinido tf , de acuerdo a los resultados obtenidos en el Teorema

15.

Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

La eficiencia del algoritmo de control propuesto en la ecuación 5.34, es demostrada

mediante una simulación numérica utilizando el sistema 5.32. Los valores utilizados para

la simulación se presentan en la Tabla 7. Los resultados se muestran en las figuras 35-37

Condición Valor
x0 [5, 0, 2]
µ [2, 2, 2]
k [3, 3, 1]
γ 20
η [10, 10, 10]
tf 5sec
tfo 0,5sec
tfc 0,2sec
r 0,75
ρ 2

Tabla 7: Valores utilizados en la simulación.

La Figura 35 muestra la convergencia de los estados del sistema 5.32 y el observa-

dor 5.28 al origen. De los resultados mostrados en la figura se observa que el algoritmo

de control 5.34 conduce todos los estados del sistema al origen en tiempo predefinido

de tf = 5sec, a pesar de que el sistema es afectado por perturbaciones deterministas.

Por otro lado la Figura 36 muestra el comportamiento de la señal de control Vad de la
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ecuación 5.34. Es importante recalcar que el funcionamiento del algoritmo está basado en

los estados estimados por el observador por lo tanto, es necesario que la señal de control

permanezca apagada durante un breve tiempo, en este caso de 0,5sec, de otro modo la

magnitud de la señal de control puede incrementar haciendo que los estados del sistema

diverjan. De la misma figura se observa que la magnitud de la señal de control se man-

tiene dentro de valores que pueden ser implementados de manera práctica. Finalmente,

la Figura 37 muestra el comportamiento del compensador mostrado en la ecuación 5.35 y

la perturbación ξ(t). De la figura se puede observar que el compensador contrarresta los

efectos de la perturbación desde aproximadamente tfc = 0,2s tal como se deseaba.

Figura 35: Convergencia de los estados del sistema 5.32 al origen.

Figura 36: Trayectoria de la señal de control Vad de la ecuación 5.34 .
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Figura 37: Trayectorias del compensador χ(t) contra la perturbación ξ(t).

5.2.3 Sistema con perturbaciones deterministas y ruidos

estocásticos acopladas y no acopladas

Diseño del algoritmo de control

Esta última sección muestra un algoritmo de control robusto capaz de llevar todos

los estados de un sistema afectado por perturbaciones y ruidos estocásticos al origen, en

tiempo predefinido. El sistema para el cual se diseña el algoritmo de control se muestra

en la ecuación 5.36.

θ̇(t) =ω(t)

ω̇(t) =w(t),

dw(t) =

(
−
(
KbKm

JLa

+
Rab

JLa

)
ω(t)−

(
b

J
+
Ra

La

)
ia(t)

+
Km

JLa

Va(t) + ξ(t)

)
dt+ σ (t, w(t)) dW (t),

y(t) =θ(t),

(5.36)

De la ecuación 5.36 se observa que solo un estado del sistema está disponible, es decir

solo la posición angular puede ser medida. También se observa que el sistema es afectado

por perturbaciones deterministas agrupadas en el término ξ(t) = Km

JLa

(
Ra

Km
d1(t) + d2(t)

)
+
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1
J
ḋ1(t) donde d1(t), d2(t) y ḋ1(t) deben satisfacer la condición de Lipschitz con constantes

L1, L2 y L3 respectivamente. Además el término W (t) representa un proceso de Wiener

independiente cuya derivada débil en sentido de promedio cuadrático es un ruido Gaus-

siano blanco. El siguiente teorema presenta las condiciones necesarias para diseñar un

algoritmo de control que lleva los estados del sistema 5.36 al origen en tiempo predefinido

tf y lo hace robusto ante perturbaciones deterministas y ruidos.

Teorema 18. Suponga que las condiciones establecidas en el Teorema 17 se cumplen.

Entonces el algoritmo de control 5.34 conduce todos los estados del sistema 5.36 al origen

en tiempo predefinido tf en promedio ρ a pesar de las perturbaciones y ruidos Gausianos

blancos con difusión σ(t) = |w(t)|r afectando al sistema, e independientemente de las

condiciones iniciales y mantiene los estados del sistema en el origen para todo t ≥ tf ,

si se satisfacen las siguientes condiciones: ηs > 1, α > L, λ1 >
√
2α, λ2 ≥ 0, p > 1,

2λ1 > ρ− 1 > 0, 2λ2 > ρ− 1 > 0, y 3
2
≤ 2r ≤ (1 + p).

Demostración 11. Se observa que la perturbación determinista ξ(t) en 5.36 satisface la

condición de Lipschitz con constante L. Entonces, después que el observador ha recuperado

los estados del sistema 5.36 en tiempo predefinido tfo el algoritmo de control 5.34 provee

la convergencia de los estados del sistema al origen en tiempo predefinido tf , en vista de

los resultados obtenidos en el Teorema 16. ■

Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

Esta sección muestra el desempeño del algoritmo de control propuesto en esta sec-

ción para el sistema 5.36. Los valores utilizados en la simulación, y que permiten una

comparación con los resultados obtenidos anteriormente, se muestran en la Tabla 7. Los

resultados de la simulación se muestran en las figuras 38-40.

La Figura 38 muestra que el algoritmo de control diseñado en esta sección es capaz

de forzar todos los estados del motor de CD al origen en tiempo predefinido de tf = 5sec a

pesar de las perturbaciones y ruidos acoplados y no acoplados. La Figura 39 muestra que

la se;al de control debe permanecer apagado por aproximadamente 0,5sec para dar tiempo

al observador de estabilizarse además de aprecia que la magnitud del control puede ser

implementada de manera práctica. Finalmente la Figura 40 muestra que el compensador

χ efectivamente contrarresta tanto las perturbaciones como los ruidos acoplados y no

acoplados.
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Figura 38: Convergencia de los estados del sistema 5.36 y del observador 5.28 al origen.

Figura 39: Comportamiento de la señal de control Vad basada en los estados estimados
por el observador 5.28.

Náın de la Cruz Angeles
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Figura 40: Comportamiento del compensador χ(t) y de la perturbación ξ(t) y el ruido
σ (t, w(t)) dW (t).

5.3 Conclusiones

De los resultados obtenidos en este caṕıtulo se observa que los algoritmos de con-

trol propuestos forzan todos los estados del sistema al oŕıgen independientemente de las

condiciones iniciales y a pesar de que el sistema es afectado por perturbaciones y ruidos

estocásticos. El proceso desarrollado muestra que el problema puede resolverse de dos

formas: aplicando backstepping sobre el sistema sin que este tenga la forma de cadena

de integradores y colocando al sistema en forma de integradores. Uno de los aspectos

imprtantes del segundo método es que al colocar el sistema en forma de cadena de inte-

gradores, las perturbaciones quedarán acopladas a la señal de control.
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Conclusiones y trabajo futuro

Este trabajo presentó el diseño de algoritmos de control que forzan los estados de

un sistema dinámico al origen en tiempo predefinido independientemente de las condicio-

nes iniciales. Los algoritmos presentados tienen la ventaja sobre algoritmos basados en la

teoŕıa de control finito o fijo en que el diseñador puede asignar el valor de convergencia

deseado y la convergencia del sistema hacia el valor de referencia es independiente de las

condiciones iniciales del sistema. Los resultados obtenidos de las simulaciones muestran

que los algoritmos diseñados aseguran la estabilidad robusta del sistema en contra de

perturbaciones y ruidos blancos afectando al sistema. Las perturbaciones y ruidos consi-

deradas en este trabajo pueden estar acopladas y no acopladas.

Para el diseño de los algoritmos se utilizó análisis de Lyapunov y la técnica de

backstepping. El análisis de Lyapunov permite demostrar la convergencia del sistema en

tiempo predefinido, por otro lado la técnica de backstepping permite encontrar la forma

que debe tener el algoritmo de control y aśı asegurar la robustez del sistema en contra de

perturbaciones acopladas y no acopladas. Una desventaja de la técnica de backstepping

es que la forma final del algoritmo de control crece conforme crece el orden del sistema

haciendolo tedioso para su implementación.

También en el trabajo se presentó el diseño de observadores convergentes en tiempo

predefinido los cuales son de gran ayuda en caso de no tener la posibilidad de medir todos

los estados del sistema.

En el trabajo se consideraron dos tipos de algoritmos de control uno basado en

términos de la forma u(x, t) = η
(e|x|−1)
e|x|(tf−t)

sign(x) y otro en términos de la forma u(x, t) =

η x

(tf−t)
. Los resultados muestran que un algoritmo de control basado en términos de la

forma u(x, t) = η x

(tf−t)
presenta trayectorias mas suaves tanto en la señal de control como

en los estados del sistema además que magnitudes mas pequeñas. Sin embargo, en ambos

casos el algoritmo de control puede ser implementado en aplicaciones reales.

Algunas de las extensiones de este trabajo pueden ser:
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Diseño de controles en tiempo predefinido utilizando modos deslizantes de órdenes

superiores.

Diseño de controles adaptivos en tiempo predefinido.

Diseño de algoritmos de filtrado utilizando controles en tiempo predefinido.

Diseño de controles óptimos utlizando controles en tiempo predefinido.
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Motores de corriente directa

El uso de motores eléctricos en la vida cotidiana es abundante. Una pequeña mirada

a nuestro entorno nos permite observar sus amplias aplicaciones en juguetes, art́ıculos de

cocina, electrodomésticos, etc. El uso de motores en la industria es casi imprescindible. Por

ejemplo de acuerdo a [137] el ingreso por venta de motores (industriales) fue de $121,81

billones de dólares en el 2021 y se estima que para 2030 el consumo industrial de motores

genere un ingreso de $209,68 billones de dólares. Por otro lado de acuerdo a [138] se estima

que el consumo global de enerǵıa eléctrica de los motores se encuentra entre 43 − 46%.

Estos datos muestran no solo la presencia de los motores eléctricos en la vida cotidiana

sino el área de oportunidad para la generación de algoritmos de control mas eficientes.

Por ejemplo de acuerdo a [139] la eficiencia de un sistema electromecánico se incrementa

entre 15 y 27% al utilizar un controlador para el motor en lugar de utilizar reductores de

velocidad.

Los motores eléctricos pueden clasificarse, de acuerdo al tipo de voltaje utilizado para

su operación, en motores de corriente directa y motores de corriente alterna. La Figura 41

muestra esta clasificación. Cada tipo de motor tiene sus aplicaciones sin embargo, entre

los mas utilizados se encuentran los motores de corriente directa de imánes permantes

con escobillas, BLDC y el motor śıncrono de imánes permanentes [4]. En esta sección se

analizarán el motor de CD de imánes permanentes y el motor śıncrono los cuales serán

utilizados como modelos para la implementación de los algoritmos de control diseñados

en este trabajo.
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Figura 41: Clasificación de motores eléctricos [3].

A.1 Motores de corriente directa de imánes

permanentes

Los motores de corriente directa (CD) de imánes permanentes son los más utilizados

en servomecanismos, debido a la facilidad de control e implementación del circuito de

control [140], [141]. Los componentes mas importantes (Figura 42) de un motor de CD

son el estator, el rotor (también conocido como armadura), un conmutador y escobillas

las cuales están en contacto con el conmutador.

Un diagrama general para los motores de corriente directa se presenta en la Figura

43. El funcionamiento se resume de la siguiente manera:

1. Un flujo de corriente pasa a través del devanado del rotor. Esto hace que se forme

un campo magnético cuyos polos serán atraidos por el campo magnético del estator.

2. Al continuar el giro, llegará un momento en el cual el campo del conmutador y del

estator estén alineados. En este momento, las escobillas del motor estarán en los

espacios que tiene el conmutador (de manera ideal).

3. Debido a la inercia del rotor el movimiento del rotor continuará, revirtiendo el flujo

de la corriente y por lo tanto el sentido del campo magnético. Esto a su vez hace
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que polos de misma polaridad estén frente a frente creando una repulsión. Una vez

que esto sucede se vuelve a repetir el proceso.

Figura 42: Partes de un motor de CD [4].

Figura 43: Funcionamiento de un motor de CD [4].

Para incrementar la eficiencia del motor se construyen mas de un devanado en el

rotor, tal como se muestra en la Figura 44. En esta construcción se asegura que solo dos

devanados a la vez estén en funcionamiento, esto se logra a través del conmutador.

Para diseñar un algoritmo de control se necesita un modelo matemático que describa,

lo mas aproximado posible, el comportamiento del motor. A pesar de que el motor de CD

es un sistema relativamente sencillo su comportamiento real es muy complejo, en [142] se

muestran herramientas que permiten encontrar un modelo mas realista.

Un estudio de la literatura muestra que un modelo aproximado del motor de CD es

suficiente para diseñar un algoritmo de control. Un circuito electromecánico simplificado

del comportamiento de un motor de CD se muestra en la Figura 45.
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Figura 44: Estructura del rotor de un motor de CD [4].

Figura 45: Diagrama eléctrico de un motor con escobillas de CD [2].

El diagrama eléctrico, mostrado en la Figura 45, corresponde a un motor de CD de

campo devanado. En este tipo de motor, tanto el estator como el rotor tienen devana-

dos. Estos devanados son modelados mediante inductancias y resistencias en el diagrama

eléctrico, es por eso que el circuito eléctrico, mostrado en la izquierda de la Figura 45,

muestra un circuito eléctrico para el devanado del estator y un circuito eléctrico para

el devanado del rotor. Si el campo magnético producido por el devanado del estator es

constante o el devanado es remplazado por imánes, entonces se tiene un motor de CD de

imánes permanentes y para su análisis solo se ocupa el circuito eléctrico de la armadura,

ver Figura 46
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Figura 46: Diagrama eléctrico de un motor con escobillas de CD [3].

Para obtener el modelo se puede comenzar analizando el comportamiento eléctrico

del motor utilizando ley de ohm y ley de voltajes de Kirchoff. Este modelo se conoce como

“Modelo de Cuadratura Directa”[142] y se asume que los campos magnéticos del estator

y del rotor son ortogonales y siempre dirigidos sobre los ejes de ortogonalidad “d − q”,

respectivamente. En este caso se suman algebraicamente las cáıdas de voltaje alrededor

de la malla mostrada en la Figura 46, lo cual tendŕıa la forma −v+ vR+ vL+ e = 0. En la

ecuación se omite el sub́ındice a puesto que solo estamos trabajando con el circuito de la

armadura y la variable v representa un voltaje que depende del tiempo, de igual manera

se utilizará la variable i. Suponiendo que la resistencia y la inductancia de la armadura se

mantienen constantes vR = iR y vL = Ldi
dt

donde i es la corriente que fluye a través de los

devanados “activos”del rotor (ver la discusión arriba sobre el funcionamiento del motor de

CD) e incluye tanto la autoinductancia del devanado como la mutua-inductancia ejercida

sobre el devanado debido al campo magnético de los imánes permanentes y e = keϕfω.

De esa manera, el comportamiento eléctrico del motor quedaŕıa descrito por la ecuación

di

dt
=

1

L
(−iR− keϕfω + v) (A.1)

Para modelar la parte mecánica del motor es necesario utilizar la segunda ley de

Newton para sistemas en rotación. En este caso ΣT = Jα, donde T representa los torques

aplicados sobre el eje del motor, J representa la inercia del rotor y α la aceleración angular

del rotor. En esta caso la ecuación tomaŕıa la siguiente forma TM −TF −TL = Jα, donde

TM es el torque producido por el motor debido a la corriente que fluye por el devanado del

rotor y generalmente tiene la siguiente forma TM = kTϕf i, TF representa la oposición a la

rotación del eje debido a la fricción su forma depende del tipo de fricción que se presenta

en el sistema si la fricción es viscosa tendŕıa la forma TF = Bω, TL representa el torque

ejercido por la carga sobre el eje del motor. Considerando α = dω
dt

e introduciendo estos
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términos en la ecuación mecánica del motor se obtiene la ecuación A.2

dω

dt
=

1

J
(kTϕf i− TF − TL) (A.2)

Utilizando las ecuaciones A.1, A.2 y considerando ω = dθ
dt

el comportamiento del motor

de CD de imánes permanentes puede ser modelado utilizando el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales [143]

dθ

dt
=ω,

dω

dt
=
1

J
(kTϕf i− TF − TL),

di

dt
=
1

L
(−iR− keϕfω + v).

(A.3)

donde ke es una constante de proporcionalidad debido a la fuerza electromotriz y se mide

en V s/rad/Wb, kT es una constante de proporcionalidad debido al torque producido por

la corriente que fluye por el rotor y se mide en Nm/Wb/A y ϕf es el flujo magnético

producido por el estator medido en Wb.

El propósito de esta subsección fue el de introducir las herramientas necesarias para

el modelado de motores de CD de imánes permanentes con escobillas. Del procedimiento

puede observarse el acoplamiento que hay entre las variables que representan los estados

del motor y que la ecuación puede ser lineal o no lineal dependiendo del tipo de fricción

presente en el sistema y la carga acoplada al mismo.

A.2 Motores śıncronos de imánes permanentes

El uso de imánes permanentes permitió la introducción de nuevas toploǵıas de mo-

tores haciendo a estos no solo mas eficientes sino también menos voluminosos [139]. Entre

los motores de imánes permanentes sobresale el motor śıncrono. En principio este motor

es un motor de CD sin escobillas sin embargo, en cuanto al funcionamiento siempre se

cataloga dentro de los motores de CA debido a que sus devanados se alimentan mediante

señales senoidales. Entre las caracteŕısticas que hacen de este motor sobrepasar el desem-

peño de los motores de CD conmutados y sin escobillas e incluso a motores de inducción

se encuentran: un torque mas elevado, respuesta dinámica mas rápida, y mayor eficiencia

que los motores de inducción debido a que no hay pérdidas de enerǵıa en el devanado

del rotor [3]. Algunas de las aplicaciones de los motores śıncronos incluyen propulsores de

trénes [144], motores de automóviles eléctricos [145], robots industriales [146] y generación

de enerǵıa eléctrica [147].
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Los motores śıncronos tienen dos tipos de construcción, dependiendo de la configu-

ración de los imánes permanentes. Si los imánes permanentes están montados sobre la

superficie del rotor, se tiene un Motor Śıncrono de Imánes Permanentes Montados en la

Superficie (SPMSM, por sus siglas en inglés). Por otro lado, si los imánes están insertados

en ranuras acanaladas debajo de la superficie del rotor se tiene un Motor Śıncrono de

Imánes Permanentes Internos (IPMSM). La Figura 47 muestra estas configuraciones. De

acuerdo a [5] los SPMSM se utilizan en aplicaciones de potencia mientras que los IPMSM

se utilizan en aplicaciones de alta velocidad.

Figura 47: SPMSM figuras a y b. IPMSM figuras c y d, [5]

Para la deducción del modelo matemático se utilizará un IPMSM correspondiente

a la Figura 47.c. En esta configuración los imánes del rotor están orientados de manera

radial. Para el análisis, el rotor de esta configuración puede verse como un rotor de polos

salientes, tal como se muestra en la Figura 48. A la hora de modelar el motor śıncrono

este presenta la ventaja sobre el motor de inducción en que solo es necesario modelar el

devanado del estator generando aśı menos ecuaciones. En este sentido el circuito eléctrico

del motor śıncrono puede verse como la resistencia y el inductor mostrado en la izquierda

de la Figura 45 cuyas ecuaciones tendŕıan la siguiente forma:

vabcs = Rsiabcs +
dλabcs

dt
(A.4)
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Figura 48: Representación equivalente del rotor de un IPMSM [3].

Donde vabcs = [vasvbsvcs]
T , iabcs = [iasibsics]

T , λabcs = [λasλbsλcs]
T . Los sub́ındices

a, b, c se refieren al devanado a, b y c; el sub́ındice s hace referencia al estator. Debido

a la interacción entre los flujos magnéticos producidos por cada devanado y los imánes

permanentes del rotor, el valor total de λi se obtiene de la siguiente ecuación

λas = Lasasias + Lasbsibs + Lascsics + LasfIf

λbs = Lbsasias + Lbsbsibs + Lbscsics + LbsfIf

λcs = Lcsasias + Lcsbsibs + Lcscsics + LcsfIf

(A.5)

Donde Lasas es la autoinductancia del devanado a mientras que Lasbs, Lascs son las mutuas

inductancias ejercidas sobre el devanado a debido al campo generado por los devanados

b y c respectivamente. El factor Lasf se refiere a la mutua inductancia ejercida sobre el

devanado a debido al campo generado por los imánes permanentes. Los valores de las

autoinductancias se pueden expresar mediante las ecuaciones en A.6. Los términos Lls,

LA y LB se refieren a la inductancia de fuga, la inductancia magnetizante promedio del

devanado y la inductancia magnetizante variante del devanado, ver Figura 49. Como todos

los devanados tienen el mismo número de vueltas Lls, LA y LB tienen el mismo valor para

todos los devanados.

Lasas =Lls + LA − LB cos 2θr

Lbsbs =Lls + LA − LB cos 2 (θr − 120)

Lcscs =Lls + LA − LB cos 2 (θr + 120)

(A.6)
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Figura 49: Variación de la autoinductancia conforme a la posición del rotor [3].

La obtención de la mutua inductancia sigue un argumento similar al de la autoin-

ductancia, ver Figura 50. De esa manera el valor de las inductancias mutuas debidas a

los campos magnéticos generados por las otras inductancias quedaŕıan expresadas como

en la ecuación A.7.

Figura 50: Variación de la mutua inductancia conforme a la posición del rotor [3].

Lasbs =Lbsas = −1

2
LA − LB cos 2 (θr − 60)

Lascs =Lcsas = −1

2
LA − LB cos 2 (θr + 60)

Lbscs =Lcsbs = −1

2
LA − LB cos 2θr

(A.7)

Finalmente, la mutua inductancia debido a los imánes del rotor tendŕıan la forma

de la ecuación A.8, al observar que el valor máximo del campo magnético del rotor sobre

algún devanado del estator ocurre cada vuelta completa del rotor, ver Figura

Lasf =Lsf cos θr

Lbsf =Lsf cos (θr − 120π)

Lcsf =Lsf cos (θr + 120π)

(A.8)
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Figura 51: Variación de la mutua inductancia debido al rotor conforme a la posición del
rotor [3].

Al sustituir las ecuaciones A.6, A.7 y A.8 en la ecuación A.5 se obtiene la ecuación

A.9 para Lsiabcs y la ecuación A.10 para LfIf .

 Lls + LA − LB cos 2θr − 1
2
LA − LB cos 2 (θr − 60) − 1

2
LA − LB cos 2 (θr + 60)

− 1
2
LA − LB cos 2 (θr − 60) Lls + LA − LB cos 2 (θr − 120) − 1

2
LA − LB cos 2θr

− 1
2
LA − LB cos 2 (θr + 120) − 1

2
LA − LB cos 2θr Lls + LA − LB cos 2 (θr − 240)


 ias

ibs
ics

 (A.9)

Lsf

 cos θr

cos (θr − 120)

cos (θr − 240)

 If (A.10)

De las ecuaciones A.9 y A.10 se observa que el valor de las inductancias depende

de la posición del rotor. Los especialistas prefieren quitar esa dependencia haciendo una

transformación de los ejes del estator hacia los ejes d − q. Donde el eje d representa la

dirección del flujo magnético y q está adelantado al eje d por 90◦, la Figura 52 muestra

esta transformación.

Figura 52: Transformación de coordenadas del estator a coordenadas d− q [3].
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El marco de referencia d − q puede rotar o permanecer estacionario. Si permanece

estacionario el eje d es colineal con el eje a. Por otro lado si el marco d − q rota, este

puede hacerlo a cualquier velocidad sin embargo, generalemente se utilizan dos tipos de

velocidades las cuales son marco de referencia śıncrono y marco de referencia del rotor ([3]).

En el marco de referencia śıncrono el marco d− q rota a la misma velocidad que el campo

magnético, mientras que en el marco de referencia del rotor el marco de refencia d−q rota
a la misma velocidad que el rotor. Este tipo de transformación fue introducida en 1920 por

R. H. Park en 1920 [5], aunque después se encontró que al variar la velocidad de rotación

del marco se pueden encontrar diferentes marcos de referencia [143]. El proceso para

encontrar la transformación puede llevarse a cabo por matrices o por números complejos

las siguientes referencias hacen el uso de uno o de otro método [143], [5], [142], [3].

Ya sea que el marco de referencia d − q esté rotando o esté estacionario, al hacer

el cambio de marco de referencia se proyecta de manera ortogonal el marco de referencia

a, b, c sobre el marco de referencia d− q tal como se muestra en las Figuras 53 y 54.

Figura 53: Transformación de coordenadas del estator a coordenadas d − q cuando el
marco d− q es estacionario [3].

Definición 8. Si el marco de referencia d− q rota a una velocidad ω entonces la trans-

formación de coordenadas a, b, c del estator tendrán su representación en el marco de

referencia d− q utilizando la siguiente expresión

fω
dqn = T (θ)fabc (A.11)

donde f dqn = [fdfqfn]
T , fabc = [fafbfc]

T y T (θ) tiene la forma de la ecuación A.12.
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Figura 54: Transformación de coordenadas del estator a coordenadas d − q cuando el
marco d− q está rotando [3].

T (θ) = k

 cos θ cos
(
θ − 2

3
π
)

cos
(
θ + 2

3
π
)

− sin θ − sin
(
θ − 2

3
π
)

− sin
(
θ + 2

3
π
)

1
2

1
2

1
2

 (A.12)

La variable k utilizada en las ecuaciones anteriores puede tomar valores arbitrarios.

Sin embargo, generalmente se utilizan los valores 2
3
y
√

2
3
. Cuando k = 2

3
la transformación

se conoce como transformación de magnitud invariante y la potencia y torque evaluados en

el marco d− q tienen una magnitud 2
3
menos. Por otro lado si k =

√
2
3
la potencia tiene la

misma magnitud en ambos marcos y esta transformación se conoce como transformación

de potencia invariante. Cuando θ = 0 en la ecuación A.12 el marco de referencia d − q

está fijo. A esta transformación se le conoce con el nombre de Transformación de Clark.

Suponiendo que fa, fb, fc forman un sistema trifásico balanceado entonces fa+fb+fc = 0 lo

cual permite definir la transformación del marco de referencia a, b, c al marco de referencia

estacionario d− q mediante la ecuación A.13.

f s
d = fa

f s
q =

1√
3
(fb − fc)

(A.13)

La transformación del marco d−q hacia el marco a, b, c estaŕıa dada por la ecuación A.14.
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fa =f
s
d

fb =− 1

2
f s
d +

√
3

2
f s
q

fc =− 1

2
f s
d −

√
3

2
f s
q

(A.14)

También se puede transformar entre marcos de referencia d − q estacionario a ro-

tatorio y viceversa a esta transformación se le conoce como transformación de Park. La

siguiente figura muestra la relación y la ecuación A.15 es la ecuación de transformación.

Figura 55: Conversión entre marcos de referencia d− q [3].

f e
dqn = R(θ)f s

dqn =

 cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1


 f s

d

f s
q

f s
n

 (A.15)

Al igual que el caso anterior si f s
n = 0 entonces la transformación del marco de referencia

estacionario al marco de referencia rotatorio tendŕıa la siguiente forma

f e
d = f s

d cos θ + f s
q sin θ

f e
q = −f s

d sin θ + f s
q cos θ

(A.16)

mientras que la transformación del marco de referencia rotatorio al marco de referencia

estacionario tendŕıa la forma de la siguiente ecuación

f s
d = f e

d cos θ − f e
q sin θ

f s
q = f e

d sin θ + f e
q cos θ

(A.17)
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Utilizando la teoŕıa recién presentada se puede proceder a encontrar la transforma-

ción del marco de referencia a, b, c del IPMSM hacia el marco de referencia d−q. Considere
la ecuación A.4, al aplicar la ecuación A.12 se obtiene la relación

vω
dqns = T (θ)vabcs = T (θ)Rsiabcs + T (θ)

dλabcs

dt
(A.18)

lo cual al resolver quedaŕıa expresado de la siguiente manera

vωds =Rsi
ω
ds +

dλωds
dt

− ωλωqs

vωqs =Rsi
ω
qs +

dλωqs
dt

+ ωλωds

vωns =Rsi
ω
ns +

dλωns
dt

(A.19)

donde
λrds =Ldsi

r
ds + ϕf

λrqs =Lqsi
r
ds

λrns =Llsi
r
ns

(A.20)

Figura 56: Circuito eléctrico equivalente del IPMSM al hacer la transformación del marco
a, b, c al marco d− q del rotor. (A) representa el eje d y (B) el eje q [3].

De la Figura 56 se puede obtener la siguiente relación Pin = 3
2

(
vrdsi

r
ds + vrqsi

r
qs

)
la

cual nos permitirá encontrar el torque desarrolado por el IPMSM sin carga. Al hacer el

análisis de las mallas mostradas en la Figura 56 se obtiene la siguiente relación

Pin =
3

2

(
Rs

(
ir2ds + ir2qs

)
+ irds

dλrds
dt

+ irqs
dλrqs
dt

+ ωrϕf i
r
qs + ωr (Lds − Lqs) i

r
dsi

r
qs

)
(A.21)
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Donde Rs

(
ir2ds + ir2qs

)
representa las pérdidas debido al devanado del estator, irds

dλr
ds

dt
+irqs

dλr
qs

dt

representa la variación de la enerǵıa en el motor y solo ωrϕf i
r
qs + ωr (Lds − Lqs) i

r
dsi

r
qs

representa la potencia mecánica efectiva. Al dividir todo por ωr se obtiene la ecuación

que representa el torque desarrollado por un motor śıncrono sin carga.

Te =
P

2

3

2

[
ϕf i

r
qs + (Lds − Lqs) i

r
dsi

r
qs

]
(A.22)

Donde P representa el número de polos del motor. Cuando el motor necesita mover una

carga la ecuación del torque del motor tendŕıa la siguiente forma.

Te − TL = J
dωr

dt
+Bωr (A.23)

Donde B representa la constante de fricción viscosa. De esta manera, suponiendo que se

hace transformación de Clark y uniendo todos los resultados mostrados arriba se puede

expresar el modelo matemático del IPMSM con la ecuación A.24.

dω

dt
=−Bω +

P

2

3

2

[
ϕf i

r
qs + (Lds − Lqs) i

r
dsi

r
qs

]
− TL

dids
dt

=
1

Lds

[−Lqsωids −Rsid + vds]

diqs
dt

=
1

Lqs

[− (Ldsids + ϕf )ω −Rsiqs + vqs]

(A.24)

Esta subsección presentó el método utilizado para la obtención del modelo matemáti-

co de un motor śıncrono de imánes permanentes. Obtener el modelo matemático inicial

es relativamente directo sin embargo, se observa que las ecuaciones obtenidas son alta-

mente acopladas debido a la estrecha relación que existe entre las inductancias del estator

y la velocidad angular de los imánes permanente en el rotor. Una forma de sobrepasar

este problema es utilizando la descomposición de Clark-Park. Esto permite considerar

solamente dos corrientes, las cuales pueden verse como corrientes virtuales, haciendo el

proceso del diseño de control mas manejable. Sin embargo, es necesario tener en cuenta

que la descomposición mencionada debe tomarse en cuenta en ambas direcciones para que

el control diseñado pueda ser implementado de manera f́ısica.
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[87] E. Jiménez-Rodŕıguez, J. D. Sánchez-Torres, and A. G. Loukianov, “Predefined-

time backstepping control for tracking a class of mechanical systems,” IFAC-

PapersOnLine, vol. 50, no. 1, pp. 1680–1685, 2017.

[88] J. D. Sánchez-Torres, D. Gómez-Gutiérrez, E. López, and A. G. Loukianov, “A

class of predefined-time stable dynamical systems,” IMA Journal of Mathematical

Control and Information, vol. 35, no. 1, pp. i1–i29, 2018.
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[145] T. Rudnicki, R. Czerwiński, and A. Frkechowicz, “Permanent magnet synchronous

motor control driver,” in Proceedings of the 18th International Conference Mixed

Design of Integrated Circuits and Systems (MIXDES), pp. 545–548, 2011.

[146] X. Wu and B. Zhang, “Sensorless model reference adaptive control of permanent

magnet synchronous motor for industrial robots,” in 2019 8th International Sym-

posium on Next Generation Electronics (ISNE), pp. 1–3, 2019.

[147] S. Eriksson, “Design of permanent-magnet linear generators with constant-

torque-angle control for wave power,” Energies, vol. 12, no. 7, 2019. DOI:

10.3390/en12071312.


	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Motivación
	Antecedentes
	Organización y aportaciones

	Marco Teórico
	Estabilidad de sistemas no lineales
	Estabilidad de sistemas autónomos
	Estabilidad de sistemas no autónomos
	Conclusión

	Técnica de backstepping
	Conclusión

	Modos deslizantes de alto orden
	Controladores de modos deslizantes de orden 2
	Super-twisting

	Ruidos Gaussianos blancos

	Control, en tiempo predefinido, con términos exponenciales.
	Condiciones de convergencia en tiempo predefinido para un sistema no lineal
	Introducción del problema de estabilización de un sistema de cuarto orden
	Estabilización en tiempo predefinido de un motor de imánes permanentes cuyos estados son completamente medibles
	Diseño del algoritmo de control
	Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

	Estabilización en tiempo predefinido de un motor de imánes permanentes con solo un estado medible
	Diseño del algoritmo de control
	Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

	Estabilización, en tiempo predefinido, de un motor de imanes permanentes sujeto a perturbación acoplada determinista. 
	Diseño del algoritmo de control
	Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

	Estabilización de un motor de imanes permanentes sujeto a perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos
	Diseño del algoritmo de control
	Demostración de la eficiencia del algoritmo de control
	Conclusiones


	Control, en tiempo predefinido, con términos lineales.
	Estabilización en tiempo predefinido de un sistema con estados medibles 
	Diseño del algoritmo de control.
	Demostración de la eficiencia del algoritmo de control.

	Estabilización, en tiempo predefinido, de un sistema con solo un estado medible
	Diseño del algoritmo de control
	Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

	Estabilización de un sistema sujeto a perturbaciones deterministas con solo un estado medible
	Diseño del algoritmo de control
	Demostración de la eficiencia del algoritmo de control

	Estabilización, en tiempo predefinido, de un sistema sujeto a perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos acoplados
	Diseño del algoritmo de control
	Demostración de la eficiencia del algortimo de control

	Conclusiones

	Control en tiempo predefinido de sistemas con perturbaciones acopladas y no acopladas
	Estabilización, en tiempo predefinido, de un sistema con estados completamente medibles
	Sistema sin perturbación
	Sistema con perturbaciones deterministas acopladas y no acopladas
	Sistema con perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos acopladas y no acopladas

	Estabilización, en tiempo predefinido, de un sistema con solo un estado medible
	Sistema sin perturbación
	Sistema con perturbaciones deterministas acopladas y no acopladas
	Sistema con perturbaciones deterministas y ruidos estocásticos acopladas y no acopladas

	Conclusiones

	Conclusiones y trabajo futuro
	Motores de corriente directa
	Motores de corriente directa de imánes permanentes
	Motores síncronos de imánes permanentes


