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Resumen

En esta investigación doctoral se construyó un modelado matemático novedoso

partiendo de las leyes fundamentales de la f́ısica y de la conservación de la enerǵıa,

este modelo representa la dinámica de la temperatura de evaporación en un sistema

de refrigeración. Por primera vez se aplicó en un sistema termodinámico el control

óptimo lineal estocástico Risk-Sensitive (R-S) con seguimiento, una peculiaridad de

este modelado es que el control multiplica al estado. También se deduce mediante

los resultados de la simulación el comportamiento de un sistema de refrigeración

con la estrategia de control óptimo lineal estocástico R-S con seguimiento vs. PID

(Proporcional Integral Derivativo) esta última se consideró por ser la más utilizada

en la industria, el PID se sintonizó utilizando tres metodoloǵıas diferentes las cuales

son: Ziegler-Nichols (Z-N), Choen-Coon y Chein-Horners-Reswick (CHR). Se ela-

boró otro modelado matemático del sistema de calefacción, el cual tiene como único

actuador una resistencia eléctrica partiendo de la ley fundamental de la conservación

de la enerǵıa, de la formulación de este modelado se aplicó el control óptimo lineal

estocástico R-S con seguimiento y el control proporcional integral derivativo PID,

además de ser estimados los filtros R-S y Kalman Bucy extendido con control R-S.

Por último, se interpretó el comportamiento de las estrategias de control evaluadas

en los dos modelados matemáticos realizados en esta tesis.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1 Estado del arte

Un sistema de refrigeración es una máquina diseñada primordialmente para

disminuir la temperatura de un cuerpo o recinto. Esto es posible gracias a una

serie de arreglos mecánicos que absorbe el calor, entre dos o más focos, conforme se

requiera [4]. En esta tesis se estudia un modelo matemático que representa el cambio

de temperatura de un evaporador de un sistema de refrigeración. Y se propone una

ley de control por Risk Sensitive (R-S) para regular la temperatura considerando

como entrada la cantidad de refrigerante que circula por el evaporador.

El sistema de refrigeración es utilizado desde hace más de 100 años y se utiliza

en la conservación de alimentos, disminuir la temperatura de productos almacenados

en cámaras de refrigeración. En [5], se analiza el control de flujo del refrigerante, el

cual es esencial en cualquier sistema de refrigeración. Se pueden regular diferentes

variables f́ısicas, como la temperatura de sobre-calentamiento y la presión de con-

densación, utiliza un control funcional predictivo (PFC); el control PFC brinda una

mayor precisión que el control convencional PID. En [6], se analiza que la apertura

de la válvula electrónica de expansión (EEV) tiene grandes efectos en la presión

de descarga del compresor, en la presión de salida del refrigerador de gas y en la

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

temperatura de descarga del compresor, por lo tanto, los enfoques tradicionales de

optimización y control pueden no ser adecuados para controlar la enerǵıa del siste-

ma de refrigeración por ciclo de compresión de vapor (VCC) de manera eficiente,

como se puede ver en [7] y [8]. El sistema de calefacción hab́ıa sido modelado en

algunos trabajos de la siguiente manera: en [9] se establecen los elementos de con-

vección, de los sistemas de calefacción solar pasiva de un edificio. La descripción

matemática de los procesos de transferencia de calor y movimiento de aire en los

elementos de convección se presentan como un conjunto de ecuaciones diferenciales.

En [10] se presenta una solución aplicativa de modelado matemático y simulación

para resistencias de calentamiento, este modelo permite la simulación del régimen

de autocalentamiento transitorio. En [11] se presenta la simulación de un método de

control predictivo para la reducción de la variación de potencia y la limitación de

potencia máxima en sistemas de calefacción de edificios. El desarrollo de modelos

matemáticos de calentamiento en tiempo continuo se ha presentado en [12], [13],

[14]. En [15] se presenta un modelo matemático del sistema de A/C (aire acondicio-

nado). Como se puede ver en [16] se presenta un modelado emṕırico y un control

robusto en el sistema de refrigeración por compresión (mVCR-S). En [17] se pre-

senta un nuevo modelo dinámico de parámetro agrupado que es capaz de simular

la oscilación del sistema de refrigeración controlado por EEV. En [18] se presenta

un modelo para el sistema de compresión de vapor de velocidad variable. En [19]

se realiza un modelado para el VCC para sistemas utilizados en aire acondicionado

y refrigeración. Presentan un modelo dinámico completo de VCC que es capaz de

describir los comportamientos transitorios severos en los intercambiadores de calor

(condensador /evaporador). En [20] se propone un modelo matemático dinámico con

parámetros adimensionales, para analizar la respuesta de los sistemas de refrigeración

de absorción de una etapa. Y en [21] se presenta un modelo matemático simplificado

adimensional de una refrigeración por compresión de vapor (VCR), para optimizar

la respuesta dinámica del sistema. En [22] se presenta una metodoloǵıa novedosa

para modelar un sistema simple de refrigeración por compresión. En [23] se diseña

el control de retroalimentación para un sistema de aire acondicionado, se aborda a
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través del modelado e identificación de sistemas. Se presenta en [24] una estrategia

de optimización basada en modelos para el ciclo de refrigeración por compresión de

vapor, a través del análisis de las caracteŕısticas e interacciones de cada componente

dentro del ciclo; un MGA (algoritmo genético modificado) junto con una estrate-

gia de solución para un grupo de ecuaciones no lineales para obtener un punto de

ajuste óptimo en diferentes condiciones de funcionamiento. En [25] se establece, que

el control convencional on/off tiene varios inconvenientes como la baja precisión del

control, el alto consumo de enerǵıa y la disminución de la vida útil del compresor de-

bido a las frecuentes operaciones de encendido y apagado. En los sistemas de bomba

de calor/refrigeración, un componente clave es la EEV, gracias al cual se controla

el flujo del refrigerante, lo que permite la implementación de estrategias de control

óptimas, logrando un funcionamiento fiable y económico en sistemas de refrigeración

y bombas de calor, según [26]. En [27], se investigó el consumo general de enerǵıa

de calefacción usando varias estrategias de control, emisores de calor secundarios y

planta primaria para un edificio. La mayoŕıa de los sistemas f́ısicos en el mundo real

a menudo son modelados por ecuaciones diferenciales no lineales, como se puede ver

en [28].

La programación dinámica ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) y el

Principio de Máxima de Pontryagin son metodoloǵıas utilizadas para obtener las

ecuaciones de control desde los años sesentas. En [29] se consideran perturbaciones de

enerǵıa finita. Cuando el proceso que se controla se rige por una ecuación diferencial

estocástica, la fórmula de Whittle para la tasa óptima de grandes - derivaciones se

obtuvo utilizando el método de solución viscosa de ecuaciones diferenciales parciales

en [30], [31]. Whittle introdujo un parámetro R-S en la formulación del problema

[32], dando lugar al nombre de control R-S. El término de difusión presente en la

ecuación de estado y el criterio de coste cuadrático exponencial justifican las grandes

variaciones del estado y del criterio de coste cuadrático exponencial. Runolfsson, en

[33] utilizó ideas de grandes derivaciones de tipo Ponsker-Varadhan para obtener
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un correspondiente juego diferencial. En [34], [35], Fleming aplicó una función de

valor como solución de la ecuación de programación dinámica HJB resolviendo el

problema de control óptimo estocástico LQR (Linear Quadratic Regulator) sensible

al riesgo. El control estocástico sensible al riesgo ha sido un área de investigación

desde los años 60, para sistemas no lineales con respecto a un Bolza cuadrático.

Criterio de Meyer (ver por ejemplo [36], [29]). El problema de la linealidad estocástica

El regulador cuadrático exponencial se introdujo en [37], donde se formula para

sistemas discretos y continuos. Ese tipo de criterio se utiliza en algunos problemas

de mecánica estocástica [38], [39]. El proceso que se controla se rige por una ecuación

diferencial estocástica, puede verse en [40], [30].

A principios de la década de 1980, emergió una nueva técnica conocida como

Teoŕıa de Control H∞, la cual combina ambos enfoques, en el dominio del tiempo

y en el de la frecuencia, con el fin de proveer una solución unificada [41]. Wiener

resuelve el problema estacionario lineal utilizando técnicas de dominio de frecuen-

cia. Su modelo es probabiĺıstico, pero los procesos estocásticos involucrados no están

modelados por ecuaciones diferenciales estocásticas. El problema del filtrado conti-

nuo se reduce a la solución de una ecuación integral (la ecuación de Wiener-Hopf).

Wiener proporciona un método práctico y general de solución en el caso estacionario

lineal, pero los problemas no lineales y no estacionarios permanecen esencialmente

sin resolver [42]. La teoŕıa del filtrado óptimo es establecida por Kalman y Bucy en

los años sesenta [43]. Mortensen [44] introdujo un modelo de filtro determinista, que

ofrece una alternativa a la teoŕıa de filtrado estocástico. Se dan condiciones espe-

ciales para la existencia, continuidad y acotación del término deriva en la ecuación

de estado y una función lineal en la ecuación de observación. Un concepto del es-

timador estocástico R-S, introducido más recientemente por McEneaney [45], con

respecto a un sistema dinámico que incluye deriva no lineal, observaciones lineales y

parámetros de intensidad que multiplican los términos de difusión en ambos estados

y observación, ecuaciones. Nuevamente, el criterio del cuadrado medio exponencial

(EMS), introducido en [46], [47], [48] para sistemas deterministas y en [34] para sis-
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temas estocásticos, se usa en lugar del criterio cuadrático medio convencional para

proporcionar una estimación robusta, que es menos sensible a las variaciones de los

parámetros en la intensidad del ruido. La importancia de la ingenieŕıa de los procesos

gaussianos se deriva del hecho de que muchos procesos f́ısicos son aproximadamente

gaussianos [42]. El problema general de filtrado y predicción lineal (no estacionario)

se resuelve esencialmente por completo en el trabajo pionero de Kalman y posterior-

mente se han desarrollado numerosos algoritmos, para diferentes casos, como para

sistemas no lineales, [45], para sistemas polinomiales, [49], para sistemas discretos

[50], [51], para sistemas con retardos [52], [53], entre otros. Obtención de ecuaciones

de filtrado polinómico estocástico R-S para ecuaciones de primer grado se puede

ver en [54] para ecuaciones de segundo grado se puede ver en [55] y para tercer

grado [56]. El control PID es utilizado ampliamente en la industria, como se puede

ver en [57] más del 90% de los controladores industriales aún se implementan con

base en algoritmos PID, ya que ningún otro controlador iguala la simplicidad, la

funcionalidad clara y la facilidad de implementación.

1.2 Motivación

Construir y desarrollar un modelado matemático novedoso, que represente la

dinámica de la temperatura de evaporación en un sistema de refrigeración y aplicar

control óptimo estocástico R-S con seguimiento por primera vez en un sistema ter-

modinámico. A pesar de que el control PID permite tener dentro de los ĺımites de

estabilidad deseados, es necesaria una mayor precisión en el control de temperatura.

1.3 Justificación

El sistema de refrigeración es muy utilizado a nivel mundial y es de vital

importancia eficientizar los sistemas para mitigar los efectos del cambio climático.
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El consumo de enerǵıa de los sistemas de refrigeración llega a representar cerca

del 40% del consumo total de enerǵıa en instalaciones residenciales, de servicio, y

en micro y pequeñas empresas, como lo indica la Comisión para el Uso Eficiente de

la Enerǵıa (CONUEE), por lo que es importante buscar otras estrategias de control

en el sistema de refrigeración para poder disminuir la huella de carbono que impacta

estos sistemas tan utilizados por la humanidad desde hace más de 100 años. Esta

tesis tiene como objetivo aplicar el control óptimo estocástico R-S con seguimiento

por primera vez en un sistema de refrigeración, para mantener en un valor determi-

nado la temperatura de evaporación. Construir un modelado matemático pionero a

partir de las leyes fundamentales de la f́ısica que logre representar la dinámica de

la temperatura del evaporador de un sistema de refrigeración y aśı poder comparar

mediante simulación el comportamiento de un sistema de refrigeración, la estrategia

de control óptimo estocástico R-S con seguimiento vs. PID.

El sistema de refrigeración es dinámico y tiene muchas perturbaciones, por lo

que es conveniente utilizar estrategias de control más robustas como control óptimo

estocástico R-S con seguimiento u otros.

1.4 Hipótesis

Es posible lograr mejorar la eficiencia del control de temperatura de un evapora-

dor en la operación del sistema de refrigeración empleando control óptimo estocástico

R-S con seguimiento que cuando se emplea PID.

1.5 Objetivos

Diseñar un modelo matemático que represente la dinámica de la temperatura

de un evaporador y aplicar las ecuaciones de control óptimo estocástico R-S con

seguimiento tal que mejore la eficiencia del control de temperatura del mismo.
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1.5.1 Objetivos espećıficos

1. Aplicar la estrategia de control óptimo estocástico R-S con seguimiento y PID,

el modelo de la temperatura del evaporador.

2. Aplicar la estrategia de control óptimo estocástico R-S con seguimiento y PID

en el modelo del sistema de calefacción.

3. Aplicar los filtros R-S y Kalman-Bucy extendido en el modelo del sistema de

calefacción con la estrategia de control óptimo estocástico R-S con seguimiento.

4. Establecer cuál estrategia de control minimiza la función costo cuadrática ex-

ponencial J .

1.6 Metodoloǵıa

Modelar la respuesta dinámica del sistema de refrigeración.

Se realiza un modelo matemático partiendo de las leyes fundamentales de la f́ısica,

que representa la temperatura de un evaporador en un sistema de refrigeración.

Solución de control óptimo estocástico R-S con seguimiento.

La solución al problema de control óptimo estocástico R-S con seguimiento consiste

en obtener el control óptimo u(t) que minimice la función de costo cuadrático ex-

ponencial J y haga que el estado alcance los valores del set point (SP). Donde la

función P (t) es la solución de la siguiente ecuación diferencial de Riccati.

Simulación de control óptimo estocástico R-S con seguimiento en la

temperatura de evaporación de un sistema de refrigeración.

Se realizará una simulación en la plataforma LabVIEW para poder ver que se logra

controlar el estado de temperatura interior mediante el control óptimo estocástico

R-S con seguimiento para el sistema de refrigeración.
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Figura 1.1: Diagrama de la metodoloǵıa.

Simulación de control PID.

El tiempo de proceso y el tiempo muerto se calcularán según el método propuesto

por Cecil L. Smith [58]. Se sintonizaron diferentes estrategias como Z-N, Choen-Coon

y CHR [59]. Se realizará una simulación en la plataforma LabVIEW para poder ver

que se logra controlar el estado de temperatura interior mediante el control PID para

el sistema de refrigeración.

Análisis y comparación de resultados.

Se realizará un registro de la respuesta de la simulación del sistema de refrigeración

y serán comparados en cada una de las estrategias de control la variación en la

temperatura interior del recinto (temperatura objetivo o consigna) contra el valor

deseado SP, además de evaluar la función costo cuadrática exponencial J , se analizará

para diferentes valores del parámetro ϵ.
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1.7 Organización de la tesis

En el caṕıtulo 2 se presenta y el marco teórico en el cual se fundamenta esta

tesis doctoral. En el caṕıtulo 3 se plantean dos modelos matemáticos, el primero

representa la dinámica de la temperatura de un evaporador en un sistema de refri-

geración y el segundo representa el cambio de la temperatura por una resistencia

eléctrica. En el caṕıtulo 4 se presenta el Planteamiento y solución del problema de

control óptimo estocástico R-S con seguimiento y el planteamiento y solución del

problema del control PID. Además, del planteamiento y solución al filtrado R-S y

filtrado Kalman Bucy. En el caṕıtulo 5 se obtiene los resultados de la simulación

en LabVIEW del control óptimo estocástico R-S con seguimiento y el control PID

aśı como los filtros R-S y Kalman Bucy con el control óptimo en el sistema de ca-

lefacción, además de presentar en este mismo caṕıtulo el control óptimo estocástico

R-S con seguimiento y el control PID aplicado a un evaporador de un sistema de

refrigeración y la comparación de los controles en los sistemas presentados. En el

caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones y los trabajos futuros a desarrollar.



Caṕıtulo 2

MARCO TEÓRICO

El objetivo principal en el modelado matemático es representar el comporta-

miento dinámico de procesos, representando la relación funcional entre las variables

que explican su comportamiento. Para ello, es común adoptar un estudio desde el

punto de vista teórico, que busca plantear la relación a través de la aplicación sis-

temática de las leyes de la naturaleza a los fenómenos, a esto se le conoce como

modelamiento teórico de procesos. Por otro lado, un estudio emṕırico busca esta

desconocida relación para algunas funciones matemáticas, usando la información re-

cogida experimentalmente del sistema, especialmente cuando el proceso es demasiado

complicado, y se le conoce como modelamiento emṕırico de procesos o Identificación

de Procesos [60]. El comportamiento de un proceso puede interpretarse de mane-

ras diferentes. Un modelo de proceso es tan útil como las herramientas disponibles

para obtener la solución de sus ecuaciones. El proceso de modelado matemático de

sistemas hace uso de las leyes f́ısicas para obtener las ecuaciones que gobiernan al

sistema [61].

2.1 Sistema de refrigeración

Las máquinas térmicas son dispositivo que se encargan de convertir el calor en

trabajo. Si estas máquinas aumentan el calor se llaman sistemas de calefacción y en

10
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caso contrario se llaman sistemas de refrigeración. Las máquinas térmicas funcionan

con el algoritmo mostrado en la Figura 2.1, ya que las máquinas térmicas difieren

bastante entre śı, pero es posible caracterizarlas a todas en forma general, tal y como

ve en la Figura 2.1

Figura 2.1: Intercambio de calor de una máquina térmica [1].

Los sistemas térmicos se pueden clasificar de la siguiente manera:

1. Reciben calor de una fuente a temperatura alta (enerǵıa solar, horno de petróleo,

reactor nuclear, etcétera).

2. Convierten parte de este calor en trabajo (por lo general en la forma de una

flecha rotatoria).
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3. Rechazan el calor de desecho hacia un sumidero de calor de baja temperatura

(la atmósfera, los ŕıos, etcétera).

4. Operan en un ciclo.

Las máquinas térmicas y otros dispositivos ćıclicos por lo común requieren un fluido

hacia y desde el cual se transfiere calor mientras experimenta un ciclo. Al fluido se le

conoce como fluido de trabajo. El término máquina térmica se usa con frecuencia en

un sentido más amplio que incluye dispositivos que producen trabajo que no operan

en un ciclo termodinámico. Las máquinas relacionadas con la combustión interna,

como las turbinas de gas y los motores de automóviles, entran en esta categoŕıa.

Estos dispositivos operan en un ciclo mecánico, pero no en un ciclo termodinámi-

co, porque el fluido de trabajo (los gases de combustión) no experimenta un ciclo

completo. En lugar de ser enfriados a la temperatura inicial, los gases de escape se

purgan y se reemplazan por una mezcla fresca de aire y combustible al final de ciclo.

El dispositivo productor de trabajo que mejor se ajusta a la definición de una máqui-

na térmica es la central eléctrica de vapor, la cual es una máquina de combustión

externa, es decir, la combustión se lleva a cabo fuera de la máquina y la enerǵıa

térmica liberada durante este proceso se transfiere al vapor como calor.

La definición de refrigeración es la transferencia de calor de una región de tempera-

tura inferior hacia una de mayor temperatura. Se sabe que esta trasferencia de calor

no ocurre de manera natural, por lo que es necesario utilizar un dispositivo ćıclico

(refrigerador) y un fluido de trabajo (refrigerante) además es indispensable delimitar

el espacio que se va a refrigerar con aislantes térmicos [2].

Hay dos enunciados clásicos de la segunda ley, el de Kelvin-Planck que se

relaciona con las máquinas térmicas, y el de Clausius, relacionado con refrigeradores

o bombas de calor. El enunciado de Clausius se expresa como sigue:

Es imposible construir un dispositivo que opere en un ciclo sin que produzca ningún

otro efecto que la transferencia de calor de un cuerpo de menor temperatura a otro

de mayor temperatura [2].
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Se sabe bien que el calor, por śı solo, no se transfiere de un medio fŕıo a uno

más caliente. El enunciado de Clausius no significa que sea imposible construir un

dispositivo ćıclico que transfiera calor de un medio fŕıo a otro más caliente. De hecho,

esto es precisamente lo que hace un refrigerador doméstico común. El enunciado

establece simplemente que un refrigerador no puede operar a menos que su compresor

sea propulsado mediante una fuente de enerǵıa externa, como un motor eléctrico. De

este modo, el efecto neto sobre los alrededores tiene que ver con el consumo de cierta

enerǵıa en la forma de trabajo, además de la transferencia de calor de un cuerpo

más fŕıo a otro más caliente; es decir, deja un rastro en los alrededores. Por lo tanto,

un refrigerador doméstico concuerda por completo con el enunciado de Clausius de

la segunda ley [1].

Las máquinas térmicas son dispositivos ćıclicos y que el fluido de trabajo de

una de estas máquinas vuelve a su estado inicial al final de cada ciclo. Durante una

parte del ciclo el fluido realiza trabajo y durante otra se hace trabajo sobre el fluido.

La diferencia entre estos dos trabajos es el trabajo neto que entrega la máquina

térmica. La eficiencia del ciclo de una máquina térmica depende en gran medida

de cómo se ejecute cada uno de los procesos que constituyen el ciclo. El trabajo

neto y, por lo tanto, la eficiencia del ciclo, se pueden maximizar mediante procesos

que requieren la mı́nima cantidad de trabajo y entregan lo más posible, es decir,

mediante procesos reversibles.

En la práctica no es posible lograr ciclos completamente reversibles. Sin embar-

go, los ciclos reversibles proporcionan ĺımites superiores al desempeño de los ciclos

reales. Las máquinas térmicas y los refrigeradores que funcionan en ciclos reversibles

sirven como modelos con los cuales se puede comparar las máquinas térmicas y los

refrigeradores reales. Los ciclos reversibles también sirven como puntos de partida

en el desarrollo de ciclos reales y se modifican según sea necesario para satisfacer

ciertos requerimientos. Es probable que el ciclo reversible más conocido sea el ciclo

de Carnot, propuesto en 1824 por el ingeniero francés Sadi Carnot [1]. La máquina

térmica teórica que opera en el ciclo de Carnot se llama máquina térmica de Carnot,
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cuyo ciclo se compone de cuatro procesos reversibles, dos isotérmicos y dos adiabáti-

cos, y que es posible llevar a cabo en un sistema cerrado o de flujo estacionario. Los

cuatro procesos reversibles que conforman el ciclo de Carnot son los siguientes:

Expansión isotérmica reversible (proceso 3-2, TD constante). Inicialmente

(estado 3), la temperatura del gas es TD el gas se expanda lentamente y que realice

trabajo sobre los alrededores. Cuando el gas se expande, su temperatura tiende a

disminuir, pero tan pronto como disminuye la temperatura en una cantidad infini-

tesimal dT , cierta cantidad de calor se transfiere del depósito hacia el gas, de modo

que la temperatura de este se eleva a TD. Aśı, la temperatura del gas se mantiene

constante en TD. Como la diferencia de temperatura entre el gas y el depósito nunca

excede una cantidad diferencial dT , este es un proceso reversible de transferencia de

calor. El proceso continúa hasta que el émbolo alcanza la posición 2. La cantidad de

calor total transferido al gas durante este proceso es QD.

Expansión adiabática reversible (proceso 2-1, la temperatura disminuye de TD

a TR). En el estado 2 el gas continúa expandiéndose lentamente y realiza trabajo

sobre los alrededores hasta que su temperatura disminuye de TD a TR (estado 1) el

proceso es reversible aśı como adiabático.

Compresión isotérmica reversible (proceso 1-4, TR constante). En el estado 1,

a medida que el gas se comprime, su temperatura tiende a incrementarse, pero tan

pronto como aumenta una cantidad infinitesimal dT , el calor se transfiere desde el

gas hacia el sumidero, lo que causa que la temperatura del gas descienda a TR. Aśı,

la temperatura del gas permanece constante en TR Como la diferencia de tempera-

tura entre el gas y el sumidero nunca excede una cantidad diferencial dT , éste es

un proceso de transferencia de calor reversible, el cual continúa hasta que el émbolo

alcanza el estado 4. La cantidad de calor rechazado del gas durante este proceso es

QR.

Compresión adiabática reversible (proceso 4-3, la temperatura sube de TR a

TD). El estado 4 se comprime el gas de manera reversible, entonces el gas vuelve a

su estado inicial (estado 3). La temperatura sube deTR a TD durante este proceso
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de compresión adiabático reversible, que completa el ciclo.

Figura 2.2: Diagrama P-V de un ciclo de Carnot [1].

El diagrama P-V de este ciclo se muestra en la Figura 2.2. Recuerde que en

un diagrama de este tipo el área bajo la curva del proceso representa el trabajo de

frontera para procesos en cuasiequilibrio (internamente reversible); se observa en-

tonces que para este caso el área bajo la curva 3-2-1 es el trabajo que realiza el gas

durante la parte de expansión del ciclo, y el área bajo la curva 1-4-3 es el trabajo

realizado sobre el gas durante la parte de compresión del ciclo. El área que encierra

la trayectoria del ciclo (área 3-2-1-4-3) es la diferencia entre estas dos y representa el

trabajo neto hecho durante el ciclo. Observe que si se actuara de manera poco gene-

rosa y, en un esfuerzo por ahorrar QR, si se comprimiese el gas de forma adiabática

en el estado 1 en lugar de hacerlo de modo isotérmico, se terminaŕıa de nuevo en el

estado 2, de manera que se volveŕıa a trazar la trayectoria de proceso 3-2. De este

modo se ahorraŕıa QR pero no se podŕıa obtener ninguna salida de trabajo neto de

esta máquina. Esto ilustra una vez más la necesidad de que una máquina térmica
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intercambie calor con al menos dos depósitos a diferentes temperaturas para operar

en un ciclo y producir una cantidad neta de trabajo. El ciclo de Carnot también se

puede aplicar en un sistema de flujo estacionario. Por ser un ciclo reversible, el de

Carnot es el más eficiente que opera entre dos ĺımites de temperatura especificados.

Aun cuando el ciclo de Carnot no se puede lograr en la realidad, la eficiencia de los

ciclos reales se mejora al intentar aproximarse lo más posible al de Carnot.

La segunda ley de la termodinámica restringe la operación de dispositivos ćıcli-

cos según se expresa mediante los enunciados de Kelvin-Planck y Clausius. Una

máquina térmica no puede operar intercambiando calor con un solo depósito, y un

refrigerador no puede funcionar sin una entrada neta de enerǵıa de una fuente ex-

terna. Se pueden obtener valiosas conclusiones a partir de estos enunciados; dos de

estas son sobre la eficiencia térmica de máquinas reversibles e irreversibles (es decir,

reales) y se conocen como principios de Carnot, los cuales se expresan como:

1. La eficiencia de una máquina térmica irreversible es siempre menor que la

eficiencia de una máquina reversible que opera entre los mismos dos depósitos.

2. Las eficiencias de las máquinas térmicas reversibles que operan entre los mismos

dos depósitos son las mismas.

El ciclo de la máquina térmica de Carnot recién descrito es totalmente reversible, por

lo tanto, todos los procesos que abarca se pueden invertir, en cuyo caso se convierte

en el ciclo de refrigeración de Carnot. Esta vez, el ciclo es exactamente el mismo,

excepto que las direcciones de las interacciones de calor y trabajo están invertidas:

el calor en la cantidad QR se absorbe de un depósito a baja temperatura, el calor

en la cantidad QD se rechaza hacia un depósito a alta temperatura, y se requiere

una cantidad de trabajo Wneto,entrada para completar todo esto. El diagrama P-V del

ciclo de Carnot invertido es el mismo que corresponde al ciclo de Carnot, excepto

que se invierten las direcciones de los procesos, como se muestra en la Figura 2.3

Los diferentes tipos de ciclo son:
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Figura 2.3: Diagrama P-V de un ciclo inverso de Carnot [1].

a) Refrigeración por compresión de vapor: es cuando el refrigerante se condensa y

evapora alternadamente para luego comprimirse en fase de vapor.

b) Ciclo de refrigeración de gas: en este tipo de ciclo el refrigerante permanece todo

el tiempo en fase gaseosa.

c) Refrigeración en cascada: es el sistema que utiliza más de un ciclo de refrigera-

ción.

d) Refrigeración por absorción: es cuando el refrigerante se disuelve en un ĺıquido

antes de ser comprimido.

e) Refrigeración termoeléctrica: este tipo de refrigeración es producida mediante el

paso de corriente eléctrica a través de dos materiales distintos.

La refrigeración que tiene más de 100 años siendo utilizada y la más común
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es la que se da por compresión de vapor y se espera que siga siendo utilizada.

El sistema de refrigeración por compresión de gas está formado por un circuito

cerrado de tubeŕıa y está formado principalmente por un compresor (es el corazón del

sistema), evaporador, condensador y dispositivo de expansión, con estos componentes

principales se cumple la finalidad de un sistema de refrigeración, la cual es extraer el

calor de un espacio determinado y trasmitirlo al exterior, realizando alternativamente

los procesos de compresión, condensación, expansión y evaporización del ĺıquido

refrigerante [1].

El elemento del sistema de refrigeración que consuma más enerǵıa es el com-

presor, el motivo es que al seleccionarlo normalmente es de acuerdo a la capacidad

máxima esperada en el sistema. Dado que las capacidades vaŕıan a lo largo del d́ıa y

del año, los compresores se consideran sobredimensionados durante peŕıodos largos

de tiempo (se estima que los sistemas están funcionando a carga parcial más de un

65% del tiempo de funcionamiento). Para compensar este sobre-dimensionamiento

se utilizan los controles on/off , válvulas de regulación, presión y bypass de gas ca-

liente, estos son los sistemas de regulación convencionales que se utilizan con mayor

frecuencia en los sistemas de refrigeración para compensar el exceso de capacidad del

compresor. El calor absorbido en el evaporador(QR) es la capacidad de refrigeración

de un equipo. En cambio, la carga de refrigeración corresponde a la enerǵıa térmica

que contiene el medio que se desea refrigerar. Por lo tanto, el trabajo ejercido por el

compresor sobre el fluido refrigerante(W ) puede estimarse como la diferencia entre el

calor disipado por el condensador(QD) y el calor absorbido por el evaporador (QR).

Se pueden calcular el calor absorbido en el evaporador (QR), el calor expulsado

en el condensador (QD) y la potencia o trabajo ejercido sobre el fluido refrigerante

(W ), de acuerdo a las variaciones de la entalṕıa del refrigerante (entalṕıa es la

cantidad de calor que un sistema termodinámico libera o absorbe del entorno que

lo rodea cuando está a una presión constante) en las distintas etapas del ciclo. Las

válvulas de expansión son consideradas isoentálpicas (entalṕıa constante).
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El ciclo de refrigeración por compresión de vapor simple se puede considerar

ideal, consta de cuatro procesos:

a) Compresión isotrópica en un compresor (ciclo isotrópico).

b) Rechazo de calor a presión constante en un condensador (ciclo isotérmico).

c) Estrangulamiento en un dispositivo de expansión (ciclo isoentálpico).

d) Absorción de calor a presión constante en un evaporador (ciclo isotérmico).

Figura 2.4: Ciclo de refrigeración simple (fuente propia).

Como se puede ver en la Figura 2.4 el ciclo ideal de refrigeración por com-

presión de vapor, el refrigerante entra al compresor (1) como vapor saturado y se

comprime isotrópicamente hasta la presión del condensador (presión alta). La tem-

peratura del refrigerante aumenta durante el proceso de compresión isotrópica, hasta
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un valor muy superior al del espacio circundante. Después el refrigerante entra al

condensador como vapor sobrecalentado (2) y sale como ĺıquido saturado (3), como

resultado de rechazo de calor hacia los alrededores, la temperatura del refrigerante

continua siendo superior al espacio del entorno. Luego el refrigerante ĺıquido satura-

do (3) se estrangula en una válvula de expansión o un tubo capilar hasta la presión

del evaporador (Baja). La temperatura del refrigerante va a descender por debajo

de la temperatura del entorno durante este proceso. Posteriormente, el refrigeran-

te entra al evaporador (4) como vapor húmedo de baja calidad y se evapora por

completo absorbiendo calor del espacio refrigerado. Y por último el refrigerante sale

del evaporador como vapor saturado y vuelve a entrar al compresor, completando

el ciclo [1]. Como se puede ver en la Figura 2.5 el diagrama presión- entalṕıa (P-h)

representa el ciclo de refrigeración. Se observan las condiciones del refrigerante en

cualquier estado termodinámico, puede quedar representado por un punto en el dia-

grama presión- entalṕıa (P-h), puede ser trazado si se conocen dos propiedades del

estado del refrigerante. Los diagramas más utilizados son el de presión-entalṕıa (P-h)

y temperatura - entroṕıa (T-s), por ser estos los que permiten observar simultánea-

mente todas las condiciones deseadas en los diferentes cambios que ocurren en las

condiciones del refrigerante durante el ciclo de refrigeración, esto sin la necesidad de

conservar mentalmente todos los valores numéricos que representan estos cambios

[2].

El ciclo está dividido de tres secciones, como se muestra en la Figura 2.5 el

área de la parte superior izquierda de la ĺınea de ĺıquido saturado (A) es la región

del ĺıquido subenfriado o ĺıquido saturado, en esta región el refrigerante está en fase

ĺıquida y su temperatura es menor a la temperatura de saturación correspondiente

a la presión.
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Figura 2.5: Diagrama de presión, entalṕıa y un ciclo de refrigeración simple (fuente

propia).

2.1.1 Proceso de expansión

Como se sabe en el ciclo de refrigeración simple se ha supuesto que no hay

cambio de las propiedades del refrigerante a medida que fluye a través de la tubeŕıa

del ĺıquido desde el condensador hasta la válvula de expansión, por lo que se considera

que el ĺıquido refrigerante tiene la misma condición a la salida del condensador

hasta el inicio de la válvula de expansión. Al fluir por la tubeŕıa de ĺıquido a alta

presión, se descarta la cáıda de presión y sub-enfriamiento del refrigerante. Al pasar

el refrigerante por la válvula de expansión, la presión del refrigerante es reducida

desde la presión de alta hasta la presión de baja. Cuando el refrigerante en estado

ĺıquido es expandido, se disminuye la temperatura del ĺıquido desde la temperatura

de condensación hasta la temperatura de evaporación y de inmediato una fracción
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del refrigerante cambia de fase de ĺıquido a vapor [2]. El proceso de expansión ideal

se considera adiabático (sin intercambio de calor con el entrono) e isoentrópico (la

entroṕıa es constante), a medida que el refrigerante pasa por la válvula de expansión

no realiza ningún trabajo y el refrigerante queda como una mezcla de ĺıquido-vapor.

Para conocer las condiciones del refrigerante al salir de la válvula de expansión

se debe de conocer la presión o la temperatura refrigerante evaporado para poder

determinar las propiedades: entalṕıa (h), volumen espećıfico (v) y entroṕıa (s). La

entroṕıa cambia durante el proceso de expansión sin la realización de trabajo, por

lo tanto, la transferencia de calor sucede en el mismo fluido refrigerante.

h = u+ Pv. (2.1)

Como consecuencia de la vaporización parcial del refrigerante ĺıquido es ahora

una mezcla de ĺıquido vapor.

2.1.2 Proceso de vaporización

Se sabe que el proceso de la vaporización de un ĺıquido puede suceder de dos

formas diferentes: por evaporación y por ebullición. La vaporización de un ĺıquido

por el proceso de evaporación sucede solo en la superficie libre del ĺıquido y puede

ocurrir a cualquier temperatura inferior a la temperatura de saturación. La evapo-

ración ocurre sin ningún disturbio visible en del ĺıquido [2]. En cambio, la ebullición

únicamente sucede a la temperatura de saturación. Debido a que la temperatura de

saturación es la temperatura a la cual la presión del vapor o la presión del ĺıquido es

igual a la presión ejercida sobre el ĺıquido, este tipo de vaporización ocurre en todo el

ĺıquido y no solo en la superficie y se presenta una agitación considerable del ĺıquido

y se forman burbujas en todo el ĺıquido [2]. El proceso de vaporización idealmente

en el ciclo de refrigeración se considera isobárico e isotérmico, es decir, a presión

y temperatura constantes. Al salir del evaporador el refrigerante es vapor saturado
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y se pueden determinar los valores de presión (P), temperatura (T ), entalṕıa (H),

volumen espećıfico (v) y entroṕıa (s). A medida que el refrigerante pasa a través del

evaporador, este absorbe calor del medio refrigerado, provocando un incremento en

la entalṕıa del fluido [2]. Por lo que la cantidad de calor absorbido por el refrigerante

en el evaporador (efecto refrigerante) es la diferencia de las entalṕıas del fluido en la

entrada y salida del evaporador, por lo tanto:

(h4 − h1) = QR, (2.2)

donde (QR) denota el calor removido por el evaporador [kJ ], (h4) es la entalṕıa en

la entrada del evaporador [kJ/kg] y (h1) es la entalṕıa en la salida del evaporador

[kJ/hg].

Figura 2.6: Diagrama presión-entalṕıa y la pérdida de calor [2].

En la Figura 2.6 se muestra la pérdida del efecto refrigerante, en el evaporador.
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Además de poder observar el calor rechazado en el condensador y la cantidad de calor

por compresión.

2.1.3 Proceso de compresión

Se considera que el refrigerante conserva sus condiciones mientras fluye a través

de la tubeŕıa de succión desde el evaporador hasta el compresor en el ciclo de re-

frigeración ideal. Además, en el compresor el proceso es isoentrópico, sin fricción

y adiabático. Debido a que no hay cambio de entroṕıa en la compresión, se puede

seguir la ĺınea de entroṕıa constante correspondiente al inicio de la compresión del

fluido hasta llegar al punto de intersección de la ĺınea de presión constante corres-

pondiente a la presión de proceso de condensación. El refrigerante, al terminar el

proceso de compresión, sale como vapor sobrecalentado y sus condiciones se obtiene

de las tablas termodinámicas. Durante la compresión se efectúa un trabajo sobre

el refrigerante y se incrementa la enerǵıa (entalpia) que es equivalente al trabajo

mecánico efectuado sobre el refrigerante, y es igual a la diferencia de las entalṕıas en

la entrada y salida del este proceso de compresión [2]. La compresión adiabática es

muy semejante a la compresión real de un gas. Esto se debe a que normalmente el

proceso de compresión es muy rápido y no tiene tiempo de que ocurra el intercambio

de calor con el medio. Se llama relación de compresión a la relación entre la presión

absoluta de la descarga y la presión absoluta de succión.

rp =
Pabdes

Pabsuc

, (2.3)

donde (Pabdes) representa la presión absoluta de descarga del compresor o presión

alta (P2) y (Pabsuc denota la presión absoluta de succión del compresor o presión baja

(P1) [2]. Para determinar el trabajo mecánico efectuado sobre el refrigerante durante

la compresión solo debe de determinar la diferencias de entalṕıas. El refrigerante

absorbe el trabajo del compresor en forma de calor y cambia a vapor sobrecalentado,

por lo que es necesario eliminar el sobrecalentamiento para lograr la temperatura
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de saturación y obtener un proceso de condensación más eficiente. Por lo tanto, la

ecuación es:

Wc = h1 − h2, (2.4)

donde (Wc) denota el trabajo del compresor por unidad de masa del refrigerante

[kJ ], (h2) es la entalṕıa en la salida del compresor [kJ/kg] y (h1) es la entalṕıa en

la entrada del compresor [kJ/kg].

2.1.4 Proceso de condensación

El cambio de fase de vapor a ĺıquido es la condensación y este proceso se

logra de tres formas: Al extraer calor del vapor, por un aumento en la presión del

vapor, por la combinación de estos dos métodos [2]. En el ciclo de refrigeración la

condensación se inicia con la eliminación de sobrecalentamiento del refrigerante. Esto

es el enfriamiento del vapor del refrigerante desde la temperatura de descarga del

compresor hasta la temperatura condensante a medida que el refrigerante deja el

calor en el medio (condensador). Durante el proceso de condensación ideal sucede a

presión y temperatura constantes y el calor transferido al medio es proporcional al

diferencial de entalṕıas en el inicio y final de este ciclo.

(h2 − h3) = QD, (2.5)

donde(QD) denota el calor desechado por el condensado,(h3) es la entalṕıa en la

salida del condensador y (h2) es la entalṕıa en la entrada del condensador.

2.1.4.1 Efecto de la temperatura de succión en la eficiencia

Las temperaturas de vaporización y condensación influyen en la eficiencia del

ciclo de refrigeración por compresión - vapor, siendo la temperatura de vaporización

la que produce mayor cambio en la eficiencia del ciclo [2]. Al aumentar la temperatura
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de vaporización en el ciclo de refrigeración se logra aumentar el efecto refrigerante

por unidad de masa.

Al lograr tener mayor entalṕıa de vaporización (hfg) por unidad de masa de

refrigerante se traduce en la disminución en el diferencial de temperaturas de vapori-

zación y la temperatura del ĺıquido que llega a la válvula de control del refrigerante.

En consecuencia, a mayor temperatura de succión, se vaporiza una fracción menor

del refrigerante en la válvula de control y una mayor parte se cambia de mezcla a gas

en el evaporador para producir un enfriamiento útil. Aśı mismo, al tener un mayor

efecto refrigerante por unidad de masa, la razón de flujo de masa de refrigerante

necesaria para producir una tonelada de capacidad de refrigeración es menor cuando

se tiene una temperatura mayor de vaporización. Además, por tener un diferencial

menor entre las presiones de vaporización y condensación, el trabajo de compresión

será menor desde la presión de evaporación a la presión condensante (presión de baja

a presión de alta respectivamente) [2].

En realidad los ciclos reales se alejan en la práctica de los ciclos ideales o teóricos

y esto es debido a que el refrigerante no se comporta como un gas ideal, la compresión

no sigue exactamente un proceso adiabático (Proceso en el cual el refrigerante no

intercambia calor con su entrono) como se puede ver en la Figura 2.7, la perdida de

calor del gas refrigerante se producen en el compresor, la condensación y evaporación

no son isobáricos, ya que hay cáıdas de presión debido a la fricción, existe sub-

enfriamiento del ĺıquido al llegar a la válvula de expansión, sobrecalentamiento del

vapor que llega al compresor, además existen cáıdas de presión en toda la tubeŕıa

debido a la fricción ocasionada por el refrigerante que fluye por la tubeŕıa del sistema

[2].

Las razones del porqué el ciclo real de refrigeración se aleja del ciclo ideal son

las siguientes etapas del ciclo:

a) Cáıda de presión por la válvula de descarga del compresor.
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Figura 2.7: Diagrama presión-entalṕıa y un ciclo real de refrigeración simple [2].

b) Cáıda de presión por tubeŕıa de descarga y condensador.

c) Cáıda de presión por tubeŕıa de ĺıquido.

d) Cáıda de presión por el evaporador.

e) Cáıda de presión por tubeŕıa de succión.

f) Cáıda de presión por las válvulas de succión del compresor.

g) Sub-enfriamiento en la tubeŕıa del ĺıquido.

h) Sobrecalentamiento en la tubeŕıa de succión.

i) Calentamiento en el cilindro.
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2.2 Proceso estocástico

Un proceso estocástico x(t), t ∈ T es una familia de variables aleatorias inde-

xadas por el conjunto de parámetros T . Si las variables aleatorias x(t), son discretas,

se dice que el proceso estocástico tiene un espacio de estado discreto. Si son con-

tinuos, se dice que el proceso tiene un espacio de estado continuo. El conjunto de

parámetros T también puede ser discreto (T = {0, 1, 2, ....n} , T = {1, 2, ...}) o con-

tinuo (T = [0, 1], T = {1 : 0 ≤ t ≥ 1}) [42].

La función X(t, s) es una variable aleatoria para cualquier valor particular [62].

MOMENTOS DE PRIMER Y SEGUNDOORDENDE PROCESOS ESTOCÁSTI-

COS

Al igual que la media, la varianza y la covarianza permite caracterizar, al

menos parcialmente, variables aleatorias y vectores, también se puede caracterizar

un proceso estocástico con la ayuda de sus momentos.

La media E[X(t)] de un proceso estocástico X(t), t ∈ T en el tiempo t se

denota por mx(t). Además, la función de autocorrelación y la función de au-

tocovarianza del proceso en el punto (t1, t2) se definen, respectivamente, por

RX(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)], (2.6)

y

CX(t1, t2) = RX(t1, t2)−mX(t1)mX(t2). (2.7)

Finalmente, el coeficiente de correlación del proceso estocástico en el punto

(t1, t2) es

ρX(t1, t2)
CX(t1, t2)

[CX(t1, t1)CX(t2, t2)]
1

2

. (2.8)

En el caso de pares de variables aleatorias, la cantidad E[XY ] se llama la

correlación del vector (X, Y ). Aqúı, es usado el prefijo ”auto” porque la función
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se calcula para dos valores del mismo proceso estocástico X(t), t ∈ T . La función

RX,Y (t1, t2) := E[X(t1)Y (t2)], donde {Y (t) , t ∈ T ∗} es otro proceso estocástico, se

llama la función de correlación cruzada. De hecho, se podŕıa simplemente usar el

término función de correlación en el caso de la función RX(t1t2).

2.2.0.1 Incrementos independientes

So las variables aleatorias X(t4) − X(t3) y X(t2) − X(t1) son independientes

∀ t1 < t2 < t3 < t4, se dice que el proceso estocástico {X (t) , t ∈ T} es un proceso

con incrementos independientes [62].

Si las variables aleatorias X(t2+ s)−X(t1+ s) y X(t2)−X(t1) tiene la misma

función de distribución para todas las, s,X(t), t ∈ T se dice que es un proceso con

incrementos estacionarios [62].

2.2.1 Estacionariedad

2.2.1.1 Estacionario de sentido estricto

El proceso estocástico X(t), t ∈ T es estacionario, o estacionario de sentido

estricto, si su función de distribución de la orden n es invariante bajo cualquier

cambio de origen:

F (x1....., xn; t1.....tn) = F (x1....., xn; t1 + s.....tn + s) , (2.9)

para todas n, s y t1......n.

El valor de s debe elegirse de manera que tk + s ∈ T para k = 1, ....., n. Entonces,

si T = [0,∞), por ejemplo, entonces tk + s debe ser no negativo para todos los

valores de k. En la práctica, es dif́ıcil mostrar que un proceso estocástico dado es

estacionario de sentido estricto (excepto en el caso de los procesos Gaussianos.
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Si X(t), t ∈ T es un proceso (continuo) de estacionario de sentido estricto, entonces

se puede escribir que

f (x; t) = f (x; t+ s) ∀ s, t, (2.10)

y

f (x1, x2; t1, t2) = f (x1, x2; t1 + s, t2 + s) ∀ s, t1, t2. (2.11)

Se deduce la ecuación (2.10) que la función de densidad de primer orden del

proceso debe ser realmente independiente de t:

f (x; t) = f (x) ∀ t. (2.12)

Por otra parte, la ecuación (2.11) implica que no es necesario conocer expĺıci-

tamente valores de t1 y t2 para poder evaluar f (x1, x2; t1, t2) Es suficiente saber la

diferencia t2 − t1:

f (x1, x2; t1, t2) = f (x1, x2; t2 − t1) ∀ t1, t2. (2.13)

En términos de los momentos del proceso, las ecuaciones (2.12) y (2.13) im-

plican que mX(t) es una constante y que la función de autocorrelación RX (t1, t2)

es, de hecho, una función R∗
X de una sola variable:RX (t1, t2) = R∗

X (t1 − t2) [62].

Estacionario en sentido amplio

El proceso estocástico X(t), t ∈ T es estacionario en sentido amplio (WSS) si

mX(t) = m y

RX (t1, t2) = RX (t1 − t2) ∀ t1, t2 ∈ T. (2.14)

Dado que mX(t) ≡ m si X(t), t ∈ T es WSS, también se puede escribir

CX (t1, t2) ≡ RX (t1, t2)−mX(t1)mX(t2) =

RX (t2 − t1)−m2 = CX (t2 − t1) ∀ t1, t2 ∈ T. (2.15)

Del mismo modo, se obtiene

ρX (t1, t2) = ρX (t2 − t1) =
CX (t2 − t1)

CX (0)
. (2.16)
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Al elegir t1 = t2 = t, se obtiene que E[X2(t)] = RX(t, t) = RX(0), para todo

t ∈ T . Por lo tanto, la potencia promedio de un proceso estocástico WSS no depende

de t.

A menudo se toma t1 = t y t2 = t+ s cuando se calcula la función RX o (CX). Si el

proceso considerado es WSS, entonces la función obtenida depende solo de s. Está

claro que un proceso estocástico estacionario de sentido estricto también es WSS.

En el caso de los procesos Gaussianos, lo contrario también es cierto [62].

2.2.1.2 Densidad espectral

La densidad espectral de un proceso estocástico estacionario de amplio sentido,

X(t), t ∈ T , es la transformada de Fourier SX(ω) de su función de autocorrelación:

SX(ω) =

∫ ∞

−∞

e−jωsRX(s)ds. (2.17)

Invertir la transformada de Fourier, se obtiene

RX(s) =
1

2π

∫ ∞

−∞

e−jωsSX(ω)dω. (2.18)

Dado que la función de autocorrelación de un proceso WSS es una función par

(es decir, RX(−s) = RX(s)), la densidad espectral SX(ω) es real e incluso función.

Entonces se puede escribir

SX(ω) = 2

∫ ∞

0

RX(S)cosωsds y RX(s) =
1

π

∫ ∞

0

SX(ω)cosωsdω. (2.19)

Se puede demostrar (el teorema deWiener-Khintchiv) que la densidad espectral

SX(ω) es una función no negativa. En realidad, una función SX(ω) es un espectro

densidad si y solo si es no negativo. Se supone que la siguiente relación se mantiene

entre los procesos [62].

Distribución Multinormal
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El vector aleatorio (X1, ..., Xn) tiene una distribución multinomial si cada va-

riable aleatoria Xk se puede expresar como una combinación lineal de variables

aleatorias independientes Z1, ....., Zm donde Zj ∼ N(0, 1), por j = 1, ....,m. Esto es

si

Xk = µk +
m
∑

j=1

ckjZj para k = 1, ....., n, (2.20)

donde µk es una constante real para toda k.

Aśı como una distribución Gaussiana N(µ, σ2) está completamente determi-

nada por su media µ y su varianza σ2, y una distribución normal bivariante por

sus parámetros µX , µY , σ
2
X , σ

2
Y y ρ, la función de densidad conjunta de los factores

aleatorios, el vector X = (X1, ..., Xn) está completamente determinado por el vector

de las medias, m := (µX1, ....., µXn) la matriz de covarianza K, donde:

K =

















V [X1] Cov [X1, X2] ... Cov [X1, Xn]

Cov [X2, X1] V [X2] ... Cov [X2, Xn]

... ... ... ...

Cov [Xn, X1] Cov [Xn, X2] ... V [Xn]

















(2.21)

Por analoǵıa con el caso unidimensional, se escribe que X ∼ N(m,K).

La matriz K es simétrica, porque Cov[X, Y ] = Cov[Y,X], y es no-negativa,

definida
n
∑

i=1

n
∑

k=1

cickCov[Xi, Xk] ≥ ∀ ci, ck ∈ R. (2.22)

Si, además, es no singular, entonces se puede escribir

fX(X) =
1

(2π)
n
2

1

(detK)
1

2

exp

{

−1

2
(X −m)K−1(XT −mT )

}

, (2.23)

para X := (x1, ...., xn) ∈ R
n, donde “det” denota el determinante y T denota la

traspuesta del vector [62].

Sea X ∼ N(m,K), la función caracteŕıstica conjunta de una v. a. X

ϕX (ω1, ......, ωn) := E [exp {j (ω1X1 + ...+ ωnXn)}] , (2.24)
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es dado por

ϕX (ω) = exp

{

j
n
∑

i=1

µXiωi −
1

2

n
∑

i=1

n
∑

k=1

σikωiωk

}

= exp

{

jmωT − 1

2
ωKωT

}

,

(2.25)

donde: σik := Cov[Xi, Xk y ω := (ωi, ωn)

Además:

Y := ω1X1 + ...+ ωnXn ∼ N
(

µΥ, σ2Υ
)

, (2.26)

donde

µΥ :=
n
∑

i=1

ωiµXi y σ2Υ :=
n
∑

i=1

n
∑

k=1

ωiωkσik. (2.27)

PROPIEDADES:

• Si Cov[Xi, Xk] = 0, entonces las variables aleatorias Xi y Xk son independientes.

• Śı Yi, para i = 1, ...,m, es una combinación lineal de las variables aleatorias Xk

de un vector aleatorio (X1, ..., Xn) que tiene una distribución multinormal,

entonces la v. a. (Yi, ..., Ym) también tiene una distribución multinormal [62].

Proceso Gaussiano se dice que un proceso estocástico X(t), t ∈ T es un proceso

Gaussiano si el vector aleatorio (X(t1), ..., X(tn)) tiene una distribución multinormal,

para cualquier n y para toda t1, ..., tn.

Sea X una variable aleatoria cuya distribución es N (µX , σ
2
X). La transformación

af́ın de X también tiene una distribución Gaussiana:

Y := aX + b ⇒ Y ∼ N
(

aµX + b, a2σ2
X

)

. (2.28)

Del mismo modo, cualquier transformación af́ın de un proceso gaussiano sigue

siendo un proceso Gaussiano. Por ejemplo, si X(t), t ∈ T es un proceso Gaussiano,

entonces el proceso estocástico Y (t), t ∈ T definido por

Y (t) = 2X (t)− 1 o Y (t) = X
(

t2
)

, (2.29)
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es Gaussiano también. También es posible mostrar que Y (t), t ∈ T es un proceso

Gaussiano si

Y (t) =

∫ t

0

X (s) ds, (2.30)

porque una integral es el ĺımite de una suma. Sin embargo, el proceso no es Gaussiano

si

Y (t) = X2 o Y (t) = eX(t). (2.31)

Si un proceso Gaussiano X(t) donde t ∈ T es tal que su media mX(t) es una

constante mX y si su función de autocovarianza CX(t, t + s) depende solo en s,

entonces es estacionario (en el sentido estricto).

Un proceso estocástico {B (t) , t ≥ 0} se llama proceso ruido blanco si su media

es igual a cero y si su función de autocovarianza es de la forma

CB (t1, t2) = q (t1) δ (t2 − t1) , (2.32)

donde q(t1) ≥ 0 y δ(.) es la función delta Dirac.

Un proceso gaussiano y estacionario, X(t), t ∈ T , es Markovian si y solo si su función

de autocorrelación es de la forma:

RX (s) = σ2e−σ|δ|. (2.33)

El valor esperado de g(X) está dada por

E [g(X)] =
∞
∑

k=1

g(xk)pX(xk) para el caso discreto. (2.34)

E [g(X)] =

∫ ∞

−∞

g(x)fX(xk) para el caso continuo. (2.35)

Se calcula el valor esperado de g(X) mediante el siguiente acondicionamiento:

E [g(X)] =
n
∑

i=1

E [g(X) | Bi]P [Bi] , (2.36)
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donde B1, ..., Bn es una partición de un espacio de muestra [62].

Momento de orden k: el momento kth (o momento de orden k) del v. a. X

sobre el origen viene dado E
[

Xk
]

, para k = 0, 1, 2, ...... [62].

Varianza: la varianza de la v. a. (variable aleatoria) X es la cantidad no negativa

V [X] = E
[

(X − E [X])2
]

. (2.37)

La desviación estándar de X se define mediante σ[X] = (V [X])
1

2 . El v. a. X y

σ[X] tienen las mismas unidades de medida.

También se calcula la varianza de X por condicionamiento con respecto a una par-

tición de un espacio de muestra S, junto con la fórmula (2.37):

V [X] =
n
∑

i=1

E[(X − E[X])2 | Bi]P [Bi]]. (2.38)

La varianza condicional de X, dado un evento A, se define por:

V [X | A] = E[(X − E[X | A])2 | A]], (2.39)

V [aX + b] = a2V [X] ∀ a, b ∈ R

V [X] = E [X2]− (E [X])2[62].

2.2.1.3 valor esperado condicional:

el valor esperado condicional de X, dado que Y = y, es definido por:

E[X | Y = y] =
∞
∑

j=1

xjpX|Y (xj | y) caso discreto. (2.40)

E[X | Y = y] =

∫ ∞

−∞

xfX|Y (x | y) dx caso continuo. (2.41)
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La media E[g(X)] de una transformación de g de una variable aleatoria X

es constante real, mientras que E[g(X) | Y = y] es una función de y, donde y es

un valor particular percibido por el v. a. Y , ahora se considera E[g(X) | Y ]. Es

una función del v. a. Y que toma el valor E[g(X) | Y = y] cuando Y = y. Por

consiguiente, E[g(X) | Y ] es una variable aleatoria, cuya media se puede calcular.

Preposición:

a) Se tiene que:

E[g(X)] = E [E[g(X) | Y ]] . (2.42)

Se deduce de la proposición anterior que

E[X] = E [E[X | Y ]]







∑∞
k=1 E [X | Y = yk] pY (yk) caso discreto

∫∞

−∞
E [X | Y = yk] fY (y) dy caso continuo

(2.43)

b) Se calcula la varianza de X mediante el condicionamiento en otra v. a. Y como

sigue:

V [X] = E[E[X2 | Y ]]− (E[E[X | Y ]])2. (2.44)

c) Sea X1, X2, ... variables aleatorias que posean la misma distribución que el v.a

X, de modo que E[Xk] = E[X] y V [Xk] = V [X], para k = 1, 2, ..., y que N

sea una v. a. independiente de Xkesima y tomando sus valores en el conjunto

1, 2, .... Por lo que haciendo uso de la fórmula (2.42) Se tiene que:

E

[

N
∑

k=1

Xk

]

= E [N ]E [X] . (2.45)

Si las v. a. Xk son independientes entre śı, también se tiene

V

[

N
∑

k=1

Xk

]

= E [N ]V [X] + V [N ] (E [X])2 . (2.46)

d) Se supone que se desea estimar una variable aleatoria X usando otra v. a. Y . Se

puede demostrar que la función g(Y ) que minimiza el error cuadrático medio

(MSE)

MSE := E
[

(X − g (Y ))2
]

(2.47)
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Es g(Y ) = E [X | Y ]. Si se busca una función de la forma g (Y ) = αY + β,

puede mostrar que las constantes α y β que minimizan MSE son:

α̂ =
E [XY ]− E [X]E [Y ]

V [Y ]
y β̂ = E [X]− α̂E [Y ] . (2.48)

Finalmente, si g(Y ) ≡ c, se encuentra fácilmente que la constante c que produce

el más pequeño MSE es c = E[X].

La función g(Y ) = E[X | Y ] es el mejor estimador de X, en términos de Y ,

mientras que g(Y ) = α̂Y + β̂ es el mejor estimador lineal de X, en términos

de Y . Si X y Y ambos tienen una distribución Gaussiana, entonces los dos

estimadores son iguales [62].

Se puede escribir

[X ∈ A]







∑∞
k=1 P [X ∈ A] | Y = yk]pY (yk) caso discreto

∫∞

−∞
P [X ∈ A] | Y = yk]fY (y)dy caso continuo.

(2.49)

Correspondiente a la definición de la varianza condicional V [X | A], ahora se

tiene la definición de la varianza condicional de X[62].

Varianza condicional de X: la varianza condicional de X dado el v. a. Y , es

definido por:

V [X | Y ] = E
[

(X − E [X | Y ])2 | Y
]

. (2.50)

Entonces:

V [X | Y ] = E
[

X2 | Y
]

− (E [X | Y ])2 . (2.51)

Se puede mostrar el siguiente resultado útil:

V [X] = E[V [X | Y ]] + V [E [X | Y ]]. (2.52)

Covarianza:

la covarianza de X y Y está definida por

Cov [X, Y ] ≡ E [(X − E[X]) (Y − E [Y ])] = E [XY ]− E [X]E [Y ] (2.53)
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Sea X1, X2, ... una secuencia infinita, independiente e idénticamente distribuidos

(i.i.d.) el v. a., y dejar que Sn := X1 + ...+Xn

• Ley débil de grandes números Śı E [X1] = µ ∈ R entonces

ĺım
n→∞

P

[

Sn

n
− µ |< c

]

= 1 ∀ c > 0 (2.54)

• Ley fuerte de grandes números Si E [X2
1 ] < ∞; entonces se escribe

P

[

ĺım
n→∞

Sn

n
= µ

]

= 1 (2.55)

• Teorema del ĺımite central Si E [X1] = µ ∈ R y V [X1] = σ2 ∈ (0,∞), enton-

ces [62]:

ĺım
n→∞

P

[

Sn − nµ√
nσ

≤ z

]

= P [N(0, 1) ≤ z] (2.56)

.

2.3 Ecuación Hamilton-Jacobi-Bellman y

obtención del control Lineal Cuadrático

La ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) es una ecuación diferencial

parcial que es fundamental para la teoŕıa de control óptimo. La solución de la ecua-

ción HJB es la ”función de valor”(o ”función de costo óptimo”), la cual da el costo

mı́nimo para un sistema dinámico dado, con una función de costo asociada [63].

Cuando se resuelve localmente, la HJB es una condición necesaria, pero cuando se

resuelve sobre la totalidad del espacio de estados, la ecuación HJB es una condición

necesaria y suficiente para un óptimo. La solución es de lazo abierto, pero también

permite que la solución del problema sea de lazo cerrado. El método HJB puede ser

generalizado a sistemas estocásticos. Los procesos son descritos por la ecuación de

estado:

x(t) = a((xt), u(t), t). (2.57)
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Se debe de controlar la minimización

J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

to

g(x(τ), u(τ), τ)dτ. (2.58)

Donde h y g son funciones espećıficas, tf y to son fijos y τ es la variable

”dummy”de integración. De donde:

J

(

x(t), t, u (τ)
t≤τ≤tf

)

= h (x(tf ), tf ) +

∫ tf

t

g(x(τ), τ)dτ. (2.59)

Donde t puede ser cualquier valor menor o igual a tf y x(t) puede ser cualquier

valor del estado admisible. Nótese que el valor dependerá el valor numérico de x(t) y

de t y en el historial de control óptimo en el intervalo de [t, tf ]. Ahora para determinar

el control y el mı́nimo costo de la función:

J∗ (x(t), t) = min
t≤τ≤tf

u(t)

{
∫ tf

t

g (x(τ), u(τ), τ) dτ + h (x(tf ), tf )

}

. (2.60)

Por sustitución del intervalo se obtiene:

J∗ (x(t), t) = min
t≤τ≤tf

u(t)

{
∫ t+∆t

t

gdτ +

∫ t+∆t

t

gdτdτ + h (x(tf ), tf )

}

. (2.61)

El principio de optimización requiere

J∗ (x(t), t) = min
t≤τ≤tf

u(t)

{
∫ t+∆t

t

gdτ + J∗ (x(t+∆t), t+∆t)

}

. (2.62)

Donde J∗(x(t+∆t), t+∆t es el costo mı́nimo del proceso para el intervalo de

tiempot+∆t ≤ τ ≤ tf con el estado inicial x (t+∆t).

Asumiendo la existencia de la segunda derivada parcial para J∗ y son frontera,

se puede expandirJ∗(x(t+∆t), t+∆t) en series de Taylor por el punto x(t+∆t) se

obtiene.

J∗(x(t), t) = min
t≤τ≤tf

u(t)
∫ t+∆t

t
gdτ + J∗(x(t+∆t), t+

∆t) + [dJ
∗

dt
(x(t), t)]∆t+ [dJ

∗

dt
(x(t), t)]T [X(t+∆t+

X(t)] + términos de órdenes mayores .

(2.63)
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Ahora para una pequeña ∆t

J∗(x(t), t) = min
u(t)

{g(x(t), u(t), t)∆t+ J∗ (x (t) , t)+

J∗
t (x (t) , t)∆t+ J∗T

t (x (t) , t) [a (x (t) , u (t) , t)]∆t+ o (∆t) †
(2.64)

†J∗
x

∆
=

dJ∗

dx
=

[

dJ∗

dx1

dJ∗

dx2

.......
dJ∗

dxn

]T

yJ∗
t

∆
=

dJ∗

dt
. (2.65)

Donde o(∆t) denota los términos que contengan [∆t]2 y órdenes mayores, esto

se empieza la aproximación de la integral y la truncación de la expansión de la serie

de Taylor. Entonces se remueven los términos que involucran J∗ (x(t), t) , J∗
t (x(t), t)

Para la minimización (donde no todo depende de u(t)), se obtiene:

0 = J∗
t (x(t), t)∆t+min

u(t)

{

g(x(t), u(t), t)∆t+ J∗T
t (x(t),

t)[a(x(t), u(t), t)]∆t+ o(∆t).
(2.66)

Dividiendo por ∆t y tomando el ĺımite de ∆t → 0 se tiene

0 = J∗
t (x(t), t) +min

u(t)

{

g (x (t) , u (t) , t) + J∗T
t (x (t) , t) [a (x (t) , u (t) , t)]

}

. (2.67)

Para encontrar el valor en la frontera de la ecuación diferencial donde t = tf .

J∗(x(tf ), tf ) = h(x(tf ), tf ). (2.68)

Se conoce Hamilton como H :

H (x (t) ,u∗ (t), J∗
x , t)

∆
= g (x (t) , u (t) t) + J∗T

x (x (t) , t) [a (x (t) ,u (t) , t)] , (2.69)

y

H (x (t) ,u∗ (t), J∗
x , t) , J

∗
x , t = min

u(t)
H (x (t) , u (t) , J∗

t , t) . (2.70)

Donde la minimización del control dependerá de x, J∗
x , y de t, usando esta

definición se obtiene la ecuación de Hamilton-Jacobi [63]

0 = J∗
t (x (t) , t) +H (x (t) ,u∗ (t) , J∗

x , t) . (2.71)
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Esta ecuación es continua en el tiempo análoga a la ecuación de Bellman es por

ello que también se le conoce como ecuación HJB. La ecuación HJB como medio

para resolver la forma general del problema del regulador lineal continuo.

El proceso a controlar se describe con una ecuación de estado.

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)U(t), (2.72)

la medida de rendimiento será minimizado por

J =
1

2
xTHx(tf ) +

∫ tf

to

1

2
[XT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)]dt, (2.73)

H y Q son matrices reales simétricas positivas semi-definidas, R es una matriz

real simétrica positiva definida. los tiempos inicial to y final tf son especificados y

u(t) y x(t) no son considerados por ninguna frontera. Se va a utilizar la ecuación de

HJB, primero la ecuación de Hamilton

H (x (t) ,u∗ (t), J∗
x , t) =

1

2
XT (t)Q(t)x(t) +

1

2
uT (t)R(t)u(t) ∗ [A(t)x(t) +B(t)u(t)] .

(2.74)

Una condición necesaria para que u(t) minimice H es: dH
du

= 0

dH

du
(x (t) , u (t) , J∗

x , t) = R (t) u (t) + BT (t) J∗
x (x (t) , t) = 0. (2.75)

Donde la matriz
d2H

du2
= R (t) . (2.76)

Es positiva definida y H es una forma cuadrática forma en u, el control satisface

la (2.75) minimiza H. Resolviendo la ecuación (2.75) para u∗(t):

u∗(t) = −R−1(t)BT (t)J∗
x(x(t), t). (2.77)

Substituyendo en la ecuación (2.74)

H(x(t), u∗(t), J∗
x , t) =

1
2
xTQx+ 1

2
J∗T
x BR−1BTJ∗

x + J∗T
x Ax−

J∗T
x BR−1BTJ∗

x = 1
2
xTQx− 1

2
J∗T
x BR−1BTJ∗

x + J∗T
x Ax,

(2.78)
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la ecuación de HJB es:

0 = J∗
t +

1

2
xTQx− 1

2
J∗T
x BR−1BTJ∗

x + J∗T
x Ax. (2.79)

De (2.73) la condición frontera está dada por:

J∗(x(tf ), tf ) =
1

2
xT (tf )K(t)Hx(tf ). (2.80)

Se debe de encontrar el mı́nimo costo para la discretización lineal de problema

regulatorio es una función cuadrática de estado, por esa razón la solución es de la

forma:

J∗(x(t), t) =
1

2
xT (t)K(t)x(t). (2.81)

Donde K es una matriz simétrica definida positiva y debe de ser determinado.

Substituyendo y asumiendo la solución nos queda:

0 =
1

2
xT K̇x+

1

2
xTQx− 1

2
xTKBR−1BTKx+ xTKAx. (2.82)

La matriz del producto KA aparenta ser los términos que se pueden escribir

como la suma de una parte simétrica y una parte antisimétrica. Usando la propiedad

de las matrices traspuestas que es igual a la propiedad de un escalar en las matrices

simétricas, por lo que reescribiendo nos queda.

KA =
1

2
[KA+ (KA)T ] + 1/2[KA− (KA)T ]. (2.83)

Usando la propiedad de las matrices traspuestas (CD)T = DTCT que es igual

a la propiedad de un escalar en las matrices simétricas, por lo que reescribiendo nos

queda:

0 =
1

2
xT K̇x+

1

2
xTQx− 1

2
xTKBR−1BTKx+

1

2
xTKAx+

1

2
xTATKx. (2.84)

Esta ecuación es para toda x(t)

0 = K̇ (t) +Q(t) +K(t)B(t)R−1(t)BT (t)K(t) +K(t)A(t) + AT (t)K(t). (2.85)



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 43

Y las condiciones frontera de las ecuaciones (2.80) y (2.81).

K(tf ) = H. (2.86)

Se debe considerar la implicación de este resultado primero la ecuación diferen-

cial parcial HJB se reduce a ecuaciones diferenciales no lineales, en segundo lugar la

matriz K(t) puede ser determinada por integración numérica de la ecuación (2.75)

de t = tf hasta = to utilizando las condiciones fronteras de K(tf ) = H por ser una

matriz nxn K(t) y además es simétrica, se necesita integrar solo n(n+1)/2 ecuacio-

nes diferenciales. Una vez que K(t) es determinada, la ley del control óptimo está

dado por:

u∗(t) = −R−1(t)BT (t)K(t)x(t). (2.87)

Asumiendo que la solución está de la forma (2.81). La ley del control óptimo es

lineal, variante en el tiempo y con retroalimentación, es posible presentar la solución

de la forma HJB [63].

2.4 Teoŕıa de filtros

El problema de estimar el estado de un sistema dinámico estocástico a partir de

observaciones con ruido tomadas del estado es de importancia central en ingenieŕıa.

El interés por este problema se remonta casi dos siglos atrás a los trabajos de Gauss.

Gauss estaba interesado en determinar los elementos orbitales de un cuerpo celeste

a partir de (muchas) observaciones y desarrolló la técnica que hoy se conoce como

mı́nimos cuadrados. Más recientemente, los nombres de Wiener y Kalman están

asociados con avances en la teoŕıa de la estimación. La teoŕıa de la estimación tuvo

sus inicios en problemas del espacio (astronomı́a, mecánica celeste), y sus avances

más recientes están asociados con los problemas aeroespaciales modernos [42].
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2.4.1 Filtros óptimos Risk-Sensitive

Tomando F (X(t)) = A(t)+A1(t)X(t), h(X(t)) = E(t)+E1(t)X(t) con A(t) ∈
Rn, A1(t) ∈ Mnxn, E(t) ∈ Rp, E1(t) ∈ Mnxp, donde Mixj denota las dimensiones

de las matrices ixj. Se obtienen las siguientes ecuaciones del sistema estocástico:

dX(t)

dt
= A(t) + A1(t)X(t) +

√

ϵ

2γ2
dW (t) (2.88)

dX(t)

dt
= E(t) + E1(t)X(t) +

√

ϵ

2γ2
dW (t)

Ċ(t) = A0 + AT
1 (t)C (t)−Q−1(t)E1(t)× (dy − E1(t)C(t)− E(t)), (2.89)

donde Q(t) es la solución de la siguiente ecuación de Riccati

Q̇(t) = −AT
1 (t)Q(t)−Q(t)A1(t) +QT (t)Q(t)− ET

1 (t)E(t), (2.90)

con C(t) ∈ Rn, Q(t) ∈ Mnxn, como se puede ver en [54]. Se propone la función

de valor: Z(t,X) = 1
2
(X(t)−C)TQ(X(t)−C)+ρ−Y (t)·(E(t)E1(t)x(t)), Z(x)(0, X) =

ϕ(X), (C, Q, ρ son funciones de t ∈ [0, T ] , C ∈ Rn, Q es una matriz simétrica de

dimensión nxn y ρ es una función) como una solución viscosa de la ecuación no

lineal (2.91):
∂Z

∂s
=

ϵ

2
tr(Zxx) + A · Zx +

1

2
Zx · Zx +B, (2.91)

donde Zx Zxx son las derivadas parciales de Z respecto a x, y ▽Z es el gradiente de

Z entonces la derivada de Z está dada por:

∂Z

∂t
=

1

2
(X(t)− C)T Q̇(X(t)− C) + ρ̇− 1

2
ĊTQ(X(T )− C)− (2.92)

1

2
(X(t)− C)TQĊ − dY · (E(t) + E1(t)X(t))

∂Z

∂x
=

1

2
Q(X − C) +

1

2
(X − C)TQ− Y (t)E1(t),

∂2Z

∂x∂x
= Q.

Substituyendo la ecuación (2.92) en la ecuación (2.91) y agrupando los términos

de segundo grado, igualándolos a cero, y haciéndolo de nuevo para los términos de

primer grado, se obtiene las ecuaciones de filtrado (2.89) y (2.90).
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2.5 Diseño del control PID

Actualmente, las razones por lo cual se automatizan los procesos, es mantener

la variable controlada en un valor de consigna o SP, a pesar de las perturbaciones, es

limitada al máximo la intervención de un operador. Por lo cual se evitan lesiones al

personal de la planta, mantener la calidad del producto y la tasa de producción en un

costo mı́nimo [58]. Para lograr el control de un proceso primero se debe de obtener la

medición de la variable que se desea controlar, como por ejemplo, la temperatura, que

se mide con un termopar, el cual se conecta f́ısicamente a un transmisor que capta la

señal del sensor, la magnifica y la env́ıa al controlador. El controlador recibe la señal

del transmisor, la compara con el valor deseado y según la comparación se selecciona

la acción que se tiene programada. Con base en la decisión, el controlador le env́ıa

una señal al elemento final de control, que puede ser una resistencia eléctrica o una

válvula [58].

Los controladores que se usan hoy en d́ıa en la industria más de la mitad

son PID. Los controladores PID analógicos son, principalmente, de tipo neumático,

hidráulico, electrónico, eléctrico y sus combinaciones. En la actualidad muchos de

estos se transforman en digitales mediante el uso de microprocesadores. El PID es

ampliamente utilizado debido a que su aplicación en general es en la mayoŕıa de

los sistemas de control. En la industria, los sistemas para controlar el proceso, los

esquemas de control PID básicos y modificados han demostrado tener un controlo

satisfactorio, aunque tal vez no aporten un control óptimo en muchas situaciones

espećıficas [3]. Se ha descubierto que es posible establecer parámetros de controlador

satisfactorios teniendo poca información de la planta que un modelo matemático

completo. Estas técnicas surgieron debido al deseo de ajustar los parámetros del

controlador con un mı́nimo de esfuerzo, y también por la posible dificultad y escaso

costo-beneficio de obtener modelos matemáticos. Las dos técnicas de PID más popu-

lares fueron: la respuesta experimental de la planta a una entrada escalón conocida

como curva de reacción y el otro método es donde la salida esperada son oscilaciones
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sostenidas y ciclos bajo control proporcional alrededor del punto de funcionamiento

nominal [59].

Algoritmo de Ziegler-Nichols: Ziegler-Nichols propusieron una fórmula de

ajuste emṕırica muy útil a principios de 1942. La respuesta de la planta a una entrada

escalón unitario se obtiene de manera experimental o a partir de una simulación

dinámica de la planta. La respuesta escalonada del modelo de la planta se puede

medir a través de un experimento, la señal de salida puede registrarse como se

muestra en la Figura 2.8, a partir de la cual los parámetros de k, L y T (o a,

donde a = kL/T ) se puede extraer se determinan dibujando una recta tangente en

el punto de inflexión de la curva de reacción y determinando las intersecciones de

esta tangente con el eje del tiempo y con la ĺınea c(t) = K, tal como se muestra

en la Figura 2.8. En este caso, la función de transferencia se aproxima mediante

un sistema de primer orden con un retardo de transporte como se representa en la

ecuación (2.93).

G(s) =
K

Ts+ 1
e−sL. (2.93)

Z-N sugirieron establecer los valores de Kp, Ti y Td de acuerdo con la fórmula

que se muestra en la Tabla 2.1 [3].

Tabla 2.1: Fórmulas de sintonización de Z-N respuesta escalón

Tipo Control Kp Ti Td

P 1/a ∞ 0

PI 0.9/a 3 L 0

PID 1.2/a 2 L 0.5 L

La aplicación de este procedimiento no siempre conduce a resultados adecua-

dos, incluso puede llevar a la inestabilidad del sistema. En consecuencia, han ido

apareciendo diferentes procedimientos alternativos para mejorar el comportamien-

to de los sistemas controlados con PID, como: algoritmo de ajuste PID de CHR y
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Figura 2.8: Curva de reacción de una planta ante una entrada escalón [3].

algoritmo de ajuste Cohen-Coon [59].
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Algoritmo de ajuste PID de Chien – Hrones – Reswick

En 1952 proponen una estrategia diferente de ajuste de controladores PID. El

método CHR enfatiza la regulación del punto de ajuste o rechazo a las perturbacio-

nes. Además, con una especificación cualitativa sobre la velocidad de respuesta y se

puede acomodar el sobre-impulso. En comparación con la afinación tradicional de

Z-N, el método CHR utiliza la constante de tiempo T de la planta expĺıcitamente.

Las fórmulas de ajuste del controlador CHR PID se resumen en la Tabla 2.2 para el

punto de ajuste regulación. La respuesta de circuito cerrado más amortiguada, que

asegura, para el ideal modelo de planta, la respuesta más rápida sin sobre-impulso se

etiqueta con 0% de sobre-impulso, y la respuesta más rápida con un 20% de sobre-

impulso está etiquetada como con un 20% de sobrepaso. De manera similar, la Tabla

2.3 se utiliza para diseñar controladores con fines de rechazo de perturbaciones [59].

Tabla 2.2: Fórmulas de sintonización de CHR ajuste de regulación

0% sobre-impulso 20% sobre-impulso

Tipo control Kp Ti Td Kp Ti Td

P 0.3/a 0.7/a

PI 0.35/a 1.2T 0.6/a T

PID 0.6/a T 0.5L 0.95/a 1.4T 0.47L

Tabla 2.3: Fórmulas de sintonización de CHR rechazo de perturbación

0% sobre-impulso 20% sobre-impulso

Tipo control Kp Ti Td Kp Ti Td

P 0.3/a 0.7/a

PI 0.6/a 4L 0.7/a 2.3L

PID 0.95/a 2.4L 0.42L 1.2/a 2L 0.42L
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Algoritmo de ajuste Cohen-Coon Coon introducen algunos cambios en

las expresiones de Z-N para obtener mejores resultados cuando el proceso tiene un

tiempo muerto dominante. Denote a = kL/T y τ = L/(L + T ). Los diferentes

controladores pueden diseñarse mediante el uso directo de la Tabla 2.4 [59].

Tabla 2.4: Fórmulas de sintonización de Cohen-Coon

Tipo Control Kp Ti Td

P 1
a

(

1 + 0.35τ
1−τ

)

PI 0.9
a
(1 + 0.92τ

1−τ
) (3.3−3τ

1−1.2τ
)L

PD 1.24
a
(1 + 0.13τ

1−τ
) (0.27−0.36τ

1−0.87τ
)L

PID 1.35
a
(1 + 0.18τ

1−τ
) (0.25−2τ

1−0.39τ
)L (0.37−0.37τ

1−0.81τ
)L

En el Caṕıtulo 5 se presentarán los resultados de las simulaciones de las tres

metodoloǵıas de sintonización de PID, expuestas en este Caṕıtulo, aplicadas a los

sistemas de control de temperatura del evaporador y de la resistencia eléctrica.



Caṕıtulo 3

MODELADO MATEMÁTICO

3.1 Sistema de refrigeración

En este trabajo de tesis se propone el modelo matemático para la temperatura

de evaporación de un sistema de refrigeración.

Figura 3.1: Sistema de refrigeración (fuente propia).

50
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Como se puede ver en la Figura 3.1 el sistema de refrigeración se divide en

cuatro pasos, donde el paso 1 es la entrada del compresor, el paso 2 es la entrada del

condensador, el paso 3 es la entrada EEV y el paso 4 es la entrada del evaporador.

Donde: QD es el calor desechado por el condensador, Wc es el trabajo del

compresor, QR es la capacidad de refrigeración (kW ).

3.1.1 Modelado del evaporador

Al iniciar el modelado matemático de un sistema se debe de iniciar con la más

importante y fundamental ley de la naturaleza, el principio de la conservación de la

enerǵıa. Este expresa que durante una iteración, la enerǵıa puede cambiar de una

forma a otra, pero su cantidad permanece constante. Es decir, la enerǵıa no se crea,

no se destruye, solo se transforma, este enunciado se conoce como la primera ley de

la termodinámica y se expresa de la siguiente expresión matemática.

Eentrada − Esalida = ∆E. (3.1)

Aplicando la ecuación de balance de enerǵıa [64], [65]:

ṁh4(TR(t)) +QR(t)− ṁh1(TR(t)) = mCp

dTR

dt
. (3.2)

Donde ṁ es el flujo de refrigerante másico, h1(TR(t)), h4(TR(t)) son la entalṕıa

de la salida y la entrada del evaporador respectivamente, Cp es el calor espećıfico (es

la cantidad de calor que hay que suministrar a la unidad de masa de una sustancia

o sistema termodinámico para elevar su temperatura en una unidad), m es la can-

tidad de masa del aire en el espacio a refrigerar y
dTR(t)

dt
representa el cambio de

temperatura del refrigerante con respecto al tiempo en el evaporador.

mCp

dTR(t)

dt
= ṁ[h4(TR(t))− h1(TR(t))] +QR(t). (3.3)

TR(t) es la temperatura del refrigerante en la salida del evaporador con respecto

al tiempo. Donde la capacidad de enfriamiento QR(t) está dada por la siguiente
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ecuación (como se puede ver en [66] para más detalles):

QR(t) = UEAE[TER − TR(t)]. (3.4)

Donde AE es el área total del evaporador, UE es el coeficiente de transferencia

de calor global, TER−TR(t) es la diferencia de temperatura entre el espacio a refrige-

rar y la temperatura del refrigerante. Sustituyendo la ecuación (3.4), en la ecuación

(3.3), se obtiene la siguiente ecuación, que representa el cambio en la temperatura del

refrigerante con respecto al tiempo en un evaporador en un sistema de refrigeración.

dTR(t)

dt
=

UEAE

mCp

[TER − TR(t)] +
ṁ

mCp

[h4(TR(t))− h1(TR(t))]. (3.5)

Donde h1(TR(t)) es la entalṕıa del vapor de refrigerante sobrecalentado y se

calcula utilizando el software Coolpack. Por otro lado, h4(TR(t)) es la entalṕıa del

ĺıquido saturado y se calcula de la misma manera que h1(TR(t)). La biblioteca de

propiedades termo f́ısicas analizada en este trabajo es CoolProp. Este software es

ampliamente utilizado por la comunidad de sistemas térmicos, por su precisión, fa-

cilidad de uso y licencias de código abierto. La fiabilidad de los resultados se ha

demostrado mediante la comparación con REFPROP (Reference Fluid Thermody-

namic and Transport Properties Database) [67].

Sin embargo, las propiedades termodinámicas juegan un papel crucial en los

procesos de intercambio de calor. En condiciones de ebullición y condensación, una

mezcla azeotrópica presenta una presión y temperatura no constantes. Por esto, la

presión de succión se considera en un estado cuasi estático, aśı como la temperatura

durante el cambio de fase en el proceso de ebullición. En este modelo, la ecuación

(3.5) representa el cambio de la temperatura, TR(t), es proporcional al flujo másico

de refrigerante ṁ, por lo que ṁ asumirá el rol de control.
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3.1.2 Validación y análisis dimensional del modelado

del evaporador

Se realizó la simulación con diferentes valores de entrada de control constante,

donde se observa que la ecuación dinámica que representa el cambio de la tempera-

tura en el evaporador se comporta de manera similar a lo real, ya que al mantener

la entrada de control constate simula un tubo capilar, y el comportamiento de la

temperatura es tender al valor deseado como se puede ver en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Validación de la ecuación dinámica (3.5).

Retomando la ecuación (3.5) se continúa con la Tabla 3.1 para el análisis

dimensional
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Tabla 3.1: Análisis dimensional del modelado del sistema de refrigeración.

Variable unidades

Temperatura T 0C

Capacidad caloŕıfica CP
kJ

kg 0C

Coeficiente global de calor U kJ
seg m2 0C

Entalṕıa h kJ
kg 0C

Área A m2

Masa m kg

Flujo másico ṁ kg

seg

3.2 Modelado del sistema de calefacción de

una resistencia eléctrica

De la misma manera que con el modelado anterior se inicia con de la primera

ley de la termodinámica (3.1). Una consideración general de la dinámica del sistema

es la trasferencia de calor a velocidad constante.

Q̇ = ṁCp∆T, (3.6)

donde Q̇ es el flujo de calor, ṁ es el flujo másico del aire, Cp es la capacidad térmica

del aire a presión constante. La ecuación (3.6) se toma como el calor absorbido por

el aire dentro del recinto.

3.2.1 Transferencia de calor por Conducción

Aplicando la ley de Fourier en la conducción del calor en el interior de una

placa en un análisis unidimensional se obtiene:

Q̇cond = −KA
Tin − Tout

L
, (3.7)
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donde k es la conductividad térmica del material, L es el espesor de la placa, Tin es

la temperatura superficial de la pared interior del recinto y Tout es la temperatura

superficial de la pared exterior del recinto.

Q̇conv = hA[Ts − Tα], (3.8)

donde Q̇conv es el calor de convección, h coeficiente de transferencia de calor

por convección Wm2

◦K
, A áreas superficiales de la pared, Ts temperatura superficial y

Tα temperatura del fluido.

3.2.2 Concepto de resistencia térmica

Se enfatiza un nuevo enfoque de la ley de Fourier desde un punto de vista

conceptual diferente. El flujo de calor debe ser el mismo en cada sección. El proceso

de transferencia de calor puede ser representado por el circuito de resistencias como

se puede ver en [68] la transferencia de calor global se calcula como el cociente entre

la diferencia total de temperatura y la suma de las resistencias térmicas.

qtotal,walls =
[Ts − Tα]

1
hA

+ L
KA

+ 1
hA

, (3.9)

si U = khohi

zhohi+kha+kho
, entonces la ecuación anterior (3.9) queda:

qtotalwalls = UA[Tin(t)− Tout]. (3.10)

3.2.3 Potencia eléctrica

Cuando los electrones cruzan los ĺımites de un sistema, realizan un trabajo

eléctrico sobre él. En este campo eléctrico, los electrones de un alambre se mueven

por efecto de las fuerzas electromotrices, por lo tanto, realizan trabajo. Cuando la

carga eléctrica N Columbus se mueve a través de una diferencia de potencia V, el

trabajo eléctrico realizado es:

Ẇe = V I. (3.11)
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Donde Ẇe es la potencia eléctrica I es la cantidad de carga eléctrica que circula

por la unidad de tiempo, es decir, la corriente, como se puede ver en [1]. Al sumar

las ecuaciones, calor del aire de la habitación (3.6), el calor total de la pared (3.10)

y trabajo eléctrico (3.11), es el modelo matemático del sistema de calefacción.

m̂Cp∆T − UA(Tin(t)− Tout) = Ẇe(t). (3.12)

Teniendo en cuenta que ∆T es el cambio de temperatura del aire en el interior

del recinto, que vaŕıa en función del Set Point (SP), la ecuación (3.12) es:

m̂Cp

dTin(t)

dt
− UA(Tin(t)− Tout) = Ẇe(t). (3.13)

Trabajando solo en el lado izquierdo de la ecuación por considerar que el trabajo

eléctrico Ẇe(t) es cero antes de alcanzar el valor SP del estado y despejando dTin(t)
dt

.

1

m̂Cp

UA(Tin(t)− Tout) =
dTin(t)

dt
. (3.14)

Esta ecuación (3.14) representa el cambio de la temperatura por la acción de

control en una resistencia eléctrica que es utilizada ampliamente en la electrónica

y en la calefacción de ambientes, con el objetivo de mantener cierto nivel de tem-

peratura. Sin embargo, la presencia de perturbaciones puede hacer ineficientes su

funcionamiento. Se plantea el modelo que representa el funcionamiento de una re-

sistencia eléctrica como medio calefactor del interior de un recinto como un sistema

dinámico de ecuaciones estocásticas.

Retomando el modelo del sistema de calefacción (3.14) se realiza un análisis

dimensional como se puede ver en la Tabla 3.2.
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Tabla 3.2: Análisis dimensional del modelado del sistema de calefacción.

Variable unidades

Temperatura T 0C

Capacidad caloŕıfica CP
kJ

kg 0C

Coeficiente global de calor U kJ
seg m2 0C

Entalṕıa h kJ
kg 0C

Área A m2

Flujo másico m̂ kg

seg



Caṕıtulo 4

PLANTEAMIENTO Y

SOLUCIÓN DEL PROBLEMA

4.1 Planteamiento y solución del problema de

control óptimo estocástico Risk-Sensitive con

seguimiento

Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad completo con una familia derecha-

continua creciente de σ−álgebras F (t), t ≥ 0, y sea (W (t), F (t), t ≥ 0), F (t) adapta-

do proceso de Wiener. Consideremos el proceso aleatorio no observable F (t) medible

x(t) gobernado por la ecuación del estado polinomial de primer grado: el plantea-

miento del problema control estocástico R-S con seguimiento se da con la dinámica

del estado [54]

dx(t) = (A0(t) + A1(t)X(t) + B(t)u(t))dt+

√

ε

2γ2
dW1(t). (4.1)

El vector de estado x(t) ∈ Rn, la entrada de control u(t) ∈ Rp, A0(t) ∈
Rn, A1(t), es una matriz de dimensión n × n. W (t) ∈ Rn es un proceso de Wiener

independiente que presenta perturbaciones aleatorias en el estado, que son también

independientes de un vector gaussiano inicial x(0). B(t) es una matriz de dimensión

58
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n× p. El parámetro ϵ escala el término de difusión y el parámetro γ es una medida

del nivel de atenuación del término de difusión (véase [69] para más detalles). El

vector A0(t) presenta las perturbaciones que afectan al proceso. La función de costo

cuadrático exponencial J a minimizar es la siguiente:

J = ϵlogE
[

e[
1

ϵ

∫
[L(X(t),u(t))dt+φ(T )]

]

(4.2)

L(X(t), u(t)) = [(X(t)− SP )TQ(t)(X(t)− SP ) +

(u(t)TR(t)u(t))]

ϕ(T ) =
1

2
([X(T )− SP ]TH(T )[(X(T )− SP ]).

Donde R(t) es una matriz simétrica definida positiva, Q(t) y H(t) son matrices

simétricas definidas no negativas, SP en Rn es el vector de valores asintóticos del

estado, T > t0, E(ζ) significa el valor esperado de una variable aleatoria ζ, SP T

presenta la transposición de un vector o matriz SP . Los ĺımites de la integral son de

t0 a T .

Teorema 4.1 La solución al problema de control R-S con seguimiento está dada

por la ley óptima de control R-S (para más detalles ver [70]).

u∗(t) = −1

2
BT (t)P (t)(X(t)− SP ). (4.3)

P (t) es la solución de la siguiente ecuación diferencial de Riccati:

Ṗ (t) = P T (t)(
BBT

4
− I

γ2
)P (t)− AT

1 (t)P (t)− P (t)A1(t)− 2I. (4.4)

Donde I es la matriz identidad n × n. Dada la ecuación de programación

dinámica de HJB:

dV (t)

dt
=

ϵ

2γ2

∑

vxivxj +mı́n
u∈u

∫

f(tX(t), U(t), A(t))VxV+

L(t,X(t), U(t), A(t)) +
1

2γ2
▽ V T ▽ V = 0.

(4.5)
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Donde: Vxixj denota la segunda derivada parcial de V respecto a xi, xj. Propo-

ner una función de valor como la solución viscosa de la ecuación (4.5), esta función

de valor toma la forma:

V (t) =
1

2
(X(t)− SP )TP (t)(X(t)− SP ) +R(t). (4.6)

Derivando V (t) y sustituyendo en la ecuación (4.1) y en (4.5)

0 =
1

2
(X(t)− SP )T Ṗ (t)(X(t)− SP ) +

ϵ

2γ2
P (t)

+(A0 + A1x(t))P (t)(X(t)− SP )−
1

4
(X(t)− SP )TP (t)B(t)BT (t)P (t)(X(t)− SP ) +

X2(t) +
1

2γ2
(X(t)− SP )TP 2(t)(X(t)− SP ). (4.7)

Minimizando sobre el espacio de controles admisibles U , sustituyendo el control

óptimo mı́nimo en la ecuación (4.7). La ecuación de control toma la forma (4.3), y

al recopilar los términos XT (t)X(t), la ecuación matricial para Ṗ (t), la formulación

(4.4) es obtenida.

El problema del control óptimo estocástico R-S consiste en diseñar un control

óptimo u(t) (4.3) que minimice la función de costo cuadrático exponencial J (4.2) y

hace que el estado alcance los valores del SP.

La Figura 4.1 representa el diagrama de control óptimo estocástico R-S con

seguimiento de acuerdo con (4.1) y (4.4).
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Figura 4.1: Representación del diagrama del control óptimo estocástico R-S con

seguimiento.

4.2 Planteamiento y solución del problema de

control PID

Para poder comparar el control óptimo estocástico R-S con seguimiento con

el control PID al cual se le sumó en la simulación el ruido blanco
√

ε
2γ2dW1(t) con

diferentes valores del parámetro ϵ.

Los controladores convencionales son los de histéresis, proporcional (P), Pro-

porcional Integrales (PI) y Proporcional Integral Derivados (PID). Antes de los últi-

mos avances, el método de control más utilizado en los sistemas de refrigeración
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Figura 4.2: Diagrama del sistema del control PID.

era la técnica de histéresis. El controlador PID ha sido ampliamente utilizado en

la industria. Por lo tanto, también se ha utilizado ampliamente en los sistemas de

calefacción, aire acondicionado y refrigeración [71]. La Figura 4.2 muestra la repre-

sentación del diagrama de control PID según (5.15). El tiempo final se calculó según

el método propuesto por [3].

Para realizar la simulación se programaron en LabVIEW los valores del PID

obtenidos en la sección 2.5.

El tiempo de procesamiento y el tiempo muerto se calcularon según el método

propuesto por Cecil L. Smith [58], aplicando la sintońıa de Z-N, los valores para

la ganancia del controlador son Kp = 0.25, Ti = 0.46, Td = 0.11. El control, se

representa con la ecuación (4.8):

u(t) = 0.25

{

e(t) +
1

0.46

∫ t

0

e(t)d(t)− (0.11)
de(t)

dt

}

. (4.8)

Considerando que el SP es −10◦C y retomando la ecuación del estado TR(t)

(4.1) ahora con el control PID sintonizado por la metodoloǵıa de Z-N la ecuación de

TR cambia a la ecuación (4.9):

dTR(t)

dt
=

UEAETER

mCp

− UEAE

mCp

TR(t)−
[

h4(TR(t))− h1(TR(t))

[mCp]

]



CAPÍTULO 4. PLANTEAMIENTO Y SOLUCIÓN DEL PROBLEMA 63

[

0.25e(t) + 0.53533

∫ t

0

e(t)d(t)− 0.00275
de(t)

dt

]

+

√

ϵ

2γ2
dW1(t). (4.9)

De la misma manera se realiza los cálculos de la sintońıa de CHR, los valores

para la ganancia del controlador son Kp = 3.398, Ti = 0.011, Td = 0.001. El control

se presenta en la ecuación (4.10):

u(t) = 3.398

{

e(t) +
1

0.011

∫ t

0

e(t)d(t)− (0.001)
de(t)

dt

}

. (4.10)

Siguiendo con el mismo valor de SP de −10◦C y retomando la expresión del

estado TR(t) (4.1) el estado con el control PID cambia a la ecuación (4.11):

dTR(t)

dt
=

UEAETER

mCp

− UEAE

mCp

TR(t)−
[

h4(TR(t))− h1(TR(t))

[mCp]

]

[

3.398e(t) +
3.398

0.011

∫ t

0

e(t)d(t)− 0.00339
de(t)

dt

]

+

√

ϵ

2γ2
dW1(t). (4.11)

Continuando con la misma metodoloǵıa de las sintońıas anteriores se procede

a la metodoloǵıa de Cohen-Coon, los valores para la ganancia del controlador son

Kp = 4.845, Ti = 0.011, Td = 0.001. El control, se representa como:

u(t) = 4.845

{

e(t) +
1

0.011

∫ t

0

e(t)d(t)− (0.001)
de(t)

dt

}

. (4.12)

Continuando con la consideración de darle valor al SP de −10◦C y retomando

la expresión del estado TR(t) (4.1) cambia a la ecuación (4.13):

dTR(t)

dt
=

UEAETER

mCp

− UEAE

mCp

TR(t)−
[

h4(TR(t))− h1(TR(t))

[mCp]

]

[

4.845e(t) +
4.845

0.011

∫ t

0

e(t)d(t)− 0.00484
de(t)

dt

]

+

√

ϵ

2γ2
dW1(t). (4.13)
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Los resultados de la simulación del sistema de refrigeración se presentan en el

caṕıtulo 5.

4.3 Planteamiento y solución al filtrado

4.3.1 Filtrado Risk-Sensitive

Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad completo con una familia derecha

continua, creciente de σ-álgebras F (t), t ≥ 0, y sea (W (t), F (t), T ≥ 0) un proce-

so F (t) adaptado de Wiener. Considerando los procesos aleatorios no observables

F (t)−medibles x(t) gobernados por las ecuaciones de estado polinomial de primer

grado (4.1) como se puede ver [72]. La ecuación de observación es lineal y está dada

por:

y(t) = x(t) +

√

ϵ

2γ2
dW2(t). (4.14)

Donde x(t) ∈ R, es la variable de estado, dW2(t) ∈ Rn son los términos de

difusión, representados por el proceso browniano, independientes entre śı y de la

condición inicial X(0). La solución al problema de filtrado R-S para la ecuación

de estado (4.1), con ecuación de observaciones (4.14) está dada por la ecuación

diferencial para el valor estimado C(t) :

La función de costo cuadrática exponencial J a minimizar está dada por:

J = ϵlogEexp[
1

ϵ

∫ T

0

[(X(t)− C(t))TR(t)(X(t)− C(t))]dt/Y (t)]. (4.15)

Donde R(t) = 1, E denota el valor condicional esperado, dadas las observaciones

Y (t). El problema de filtrado consiste en obtener la ecuación de un estimador de

estado, que minimice el error, y los valores del criterio exponencial cuadrático J en

el tiempo final. Aplicando las ecuaciones (2.89) y (2.90)), a la ecuación de estado

del sistema de calefacción (5.5) y (4.14), la ecuación del estado estimado C(t) se da
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como la solución de la siguiente ecuación diferencial:

Ċ(t) =
−UATout

m̂Cp

+
UA

m̂Cp

C (t)−Q−1 (t)E1(t) (dy − C(t)) , (4.16)

donde:Q(t) es la solución de la siguiente ecuación de Riccati:

Q̇(t) = −2Q(t)

[

UA

m̂Cp

]

+QT (t)Q(t), (4.17)

con Q(t) ∈ Mn×n, cuyos puntos de equilibrio son Q1 = −0.9844 y Q2 = 1.0158.

4.3.2 Filtrado Kalman Bucy

El problema de filtrado óptimo para sistemas lineales estocásticos con obser-

vaciones lineales fue resuelto en los años 60′s y su solución es conocida como el filtro

de Kalman Bucy. Esta solución es obtenida en forma cerrada; sin embargo, cuando

el sistema dinámico es no lineal, la aplicación de las ecuaciones del filtro de Kalman

Bucy recibe el nombre de filtro de Kalman Bucy extendido, el cual considera solo

los términos lineales del estado [43].

Aplicando las ecuaciones de filtro Kalman-Bucy extendidas de [42] en la ecua-

ción (4.14) y la ecuación (4.1). La ecuación del estimado del estado está dado por:

x̂(t) =
1

63.5
x̂(t) + P (t) [Y (t)− x̂(t)] . (4.18)

Donde P (t) es la solución de la ecuación de covarianza del error:

Ṗ (t) =
2

63.5
P (t)− P2(t) +

ϵ

2γ2
(4.19)

La función de costo cuadrática exponencial J a minimizar es (4.15).

Las ecuaciones (4.14), (4.1), (4.18), (4.19) y (4.15) son simuladas en Simulink

los resultados se presentarán en el caṕıtulo 5.



Caṕıtulo 5

SIMULACIÓN Y RESULTADOS

5.1 Aplicación al sistema de calefacción con

una resistencia eléctrica

5.1.1 Control óptimo estocástico R-S con seguimiento

en el sistema de calefacción

Dado que en el sistema de calefacción es necesario mantener la temperatura

del interior del recinto en el valor fijo del SP, este proceso se ve afectado por la

existencia de factores ambientales que provocan perturbaciones en el comportamien-

to del estado del sistema, provocando que no se alcanze el valor del SP. Luego se

aprecia la necesidad de introducir el término estocástico, como un ruido blanco de

Gauss, multiplicado por los parámetros del problema R-S y una entrada del con-

trol en el estado que hacen que el estado alcance los valores del SP. En cuanto a

que en el sistema de calefacción participan factores sin control como las condiciones

ambientales, se añade un término estocástico a la ecuación (3.14), y que los valores

de estado no se aproximan al SP debido a estas condiciones adversas, surge la ne-

66
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cesidad de introducir el control no lineal con seguimiento, el cual es inminente. Se

obtiene el siguiente sistema dinámico. Haciendo una similitud con el planteamiento

del problema de control no lineal R-S con seguimiento, correspondiente a la ecuación

(3.14),

dTin(t) =

(−UATout

m̂Cp

+
UA

m̂Cp

Tin(t) +B(t)U(t)

)

dt+

√

ϵ

2γ2
dW1(t). (5.1)

Se aplica el Teorema 4.1 para obtener la ecuación del control óptimo estocástico

R-S con seguimiento, la cual se da por la ley del control óptimo (4.3) y:

u∗(t) = −1

2
P (t)(Tin(t)− 10), (5.2)

La ecuación (4.4) P (t) toma la forma:

Ṗ (t) = −2P (t)A1 − 2. (5.3)

Obtención del punto de equilibrio de P (t),

1

−A1

= P (t), (5.4)

donde A1 = UA
mCp

, P (0) = 0, y el valor del punto de equilibrio es −45.48. El estado

óptimamente controlado toma la forma:

dTin(t) =

[−UATout

m̂Cp

+
UA

m̂Cp

Tin(t)

]

dt+ (5.5)

[

−1

2
P (t)(Tin(t)− 10)

]

dt+

√

ϵ

2γ2
dW1(t).

Las ecuaciones del control óptimo estocástico R-S con seguimiento (5.2), matriz

de ganancia P (t) (5.3), función de costo cuadrático exponencial J (4.15), y el estado

(5.5) se simulan en Simulink, por T = 100 segundos.

5.1.2 Control PID en el sistema de calefacción

La ecuación (3.14) se puede reescribir de la siguiente manera:

UA

m̂Cp

(Tin(t)− Tout) =
dTin(t)

dt
. (5.6)
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Asignando 1
τ
= UA

m̂Cp
, la ecuación (5.6) toma la forma:

1

τ
(Tin(t)− Tout) =

dTin(t)

dt
. (5.7)

Como esta es una ecuación diferencial lineal, se obtiene la transformada de

Laplace aplicada, donde Tin(0) = 0, por lo tanto, este modelo (5.8) representa la

respuesta dinámica de la temperatura dentro del recinto

Tin(s)

Tout(s)
=

1

[τs− 1]
. (5.8)

Aplicando la sintońıa para control regulatorio, los valores para la ganancia del

controlador son los siguientes:

Kp = 0.1 Kc = 35.41 ti = 10.9 td = 3.16.

El control se representa como:

u(t) = 0.1e(t) +
0.1

10.9

∫ t

0

e(t)d(t) + (0.1)(3.16)
de(t)

dt
. (5.9)

La ecuación del estado (5.5) con control PID toma la forma

dTin(t) =

[−UATout

m̂Cp

+
UA

m̂Cp

Tin(t)

]

dt+ (5.10)

[

0.1e(t) +
0.1

10.9

∫ t

0

e(t)d(t) + [(0.1)(3.16)
de(t)

dt

]

+

√

ϵ

2γ2
dW1(t).

La fórmula integral aplica criterios de beneficios para construir el modelo PID,

como se puede ver en [73].

G(s) = 35.41

[

1 +
1

10.9
+ 3.16

]

∗ 0.1

(20s+ 1)
. (5.11)

G(s) es la forma completa de la función de transferencia que representa la

dinámica del proceso. Las ecuaciones del estimado R-S se obtienen para el sistema

con control óptimo estocástico R-S con seguimiento y para el sistema con PID,
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observando errores menores, aśı mismo los valores del criterio exponencial cuadrático

a minimizar son menores, cuando el sistema es controlado por medio del control

óptimo estocástico R-S con seguimiento.

5.1.3 Aplicación de filtros y control óptimo con

seguimiento y PID en el sistema de calefacción

Se realizó una simulación en la plataforma de LabVIEW para poder ver que se

logra controlar el estado que es la temperatura interior mediante el control óptimo

estocástico R-S con seguimiento y también se logra controlar el estado mediante PID

cabe mencionar que en las simulaciones se busca un valor SP −10◦C, las simulaciones

de cada estrategia de control se realizaron para el sistema de refrigeración.

Los resultados se ilustran en la Tabla 5.1 para algunos valores del parámetro

ϵ. Estos resultados se comparan con los valores de PID.

Tabla 5.1: Valores de estados control óptimo estocástico R-S con seguimiento y

PID para diferentes valores del parámetro ϵ.

R-S Control PID

ϵ Valor de estado (5.5) Error Valor de estado(5.10) Error

0.01 9.84 -0.15 10.66 0.06

0.1 9.83 -0.16 10.56 0.18

1 9.80 -0.19 10.56 0.56

10 9.69 -0.31 11.77 1.77

100 9.34 -0.65 15.6123 5.6

1000 8.23 -1.76 27.71 17.71

El error es la diferencia entre SP y el estado controlado óptimamente. Como

puede ver en la Tabla 5.1, ambos controles hacen que el estado llegue al SP. Sin
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embargo, el valor del error es menor para la columna de control óptimo estocástico

R-S con seguimiento respecto al error de PID para todos los valores del parámetro,

ϵ como se puede ver en la Tabla 5.1.

El intervalo de variación para el estado óptimamente controlado es menor res-

pecto al estado con PID. Como se muestra en lala Tabla 5.1, los valores del error

oscilan entre los valores ± 0.5◦C con el control óptimo estocástico R-S con seguimien-

to. Por otro lado, el error oscila entre los valores ± 1◦C con PID de la temperatura

del SP y la temperatura real del recinto.

El problema de filtrado consiste en obtener la ecuación de un estimador de

estado, que minimice el error, y los valores del criterio exponencial cuadrático J en

el tiempo final. Las ecuaciones (5.5), (4.14), (4.16), (4.17) y (4.15) se simulan usando

Simulink en T = 100 segundo. Los resultados obtenidos de la simulación se presentan

en la Tabla 5.2, donde se aprecian los valores del error y J , el criterio cuadrático

exponencial para diferentes valores del parámetro ϵ, cuando se utiliza el control R-S

con ecuaciones de seguimiento y cuándo se utiliza la ecuación PID.

Tabla 5.2: Errores R-S, errores PID, J (4.15), para diferentes valores del parámetro

ϵ con control óptimo estocástico, R-S con seguimiento y PID.

ϵ Error Error J J

R-S PID R-S (4.15) PID (4.15)

0.01 0.2263 0.2938 inf inf

0.1 0.2203 0.4319 63 17

1 0.2817 0.8738 13 17.45

10 0.1467 2.263 15.3 24.2

100 -0.031 6.663 33 99

1000 -0.593 20.58 202 869

Como se puede ver en la Tabla 5.2 que los valores de error para el estimado R-S
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son menores cuando se aplicaron las ecuaciones de control óptimo estocástico R-S

con seguimiento para todos los valores del parámetro ϵ. De manera similar, el control

R-S óptimo con seguimiento produce valores más bajos en el error y en el criterio

cuadrático exponencial J para todos los valores del parámetro ϵ con respecto al PID.

Se calculó la desviación estándar del error de cada uno de los filtros, siendo estas

σ = 0.905 para el estimado R-S y σ = 18.4165 para el estimado de Kalman-Bucy

extendido, lo cual confirma lo mencionado anteriormente.

5.1.3.1 Filtros Kalman Bucy

Se aplican las ecuaciones de filtrado óptimo polinomial estocástico R-S y Kalman-

Bucy extendido, con la finalidad de comparar ambos estimados con las mismas con-

diciones del sistema de calefacción que se representa con la ecuación (5.1). Las ecua-

ciones (4.14), (4.1), (4.18), (4.19) y (4.15) son simuladas en Simulink el tiempo de

simulación para cada sistema de ecuaciones es 0 ≤ t ≥ 100. Los valores del error (di-

ferencia entre el estado y el estimado obtenido por cada filtro) para cada estimado:

Kalman-Bucy extendido y R-S se muestra en la Tabla 5.3, se puede observar que

los errores para ambos estimados son más pequeños para el estimado R-S, similar-

mente, los valores de la función costo exponencial cuadrática J son menores para las

ecuaciones de filtrado R-S.

5.1.3.2 Comparación de filtros R-S vs Kalman Bucy en el

sistema de calefacción

El Sistema de Resistencia Eléctrica se modela como un sistema dinámico sis-

tema de ecuaciones en control óptimo estocástico R-S. Las ecuaciones de control

con seguimiento están diseñadas para este sistema dinámico, también se obtiene el

PID. Los resultados de ambos controles se comparan en la Tabla 5.1, estableciendo

ventaja del control óptimo estocástico R-S con seguimiento, mediante la evaluación
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Tabla 5.3: Valores de errores para los estimados de Kalman-Bucy (4.18) y R-

S (4.16) y de la función criterio cuadrático a minimizar J (4.15), para diferentes

valores del parámetro ϵ.

ϵ Error Kalman-Bucy Error R-S J Kalman-Bucy J R-S

0.001 -14.58 -1.097*10−5 0.0125 4.19*10−6

0.01 -9.329 -3.44*10−5 0.0865 4.19*10−5

0.1 -3.3038 -0.000108 0.288 4.19*10−4

1 -1.049 -0.000344 0.544 4.19*10−3

10 -0.3268 -0.001088 0.124 0.04188

100 0.9282 -0.00344 96.15 0.4188

1000 10.53 -0.01088 3939.75 4.1885

10000 49.98 -0.0345 8.6*104 41.885

del error. Aśı mismo, evaluando los valores de la función exponencial cuadrática a

minimizar J son menores para el control óptimo estocástico R-S con seguimiento

que cuando se aplica el control PID, para todos los valores del parámetro ϵ como se

puede ver en la Tabla 5.2.

Al comparar la aplicación de las ecuaciones de filtrado óptimo R-S y de Kalman-

Bucy extendido a un modelo de calefacción, representado mediante una resistencia

eléctrica. Se puede observar que el estimado R-S es mejor que el Kalman-Bucy exten-

dido, como se puede ver en la Tabla 5.3, ya que los valores de la función exponencial

cuadrática a minimizar J (4.15) son menores para el estimado R-S como se puede

ver en la Tabla 5.3, aśı mismo, el error es más pequeño, bajo las mismas condiciones

y todos los valores del parámetro ϵ.
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5.2 Temperatura del evaporador de un

sistema de refrigeración

5.2.1 Control óptimo estocástico Risk-Sensitive con

seguimiento aplicado en un evaporador de un sistema de

refrigeración

Dado que es necesario mantener la temperatura dentro del recinto en el valor

del SP y este proceso se ve afectado por la existencia de factores ambientales y volta-

je, entre otros, creando perturbaciones en el comportamiento del estado del sistema

que provocan que no se haya alcanzado el valor del SP. La temperatura se mide con

un termopar que tiene una precisión de 0.5◦C, que es como una pequeña antena que

recogen mucho ruido. Luego se introduce el término estocástico, como ruido blanco

de Gauss, asumiendo que las condiciones para su existencia y la ortogonalidad con

x(t0) son verdaderas [74]. Respecto a la ecuación (3.5) es no lineal, aplicando el plan-

teamiento del problema control estocástico R-S con seguimiento (4.1), sustituyendo

A0(t) =
UEAETER

mCp
, A1(t) =

UEAE

mCp
queda la dinámica del estado:

dTR(t)

dt
=

UEAE

mCp

[TER − TR(t)] +
ṁ

mCp

[h4(TR(t))− h1(TR(t))]

+

√

ϵ

2γ2
dW (t). (5.12)

La solución al problema R-S con seguimiento de control está dada por la ley

de control óptimo R-S de acuerdo con el Teorema 4.1 por lo que la ecuación (4.3)

toma la forma:

u∗(t) = −1

2

[h4(TR(t))− h1(TR(t))]

mCp

P (t)(TR(t)− SP ). (5.13)

Para calcular UEAE, se instalaron sensores de presión y temperatura en la

entrada del compresor y en la salida del condensador se aisló la tubeŕıa y no se
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consideraron cáıdas de presión en el sistema. A0(t) = UEAETER

mCp
= 350, A1(t) =

UEAE

mCp
= 35. Sustituyendo A1 y B en la ecuación (4.4) la ganancia P (t) es la solución

de

Ṗ (t) =

[

[h4(TR(t))− h1(TR(t))]
2

4[mCp]2
− I

γ2

]

P 2(t)− 2

[

UEAE

mCp

p(t)

]

− 2. (5.14)

El punto de equilibrio es −0.0135. En la Figura 5.1, se presenta el valor de

la ganancia P (t). La condición inicial para el estado es X(0) = 0, P (0) = 0 y las

condiciones de SP = −10.

P
 (
t)

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

0

Tiempo (seg)

0 5,000 10,000 15,000 20,000

Figura 5.1: Gráfica de ganancia P (t), (5.14) con valor del parámetro ϵ = 1.

Al asumir ṁ el rol de control y sustituyendo ṁ (5.12), el estado óptimo con-

trolado viene dado por

dTR(t)

dt
=

UEAETER

mCp

− UEAE

mCp

TR(t)−
[

h4(TR(t))− h1(TR(t))

2mCp

]2

P (t)(TR(t)− SP )

+

√

ϵ

2γ2
dW1(t). (5.15)

En la Figura 5.2 se presenta el comportamiento del estado con ϵ = 1. Como

puede ver, el estado alcanza el valor del −10◦C en, 4,877 segundos sin presentar

ningún sobre-impulso u oscilación.

La función costo cuadrática exponencial J (4.2) toma la forma:

J = ϵlogE
[

e[
1

ϵ

∫
[(TR(t)−SP )2+0.0001U(t)2]dt+ 1

2
0.001(TR(T )−SP )2]

]

. (5.16)



CAPÍTULO 5. SIMULACIÓN Y RESULTADOS 75

Figura 5.2: Gráfica del estado TR(t) (5.15) con valor del parámetro ϵ = 1.

Donde H(t) = 0.0001, Q(t) = 1, R(t) = 0.001. El sistema de ecuaciones de

control óptimo (5.13), la ganancia (5.14), la función criterio costo cuadrática J (5.16)

y TR(t) (5.15) para el control óptimo estocástico R-S con seguimiento.

Los valores del estado TR(t) (5.15) con control óptimo estocástico R-S con

seguimiento, el valor del error [TR(t) − SP ], la ganancia P (t) ecuación (5.14), la

función costo cuadrática exponencial J (5.16) son simulados con la plataforma de

LabVIEW 2014, por T = 20000 segundos. Los resultados son ilustrados en la Tabla

5.4 para diferentes valores del parámetro ϵ.

Tabla 5.4: Valores de los resultados de la simulación mediante el control óptimo

estocástico R-S con seguimiento con diferentes valores del parámetro ϵ.

ϵ TR(t) (5.15) Error P (t)(5.14) J (5.16) Ancho de banda del 2%

0.1 -9.999 4.7*10−13 -0.0135 11.5827 4877

1 -9.999 4.72*10−13 -0.0135 11.5828 4877

10 -9.999 4.74*10−13 -0.0135 11.5826 4877

100 -9.999 4.71*10−13 -0.0135 11.5819 4879

1000 -9.999 4.7*10−13 -0.0135 11.5856 4885

Como se puede ver en la Tabla 5.4, el tiempo de ancho de banda con un 2%

del valor final vaŕıa entre, 4877 - 4885 segundos (aproximadamente 82 minutos) para
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todos los valores del parámetro ϵ

Figura 5.3: Gráfica del control óptimo R-S, cuando ϵ = 1 señal de control máxima

1.

La Figura 5.3 muestra el control óptimo R-S, que la salida es limitada a máximo

uno para que se aproxime a los ĺımites operacionales del equipo.

5.2.2 Control PID aplicado en un evaporador de un

sistema de refrigeración

La temperatura del evaporador TR(t) (5.15) se presenta con los diferentes me-

todoloǵıas de sintonización de PID.

T
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PIDZiegler-Nichols
PIDChien-Hrones-Reswink
PIDCohen-coon

Figura 5.4: Temperatura del evaporador con tres métodos de sintonización PID.
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Como se puede ver en la Figura 5.4 el cambio de la temperatura con las dife-

rentes metodoloǵıas de sintonización PID, la ĺınea de color negro es por el método

de Z-N que es la representación de la ecuación (4.9), en cambio, la ĺınea roja es

por la sintonización CHR que es el resultado de la simulación de la ecuación (4.11),

por último la ĺınea verde es por la metodoloǵıa de Cohen-Coon que es la imagen

de la simulación de ecuación (4.13) además se puede apreciar que las tres metodo-

loǵıas PID tienen un comportamiento muy similar, ya que la dinámica del sistema

tiene un tiempo de asentamiento muy próximo a los 15, 000 segundos, además el

sobre-impulso, no está presente en ninguna representación de las sintonizaciones del

PID.

Tabla 5.5: Resultados de simulación de valores de la temperatura del evaporador

para diferentes valores del parámetro ϵ.

Temperatura

ϵ Z-N (4.9) CHR (4.11) Cohen-Coon (4.13)

0.1 -9.992 -9.991 -9.990

1 -9.992 -9.991 -9.991

10 -9.996 -9.992 -9.991

100 -9.994 -9.992 -9.991

1000 -9.991 -9.991 -9.992

En la Tabla 5.5 la diferencia en el compartimento de la temperatura del eva-

porador es mı́nima con cualquier de las tres metodoloǵıas de sintonización de PID

con diferentes valores del parámetro ϵ. Como se puede ver en la Tabla 5.6 el error

SP−(5.15) en estado estacionario es casi nulo por cualquier método de sintonización

de PID que se implemente con diferentes valores del parámetro ϵ. Como se puede

ver en la Tabla 5.7 los valores de la función costo cuadrática exponencial J (5.16)

oscilan entre los valores de 56.879 - 61.835 usando las tres metodoloǵıas de sintoni-

zación de PID con diferentes valores de difusión ϵ. Como se muestra en la Tabla 5.8,
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Tabla 5.6: Resultados de simulación de los valores del error en la temperatura del

evaporador para diferentes valores del parámetro ϵ.

Valores del error

ϵ Z-N CHR Cohen-Coon

0.1 0.007 0.008 0.008

1 0.007 0.009 0.008

10 0.003 0.007 0.008

100 0.005 0.007 0.008

1000 0.008 0.008 0.007

Tabla 5.7: Resultados de la simulación del valor de la función costo cuadrática

exponencial J (5.16) para diferentes valores del parámetro ϵ.

Valores J

ϵ Z-N CHR Cohen-Coon

0.1 ∞ ∞ ∞
1 60.539 61.835 61.835

10 59.057 61.058 61.060

100 56.879 59.587 59.273

1000 58.530 59.225 57.200

el ancho de banda en él 2% es 2.9554 horas variando entre 10, 639 − 11, 171 para

todos los valores del parámetro, ϵ aplicando el control PID con las tres metodoloǵıas

de sintonización.
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Tabla 5.8: Resultados de simulación del asentamiento del ancho de banda del 2%

para diferentes valores del parámetro ϵ.

Ancho de banda del 2%

ϵ Z-N CHR Cohen-Coon

0.1 10817 11171 11163

1 10906 11171 11170

10 10767 11144 11170

100 10639 11105 10968

1000 11016 11170 10873

5.2.3 Comparación de control óptimo estocástico R-S

con seguimiento vs Control PID aplicado en un

evaporador de un sistema de refrigeración

Se comparó el control óptimo estocástico R-S con seguimiento vs la metodoloǵıa

de control PID clásico, por tres diferentes metodoloǵıas de sintonización: Z-N, CHR

y Cohen-Coon como se muestra en la Figura 5.5 la curva de temperatura está en

respuesta transitoria ligeramente hacia abajo para valores mayores de −10◦C. Aśı

mismo, se puede observar el estado TR(t) (5.15) con el control óptimo estocástico

R-S con seguimiento se aplica para alcanzar el valor SP en menos tiempo que el

del control PID con todas las metodoloǵıas de sintonización. También se observa la

ausencia de sobre-impulsos y oscilaciones en los controles aplicados.

La Figura 5.5 muestra que las estrategias de control aplicadas tiene un com-

portamiento similar, es decir, no presenta oscilaciones ni sobre-impulsos.

Al comparar los resultados se puede ver en la Tabla 5.4 cuando el estado está

bajo control óptimo estocástico R-S con seguimiento, el valor de la función de costo

cuadrática exponencial JR−S presenta menos variaciones al variar la intensidad del
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Figura 5.5: Gráfico del estado con control óptimo R-S y los tres métodos de sin-

tonización PID, cuando ϵ = 1 señal de control máxima 1.

ruido, las variaciones de oscilan entre 11.5826 − 11.5856. Mientras que para el PID

con las tres metodoloǵıas de sintonización los valores de la función costo cuadrática

exponencial con el control PID JPID oscilan entre 56.8794−∞ y cuando el parámetro

ϵ = 0.1 como se ve en la Tabla 5.7, para otros valores del parámetro como ϵ = 1 el

valor mayor es de 61.835.

Al analizar los resultados del error en estado estacionario para todos los valores

del parámetro ϵ es igual a 4.7∗10−13◦C cuando se aplica el control óptimo estocástico

R-S con seguimiento, como puede ver en la Tabla 5.4, además se observa que el error

en estado estacionario para todos los valores del parámetro ϵ oscila entre 0.0031◦C

- 0.009◦C para todas las metodoloǵıas de sintonización cuando se utiliza el control

PID, como se puede observar en la Tabla 5.6.



Caṕıtulo 6

CONTRIBUCIONES

6.1 Control de temperatura en un evaporador

aplicando el control Risk-Sensitive

En este trabajo se publicó en la revista DYNA ingenieŕıa e industria, en julio

de 2022, donde se presenta un modelo estocástico de la dinámica de la temperatura

de un evaporador, aplicando las ecuaciones de control óptimo estocástico R-S con

seguimiento, para controlar su temperatura, siendo el único elemento final de control

la EEV [75].

6.2 Efect of Risk-Sensitive Stochastic

optimal control with tracking in an

evaporator

Este art́ıculo se publicó en la revista DYNA Enerǵıa y Sostentabilidad, en

enero del 2022, donde se presenta un modelado matemático que parte de las leyes

fundamentales de la f́ısica, este modelado generó un sistema no lineal aplicando el
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control R-S con seguimiento y es comparado con el control clásico PID, usando

diferentes metodoloǵıas de sintonización [76].

6.3 Non-linear Optimal Filter and Control

with Tracking vs PID Applied to an Electric

Resistance System

Este trabajo se presentó en ICMEAE (International Conference on Mecatro-

nics, Electronic and Automotive Engineering) Cuernavaca, Morelos, 2018 y sé públi-

co en las memorias de este mismo congreso, en el cual este art́ıculo se aplicaron las

ecuaciones de control óptimo R-S con seguimiento para sistemas estocásticos polino-

miales de primer grado, se presentan las ecuaciones óptimas de filtrado R-S aplicadas

al sistema de calefacción [70].

6.4 Aplicación de los Filtros Óptimos

Risk-Sensitive Y Kalman-Bucy Extendido a un

Sistema De Calefacción

En este trabajo se presentó en el congreso Nacional de Control Automático

en Monterrey N.L. 2017 y sé público en las memorias de este mismo congreso se

presenta una comparación de las ecuaciones de filtrado estocástico R-S para sistemas

polinomiales de primer grado, y las ecuaciones de filtrado de Kalman- Bucy extendido

[77].
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6.5 Implementation of control algorithms in

a climatic chamber

En este trabajo se presnetó en ICMEAE (International Conference on Meca-

tronics, Electronic and Automotive Engineering) Cuernavaca, Morelos 2016, y sé

público en las memorias de este mismo congreso, en este trabajo se desarrollaron e

implementaron los algoritmos de control, con los cuales se logró mejorar el rendi-

miento del sistema de enfriamiento de la cámara climática sin comprometer su ren-

dimiento en términos de precisión y estabilidad. También se evaluó el rendimiento

energético a través de la relación de presión debido al uso de estrategias de control

en el sistema de enfriamiento de la cámara climática con sistema de refrigeración

COP y la relación de presión como un comparador [78].



Caṕıtulo 7

CONCLUSIONES Y TRABAJO

FUTURO

7.1 Conclusiones

Se presentó la propuesta de un nuevo modelado de la temperatura de un evapo-

rador de un sistema de refrigeración y se aplicaron las estrategias de control óptimo

estocástico R-S con seguimiento vs. el control Proporcional Integral Derivativo PID

en un sistema de refrigeración.

Se minimizó la función costo cuadrática exponencial, J donde al aplicar control

óptimo estocástico R-S con seguimiento se observan valores menores de la función

costo cuadrática exponencial J . El tiempo de estabilización dentro del ancho de

banda del 2% es significativamente menor con el control óptimo estocástico R-S con

seguimiento.

Se observó en la simulación una mejora en la eficiencia del control de tempera-

tura deseada en la operación del sistema de refrigeración, empleando control óptimo

estocástico R-S con seguimiento.

Al comparar la aplicación de los filtros R-S en el sistema de calefacción se
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ve que minimizan la función costo cuadrática exponencial J y la señal del error es

menor.

7.2 Trabajo futuro

Como trabajo futuro pretendo:

1. Implementar la estrategia de control R-S en un sistema de refrigeración, ha-

ciendo el sistema más eficiente.

2. Mejorar el modelo matemático, el cual considere las restricciones f́ısicas del

sistema y las condiciones climáticas del medio donde se trabaje el sistema de

refrigeración.

3. Utilizar otros algoritmos de control con convergencia en tiempo finito o prede-

finido para mejorar el modo de operación del sistema de refrigeración.

4. Hacer el modelo matemático del sistema de refrigeración adimensional.
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