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CAPiTULO 1

INTRODUCCION

1.1 LA DISPERSION DE M@LLER

La dispersién de Mgller es el nombre que se le da a la interaccién (dispersion) entre
electron y electron en la electrodinamica cuantica, que lleva el nombre del fisico danés
Christian Mgller gracias a su publicacién llamada “Electron-electron scattering cross sec-
tion calculated using one-photon exchange (born) approximation.” En Annalen der Physik,
14:531, 1932 [2]. La interaccién de electrones que se idealiza en la dispersiéon de Mgller
forma la base tedrica de muchos fenémenos familiares, como la repulsion de electrones en

el atomo de helio.

Figura 1: Diagramas de Feynman a nivel arbol del proceso electron-electrén.

La dispersion de Mgller sigue siendo un proceso fundamental dentro de la teoria
de las interacciones de particulas. Y el problema de su descripcién matematica ha sido
un cambio de paradigma en la historia de la fisica reciente, el tratamiento matematico
que se pretende desarrollar en el presente trabajo contribuirda a una descripcion rapida y
eficaz del proceso general, asi como también se desarrollaran paso a paso las correcciones
radiativas aplicadas al propagador del foton y se realizara un andlisis de las consecuencias

de la introduccién de estas correcciones.
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Se puede expresar este proceso en la notacion utilizada en fisica de particulas:
e e —e e

También se puede representar este proceso a nivel arbol con dos diagramas de Feynman
Fig.1 y la representacién que incluye las correcciones radiativas al propagador del foton

puede verse en la Fig.2.

Figura 2: Diagrama de Feynman del proceso e-e con correcciéon al propagador del foton.

1.2 JUSTIFICACION

El estudio del proceso de dispersion elastica e — e es el caso ideal para analizar la
interaccion entre particulas puntuales. Problemas como protén-protén, protén-nicleo a

bajas energias son analizados en base al problema e"e™ — e~ e™.

Este proceso es uno de los mas fundamentales de la electrodinamica cuantica. La
comprension de la fisica y la matematica involucrada en la dispersiéon de Mgller son
necesarias para entender procesos mas complejos en la fisica de particulas elementales
y en la fisica nuclear. En su andlisis tedrico se involucraran las técnicas matematicas y
metodoldgicas modernas que se emplean en los procesos de la fisica nuclear y de la fisica
de altas energias. Este trabajo incluira correcciones radiativas en el propagador del foton.
Aportando asi un estudio moderno del problema de dispersion de Mgller con los métodos

de la teoria cudntica de campos.

Jests Servando Rojas Garza
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1.3 HIPOTESIS

Se puede realizar una descripcion del proceso de dispersion electron-electron a nivel
arbol e introducir y aplicar las correcciones radiativas correspondientes al propagador
del fotén utilizando los métodos matematicos mas modernos de la Teoria Cuéantica de
Campos, en particular de la Electrodinamica Cuantica de una manera rapida, eficaz y

clara.

Jests Servando Rojas Garza



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

1.4 OBJETIVOS

1.4.1 OBJETIVO GENERAL

Como objetivo general del trabajo de tesis se pretende realizar apoyados en el for-
malismo de la electrodinamica cuantica un calculo tedrico de la seccion eficaz de disper-
sién para el proceso e”e~ — e~ e~ a nivel arbol, también conocido como el proceso de
dispersion de Mgller, asi como también introducir y calcular las correcciones radiativas

correspondientes al propagador del foton.

1.4.2 OBJETIVOS PARTICULARES

= Plantear el formalismo de la teoria cuantica relativista para los procesos de disper-

sion.
» Calcular la matriz invariante de Feynman .7 .
= Analizar la correccion radiativa correspondiente al propagador del foton.
= Aplicar el tratamiento e introducciéon de las correcciones en el propagador.
= Hacer los calculos para el proceso de regularizacion de las divergencias.
= Realizar el proceso de renormalizacion de la carga.

= Presentar el resultado de los calculos.

Jests Servando Rojas Garza



CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1 LA ECUACION DE SCHRODINGER

La mecéanica cuantica postula que las particulas libres se pueden describir mediante
paquetes de ondas, que a su vez pueden descomponerse en una integral de Fourier de

ondas planas:

¥ (x,t) xexp{i(k-x—wt)} (2.1)

Siguiendo la hipétesis de De Broglie sobre la dualidad onda-particula, la longitud
de onda de una particula en mecanica cuantica puede relacionarse con su momentum con
A = h/p, o de manera equivalente, con el vector de onda k que se define como k = p/h.
La frecuencia angular de la onda plana que describe una particula se define segin el
postulado de Planck-Einstein, £ = hw. En unidades naturales con A = 1, la hipotesis de
de Broglie y el postulado de Planck-Einstein implican que k = p y w = F, por lo tanto,

la ecuacion (2.1) se simplifica a:

¥ (x,t) = Nexp {i (P -x — Et)} (2.2)

Donde N es la constante de normalizacion.

En la fisica clasica, la energia y el momentum de una particula son variables dina-
micas dependientes del tiempo y representadas por niimeros reales. En la interpretacion
de Schrodinger de la mecanica cudntica, la funcion de onda contiene toda la informacién
sobre el estado de la particula. Las variables dinamicas de un estado cuantico, como la
energia y el momentum, se obtienen a partir de la funcién de onda. Por lo tanto, en
la interpretacion de Schrodinger de la mecanica cuantica, las variables dependientes del
tiempo de la dindmica clasica son remplazadas por operadores independientes del tiempo

que actian sobre la funcion de onda que si depende del tiempo. Debido a que la funcion
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de onda contiene toda la informacién sobre un sistema, una cantidad observable fisica A
corresponde a la accién de un operador mecénico cudntico A sobre la funcién de onda [3].
Otro postulado de la mecanica cuantica es que el resultado de la medicién del observable
A serd uno de los eigenvalores de la ecuacion del operador actuando sobre la funcién de

onda.

A = ayp (2.3)

Para que A sea una observable fisica, los eigenvalores del operador correspondiente
deben ser reales, lo que implica que el operador debe ser hermitiano. Esto establece el

requerimiento de que:

/¢TA¢2dT=/ [A%rl/)ﬂT (2.4)

Dado que la onda plana de (2.2) representa una particula libre con energia F y

momentum p, identificaremos los operadores de momentum y energia, P y E, como:

P=—iV E=i— (2.5)

Que actuando sobre la funcién de onda, arrojan sus respectivos eigenvalores:

Py = —iVy = Py

L oY
By =ig =Ey

En la dinamica clasica la energia total de un sistema puede expresarse como la suma

de los términos de su energia potencial y su energia cinética,

P2
E=T+V=—+V
2m

Donde E puede expresarse como H es decir el Hamiltoniano del sistema, la expresion
equivalente en mecanica cuantica se define como los operadores de (2.5) actuando sobre
la funcién de onda, esto da como resultado la ecuacién de Schrodinger dependiente del

tiempo.

Jests Servando Rojas Garza
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0P (x,t)
e = Hv (x,t) (2.6)

2.2 LLA ECUACION DE KLEIN-GORDON

Uno de los requisitos fundamentales para una formulacién relativista de la mecanica
cuantica es que la ecuacién de onda asociada sea invariante bajo las transformaciones de
Lorentz. Sin embargo, la ecuacién de Schrédinger, introducida en (2.6) no cumple con esta
condicion. La falta de invariancia de la ecuacion de Schrodinger bajo transformaciones de
Lorentz se deriva de su construccion a partir de la relacién no relativista entre la energia de
una particula libre y su momentum [4]. El primer intento de construir una teorfa relativista
de la mecénica cuantica se dio con la ecuacién de Klein-Gordon. La ecuacién de onda de

Klein-Gordon se obtiene al escribir la relaciéon de energia-momentum de Einstein,

E* =P +m? (2.7)
En forma de operadores actuando sobre la funcién de onda,

A

By (x,t) = py (x,t) +m*P (x,1), (2.8)

Usando los operadores de energia y momentum (2.5) se llega a la ecuaciéon de onda de

Klein-Gordon;
o2
oY _ V2 — m? (2.9)
ot
La ecuacién de Klein-Gordon, es de segundo orden tanto en las derivadas espaciales co-
mo en las temporales, esta puede expresarse en forma manifiestamente invariante bajo

transformaciones de Lorentz como,
("0, +m*) =0, (2.10)

La ecuacién tiene soluciones en forma de onda plana, por lo tanto, las soluciones en forma
de onda plana satisfacen la relacién de energia-momentum de Einstein, donde la energia

de la particula esta relacionada con su momentum por,

E =++/p?* + m? (2.11)

En la mecanica clésica, las soluciones de energia negativa pueden descartarse como no fisi-
cas. Sin embargo, en la mecdnica cuantica, se requiere que todas las soluciones formen un

conjunto completo de estados, y las soluciones de energia negativa no pueden descartarse

Jests Servando Rojas Garza
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de esta manera. Aunque no es claro como interpretar las soluciones de energia negativa,
hay un problema mas grave con las densidades de probabilidad asociadas. Si se tienen las

expresiones para la densidad de probabilidad y la corriente de probabilidad,

(L0
P—@(¢E—¢6t> (2.12)
j=—i("Vy —9Vyr) (2.13)

Estas implican que las soluciones de energia negativa tienen densidades de probabili-
dad negativas no fisicas. A partir de la presencia de soluciones de densidad de probabilidad
negativa, se puede concluir que la ecuacién de Klein-Gordon no proporciona una descrip-

cion coherente de todos los estados posibles de una particula para un sistema relativista.

2.3 LA ECUACION DE DIRAC

Los problemas con la ecuacién de Klein-Gordon llevaron a Dirac a buscar una for-
mulacién alternativa de la mecénica cuantica relativista. La ecuacion que encontré no
solo resolvié el problema de las densidades de probabilidad negativas, sino que también
proporcion6é una descripcion natural del espin intrinseco y los momentums magnéticos de
los fermiones de espin medio [3]. Dirac buscé una ecuacién de onda que fuera de primer

orden tanto en sus derivadas espaciales como temporales,

~

B = (e p+ Bm)y (2.14)
lo cual, en términos de los operadores de energia y momentum, puede ser escrito como,

0 .0 0

za = (—iay - iazg + Bm)y (2.15)

o —
ox Yoy 0z

Si las soluciones representan particulas relativistas, también deben satisfacer la relacion de
energia-momentum de Einstein, lo que implica que satisfacen la ecuacién de Klein-Gordon.

Este requisito impone fuertes restricciones sobre las constantes o y [ explicitamente las

siguientes,
al = 045 =al=p3= (2.16)
a;3 + Ba; =0 (2.17)
ajo + oy =0 (j # k) (2.18)

Jests Servando Rojas Garza
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Donde [ representa la unidad. Las relaciones anticonmutativas impuestas por (2.17) y
(2.18) no pueden ser satisfechas por cualquier tipo de ntimero, los objetos mateméaticos
mas simples que pueden satisfacerlas son las matrices, por la propiedad ciclica de las

trazas, con (2.17) y (2.18) se puede probar que,
Tr(a;) = —Tr(o) (2.19)

Debido a que la suma de los eigenvalores de una matriz es igual a su traza, y aqui las
matrices tienen eigenvalores de +1 o —1, la tinica forma en que la traza puede ser cero
es si las matrices «; y 8 tienen dimensiéon par. Por lo tanto, a,, ay, a, y B8 son cuatro
matrices hermiticas mutuamente anticonmutativas de dimension par y traza cero. Dado
que solo hay tres matrices mutuamente anticonmutativas de 2 x 2 y traza cero, el objeto
de menor dimensién que puede representar o, o, o, y B son matrices de 4 x 4. Por lo
tanto, el Hamiltoniano de Dirac de H = (- P+ pm) es una matriz de operadores de 4
x 4 que debe actuar sobre una funcién de onda de cuatro componentes, conocida como

un espinor de Dirac.

Wb = (2.20)
(N

El 4lgebra de la ecuacion de Dirac estd completamente definida por las ecuaciones (2.16),
(2.17) y (2.18). Sin embargo, es conveniente introducir una forma explicita para o, oy, o,
y . La eleccién convencional es la representacion de Dirac-Pauli, basada en las matrices

de espin de Pauli.

Donde,

1 0 0 1 0 —1 1 0
I= 5 Ogp = ) Oy = . ) 0, = y
0 1 10 1 0 0 —1

La ecuacién de Dirac en su forma covariante puede ser expresada como,

(iv"0, —m)y =0 (2.21)

Jests Servando Rojas Garza
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Donde * son las matrices gamma de Dirac definidas como,

V=8, Y'=pa,, 7 =Pa, =P, (2.22)

Cabe destacar que las matrices satisfacen las relaciones de anticonmutacién de Clifford y

las condiciones de Hermiticidad.

2.4 E1. CAMPO DE DIRAC

En la segunda cuantizacion del campo de Dirac, se expande el campo de Dirac en
términos de modos de oscilacién. Esto significa que se descompone el campo en términos de
sus componentes de onda plana [1]. La funcién de onda plana describe cémo se comporta,
el campo en el espacio y el tiempo. El campo de Dirac se puede expandir en términos de

modos de oscilacion de la siguiente manera:

d? . -
0@ =3 [ s g (PRI v o p)e)

Donde:

>, representa la suma sobre todos los posibles estados de espin s.
» La integral [ % se realiza sobre todo el espacio de momentums.

» /2FE} es un factor de normalizacién que asegura que la densidad de probabilidad

esté bien definida.

» uy(p) v vs(p) son los eigenvectores de la matriz de Dirac para particulas y antipar-

ticulas, respectivamente.

» a,(p) y bl(p) son los operadores de aniquilacién y creaciéon de particulas y antipar-

ticulas, respectivamente.

_ 2 2 ‘ ‘
» B, = +/p?+ m? es la energia de la particula.
s e % y ¢ 5on las ondas planas.
Ademas, los operadores de creacion y aniquilacién satisfacen las relaciones de con-

mutacién candnicas anticonmutativas (o relaciones de anticonmutaciéon de fermiones) y

también satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:

Jests Servando Rojas Garza
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{a,(p), al(q)} = (27)%0,.6°(p — q)

{b:(p), bl(q@)} = (27)*6,:6%(p — q)

Los operadores de energia, momentum y carga para el campo de Dirac en términos de los

operadores de creacion y aniquilaciéon son:

» Operador de Energia (H):

W= [ (alp)ou(o) + (o0 (p)

» Operador de Momentum (P):

P [ 2250 alb)ap) + 8w (p)

» Operador de Carga (Q):

Q= [ 2 (alplaato) ~ Hp )

Donde af(p) y bi(p) son los operadores de creacién de particulas y antiparticulas,
respectivamente, mientras que as(p) y bs(p) son los operadores de aniquilacién. Los sub-
indices s denotan los distintos estados de espin. Las integrales son sobre todo el espacio

de momentums.

2.5 LA MATRIZ DE DISPERSION S

La matriz de dispersién S es una matriz que actia en el espacio de Hilbert de los
estados de entrada y salida del sistema [1]. En el contexto de la teoria cudntica de campos,

S se expresa de la siguiente manera:

s=3 (_ni!)n/.../d4x1d4x2...d4an{<%’j(x1)jﬁ(x2)...%(wn)} (2.23)

Jests Servando Rojas Garza
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Donde:

= T es el operador de ordenamiento temporal.

s 77 es la densidad Hamiltoniana de interaccion, expresado en términos de los ope-

radores de campo.

= La integral se realiza sobre todo el espacio.

Esta expresion representa la evolucion temporal de los operadores de campo bajo la
influencia de la interaccién, donde S codifica como los estados de entrada se transforman
en estados de salida debido a la interaccién. S es de suma importancia ya que la amplitud

de probabilidad de que en un sistema se pase de un estado inicial a uno final esta dada

por (f[S5]4).

2.6 DIAGRAMAS DE FEYNMAN

Los diagramas de Feynman son una parte esencial del lenguaje de la fisica de parti-
culas. Ellos son una poderosa representacion de las transiciones entre estados en la teoria
cuantica de campos y representan todos los posibles ordenamientos temporales en los que

puede ocurrir un proceso [4].

Por ejemplo, para el proceso a + b — ¢ + d tenemos los diagramas ordenados en el
tiempo de la Fig. 3, en el de la izquierda la particula a emite un fotén que después es
recibido por la particula b, y en el de la derecha es b quien emite el fotén y a es quien lo
absorbe. Estos son los dos posibles ordenamientos temporales en los que puede ocurrir el

proceso.

tiempo
tiempo

Y
Y

espacio espacio

Figura 3: Posibles ordenamientos temporales para el proceso a + b — ¢+ d.

Jests Servando Rojas Garza



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 13

La suma de estos posibles ordenamientos temporales se representa mediante un
diagrama de Feynman. La parte inferior del diagrama representa el estado inicial y la
parte superior representa el estado final. Todo lo intermedio representa la manera en
que ocurrié la interaccién, independientemente del orden en el tiempo. Por lo tanto, el
diagrama de Feynman para los procesos de dispersién a + b — ¢ + d, que se muestran en

la Fig.3, representa la suma de los dos posibles ordenamientos temporales Fig.4.

A A
& FEstado final d

tiempo

_I_
tiempo

Y

A 4

espacio espacio

Figura 4: El diagrama de Feynman del proceso a + b — ¢ + d.

Las particulas intercambiandose que aparecen en la parte intermedia de un diagrama
de Feynman se denominan particulas virtuales. Una particula virtual es una construccion
matematica que es la consecuencia de sumar todos los posibles diagramas ordenados en

el tiempo y sumar los posibles estados de polarizaciéon de la particula de intercambio [4].

Lo mas usual es que los diagramas de Feynman se presenten en el espacio de mo-
mentums ya que esto permite simplificar la matematica asociada a estos.

2.7 REGLAS DE FEYNMAN PARA LA EDQ

Los elementos de la matriz S, con los cuales se realizan distintos tipos de céalculos,
exhiben una estructura definida que nos permite asociar factores individuales y carac-
teristicas con los diferentes aspectos de su correspondiente diagrama de Feynman de la
interaccion, esto nos permite definir una serie de reglas con las cuales se puede construir la
expresion mateméatica directamente de los diagramas de Feynman. Es importante definir

M como:

M= (2.24)
n=1

Donde .# es conocida como la «matriz invariante de Feynmany» o «amplitud de Feynmany,
la contribucién .# ™ viene del enésimo orden de la perturbacién del termino S™ [1]. La
amplitud de Feynman se obtiene conectando lineas internas y externas a los vértices

del diagrama, donde en cada vértice confluyen los campos de las lineas que lo tocan, y
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donde tambien para cada vértice se conserva la energfa, asi .# ™ se obtiene en base a las

siguientes reglas [1]:

= Por cada vértice escribase un factor iey®.

s Por cada linea fotdénica interna con momentum k A~ s~~~ escribase un factor

iDpas(k) = T2t

k24ie

, e s . . . p s
= Por cada linea fermidénica interna etiquetada con momentum p ————— escribase

1

un factor ’lSFaﬂ(p) = ’Lm

s Por cada linea externa se escriben los factores:

« Para cada electrén inicial con momentum p —2>—, u(p, s)
o Para cada electrén final con momentum p — > @(p, s)
« Para cada positrén inicial con momentum p —e——, %(p, s)
« Para cada positrén final con momentum p — e u(p, s)
« Para cada fotén inicial con momentum k a~nAans, €(k, s)
« Para cada fotén final con momentum & exAnAans, ek, s)
= Los factores de los espinores para cada linea fermionica estan ordenados de tal forma

que se leen de derecha a izquierda, apareciendo en la misma secuencia como si se

siguiera la linea fermioénica en la direccién de sus flechas.
» Por cada loop fermiénico cerrado tome la traza y multipliquelo por un factor (—1).

. 7z . . 4
= Por cada loop cerrado intégrese con respecto al cuadrimomentum interno f (;171)04.

2.8 CORRECCIONES RADIATIVAS

Las correcciones radiativas son ajustes que se aplican a los calculos tedricos en
fisica de particulas y teoria cudntica de campos para tener en cuenta los efectos de las
particulas virtuales. Estas correcciones se manifiestan al tener en cuenta érdenes superiores
al segundo orden en teoria de perturbaciones, se espera que las correcciones sean del
orden de la constante de estructura fina «. Sin embargo, al realizar dichos calculos nos

encontramos con integrales divergentes.

Las correcciones se utilizan para mejorar la precision de los calculos tedricos y ha-

cerlos consistentes con los resultados experimentales observados. Aunque en muchos casos
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estas correcciones son pequenas en comparacion con los valores principales de las canti-
dades medidas, en situaciones de alta precisiéon o en calculos de alta energia, estas co-
rrecciones pueden ser significativas y deben ser tenidas en cuenta para obtener resultados
precisos y confiables.

Se pueden aplicar a todos los érdenes en teoria de perturbaciones, de modo que es
posible calcular con una precision extraordinariamente alta. La total concordancia de estas
predicciones con experimentos igualmente precisos (por ejemplo, para los momentums

magnéticos anémalos de los leptones), constituye uno de los grandes triunfos de la fisica
[1].

Ejemplos de correcciones radiativas incluyen la auto energia de los electrones Fig.5
a), que provoca un cambio en su masa efectiva, y los efectos de las interacciones elec-
tromagnéticas entre particulas cargadas en procesos de dispersion, también estd la auto
energia del fotén Fig.5 b), que provoca una redefinicién de la carga eléctrica del electrén.
Otra correccién radiativa es la correccion al vértice Fig.5 ¢). Cabe mencionar que en el

presente trabajo solo se calculara la auto energia del fotom.

Figura 5: Correcciones radiativas [1].
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CAPITULO 3

DISPERSION DE M@LLER A NIVEL ARBOL

En el presente capitulo se procedera a realizar una descripcion del proceso de la
dispersiéon de Mgller a nivel drbol (a segundo orden en teoria de perturbaciones), es
decir, sin la introduccion de loops que impliquen el tratamiento con particulas virtuales
en el propagador del foton dentro del diagrama de Feynman, considérese la interaccion
de dos electrones e cada uno con cuadrimomentum p; y po respectivamente antes de
la interaccién (iniciales) y p| y p, después de la interacciéon (finales), que interactiian
mediante el intercambio de un fotén con cuadrimomentum k = p; — p; en el término

directo y ¢ = p1 — py en el término de intercambio.

, A
b1
D2

D2
D1

Figura 6: Diagrama de Feynman de la dispersion de Mgller a nivel arbol.

3.1 SECCION EFICAZ DIFERENCIAL DE DISPERSION do

A fin de poner a prueba la teoria se procedera a encontrar un observable, la seccién

eficaz diferencial de dispersién do, su expresioén general esta dada por la ecuacion [1]:

, d&*p’ )
do = (27)*6™ (Z pi=3 pi) —4Elézvrel (H(Zml)) <1;[ —(%)g E}> L2 (3.1)

16
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Donde en el argumento de la delta de Dirac se manifiesta la conservacion del cua-
drimomentum, ya que para que la delta tenga valor su argumento debe ser cero es decir
]0'1 + p'2 — p1 — p2 = 0. El siguiente término de la ecuacion se relaciona directamente con
la definicion de do e incluye una correccién que relaciona al flujo de electrones detectados
con el flujo de electrones iniciales, después se tiene m; que es la masa de las particulas in-
volucradas, en este caso las masas son iguales y son la del electrén, seguidamente aparece

la densidad de estados y por ultimo la matriz invariante de Feynman .Z .

Entonces para el caso particular de la dispersiéon de Mogller se tiene:

1 (2m)! &Pp;  dPp,
AE, Eyv,y (2m)32E, (27)32 5,

do = (276 (p; Y py—p1— p2) P (32)

Para simplificar los calculos es importante realizar una correcta eleccion del marco de
referencia en este caso se realizaran teniendo como origen el centro de momentums (C.M.)

representado en la Fig.7,

6':Angulo de dispersion

N
1 O P2

A 4

V%)

Figura 7: Diagrama centro de momentums (C.M.).

Desde este marco de referencia se pueden obtener las siguientes relaciones entre los tri-

momentums y sus respectivas energias:

p1 = (E1, p1), p2 = (B3, p2) = (E2, —p1) (3.3)
Py = (By,py), Dy = (B, y) = (Ey, —p)) (3.4)

Jests Servando Rojas Garza
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Por la conservaciéon de la energia,

By + B, = E| + E,, Ecy = By + B (3.5)

Separando la delta de Dirac en 2 partes, una con la parte de las energias y la otra con los

trimomentums:

1

do = (2)'3(E{ + By — Eoan)d® (b]+ By — b1 — ) (2’
d3 ! d3 ’ (3.6)
P P2 |///\2
(27)32E; (2m)32E,
Simplificando,
§ (B, + Ey — Ecar) 4m? ;o
do = — 6(3) < _ - ) .
O T (2n 24, EyEr Esvre PLEP>= PPy (3.7)
d*p\d*p, | #|°
El préximo paso es integrar respecto a d*ps, esto da como resultado:
p Amis (B, + By — E(;M)d3 Ll (3.8)
o= — .
(2n)2AE, By B Eyvye - 0! , ,
P>=P1+P2—P;
Usando la identidad,
d’py = |py|*d|p, |d2, (3.9)
En la ecuacién (3.8) se obtiene,
do Am*y (E; + E; — EC’M) o / 2
’ - / / d % 3.10
(i) e L (3.10)

Para realizar ahora la integral respecto a d|p;| en la ecuacién (3.10) donde los integrandos
estan en el argumento de la delta de Dirac, se usara el siguiente resultado de la integral
de una delta de Dirac:

0 [Ipa| — [pi]]

P! | [Ei + EL}

5 [£(pi)] = (3.11)
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Donde |p;| en el resultado anterior es el cero de f(|p;|) que corresponde a p;+p, = P1+p2
asi p = p1 + P2 — Py,
Pl =[Pyt P2 =yl = | = Pyl = [pa| (3.12)

En el centro de momentums ya que p; + p2 = 0,

Sustituyendo (3.11) en (3.10), se obtiene:

00 ) oy 1672 By By Bty |y | <E1+E;) .
N g
Simplificando,
do 4m* , )
ds; - "t E. M 3.14
<d91>C.M. 167T2(E1+E2)E1E2|p1‘ | | ( )

Ecy = EL+ By = B, + E,,

do 4m4 / ,
% ) a 3.15
<d91)c,M. 167T2ECME1E2|p1’ A | ( )

’ ’
Po=P1+P2—P;

Solo queda realizar el calculo de la matriz invariante de Feynman, en la dispersion de
Mgller deben de considerarse para el calculo de su amplitud tanto el término directo como
el término de intercambio ya que ambos términos representan las dos posibles formas en
las que puede suceder la dispersién (representados en la Fig.8). Para obtener una correcta
representacion del proceso es indispensable se consideren estas dos posibilidades de la

interaccion.

3.2 LA MATRIZ INVARIANTE DE FEYNMAN |.Z|

A es la matriz invariante de Feynman la cual a su vez es la suma de las respectivas
matrices del término directo (.#p) y del término de intercambio (.#) por lo tanto .# =
Mp+ My, asi que | M| = | Mp + Mp|* = | Mp|* + | Mp|’ +2ReMp. My, para encontrar
cada uno de estos términos se usaran las reglas de Feynman para la electrodinamica

cuantica en particular las siguientes:

= Por cada vértice escribase un factor iey®.
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/ /

P1 ] D2 /
P2 b
+
k q
D2 b2
P1 D1
/ /!
k=pr—m q=p1—Pp2
Término directo Término de intercambio

Figura 8: Suma de los Diagramas de Feynman del término directo y el término de inter-
cambio.

= Por cada linea foténica interna etiquetada con momentum k Aan~ s~~~ escribase un

71’9045
k2+ie

factor
» Por cada linea fermiodnica externa escribanse los factores:

L P
« Para cada electrén inicial con momentum p ———— u(p, )

/
o Para cada electrén final con momentum p’ — 2o 4(p/, &)

3.2.1 CALCcULO DEL TERMINO DIRECTO .#p

Figura 9: Término directo.

Se encontrara primeramente el término .#p, aplicando estas reglas al diagrama del tér-
mino directo Fig.9 de izquierda a derecha y en contra del tiempo yendo en contra de la
linea fermidnica externa hasta llegar al vértice izquierdo, se escribe el vértice y se conti-
nua por la linea fermionica, para después escribir el propagador y de nuevo por la linea
fermionica de la derecha en contra del tiempo hasta llegar al vértice derecho y finalizar
con la tultima linea fermidnica externa, y se encuentra que su correspondiente expresion

matematica asociada es la siguiente:
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o AN —Zg L 2N
Mo = U(pr, )ier u(pr, 51) 5 2 ) 5 )ier u(pa, ) (316
Reagrupando a la izquierda todos los términos de la expresiéon que no son matrices y por

lo tanto conmutan, se obtiene:

’

1)’)/”U(p1, Sl)a(p;78/2)'yyu(p2732) (317)

Mp = —i°e® v u(py, s

k% + ie
Posteriormente se aplica g,, a 7", g7 = 7, y se omite ie de la expresion al ser este
término una prescripcion de Feynman que se introduce para garantizar que las singula-
ridades en el plano complejo de k? estén correctamente desplazadas, esto garantiza que
las integrales que involucran a el propagador sean convergentes, pero en el caso de la
dispersion de Mgller a nivel arbol se vuelve innecesario al no presentar divergencias, asi

reducimos la expresion a:

—i362 o o
Mp = Tu(pla $1)7"u(p1, $1)U(pg, S2)Vuu(p2, 52) (3.18)
Por otra parte:
2 t 64 I roo
[l =yt = 5 [a(p1, Sy ulpr, 1B, 52)u(pa: 52)| -

T (3.19)

[ﬂ(plp 31)7““(171, Sl)a(p/% 312)%“(1927 52)}

Obsérvese que los términos de la forma w(a)y*u(b) son cantidades escalares y no
matrices puesto que u es un espinor de Dirac (una matriz columna) y @ es el conjugado de
la transpuesta de u (una matriz fila) mientras que las gammas de Dirac son matrices 4 x 4,
es decir todo el término equivale a una multiplicacién como sigue; (1 x 4)(4 x 4)(4 x 1) =
(1 x 1), esto es de especial importancia puesto que se pueden agrupar y mover estos

términos a conveniencia.

Se trabajara ahora solo con el segundo término a fin de eliminar la daga de la

expresion, aplicando el siguiente desarrollo y usando algunas propiedades de las matrices:

/ / ! / T
WD 507" w(pr, )P, 50 (P, 52) | = (3:20)
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[ﬂ(p'p 517" u(pr, 31)]T [ﬂ(p;, $9) 7w u(D2, 82)} ' (3.21)
(o, 50 o s0)] [0 )7 (2, 52)] = (3.22)
[UT (p1, 517" 1 ulpy, 8'1)] [uf(pz, 82)77 " u(py, S;)} (3.23)

En la ecuacién (3.23) se introdujo la matriz identidad de la siguiente manera I =

2 . ,
(7°)” de forma que esta no altera las matrices, después se agrupan las 7° como se muestra,

[U* (p1.51) (1°)" 7T tu(py, 81)} [uf(pz, s2) (7°)° i ulps, s;)} (3.24)

y como 7 =47,

(! (1,517 (O30 )upl )| [l (2, 5207 (A" )uBl )| (3.25)

Usando ahora las siguientes propiedades u'7° = u, 79170 = 4* y 499770 = ~, se

sustituye, obteniendo asi expresiones mas faciles de manipular,

[ﬂ(pl, s1)7 u(p;, 8'1)} [ﬂ(]?m $2) 7Py, $5) (3.26)

Sustituyendo este término en la expresion original se tiene:

64

ol = 2 [alpr, 07 upr, 50)| [(w, s5)yu(pe, 52)] (3.27)

pe 527wl 5)] [0 s2) ), )|

Considerese ahora que no se conocen los estados de polarizacion de los electrones,
y como las funciones de onda de cada electron dependen de su espin se debe entonces
sumar sobre todos los posibles estados de espin de las particulas de entrada 251: 41
> s,—+1 Y promediar sobre todos los posibles estados de espin de las particulas de salida
> 41 > =41 [1]. Este procedimiento permite tener en cuenta todas las posibilidades
de interaccion entre las particulas y obtener una descripcién completa y precisa del proceso
de dispersion en cuestion, teniendo en cuenta la contribucién de todos los estados de espin
posibles tanto en las particulas de entrada como en las de salida. Entonces la matriz |.Z, D|2
a calcular sera la matriz promedio ‘%f:
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‘J/D = 4k4 ZZZZ [ a(py, )7 u P1781)] [ﬂ(pl,slﬂyu(p;asi)]

o e (3.28)
[P 55)u(pa.52)] [ s2)u(p). )

Ahora se usard el operador de proyeccién de energia positiva:

]ﬁb‘i—mb

Z u(po, $p)U(py, sp) 2y ( )
Sb
Reagrupando los términos de la ecuacién (3.28) se tiene,
|«///D = 4k:4 ZZZZ pp [u(p1, s1)u(p1, 51)] 7”“(17173/1)
s1os2 (3.30)
@(pa, 52) Y [u(p2, s2)0(p2, 52)] (P, 52)
Como cada sumatoria solo afecta a su espin correspondiente,
| = k4 Z Z a(py, sV | ulpr, s1)a(py, 1) | Y ulpy,s))
- : (3.31)
a(pl% 8/2)711 Z u(p27 52)ﬂ(p27 32) ’yvu<pl27 Sl2>
sustituyendo (3.29) en (3.31) se tiene,
pl +my ror
|«//D = 4k4 ZZ p1731 [ oMy Y u(py; s1)
(3.32)

Definiendo ahora las matrices [5] Q(1);; v Q(2)x,
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Q(1)i; =" {m] ot

2m1

Q(2)k = [M] o (3.33)

2m2

Reescribiendo la ecuacién (3.32) con (3.33) se tiene,

4
|f///D’ T4kt Z%(Pns )Q(1)iju;(py, s Z“’f P2: 52)Q(2) (s, 52) (3.34)

51

Donde la suma sobre los indices ¢ y j esta implicita asi como lo esta también la de k y [,

64

|%\2 = 4_k4Q(1)ij Z i(py, s1)ui(p1, 51)Q(2)m Z Wi (py, $9)w(py, 53) (3.35)

! /
51 So

Luego,

_ e Pt Py + )
Aol = 500, ( o )ijQ(z)m< o >m (3.36)

Se puede observar que las sumas sobre i,j y k,l dan como resultado las trazas de las

rQ2) (7) 2;?)] } (3.37)

matrices,

4
‘%D| = 4]€4 {T’F

Sustituyendo (3.33) en (3.37),

(B (%12; m) } {TT

Como todas las masas en la interaccién son la misma, es decir la del electron se tiene:

— 2 et
|%D‘ = 4_]{4 {TT’

() ()]

(3.38)
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‘ 2

A

Desarrollando los productos de las matrices dentro del argumento de las trazas se obtiene

que,

4

2 e ! v o ,
=G (P9 + P P,y mym

vz
(3.40)
Tr {’m%%pg + VP yum P, + wm%m}

Para continuar es conveniente listar unas reglas y relaciones que son de extremada
utilidad al tratar con las trazas de un producto de matrices gamma de Dirac, y que se

derivan directamente de las relaciones de anticonmutacién de las matrices gamma [5]:

1. Para cualesquiera 2 matrices de n xn Ay B,
Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) (3.41)
2. Si (fyafyﬂ X -fy“”y”) contiene un nimero impar de matrices gamma, entonces,
Tr (”ya’yﬁ = -”y“fy”) =0 (3.42)

3. Para el producto de un ntimero de matrices gamma par,
Ty (,ya,yﬁ) =447 (3.43)

Tr (v*9°777°) =4 (9"°9" — 9"79" + ¢*°9™) (3.44)

Al aplicar el punto 2 en la ecuacién (3.40) se eliminan los siguientes términos,

4

€ v v v
= Tz {Wﬂ Yo+ P+ A P+ m }
Tr {3 by + ot + ey + |

o]
(3.45)
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Resultando en,

4

2 (& U y ,
= 4k4(2m)4TT {W’}ﬁl7 Pty } I {7“'7)2%?2 * mZW%} (3.46)

| p

y recordando que p = v¥p,, se puede reescribir,

4

—? € ey v / v o /
|| = WTT {7“7 P17V p1s + MMy } -Tr {vwapwwﬁpf + m%%}
(3.47)
Al aplicar el punto 1 y 3 en la ecuacién (3.47) se obtiene,
}7’2 64 { / 4 |: no v wr o + up al/:| + 4 2 NV}
D| = a1 YP1aP1 99 —949 g9 m-g :
{pgpfél [guaguﬁ — JuwYop + guﬁgau] + 4m2gw,}
Aplicando todas las métricas sobre los cuadrimomentums y sacando el factor 42,
—2 4264 ’ / /
Mp|” = o {p“p” —p1-p1g" + pipf +m29””} :
|- #o] Ak*(2m)s LT ! “ (3.49)

{p2up2u — P2 " Do + P2wPsy, + mZgw}

Realizando la multiplicacion de los 2 factores se obtiene la siguiente expresion de 16

términos,

2.4
|«//D‘2 = 4—6{}91 'p2P/1 'PIQ - 'p/1p2 'p/z + 'PIQP/1 - pa -+ mPpy 'p/1
4k*(2m)*

—P1 PPz Pyt AP PPz Py — PPz Py —AmPPropr (350
+P1 - PaPy P2 — DL DiP2 - Do+ D1 Dapy - Py + mPpr -y
+mPpy - py — AmPpa - py + mps - py + 4m*}

Reduciendo términos semejantes,
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4264 / / o / /
= (—m)4{2p1 " P2py - Do+ 2p1 - Popy P2 — 2m2p1 P — 2m2p2 "Dyt 4m4}

—2
M,
‘ D} 4k4(2
(3.51)
Al buscar soluciones para energias muy elevadas E > m, los términos que contienen

el factor m? en la ecuacién anterior pueden despreciarse frente a los otros términos. Se

obtiene entonces que:

424 ., .
- 4/{:4(2m)42{p1 “P2Py Do + D1 Doy Do} (3.52)

— 2
|% D‘

, ’ ’ ’ ’
Se buscard ahora representar los productos punto (py - pa, Py - Py, D1 - Py, Dy - P2) €0
términos del angulo de dispersion 6, para esto se tomard en cuenta el diagrama de la
Fig.10 para escribir cada cuadrimomentum en términos de sus respectivas componentes,

todo esto recordando que el calculo se realiza en el centro de momentums, asi se obtienen

las siguientes relaciones:

AL

O=Angulo de dispersion

v

Figura 10: Diagrama centro de momentums (C.M.) con ejes X,y,z.

pl = (E17 pl) = (E17 Oa O7pz) = (\/ p% + m27 Oa prz) (353)
P = (Bay—p1) = (E2,0,0, —p.) — (\/\—pﬁ T m2,0,0, —pz) (3.54)

p1+p2=0 (3.55)
P2 = —P1 (3.56)
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Elz\/p%+m2:\/p§+m2=Ez (3.57)
E, = FE, (3.58)

Entonces los cuadrimomentums expresados en términos de sus componentes son,

p1 = (E1a0707pz) (359)
p2 = (E1,0,0, —p.) (3.60)
P = (Bx,|p)] send, 0, |p) | cost) (3.61)
o = (E1,— |py| senf, 0, — |p; | cosb) (3.62)
De la conservacion de la energia F; = Ey,
E,+ E, = E, + E, (3.63)
2F, = 2F, (3.64)
E,=E =E (3.65)
E;, = Ey (3.66)
Por lo tanto, el producto punto p; - py es igual a,
prop2=p) Py —p1-P2=E°—pi-(—p1) = £ + p; (3.67)
= B2+ (E* - m?) 221 9p? (3.68)
p1-p2 = 2E° (3.69)
El producto punto p'1 . p/2 es igual a,
/ / /0 /0 / / 2 / / 2 / 2
P1 Dy =PiPy —P1 - Py=FE _P1'<_P1>:E + Py (3.70)
— B2+ (E* — m?) 222 9p? (3.71)
Py py = 27 (3.72)
Se prosigue como sigue para encontrar el producto punto p'1 - Do,
pr e =P — Py - P2 = B — Iy cost)] [=p.] (3.73)
py-p2 = E* 4 p.|py|cosd = E? + |p1||p; |cosf (3.74)
pi| = VE> —m? 22N E (3.75)
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Ipy| =/ EZ—m? 2% B (3.76)
sustituyendo (3.76) y (3.75) en (3.74), se obtiene:
py - p2 = E? + E?cos = E* (1 + cost) (3.77)
por otra parte cos®% = 1 (14 cosf),
1+ cosh = 200325 (3.78)
sustituyendo (3.78) en (3.77), se obtiene el producto punto p; - py:
/ 0
Py P2 = 2E20032§ (3.79)
De forma anéloga se encuentra el producto punto p, - pi,
Py pr = PSP = Py Py = B2 — |~ [p)|cost] [p.] (3.80)
= E? 4+ p.|py|cost = E* + \/ E2 — m2VE? — m2%cosh (3.81)
7
= E? + E?cos) = E* (1 + cosb) = 2E20052§ (3.82)
/ 6
Py P1 = 2E20052§ (3.83)
Sustituyendo (3.69),(3.72),(3.79),(3.83) en la ecuacién (3.52) se llega a:
}7!2 = iQ (2E°) (2E?) + 2E20032Q 2E2COSQQ (3.84)
PUT 4kA(2m) 2 2 '
Multiplicando y factorizando 4FE*,
— 2 42t . A
| Ap|” = ) {4E <1 + cos’ = (3.85)
Simplificando,
——2 2e*E* 0
|| = PR, <1 + 00345) (3.86)
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Por otra parte se definié k = p; — p;, entonces:
N\ 2 N\ 2
= <p1 - pl)o - <p1 - pl) (3.87)
/ 2 ! 2
(p1 ) (3.89)
<p1 + P —2ps - p1> (3.90)
(pl +pl— 2[p1Hp1]0030) (3.91)
— (E* + E* — 2E”cosb) (3.92)
= —2 (E? — E*cost) (3.93)
= —2F?% (1 — cosb) (3.94)
Entonces,
kK= [<2E% (1 — cos0)]” = 4E* (1 — cosh)” (3.95)
Con la identidad sen?? = 1 (1 — cosf),
29
1 — cosf = 2sen 3 (3.96)
Sustituyendo (3.96) en (3.95) se obtiene:
9 2
k* = 4E* <2sen2§> (3.97)
4 L
k* = 16 E%sen 3 (3.98)
Por 1ltimo sustituyendo (3.98) en (3.86) finalmente se llega a que ‘%F es igual a:
— 2 & | 1+costt
[ | = o { seni? (3.99)
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D2
D1

p2
b1

Figura 11: Término de Intercambio.

3.2.2 CALCULO DEL TERMINO DE INTERCAMBIO .#&

De forma analoga a como se hizo en el término directo ahora se construird la ex-
presiéon matematica asociada al diagrama de Feynman del término de intercambio Fig.11

aplicando las reglas respectivas obteniéndose como resultado:

Zgy L 2N v
q2:i€u(p1,sl)zefy u(p2, $2) (3.100)

My = ﬂ(l?/m Slz)ie’Y“U(pb s1)

Contrayendo 7 con g,, y despreciando ie como se hizo en el calculo del término

directo se obtiene:

i3e?

Mp = ?E(P,zy sy)7"u(pr, 51)0(py, $1) 7t (P2, 52) (3.101)

Ahora el médulo al cuadrado de la matriz #g es igual a:

64 L ’ o , 2
| Mp]* = pr U(pys $2)7"u(pr, s1)ulpy, s1)vuu(p2, 52) (3.102)

. . .. 1 2 2 .
Realizando el mismo procedimiento que se utilizé para |.#p|” se obtiene:

‘2 424

[ 5| = 4% (2m)* {p‘z‘pf —p2 1"+ php! + ngw} '

(3.103)
{pl,upr —p1- p29uu + p].l/pQM + mQQ;w}
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Desarrollando el producto y despreciando los términos con m? ya que se estd consi-

derando una interaccion donde E > m se tiene:

7 2 _ 4264 ! ’ / ! ’ /
{ E’ = W{pz “P1P1 " P2 — P2 - P1P1 - P2 T P2 - PaPy - P1
! / / / / !/ (3-104)
—P2 - P1P1- Py T+ AP2 - P11 Py — P2 PiP1 Do
P2 - PPy P1— P2 P1P1 Py + D2t Paby Dot
Reduciendo términos semejantes,
|7|2——4284 2{ps - 1, - Py + Do - Papy - D1} (3.105)
E| = ¢4 (2m) P2 - P1Py - P2 T P2 P2P1 " P1 .

Como se hizo para el término directo .#g, se buscard ahora representar los produc-
tos punto (ps - p1, pll 'Plza D2 'P;a P/1 -p1) en términos del dngulo de dispersion 6, para esto
se tomara en cuenta el diagrama de la Fig.12 que corresponde al término de intercambio
de igual forma se escribird cada cuadrimomentum en términos de sus respectivas compo-
nentes, todo esto recordando que el célculo se realiza en el centro de momentums, asi se

obtienen las siguientes relaciones:

T

G:A/ngulo de dispersion

Figura 12: Diagrama (C.M.) con ejes X,y,z término de intercambio.

P11 = (Eh pl) = (E17 07 Ovpz) = <\/ p% + m27 07 O7pz) (3106)
b2 = (EQ, _pl) = (E27 Oa 07 _pz) = (\/ |_p1|2 + m27 Oa Oa _p2> (3107)

pP1+p2=0 (3.108)
P2 = —P1 (3.109)
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Elz\/p%+m2:\/p%+m2=Ez (3.110)
B - E, (3.111)

Entonces los cuadrimomentums expresados en términos de sus componentes son,

p1 = (£1,0,0,p.) (3.112)
p2 = (E1,0,0, —p,) (3.113)
py = (B, (pl‘ send, 0, p;’ cost) (3.114)
P2 = (E1, — |py| senb, 0, — |py| cost) (3.115)
De la conservacion de la energia F; = Ey,
B, + Fy = E, + E, (3.116)
2F, = 2F, (3.117)
E\=E =E (3.118)
E; = E; (3.119)
Por lo tanto, el producto punto py - p; es igual a,
p2-pr=p3-pl— P2 p1=E+pi-p1=E>+p] (3.120)
= B>+ (B> —m?) — 2E” (3.121)
p2-p1 = 2E° (3.122)
El producto punto ]0'1 . p; es igual a,
’ ’ 010 ’ i 2 ’ , 9 ;12
Py De=pP1 Py — P Py=F —p1'(—P1> =L+ |py (3.123)
= E? + (E? — m?) 222 2F? (3.124)
Py~ py = 2E? (3.125)
Se prosigue como sigue para encontrar el producto punto p; - py,
pl1 “p1 = pllop(f — pll .p1=E*— [|p;]0059} ] (3.126)
p'l .p = E? —pz|p’1|0050 = F? — \p1||p/1|6059 (3.127)
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pi| = VE: —m2 228 | (3.128)
Ipy| =/ EZ—m? 2% B (3.129)
Sustituyendo (3.129) y (3.128) en (3.127), se obtiene:
py-p1 = E* — E*cosf = E* (1 — cosb) (3.130)
Por otra parte sen?s = 1 (1 — cosf),
7
1 — cost = 2867125 (3.131)
Sustituyendo (3.131) en (3.130), se llega a:
) Y
py-p1 = 2E%sen ) (3.132)
De forma anéloga se encuentra el producto punto ps - p/27
P2+ py = P3ps — P2 Py = B = [—p.] |~ Ipi|cost (3.133)
= E% — p.|p||cost = E? — \/ B2 — m2VE? — m2cosf (3.134)
0
= E? — E?cos) = E? (1 — cosb) = 2E286n2§ (3.135)
/ 2 20
P+ Py = 2E%sen 2 (3.136)
Sustituyendo (3.122),(3.125),(3.132) y (3.136) en (3.105) se encuentra que,
— 2 4%et 0
Mp|” = ———24E* + 4E sen’ - 3.137
‘ E} 4q*(2m)* { + sen 9 ( )
Multiplicando y factorizando 4F4,
— 2 4%eME* 0
=—————241 - 3.138
‘///E‘ 4g*(2m)* { + sen 2} ( )
Por otra parte se definio ¢ = p; — p/2 entonces:
2 / 2 / 2
¢ = <p1 —p2>0 - (p1 - p2) (3.139)
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/ 2 / 2
- <E1 . EQ) - (p1 . p2) (3.140)
N 2
. <p1 - p2> (3.141)
= — (p? +py —2p1 - p;) (3.142)
= (p?+ pF — 2/puIpglcosy ) (3.143)
= — (E® + E* — 2E*cosyp) (3.144)
= —2 (E* — E*cosyp) (3.145)
= —2E* (1 — cosy) (3.146)
Luego,
cosp = cos (m — 0) = cosmcost + senmsent (3.147)
cosp = —cost (3.148)
Sustituyendo (3.148) en (3.146),
¢* = —2E% (1 + cosb) (3.149)
Entonces,
¢ =[-2E"(1+ 0039)}2 — 4F* (1 4 cosf)” (3.150)
Sustituyendo (3.150) en (3.138) se obtiene,
— 2 et |14 sentt
= 3.151
|%E‘ 8m4 { COS4g ( )

3.2.3 CALCULO DEL TERMINO DE INTERFERENCIA 2R p H5

Por ultimo, se encontrara el valor del término de interferencia de forma analoga a
como se hizo con el término directo y el término de intercambio, se calculara en base a

las expresiones de las matrices que se han obtenido con anterioridad:

’ . _/L v o_ ’ !’ . v
eyt u(py, sl)iu(p27 Sy)iey u(pa, S2) (3.152)

Mp = u(py, s
b (py k? + ie
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/ / . Z v _ ’ ! . v
Mp = U(py, Sy)iey u(py, sl)q;ﬁ z’eu(pl’ sq)iey u(pa, s2) (3.153)
Ahora bien,
WMp My = Mp ML+ MM, (3.154)

Desarrollando de manera similar se puede comprobar que,

42e4

2RAMp MEp = W4{pl *D2py Do} (3.155)
Entonces,
2QRAMp ME = iél {E? + [E®sen®0 + E*cos*0] } (3.156)
4k2q?(2m)* '
Asi para el término cruzado se tiene,
Wl — 2 (3.157)
PR gm sen?Lcos?? '

Recordando que la amplitud de Feynman es | #Z|* = | #p + Ms|* = | Mp|* + | M5|* +
2Re#p #x por lo tanto se tiene que,

4
2

‘2 e
40 40 20,520
sen*3 cos*3 sen‘5cos g

o (3.158)

1+cos*? 1+ sen4§ 2 ]

Sustituyendo (3.158) en (3.15) y con ¢! = 167%a? donde « es la constante de estructura

fina, finalmente se obtiene la seccion eficaz de dispersion en el centro de momentums,

doy o _
A ) car. AR

(3.159)

1+cos4g 2 1—|—sen4§]

40 20 20 40
sen*s SEN“5c08°3 cos*5
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CAPITULO 4

CORRECCIONES AL PROPAGADOR DEL
FOTON

En el capitulo anterior se analizo el diagrama de la Fig.13 de la dispersién de Mgller
a segundo orden en teoria de perturbaciones, ahora se procedera a realizar un analisis de
la correccion radiativa asociada al propagador del fotén, se puede notar que existe una
modificacion en el diagrama de Feynman Fig.14 del proceso, este loop (lazo) que aparece
en el propagador del fotén implica que existe esta correccién (radiativa) a cuarto orden

en teoria de perturbaciones.

/

D1
P2

b2
p1

Figura 13: Dispersion de Mgller a nivel arbol.

De las correcciones radiativas vistas en la Fig.5 del capitulo 1, secciéon 2.8, solo
se incluird en este trabajo la correspondiente al propagador del fotéon Fig.5 b). A esta
modificacién del propagador del fotén se le conoce como «polarizacion del vacio» o «auto
energia del fotén» y en ella el fotén interacciona con el vacio cudntico de tal forma que en
el primer vértice del loop el fotén se descompone en un par electrén-positron y después
en el segundo vértice estos se aniquilan produciendo de nuevo un fotéon, cabe destacar que

este par electrén-positrén son particulas virtuales [5].
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Figura 14: Dispersion de Mgller propagador modificado.

4.1 AUTOENERGIA DEL FOTON

A fin de encontrar como modifica este loop la dispersién de Mgller se utilizaran las

reglas de Feynman para la electrodindmica cuéntica en particular las siguientes [1]:

, s s . . . p ’
= Por cada linea fermidénica interna etiquetada con momentum p ———»—— escribase

. . 1
un factor iS,s(p) = e
» Por cada loop fermiénico cerrado tome la traza y multipliquelo por un factor (—1).
» Por cada loop cerrado intégrese con respecto al cuadrimomentum interno [ %.

= En cada vértice se satisface la conservacion de la energia-momentum.

= En cada vértice escribase iey".

Lo siguiente es encontrar la expresion matematica asociada a la modificacién del
diagrama, para esto solo se tomara en cuenta la parte del diagrama que incluye tinicamente

al propagador Fig.15.

Figura 15: Diagrama de Feynman para el propagador modificado.
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Del diagrama Fig.15 se sabe que en cada vértice debe de cumplirse la ley de con-
servacion de energia momentum es decir, el cuadrimomentum del electrén virtual creado
es igual a p 4 k y el del positréon es p donde p es desconocido, es por esto que se integra
sobre todos los posibles valores de p. Asi aplicando las reglas de Feynman se llega a la

siguiente expresion:

i1 (k) = (<1) [ e saiSoslp + F)ier”) i) (4.1)

Donde —illI* (k) que representa el loop es un tensor de Lorentz de segundo orden y
los indices asociados a los factores de los vértices da y S representan en primer término

a las lineas fermiénicas entrantes y después a las lineas fermiénicas salientes.

Se puede observar que en el integrando se tiene un término de la forma de la traza

de un producto de matrices,

%Trh“iS(p + k)v"iS(p)] (4.2)

(2m)
} (43)
Sacando el factor i2,

—%Hwﬁﬂz—fa/(igﬂW{vﬂ /V[Ef?%giﬁ}} (4.4)

Al tomar la traza en (4.4) solo sobreviven los términos con un nimero par de factores

LT (R) = (—1) (ieo)? /

Sustituyendo los propagadores,

_iH/W(k?) = 6(2)/ (;er];z;TT‘ {7“ i [(p i %) - m]

(p+ k)2 —m? +ie

[ i(p+m)
P

2 —m?2 + e

(,’;ZH—%)er

(p+ k)2 —m?2 +ie

~ (Matrices de Dirac), ya que los impares son 0, se puede tomar solo la traza del numerador

ya que el denominador no contiene ninguna matriz,

d4T ,u,akaau B 2 AV
—MW®——%/ p Tr{y" (Do + ka) 77 D57 +m*y#" | (45)

B @2m)* [(p+ k)’ —m?+ ie] [p? — m? + i€
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Toméndose la traza en el numerador,

Tr[y"(pa + ka)y*7"pey”] + m*Trly"y"] =
Apa + ka)ps {g" 9" — " g°" + g"" g™ } + 4mPg" =

(4.6)
4 {(p“ + k)Y — (0 4+ K pgg™ + (p” + k”)p“} + 4mPg" =
"+ k)p" + @+ K )+ M = (p-p+ k- p)lg™
Sustituyendo (4.6) en (4.5),
T () = —deg / o (D" RO+ (07 + E)pt +[m® — (p-p+ k- p)lg"™ (47
(2m)4 [(p+ k)2 — m?2 + i€][p? — m2 + ié] '

Para realizar esta integral se usara la parametrizaciéon de Feynman; considérese la siguiente
identidad [1],
11 [tat
ab b—a 2

(4.8)

a

En la ecuacién (4.8) se introducird una nueva variable z, definida a través de la relacion,
t=b+(a—b)z (4.9)

dt = (a — b)dz (4.10)

Sustituyendo (4.9) y (4.10) en (4.8) se obtiene,

1 2 (a—0b)dz
ab b—a/z1 b+ (a — b)z]? (411)

Donde z; = 1y 2 = 0, cambiando estos limites de integracion,

1 O (a—b)dz
ab b—a/1 b+ (a —b)z]? (4.12)

La parametrizacion de Feynman consiste en usar la ecuacién (4.12) en la ecuacién (4.7)
para obtener la representacion integral del factor 1 sobre su denominador, asi que rem-

plazando y obviando la preescripcién de Feynman por el momento, se tiene que,

b=p>—m? (4.13)
a=(p+k)*—m? (4.14)
a— b=+ 2k 4K — ) [p? ) = 2pk 4 I (115)
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Sustituyendo (4.13), (4.14) y (4.15) en (4.12),

1 B /1 dz
p? —m?|[(p+ k) —=m?] Sy [[p? —m?] + (2pk + k?)2]?

Ahora insertando (4.16) en (4.7) se llega a:

(4.16)

T (k) = —

a3 [ 0 [t [ R+ (7 + E)pt 4 [m? — (p+ k) - plg™”
(2r)? / ! p/o dz{ [(p> —m2) + (2pk + k?)2]2 ) }7)

Se introducird ahora una nueva variable en la integral respecto a p, definiéndose como:

q=p+kz (4.18)
p=q—kz (4.19)
d'p = |J|d*q (4.20)

Tomando el denominador y completando el cuadrado,

p? —m? + 2pkz + k*z =
P+ 20kz + (k2)? — (k2)? + Kz —m? =

2 2.2 2 2 (4'21)
(p+kz)” — k2" +k*z2—m” =

(p+ k2)* + 2k*(1 — 2) — m?

Si se realiza un desplazamiento en el origen de integracién sobre p y se toma p — p’' = p+kz

se logra que el denominador en (4.17) dependa solamente de k? obteniendo en (4.21),
P2+ E2(1 - 2) —m? (4.22)

Sustituyendo (4.22), en (4.17),

S < I T Z(p“+k“)p”+(p”+k")p"+[mQ—(p+k>-p]g“”
— 11" (k) = (2#)4/d p/o d 2+ k22(1 — 2) — m2)? o)

Si se desarrolla de numerador se tiene,

2pp” + k'p” + KVpt + [m? — p® — pk]g"” (4.24)
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Sustituyendo (4.24) en (4.23), se obtiene después de realizar el corrimiento en la variable

de integracion,

i (k) = — 4e? /l dz/d4p2p’“p'” + 2kHkYz(2 — 1) — p2g™ + [m? + k22(1 — 2)] g*
@)1 Jy [+ (1= 2) —

(4.25)
En la expresién (4.25), se han eliminado los términos de la forma [ d*p'p), f(p”) ya que
estos son cero, debido a que se esta integrando ffooo dplp., f(p"?*) = 0, dado que el integran-
do es una funcién impar de la variable de integracién pl,. Una caracteristica que se puede
observar de (4.25) es que I1"”(k?) es funcién solamente de k? y no de variables lineales de
k, los términos lineales se han cancelado con el proceso de integraciéon Ahora bien, con-
viene transformar la integral en la ecuacién (4.25) a un espacio euclideano mediante una
rotaciéon de Wick. Primeramente para evitar escribir p’ usemos la variable p. Se realizard
la rotacién de wick de la siguiente manera, de tal forma que el subindice F representa

que se esta trabajando en un espacio euclidiano.

po — ipo = ipY;

dpo = idpY;
P’ =p; —P? = (ip})* — P? = —(p})"P? = —pj,
= —py

d*p — idppd®P = id'pg

Por otra parte el término que contiene p#p” en el integrando de la ecuacién (4.25)

o " 00 0, —
se puede escribir como [ d*pptp” el cual es cero para pu # v, ya que f_oo dpop’p' = 0,
puesto que el integrando es una funcién impar de p°. Lo mismo ocurre con cualquier otro

término p*p” donde p # v, una manera de expresar este resultado, es escribir:

(4.26)

v 12MV:{O para N?’éV
4

p'p" = <p7g )
p° para W=V

Esto puede verse claramente si se multiplica (4.26) por g,, en ambos miembros, obtenien-

dose: )
p25l;j — _p2

1% 1 v
G’ = =P’ G g™ = I

1
pup’ =p°
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Sustituyendo ptp” — ig’“’p2 en la ecuacion (4.25) se obtiene:

. 1 1,2 v v v 2 2
S TOTCR .y Ly P L S R
(2m)* Jo g +m? — 2(1 — 2)k?]?
(4.27)
Se definird ahora A de tal forma que pueda compactarse la integral,
A=m?—k2(1—2) (4.28)

Y por ultimo se separard la integral (4.27) en 2 partes, para continuar con el proceso de

regularizacion:
F[A] / 1
L = [ dpg———= =F[A] | dpp———- 4.29
: / ey AR LA PR (4:29)
1,2 v 2
Prg 1 p
L= | dpe—= :—‘“’/d“ 5 4.30

4.2 PROCESO DE REGULARIZACION

El proceso de regularizacion es un método empleado en la teoria cudntica de campos
para manejar las divergencias matematicas que surgen en cdlculos perturbativos asociados
a la integracion que implica tener loops en los diagramas de Feynman, como es el caso
que estamos tratando. El propésito fundamental de la regularizacion es controlar estas
divergencias y asegurar que los resultados obtenidos sean fisicamente significativos [1].
En las integrales (4.29) y (4.30) se presentan divergencias de tal forma que el valor del
momentum p, que es el valor que se quiere encontrar, se dispara al infinito, pero para
evitar esto se puede establecer un valor finito para la integracion «A(cutoff)», algo que
en espanol se denomina a veces como “corte al momentum”, esto da como resultado que
nuestras integrales se vuelvan convergentes y solo ahi es cuando tiene un significado fisico

el valor de la integral.

De (4.29) y (4.30) se definirdn 2 nuevas integrales I3 e Iy:

1
pE + AP

4 p%
Pk + AP
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Definiendo la variable x para introducirla en (4.31),
A
= 4.
x A (4.33)
dr = —A(py, + A)*dp3, (4.34)
dx dp%
——— = 4.35
NG )
De (4.33):
pp =1 Al — 1) (4.36)

Al contar el orden o grado de potencia en el numerador y el denominador de (4.31) se

encuentra que para valores muy grandes de pg, la integral es logaritmicamente divergente,

buscando una generalizacion de la integral para N dimensiones,

d4

pe = dUpidpy

donde df24 es el angulo sélido en 4 dimensiones,

dQ23 = senfdfd¢o

dQdy =

27 T T
/ dgzﬁ/ d@l/ dfysenbysenly = 27
0 0 0

en espacios euclideanos.

En general:

senby sen’0,df,dOsded

2 ™ T 4
dQn:/ dgb/ d@lsenél/ d0236n292---/ db,,—o5en™*(6,,—2)
0 0 0 0

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

Para un angulo solido en N dimensiones se partira del area de una esfera unitaria que esté

2w ™
A= /dQ = / / senfdfdp = 4
o Jo

dada por:

En una dimensioén,

En N dimensiones,

/ e dy = N3

[e.e]

(4.42)

(4.43)

(4.44)
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= /dl‘ldl'g .- -dee_Eﬁvxl2 = /dee_Z?]””l2 = (Vo) (4.45)

— /OOO dQn /Ooo 2N e P dy = (V)N (4.46)

Para un integrando esféricamente simétrico f(r),

/O N dQydr (1) / dQn / N=LE(r) (4.47)

De (4.46),
[ / dQN} % /0 " d(z?) (@) e (4.48)
(4.49)
= {/ dQN} %/OOO dy(y)%fle*y (4.50)
(4.51)
- U dQNl %F (g) (4.52)
I'(p+1) =pl'(p) (4.53)
T(p+1) = /0 " erarda (4.54)
De (4.52),
/ Ay = 2?@; (4.55)

Ahora escribiendo la integral de (4.32) como:

I, = /dQ4/ dpEpE +A] (456)

Se puede observar que (4.56) es cuadraticamente divergente para pp — 00,

e’} 5
I, rETey / a9, / dpptL (4.57)
0 PE
- / a9, / dpppy — DIVERGENTE (4.58)
0
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Convertir (4.56) en una integral convergente es lo que se conoce como regularizar la
integral. Una forma de hacerlo es imponiendo un cutoff A tal que pg < A, con lo que la

integral I, quedaria como:

A »
I, = / dQy / dpp—s—2—s (4.59)
0 [P + AJ?
Se usara el procedimiento de regularizaciéon dimensional, el cual consiste en integrar en
. . 00 D—
una dimension D < 4 de tal manera que [ dQp [~ d”pepy~ l[pEer—EA]Q,
p2+!
I — [ d d” 4.60
4 / D / pE + AJ2 ( )
Sera convergente para D + 1 < 4
Se sabe que:
= 1
s (4.61)
n=1
Diverge para p = 1 y converge para p > 1
Similarmente,
I(n,a) / T, [Lp (4.62)
nao)= [ —— — .
’ [p — m?2 + Z'E]oz pZa

es convergente para n < 2a. Para el caso de potencias iguales en el numerador y deno-
minador |, 500 df = In(o0) — In(f) se dice que es logaritmicamente divergente, pero para

o0 .
f mﬁlfe = 27 ¢ es convergente. Considerese el caso,

[ s i) (1.63)

Si f(q) I () 1a integral (4.63) es cero por el teorema de la divergencia,

[t wsl = [ e {q“amq) n g—j:m} (4.64)
_ / ¢ {40, 1 (q) + 5" F(0)} (4.65)
_ / g {d"0,f(q) + nf(g)} =0 (4.66)

n [ data) == [ darausa) (4.67)

1 2am? 1
a - A" 4.68
/ q(q2 _|_m2)a 200 — q<q2 +m2)0‘+1 ( )
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Obsérvese que en (4.68) la integral de la derecha puede ser convergente sin < 2(a+1)
y la divergencia de la integral original [ d”qm se ha trasladado al polo del coeficiente
de la integral 2 —n = 0 — n = 2a (polo simple). Se puede repetir este proceso hasta
lograr que la integral sea finita para valores de n cercanos a la dimensién M espacio-
tiempo n = 4. La divergencia se ha trasladado en polos simples, es decir, se ha aislado la

divergencia.
n / d"qf(q) = — / d"qq"0,f(q) (4.69)

Observese que una integral divergente, como la de la izquierda, puede convertirse en

convergente mediante procesos de derivacion; considérese por ejemplo:

1

fla) = P me (4.70)
4 2aq
¢"9.f(q) = P (4.71)
Sustituyendo (4.71) en (4.69),
1 ¢
d"g———— =2 d"g——————— 4.72
n/ q[q2 +m2]a Oé/ q[q2 +m2]a+l ( )
Introduciendo ¢* = (¢* + m?) — m? en el miembro derecho de (4.72),
2 2 2 mn m
g +m*—m d"q 2/ d"q
2 d"g————F =2 — — 2 —— 4.73
O[/ q [q2 _I_mQ]aJrl O_// [q2 +m2]a am [q2 _|_m2]a ( )
Sustituyendo (4.73) en (4.72),
1 d"q d"q
d"g——— =2 — 2am? | ——— 4.74
| P = | e o G T
n 1 2 n 1
[20é — ’I’L] /d QW = 2am /d QW (475)
1 2am? 1
n _ P 4
/d q[qQ + m2]a 200 — n, d q{q2 + m2]a+1 ( 76)

La divergencia de la integral de la izquierda se traslada a un polo, en el término de la

derecha. El polo ocurre para 2ac —n =0

Se quiere calcular la integral de (4.27),

. 1 1,2 v v v 2 2
—il" (k) = - oo [ dipp B9 T 22(z — DE'E” 4 g [m* + 2(1 — 2)k7]
m)* Jo

(2 0% +m? — 2(1 — 2)k?]?
(4.77)
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Comenzando primero con la integral I3,
[pE + A '
Esta integral es divergente. Realizando esta integral en D dimensiones,
o) 1dpE
Iy= [ d” pE dQD (4.79)
Qp
2 00 D 2 d
Iy = 27 / PECPE (4.80)
F( ) [pE + A2
D 2721 02
Iy = (\/;) / ( 1 2 SE (4.81)
(5) [PE + A}
Introduciendo la variable = definida en la ecuacién (4.33) y sustituyendo (4.35) y (4.36)
n (4.81) se obtiene:
2(ym)P 01, | b2 [ dr
I3 = —[z7"A(1 — 2 | —— 4.82
e R G (4.82)
D 1
I3 = (\/@ A€_2/ xl_%(l —x)%_ldx (4.83)
I'(3) 0
Usando ahora la definicién de la funcién beta,
1
B(a, B) = / 2711 — 2)’ ldx (4.84)
0
[(a)1(5)
B(a,8) = 4.85
(@)= For s (4.85)
Aplicando (4.85) en (4.83) se obtiene
D r(2—2\1 (2
]3_ (\/@ AQ 2 ( 2) (2) (486)
r(L) I'(2)
D
a—l=1-——>a= Y (4.87)
D D
—1==-1 = — 4.88
go1=2 1mp-t (1.53)
(v7)” D
I rH2—— 4.
3 AQ_% 92 ( 89)
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Definiendo 2 — % = % = 5 ya que la integral se ha realizado en D < 4 dimensiones y

tomando limp—sy4 I3 se tiene que I3 es:

2000 (4.90)

Este resultado se sustituira después en la ecuaciéon (4.27).

Se calculara ahora la integral I, definida por:

2
L= | dp—LE 1.91
! / PRI + A (4.9

Realizando la integral en D dimensiones,

14:/deE / dQp /Oo pE_Pgdpe (4.92)
pE—i—A Qp pE—i—A
ﬁD /Oo p 3P
L=2Y" _ [ pp 2B _ 4.93
Iy T ar )

Nuevamente se introduce la variable x y su diferencial y se obtiene:

I = %% /1 AL - )2 (-%) (4.94)

v 1 D D
I, = — 2(1l—x)2 d 4.95
CrREyel, T e )
D 1
I, = <\/@ A2_1/ r2(l—x)2dx (4.96)
r'(3) 0
Usando nuevamente la funciéon beta se obtiene
D D
a—1:—5—>a:1—5 (4.97)
D D
B-l==—pf=1+— (4.98)
2 2
D D D
p  L(1—=)(1+ %
]4 _ (\/ED) Ai—l ( 2) ( + 2) (499)
r'(3) ['(2)
(Vo) o T (1-%) 21 (%)
I, = Az (4.100)
YT (D) (2)
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L= (vo)’ A% gr (1 - g) (4.101)
De I'(p+1) =pl'(p) = T(p) = ;T(p + 1),
D\ _T(5) (g
rf1——)= 25 =2 4.102
(1-3) == PR (4102
D\ D/2AZ7'[2
P(1-D) o) o
2 -5 €
Sustituyendo (4.103) en (4.101) se obtiene:
=D 1 2
L= APa Y 2o 00 (1104)
— 2 |e
2
Sustituyendo (4.90) y (4.104) en la ecuacién (4.27),
i () = —i 0 / s FIAIL + 2g™1 (4.105)
- (27_‘_)4 0 3 29 4 .
Donde:
1 1
F[A]I; + §gWI4 = {2z(z — DE'EY + g" [m* + 2(1 — 2)] } I3 + 59’“’14 (4.106)
v v 2 2 1 2 2
=22(z — DE'E I3 + g™ § (m® 4+ 2(1 — 2)k*) I3 + 3 [T (2)A(=1)] |= — & (4.107)
€
Desarrollando,
e |2 -5 [2
Iy =n?A"2 {E — VE} = qlelnd? {E — VE} (4.108)
g —§inA |2 2 € 2] |2
I3 =717, ? B =T [1—§lnA—|-(9(6 )] — e (4.109)
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.105) se obtiene:
() = 0 [2 /1 dz [1 . ElnA} 2:(1 — 2)[k2g" — k"k”] (4.110)
 (4m)? | e e 0 2 g '
Ahora se definird la funcién de polarizacion TI(k?),
I (k?) = (K*g" — kME")IL(K?) (4.111)
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De (4.110),
de?2 [2 1 €
2\ 0 c _ & .
(k) = o L VE}/O dz [1 2lnA} 2:(1 — 2) (4.112)
Simplificando,
(k) = 0 /161 2 InA — g+ e SinA | 2:(1 - 2) (4.113)
- 472 0 z ¢ n YE ’7E2 n z ¥ .
y para k = 0,
62 1 ) c
I1(0) = —02/ dz {— — In(m?) —vp + 'VE_ln<m2):| 22(1 — 2) (4.114)
47T 0 € 2

Restando (4.114) a (4.113) se obtiene:

2l
M7 (k?) = H(k?) — 11(0) = 46—02/ dz[—InA + In(m?)]22(1 — 2) (4.115)
™ Jo
Simplificando,
2e2 (1 A
R(12y _ _ “% _ =
(k%) = 2 ), dz(1 — z)zln (mz) (4.116)
2yl 2
eg k*z(1 — 2)
=53 i dz(1— z)in [1 " (4.117)

Se ha obtenido la funcién de polarizacion regularizada I1%(k?) definida por (4.117) donde
se han eliminado las divergencias al realizar la resta en (4.115), es decir I1¥(k?) es ahora
una cantidad finita. Ya solamente es necesario realizar el cdlculo de la integral, para esto

se introduce la constante de estructura fina o que en unidades naturales se define como,

=9 4.118
« 4 ( )
la cual es una cantidad adimensional,
! (4.119)
o= — .
137

Sustituyendo en (4.118) en (4.117) se obtiene:

20 (1

™ Jo

M7 (k?) = dz(1 — 2)zln [1 — m} (4.120)

m2
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Cuando % <« 1 y desarrollando con una serie de McLaurin In(1+z) =z — %2 + I—; +---

por lo tanto:

m{y+ﬁdz_n}zk%@_l) (4.121)

m2 m2

Sustituyendo (4.121) en (4.120),

2 1 2 -1 2 2 1
(k%) = —704 i dz(1—2)z {k z(ﬂzﬂ )] = 7:::2 /0 [2* —22% + 2%dz (4.122)
2 K* 11 1
M) —— |-+ 4.123
(K) T m? {5 2 * 31 ( )
TR (k) ~ a k1 (4.124)
T rm?15 '

4.3 PROCESO DE RENORMALIZACION

Una teoria de campos se denomina renormalizable si sus predicciones en términos
de un nimero finito de parametros (es decir, masas y constantes de acoplamiento) siguen
siendo finitas cuando se eliminan todos los pardmetros de corte (cut-off’s). La electrodi-
namica cuantica es una teoria renormalizable, en ella los resultados estan bien definidos y
son finitos en el limite cuando el cut-off del momentum A tiende al infinito, los resultados
son insensibles a la forma del cut-off, siempre que A sea mucho mayor en escala que el
momentum del proceso bajo consideracion. En otras palabras, para la electrodinamica
cuantica, las predicciones tedricas obtenidas con un A finito no son mensurablemente di-
ferentes de las obtenidas en el limite A — oo, siempre que A sea mucho mayor que la
escala de energia del experimento. Por el contrario, en una teoria que no es renormalizable
aun puede quedar bien definida y finita mediante la introduccién de parametros de corte
A adecuados. Sin embargo, en una teoria no renormalizable de este tipo las predicciones
fisicas divergen en el limite A — oo y por lo tanto son inevitablemente sensibles a la

forma y magnitud de los cut-off’s; incluso para A muy grandes [1].

Se han calculado las correcciones radiativas al propagador del fotén a cuarto orden
en teoria de perturbaciones, para poder trabajar con cantidades finitas bien definidas
se ha tenido que regularizar la teoria mediante la introducciéon de parametros de corte
adecuados (cut-off’s). Ahora se debe de considerar si las correcciones radiativas siguen
siendo finitas en los limites en los que se han eliminado los cut-off’s para restaurar la

electrodindamica cuéntica.
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Escribiendo el propagador modificado como:

. iga _iga . v _Zgu
iDos(k) = —k—f + g e (k)]TB (4.125)

Por otra parte, de la estructura tensorial de II*”(k) se tiene,

1" (k) = —g"™ A(k*) + k"k” B(k?) (4.126)

Debido a que la interaccion de un fotén A, (x) en la electrodindmica cudntica es siempre

con la corriente conservada J* = U~y*¥ entonces, se tiene J*(x)A,(z) = Hip,

0, J"(z) = 0 (4.127)
Flo,J"(x)] = (Tlﬁ)ﬂx /[@J“(x)]eikxd‘lx =0 (4.128)

Integrando por partes u = '** dv = 9, J"(z)dx,

Ou(J*(x)e™™) = [0, " (z)]e™™ + JH(ik,)e'*™ (4.129)

/ 0,7 ()™ dlz = / D (JFEH ) — iy TP — (4.130)
]{S Ou(JHe ) d s — ik, J* e = 0 (4.131)

— k,J" =0 (4.132)

Donde (4.132) es una condicién gauge, similarmente,

k1" (k) =0 (4.133)
Por lo tanto, en la ecuacién (4.126) el término k*k”B(k*) = 0 ya que k”B(k?) es un
término proporcional al momentum del fotén dando como resultado que la forma de
11" (k) dada por (4.126) se simplifique a:

I = —g" A(K?) (4.134)

Sustituyendo (4.134) en (4.125) se obtiene:

. iga iga . v .Gv
iDag(k?) = =957 — S8t [—ickg™ A(k?)] (—@ = ) (4.135)

A(k?)
k2

. 100 ‘
zDa[g(W) _ _Gap +ze(2)ga5

e (4.136)
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A(K?)

(4.137)

La ecuacion (4.137) representa a el propagador modificado del fotén debido a la interac-

cion, ‘
. i9ap 1
iDyp(k*) = — - (4.138)
B4 e (Ag;))
1
Dop(k?) = —igap | s~ 4.1
Dusl0) = =it | | (4.130)
ia 9o 1
- kf - — kf l1 - e%A(kQ)p} (4.140)
: 1
_ap (4.141)

— —igag
k2 Wl 3 2 A (k)
Desarrollando A(k?) alrededor de k? = 0 considerando que, para un fotén real k2 = 0 y
A(k* =0) = 0 se tiene,

dA 1 d?A
A2 = A(0) 4 24 2, - ¢4 ... 4.142
(k) = A©0) + 7 sagey| K (4.142)
k2=0 k2=0
Multiplicando (4.141) por e se obtiene:
b er s SRt — 3 A (0)] + o2 a7(0) (4.144)
e s — 0 31— R4 (0) (4,145

Observese que el término de la derecha es igual al de la izquierda pero multiplicado por
el factor [1 — e3 A’(0)], esto se interpreta fisicamente como si la magnitud de la carga del

electron interactuando mediante el intercambio de un fotén hubiera cambiado.

e’ = e2[l — eg A'(0)] (4.146)

A este resultado se le conoce como renormalizacién de la carga ey, donde a eq se le suele
llamar carga desnuda y donde la carga real del electrén o carga renormalizada es eg, dada

por:

en=c=/ei[1 - BA(0)] = e {1 _ %e%A’(O)} (4.147)

1
er = Zzep = [1 - éegA’(O)} (4.148)
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1
er = €y — 56314/(0) (4.149)

Donde ¢y es infinita y A’(0) también es infinita, er es finita, A’(0) estd asociada a la
parte divergente de II(k?). La interpretacién fisica de esta correccién a la carga es la
siguiente, cuando el fotéon propagandose se descompone en el par electrén-positron, estas
particulas virtuales responden a la carga del electron de tal forma que las particulas de
carga opuesta tienden a alinearse cerca del electron, creando una nube de carga que rodea
a €l electron real Fig.16. Como consecuencia esta nube de particulas virtuales polarizadas
actua creando un “apantallamiento” sobre el electron es decir se reduce la carga efectiva
de la particula real, como resultado esta carga efectiva que se mide es menor que la carga
intrinseca del electrén [5].

Figura 16: Los pares virtuales e*e™ actiian como dipolos generando un “apantallamiento”
sobre la carga del electrén.

En este proceso de renormalizacién de la carga, se redefinié la carga original que se
habia introducido en la lagrangiana y que en realidad era ey y se cambi6 por una cantidad

finita eg dada por (4.148) que es una cantidad finita. Se definieron,

% (k%) = T1(k*) — 11(0) (4.150)

y
II(k*) = A(k?) (4.151)
" (k) = —g" A(k?) (4.152)
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Al imponer la condicién A(0) = 0 y desarrollar,

A
dk?
k2

, 1 d?A

— ...
M DE i

A(K?) = A(0) +

k2=0

el proceso de regularizaciéon qued6 expresado en la substraccion de A’(0). Para entender
el concepto de renormalizacién es conveniente introducir la idea de interaccion a través

de un diagrama.

Considérese el campo escalar libre:
1 1 5,
L= §8u<b8”¢ — §m 0] (4.153)
Si se inicia con un campo escalar sin masa, su lagrangiano correspondiente sera,
1 p
L= 3 Mol go) (4.154)

y su propagador iA = p% el cual tiene asociado el diagrama,

£
P2

Considerese ahora un término de masa que se introduce ———=—im? ya que corres-

ponde a m2¢p? = ¢me¢ entonces el propagador modificado por la interaccién sera:

1A = + + +ee
1 ) 1 ) ) )
IA = 1? + E(_m)}? + E(‘”)?(‘”)E +- (4.155)
) 7 7 1 N
1 7
1A = — + —(—im)iA 4.157
5+l -) (4.157)
. Qo 1% i
Limy,—so. S, = _ — 4.158
. 7 m?
ya que r = (_M)F =7
) 7

Obsérvese que el cambio en el propagador se manifiesta como una masa ————. Un

7igaB
k2

introduce un término extra en la lagrangiana original del campo electromagnético libre:

efecto similar sera observado si en el propagador libre del fotén AArAnn = se
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Loy = - Fu, " (4.160)

i1 Va Ve YaVaVaVal

Luego,

1

LEM = ANANNANNS F AN

Notese que en el caso de la masa ——<—— no se han introducido nuevos campos. Simi-
larmente en el caso del campo electromagnético, el foton, modificado por ~A~AARAAA~

no requiere de otro campo sino solo de un término extra A%y donde,
1 v
ALgn ~ (factor) _ZFWF

11 1
ALy = — {_ZF‘“’FW} (4.162)
€
El nuevo término en la lagrangiana se conoce como contratérmino, este ha absorbido los

cambios infinitos pero inobservables entre los parametros desnudos y los parametros fisicos

[5].
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CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos entre la experimentacion y las predicciones tedricas de la
electrodinamica cuantica la han colocado como una de las teorias mas precisas de la fisica,
un ejemplo de esto es el resultado obtenido en la medicién de la diferencia energética entre
los niveles de energia del atomo de hidrégeno que coincide con la prediccion de la teoria
hasta en una parte en mil millones. La dispersion de Mgller por su cuenta a demostrado
ser un proceso de interaccion paradigmatico dentro de la electrodinamica cuantica este
constituye la base tedrica de muchos fenémenos fisicos conocidos y sigue siendo el modelo
fisico dominante para todos los procesos experimentales de dispersién de electrones de
baja energia (<100 MeV), por lo cual es siempre un limitante a la hora de disenar dichos
experimentos. Con la realizacion del presente trabajo sobre la dispersion de Mgller se

puede llegar a las siguientes conclusiones:

= En el estudio realizado en el capitulo 3 de la dispersion de Mgller a nivel arbol
se muestra claramente la importancia de la construcciéon de la matriz invariante
de Feynman .# ya que en ella se encuentra toda la informacién dindamica de la
interaccion, la construccion de esta matriz es claramente una excelente forma para

aprender y poner en practica los métodos de la electrodindmica cuantica.

= La representaciones pictéricas de la dispersion es decir sus diagramas de Feynman
y la aplicacion de las reglas de Feynman para obtener las expresiones matematicas
asociadas a los diagramas, pone en evidencia la importancia de la invencién de
estos mismos, en las secciones asociadas al calculo de los diferentes términos de la
matriz .# se realiz6 de forma detallada el desarrollo de los métodos matematicos
para encontrar el resultado de dicha matriz evidenciando la superioridad de los
métodos creados por Feynman que reducen considerablemente el trabajo necesario,

en contraste con los del formalismo matematico de las teorias de dispersion.

= Por otro parte la introduccién de la correccion al propagador del fotén en el capitu-

lo cuatro de este trabajo ha permitido conocer a detalle el tratamiento matematico
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necesario para calcular correcciones radiativas, por ejemplo la parametrizaciéon de
Feynman o los métodos que se utilizan para tratar las divergencias causadas por la
introduccion de loops dentro de los diagramas de Feynman, estas divergencias tien-
den a presentarse cominmente en integrales ya conocidas, con métodos matematicos
ya desarrollados para su resolucion, como lo es la regularizacion dimensional y que

se ha mostrado a detalle en la seccién de regularizacion.

= La conclusiéon mas importante de este trabajo es sin duda alguna la presentada en
la seccion de renormalizacion en el capitulo cuatro, considerar la modificacién al
propagador del fotén es decir la introducciéon del loop en el propagador, implica
tomar en cuenta lo que se conoce como “auto energia del fotéon o polarizacion del
vacio” es decir el fotén interactia con el vacio de tal forma que se descompone
en un par virtual electrén-positron para después volver a reintegrarse creando de
nuevo el fotén, en el intervalo en el que el que las particulas virtuales se encuentran
presentes estas responden a la carga del electrén de tal forma que las particulas
de carga opuesta tienden a alinearse cerca del electron, creando una nube de carga
que rodea a el electrén real. Como consecuencia esta nube de particulas virtuales
polarizadas actia creando un “apantallamiento” sobre el electrén, es decir se reduce
la carga efectiva de la particula real, como resultado esta carga efectiva que se
mide es menor que la carga intrinseca del electron, puntualizando, la correccién al
propagador del fotén tiene como consecuencia que en el proceso de renormalizacion

de la teoria la carga del electron durante la interaccion se redefina.

Jests Servando Rojas Garza
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