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Resumen

Palabras clave: momento del muon, QFT, segundo orden.

El avance de la ciencia humana hace posible la existencia de experimentos cada vez mas pre-
cisos, esto ha llevado a plantear observables que antano pareceria imposible medir, una de estas
son los denominados momentos magnéticos anémalos del electron, muon y del tauon.

Los momentos magnéticos andémalos de estas 3 particulas se modelan primordialmente medi-
ante una de las mds conocidas dreas de la fisica, la teoria cudntica de campos, la cual tiene hitos
en su seno, uno de los cuales presume una concordancia entre teoria y experimento sin precedentes
en precisién en la ciencia, sin embargo, a la par existen procesos que esta es incapaz de explicar.

En este trabajo revisamos las cuestiones del cédlculo a segundo orden en la teoria cuantica de
campos tomando solo en cuenta las contribuciones electromagnéticas.



Discrepancias numéricas entre observables

Con los avances tedricos realizados a inicios del siglo pasado, esto es, el nacimiento de la cuédntica,
y de la relatividad especial y general, la comprensién de los actores en el mundo material tuvo que
ser revisada de manera detallada.

La fisica es una ciencia natural, esto implica que ella se apega al método cientifico; por ende
toda prediccién que se realiza en base a modelos tedricos, debe de ser contrastada con experi-
mentos; para ello es que las teorias fisicas, dentro del mismo formalismo exponen explicitamente
observables, como lo pueden ser la masa, la carga, el momento, etc; sin embargo, no todas las
observables presentan la misma facilidad de ser cuantificadas.

De especial interés es el hecho de que ciertas teorias distintas son capaces de exponer las mismas
observables fisicas pero desde su propio marco de referencia, asignandoles valores e interpretaciones
que pueden tener diferencias sustanciales. Una de estas observables es el momento magnético de
una corriente eléctrica.

El momento magnético de una corriente puede ser individualizado, y obtener asi el momento
magnético de una carga realizando una trayectoria cerrada; esta observable es susceptible de ser
medida mediante experimentos realizables en el presente; a la par es una caracteristica de la ma-
teria con carga que se mueve en un campo magnético, la cual es exhibida de manera explicita en
la fisica clésica, la mecdnica cudntica relativista y la mecédnica cuantica de campos; ello es capaz
de brindar un indicador para determinar cudl teoria es correcta al momento de realizar las predic-
ciones correctas.

Con la experimentacion es determinado que la teoria con mayor precision entre teoria y exper-
imento es la teoria cudntica de campos; esto ha sido asi para muchas observables con la posible
excepcion del muon.

En la fisica de particulas se conoce como momento magnético anémalo a la diferencia entre
la teoria cuantica relativista y la teoria cuantica de campos, dividido por 2; tal observable ha
sido medida desde los afios 50 por diversos laboratorios en el mundo para diversas particulas; de
especial interés sigue siendo en la comunidad la experimentacién con el muon; experimentos siguen
siendo llevados a cabo en la actualidad; siendo el ultimo de ellos en esta misma década el cual
fue realizado en el FermilLab de los EUA; los experimentos cada vez més precisos acrecentan la
discrepancia entre teoria y experimento; en la actualidad tal medida estd en un orden de 4.2 sigmas.

Se hacen esfuerzos teéricos [18], [19] y experimentales cada vez mayores para la resolucién de
esta problematica; esfuerzos encaminados han sido en la creaciéon de aceleradores de muones mas
energéticos y con maés precision estadistica; resolucion de las ecuaciones que modelan al muon por
medio de supercomputadoras asi como la revisién de los célculos que se tienen hasta el momento.

Una de las ramas que marca otro de los esfuerzos es en el campo teérico; donde la pauta es
asumir que la teoria actual no es capaz de describir el fenémeno del momento magnético anémalo
del muon, y por tal motivo se parte en la bisqueda de fisica que engloba los modelos actuales; uno
de estos modelos es la supersimetria.

La supersimetria asume la existencia de particulas que nunca han sido observadas ni en la



naturaleza ni en los aceleradores; sin embargo, es una teoria que engloba a la tenida actualmente,
y que ademas es consistente consigo misma.

En este trabajo se estudiard la familiarizacién con los cédlculos a segundo orden en la teoria
cuantica de campos, en donde se tomardn en cuenta las interacciones electromagnéticas.



Planteamiento del problema

El inicio del siglo XX marcé grandes ideas para las teorias fisicas. Las teorias que actualmente
se denominan clasicas; en ese momento afrontaban ciertas situaciones complejas, una de las més
importantes es la no covariancia de las ecuaciones de Maxwell mediante las transformaciones de
Galileo (TG) [L.4].

Ciertos conceptos se daban por validos a un nivel no cuestionable; uno de tales conceptos den-
tro de las transformaciones de Galileo es que el tiempo es absoluto. Einstein dié por validas las
ecuaciones de Maxwell y tom6 como incorrectas las T'G; involucrando en su lugar a las transfor-
maciones de Lorentz (TL).

Las suposiciones de Einstein dieron pie a la conocida como relatividad especial; en estas se
asume como un principio que la velocidad de la luz es absoluta.

En tiempos similares, y con la problemaética de la catastrofe ultravioleta; es propuesto por parte
de Planck la cuantizacion entre la transmisién de energia; esto inicia la cuantizacién de las teorias;
y da un paso en la direccién correcta al ser el efecto fotoeléctrico explicado mediante estas nuevas
ideas.

Las 2 teorias anteriores son incompatibles con las teorias convencionales; la relatividad viola el
principio impuesto en las TG de que el tiempo es un absoluto; a la par la teoria electromagnética
teoriza y muestra que la luz exhibe un comportamiento de onda; ain mads, experimentalmente la
luz exhibe comportamientos ondulatorios, dicho esto; el tratarla como si la luz estuviera hecha por
particulas es capaz de explicar el fenémeno fotoeléctrico.

Las teorias de la relatividad y de la cudntica fueron puestas a prueba en experimentos; ambas
han mostrado a la fecha gran concordancia con fenémenos diversos.

Las 2 teorias fundamentales pasaron entonces a ser la relatividad general y la teoria cudntica;
sus evoluciones han dado cabida a grandes campos, como lo son la teoria cudntica de campos
(QFT), ésta ha podido brindar descripciones muy precisas de propiedades fisicas de la materia y
sus constituyentes.

Al ser tomadas en cuenta las diversas interacciones que emergen de una teoria cudntica de cam-
pos y con la revisién de las particulas virtuales se llega a la creacion del modelo estandar de la fisica.

Una gran variedad de situaciones experimentales han sido propuestas, y confirmadas después
por la misma teorfa del modelo estandar (SM), sobre todo en lo referente a los constituyentes
bésicos de la materia.

Entre los constituyentes basicos de la materia, el ya conocido electréon se conocia con cierto
detalle, particula de carga negativa con una masa relativamente pequena en comparacion de otras
particulas conocidas, sin embargo de especial importancia por diversas propiedades y cualidades
fisicas; como el hecho de que es uno de los componentes de los dtomos [10].

Con el tiempo diversas particulas nuevas han sido encontradas en la naturaleza, un ejemplo de
ello es el hallazgo del muon en 1936 [1].



Con el paso del tiempo diversos experimentos han sido realizados para determinar las propiedades
de esta particula, en especifico las formas en las cuales este interactiia con los campos magnéticos,
es decir, cémo afectan estos al desplazamiento de los muones; y con ello contrastar teoria y experi-
mento [20]. Una de las cualidades en especifico para poder realizar el contraste es con la medicién
del momento magnético anémalo del muén (mmam).

De ellos se parte que desde los anos 50 han sido realizados experimentos [4], incluyendo una
variedad de 3 en el CERN.

Cercano al afno 2000 se realizaron experimentos [2] con una precisién de 0.54 partes por millén
(ppm) en el Laboratorio Nacional de Brookheaven (BNL), los cuales midieron el mmam, y se llegd,
aun con el grado de precisién dicho, a que existia una discrepancia entre teoria y experimento de
entre 2 y 3 desviaciones estandar.

El dltimo experimento que ha sido llevado a cabo fue en el Fermi Lab (FNAL), dando los
primeros resultados en el afio 2021, tuvo este una precisién de 0.46 ppm [5]; y por sf solo exhibe
una desviacion estandar de 3.3; atin més, esto hace que la desviacién estandar mundial entre teoria
y experimento sea de 4.2 [3],[14].

En el futuro préximo se realizardn experimentos en Japén [9]; los cuales incluirdn una forma
distinta de realizar este experimento.

Mencionado lo anterior, se parte a la exploracién de las interacciones que pueda provocar la
supersimetria [2], y detectar si su inclusion, de realizarse, es capaz de preveer mejor concordancia
entre teoria y experimento.



Marco tedrico

Este trabajo tratara, al final, sobre la interacciéon de cargas eléctricas con otras particulas; por ello
se partird de motivantes electromagnéticos.

Con el advenimiento de las teorias cuanticas se tuvieron que explorar las caracteristicas de las
particulas conforme a esta teoria; cualidades tan cldsicas como la masa y la carga fueron revisadas.
Cuestiones como la energia también lo fueron, y con ello se llegé a la teorfa ondulatoria y/o a la
mecanica matricial; ambas teorias describen el universo mediante diferentes enfoques.

Las 2 teorias anteriores son capaces de describir con gran precision muchos sucesos; uno de los
mas famosos es el referente a la energia de ligadura del Hidrégeno, la cual en realidad fue obtenida
antes de la formulacién de la mecdnica ondulatoria o la matricial [L.1].

Con tal capacidad de prediccién se confronté la teoria con sistemas cada vez més complejos;
como lo son particulas interactuantes con campos a voluntad, de especial interés es la interaccién
con campos electromagnéticos (EM).

Exponer la problemética deseada a abordar en este trabajo es imposible sin un entendimiento
correcto de la teoria cuantica de campos; la cual requiere de los conceptos de la relatividad es-
pecial y la teorfa cuantica; por este motivo se expondra la ruta mas autocontenida y directa posible.

4.1 Stern-Gerlach. La cuantica

La teoria cudntica nace de manera no relativista; esto es, no tiene la invariancia misma que se exige
a las teorias modernas, por lo cual, si bien la mecénica ondulatoria y/o la matricial son capaces
de explicar muchos sucesos, también son incapaces de explicar muchos otros. Habré de utilizarse
la concepcién por medio de las ideas del algebra lineal, por ende el desarrollo estard muy cercano
a la formulacién de Dirac.

Supoéngase el siguiente experimento realizado por primera vez por O. Stern y W. Gerlach en
1922 [L.2]

i Placa
detectdra
de vidio

Figure 1: Conceptualziacion del experimento de Stern-Gerlach
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Téngase un haz de particulas con carga (el experimento es con particulas de plata calentadas
y provenientes de un horno), las cuales viajardn a través de un campo magnético no uniforme (ver
figura 1). Estas particulas, al poseer carga y estar en movimiento, interactuardn con el campo
magnético no uniforme. Esto se consigue mediante superficies muy afiladas; el cual tiene, por lo
menos, dos direcciones. Acorde a Griffiths, ”The electric field diverges away from a (positive)
charge; the magnetic field line curls around a current” [L.5]; esto conforme las ecuaciones de
Maxwell.

Para un sistema como lo es el atomo de plata, se tiene una conexioén entre la interaccién con
un campo magnético externo y el momento angular del electrén en la 6rbita con la menor energia
de ligadura (el electrén que se encuentra en un estado de mayor energia);

Area encerrada por la
Carga alguna )
trayectoria

~5

Figure 2: Visualizacion del lo mencionado

Conforme la teorfa cldsica; se tendra una relacién de la siguente manera[L.3]:

q
pr=g-L (1)

Esto es; pur es el momento magnético debido a un momento angular L; es decir, la interaccion
entre la carga y el campo magnético puede ser entendida totalmente como una cualidad dindmica
de la carga; por ello se le conoce como momento magnético orbital. Conforme una caracteristica
dindmica, se espera que ésta, en un experimento como el dicho, adquiera cualquier direccién; com-
binado con el campo magnético no uniforme se espera el siguiente resultado:



Traza

Resultado Clasico

Figure 3: Resultado esperado con los modelos cldsicos

Se revisa la imagen de acuerdo a la teoria clasica. Conforme las particulas se desplazan, al
interactuar con el campo magnético, se desviardan de su trayectoria original, ” A localized current
distribution in a nonuniform magnetic induction experiences a force proportional to its magnetic
moment” [L.6]; nétese que no existe un nombre undnime para B; se tomard a B como la canti-
dad fundamental del magnetismo, y se le llamara campo magnético. Debido a la aleatoriedad del
campo y de las mismas particulas, es esperado que el resultado sea como la imagen 3; sin embargo,
lo que sucede es lo observado en la imagen 4:

La ecuacién numero (1) es a la que todo este trabajo estard abocado; a su reformulacién por

medio de la mecénica cuantica; después en la mecanica cuantica relativista, seguira el calculo de
esta misma en la QFT y por dltimo serd utilizada la hipdtesis para proponer correcciones.

Traza

O

-

Resultado Cuantico

Figure 4: Resultado reflejando la naturaleza cuantica

El fallo es notable; donde deberia de tenerse un continuo se tiene una discretizaciéon marcada;
como ha sido dicho, este hecho es incompatible con las teorias clasicas. Notable es este hecho, no
se ha cometido un error de célculo; la teoria arroja un resultado que no se observa; por esto es que
se menciona la incompatibilidad.



El experimento citado no solo brinda un fenémeno que expone de manera concreta la cuan-
tizacién del momento angular, se pretende que el causante sea alguna caracteristica fisica que
interactia de manera similar al momento angular; sin embargo, esto es solo una analogia; esta
caracteristica es por s misma una caracteristica fisica; y con ello la naturaleza a niveles atémicos
o inferiores; expone también la necesidad de la existencia de una caracteristica sin andlogo en la
mecdnica clasica de las particulas.

4.2 Las observables, los operadores, la explicacién

Conviene mencionar que los operadores pueden ser representados en diferentes espacios, en general
se utilizard la palabra matriz A, para designar al operador A.

El experimento de Stern-Gerlach (SG) es un motivante que permite construir la teorfa cudntica
desde la interaccién cargas-campos electromagnéticos; se partira de algunas definiciones y se seguira
en general el camino marcado por J.J. Sakurai en su libro "Modern Quantum Mechanics”. La
versién en general es indistinta; sin embargo, nuestra fuente es la edicién del ano 2020. Se ex-
pondra la manera en la que la teoria pretende explicar el fenémeno dicho y con ello se dard el
tratamiento sucesivo en este trabajo.

4.3 La polarizacién de las ondas de la luz

Realicense sucesivos experimentos de Gerlach y observemos sus resultados. Obtendremos haces en
los cuales sus componentes cumplen todos una cualidad, a un haz de tal naturaleza se le denomina
polarizado.

Primero, se cambiara la notacién, asignemos a cada haz proveniente de un experimento de SG
el stmbolo S, un simbolo + o - segin corresponda y un subindice que indica la direccién del campo
en el experimento de SG de donde tal haz proviene.

Primero, y solo por completitud, hagamos referencia al mismo experimento ya realizado en la
seccién anterior. Un diagrama seria el siguiente:

S+

Haz incidente

S.Gz

S -

z

Figure 5: Experimento de Stern-Gerlach con campo EM en direccién z

Téngase entonces que, el haz incidente se separa en 2 partes, que de manera sugerente seran
llamadas componentes. Témese la denominada Sz+ y sométasele a un SG con EM en direccién
x; se observara lo siguiente:



Sz+ Sx+

Figure 6: Experimento de Stern-Gerlach con campo EM en direccién x

Témese una vez mas el haz denominado S,+ y sométase este a un SG con EM en direccién z;
se obtendra lo siguiente:

S + Sz+

S. -

z

Figure 7: SG con campo EM en direccién Z aplicado a S,+

Esto es, se vuelven a tener 2 componentes del tipo S, con signo més o menos segiin corresponda;
esto es contrastante con ciertos aspectos; el que es de importancia en esta ocasién es el hecho de
que S;+ proviene de un haz polarizado tal que cumplen que al ser sometido a un EG con EM en
direcciéon z se obtiene S,+; sin embargo se observan S,+ y S,—

Por ultimo, téngase el siguiente EG con EM en direccién z para S, +, serd observado lo siguiente:

Sz+ Sz+
S.Gs

Figure 8: SG con EM en direccién z aplicado a Sz+

Esto es, se obtiene aquello que es esperado, ya que Sz+ esta polarizado justamente para cumplir
lo observado en la imagen inmediata anterior.

Por tltimo llamémosle al haz proveniente del horno ( el haz inicial ) como «, que por lo obser-
vado y esperado no esta polarizado.

En todos los experimentos anteriores, se obtiene, de aplicar algin SG donde la polarizacién
del haz incidente no coincida con la direcciéon del EM en el SG, dos haces; diremos que los haces
incidentes estan conformadas por 2 partes, y que el SG es capaz de separalos en ellas; la tUnica
excepcién es cuando la direccién del EG y la polarizacion del haz incidente coincide, en este caso
se obtiene el mismo haz incidente.

Notemos que, Sz+ es una representacion del haz de particulas; postularemos que esté repre-

sentacién ( y la de todos los haces ) es parte de un espacio vectorial definido sobre el campo de los
complejos y que cada haz es un vector en tal espacio. Luego si a consta de 2 partes, a saber Sz+ y
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Sz — entonces vemos a estos 2 como vectores como una base del espacio, entonces podemos escribir:

|a)=C1|Sz+)+Co | Sz—) (2)

Donde se utiliza |) para denotar que se trata de un vector. Se explora este detalle en secciones
posteriores.

Notese entonces que, al aplicar algin experimento de SG y a la par encontrarnos interesados
solo en algin haz, los SG actian como operadores sobre vectores, a saber:

SG|a)=Cy | Sz+) (3)

Donde SG representa a un operador; esto anterior es una ecuacién de autovalores. De nuestra
base elegida podemos escribir:

SG| Su+)=C5|Sz+)+Cy| Sz—) (4)

Luego al aplicar SG con EM en direccién z obtenemos; una vez més de encontrarnos interesados
en un solo haz resultante, lo siguiente:

SG | Si+)=Cs[Sz+) (5)
Esto es, una vez mas una ecuaciéon de autovalores.

Por tltimo, si el haz incidente tiene la misma polarizacion que el EG se obtiene:

SG| S.4+)=C.|Sz+) (6)

Una vez més una ecuaciéon de autovalores. Con la motivante dada, daremos por hecho que la
representacién por medio del algebra lineal sera adecuada.

La siguientes aclaraciones son necesarias. El espacio vectorial es definido sobre el campo de los
complejos, por ende serdn tenidos que algunos vectores solo diferirdn por un factor de fase ( algin
numero del tipo exp(if) ) postulamos que el estado fisico del sistema ( en el caso anterior los haces
) es representado por cualquiera de tales vectores; esto es, son representaciones equivalentes. Con
estas consideraciones de transfondo es posible llegar a las expresiones explicitas de los vectores en
nuestro caso anterior, en el caso de tomar a los vectores Sz+ y Sz— como base lo siguiente:

1 1

| Sz+) = 212 | Sz+) + 212y | Sz—) (7)
1 1

| Sa) = —m | Sz+) + m | Sz—) (8)
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| 540 = 5755 | So4) + i | S2-) )
Sy) = ! S 1 S 10
| y>—m\ Z+>—Zm| z—) (10)

Estos vectores, y su representacion de esta manera permiten el estudio sistematico de las rota-
ciones.

Téngase un haz de luz, el cual tiene en sus componentes solo una frecuencia, a lo cual suele
denominarsele monocromatico; de la electrodindamica se tendrd que a esta radiacién le corresponde
un campo eléctrico oscilatorio en alguna direccién perperdicular a su desplazamiento, esto de la
invariancia gauge seleccionada adecuadamente; supéngase entonces que la direccién de propagacién
es z, y la direccién perpendicular en donde oscila su campo eléctrico asociado es en la direccion x;
entonces se tendra a E expresado como alguna funcién de onda con propagacién en la direccion z;
recordemos que basta con tener una funcion de valores reales que tenga una relaciéon de la forma
kz-wt; esto de las ondas viajeras.

Es posible expresar algo similar para algin rayo de luz al cual un campo eléctrico asociado en
la direccién y ( o x de ser requerido ).

Al tipo de radiacién anterior se le conoce como linealmente polarizada, esto es una traduccién
directa de linearly polarized; y pueden ser obtenidas experimentalmente mediante filtros que selec-
cionen componentes del campo en alguna direccion. Tales mismos filtros son capaces de seleccionar
direcciones cuyas componentes no se encuentran solo en alguna direccién que subyace sobre los ejes
coordenados, esto no deberia de sorprender, al final el filtro es desconocedor de los ejes coordenados
que nosotros asignamos, y solo tomara en cuenta las diferencias entre su contrucciéon y la onda
incidente.

Conforme a lo dltimo dicho, es de esperar, que la radiacion que se obtiene de algun filtro, el
cual no brinda una radiaciéon coincidente con los ejes coordenados, sea una superposiciéon de las
ondas polarizadas en x e y ; hemos asi construido un rayo de luz el cual tiene un campo eléctrico
asociado polarizado en un plano perpendicular a la direccién de propagacién del rayo; esto es asi
una generalizacién de la radiacién linealmente polarizada.

En el lenguaje del dlgebra lineal, se puede asociar que una onda electromagnética monocromética,
con polarizaciéon en un plano, es una combinacién lineal de campos electromagnéticos oscilantes
en una sola direcciéon contenidos en el plano dicho. Esta idea es provechosa para la realizacién de
la teoria.

Explorada una situacion fisica conocida cldsicamente, se partird a la bisqueda de una teoria
matematica que auxilie en la descripcién del fenémeno buscado.

4.4 Los kets

Las ideas de la seccién anterior han de ser aplicadas, se suele denominar a este vector como vector
de estado, nos inclinaremos por la terminologia de Dirac y utilizaremos la notacion ket y bra, y
por ello en el futuro le llamaremos state ket; la cual serd utilizada en gran parte de este trabajo ;
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un vector debe de estar definido sobre un campo; la analogia aqui entre el espacio tridimensional
de las ondas polarizadas y nuestro SG termina; no serd propuesto que los vectores se desarrollan
en un campo real.

Antes de continuar se detallara la terminologia Ket.

Un ket serd representado mediante la siguiente notacion:

5) (11)

Donde la ”,” no tiene relevancia en el sentido del vector; es un espacio que puede ser rellenado
con aquello que sea 1til en la operacién, es por esto un nombre que es asignado al vector, la
terminologia de Dirac no es distinta del dlgebra lineal, sin embargo es muy 1til, ya que muchas
relaciones son evidentes; por ende la terminologia cumple su labor de realizar la tarea en cuestién
de la manera més sencilla posible; sin embargo, es comun que se le asocie de nombre cuestiones de
relevancia; lo cual es dependiente del interés.

Los kets, por su naturaleza vectorial, cumplen todo aquello que sea necesario para considerarles
vectores 1. [L.7]; sin embargo, en este trabajo se inmiscuirdn de manera natural espacios sobre el
campo de los complejos, a la par que espacios vectoriales de dimension infinita, estos son llamados
espacios de Hilbert; en general, cuando se trate con espacios de dimensién infinita se asumira que
se esta en un espacio de Hilbert.

Hégase aqui un postulado; un ket de estado ( SK ) contiene toda la informacién que pueda
desearse sobre el estado del sistema.

Una observable, entendida cémo una propiedad fisica del sistema que tiene la capacidad de ser
sometida a mediciones, puede, motivantes para esto son dados por De la Pena, L en Introduccién a
la mecanica cuantica; ser representada mediante algin operador definido en el campo vectorial en
el cual se encuentra el SK; un operador actia conforme las reglas del algebra lineal, y en general
su actuar serd una expresién de la formas:

Al a)) (12)
Donde la A acentuada representa al operador; por supuesto el resultado debera de ser otro ket.
Del algebra lineal conocida la existencia de los eigenvectores, eigenkets en la terminologia de

este trabajo; en este escrito y con fin a recordar a quien le corresponden estos; seran llamados en
general como el mismo operador pero en minuscula; esto es para el operador A obtendremos:

|a/>"a//>’| a///>7m (13)

Correspondiente a estos eigenkets se tendrdn sus eigenvalores (EV); correspondientes al mismo
operador A.

Al hacer mediciones en la mecénica cuantica; serd obtenido como resultado que el sistema
habra de, a pesar de antes no estarlo; pasar a encontrarse en algin estado representado por un solo

IRevise las referencias para més detalle [7]
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eigenket (EK); mientras que la medicién serd el EV correspondiente a tal EK. Planteando esto de
manera explicita en un ejemplo, quedaria como sigue.

Sea B un operador con EK | b) y EV b; esto es:

B|b)y=b|b) (14)

Los instrumentos involucrados en una medicién habran de brindarnos el valor de b; con lo cual
podré inferirse que el sistema se encuentra en | b)

4.4.1 Productos

Para poder formar productos en estos espacios vectoriales, se abordaran el concepto de los bras;
un bra tendra la siguiente representacién:

Gl (15)

A la par, es postulado que a cada ket le corresponde un bra, y que de tenerse un ket con
coeficientes complejos, el bra correspondiente serd al mismo que en el primer caso pero con el
coeficiente conjugado, esto es; a un ket le corresponde el bra siguiente:

(¢)a| (16)

Con los kets y bras pueden comenzar a formularse los productos, el primero de ellos serd el
producto interno y tendra la forma:

ol a) (17)

En general lo anterior se denotara por:

(b]a) (18)

Se habra de trabajar en el campo de los complejos, de modo que el producto interno puede
tener como resultado un niimero complejo, de ello se desprende que:

(bla)=(a]b)" (19)

El producto anterior es una funcién bilineal, que al actuar sobre 2 vectores, brinda un escalar;
siendo éste definido en el campo del espacio vectorial en cuestién.

Es posible a la par formular una funcién bilineal la cual brinda como su imagen un operador;
en general se denotard esto por:

| b){a | (20)

Observado el caso especial en donde es tenido:
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| a){a | (21)
La naturaleza de operador de este producto es clara; considere a | ¢); entonces el producto
siguiente:

| a)(a | @) (22)

De asociar; La asociatividad es una de las operaciones se que asumiran validas en este trabajo;
obtendremos como sigue:

la)({a | ) (23)

El producto entre paréntesis no es mas que un producto escalar; este brinda como resultado un
ntimero, llamesele ¢ a tal ntimero; se obtiene:

¢la) (24)

Noétese que si el ket | a) estd normalizado; se tendrd que la ecuacién (13) estd brindando la
proyeccion del ket | ¢) con el ket | a).

Lo anterior dice que; de tener la situacién en la cual los diversos | a) , | a') , | a?) , etc; sean
una base de algin espacio en donde se tiene a | ¢); entonces es posible expandir a | ¢) en términos
de | a),|a'),|a?), etc; esto es:

Sea | ¢), un ket; y sea | a) , | a') , | a®) , etc; una base del espacio en donde | ¢) se encuentra;
entonces:

| @) = ¢o | a) + ¢1 | a') + ¢o | a?) + ... (25)

De manera mas compacta

|8) =D onla”) (26)
n=0
Siendo n la dimensién del espacio.
Realizando algunos pasos a la inversa desde (17) es posible hacer como sigue:

o) =) la"}{a" | &) (27)

n=0

De suponer que | ¢) es el vector unidad, se obtiene:

n
L= [a"){a" | (28)
n=0
Lo cual regresa el operador identidad.
De especial relevancia es el operador unidad en las transformaciones lineales; es importante la

relacion apenas dicha; tanto por mostrar la expansién de un ket; tanto porque se puede desprender
la creacion de transformaciones desde la misma.
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4.4.2 Representacion matricial

Los operadores pueden en general ser representados como matrices, esta representacién es muy
atil; sin embargo debera de aclararse que esto no implica que los operadores sean matrices.

Del algebra lineal se sabe que puede ser representado un operador como una matriz esta rep-
resentacién del operador depende de la base que se utiliza para representarle, por ende no puede
ser dicho que la matriz es el operador; para verificar esto con mas detalle, considérese el operador
B; entonces:

k n
B=|Y |a"){a"|BY  |a"){a" | (29)
k=0

n=0

B no depende de n; entonces es admisible escribir:

k n
B=3"3" |t | Bla") o (30)

k=0n=0

Una vez mas se asocia:

(a" | B |a") (31)

Notese que esto es un numero; se le llamara By, ; resultando con esto la obtencién de un arreglo
ordenado de nimeros correspondientes a valores de k y n; esto puede ser representado como una
matriz. En general se toma el hecho de que k representa a las filas mientras que n a las columnas;
una matriz en un espacio de dimensién 3 tendria la forma siguiente:

Bi1 By DBis
By1 B2 Bas (32)
B3; B3z DBss

Teniendo entonces la representacién matricial de algin operador arbitrario. Aludiendo a la
mencién de que | a){a | puede ser tratado como un operador; por ello tendrd una representacién
matricial andloga a la anterior.

La representacion matricial de un operador, como se ha visto, requiere de explorar algin objeto,
el cudl serd el deseado a representar, elegido el objeto, se seleccionan kets como base; de elegirse
como base los EK del operador a representar ,esto implica que los EK son base del espacio; esto no
es generalmente cierto; sin embargo, lo es para operadores Hermitianos; su representacién matricial
serd diagonal. Se dice que un operador Q) estd en representacion Q cuando esto sucede.

Todo lo necesario para trabajar con espacio de dimensiéon finita ha sido dicho; las generaliza-
ciones al espacio de infinitas dimensiones son inmediatas; sin embargo no todas son validas.

Una de las més relevantes es la transformacion de la ecuacién:
n

o) = la"){a" | &) (33)

n=0
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Al pasar al continuo se obtiene una relacién de la forma:

6) = /w da | ala | 9) (34)

— 00

Una vez mads, de elegir a | ¢) como 1; tendremos:

- /joda la)a| (35)

En general con estas 2 tdltimas relaciones bastara para el desarrollo en un espacio de dimensién
infinita. Esto del hecho de que de ellas se pueden obtener gran cantidad de idéntidades.

4.4.3 Los conmutadores

La posibilidad de representar a los operadores por medio de matrices evoca la posibilidad de que,
al igual que sus representaciones, estos no conmuten; haremos las siguientes definiciones.

Se representard por [A4, B] el conmutador de a A y B; su manera de evaluarlo es cémo sigue:

[A,B] = AB — BA (36)

Se escribird por {A, B} el anti-conmutador de a A y B; su manera de evaluarlo es cdmo sigue:

{A,B} = AB + BA (37)

Por supuesto para su evaluacién se requiere de que estos operen en algtiin objeto vélido, este
objeto puede ser otro operador.

4.4.4 Los conmutadores fundamentales

En general se trabajard en la introduccion el la base de los kets de posicion.

Ha sido mencionado que a cada una de las observables les corresponde un ope-rador; es mostra-
ble que [L.8],[L.2] los operadores de momento y posicién tienen la siguiente forma:

Para el operador de posicién:

T==x (38)
Para el operador momento:
0
p = —ih— 39
b= —ihg (39)
Sus conmutadores resultan:
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Recordando que a cada observable le corresponde un operador; las relaciones de conmutacién
anteriores mencionan los siguientes puntos:

La medicién de la observable posicion en alguna direccién conmuta consigo misma; y a la par
conmuta con la observable posicién en alguna otra direcciéon. Esto es; direcciones independientes
de posicién no interactuan entre si.

La medicién de la posicién en alguna direccién conmuta consigo misma; y a la par conmuta con
la observable momento en alguna otra direccién. Esto es, direcciones del momento independientes
unas de otras no interactian entre si,las direcciones respecto a sistemas de referencia son arbi-
trarias; por lo cual la no interaccién entre distintas direcciones implica que las cualidades fisicas
tienen su propia direccion, es decir son indistintas de la eleccién arbitraria del observador.

La medicién de la posicién en alguna direccién no conmuta con la medicién del momento en
la misma direccion; sin embargo si que lo hace con otras direcciones. Esto es, la medicién de la
observable posicién destruye la informacién del momento y viceversa, por no interactuar se inter-
pretard que no interfieren unas con otras; mientras que por destruir, se entendera que el medir
hace que se tenga total incertidumbre sobre la otra.

Las primeras 2 aseveraciones son sencillas de asimilar; mientras que la tercera puede no serlo
en primera instancia; sin embargo, debemos de recordar que el proceso de medir implica que se
actia sobre el sistema.

Con lo anterior podemos comenzar a revisar la operacién de operadores en los kets, la primera
cuestién serd como sigue:

1.- Los operadores siempre actuardn con los ket en un orden especifico, este serd, si A representa
a un operador, como sigue:

Al a) (41)

2.- En general seran relevantes los autovalores de los operadores, ya que estos representaran
valores de las observables. Vease:

Ala)=ala) (42)
3.- Los autovalores se interpretan fisicamente como los valores que una observable puede tener.

Conforme lo anterior podriamos ejemplificar, si A es el operador de spin, que al hacer la op-
eracién obtenemos el valor a, que puede ser como en los casos estudiados, 1/2 o -1/2.

La teoria completa de este desarrollo se puede revisar a detalle en diversos libros, como por
ejemplo [L.2]

4.5 La interpretacién de la mecanica cuantica

No se ha hecho; ni se hara mencién sobre el ”colapso” de las observables conforme estas son medi-
das; ya que la teoria puede ser descrita sin necesidad de esto, pensando en ensambles de particulas,
es decir; la teorfa cudntica expresa sus principios para ensambles, esto desde el inicio ha sido asi
yva que al basarse en una gran cantidad de particulas, que se entiende, exponen cierta naturaleza
en medios de un gran conglomerado.
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La interpretacion sobre el cominmente llamado colapso de onda, es cuestionable conforme a
experimentos, mientras que la interpretacion de que la teoria cuantica da informacién sobre en-
sambles no; esta interpretacion, explicitamente es:

La mecdnica cudntica brinda informacién sobre el ensamble de particulas, no sobre una particula
individual.

4.6 Los operadores y el tiempo

A toda observable le corresponde un operador, notable es sin embargo, que en la teoria cuantica el
tiempo no es una observable; esto es, no tiene asociado un operador; de este momento en adelante
se le tratara cémo a un parametro.

4.7 La mecanica cuantica no relativista

Lo desarrollado anteriormente, abre paso a las formulaciones de las observables por medio de oper-
adores, a obtener sus conmutadores y con ello a determinar las relaciones que se tienen entre ellos.
Las teorias que engloban a la mecénica cudntica descansan en los operadores y sus relaciones; de
hecho la misma QFT propone que los campos sean cuantizados mediante su expresién en oper-
adores.

Se iniciard desde las bases; pero serd expuesto solo lo necesario para poder explorar las rela-
ciones de rotaciones entre los operadores y como la evolucién de éstos, decanta a los cambios en
los estados.

Recordando que a las observables les corresponden operadores; serd entendido que se distin-
guird por su misma naturaleza el hecho de que alguna observable tenga eigenvalores discretos o
continuos, de no serlo, se aclararé.

Por ejemplo; para la posicién tendremos que su operador Z cumplird la siguiente ecuacién de
eigenvalores con sus respectivos EK:

Zlx)y=a]x) (43)

La ecuacion anterior puede llegar a causar confusiones debido a que se tiene muchas veces el
simbolo x; a la par este cumple diferentes funciones; las etiquetas son cémo sigue:

& (44)

El simbolo anterior representa un operador; es por ello que tiene una acentuacion
Ademas; para

| z) (45)

El simbolo x en el ket anterior, representa una etiqueta; es igual de vélido escribir la etiqueta
interior cémo | y) sin embargo, esto, si bien correcto, no permite visualizar de manera inmediata
la ecuacién de eigenvalores; lo expresado es que el operador & se encuentra actuando sobre el ket | x)

En el lado derecho de la ecuacién (32) el simbolo x que no se encuentra dentro del ket; repre-
senta un numero, que bien podria ser complejo, en la mecénica cuantica se espera que los valores
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a medir sean reales; a operadores Hermitianos les corresponden eigenvalores reales; nétese que x
estd cumpliendo el papel de eigenvalor; por tltimo la misma ecuacién (32) dicta que volvemos a
obtener el mismo ket una vez aplicado el operador.

A la par es entendido que el operador de posicién Z brindard eigenvalores continuos; ya que una
particula, en principio, puede ocupar cualquier posicién del espacio en lo referente a que ninguna
posicion es privilegiada; algo similar ocurre para el momento; el cual tendrd una representacién
similar, hacemos:

plp)=p|p) (46)

Son conocidas las relaciones de conmutacién de estos operadores; éstas ya han sido expuestas
en este trabajo.

Es deseado obtener a la par operadores que permiten hacer cambios; por ejemplo desplazamien-
tos, o cambios en el tiempo, estos operadores deberian de cumplir ciertas propiedades que hacen
coherencia, una de ellas es que todas puedan ser obtenidas desde la identidad, esto es uno de esos
resultados que se rescatan de la mecédnica clésica; estas propiedades son como sigue:

Sea A un operador el cual toma como argumento a a,,, entonces:

1.- Que sea un operador unitario, esto es, que no cambie la magnitud de la cantidad fisica en
cuestién.

2.- Aplicaciones sucesivas del operador sean equivalente a una sola que tome como argumento
a la suma del argumento de los operadores.

Matematicamente esto es:

Alan)A(am) = Alan + am) (47)

3.-Que su inversa sea evaluar el argumento en el sentido contrario. Mateméaticamente ésto es:

A(=an) = A Y(an) (48)

4.- Que se genere desde la identidad. Matematicamente esto es, cuando a,, — 0 entonces:

Alay) =1 (49)

La razén de que las propiedades anteriores sean asi es un hecho de como se espera que sean
tales operadores ante situaciones extremas.

Conforme las anteriores caracteristicas es posible obtener diversos operadores; entre ellos; uno
de vital importancia, es aquel que causa evolucién con el tiempo; serd supuesto que el Hamilto-
niano esta involucrado, en la mecénica clasica el Hamiltoniano y la energia tienen una relacién
estrecha; la energia es capaz de explicar evoluciones temporales posibles; por ello es que se utiliza
el hamiltoniano en el presente trabajo.

El operador que crea le evolucién temporal tendra la forma siguiente
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iHdt
n

El operador anterior crea un cambio temporal infinitesimal una vez sea aplicado.

Ut +dt,to) = 1 — (50)

De la mecdnica clasica podemos relacionar los cambios en el tiempo con el Hamiltoniano, esto
se hace por analogia; solo estd siendo rescatando la terminologia no se implica que exista una
relacién directa; sin embargo las relaciones que emergen serdn por supuesto similares o incluso
idénticas; ya que buscamos que cumplan papeles lo mas parecidos posible. Es esperado entonces
que el hamiltoniano permita describir la evoluciéon temporal en los ket estados; con lo cual sera
obtenida la dinamica de los sistemas.

La definicién del operador de evolucién temporal incluye todo lo que que se desea conocer de
los cambios del sistema en lo referente en el tiempo; sin embargo, la forma en la que esta escrito
no es del todo 1ti; por ello se hard un tratamiento que guie a expresiones ttiles; se comienza con

el uso de la cualidad exigida niimero 2; para ello se escribe como sigue:

Sea U(t+dt, t) la manera de denotar el operador que ocasiona el cambio temporal desde t hasta
t+dt; por analogia se escribe:

Ut + dt,to) = U(t + dt, t)U(t, to) (51)

Pero, conforme la definicién explicita del operador:

iHdt

Ut +dt,t)=1— (52)
Substituyendo en la ecuacién anterior tendremos:
 Hdt
Ut +dt, to) = (1 — —=)U(t,to) (53)
De aqui se puede deducir que:
U(t+dttg) —U(t,t A
ih ( + dt, 0) ( s 0) :HU(t,to) (54)
dt
Esto no es mas que:
AU (t,t .
m% = HU(t,to) (55)

Esta ecuacién brinda como es la manera en la que el operador de evolucién temporal cambia
con el pasar del tiempo, con lo cudl una vez tenida una expresion para el Hamiltoniano es directo
saber el cambio de este operador. El hecho que se tenga un operador que cambia con el tiempo
hace sospechar que, por ejemplo, tenido un estado de un sistema puede permitirse que el tiempo
pase y bastaria con ingresar el operador transformado para estudiar el sistema en tiempo requerido;
esto es correcto, pero no solo eso, es limitado; es coherente ejecutar una mecanica que parta de las
evoluciones de los operadores; este es el enfoque de Hesinberg y es el que sera ttil para determinar
constantes de movimiento.
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4.7.1 Los operadores como dinamismo

Mencionado en la subseccién anterior; se comienza en la busqueda de las transformaciones de los
operadores.

Seran generalizados ciertos criterios; revisando el operador de evolucién I' cuyo pardmetro de
evolucién serd 7y; esto es:

I'(v) (56)

T" se propone que tiene que cumplir las caracteristicas que hemos propuesto; para cuando v — 0
entonces:

-1 (57)

Se puede operar de manera coherente con lo anterior, y obtener:

Uty =Utiu (58)

Ahora; I" esta asociado con alguna observable, ésta, puede evolucionar; o a la par el operador
relacionado a I' puede ser quien evolucione, es decir; asignamos un operador I' concreto a cada
punto temporal, al cual es posible bien llamarle I'(t). Conocidos a los operadores de evolucién
temporal; entonces podemos escribir:

I.(t) =UT(0)U (59)

Teniendo asi una transformacién de similitud de algin operador arbitrario, la cual puede ser
aplicada a algin otro operador en cuestién.

Con esto se consigue un abanico abierto con el cual es directo obtener otra ecuacién relevante, la
cual permitira explorar las constantes del movimiento, inciando por diferenciar la ecuacién anterior
respecto al pardmetro tiempo, obtendremos:

out  U'H
ot ih

4.8 El oscilador arménico unidimensional

El oscilador arménico, es de las principales situaciones relevantes a estudiar en la teoria cuantica,
una de las razones, es la similitud que se consigue con el oscilador armoénico mecéanico convencional
pero aun mas; el potencial tiene la forma algebraica como el término cuadratico de una expansién
de Taylor; hagamos un diagrama.
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X+a " x+a

Figure 9: Aproximacién del minimo de la funcién V

En este diagrama se tiene una situacion de equilibrio estable, ésto es, ante algin desplazamiento
de la particula desde el punto de equilibrio, aparecera una fuerza, el concepto de fuerza es uti-
lizado en el sentido clasico; que tendera a llevar a la particula en cuestién a al posicién de equilibrio.

La expresién algebraica en el caso de estudio en este momento tiene la forma:

V(z) = %mwQ:ﬁQ (61)

Donde m es la masa de la particula, w es la frecuencia angular y x es la posicién.

Con esto, el Hamiltoniano tendra la siguiente forma, nétese que de las definiciones de la
desviacion estandar se puede mencionar que el operador aplicado en su cuadrado o el cuadrado
del operador no son lo mismo, y exhibiran una dispersion, sin embargo en la mecénica cuantica es
postulada la igualdad entre ambas operaciones [L.8].

L1 5 p>
H= imwaQ + 2177” (62)

Entonces la ecuacion de Schrodinger para oscilador armonico tendra la forma siguiente:

R U U S

La solucién del oscilador arménico puede encontrarse en diferentes libros 2.

2Se pueden revisar las referencias de [L.1],[L.2],[L.8]
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Sera de gran utilidad la solucién obtenida mediante los operadores de creacién y aniquilacién,
en la teorfa cudntica clasica, se les suele denominar escalera, sin embargo en este trabajo el fin es
la aplicacién a QFT, donde los nombres dichos son los ya mencionados; una justificacién puede
encontrarse en [L.8].

- 1
at = ——=(mwz + ip) 64)
vV 2mhw ( (
Este ultimo es el que se habra de conocerse como el operador de creaciéon, donde x y p son sus
respectivos operadores.

A la par es definido el operador de aniquilacién como sigue:

1
4 = ——(mw — ip) (65)
vV 2mhw
En analogia con esto es posible escribir el operador Hamiltoniano del oscilador arménico cémo
sigue:

- “ 1
H = hwata + ihw (66)

Es demostrable que los operadores de creaciéon (OP+) y aniquilacién ( OP-) cumplen la relacién
de conmutacion

[a,a] =1 (67)

Notese que el operador posicién y el operador momento tienen representaciones en cualquier
espacio de Hilbert; por esto es que OP+ y OP- son independientes de el sistema fisico en cuestién,
es decir; pueden ser aplicados a todo aquel sistema que tenga un Hamiltoniano como el obtenido
en esta subseccion.

Sera retomado el uso de estos operadores conforme sea planteado llegar a las cuantizaciones de
los campos. Obsérvese como se comportan con los kets de estado del oscilador arménico, y con
ello serd dada una interpretacion.

4.9 Las rotaciones

Se inicia la busqueda de los operadores de rotacién, ésto llevard directamente a el entendimiento
del espin; llegando asi a una nueva comprension de esta caracte- ristica; asi como a su relaciéon con
otras, de especial atencion es su similitud con el momento angular; esta fue planteada al inicio de
esta obra, aqui se mostrara la razén de la similitud tanto fenomenoldgica tanto en la teoria. Es
buscada la representacién de espinor y las matrices de Pauli.

Con anterioridad se han definido las caracteristicas que son deseadas que algin operador de

relevancia cumpla; retomandose una vez mas; es propuesto que el operador de rotacién respecto a
el eje i cémo J;, y el operador rotacién sera:

D=1-J (68)
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Donde J es el denominado generador de rotaciones; estos cumplen lo siguiente:

[Ji,Jj] = iﬁeiijk (69)

Todo aquello que cumpla este conmutador serd una representacion de las rotaciones; esto es,
podemos tener proyecciones de los operadores en su espacio.

Para rotar al rededor de algtin eje se procede como lo siguiente.

Jn
D=1- ?qb (70)

Debe de tenerse especial atencién en la ecuacién anterior, se tiene el producto interno, por ello,
por ejemplo; la proyeccién del operador J en la direcciéon n, una de las primeras confusiones es re-
visar como es que se hace el producto interno entre un vector cuyas componentes son matrices, con
un vector convencional, sin embargo; recuérdese que los operadores no son matrices, las matrices
son una representacion de ellos en un espacio alguno en el cual, es posible operar, dicho esto; la
ecuacion anterior representa la proyeccion del operador rotacién en la direccién del vector n; esto es
de gran utilidad, ya que permite definir rotaciones que tengan cualquier eje como su eje de rotacién.

Notese que si definimos los siguientes operadores:

Sy = g((l H=D+A==D) (71)

Sy = %(—(I =D+ =)+1) (72)

h

Sz = ([ H+ D) = =)=1) (73)
Estos satisfacen las relaciones de conmutacién de J, por ende son una representacion de las
rotaciones en el espacio de los ket | +) y | —) , por ende tenemos total libertad de aplicarlos a tales

ket y a todo aquello que sea representado por ellos.
Si tomamos a | +) y | —) como las bases del espacio en donde ellos se encuentran; entonces

podemos escribir:

o) =Cy | H)C- | —) (74)
Luego para rotar a | a) basta con aplicar alguno de los operadores Si. En la situacién actual

es sencillo desarrollar los operadores Sy en su forma matricial, utilice la base | +) y | —) y habrd
de llegarse a las matrices de Pauli; estas son:

= (3 o) (73
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Tenemos entonces una representacion matricial de los operadores de rotacién en un espacio de
dos dimensiones; resta encontrar aquellos objetos sobre los que actiian; del algebra lineal sabemos
que actuaran sobre vectores; es directo que estos tienen que tener la forma:

= (1) &

Esto es, a las rotaciones de vectores en el espacio cuya base es | +) y | —) podemos representarlas
por las matrices de Pauli y los vectores de la ecuacién anterior, estos ttlimos se denominan spinores.
La dimension del vector columna que representa al vector a viene determinada por la cantidad de
vectores base en el espacio; esto es igual para las representaciones matriciales de los operadores de
rotacion. Se encontrara que en la mecédnica relativista serd requerido un spinor con 4 valores.

4.10 La relacion entre el momento magnético y el spin

De la experimentacién, podemos adecuar de manera forzada una relacion entre el momento magnético
orbital y la interaccién entre los campos magnéticos.
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Figure 10: Exageraciéon de la interaccién

Conforme lo expuesto se consigue una nueva relacion, la cual expresa el momento magnético
no orbital; esta expresiéon cudntica es [L.3]

e

n= “om (79)

La obtencién de esto, es como se dice forzada, pero nos servird como un punto en el cual
apoyarnos una vez estemos haciendo los cédlculos, ya que la interacciéon tendrd la misma forma
matematica.

4.11 La ecuacion de Pauli

La mecédnica cuantica no relativista es incapaz de explicar sin métodos artificiales la existencia del
spin, esto es; no surge de manera natural de el mismo marco que ella plantea; esto, sin embargo,
no evita que se pueda adecuar a las ecuaciones fundamentales de ésta.

Lo anterior es lograble mediante la ecuacién de Pauli, la cual puede formularse mediante los

operadores de rotacion que han sido revisados en secciones anteriores; se procede a expresar una
ecuacion fundamental que recupere al spin bajo las rotaciones.
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La ecuacién de Pauli es una expresion no relativista, la cual, sin embargo tiene en si el fenémeno
del spin.

2
{1(1);4) vV - LB Bly=i (80)

2m 2

La ecuacion de Pauli exhibe una suma con los términos de la mecénica cupantica convencional,
esto es debido a la independencia que exhiben los estados que estan definidos sobre distintos espa-
cios.

No serd utilizada en este trabajo; es sin embargo una de las ecuaciones que incluye nuestra
factor a medir; vease el 2 que corresponde a S:

. 8\11 9 /_LO A ~
ihr = HoU + 5'B - (L+2s) . (81)

4.12 Las notaciones relativistas; métricas y operadores

Para la labor en proceso, es requerido comenzar a utilizar la notacién relativista y las ideas de que
ella emanan; esto es involucrar al espacio-tiempo sin una distincién marcada entre ellas, aqui se
tendra una rotura entre la idea de pardametro en el tiempo.

Utilizado sera a lo largo de este trabajo la métrica que suele ser adopata en la actualidad en la
mayoria de los trabajos; primero veamos la representacién que utilizaremos de la métrica siguiente:

go O 0 0
0 gn 0 O
0 0 g 0 (82)
0 0 0 g3
Esta es una representacién de la métrica para poder operar; donde tendremos:
900 = —g11 = —g22 = —g33 =1 (83)

En general se suele referir a ella como la métrica de traza -2; sin embargo nétese que el hecho
de utilizar una métrica con traza 2 solo habra de obtener en este trabajo algunos signos opuestos.

4.13 Particulas elementales

Hasta este momento han sido mencionado en lo minimo posible a las particulas elementales; y
cuando se ha hablado de ellas se ha hecho desde un punto de vista cualitativo.

El fin de este trabajo es explorar las contribuciones que tienen diversas particulas en los calculos
para el mmam; sin embargo no es posible revisar esto sin el concepto de las particulas fundamen-
tales.

Serd dada una exposicién de ellas; atin mas se revisaran las particulas que, al momento, no
podemos asegurar su existencia; éstas son las particulas que propone la supersimetria. Se da inicio
desde lo conocido y se comienza a dar un contexto histérico de ellas. Al final de este capitulo
seran expuestas algunas tablas para una clasificacién que resulte lo més sencilla posible; solo seran
representados valores de relevancia para el trabajo, existe literalmente un compendio de todas
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estas particulas que se va actualizando cada poco tiempo revisar referencia la mas actualizada.

Las particulas elementales con las cuales se tiene mayor familiaridad es el protén, electron y
neutrén, estas particulas son componentes de los atomos, y se conocen con un detalle sorpren-
dente. La fisica que se desprende de estas particulas parece ser coherente dentro de si misma; las
cargas son asignadas de manera en que solo existen 3 valores; cada una porta uno de tales valores;
positivo-protén, negativo-electrén, neutro-neutrén; sus combinaciones forman a los diversos ele-
mentos y son facilmente obtenibles de manera experimental, sin embargo; algunos hechos respecto
a las teorias con estos 3 bloques fundamentales son llamativos, algunos pocos son:

1.- El protén y el TAUON son mucho més masivos que el electron.

2.- El nicleo atéomico estd conformado por un conglomerado de particulas de carga positiva,
;que las mantiene juntas?.

Las dos observaciones anteriores llevan a descubrimientos sorprendentes; como lo es el hecho
de que el protén y neutrén no son particulas elementales ( se les conoce como hadrones) y al
descubrimiento de una fuerza de la naturaleza, que actualmente se conoce cémo fuerza fuerte; ello
implica la existencia de més particulas fuera del contexto de las 3 ya mencionadas.

Uno de los primeros intentos por explicar la fuerza capaz de aprender el niicleo de carga eléctrica
positiva es realizada por Yukawa; €l teoriza en sus ideas una manera por la cual la fuerza tiene que
tener una particula asociada; esta particula se conoce en la actualidad como el pion. Los piones
resultan ser los responsables de que conozcamos actualmente al muon, el cual forma parte central
del trabajo presente.

La propuesta y después descubrimiento de particulas que no forman parte de los d4tomos hace
creer que la fisica que se conoce es limitada; aun mas con el tiempo se han descubierto tantas

particulas que el solo hecho de pensar en la existencia de 3 y solo 3 resulta totalmente increible
con el conocimiento moderno.

4.13.1 Los leptones

Los electrones son una de las particulas elementales mas estudiadas, cuentan con las siguientes
caracteristicas:

- Una carga eléctrica negativa.

- Tienen spin 1/2.

- Obedecen la estadistica de Fermi.

- Son constituyentes de los atomos.

Ademas son uno de los llamados leptones. Los leptones son particulas elementales las cuales
cumplen todas las condiciones listadas anteriormente, con la notable excepcién de la tdltima; no
todos los leptones forman atomos; de los 3 existentes, el electron el muon y el tauon solo el primero

es parte de los atomos elementales.

Existen diferencias entre los 3 leptones, una es la ya mencionada, otra es la diferencia que existe
entre las masas de estas 3 particulas, veamoslo en una tabla:
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Table 1: Resumen de las propiedades principales de los leptones.
Mass [MeV/c?] | Spin | Charge [e] | Antiparticle | Flavor
T

Electron 0.511 5 -1 Positron e~
Muon 105.7 % -1 Antimuon w-
Tau 1777 % -1 Antitau T

Otra cuestién relevante son los tiempos de vida de los leptones, el electrén es un leptén consid-
erado estable; esto es, no puede decaer en alguna otra particula, mientras que el Muon y el Tauon
si pueden decaer en otras particulas, ain mas, suelen hacerlo, por ello se les dice inestables. Véase
la tabla 1.

4.13.2 Los quarks

Los leptones son particulas elementales, por ende no estan creadas de otras; sin embargo otras
particulas, anteriormente consideradas como elementales, en realidad estan formadas por los de-
nominados quarks, entre ellas estan los protones y los neutrones, sin embargo no son las tnicas.

Este trabajo esta mas centrado en los leptones y sus interacciones, se resumen en una tabla las
caracteristicas relevantes de los quarks:

Table 2: Propiedades de los quarks

Quark Carga eléctrica [e] Masa[MeV /c?] Spin Antiparticula Decaimiento
Up +2 2.2 —4.7 1 i u—d+ W+
Down 1 45—5.3 1 d d—u+W-
Charm +§ 1.18 — 1.35 GeV /c? i ¢ c—s+ Wt
Strange _i 80 — 130 i 5 s—=u+ W™
Top +§ 169.1 £1.1 GeV/c? i t t—b+Wt
Bottom —% 4.18 — 4.98 GeV/c? ; b b—c+ W~

Note que se pueden tener decaimientos a bosones W, los cuales son los mediadores de la fuerza
nuclear fuerte.

4.13.3 Mesones y Bariones
Los mesones y bariones son particulas que estan constituidas por pares o triadas de quakrs, re-
spectivamente, resumirlos en una sola tabla es complicado, esto debido a la cantidad de particulas
que forman parte de tal grupos; nos quedaremos con lo siguiente:

1.- Los mesones estan conformados de 2 quarks, cualesquiera que estos sean.

2.- Los Bariones estan conformados de 3 quarks, cualesquiera que estos sean.

Por cualesquiera que estos sean nos referimos a que incluso pueden repetirse. Al momento no es

distinguible un Barion de otro por la disposicién de los quarks que le conforman, es decir presentan
simetria ante combinaciones y permutaciones.
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La informacién anterior ya nos permitird sabre que particulas explorar y ciertas propiedades
de estas, en particular el muon, para més detalle véase [L.1]

4.14 Las matrices gamma

Con el estudio en las rotaciones se llega a que la inclusion de las matrices de Pauli genera una man-
era sistematica de abordar diversas situaciones, sin embargo; las ideas de Pauli no son relativistas.
Tendra que obtenerse una generalizacién en un espacio relativista, esta generalizacion parte de las
matrices gamma; las cuales seran de utilidad al estudio de la ecuacién de Dirac.

Notese una vez mas que se trabajara con las representaciones para poder ser utiles a la hora
de realizar los célculos; partamos de recordar las matrices de Pauli incluyendo la matriz identidad,

éstas tienen la forma siguiente:
0 1 0 —i 1 0
(1) )6 ) o

Se puede iniciar por definir un producto en estas matrices, uno que sea capaz de emular a los
llamado productos exteriores, esto es; generar de dos vectores en un mismo espacio vectorial; un
vector fuera de su mismo espacio. Se representa este producto por:

Las matrices gamma son una manera de hacer algebra, su representacion explicita es solo 1til
para hacer cuentas explicitas.

I 0 ; 0 of
0 __ 2 i ) -
Py _(0 _12>7 ’7 _(_a.z O)’ ? 17273

Como ha venido siendo dicho, lo anterior es una manera de representar a unos operadores, la
representacién anterior se conoce como candnica o de Dirac, sin embargo no es la tnica; siempre
que se hagan cuentas en este trabajo se utilizara la representacién de Dirac para las gammas.

4.15 La mecanica cuantica relativista

Cuestiones como la ecuacion de Pauli como ya fue visto, no son satisfactorias; esto ya que resuelven
un caso proponiendo en base al experimento, si bien; esto es en muchas situaciones una situacién a
afrontar, los Hamiltonianos suelen proponerse acorde a ”educated guessings”, es referente a situa-
ciones en especifico, no a una cualidad que se ve intrinseca a las particulas, con ello es visualizado
que la teoria cuantica no relativista exhibe como minimo 2 inconsistencias;

1.- No es invariante ante transformaciones de Lorentz.
2.- No es capaz de explicar el spin de manera natural.

Con el marco de la relatividad especial y la teoria cudntica no relativista en mente, se procede a
obtener un esfuerzo en una direcciéon en la cual sea obtenida una teoria en la que ambas compaginen,
es importante notar que se revisa si la cuantica cumple con la relatividad especial y no al contrario;
esto es debido a que la relatividad especial dicta como es que las leyes o teorias fisicas deben
expresarse, de tal forma que la fisica sea invariante ante transformaciones; y con ello determinar
cuales seran las leyes esperadas, donde por supuesto se tiene que tener covarianza de las ecuaciones
ante transformaciones de Lorentz.
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4.15.1 Klein-Gordon y Dirac

Uno de los puntos de partida convencionales para revisar la validez de una teoria con la relatividad
especial, o incluso el intentar corregirla para que la respete, es la expresion de la energia relativista,
esta es:

E? =m?? + ch P (85)
Luego, con esto se podria revisar la validez en la mecanica ondulatoria de Heisenberg.
Se inicia de la ecuacién de Klein-Gordon; esta permitird exponer las primeras caracteristicas

de una teoria relativista; al reformular la ecuaciéon de Heisenberg de tal manera que respete la
ecuacion de la energia relativista resultara lo siguiente:

O+u*)p=0 (86)
Donde el operador [J es tomado como:
0
O=(=,—
(5. -V) (57)

Siendo V el gradiente; tenemos entonces en el operador [] conocido como el D” Alembertiano;
una generalizacién de la divergencia, por esto; se le suele llamar 4-divergencia a este operador.

En general la ecuacién anterior que se suele de notar por [J tiene una forma muy similar a la
ecuacion de continuidad; de hecho algunos libros lo definen sin el signo menos.

La expresién de Klein-Gordon presenta un gran primer paso en la construccién de la teoria
relativista de la mecanica cudntica; sin embargo no es del todo correcta; sus problemas emergen
de que involucra segundas derivadas 3; por lo cual un intento de resolver estos problemas pasa por
escribir la ecuacién de manera similar pero sin involucrar segundas derivadas.

Podria sospecharse desde primera instancia que una derivada no puede ser representada cor-
rectamente por un nimero; esto debido a la inconsistencia de que las derivadas cambian punto a
punto mientras que los niimeros son constantes; es por ello que se revisa la ecuacion siguiente:

(i7" — m) = 0 (88)

Esto hace gala de exhibir algun tipo de factorizacion, en efecto lo es, pero se agrega el factor
de la tal gama.

4.15.2 El calculo de g

El célculo de la razén giromagnética se fundamentard no en la cudntica més clasica, si no en las
teorias perturbativas, para ello serd necesario revisar el desarrollo de este documento.

3Revise las referencias, como Landau o Sakurai sobre a que se entiende con problemas

32



4.16 La teoria cuantica de campos

Recoordéandose el tratamiento propuesto por Planck sobre la radiaciéon del cuerpo negro; con-
siderando que su explicaciéon mediante la cuantizacién resulta correcta, de acuerdo con los experi-
mentos; y que su interpretacién es considerar que el intercambio es mediante una superposicion de
osciladores armoénicos; esta idea puede ( y debe ) ser extendida mediante los OP+ y OP- a campos.

Primero, y con ”Toda onda se puede someter a descomposicién espectral”, es decir, se puede
presentar como una superposicién de ondas monocrométicas”[L.9].

Supdngase que se tiene un campo, este campo puede expresarse como una combinacién lineal
de ciertos vectores base, generalmente en fisica se parte del espacio de posiciones, esto si bien util
no lo es del todo en los estudios relativistas, mediante Fourier y sus transformadas partiremos a
una representacién en el espacio de momentos. Esto serd la parte fundamental que nos permitira
ir revisando cada una de las interacciones.

4.16.1 Fourier y la descomposicion espectral

En el lenguaje del algebra lineal; puede verse a las series de Fourier como vectores; donde cada
coeficiente tiene el significado de ser la proyeccién del vector en especifico proyectado en cada uno
de los vectores base; en este concepto la base del espacio de Fourier es infinita pero numerables,
dicho de otra manera y que servira al los propdsitos de este trabajo; se tienen ”saltos discretos”
entre cada elemento de la base.

Retomando el anélisis de Fourier, ha de obtenerse una representacion en un espacio que tiene
como vectores base a las funciones senos y coseno de diferente frecuencias, las cuales se tienen
en pares ( una vez en la funcién seno, y otra ocasién en la funcién coseno ), Los EM pueden en
principio tener cualquier frecuencia, mientras que los vectores base en el espacio de Fourier no;
aun mas, las frecuencias que se presentaran en los vectores base dependeran del intervalo en donde
requerimos expander a la funcién; por lo cual, si es deseado expandir el campo en todo el universo,
la frecuencia de los vectores base tendera a cero; se revolverd este problema suponiendo cuando sea
necesario, que la region de interés serd en algtiin cubo de dimensiones L, seran dictadas condiciones
de frontera de tales regiones de espacio, y se supondré periodicidad en cada cubo adyacente; de
ser expuesto explicitamente esto. El hecho de tener como base a senos y cosenos nos brinda alta
libertad; esta libertad viene por poder utilizar una serie de Fourier en su forma compleja [L.11] y
tendra la forma siguiente:

Sea f(x) una funcién suficientemente suave para que sus integrales existan en una regién [L,L];
entonces:

flz) = i Cpe'nme/L) (89)

n=—oo

Donde C), es un coeficiente numérico y se calcula recordando la ortogonalidad de la base del
espacio de Fourier.

Se puede; y resultara 1til separar en 2 partes la suma anterior, esto sera:
oo

f(.’[?) — Z(Cnei(nwac/L) + CT*Le—i(nmc/L)) (90)

n=0
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Uno de los intentos para llegar a una cuantizacion adecuada es la denominada cuantizacién
canonica; esto es proponer que los campos cumplan de alguna manera los mismos conmutadores
entre el operador x y el operador p*; sin embargo aqui se tiene un campo distribuido a lo largo de
todo el espacio; tendremos entonces una operador de posicién y de momento para cada punto del
espacio; el espacio esta conformado por distancias no discretas entre punto y punto ° esto conlleva
que se tendra un continuo, esto es; se tendra un conjunto no numerable. No serd expuesta la idea
de resolver esta situacion. Téngase entonces como sigue:

Sea ® un campo que depende de la posicién y del tiempo; denétese esto por ®(x#) témese al
mismo campo como la coordenada de posicién; de Hamilton, utilicese a la par que el momento
conjugado sera:

oD (zH)
m(zh) = ——= 91
(o) = 52 (91)

Hecho esto; sera dicho que los campos cumplen las relaciones de conmutacién que conocemos
entre T y p; considérese entonces que tenemos alguna cantidad M de campos; impondremos que se
cumple lo siguiente:

[¢ra ¢w] = 07 [7Tr7 7rw] = 07 [¢l7 7Tj] = Zhéf (92)

Una tultima aclaracion es el hecho de que; en la teoria que esté siendo desarrollada las relaciones
de conmutacion seran para los campos y sus momentos conjugados 7; la posicién; el tiempo tendran
la naturaleza de un parametro. A la par, serd propuesto que los coeficientes en la expansion de
Fourier tendrdan la naturaleza de ser operadores; una vez hecho esto se estard pasando a una
cuantizacién del campo en particular

4.16.2 El campo electromagnético, su cuantizacién

Conseguida la expansién con la cual se puede discretizar algin campo a voluntad, esto es; puede
visualizarse un campo como la suma de las diversas frecuencias que son entregadas por la ex-
pansién en Fourier, nétese que esto no es cuantizar; esta siendo interpretado a una onda como la
superposiciéon de diversas ondas, por ello es que preferimos el uso de la palabra discretizar.

Uno de los intentos primeros y que serd 1til para el fin ultimo de este trabajo sera pasar de la
discretizacién a la cuantizacién del campo electromagético, esto es vovler a la teoria una teoria de
naturaleza cudntica, esto es explicar su dindmica por medio de operadores; partamos primero a la

discretizacién del campo electromagnético.

Sea @ un campo EM; entonces este cumplird las ecuaciones de Maxwell, si es supuesto que se
estd en el vacio, tomardn la siguiente forma [L.5]:

V-E=0 (93)

V-B=0 (94)

4Existen otros tipos de cuantizacién
5En principio no existe razén por la cual suponer que los desplazamientos no puedan tener cualquier medida,
por pequena que sea; esta idea, sin embargo, es errada y nos llevara inevitablemente a infinitos en la teoria
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0B

0B
V xB= ,LLQEOE (96)

Se tendra entonces que el campo magnético B es un campo vectorial solenoidal, de esto se
concluye que B es expresable como un rotacional de un campo A; esto es:
B=VxA (97)
A la par de la ecuacion del rotacional de B, y conforme esta ltima definicién, se puede escribir
a E como sigue:
E=-Vo¢+ eV x A (98)
Donde a A y a ¢ se les conoce como el vector potencial magnético y el potencial eléctrico.
Estas ecuaciones sugieren la existencia de simetrias internas en la teoria, debido a que, por
ejemplo; de agregar al vector A un gradiente de alguna funcién f(x,t) no se tendran cambios en la
estructura de B; similarmente, de agregar la derivada temporal de la misma funcién al potencial

eléctrico, de la expresién de E, se obtendrd que este mismo quedard inalterado [L.10].

Acorde a esto; es posible encontrar una expresién tal que:

V-A=0 (99)
Lo anterior implica una caracteristica relevante; la cual, una vez mas puede relacionarse con la

primer primer motivante de las ondas polarizadas al inicio de este trabajo; insértese una imagen a
continuacion.
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Figure 11: Ortogonalidad entre K y los vectores de polarizacién

Es tenido entonces que la onda tiene polarizacién en un plano; el cual es perpendicular a la
direccién de propagaciéon. Exprésese los vectores de polarizacién como combinaciones lineales de

la base de Fourier.

Una de las principales caracteristicas distintivas entre las teorias clasicas y la teoria cudntica es
el tratamiento de lo entendido por posiciéon y momento; mientras que en las teorias clasicas éstas
son observables ”directamente”, en la teoria cuantica son relacionadas son con operadores y con

ello a sus diversos conmutadores.

Las relaciones fundamentales sobre las que se basan las diversas conmutaciones es con el con-
mutador del operador posicién y el conmutador del operador momento; ademés de las relaciones
de conmutacién entre ambos.

Ha sido supuesto que se trabaja en el vacio, con lo cual es correcto hablar del conocido como
campo de radiacion libre; el cual suele abreviarse como campo de radiacién; de la mecanica cuantica
sabemos que tenido su hamiltoniano podemos construir las evoluciones temporales, impénganse,
una vez discretizado el campo su cuantizacién por medio de que se cumplen los conmutadores

candnicos.

El hamiltoniano del campo de radiacion libre es:
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V-A=0 (100)

Si lo anterior se expande como ya hemos visto anteriormente en este escrito, es que llegaremos
a las descomposiciones adecuadas. Para un detalle completo de lo visto en 4.16 se puede recurrir
a la primera seccién de [L12]

4.17 Teoria de perturbaciones

Debido a la complejidad de las ecuaciones que emergen en las teorias fisicas, la resolucién de éstas
implica métodos no analiticos, esto es; es requerida la teoria de perturbaciones, serda explorada
en este apartado lo necesario para poder formular los contenidos de ésta. Uno de los ejemplos
mas sencillos, en el cual una solucién exacta es imposible por medios analiticos, es el denominado
problema de los 3 cuerpos; cuyo enunciado podria ser:

Teniendo 3 cuerpos interactuantes cada uno con los otros 2 restantes; conocidas las
fuerzas, momentos y energias de estos en algin instante ;cuales son las trayectorias
que estos siguen?

Es lamentable decirlo, pero las trayectorias no pueden ser predecidas, por lo menos no como
habria de esperarse ante un problema de expresiéon tan sencilla; o ain maés, de tan cotidiana
aparicién; esto hace de motivante para la teoria de perturbaciones.

Desarrollemos la teoria introductoria necesaria de la teoria de perturbaciones; esta teoria no
nace de las teorias cuanticas, sin embargo es en este contexto que a nosotros nos interesa; entonces
en lo subsecuente haremos referencias mezcladas de la matriz S ( mejor llamado operado S en su
representacién matricial ) o el operador de evolucién temporal de manera intercambiable, esto a
pesar de que no son lo mismo, pero desde cierto punto de vista el operador S es una generalizacién
del operador de evolucién temporal.

La convergencia de ciertas series no arroja cuestiones como ya se ha visto Fourier, sin embargo
en ciertos aspectos es necesario partir de un estudio basico, y poco a poco suponer que interacciones
més complicadas se dan de este fenémeno. Un detalle de esto se puede encontrar en [L.15], sin
embargo basta en saber que, conforme las caracteristicas que presenta

4.18 Diagramas de Feynman

Con la teoria desarrollada y los participantes de ella, es posible hacer uso de una de las herramien-
tas mas potentes que se tienen en la teoria cuantica de campos; a saber, las reglas y diagramas
de Feynman. Es poco hacer énfasis en que estas reglas son realizadas en calculos perturbativos, es
decir; no brindan una certeza més que hasta el orden deseado; aiin asi existen ciertas constantes a
lo largo del uso de estos que permiten utilizarlas sin grandes consecuencias en la electrodinamica
cuantica y hasta cierto punto en la interaccién de la fuerza fuerte; sin embargo no es aplicable
a todo calculo en el SM. El que no aplique se reduce al hecho de que bajo ciertas condiciones
los diagramas de Feynman dan resultados poco ortodoxos; como el hecho de tener que considerar
infinitos diagramas, y que cada contribucion perturbativa que se tenga en ellos hace que se tenga
més peso en el resultado final; es decir se desarrollan al contrario de lo requerido.

De QFT se puede reducir mucho el calculo mediante los llamados diagramas y reglas de Feyn-

man; no se ha de revisar la deduccién de las reglas; mas bien de expresarlas y utilizarlas. Tengamos
por ejemplo la siguiente imagen:
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Figure 12: Vértice fundamental

Se le suele denominar a la figura 8 como el vértice fundamental de la electrodinamica y es el
medio por el cual habremos de explorar de manera pictérica las interacciones varias, hagase énfasis
en detalles. En el diagrama anterior se tiene de manera imaginaria un eje horizontal que mide
el paso del tiempo; como participantes se tiene a un electrén y un fotén, es imposible saber si el
electréon de la izquierda es el mismo que el de la derecha de la imagen; al final del dia las particulas
elementales son indistinguibles unas de otras; seria més correcto decir que se tiene interacciones
fotén electrén. El electrén estd representado por e~ no por la flecha; a la par las flechas no indican
una trayectoria fisica; solo indican una interaccion; la linea quebrada indica un fotén, nétese como
éste no tiene una flecha.

En las teorias de Feynman, y deducido de la denominada de la representaciéon matricial del
operador S, tenemos como sigue:

1.- Por cada vértice asignamos el objeto iey*

_iguu
k2+ee

2.- Por cada linea foténica interna asignamos el objeto

1

3.- Por cada linea fermionica interna asignamos el objeto FomTie

4.- Para cada linea inicial exterior de Fermién de electrén, asignamos U, (p)
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5.- Para cada linea inicial exterior de Fermién de electrén asignamos U, (p)

6.- Para cada linea inicial exterior de Fermioén de electrén, asignamos V;.(p)

7.- Para cada linea inicial exterior de Fermion de electrén asignamos V,.(p)
8.- Para cada fotén inicial €, o (k)
9.- Para cada fotén final €, (k)

10.- Todo se ordena matematicamente componiendo lo inicial a operar primero, esto es operando
en el ket del vacio, hasta llegar al bra del vacio; los operadores no conmutan, de especial impor-
tancia es esto entonces.

11.- Se impone la conservacién de los 4-momentos en cada vértice.
12.- Cada loop crea una multiplicacién por -1

En lo anterior V es el espinor de Dirac para el positrén, mientras que U es el spinor asociado
a los electrones.

4.18.1 El calculo del g en QFT

Las herramientas para ejercer el calculo de g-2 han sido adquiridas, conforme las teorias desar-
rolladas y aceptadas en la actualidad; éste serd el paso comparativo mayor de nuestra labor. Se
comienza planteando sus diagramas de Feynman, esto lo realizaremos como el calculo inicial del
trabajo atendiendo a los puntos de la subseccién anterior.

4.18.2 Las contribuciones supersimétricas

La seccion presente forma parte del anteproyecto que se buscaria para el doctorado, y soplo plantea
los esbozos de aquello que serd el inicio de lo planteado.

Todo lo realizado anteriormente tiene certeza de ser una aproximacién o consi- derarse cor-
recto desde su misma teoria; se parte ahora de aceptar lo siguiente, existen diferentes teorias que
plantean otras posibilidades como: [6], [7] v [8].

Las particulas supersimétricas existen realmente, por esto; sus contribuciones al
momento magnético del muon, deben de ser tomadas en cuenta en los calculos

Lo anterior forma parte de la hipdtesis, los calculos de esto son parte central del trabajo, esto
permitird que se compararen los resultado experimentales con los obtenidos por otras teorias y con
la propia. Vease la siguiente tabla, la cual resume algunas caracteristicaas de algunas particulas
supersimétricas:

Véase en la tabla numero 3 que, las masas de las particulas no estan determinadas, al momento

solo se cuenta con rangos de cuales deberian de ser sus respectivas masas. Las particulas super-
simétricas forman un compendio grande, en la tabla anterior solo se muestran algunas.

39



Table 3: Algunas caracteristicas de las particulas supersimétricas

Particle Spin Mass Electric charge | Interaction
(GeV/c?) strength

Gluino (g) 1/2 > 1.8 0 Strong
Neutralino (Y°) | 1/2 < 1000 0 Weak
Chargino (YT) | 1/2 | <1000 +1 Weak
Squark () 0 > 0.5 +1/3,+£2/3 Strong
Slepton (1) 0 < 200 +1 Weak
Higgsino (H) 1/2 < 1000 0 Weak

Ciertas particulas son su propia antiparticula, tales de estas son las llamadas particulas de
Majorana; que esto suceda complica ain mas la comprobacion de las masas de las particulas
supersimétricas.

Es a la vez notorio que los spines estan completamente determinados, a la par de su carga
eléctrica y interaccion con las fuerzas elementales.

Muchas particulas supersimetricas son muy energéticas, ain mas, al no conocer su masa no

tenemos determinado donde debemos de buscarles, esto puede ser una de las razones por las cuales
no las podemos detectar de manera sencilla, esto aunado al hecho de que las escalas son grandes.

Table 4: Particulas supersimétricas y su tiempo de vida medio

Particula ~ Descripcién Vida media [s]
Gluino Supercompanero del gluon 2.80e-24
Neutralino Supercompanero de los bosones de gauge neutrales 2.61e-23
Chargino Supercompanero de los bosones con carga 4.52e-24
Squark Supercompanero de los quarks 1.03e-23
Slepton Supercompanero de los leptones 1.50e-22
Higgsino Supercompanero del Higg 1.47e-23

Notemos que ademas de que no contar con una zona definida para buscar a tales particulas,
de existir estas tendrian un vida media muy corta, lo cual hace ain mas complicado el hecho de
encontrarlas.

Suponer ciertas caracteristicas y hacer estadistica, podria acortar el espacio de donde es nece-
sario ir a buscarlas, lo cual brindaria cuestiones como, tener una prueba ya que de incluirse y los
calculos en efecto ser acertados, pareceria implciar que la inclusién es necesaria, y de ser necesaria,
se podria saber donde buscar.
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Metodologia para el calculo

El advenimiento de las teorias cuanticas compatibles con la relatividad, lleva al despliegue de
cuantica de campos, Sus predicciones tedricas han tenido concordancia teoria-experimento sin
precedentes, como en las mediciones del momento magnético anémalo (mma ) del electrén.

Las interacciones en esta teoria estan todas expresadas como:

Las formas de interaccién entonces estan “codificadas” conforme S, con fin a extraer la parte
de interaccién podemos definir a una matriz T de la forma que S=1+iT

Notemos entonces que la interaccién siempre se enceuntre en iT

Podemos aplicar cualquiera de los 2 miembros de la igualdad a algin estado de algin sistema,
de la conservacion del momento, definimos a M de tal forma que se cumpla lo siguiente:

(p1pa-.. | iT | kika...) = (2m)*0* (kakpX Py) (102)

Las teorfas que subyacen en fisica cumplen ciertas caracteristicas, entre ellas ser renormaliz-
ables, es decir tener un “cut off” para cierto momento “grande pero finito”, esto pone limite para
los términos de interacciéon en campos escalares, vectoriales y spinoriales, QED es la teoria que
trataremos, esta es renormalizable.

El enfoque sera tratar a el Hamiltoniano de interaccién como una perturbacion, despues inves-
tigar qué significado tienen los resultados para conectarlo con el objetivo de este trabajo, investigar

el mma muon.

El vértice que nos servird para este proceso es el siguiente:

Figure 13: Vértice con interacciones no identificadas

Este diagrama, puede ser analizado como suma de aquello posible, en forma general:
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Este diagrama, puede ser analizado como suma de aquello posible, en forma general:

iﬂ4'=:ie2<a<p'xr~<zf,p>u<p>>;§f<a<k>wﬂu<k>> (103)

En general deberfamos esperar que gama maytiscula mu sea expresién que involucra a los mo-

W

mentos p y p’, matrices gama, ademas de algunas constantes como “m” 6 “e”; estd lista incluye
toda posibilidad debido a que en los diagramas de Feynman estos son los tinicos elementos a tomar
en cuenta.

Podemos argumentar que la correccién al vértice tiene la forma:

T =yt At (p" +p*) - B+ (" —p*) - C (104)

Esto debido a que conforme invariancia de Lorentz debe comportarse como “un vector”, de la
misma forma que las matrices gama, luego por esto la correccién serd una combinacién lineal de
la eq propuesta.

Por ltimo, de la conservacién del momento y de la eq. de Dirac para la particula libre, asi
como de que:
2 _ 2
q°=-2p-p+2m (105)

Hemos llegado a un punto donde no podemos acotar mas a nuestra correccién del vértice, sin
embargo con:

Pttt iy

Nt (N 106
a(p' ) ulp) = alp') | =~ 5 | u(P) (106)
Podemos reducir la expresién del vértice a:
ot q,
I =1 Fi(¢%) + L Fy(?) (107)

Las dos funciones de q son llamadas factores de forma uno y dos, estos contienen informacién
relevante de la interaccién EM, por ello deberian de ser capaces de brindarnos cualidades de las
particulas.

La forma de lograr esto consiste en hacer que interactuemos con un objeto sélido, esta es una
buena aproximacién a un campo cldsico, y de hecho evoca también al scatering, de hecho esta
es una de las pocas formas que se tiene para estudiar a las particulas fundamentales. Tengamos
entonces un campo vectorial estitico, tendremos a M como sigue:

int =ie [u(s) (1 + 5t ) )] 4L (108)

Al hacer q=0 la expresién entre corchetes deberd de ser cero idénticamente. Aplicando aprox-
imaciones a primer orden, resultara:
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(2m) - &t (%Eijkqiak[Fl(O) + F2(0)]> c (109)

Al ser insertado de nuevo en 128 y simplificando resulta como sigue:

iM = —i(2m)e - &' <2_nllo’“[F1(0) + F2(0)]> eBf(q) (110)
Donde:

B = —ie*q’ A% (q) (111)

Esto evoca a cuestiones electromagnéticas de la cuantica, de hecho invita a pensarlo como un
pozo de potencial. Recordando expresiones ttiles:

V(z) = —(u) - B(x) (112)

Esto nos deja entonces claro que podemos considerar lo siguiente como el momento magnético:

(1) = = (F1(0) + F2(0)) €' 2= (113)

Escribamos la expresién convencional entre spin y el momento magnético:

e
=q(— 114
H=9 (2m) s (114)
Dejando como tinica alternativa lo siguiente:
g =2[F1(0) + F»(0)] = 2+ 2F>(0) (115)

Vemos que de aqui se obtiene directamente el 2 que Dirac obtuvo, sin embargo también tenemos
manifestado que el factor de forma 2 contiene cierta informacién que da cabida a la investigacién
que realizo.

Una de las cuestiones que subyace en esta investigacion es también el desarrollo de la ciencia
fisica.

Sabemos que, el muon tiene mucha relacién con el electréon y el tauon, sin embargo por el mo-
mento solo el muon presenta discrepancias considerables a la hora de medir su momento magnético
anémalo.

Lo anterior hace creer que existen particulas aun desconocidas, las cuales interactian con el
mudn.

Esto abriria la puerta a toda una nueva clase de interacciones, que por el momento no son

modeladas conforme nuestros marcos tedricos actuales.
Con lo anterior procedemos al desarrollo de los célculos en este trabajo.
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Calculo

Partimos a la biisqueda entonces del factor de forma 2, utilizaremos aproximacion a segundo orden,
el vértice que nos sirve para esto es el siguiente:

Figure 14: Vértice de interacciéon con correccién radiativa

La manera de investigar este diagrama y finalmente el cdlculo del factor de forma 2 requerira
de:
1.- Utilizar las reglas de Feynman.
2.- Utilizar los pardmetros de Feynman.

Para utilizar las reglas de Feynman requerimos de seccionar el diagrama presentado, esto sucede
por medio de secciones del vértice, después asignamos un objeto matematico a cada seccidn.

p-k

/‘p

Figure 15: Primera seccién del diagrama

Figure 16: Segunda seccién del diagrama
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Figure 17: Segunda seccién del diagrama

De las reglas de Feynman, que en nuestro caso es la correcta asignacién de propagadores de
fotones, fermiones y de el intercambio de momentos en los vértice nos queda las siguiente integral
a resolver.

/(d“k (( —igup >(iev”) (Z(/‘“Fm)) (—ieq™) (Z(/“/*m)) (—ien?)  (116)

2m)4 \(p — k)2 +ie k2 —m? +ie k2 —m?2 + e

Desarrollando nos queda como sigue:

Zie/ d*k K'yPE + m2y* — 2mlk + K']# (117)
2m)* \[(k — p)? +i€][k2 — m? + i€|[k? — m2 + i€]

6.1 Parametros de Feynman

Para poder evaluar la expresion 138 requeriremos de utilizar los denominados pardmetros de Feyn-
man, estos tienen la forma general siguiente:

1 ! (n—1)!
m —/0 dridxy - dxy (Z$1 — 1) (1 Ar + 22 + -+ an A (118)

Esto nos servird para poder reexpresar el denominador de la expresién 139, y con ello poder
resolver la integral.

En nuestro caso podemos hacer que el denominador sea igual a la siguiente expresién:

2

(2 ) 4y ) 5 (P ey i

1
/ drydzedrsd(Xx +y+ 2 —1)
0

Demos un poco de atencién directa a lo que se encuentra dentro del corchete del denominador,
que le podemos llamar D.

D =k*+2k- (yqg— zp) + ya* + 2p° — (x + y)m® +ic (120)

Hemos utilizado el hecho de que x+y+z=1y que k’=k+q.
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Si definimos como sigue:

l=k+yqg—zp (121)
A= —2yg* + (1 —2)*m (122)

Llegaremos a lo siguiente:
D=10>—A+ie (123)

El siguiente paso seria expresar el denominador de 17 en términos de nuestra nueva variable
1, para ello deberemos de tomar en cuenta varios aspectos con fin a simplificar este trabajo, entre
ellos las 2 siguientes eq:.

dtr #
[ wmee = .
4 Qv 4 1 ;wl2
/ d*l i :/ d*l 79 (125)
2n)1 D? @2n)i D3

Aplicando correccion de vértice , linealizacién y las 2 dltimas ecuaciones llegamos a lo siguiente

/ﬁ/ld dydz(e+y+ 2 — D—a®) [ (=122
(zﬂ)40xyzxyz D3 ulP) |7 3

+(1-2)1—y)®> + (1 — 4z + 22)m2) + w(

2m?z(1 — z 126
2 ome(1-2))| (126)

Una vez mads, la integral anterior es compleja, sin embargo muestra ya de manera explicita los
factores de forma.

La integral anterior es divergente, aquello que acompana al factor de forma 1 habra de diverge
en diversos dominios de 1, esta situacion tiene solucién, sin embargo aqui nos concentraremos en
el factor de forma 2.

ioh”q,
2m

4 1
/ d /0 dedydzd(x+y+ 2z — 1)%&(}7') (2m22(1 — 2))u(p) (127)

(2m)*

La integral no puede ser evaluada directamente debido al los signos de la métrica, utilizamos
la denominada rotacién de Wick, esto consiste en hacer que la parte temporal esté multiplicada
por la i, esto lo hacemos para poder utilizar coordenadas esféricas en 4D.

La solucién serd como sigue, siempre y cuando la magnitud de q al cuadrado sea cero, esto es
la no interaccién como buscdbamos desde el principio quedard como sigue:

2m?z(1 — 2)
m2(1— 2 = oy

1
Fy(¢*) = %/0 dedydzd(z+y+2—1) (128)
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F(0) = =~ (129)

Tenemos asi la contribucién a segundo orden al momento magnético, aproximadamente 0.0011614
adimensional, por supuesto.
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Exposicion de los resultados.

Entonces, para obtener resultados vemos que la primera correccién tiene una igualdad directa con
la constante de estructura fina, tal valor ha sido investigado con anterioridad por la comunidad,
entonces proponemos obtener el valor de la constante de estructura fina de los experimentos que
involucran el momento magnético. Los valores de la constante de estructura fina son como sigue:

Low-Energy QED:

Electron (g-2) 137.035 992 35 (73)

Muon (g-2) 137.0355(11)

Figure 18: Numeros de referencia

Experimentos como el anterior han sido realizados desde los 50 en Europa, las primeras no
concordancias relevantes fueron registradas en EUA a inicios de siglo, tal experimento ha sido
repetido con mayor precisién en el fermi lab; la discrepancia no ha ido méds que aumentado. A la
par de esto, se han hecho intento de acrecentar el orden de la correccion, actualmente se ha llegado
hasta quinto orden.

Notemos como con el electrén la constante de estructura fina es obtenida con mucha mayor
precisiéon que con el muon, Conforme experimentos actuales esta discrepancia no ha hecho mas que
aumentar.

El hecho de que tal discrepancia aumente conforme los experimentos se vuelven més preciosos,
envia la responsabilidad de tal discrepancia a la teoria, esto es, la misma teoria es incapaz de
brindar valores de las observables de tal manera que estos concuerden con la realidad, con lo cual
las oportunidades de nueva fisica debido a interacciones que parecen ser no encontradas en el
modelo estandar se enceuntra a la vista.
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Figure 19: Descripcién pictérica de la situacién, [32]

La imagen anterior muestra comparativas de valores del MMAM tedricas y experimentales,
noétese como la desviacion estadistica se encuentra por arriba de 4, lo cual arroja lo siguiente:

1.- Estadisticamente hablando, los valores se encuentra lejanos por cercano de 4 sigmas, lo cual

es estadisticamente relevante.

2.- La discrepancia es considerable, si se hace la comparativa contra los experimentos equivalente
para el electron, lo cual hace atin mas el trasladar la responsabildiad a la teoria
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Justificacién del problema

El conocimiento del mmam dara perspectiva sobre la validez del modelo estandar o a sus posibles
reformulaciones [11],[12],[13],[17].

El conocimiento de los constituyentes de la materia implica el conocer sus cualidades; un mejor
conocimiento de esto implica el avance de las teorias, lo cual brinda progreso a las aplicaciones
posibles.

El estudio exhaustivo de las interacciones de las particulas elementales puede brindar ideas
sobre las manera de brindarles grandes energias; con lo cual muchos procesos pueden ser mejor
estudiados.

Diversas aplicaciones pueden ser encontradas en los mismos experimentos [15], ya que el avance
de la ciencia suele requerir cantidades cada vez mayores de energia, a la misma vez suele requerir
mediciones més precisas[16].

Hipotesis

La inclusion de las contribuciones que generan las particulas supersimétricas en el momento
magnético anémalo del muon son capaces de explicar la discrepancia existente entre teoria y
experimento.

Objetivo general

Revisar las contribuciones supersimétricas al mmam, comparar los valores obtenidos mediante tal
asuncioén con los valores experimentales y revisar la viabilidad de la supersimetria como explicacion
de la desviacion entre teoria y experimento.

Objetivos especificos

1.- Realizar la construccién de la teoria cudntica de campos.

2.- Revisar los calculos del mmam.

3.- Programar calculos para poder ser realizados a érdenes perturbativos.
4.- Comparar resultados tedricos del objetivo 3 con los experimentales.
5.- Discutir la viabilidad de la supersimetria.

6.- Proponer otras alternativas para al resolucién de la discrepancia.
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Metodologia

Para la realizacion de lo dicho se contard con més de una manera.

Se realizard el calculo de manera convencional, esto es; calculos sin computadora, su grado de
precisién es minimo contra metodologias modernas. Su objetivo es la familiariedad con los procesos.

Se realizard una comparativa con los resultados reales y se cotejarda como es que en efecto las
discrepancias siguen apareciendo en los experimentos méas modernos.

Cronologia de actividades futuras

Parte de este escrito tiene en su haber el proyecto que se espera se pueda desarrollar en el futuro.
Los planes pasan por comprender mejor las interacciones que no son del tipo EM, y con ello
involucrarse de mejor manera en la fisica de frontera.
La idea de concepcion conforme las particulas supersimétricas requiere mas tiempo de que una
maestria brinda.
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