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Operadores de Knapp-Stein para O(n+1,1) y aplicaciones
para fisica relativista

Sao Leija Flores

Resumen

Este trabajo parte de la accién del grupo de Lie PGLy(R) sobre el espacio proyectivo
PY(R) con estructura de variedad diferenciable, para generalizar estos conceptos al grupo
O(n+1,1), enfocdndose en la accién del grupo en un subespacio X del espacio proyectivo
de dimensién n + 1. En si, el trabajo preliminar es analizar la representacién de PG Ly (R)
en un espacio de funciones I, y cdmo esta accién induce un haz lineal sobre P!(R); se
busca identificar secciones del haz lineal y funcionales lineales en el espacio dual que sean
invariantes bajo la accién de ciertos subgrupos de PGLs(R). Este esfuerzo es andlogo a
determinar qué secciones y funcionales se anulan bajo la accién de la representacién del
algebra de lie pgly(R) de dichos generadores de los subgrupos, con un interés en restringir
nuestro problema a las funciones de Schwartz. Mediante un enfoque que incluye cédlculo
integral y analisis en diferentes cartas coordenadas, se exploran estas invariantes. La in-
vestigacion profundiza y abstrae estos hallazgos a través de la topologia algebraica, en
particular, el algebra homoldgica y la cohomologia, para proporcionar una reinterpreta-
cién tedrica mas amplia de las soluciones concretas. Al extender este marco al estudio de
O(n +1,1), no solo amplia el alcance de los resultados iniciales sino que también se sitia
en la interseccién de la teoria de grupos de Lie, la geometria diferencial y la topologia
algebraica, abriendo nuevas observaciones y resultados, en fisica relativista.



Agradecimientos

Al Dr. Rail, por su paciencia y perseverancia para apoyarme en este proyecto

II



111

Motivacion

Dado un grupo de Lie reductivo G con subgrupo compacto maximal K, Harish-
Chandra describié la descomposicién espectral del espacio L?(G/K) en términos de las
representaciones esféricas de G. En el caso en que G = O(n+1,1) con K = O(n+1)x0(1),
el espacio G/K corresponde a los espacios temporaloides de Relatividad Especial. En este
caso, las representaciones esféricas corresponden a:

I, ={f : G — C| f son suaves, f(pg) = 0.(p)f(9), p € P,g € G}

donde dado v complejo definimos:

oy (m(B)a(a)n(z)) = a2
La accién de O(n + 1,1) en I, esta dada por:

(w(g) - /)(x) == f(z-g) conwz,geO(n+11)
Una parte importante en el estudié de la descomposicién espectral, de L?(G/K) esta
dada por el analisis de los operadores de Knapp-Stein, que son ciertos operadores de

entrelazamiento:
KSw):1I, -1,

Estos operadores se pueden describir en terminos del funcional de Jacquet, mediante
la formula:

(KS(v)f)(g9) = Ju(m(9)f)

Remarcamos que J, € (I))MV.

En esta tesis, daremos una descripcién completa del espacio (I,’,)MN , incluyendo el
operador de Jacquet, utilizando tecnicas de Algebra Homologica. Este resultado generali-
za los resultados obtenidos por Gomez-Speh para el caso PGL2(R) ~ SO(2,1).

Ademas abordar este problema proviene de la creciente importancia de la teoria de
representaciones en el estudio de grupos de Lie, especificamente en el anélisis de estructuras
algebraicas que surgen en la geometria diferencial. En particular, la relacién entre las
representaciones del grupo O(n + 1,1) y sus subgrupos plantea nuevas preguntas en la
teoria de invariantes, con aplicaciones en fisica tedrica y geometria. Este trabajo intenta
aportar un nuevo enfoque a la clasificacién de subgrupos y la accién de estos sobre espacios
proyectivos y Haces vectoriales sobre los mismos, lo cual paralelamente busca identificar
invariantes y también podria facilitar el estudio de otras variedades diferenciables mas
complejas.
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Objetivo y metodologia

El objetivo principal de este trabajo es encontrar las secciones invariantes de un haz
vectorial, estudiando la accién de un grupo sobre dicho haz. Para lograr esto, nos enfoca-
mos en funciones de rapido decrecimiento y ademas en identificar especificamente donde
el problema tiene solucién al hacer uso de herramientas de Algebra Homolégica
aplicadas al espacio donde actian las algebras de Lie. Este enfoque proporciona una es-
tructura algebraica que facilita la clasificacién y caracterizacién de las secciones invariantes
bajo la accién del grupo. El uso de algebra homoldgica es clave en este contexto, ya que
ofrece un marco robusto y abstracto para identificar y calcular los invariantes dentro de
la estructura del haz vectorial.



Antecedentes

En el trabajo de Gomez-Speh [1], se analiza un problema similar, al que consideramos
en esta tesis, para el grupo PGLy(R) ~ SO(2,1). Asi que se puede considerar este trabajo
como una generalizacion de los resultados mencionados.



VI

Indice de Simbolos

©o0oNo oA WD =

—_
— O

— =
ANl

1.1.

2.1.
2.2.

3.1.

4.1.
4.2.

[lustracién de la proyeccion estereografica . . . . . . . . .. ... ... ... 21
Relacion entre las distintas parametrizaciones locales . . . . . . . . . . . .. 22
Carta coordenada . . . . . . . . . . ... .. 22
Cambios de coordenadas . . . . . . . . . ... ... 23
Plano Tangente a la superficie . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 24
Haz Tangente de laesfera . . . . . . .. .. .. ... .. ... ... ... 25
Haz Tangente en M. . . . . . . . . . . . 27
Un campo vectorial en M. . . . . . . . . . . .. 28
Haz normal sobre la esfera. . . . . . . . ... ... ... ... ........ 31
Representacién del espacio proyectivo. . . . . . . . . .. ... 41
Cartas coordenadas P y PY. . . . ... .. 42
Ilustracion de la construccién del isomorfismo. . . . . . . . .. ... .. ... 43
llustracion de un grupo de Lie. . . . . . .. .. .. ... L L L. 48
Ilustracion de los campos vectoriales para definir la derivada de Lie. . . . . 55
Ilustracion de una funcién de Schwarz. . . . . . . . . .. ... ... ..... 60
Tlustracién del camino de la extensién de un elemento abstracto. . . . . . . 65
Ilustracion de la funcién obtenida. . . . . . . .. . ... ... ... ..... 90
Ilustraciéon de una funcién h. . . . . . . . . . ... ... L 95
Ilustracion del camino de la extensién de un elemento abstracto. . . . . .. 97
Obstrucciones y singularidades del problema. . . . . .. .. .. ... .... 103
Obstrucciones y singularidades del problema. . . . . .. .. .. ... .... 120

Obstrucciones y singularidades de la extensién analitica. . . . . . ... . .. 121



VII

Indice general

0. Preliminares 1

0.1. Conceptos basicos de teoria de conjuntos . . . . . . .. .. ... ... .... 1

0.1.1. Clases de equivalencia . . . . . . . . . ... ... ... ... ..... 2

0.1.2. Funciones . . . . . . . . . . . e 3

0.2. Teorfa de grupos . . . . . . . . . . 5

0.2.1. Representaciones de grupos . . . . . . . .. .. ... 9

0.2.2. Dual de un espacio vectorial . . . . . . . .. ... ..., 14

0.2.3. Algebra tensorial . . . . ... 16

0.3. Geometria Diferencial . . . . . . . ... ... o 0oL 19

0.3.1. Variedades diferenciales . . . . . . ... .. ... ... .. .. .... 22

0.3.2. Haces Vectoriales . . . . . . . .. .. .. . L 29

0.3.3. Variedades riemannianas y pseudoriemannianas . . . . . . . . . . .. 33

0.3.4. Espacio Proyectivo P"(R) . . . . .. ... ... ... ... 40

0.3.5. La esfera celeste como subespacio de P*(R) . . . . ... ... .... 43

0.3.6. Grupos y algebrasde Lie . . . . .. .. ... ... ... .. ... .. 48

0.4. Algebra Homologica . . . . . . . .. . o7

0.4.1. Sucesiones exactas de espacios vectoriales . . . . . .. .. ... ... 62

0.4.2. Homologia y Cohomologia de una sucesiéon exacta . . . . .. .. .. 65

1. Introduccién 84

1.1. El grupo proyectivo PGLy(R) y su accién natural en PH(R) . . . . .. ... 84
1.2. Construccién de un haz lineal ., sobre P*(R) y la accién de PG La(R) sobre

el mismo. . . ... 86

1.3. Secciones invariantes de I'(U, .Z,,) ante el algebra de Lie pgl,(R) . . . . . . . 90

2. Problemas y contradicciones con las secciones invariantes en I'(U,.%,) 95

2.1. Condiciones aparentemente suficientes para las secciones invariantes . . . . 95

2.2. Comprensién de I'(U;,.%,) con una sucesién exacta corta . . . . . ... .. 97

3. Solucidén al problema con Algebra Homologica en PGL2(R) 99

3.1. Homologia y Cohomologia en I'(U1,.4,) . . . . . . . . ... ... 99

3.2. Extension meromorfa de las distribucionesenv . . . . .. ... 101

3.3. Andlisis de las obstrucciones y singularidades en I'(Uy,.%,) . . . . . .. .. 103



VIII

4. Generalizacién del problema al caso de O(n+1,1) 108
4.1. PGLy(R)y SO(2,1) son isomorfos . . . .. .. ... ... ... ... ... 108
4.2. Construccién de un haz vectorial Z, sobre Y . . . . . . .. ... ... ... 112
4.3. Secciones invariantes de I'(U,.%,) ante el dlgebra de Lie o(n+1,1) . . . . . 114
4.4. Comprensién de I'(Uy,.%,) con una sucesién exacta corta . . . .. ..... 116
4.5. Homologia y Cohomologia en I'(Uj, ,,22,,) .................... 118
4.6. Extensién meromorfa de las distribucionesenv . . . . . . ... o0 120
4.7. Andlisis de las obstrucciones y singularidades en I'(Uq, .,22,,) ......... 122



Capitulo 0

Preliminares

Uno de los elementos més destacados de las matematicas desde el siglo XX hasta hoy,
ha sido el reconocimiento del potencial inherente a los métodos abstractos. Este hecho dio
el surgimiento de una gran coleccién de nuevos resultados y problemas, dando paso a la
exploracién de dominios matematicos anteriormente inexplorados. Los avances recientes
no solo han enriquecido nuestro conocimiento matemaético, sino que también han ofrecido
perspectivas nuevas y, junto a ellas, pruebas innovadoras de teoremas cldsicos. La simpli-
ficaciéon de problemas complejos a sus componentes fundamentales, da una nueva visién
de cuestiones y resultados que antes se consideraban aislados. Esto ha construido puentes
entre areas matematicas que antiguamente no se creia estuvieran conectadas o relaciona-
das. Por ello siempre es necesario, el hacer un énfasis a una gran cantidad de colecciones
de definiciones y teoremas, para que las verdades de nuevos problemas, sean cuestiones
triviales.

0.1. Conceptos basicos de teoria de conjuntos

Definiciéon 0.1.1. Un conjunto es una coleccién de elementos sin repeticién. Se puede
describir listando sus elementos o mediante una propiedad que los caracterice. Por ejemplo,
el conjunto A puede definirse como:

A = {z | x satisface una propiedad P}.

Definicién 0.1.2. Dado un conjunto A, se dice que B es un subconjunto de A si todo
elemento de B es también elemento de A, y se denota B C A.

Definicién 0.1.3. El conjunto vacio, denotado por (), es el conjunto que no contiene
ningtn elemento, es decir, ) = {}.

Definicién 0.1.4. La unioén de dos conjuntos A y B, escrita A U B, es el conjunto de
elementos que pertenecen al menos a uno de los conjuntos, esto es:

AUB={zx |z € Aox € B}



Definicién 0.1.5. La interseccién de dos conjuntos A y B, escrita AN B, es el conjunto
de elementos que pertenecen a ambos conjuntos simultaneamente, dado por:

ANB={z |z € Ayz e B}

Definicién 0.1.6. La diferencia de dos conjuntos A y B, escrita A\ B, es el conjunto
de elementos que pertenecen a A y no a B, expresado como:

A\B={z|z € Ayz ¢ B}.

Definicién 0.1.7. Dado un conjunto universal U y un subconjunto A de U, el comple-
mento de A en U, denotado A€, es el conjunto de elementos que no pertenecen a A, es
decir:

A={xecU|x ¢ A}

Definicién 0.1.8. El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, denotado por Ax B,
es el conjunto de todos los pares ordenados donde el primer elemento pertenece a A y el
segundo a B, es decir:

AxB={(a,b)|a€ Aybe B}.

Es directo notar, que todas las definiciénes anteriores se pueden generalizar para una
cantidad numerable de conjuntos operando entre si, para ello revisar [2]

0.1.1. Clases de equivalencia

En matematicas, una relacion de equivalencia es una relacién binaria que generaliza
la nocién de igualdad. La construccion de cocientes es una aplicacién significativa de las
relaciones de equivalencia. Por ejemplo, en teoria de grupos, el grupo cociente se forma al
dividir un grupo por uno de sus subgrupos normales, lo cual resulta en un nuevo grupo. En
espacios vectoriales, podemos construir espacios cocientes similares a partir de subespacios.

Esto permite una comprensién més profunda de la estructura y la simetria de estos
espacios. En algebra homoldgica, las relaciones de equivalencia juegan un rol crucial en la
definicién de la homologia, donde los cocientes nos permiten medir la diferencia entre los
elementos de un espacio topolégico, proporcionando informacion valiosa que no podriamos
ver de otra manera. Asi, la relacién de equivalencia no solo es fundamental por si misma,
sino también como una herramienta que posibilita la definicién de invariantes algebraicos
y topoldgicos en la matematica avanzada.

Definicién 0.1.9 (Relacién de Equivalencia). Una relacién de equivalencia sobre un
conjunto A es una relacién binaria ~ para la cual se cumplen las siguientes propiedades
para todos los elementos a, b, c € A:

1. Reflexividad: a ~ a.
2. Simetria: Si a ~ b, entonces b ~ a.
3. Transitividad: Sia ~ by b~ ¢, entonces a ~ c.

Estas propiedades se denominan reflexividad, simetria y transitividad, respectivamente.



La nocién de clase de equivalencia es una herramienta poderosa surge naturalmente
de una relacién de equivalencia.

Definicién 0.1.10. Dada una relacién de equivalencia ~ en un conjunto A, la clase de
equivalencia de un elemento a € A se define como el conjunto de todos los elementos de
A que estan relacionados con a, es decir:

[a] ={z € A|a~ =z}

Estas clases de equivalencia tienen la propiedad distintiva de que cada elemento de
A pertenece a una y solo una clase de equivalencia, lo que significa que las clases de
equivalencia particionan A en conjuntos disjuntos.

A partir de estas particiones, es posible construir el conjunto cociente de A por la
relacién de equivalencia, denotado como A/ ~, que es el conjunto de todas las clases de
equivalencia de A. Este conjunto cociente retiene informacion estructural sobre el conjunto
original A y la relacién de equivalencia aplicada. En teoria de grupos, por ejemplo, las
clases de equivalencia se utilizan justamente para formar los grupos cociente, que son
fundamentales para comprender la estructura de los grupos y sus morfismos. De manera
similar, en el ambito de los espacios vectoriales, las clases de equivalencia conducen a la
construccion de espacios vectoriales cociente, proporcionando una manera de factorizar
estructuras por subestructuras y explorar propiedades dimensionales y de subespacios. Lo
cual podemos formalizarlo con el siguiente teorema importante de la teoria de conjuntos:

Teorema 0.1.1. Las distintas clases de equivalencia de una relacion de equivalencia sobre
A nos proporcionan una descomposicion de A como una union de subconjuntos mutuamen-
te ajenos. Reciprocamente, dada una descomposicion de A como union de subconjuntos
mutuamente ajenos y no vacios, podemos definir una relacion de equivalencia sobre A
para que estos subconjuntos sean las distintas clases de equivalencia.

0.1.2. Funciones

Las funciones son fundamentales en matemaéticas, particularmente en el estudio de es-
tructuras como grupos y variedades. Una funcién bien definida permite modelar relaciones
matematicas precisas entre conjuntos, crucial para entender morfismos e isomorfismos.

Definiciéon 0.1.11. Dado dos conjuntos A y B, una funcién de A a B, denotada por
f: A — B, es una regla que asigna a cada elemento = en el conjunto A exactamente un
elemento y en el conjunto B. El elemento y es llamado la imagen de x bajo f, y se denota
por f(x), es decir:

f:A—>B
x— f(x).

Describir las interacciones entre estructuras algebraicas es algo que solo puede ser
caracterizado por las funciones, ya que estas facilitan la comprensién de cémo se conservan
o modifican las propiedades estructurales bajo ciertas transformaciones.

Por ello, también es necesario definir lo que son las funciones inyectivas, sobreyectivas
y biyectivas ya que es esencial para avanzar hacia teoremas cldsicos que profundizan en la
teoria de funciones y estructuras.



Definicién 0.1.12. Una funcidén inyectiva de un conjunto A a un conjunto B, denotada
f:A— B,estal quesi f(z) = f(y) entonces x = y para todo z,y € A. Esto significa que
elementos diferentes en A tienen imégenes diferentes en B.

flx)=fly) =z=y

Definicién 0.1.13. Una funcién sobreyectiva de un conjunto A a un conjunto B,
denotada f : A — B, es tal que para cada elemento b € B, existe al menos un elemento
a € Atal que f(a) = b. Esto asegura que todos los elementos de B son imagen de al menos
un elemento de A.

Vb e B,3a € A tal que f(a) =0

Definicién 0.1.14. Una funcidon biyectiva de un conjunto A a un conjunto B, denotada
f: A — B, es inyectiva y sobreyectiva.

En el proceso de desarrollo y formulaciéon de definiciones matematicas, se podria con-
cluir tempranamente que una base teodrica sélida asegura que cualquier modelo algebraico
funcione sin contratiempos. Sin embargo, la realidad es a menudo contraria a esta ex-
pectativa. Al enriquecer y profundizar en la construcciéon de una teoria, no solo emergen
soluciones sino que también se hacen evidentes algunos problemas especificos.

Ejemplo 1. En el caso de las funciones, la funcion logaritmo, definida en los reales
como f(x) = log(z) para x > 0, presenta interesantes desafios al ser extendida a los
numeros complejos. En los reales, el logaritmo de un numero negativo no estd definido.
Sin embargo, en el campo de los niumeros complejos, cualquier nimero complejo puede
tener un logaritmo, pero este se convierte en una funcion multivaluada.

Considere un nimero complejo z = re'?, donde r es el mddulo y 0 el argumento del
numero. El logaritmo complejo de z puede definirse como:

In(z) = log(r) + (6 + 27k)

donde k es cualquier nimero entero. Esto indica que existen infinitos valores posibles
para el logaritmo de un nimero complejo, dependiendo del valor de k. Esta caracteristica de
ser multivaluada es un resultado directo de la periodicidad de la funcién exponencial en los
complejos y se denomina la ramificacion del logaritmo. La gestion de esta ramificacion
es crucial para el uso adecuado del logaritmo en contextos mas generales, pero a su vez,
su construccion es un poco complicada.

El hecho que menciondaramos el ejemplo anterior, es por que gran parte del tema in-
vestigado en la tesis, es abordar cuando si y en donde, podemos extender una funcién a
un dominio mas grande que el que originalmente se planteo.

Ahora se hard mencién a unos resultados importantes, utiles para el estudio de obje-
tos globales a partir de su estructura local, y viceversa, para su demostracién se puede
consultar [3]. En pocas palabras, habla de existencia un conjunto de funciones que pueden
partir una funcién global en funciones locales, conservando sus propiedades, y viceversa, a
partir de un conjuntos de funciones locales, podemos asegurar la existencia de una funcién
global.



Teorema 0.1.2. Sea A C R" y sea © un recubrimiento abierto de A. Entonces existe una
coleccion ® de funciones ¢ de la clase C™° definidas en un conjunto abierto que contiene
a A, con las siguientes propiedades:

1. Para cada x € A se tiene 0 < p(x) < 1.

2. Para cada x € A existe un conjunto abierto V que contiene a x tal que todas, excepto
un numero finito de las ¢ € ®, son 0 en V.

8. Para cada v € A se tiene ) cq p(x) =1 (en virtud de (2), para cada x esta suma
es finita en un conjunto abierto que contiene a x).

4. Para cada p € ® existe un conjunto abierto U en © tal que ¢ = 0 al exterior de un
conjunto cerrado contenido en U.

(Una coleccion ® que satisfaga las condiciones (1) a (3) se denomina particion de la
unidad para A con funciones C*°. Si ® satisface también (4), se dice que es subordinada
al recubrimiento ©.

Teorema 0.1.3. Si A es acotado, f: A — R es una funcion acotada, y{x : f es discontinua en x}
tiene medida 0, entonces la siguiente suma converge:

Z/Aw-f

0.2. Teoria de grupos

Un grupo es un conjunto de elementos acompanados de una operacién que combina
cualquier par de elementos para formar un tercer elemento del mismo conjunto, cumpliendo
con ciertas propiedades:

Definiciéon 0.2.1. Un grupo es una estructura algebraica compuesta por un conjunto G
no vacio y una operacién binaria - : G X G — G, que satisface las siguientes propiedades:

» Asociatividad: Para todo a,b,c € G, se cumple que (a-b)-c=a- (b-c).

s Elemento neutro: Existe un elemento e¢ € G tal que para todo a € GG, se cumple
quee-a=a-e=a.

= Elemento inverso: Para cada elemento a € G, existe un elemento b € G tal que
a-b="b-a=e, donde e es el elemento neutro.

Definicion 0.2.2. Si ademés la operacion binaria es conmutativa, es decir, a-b =b-a
para todo a,b € GG, entonces el grupo se denomina grupo abeliano.

Definiciéon 0.2.3. Un espacio vectorial V sobre un campo F es un conjunto no vacio
junto con dos operaciones que satisfacen los siguientes axiomas:

» Adicién de vectores: Existe una operaciéon + : V x V' — V tal que (V,+) es un
grupo abeliano.



= Multiplicaciéon por un escalar: Existe una operacién - : F x V' — V que satisface
las siguientes propiedades:

e Distributividad de la multiplicacién por escalar respecto a la adicién
de vectores: Para todos a € Fy u,v € V, se cumple que a- (u+v) = a-u+a-v.

e Distributividad de la multiplicacién por escalar respecto a la adicion
de escalares: Para todos a,b € Fy v € V, se cumple que (a+b)-v = a-v+b-v.

e Asociatividad de la multiplicacién por escalar: Para todos a,b € F y
v eV, secumple que a- (b-v)=(a-b)-v.

¢ Elemento neutro de la multiplicaciéon por escalar: Para todo v € V, se
cumple que 1-v = v, donde 1 es el elemento identidad en F.

Podriamos enunciar una gran cantidad de definiciones y teoremas importantes de esta
rama de las matemaéticas, pero eso puede consultarse en [2] y [4], en cambio solo daremos
los resultados mas relevantes y tutiles para este trabajo.

Teorema 0.2.1. Si G es un grupo, entonces:
a) el elemento identidad de G es inico;
b) todo a € G tiene un inverso unico en G;
¢) para todo a € G, (a™1)™! =a;
d) para a,b € G, (a-b)"t=b"1.a" L

Definiciéon 0.2.4. Un subgrupo H de un grupo G es un subconjunto de este que, por
si mismo, también es un grupo bajo la misma operacién del grupo original.

Definicién 0.2.5. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. La clase lateral derecha de
H en G asociada a un elemento g de G se define como el conjunto Hg dado por:

Hg={hg|he H}

Este conjunto contiene todos los productos de elementos de H con g, donde la multipli-
cacién se realiza en el orden especificado (primero h y luego g). Similarmente se puede
definir la clase lateral izquierda.

También podemos notar que Hg es una clase de equivalencia [g] de g en G, y por tanto,
el conjunto de clases laterales constituyen una descomposicién de G. Aunado a lo anterior,
podemos construir nuevos grupos a partir de sus propios subgrupos, que seran relevantes
para nuestros calculos:

Definicién 0.2.6. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G (esto es, H es un
subgrupo tal que gH = Hg para todo g en G). El grupo cociente de G por H, denotado
G/H, se define como el conjunto de todas las clases laterales derechas de H en G con la
operacion:

(Ha) - (Hb) = Hab

El grupo cociente G/H encapsula la estructura de G que queda después de colapsar H
al elemento identidad en las clases de equivalencia. Cabe de aclarar que también podemos



construir cocientes de grupos que no formen un grupo, pero si una estructura de clases de
equivalencia.

Observacién. Cuando hacemos algin grupo cociente, la operacion estd bien definida
debido a la normalidad de H, podemos verlo ya que:

» Si G — G/H donde H es normal, entonces:

g —lgl=9gH
Ahora, si [g] = [e] entonces:

gH =eH <— g€ H

Si un elemento g estd en H, entonces [g] consiste tnicamente de los elementos de H:
9] =H
= En general:

[91] = [g2] <= g1H = goH

entonces:
H=g'92H = g{'q2€ H

Por lo tanto, dos elementos g1, g2 son equivalentes si difieren por un elemento de H:

gl € H

Se observa que los elementos de G/H cuando H es normal, siendo de la forma [g] : G/H,
son todos menos los de H, ya que si nos referimos a estos elementos como las clases [g] = gH
y no como en si a las clases laterales, sino a las clases de equivalencia [g]:

= A manera visual se ve como:

% — {[6], [gl], e, [gn]}

donde todo elemento representante de la clase de equivalencia no pertenece a H,
més que e, ya que [e] =eH = H .

Definicién 0.2.7. Un morfismo de grupos (también llamado homomorfismo de grupos)
es una funcién entre dos grupos que respeta la estructura de grupo. Matematicamente, un
morfismo de grupos f de un grupo G a un grupo H se define de la siguiente manera:

» f:G — H es un morfismo si Va, b € G, se cumple que f(ab) = f(a)f(b)

Esto significa que la imagen bajo f del producto de dos elementos en G es igual al
producto de las imagenes de esos elementos en H. Esto preserva la operacién de grupo.

Teorema 0.2.2. Si ¢ es un morfismo de G en H, entonces:



1. ¢(e) = ep, el elemento identidad de H;
2. ¢p(z7 1) = ¢p(z)~! para todo v € G.

En pocas palabras, la relevancia de este teorema recae en la relacion de los elementos

identidad de G y H.

La siguiente definicién pareceria un primer salto de abstraccién, ya que con ello, po-
dremos hablar de relaciones mas fuertes entre grupos, aunque mas adelante observaremos
que esta construccién es una idea muy sencilla de comprender.

Definicién 0.2.8. Si ¢ es un morfismo de G' en H, el niicleo de ¢, K, se define por
Ky ={z € G| ¢(z) =en, donde ey es el elemento identidad de H}.

Definicién 0.2.9. Un isomorfismo de grupos es un tipo de morfismo de grupos que,
ademds, tiene la propiedad de ser biyectivo, es decir, es inyectivo (uno-a-uno) y sobreyec-
tivo (sobre). En términos matematicos, un isomorfismo de grupos entre dos grupos G 'y H
se define de la siguiente manera:

= Un morfismo de grupos f : G — H es un isomorfismo si:

1. Inyectividad: f(a) = f(b) implica a = b para todos a,b € G.
2. Sobreyectividad: Para cada elemento h € H, existe un g € G tal que f(g) = h.

Si existe un isomorfismo entre dos grupos, decimos que los grupos son isomorfos, lo
que indica que tienen la misma estructura de grupo y cantidad de elementos, aunque los
mismos y las operaciones puedan parecer diferentes superficialmente. En notacién, esto se
denota como G = H. Esto refleja que, estructuralmente, G y H son indistinguibles desde
el punto de vista de la teoria de grupos.

Entonces, por lo siguiente fue importante mencionar al nicleo de un morfismo.

Teorema 0.2.3. Un morfismo ¢ de G sobre H con nicleo K4 es un isomorfismo de G
en H siy solo si K4 = (e).

Teorema 0.2.4. Si ¢ es un morfismo de G sobre H de nicleo K, entonces K es un
subgrupo normal de G.

Observamos que, a partir de las relaciones entre un morfismo y su ntcleo, podemos
concluir cuestiones que no son triviales, como la cantidad de elementos entre dos grupos,
aparentemente distintos. Aunque parezca poco trivial el teorema anterior, podemos expli-
carlo de manera sencilla ya que, sabemos que el elemento identidad de un grupo es nico,
y en el contexto de morfismos de grupos, este también esta relacionado siempre con el
elemento identidad del otro grupo. ;Pero que podemos deducir si no es el Unico elemento
relacionado con la identidad por medio de ese morfismo?, la respuesta a esta pregunta esta
dada por los siguientes teoremas:

Teorema 0.2.5. Si ¢ es un morfismo de G sobre H de nicleo K, entonces K es un
subgrupo normal de G.



Teorema 0.2.6. Sea ¢ un morfismo de G sobre H con nicleo K. Entonces G/K = H.

En pocas palabras, al remover el nicleo del grupo G, resulta de un nuevo grupo,
isomorfo a H, lo cual resulta particularmente interesante, ya que esto es una forma en
la cual podemos factorizar grupos, y que lo resultante siga manteniendo la estructura
algebraica intacta. También podemos pensarlo como una medida de que tanto un morfismo
se aleja de ser isomorfismo.

0.2.1. Representaciones de grupos

La teoria de representaciones de grupos es una rama fundamental de la teoria de
grupos que encuentra aplicaciones en diversas dreas de la matematica y la fisica, incluyendo
algebra, geometria, teoria de niimeros y mecanica cudntica. Para entender su importancia,
es util comenzar con algunas definiciones basicas. Mencionaremos un conjunto importante,
que a su vez, tiene estructura de grupo, con lo cual podemos ver la verdadera fuerza y
aplicaciones que tiene la definicion de morfismo de grupos:

Definicién 0.2.10. Si V' es un conjunto no vacio, entonces Aut(V') es el conjunto de todas
las aplicaciones biyectivas de V' sobre si mismo.

Entonces podemos hablar del siguiente morfismo:

Definicién 0.2.11. Definimos la accién de un grupo G sobre el conjunto de automorfismos
de un conjunto V' como el morfismo de:

¢: G — Aut(V)
En notaciéon, G V. Es un morfismo de grupos.

Si suponemos que V' es un espacio vectorial, la importancia de lo anterior, es traducir
problemas abstractos de teoria de grupos en problemas mas concretos y manejables de
algebra lineal. Al representar elementos de un grupo como matrices y las operaciones de
grupo como multiplicacién de matrices, se facilita el andlisis y la resoluciéon de proble-
mas en una variedad de contextos matematicos y fisicos. Similarmente, podemos resolver
problemas de &lgebra lineal utilizando los resultados abstractos de teoria de grupos. El
siguiente teorema engloba lo anterior mencionado:

Teorema 0.2.7. Existe una correspondencia biyectiva entre el comjunto de acciones de
un grupo G en un espacio vectorial V' y el conjunto de morfismos de G en Aut(V').

Ejemplo 2. El grupo unitario U(1) es el grupo de todas las matrices unitarias de
1 x 1 con entradas complejas. Consideremos la circunferencia unitaria en el origen del
plano complejo, descrita por S = {z € C | |z| = 1}. El grupo de rotaciones de esta
circunferencia es isomorfo al grupo unitario U(1), que puede ser descrito por el morfismo
¢ como {e? | 0 € [0,27)}. Cada elemento de este grupo corresponde a una rotacion del
plano complejo alrededor del origen (Para mas informacion del grupo unitario se puede
consultar en [5]).
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Con el ejemplo anterior, podemos ver que para cada valor del angulo, corresponde a
un elemento del grupo unitario, y por la propia definicién del arco de una circunferencia
unitaria ;También podriamos decir que hay un correspondencia entre lo elementos del
grupo y los puntos de la circunferencia?, la respuesta es si, solo que habria que ajustar
unos detalles, y naturalmente surgird tal biyeccién.

En el contexto de la teoria de grupos, el estabilizador de un punto bajo una accién de
grupo es el conjunto de elementos del grupo que dejan el punto fijo. En este caso, estamos
considerando la accién del grupo de rotaciones sobre la circunferencia unitaria.

Supongamos que tenemos un punto especifico en la circunferencia, digamos zg € S?.
El estabilizador de zy bajo la accién del grupo de rotaciones es el conjunto de todas las
rotaciones que dejan zg fijo. Formalmente, el estabilizador de zj es:

Staby(1y(20) = {g € U(1) | ¢(g) - 20 = €” - 20 = 20}

Para encontrar el elemento especifico que es el estabilizador de zy, observamos que
para cualquier 6 € [0, 27),

0

e c20 =20 = e? =1

La tnica rotacién que deja zg fijo para cualquier zg € S' es la rotacién por # = 0. Por lo
tanto, el estabilizador de cualquier punto en la circunferencia unitaria bajo la accién del
grupo de rotaciones es el elemento identidad del grupo de rotaciones, que es la rotacién por
0 grados, o €0 = 1. Ahora, evidentemente, el estabilizador, con la operacién del grupo,
resulta ser un subgrupo, por lo cual:

Teorema 0.2.8. Sea G un grupo que actia sobre un conjunto V. Para cada x € V, el
estabilizador de V en G, denotado Stab(zr)g, es un subgrupo de G. Es decir,

Stab(z)a ={g € G| ¢(g) - = = x}
es un subgrupo de G.

Ahora tomemos ese mismo punto especifico, pero bajo la accién de todo el grupo,
obtendriamos en esencia toda la circunferencia, formalmente:

Definicién 0.2.12. Si GG actiia en V, se tiene una relacién de equivalencia en V:
x ~ y si existe g € G tal que ¢(g9)xr =y

Las clases de equivalencia de esta relacion se llaman las 6rbitas de la acciéon de G en
V', la 6rbita de x € V se denota por:

Orbg(z) ={¢(g)z : 2 € V,g € G}

por lo cual es evidente que U(1) = S | por el Teorema 0.2.6. Seguidamente, podemos
enunciar uno de los teoremas mas importantes de el presente trabajo y desde mi punto de
vista, mas importantes de la teoria de grupos:

Teorema 0.2.9. Si G actia en V, entonces para cada x € V se tiene que:

G

Orbe(z) = Stab(z) g
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como un isomorfismo de conjuntos. Cabe de recalcar que la notacion enuncia un estructura
cociente, pero no necesariamente un grupo cociente, aunque independiente de ambos casos,
el teorema sigue siendo valido. Si se quiere profundizar en la demostracion de este teorema,
puede referirse a [4].

Observacion. Dependiendo del contexto que estemos trabajando, en este caso, de-
pendiendo de si tu grupo es normal, si no lo es, hay que tener cuidado con la notacién, a la
hora de hacer uso de este teorema, donde lo importante es notar si actias por la derecha
o por la izquierda, en pocas palabras:

G~V es transitivo, P = Stab(z)
G/P=V g g-xg
VG  estransitivo, P = Stab(x)

P\G=V g x0-g

La importancia de ese teorema recae, en que podemos dotar de ciertos aspectos to-
polodgicos a los grupos o cocientes de los mismos, como por ejemplo, conexidad, compa-
cidad, si es métrico o no, etc., propiedades que a priori no podriamos notar por la alta
abstraccién de los grupos. También se tiene que tener considerado el espacio vectorial
donde estemos trabajando, ya que de ello depende, que propiedades topolégicas podamos
ver del grupo, por lo cual definimos lo siguiente:

Teorema 0.2.10. Si G es un grupo y V es un espacio vectorial, una representacion de G
en V' es un morfismo ¢ : G — Aut(V).

Sabemos que hay espacios vectoriales isomorfos, entonces podemos preguntarnos que
sucede con las representaciones de algiin grupo en esos espacios vectoriales, ;Estaran
relacionadas de alguna manera o seran equivalentes?:

Ejemplo 3. Consideremos el grupo de rotaciones en el plano, G = SO(2), que puede ser
representado de dos maneras diferentes:

Usando senos y cosenos, la matriz de rotacion por un dngulo 6 en el plano euclidiano
R? es:

ng(O) _ (cos 0 —sin 0)

sinf cosf

Usando exponenciales complejas, la rotacion por un dngulo 6 en el plano complejo C:
e = cosf + isinf

Definimos el siguiente isomorfismo f : R* — C por:

()
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El isomorfismo inverso f~': C — R? se define por:

- ()

Para demostrar la equivalencia, verificamos que el siguiente diagrama conmuta:

rRz2 L

Ririg(0) | 1 et
r2 L
Esto implica que: '
f(Rtm‘g(e) : V) = f(V)

Para cualquier vector v = <:;> € R?,

Rirsg(6) - x\  [cos® —sin@\ (x\ (xcost —ysind

g y) \sinf cosf y)  \wsinf+ ycosb

Aplicando f,

rcost —ysinf\\ ) o
f((:CSiDQ—chosQ)) = (zcosf —ysinf) +i(xsinh + y cos )

Por otro lado, aplicando ¢ a f(v),

e - (x +iy) = (cosO + isin0)(x + iy) = (xcos — ysin @) + i(xsin 6 + y cos h)

(i ()~ 5(()

Por lo tanto, f es un isomorfismo que muestra que las dos representaciones son equi-
valentes.

Esto confirma que:

Entonces, el ejemplo anterior, concuerda con definir lo siguiente:

Definiciéon 0.2.13. Dada dos representaciones de un grupo G en un espacio vectorial V'
y V' respectivamente:

¢:G—=Aut(V) y ¢ :G— Aut(V)
diremos que son equivalentes o isomorfas, si existe un isomorfismo:
f:vV=Vv

tal que Vg € G:
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es decir, los siguientes diagramas conmutan:

v Low
o(g) | 1 ¢'(9)

v Lo

Ahora en adelante enunciaremos una gran cantidad de grupos que seran ttiles para el
desarrollo del trabajo:

Definicion 0.2.14. El grupo lineal general real de dimensién n:
GL(n,R) ={A € M(n,R) | det(A) # 0}

Definicién 0.2.15. Una matriz A € GL(n,R) tal que AT A = I se llamara ortogonal. Al
conjunto de matrices que cumplen eso se llaman ortogonales, y se denota por:

On)={AecGL(n,R) | ATA=T1}
el grupo ortogonal de dimensién n.

Definicién 0.2.16. Una matriz A € O(n) es propia si y sélo si det(A) = 1. El conjunto
de matrices ortogonales propias se llama grupo especial ortogonal de dimensiéon n y se
denota por:

SO(n) ={A € O0(n) | det(A) =1}
Definicion 0.2.17. El grupo lineal especial real de dimensién n:
SL(n,R) ={A € GL(n,R) | det(A) =1}

Definicion 0.2.18. El grupo ortocrénico asociado al espacio de Minkowski de dimensién
n + 1 con métrica G:

O(n,1) = {A € GL(n,R) | ATGA = G}

Definicién 0.2.19. Al subgrupo de O(n,1) de matrices propias, llamado grupo especial
ortocdnico asociado al espacio de Minkowski con métrica G:

SO(n,1) ={A € O(n,1) | det(A) =1}
Definicién 0.2.20. Tenemos la siguiente relacién de equivalencia en GL(n,R):
{A~B<+=3XecR\{0} | A=)\B}

Las clases de equivalencia de esta relacién forman un grupo bajo la multiplicacién de
matrices llamado PGL(n,R) = PGL,(R).



14

0.2.2. Dual de un espacio vectorial

En la teoria de grupos, una representacion de un grupo G en un espacio vectorial V'
es un morfismo de grupos ¢ : G — Aut(V'), donde Aut(V) denota el grupo de automor-
fismos de V. Este concepto permite estudiar las propiedades algebraicas de G mediante
las transformaciones lineales en V', proporcionando una forma concreta de analizar las
simetrias y las acciones de GG. Cuando analizamos estas representaciones, encontramos que
las transformaciones lineales juegan un papel fundamental en la estructura de los espacios
vectoriales. En este contexto, es natural considerar no solo el espacio vectorial V', sino
también su espacio dual.

Definiciéon 0.2.21. El espacio dual V* de un espacio vectorial V' sobre un campo F se
define como el conjunto de todas las transformaciones lineales de V' en F. Es decir,

V*={f:V = F| f es una transformacién lineal}.
Cada elemento de V* se llama funcional lineal.

El espacio dual V* es también un espacio vectorial sobre IF, con las operaciones definidas
punto a punto: para f,g € V* y a € F,

(f+9)(v)=f(v)+g) v (af)(v)=af(v) paratodoveV.

La introduccién del espacio dual es motivada por la necesidad de analizar y comprender
mejor las transformaciones lineales y las representaciones de grupos. Al estudiar los fun-
cionales lineales, obtenemos una perspectiva mas rica y profunda de la estructura interna
del espacio vectorial y de como los grupos actian sobre él.

Ejemplo 4. Consideremos el espacio vectorial V' de todas las funciones diferenciables
f :a,b] — R. Un ejemplo de un funcional lineal en el espacio dual V* es un funcional
que toma una funcion f y la integra en el intervalo [a,b] después de aplicarle un operador
diferencial.

Definimos el funcional lineal A : V — R como sigue:
b
A = [ F@)ds
a
donde [’ denota la derivada de f.
Para verificar que A es un funcional lineal, debemos mostrar que satisface las propie-

dades de linealidad:
1. Adicion: Sea f,g € V, entonces:

b
A(f +g) = / (f + 9 () de

b
- / (@) + ' (2)) de

b b
~ [f@ans [ g
— A(f) + Alg)
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2. Multiplicacién por un escalar: Sea a« € R y f € V| entonces:

b
Aaf) = / (af)(x) dz

Por lo tanto, A es un funcional lineal en el espacio dual V*.

Este funcional tiene una interpretacion clara en términos de cdlculo: integra la deriva-
da de una funcion sobre un intervalo dado, lo que, por el teorema fundamental del cdlculo,
da la diferencia de los valores de la funcion en los extremos del intervalo:

b
A(f) = / f(@)dz = £(b) — f(a)

Otra manera de ver concretamente funcionales lineales en el contexto de célculo y
algebra lineal, es al analizar el cambio de una funcién a través de la derivada direccional,
mezclando asi operaciones entre elementos de espacios vectoriales con elementos de sus
duales:

Ejemplo 5. Dada una funcién diferenciable f : R™ — R y un punto p € R", la derivada
direccional de f en la direccion de un vector v € R™ en p se define como:

Dy (p) = lim f(p+t\;) — f(p)

Esta derivada direccional mide la tasa de cambio de f en la direccion de v. Si f es
diferenciable, esta tasa de cambio se puede expresar usando el gradiente de f, denotado
por Vf:

Dyf(p)=Vf(p)-v

donde Vf(p) = (%(p) ﬁ(p), e ﬁ(p)) y el producto punto ayuda a representar la

’ Oxo S Oxn

suma de las derivadas parciales.

Para cada punto p € R", el gradiente V f(p) es un vector en R™ en el que actia un
funcional lineal, ya que al hacer el producto punto, este nos entrega un numero real.

Ejemplo 6. Similarmente, el diferencial de una funcion f, denotado df, es un ejemplo de
funcional lineal (una 1-forma diferencial, mas adelante se definird formalmente), ya que,
para cada punto p € R™, df(p) es un funcional lineal definido por:

df(p)(v) =V f(p)-v
para cualquier vector v € R™.

Podriamos seguir dando una gran cantidad de ejemplos, pero con lo anterior deberia
ser suficiente para hacernos ver que hace falta construir espacios donde interactiian en con-
junto operadores diferenciales con funcionales lineales. Para una introduccién mas formal
e intuitiva de las formas diferenciales, se puede ver en [3] y [6].
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0.2.3. Algebra tensorial

Los tensores generalizan los conceptos de vectores y matrices, son fundamentales para
formalizar las formas diferenciales y los operadores en matemética como anteriormente
observamos, por ello daremos las definiciones y teoremas de esta herramienta.

Definicién 0.2.22. Si V es un espacio vectorial sobre R, indicamos por V* el producto
de k factores V x --- x V. Una funcién T : V¥ — R se denomina multilineal si para cada
1 <7 <k se tiene

T(v1,...,av; +bw;,...,vp) = aT(v1,...,0;...,05) + 0T (v1,...,wi, ..., V)
donde a,b € Ry vy,...,v, w; € V.

Definicién 0.2.23. Una funcién multilineal T : V¥ — R se denomina tensor de orden
k en V (o simplemente k-tensor) y el conjunto de todos los tensores de orden k, que se
indica por 7%(V'), serd un espacio vectorial sobre R si para S, T € T*(V) y a € R se define

(S+T)(v1,...,v,) = S(vi,...,v5) + T(vi,...,05),

(aS)(vi,...,vp) =a-S(vi,...,v).
Definicién 0.2.24. Hay también una operacién que conecta los diversos espacios T*(V).

SiSeTkV)yTecTYV),se define el producto tensorial S ® T € T* (V) por

(S@T)(’Ul, ey Uk Ukt 1y e - - ,’Uk+l) = S(’Ul, R ,’l}k> . T(UkJrl, . ’karl).

Teorema 0.2.11. El producto tensorial cumple con las siguientes propiedades:

(S1+852)0T =51T+ ST,

SRM+T)=ST1+S®Ts,

(aS)@T=5S® (aT)=a(S®T),
SeT)eU =S (TeU).

Viendo el camino que llevamos, es natural observar que las propiedades de espacios
vectoriales, estdn en analogfa directa con los tensores. Por conveniencia se definird ¢;(v;) =
0;; como una especie de producto interno entre un espacio vectorial V' y su dual para asi
poder dotar de una base a V*:

Teorema 0.2.12. Sea vy, ...,v, una base de V', y sea @1, ..., ¢y, la base dual, p;(vj) = 6;5.
Entonces el conjunto de todos los productos tensoriales de k factores
0ip @ ®@i, 1<, <n

es una base para T*(V), que ademds tiene dimension n.
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Ejemplo 7. Para construir la matriz de la métrica euclidiana, evaluamos el tensor métrico
en los vectores base. Dado que la métrica euclidiana es simplemente el producto interno,
tenemos:

g(eiaej) = <eia ej>
En la base candnica del espacio euclidiano, el producto interno de los vectores base es

el delta de Kronecker:

(ei,e;) = dij
1 osii=j
9570 i j

(10
5= \0 1
1

Para verificar, consideremos los vectores u = (u',u?) = (2,3) y v = (v}, v?) = (4,1):

2 2
(u,v) = Z Z gijuivj

i=1 j=1

FEsto nos da la matriz métrica:

En forma de matriz:

Sustituyendo los valores:

1.1 1.2 2 1 2.9
(u,v) = gniu v + grou v* + go1u“v- + goauv

= (1)2)(4) + (0)(2)(1) + (0)3)(4) + (1)(3)(1)
=8+0+0+3
=11

Esto confirma que la métrica euclidiana definida como una matriz de tensor produce
el mismo resultado que el cdlculo del producto interno usual.

Definicién 0.2.25. Un tensor 7' € T*(V) se dice alternante si cambia de signo cada
vez que se intercambian dos de sus argumentos:

T(V1,e oy Uiy ooy Uy, V) = =T (V1,000 V00, Uiy oo, V).
El conjunto de todos los tensores alternantes de orden k en V se denota por A¥(V).

Definicién 0.2.26. El operador de alternacién Alt en un tensor T' € T*(V) se define
como la aplicacidon que convierte un tensor en antisimétrico. Formalmente, para un tensor
T € T*(V), la alternacién Alt(T) se define por:

1
A(T)(v1, ... 0p) = 7 > sgn(0)T (Vo(1)s - - -+ Vo))
’ oESE

donde Sj, es el grupo simétrico de permutaciones de {1,...,k} y sgn(o) es la paridad de
la permutacién o.
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Ejemplo 8. Consideremos primero un tensor antisimétrico representado por una matriz:

0o 2 -1
A=1-2 0 3
1 =3 0
Es fdcil verificar que A es una matriz antisimétrica porque AT = —A.

Ahora, consideremos un tensor que no es antisimétrico:

1 2 3
B=14 5 6
78 9

Para antisimetrizar el tensor B, aplicamos el operador de alternacion Alt:

Al(B) = %(B — BT

Primero, calculamos la transpuesta de B:

1 47
B'=[2 5 8
3 6 9
Luego, restamos BT de B:
1 2 3 1 47 0 -2 —4
B-B'=1|456|-(25 8|=[|2 0 -2
7 8 9 3 69 4 2 0

Finalmente, multiplicamos por % para obtener la matriz antisimétrica:

L [0 -2 —4 0 —1 -2
AB)==12 0 -2|=[1 0 -1
4 2 0 2 1 0

Ast, la matriz antisimétrica construida a partir de la matriz no antisimétrica B es:

0 —1 —2
AB)=[1 0 -1
2 1 0

Teorema 0.2.13. Las propiedades de el operador Alt:
1. Si T € TH(V), entonces AlY(T) € AF(V).
2. Siw € A¥(V), entonces Alt(w) = w.

3. SiT e TrV), entonces Alt(AI(T)) = Al(T).
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Definicién 0.2.27. El producto cuiia (A) de dos tensores alternantes w € A¥(V) y
n € AY(V) se define como:

(k+1)!
Il

(W/\n)(vlﬂ"'vvk’-i-l) = Alt((/‘}@n)(vla"'vvk-‘rl))

donde Alt denota la alternacién del tensor.

Teorema 0.2.14. Las siguientes propiedades del producto cuna son:
(w1 +we) An=wi An+wsAn,

wA (m+m2) =wAn+wAn,
aw An=wAan=alwAn),
wAn=(-1)"nAw,
Teorema 0.2.15. El conjunto de todos los
Gy NN, 1< <ig<---<ip<n

es una base para A*(V'), que por tanto tiene dimension

(1) = mm

Por lo general, consideraremos principalmente el caso del producto tensorial sobre un
solo espacio vectorial V', o sobre su espacio dual V*, o sobre productos cartesianos de
ambos. Usaremos la siguiente terminologia:

Definicién 0.2.28. Un tensor de tipo (k,l) en un espacio vectorial V' es una transforma-
cién multilineal T : V¥ x V*! — R. Denotamos al conjunto de tensores de tipo (k,l) por

TFV).

Para una visién mas formal de estos temas, puede referirse a [3].

0.3. Geometria Diferencial

La geometria diferencial es una rama fundamental de las matematicas que se enfoca en
el estudio de las propiedades geométricas de los objetos utilizando las nociones de calcu-
lo vectorial [6]. Esta disciplina es crucial porque permite comprender las caracteristicas
globales de los objetos de manera local, mediante el uso de cambios de coordenadas. A
lo largo de este tema, sera motivado con resultados y definiciones, mas aterrizadas dentro
de dimensiones n < 3, que se pueden observar visualmente, para despues abstraerlo a
dimensiones arbitrarias.

Definicién 0.3.1. Un conjunto S C R? es una superficie topoldgica si y sélo si para
cualquier punto p € S existe una vecindad (relativa) de p en S y un homeomorfismo
¢ : Q — U de una region 2 C R? en U. La pareja (U, @) se llamard una parametrizacion
para la superficie S alrededor del punto p.
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Si una regién €2 tiene coordenadas (x!, 22, 2%) con respecto de la base canénica {e1, ez, e3}

y las funciones coordenadas de una transformacién f : © — R? son (f1, f2, f3), entonces
la derivada parcial (de primer orden) de f; con respecto de 7, i, j = 1,2, 3, denotada por
fi est4 dada por

oxJ

ofi (p) = 1im filp +tej) — fi(p)

oxJ P =% t

Suponiendo que estas derivadas parciales existen en una regién €2, podemos considerar
las derivadas parciales de segundo orden

% f;
0z 0xk’

Si éstas existen, podemos considerar las derivadas parciales de orden 3, etcétera.

i i k=123

Definicién 0.3.2. Sea f : Q@ — R? una transformacién definida en una regién Q C R3.
Entonces

1. fesdeclase CY en p € Qsiy sélo si f es continua en p.

2. Sir € N, decimos que f es de clase C" en p si y sélo si existen todas las derivadas
parciales de orden menor o igual a r en p, y ademads éstas son continuas en p.

3. f es diferenciable o de clase C* en p si y sélo si f es de clase C" en p para toda
reN.

Observacién. En toda esta obra utilizaremos la palabra diferenciable como sinénimo
de C°°. Esta es una practica comuin en geometria, ahorrando asi las discusiones sobre la
clase de diferenciabilidad necesaria para uno u otro resultado. Como trabajaremos con
superficies bien comportadas para motivar las generalizaciones, entonces:

Definicién 0.3.3. Un conjunto S C R3 es una superficie diferenciable si y sélo si para
cada punto p € S existe una vecindad U de p en S y un difeomorfismo ¢ : 2 — U de una
regién Q C R? en U.

Al analizar pequenas porciones del mismo con coordenadas locales, es posible extrapo-
lar informacién sobre la estructura global del objeto, lo que facilita el estudio de formas
complejas y sus propiedades intrinsecas, como lo hemos estado construyendo anteriormen-
te, podemos verlo con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 9. La esfera S*(R) en R? se define como el conjunto de puntos (z,y,z) € R?
que satisfacen 2+ y2 + 22 = R?.

Las coordenadas estereogrdficas son un método para parametrizar la esfera S* exclu-
yendo un punto. Existen dos cartas principales Sg y S? : la carta polar norte y la carta
polar sur. La proyeccion estereogrdfica desde el polo norte (0,0, R) se define excluyendo
este punto. Para un punto P = (z0,%0, 20) en S3, las coordenadas estereogrdficas (uo,vo)
se obtienen proyectando P en el plano zg = 0:

Rxy  Ryo
R — Zo’ R — 20

(10, v0) = Yo(T0, Yo, 20) = < > , 20 #R
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La parametrizacion inversa de estas coordenadas en términos de (ug,vo) es:

B 2R?uq 2R?vg R ((u0)2 + (’1)0)2 - RQ)
#o(to, vo) = (uo)2 + (v0)2 + B2’ (uo)2 + (v0)2+ B2 (ug)2 + (vo)2 + R?

Figura 1: Ilustracion de la proyeccion estereografica

Similarmente la proyeccion estereogrdfica desde el polo sur (0,0,—R) se define exclu-
yendo este punto. Para un punto P = (x1,y1,21) en Si, las coordenadas estereogrdficas

(u1,v1) se obtienen proyectando P en el plano z; = 0:

B _( Rx1 Ry
(u1,v1) = P1(21, 91, 21) = <R+zl’R+zl>’ 21 #—R

La parametrizacion inversa de estas coordenadas en términos de (uj,v1) es:

B 2R2u; 2R%v, R(R? — ((wm)* + (v)*))
erlun, o) = (u1)? + (v1)2 + R% (u1)? + (v1)2 + R?" (w1)? + (v1)? + R?

También podemos ver el comportamiento de tales funciones, en la interseccion, donde
ambas coinciden en puntos de la esfera:

La composicion de 11 con pg nos da la siguiente relacion, con ug,vg # 0

R?u R%v
(11 0 @o) (uo, vo) = <(UO)2 n ?UO)Q? (02 +(Evo)2> = (u1,v1)

similarmente la composicion de iy con @1, con uy, vy # 0:

R2U1 R2U1
(Yo © @1)(”1701) - ((ul)Q T (’U1)27 (U1)2 T ('1)1)2) = (UOaUO)

La proyeccion estereogrdfica es una herramienta poderosa en la geometria diferencial,
que permite la construccion de un atlas para la esfera que en notacion es S*(R). Con una
proyeccion desde el polo norte Sg y otra desde el polo sur S?, se obtienen dos cartas que
juntas cubren la esfera en su totalidad. Cada carta representa la esfera menos un punto, el
polo opuesto al centro de proyeccion, y juntas proporcionan un atlas completo que describe
la estructura diferenciable de S*(R), por lo que S?*(R) = S3(R) U S3(R)
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Es interesante notar en el caso de Sg, con el sistema coordenado (zg, Yo, z0) y el sistema
coordenado (ug,vg) bajo la funcién v, son equivalentes, en ambos los puntos singulares,
siguen existiendo, pero con una representaciéon distinta. Aunado cuando trabajamos en
la interseccién S3(R) N S7(R), sigue apareciendo este comportamiento, esto nos deberfa
hacer ver que hay algo mas abstracto del cual todo lo anterior, son representaciones locales
del mismo, todo esto se podra formalizar con la teoria de variedades diferenciales, aunado
a ver el comportamiento de las funciones a lo largo de cada una las imagenes de las
parametrizaciones.

i

Py 0 ©o

0

—

Yo © Y1

Figura 2: Relacién entre las distintas parametrizaciones locales

0.3.1. Variedades diferenciales

Primero impondremos la condiciéon de que estos objetos sean parecidos a algin R™,
por lo menos desde el punto de vista topolégico.

Definiciéon 0.3.4. Sea n un entero no negativo. Un espacio localmente homeomorfo
a R™ es un espacio topoldgico de Hausdorff M tal que cada punto tiene una vecindad
homeomorfa a un abierto de R". Si U C M es abierto y ¢ : U — R" es un homeomorfismo
sobre un abierto de R", la pareja (U, ¢) se llama carta de coordenadas.

Observemos que el entero n de la definicion est4 fijo. Si M es localmente homeomorfo a
R"™, diremos que n es la dimensién de la variedad M y escribiremos n = dim M ; también
usaremos la notacién M™.

M

Figura 3: Carta coordenada
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Figura 4: Cambios de coordenadas

Puesto que cada una de las transformaciones ¢ : U — R" es un homeomorfismo, pode-
mos reformular la definicién en términos de las transformaciones inversas o~ : o(U) — U,
por lo general llamadas parametrizaciones como anteriormente vimos.

Observemos también que un espacio localmente homeomorfo a R™ hereda de manera
automatica las propiedades locales de la topologia de R™; por ejemplo, la compacidad local
y la conexidad local, entre otras, lo cual resulta muy conveniente.

Ahora aunado a lo visto en el ejemplo anterior podemos considerar una pareja de
cartas (U, ¢), (V,1) cuyos dominios se traslapen; es decir, tales que U NV # (). En este
caso podemos construir las transformaciones ot~ y 1o ~!, cuyo dominio y codominio
estan dados por abiertos de R™. Llamaremos a éstas transformaciones de cambio de
coordenadas. La idea general consiste en imponer una condicién sobre estos cambios de
coordenadas. En nuestro contexto, donde utilizaremos de manera fundamental el concepto
de diferenciabilidad, es natural imponer una condicién del tipo siguiente.

Definicién 0.3.5. Se dice que dos cartas (U, ), (V, ) son C* compatibles, k = 0,1, ..., 0o,
si y sélo si las transformaciones de cambio de coordenadas ¢ o ¢p~! : (U NV) — R",
Yo l:pUNV)—R"son de clase C*.

Coleccionaremos ahora una familia de cartas compatibles que cubran a nuestra varie-
dad.

Definicion 0.3.6. Sea M™ un espacio localmente homeomorfo a R™.

1. Un atlas A de clase C* en M™ es una coleccién de cartas cuyos dominios cubren a
M" y cualesquiera dos de ellas son C* compatibles.

2. Una estructura diferenciable es un atlas maximal A, en el sentido de que si la
carta (U, @) es C* compatible con todas las cartas de A, entonces (U, ¢) € A.

Por lo cual, es natural que el concepto de superficie diferenciable se pueda abstraer de
la siguiente forma:

Definicién 0.3.7. Sea n un entero no negativo. Una variedad diferenciable de dimen-
sién n y clase C* es una pareja (M", A), donde M es un espacio localmente homeomorfo
a R™ con base numerable y A es una estructura diferenciable de clase C* en M™.
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Figura 5: Plano Tangente a la superficie

Ahora podemos hablar acerca de los espacios tangentes, estos son fundamentales en
el estudio de superficies porque proporcionan una manera precisa de entender cémo se
comporta una superficie en un entorno infinitesimal alrededor de cada uno de sus puntos.
Mientras que la superficie en si misma puede ser curvada y compleja, su espacio tangente
en un punto dado es un plano vectorial que captura la direccién y la tasa de cambio de la
superficie en ese punto. Esto permite la aplicacién de herramientas y conceptos del célculo
diferencial, facilitando el andlisis de propiedades locales de la superficie, como la curvatura
y la orientacién, y es esencial ver como podemos encajar tales cuestiones, en este entorno
mas abstracto de la geometria diferencial.

Recordemos por [6], sea ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) la paremetrizacién local de
alguna superficie diferenciable S. La matriz asociada a Dy, tiene entonces la forma:

Ty Ty
D‘Pq =Y Yv |,
Zu Ry

donde, por ejemplo, z, denota la parcial de x con respecto de u.
Sabemos también que los vectores columna de esta matriz son las imagenes de los
vectores {e1, ez} de la base canénica de R2. Denotamos estos vectores como @y, @y

D(Pq(el) = (xuayuwzu) = Pu,
D(pq(62) = (%,ymzv) = Py-

Sabemos que S es una superficie diferenciable y ¢ : € — S una parametrizacién de S.
Por lo cual dada una curva v : J — S, se tiene que existe una funcién g : J — €2 tal que

~v(t) = p(B(t)) con B(t) = (u(t),v(t)) entonces:

5(6) = o(u(t), o(0) = Sale) + G20(0) = puilt) + puo(t)

por lo cual:

3(0) = & = puu(0) + ¢,0(0)

Por el momento, podemos distinguir entre un punto de R3 y un vector anclado en
el punto. Pensando de esta forma, el conjunto de vectores anclados en p sera el espacio
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Figura 6: Haz Tangente de la esfera

tangente a R en el punto mencionado, denotaremos este conjunto por TPR3. De esa
manera, cualquier vector anclado a la superficie, siempre es escrito como combinacién
lineal de los vectores ,, ¢,, entonces, resulta natural definir:

Definicién 0.3.8. Sea S una superficie en R? y p € S. El conjunto de vectores anclados
en p dado por

{§ € TP]R?’ ‘ existe vy : (—e,e) = S, con v(0) =py §(0) = 5}
se llama el espacio tangente a S en p, y se le denota por 7,S.

Ejemplo 10. Los vectores tangentes base de la esfera en coordenadas estereogrdficas son:

¢ .
s Para a—ig.
<2R2(R2 - ug + U%) 4R2uovo 4R3U() )
(R2+ud+v3)? " (R2+uf+v5)? (R?+ud +vj)?
» Para g—ﬁ:

B 4R?ugug 2R?(R? + u? — v3) 4R3v
(RZ4+ud +v3)?" (R2+ud+v3)? " (R? +ud + v3)?

Podemos observar que grdficamente el haz tangente se podria ver como en la figura 6:

De acuerdo a esto, tenemos que tratar de buscar la manera de abstraer la idea de
espacio tangente, sin necesidad de un espacio ambiente de 3 dimensiones. Recordemos que
en el ejemplo 6 anterior, consideremos una funcién diferenciable f : R” — R y un punto
p € R". La derivada direccional de f en la direccién de un vector v € R™ en p se define
como:

Esta derivada direccional mide la tasa de cambio de f en la direcciéon de v. Si f es
diferenciable, esta tasa de cambio se puede expresar usando el gradiente de f, denotado
por Vf:
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Dyf(p) =V fp) v
donde

Vip) = <§f‘cfl(p)7§;2(p),---,$1(p))

y el producto punto ayuda a representar la suma de las derivadas parciales.

)
Dyf(p) =) a;f- (p)vs
i=1

Entonces, si v fuera un vector tangente, tenemos que, desde el punto de vista opera-
dores, parece ser que este es uno de ellos, més precisamente, vemos que:

v(f) = (Vf(p),v) = Dif (p)ui.
=1

Por lo cual estamos capturando informacion muy importante y relevante de la geo-
metria de una superficie abstracta, sin depender de un espacio ambiente e independiente
de la carta coordenada, entonces podemos enunciar las siguiente definiciones:

Definicién 0.3.9. Sean M una variedad diferenciable y p € M. Consideremos el conjunto
de funciones diferenciables al menos en una vecindad de p. Definimos una relacién en este
conjunto: f ~, g si y sélo si f = g en alguna vecindad de p. Es facil ver que ésta es una
relacién de equivalencia. Sea G, M el conjunto de estas clases de equivalencia de funciones.

Por lo cual suena natural pensar que estos vectores que buscamos generalizar, deben
de alguna forma satisfacer las reglas de Leibniz de derivacion:

Definiciéon 0.3.10. Sean M una variedad y p € M. Un vector tangente a M en p es un
operador lineal v : G,M — R que satisface la regla de Leibniz

v(fg) = f(p)v(g) + gP)v(f).

El espacio tangente a M en p es el conjunto T, M de vectores tangentes a M en p.

Y entonces tenemos los siguientes teoremas (pueden consultarse su demostracién en

5] y [7)):

Teorema 0.3.1. El conjunto de operadores lineales v en p tienen la estructura de un
espacio vectorial real.

Una vez que T, M tiene estructura de espacio vectorial, tiene sentido preguntarse acerca
de su dimension.

Definicién 0.3.11. Consideremos una carta (U, ) con p € U y sean u; las funciones de
coordenadas cartesianas en R". Escribimos z; = u; o ¢ y definimos
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0 0 0
G, M R = -1
(a> oM = R (ax)p(f) 50w Do),
donde 0/0u; denota la derivada parcial de una funcién con respecto de la i-ésima
variable en R™.

Estos operadores diferenciales, deberian de ser la opcién mas natural de eleccién para
una base de nuestro espacio vectorial T,,M, por lo cual tenemos el siguiente teorema:

Teorema 0.3.2. Sean M"™ una variedad diferenciable, p € M. Sea (U, ) una carta con
peU yz; =u;0p como antes. Entonces

=S ()

para todo v € T,M.

Ademds, es interesante notar lo evidente, el conjunto de tales objetos tiene la misma
dimension:

Teorema 0.3.3. Sean M wuna variedad diferenciable y p € M. Entonces T,M es un
espacio vectorial de la misma dimension que M.

Pero mas importante, es que la unién de estos espacios, tiene estructura de variedad
diferenciable:

Definicion 0.3.12. Dada una variedad M™", el haz tangente a M es la unién de los espacios
tangentes a M en cada punto de M:

T™ = | J T,M.
peM

“u

M

Figura 7: Haz Tangente en M.

Teorema 0.3.4. El haz tangente T M es una variedad y dim T M = 2n.
Para realizar los cambios de coordenadas a los vectores debe ser como:

Definicién 0.3.13. Sean M, N variedades y f € C*(M,N). Definimos la diferencial
(pushforward) fip : TyM — Ty N de f en un punto p € M como

fep(v)(g) =v(gof)
donde v € T)M, g € Gy, N. Aqui, g corresponde a una funcién de N a R, bien
definida en el punto f(p).
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Observacién. Sean M"™, N™ variedades diferenciables, f € C*(M,N), p € M y
(U, ), (V,9) cartas con p € U, f(p) € V. Si uq,...,u, son las funciones coordenadas en
R™, con x; = u; o @, y por otro lado, v1,..., v, son las funciones coordenadas en R™ y
y; = v; 01, entonces

fep <aii>p (yj) = (ai)p (yjof)= ai (yj o f o ")(e(p)).

(2

Por el Teorema 0.3.2,

fep <£i>p = iii(yy o foe ) (e(p) <8ayj>f(p) :

Es decir, la matriz de f,, con respecto de las bases

() {G),)

es precisamente la matriz derivada D(¢ o f oo~ 1)(¢(p)). Lo cual de acuerdo a nuestra
generalizacién era de esperar, ya que por la construccion anterior, al ver la imagen de los
vectores base, bajo la aplicacion de la matriz derivada de una parametrizacién de alguna
superficie.

Para finalizar presentaremos los conceptos basicos de la teoria de campos vectoriales
definidos en una variedad. Un campo vectorial X en una variedad M es una transformacién
que asocia a cada punto p de M un vector tangente X (p) € T, M.

Definicion 0.3.14. Sea M una variedad diferenciable, M su haz tangente y 7 : TM —
M la transformacién de proyeccién 7(v) = p, si v € T, M. Un campo vectorial en M es
una transformacién X : M — TM tal que w o X es la identidad en M en otras palabras,
X(p) € T,M para todo p € M.

Figura 8: Un campo vectorial en M.

Dada una carta (U, ) de una vecindad U C M, si u; son las funciones coordenadas en
R"™ y a; = u; o ¢, los teoremas anteriores implican que X tiene la expresiéon

X0 =YX @)0) () - ver

i=1
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Los campos vectoriales son esenciales porque proporcionan un método para estudiar el
comportamiento dindmico y la estructura de las variedades. Estos describen movimientos
a lo largo de la variedad y aseguran la existencia y unicidad de curvas integrales que pasan
por cualquier punto dado, por lo cual resulta conveniente, ya que sin necesidad de un
espacio ambiente, o alguna carta coordenada, estos se presentan de manera natural en la
variedad, para un entendimiento mas profundo de tales aseveraciones se puede consultar
en [7], por conveniencia siempre consideraremos campos vectoriales bien comportados,
entonces:

Definiciéon 0.3.15. Si un campo vectorial X : M — TM es diferenciable, denotaremos
al conjunto de campos vectoriales diferenciables en M mediante X(M).

Ahora, para poder abstraer la idea de curvas ancladas a un sistema de vectores tan-
gentes, tenemos:

Definiciéon 0.3.16. Sean M una variedad diferenciable y o : I € R — M una curva
diferenciable. Definimos el vector tangente a la curva en «(t) por

o (t) = au <§t>t'

Por lo cual enunciamos el teorema siguiente que habla de la existencia de curvas dado
algin campo vectorial:

Teorema 0.3.5. Sea M™ una variedad diferenciable y sea X € X(M).

1. Dados p € M, tg € R, existene >0 y a: (tg — e,tg + &) = M una unica solucion a
la ecuacion diferencial

que satisface a(ty) = p.

2. Para cada x € U, sea J(x) el intervalo mazimal donde estd definida una solucion
a ' = X(z), que escribiremos como ¢i(x) = ¢(t,x), con ¢(0,x) = z. Entonces el
conjunto Q = {(t,xz) : € U,t € J(x)} es abierto y la funcion ¢ : Q@ — U es de
clase C'. Entonces el conjunto Q = {(t,z) : 2 € M,t € J(z)} es abierto y la funcion
p:Q — M es diferenciable.

3. Si se satisfacen dos de las condicionest € J(z), t+s € J(x), s € J(p(z)), entonces
se satisface la tercera y en tal caso

(Pt-i-s(x) = ‘Ps(‘Pt(x))-

0.3.2. Haces Vectoriales

Desde el punto de vista de la geometria diferencial, existen campos vectoriales que,
aunque no son tangentes, resultan ser igualmente interesantes y ttiles. Mientras que los
campos tangentes nos permiten estudiar la estructura intrinseca de una variedad, los cam-
pos vectoriales, como el haz normal (perpendicular al tangente), nos ofrecen una perspec-
tiva sobre las direcciones y comportamientos externos a la variedad. Estos campos pueden
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generar curvas integrales y dindmicas que enriquecen nuestro entendimiento de la variedad
en su contexto ambiental, formalizandolo con un teorema muy similar al 0.3.5

La consideracién de estos campos no tangentes abre nuevas vias para explorar inter-
acciones geométricas mas complejas y proporciona herramientas adicionales para resolver
problemas donde las direcciones tangentes por si solas no son suficientes.

En lo siguiente daremos las definiciones formales para la construccién de estos nuevos
objetos, ya que por el Teorema 0.3.4 se observa que como el Haz tangente es una va-
riedad, la intuicién nos dice estos nuevos Haces Vectoriales también deben ser variedades,
y tenemos que encontrar las relaciones que existen con la variedad donde originalmente
nacieron:

Definiciéon 0.3.17. Sean B y E espacios topolégicos y 7 : £ — B una transformacién
continua y suprayectiva sobre B. Denotamos por £ a la pareja (E, 7).

1. Una carta de haz vectorial (real) de rango n para £ es una pareja (U, ¢), donde U
es un subconjunto abierto de By ¢ : 77 1(U) — U x R™ es un homeomorfismo, de
modo que el siguiente diagrama conmuta:

(U) 5 UxR»
T . lm
v 5 U
2. Dos cartas de haz vectorial (U, ) y (V, 1) para & son compatibles si y sélo si zppocpgl :
R™ — R™ es un isomorfismo lineal para cada p e UNV.

3. Un atlas de haz vectorial A para £ es una coleccion de cartas de haz vectorial cuyos
dominios cubren a B, tales que cualesquiera dos de ellas son compatibles.

4. Una estructura de haz vectorial para £ es un atlas de haz vectorial maximal. Cuando
¢ tenga una estructura de haz vectorial, abreviaremos diciendo que & es un haz
vectorial.

5. Un haz vectorial € es diferenciable si y sélo si E'y B son variedades diferenciables,
7w : E — B es diferenciable y las cartas de haz vectorial son difeomorfismos.

6. En este contexto, B, E y m son la base, E el espacio total y m : E — B la proyeccion
del haz, respectivamente. Ademds, si p € B, el conjunto £, = 7 1(p) es la fibra del
haz en p.

Con la parametrizacién estereogréfica de la esfera es muy facil mostrar un ejemplo de
haz vectorial:

Ejemplo 11. El producto cruz de los dos vectores tangentes mos da el vector normal
(figura 9) a la superficie en el punto parametrizado. El vector normal es perpendicular al
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Figura 9: Haz normal sobre la esfera.

plano tangente, en dicho punto y puede ser usado para definir el espacio normal, que es
ortogonal al espacio tangente. El producto cruz de los vectores tangentes es:

( —8R5uy —8R5y 4RY(R? — u? — v%))
(R2+ud +v2)%" (R2+ud+v3)3 (R?+ud +v3)?
El lector puede ver que con este ejemplo y gracias a los cambios de coordenadas sujetos

a la paremetrizacion de la superficie, es facil ver los 5 puntos anteriormente definidos para
un haz vectorial.

Definicién 0.3.18. En particular, si M es una variedad diferenciable de dimensién m y

E=TM,elhaz & =T*M = UpeM Ty M se llama haz cotangente de M, donde:

T,M ={a:Ty)M — R | a es lineal }.

Observacién. Si f es una funcién en p, definimos df;, € T, M mediante df,(v) = v(f).

En particular, si (U, ) es una carta con p € Uy ¢ = (x1,...,Zm), por el teorema 0.2.12:
. B .
d.T;) ((a%> ) = D](xl oY ) = 52’]’
P
y asi da:}), ..., dxy" es la base de T7M dual a

9 9
9r1)," " \Orm ),

Ahora buscaremos entender como cambian estos elementos duales bajo un cambio de
coordenadas.

Consideremos un cambio de coordenadas a un nuevo sistema (y1, ..., ¥y ). Las relacio-
nes entre las coordenadas estan dadas por las funciones de transicién:

yi=yi(@,. o mm) Y 2= iy Um)-

Los vectores base en el nuevo sistema de coordenadas se relacionan con los del sistema
antiguo mediante (utilizando el convenio de sumacién de Einstein):

@), (3)
8yj P 8yj 61’1 p‘
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Para encontrar cémo se transforman los vectores duales bajo este cambio de coorde-
nadas, consideremos la base dual. Sea {dy',...,dy™} la base dual en el nuevo sistema de

coordenadas. Sabemos que:
Y| ,
dy' | — ) = 0%
/ <3yj> ’

Sustituyendo la expresién del vector base en las nuevas coordenadas, obtenemos:

(0 . (Owy, 8)
dy (=) =ayt (S22,
Y <3yj> Y <3yj Oy,

Utilizando la linealidad, esto se convierte en:

(0 ox (8)
dyt [ =) = T2k gyt [ 2 ).
y((%‘) 3yjy Oy,

Dado que dy° (%) = gg;, tenemos:

5i — 9k i
J 8yj aCL‘k
Por lo tanto, la transformacién de los vectores duales bajo el cambio de coordenadas
es:
dai = 0% g
dy;

Esto muestra cémo se transforman los coeficientes de los vectores duales, bajo un cam-
bio de coordenadas utilizando la relacién entre las derivadas parciales de las funciones de
transicion, utilizando los resultados construidos para variedades diferenciales, por lo cual
formalmente, dando una serie de definiciones:

Definicién 0.3.19. Sea £ = (E, ) un haz vectorial sobre B.
1. Una seccion de £ es una transformacién continua s : B — E tal que mw o s = id.

2. Si B = M es una variedad diferenciable y el haz £ es diferenciable, I'(§) denotara al
conjunto de secciones diferenciables del haz.

3. Un campo vectorial en M es un elemento de X(M) = I'(T'M) y una I-forma en M
es un elemento de QY(M) = T'(T*M).

Por lo cual recordando la definicién 0.2.28:

Definicién 0.3.20. Sea M una variedad diferenciable. Denotamos por 7;*(M) al haz

T"M @ - QT"MRTM®---TM.

k factores [ factores

Un elemento de T'(7,%(M)) es un tensor de tipo k,l. Si k =1 = 0, entonces TP (M) =
C*°(M). Finalmente, denotaremos

To (M) =THM) y T'(M)=Ti(M).
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Definiciéon 0.3.21. Sean M, N variedades y f : M — N diferenciable. Definimos la
transformacién (pullback) f* : |J, T(T*(N)) — U, T(T*(M)) de la manera siguiente:

» Si k=0, entonces f*: C®(N) — C>°(M) estda dada por f*g =go f.

» Si k>0, entonces f*: ['(T*(N)) — I['(T*(M)) estéd dada por
(S T)p = (fsp)" (Ty(p))-
Observacién. En forma explicita, f*T tiene la siguiente expresion:

(fD)p(or, .y vk) = Ty (fep(v1)s - fup(vr)).

Donde es evidentemente lo que buscdbamos formalizar. Ya que efectivamente las defi-
niciones de campos vectoriales y sus duales respectivamente, son equivalentes y menos
generales, a elementos de secciones de haces vectoriales.

Ahora definiremos las formas diferenciales, los objetos que integraremos maés adelante.

Definicién 0.3.22. Sean M una variedad diferenciable y & = (F,n) un haz vectorial
diferenciable sobre M. Definimos

ANE= ] A'E,, OFE)=T(\'E).
peEM

Un elemento de QF(M) = QF(T*M) es una k-forma diferencial en M.

Para un entendimiento mas profundo se puede buscar en [7].

0.3.3. Variedades riemannianas y pseudoriemannianas

El tratamiento que daremos para la construccién de lo que es un variedad riemanniana
lo haremos motivado por la intuicion fisica del espacio-tiempo definido por Albert Einstein
y Hermann Minkowski.

A principios del siglo XX se tuvo una gran revolucién cientifica con la Teoria de la Re-
latividad Especial o en siglas TRE, ya que esta dotaba de un nuevo modelo, de cémo se
comporta el universo a macro escala, en marcos de referencia inerciales, con ello también
se obtuvo una nueva definicidon de espacio ambiente en fisica, donde ya se descartaba que
el universo era descrito por 3 dimensiones espaciales, si no en realidad por 4 dimensiones,
3 espaciales y una temporal, lo cual conllevé también a crear un nuevo modelo del espacio
mismo, que se le definié como espacio-tiempo.

Para hablar e incursionar en este nuevo modelo, el espacio-tiempo, haremos uso de
la TRE y como con ella se llega a la intuicién de que el universo por si mismo es de 4
dimensiones. En el transcurso de la construccién del espacio-tiempo, se evitara hablar del
contexto histérico y otras implicaciones que tiene sobre la fisica la TRE, para asi no perder
rigor matemético; Al lector interesado puede leer en [8].

Comenzaremos por mostrar las transformaciones de Lorentz, en concreto los boost de
Lorentz, que son una herramienta que ayuda a modelar transformaciones entre distintos
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marcos de referencia inerciales de manera compacta. Las coordenadas espacio-temporales
se denotan por convencion para esta construccién, por el arreglo vertical de 4 compo-
nentes, con unidades de longitud, (ct, z', 22, 23)T donde ¢ es la velocidad de la luz en el
vacio, cominmente la combinacién ct es denotada por z°. Entonces resulta 1til escribir las
coordenadas espacio-temporales por (z*) = (2%, 2!, 22, 2%)T. Aceptemos por ahora que se
utilice el nombre de coordenadas espacio-temporales ya que mas adelante se dara la razén
del nombre. En general al Universo (espacio-tiempo) sera escrito como una variedad My
y a cada uno de sus sistemas coordenados S, S/, etc. Por lo cual, para esta construccion

se utiliza:

Definiciéon 0.3.23. Boost de Lorentz
De primera instancia, las transformaciones de Lorentz y por consecuencia la TRE, se
obtienen a partir de los siguientes postulados:

1. Todas las leyes fisicas de la naturaleza y las ecuaciones que las describen tienen la
misma forma en todos los marcos de referencia inerciales admisibles.

2. La luz en todos los marcos de referencia inerciales (en el vacio) se mueve con la
misma rapidez.

3. El espacio es homogéneo, isotrépico y continuo.

El boost de Lorentz, para un marco de referencia S’ que se mueve a velocidad constante
v > 0 en una direccién (puede generalizarse a cualquier direccién del espacio, pero para
nuestros requerimientos no es necesario), con respecto a un marco de referencia S en
reposo, nuestro marco de referencia preferencial. En pocas palabras deseamos conocer la
percepcién de un observador en S’ acerca de las posiciones de las particulas en su espacio
ambiente, con las siguientes ecuaciones:

0 _ (ZL‘O o ﬁl’l)

Y
=y (—pa® +at)
2 _ T

xr

8. 8. 8 8
|

3 _

3

Donde las constantes asociadas vienen dadas por expresiones de la forma:

1 v
V= ——s, B=1

Vi U

En forma compacta podemos expresarlas como:

v =By 00

o " — _5’7 Y 00

x Bx# donde B 0 0 10 (2)
0 0 01

Siempre se comienzan con definicién de que el espacio y el tiempo se mezclan en un
ente continuo llamado espacio-tiempo, tnicamente observando la ecuacién (1):
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70 =5~ i)

Donde el tiempo que se mide en el marco de referencia S’, estd explicitamente rela-
cionado con las coordenadas espaciales y temporales de S, lo cual no necesariamente es
erréneo, pero se puede llegar a esta definicién de una manera mas formalizada. Retroce-
deremos un poco, sabemos que las transformaciones de Galileo son un caso especial de los
boost de Lorentz para marcos de referencia inerciales con velocidad relativa mucho menor
a la de la luz (y =~ 1), lo cual podemos comprobar, si se exige 2° = 2’° (que el tiempo
sea el mismo para ambos marcos de referencia o también dicho como universalidad del
tiempo), ademds de expandir como serie de Taylor la expresién de la coordenada espacial
para el marco de referencia S’, obtenemos:

't = (=B + 2 ~ 2t — g2 + %BQ:cl +0(8%)

Dado que son marcos de referencia inerciales con velocidad relativa mucho menor a la
de la luz, podemos ™ — 0 para n > 1, entonces se puede considerar que, bajo ciertas
correcciones relativistas, las transformaciones de galileo son un caso especial de los boost
de Lorentz, que, de manera contraria a los boost de Lorentz, solo satisface el postulado 1
vy 3 para ciertos casos concretos, que mencionaremos.

Definiciéon 0.3.24. Transformaciones de Galileo
Podemos entonces trabajar con las transformaciones de Galileo, mediante las siguientes
ecuaciones:

T T
2t =2t — B2 =2l — ot
o Q
x/3 — :US
En forma compacta podemos expresarlas como:
1 000
W v _[—v 100
x Gz" donde G 0 01 0 (4)
0 0 0 1

De igual manera que en los boost de Lorentz, con las transformaciones de Galileo
deseamos conocer la percepcién de un observador en S’ acerca de las posiciones de las
particulas en su espacio ambiente. Entonces de primaria instancia observando (3) podemos
intuir que la nociéon de distancia en el espacio, debe ser una cantidad invariante para
cualquier observador, independiente del marco de referencia inercial, el cual se menciona
en el 3 postulado de la TRE; el espacio es homogéneo, isotropico y continuo. Lo cual en
formalismo matematico seria una isometria:

Definicion 0.3.25. Isometria
Una transformacién lineal T : R™ — R" se llama isometria si para cada x € R"™, se
cumple que:
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[Tz = [l| ()

Donde el médulo de un elemento en R™ estd definido por la distancia euclidea, si
r,y €R", parax = (z!,...,2") yy = (y',...,y") tuplas de ntimeros reales, entonces:

x —yll = | D (z —y)? (6)
=1
Por lo tanto:
x| = Z(x")z (7)

Entonces, dados los postulados, la transformacién galileana debe mantener invariante
la distancia euclidea, lo cual podemos comprobar directamente.

Teorema 0.3.6. La transformacion lineal G : R* — R* es una isometria si (Az?)? =
(Az")? = 0 (la universalidad del tiempo) y Az € R*, con las coordenadas espacio-
temporales, tal que:

1G(Az)|| = [|Az]| (8)
Notemos que la cantidad, que definiremos como intervalo:

3
[Az(* = " (Ax')? (9)

i=1
Es idénticamente al teorema de Pitdgoras dado que (Ax°)? = (Axz/%)? = 0, por lo tanto,
podemos decir que en el espacio euclidiano medir la posicién de una particula en distintos
marcos de referencia inerciales por medio de una transformacion de Galileo, el “evento” de
la medicion de la posicién de la particula, es invariante (en la TRE la definicién de evento
es necesaria, ya que un evento como lo es un accidente, la caida de una hoja, etc., ocurre
en un lugar del espacio y un instante en el tiempo, por ello es conveniente que cuando
nos referimos a momentos en el espacio, digamos que es un evento) entonces un evento
como lo es medir la posicién de una particula, al menos en el espacio euclidiano debe ser
siempre igual, invariante independiente del marco de referencia S, S’, S”, etc. Expresado

formalmente:

[Az])? = |G(Az)|] = As® = (As')? (10)
A su vez, si utilizamos elementos diferenciales, el intervalo se puede expresar como:

3 3

ds® = (ds')? =) (da')* =) (da')? (11)

i=1 i=1
También recordemos que al menos en fisica cldsica, el tener la posicién de una particula
en un instante determinado del tiempo, nos puede entregar informacion relevante de la
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particula, como su velocidad, momento, etc. Entonces podemos decir que, si nosotros
podemos medir la posicién de una particula, al menos en el espacio euclidiano, ese evento
se debe mantener invariante, y por consecuencia también el intervalo, independiente del
marco de referencia, asi extendiendo el postulado de Galileo y reafirmar que el espacio es
homogéneo, isotrépico y continuo.

Volvamos entonces a la TRE, y notemos algo, si nosotros proponemos lo siguiente:

Conjetura. La transformacién lineal B : R* — R* es una isometria si (Az?)? =
(Az")2 = 0 (la universalidad del tiempo) y Az € R* con las coordenadas espacio-
temporales, tal que:

[B(Az)[| = [[Az]] (12)

Inmediatamente no se cumple que ds? = (ds’)?, aun si quitamos la exigencia de univer-
salidad del tiempo, obtenemos que ds? # (ds’)?, lo cual puede parecer una contradiccién,
pues sabemos que los boost de Lorentz son una herramienta mas general para obtener la
misma fisica ante cualquier marco de referencia, y obvio deberiamos concluir que el espacio
es homogéneo, isotrépico y continuo. Entonces hagamos otra conjetura, ;qué tal si nuestra
nocion del espacio es errénea?, pues nosotros estamos tratando de medir la posicién de
una particula, en el espacio euclideo y este en realidad no es euclidiano. Entonces deberia
de existir la forma correcta de medir en nuestro espacio, si intentamos formalizar el hecho
anterior:

Recordemos que si € R?*, entonces el médulo de x se puede escribir como:

) = (@, 2) = (2" 6i) (13)

1 sii=jent 0ij =1
(5” = tal que 67,] = { St J entonces t (14)

0 sii# j entonces d;; =0

o O O
SO = O
o= OO
— o O O

Donde el producto interno asociado al espacio vectorial R* es el producto interno
euclideo (z,z) que a su vez esta asociada a una métrica, donde J;; es la métrica euclidiana
de R? inducida en un espacio vectorial R.

Entonces si nosotros cambiamos la métrica euclidiana por alguna otra métrica tal que,
se cumpla:

[B(Az)|| = [|Az]] (15)

De primera instancia cambiaria por completa nuestra nocién de espacio, y ademas
tendrfamos que asegurar que R* con esa métrica inducida nij (y & su vez con ese producto
interno), y sus elementos forman un espacio vectorial, entonces definimos:

Definicién 0.3.26. A la métrica 7;; inducida a R* se le llama métrica de Minkowsky, y
al espacio tetradimensional con esta métrica se le llamara espacio de Minkowsky, que se
puede escribir como Mg = (R, 1ij) O R}. Para Az € M, entonces:

JAz|? = (A2) "y (Ax) = (Ax, Az), (16)
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Al producto interno asociado a ese espacio se le define como (,),, donde n;; tiene la
forma:

1 0 0 0
0 -1 0 0
Ti=lo 0 -1 0 (17)

o
o
o
|
—_

Observemos que, aplicando el boost de Lorentz y mediante manipulaciones algebraicas
podemos obtener:

3 3
A8/2 _ (AwlO)Q o Z(Al‘ll)z — Cz(At,)z - (Axll)Q o Z(Al’”’)g
1=1 =2
Como:

Azt = y(=BAz° + Azt) = y(—vAt + Az?)
Az = cAt = y(cAt — BAZY)

Entonces, desarrollando y como 35, (Az")? = 372, (Az%)?, debido a que el boost de
Lorentz es en una sola direccién:

3
As”? = P (y(cAt — BAzY))? — (y(—vAt + Azh))? — Z(Axi)2

=2
2 v2 3 4
As? = (At)? (4% — 72?2) - <’72 - ’}’202> (Az')? — Z(szf

1=2
As? = (A1) — (Az")?) = Y (Azh)? = (A2°)? = ) (Ax')? = As?
=2 i=1
Por lo tanto:
3 .
As? = |B(Az)[|* = As® = (A2%)% = > " (A')? (18)
=1

Que era lo que esperdbamos. Entonces, bajo la métrica 7;; el intervalo As"? se man-
tiene invariante, observemos que necesariamente, para un evento en My, las coordenadas
espaciales y temporales, estan explicitamente relacionadas, eso solo puede significar que
la nocién de espacio tridimensional espacial es obsoleta para nuestro espacio tetradimen-
sional de Minkowski a la hora de hacer mediciones de este. Y entonces podemos decir
que el espacio ambiente donde se desarrolla toda la fisica es un espacio tetradimensional
donde la coordenada temporal y espacial se mezclan (y ya no solo de forma paramétrica
como lo era en la nocién de espacio tridimensional a la hora de definir la posicién de una
particula). Y entonces el tejido que sustenta la dindmica del universo es el espacio-tiempo
o espacio de Minkowski M.



39

De acuerdo a toda la construccién anterior, entonces podemos hablar de manera gene-
ral, de lo que es un espacio con un métrica distinta a la euclidea:

Definicién 0.3.27. Una wvariedad riemanniana (M,g) es una pareja donde M es una
variedad diferenciable y g es una métrica riemanniana. Dada una carta (U, ) de modo
que ¢ = (x1,...,2y), los coeficientes de la métrica g;; en cada p € M estan dados por

o —am (22N (2 o
g”p — 9w 8$i78$j - 8@’83:]- p‘

Ademi4s de la relacién entre dos métricas en distintos espacios:

Definicién 0.3.28. Una isometria entre dos variedades riemannianas (M, g) y (N, h) es
un difeomorfismo f : M — N que preserva la métrica riemanniana; es decir, para cada
pEMyv,weT,M se tiene

9(p)(v,w) = h(f(p))(fep(v), fip(w)).

Dos variedades riemannianas son isométricas si y s6lo si existe una isometria entre
ellas.

También es de aclarar que por (18), el producto interno asociado a la métrica, no es
definido positivo, por lo cual:

Definicién 0.3.29. Una variedad pseudo-riemanniana (M, g) es una pareja donde M es
una variedad diferenciable y g es una métrica pseudo-riemanniana. La métrica g es una
forma bilineal simétrica no degenerada que no necesariamente es positiva definida, lo que
significa que puede tener tanto signos positivos como negativos en su forma cuadrética
asociada. Esta métrica g puede ser de tipo (p,q) donde p y ¢ representan el nimero de
signos positivos y negativos, respectivamente, en la forma cuadratica.

e (22N (2 o

Una isometria entre dos variedades pseudo-riemannianas (M, g) y (N, h) es un difeo-
morfismo f : M — N que preserva la métrica pseudo-riemanniana; es decir, para cada
pEMyv,weT,M se tiene

9(P)(v,w) = h(f(p))(fep(v), fap(w)).

Dos variedades pseudo-riemannianas son isométricas si y sélo si existe una isometria
entre ellas.

Resulta que la métrica riemanniana es la generalizacion de la primera forma funda-
mental de una superficie diferenciable, esto se puede profundizar en [9], ya que por las
propiedades de linealidad y de la regla de Leibniz presentadas en los vectores base ante-
riormente construidas, son caracteristicas de cierto tipo de operaciones que definimos a
continuacién:

Definicion 0.3.30. Sean S una superficie diferenciable y p € S. Una operaciéon D que
aplica una funcién f : § — R diferenciable en p en un nimero real D(f), se llama una
derivacion en p si se satisface lo siguiente:
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1. Es lineal; es decir, si A, u € Ry f, g son dos funciones suaves, entonces
DS + ng)p = AD(f)p + pD(9)p
2. D satisface la regla de Leibniz

D(fg)p = f(p)D(9)p + D(f)pg(p)

Es evidente que la operacién de derivada direccional es una derivacion en p. Més atn, el
siguiente resultado prueba que cada derivacién en p es precisamente la derivada direccional
en la direcciéon de un vector tangente, lo cual dota de sentido la naturaleza de los vectores
base:

Definiciéon 0.3.31. Si D es una derivacién en p € S, entonces existe un tnico vector
§ € T,,S tal que para toda funcién f : S — R diferenciable en p se cumple

D(f)p = &)

existe una biyeccién entre los operadores derivada y los vectores del espacio tangente.

Por lo cual, podemos calcular la métrica en superficies encajas en dimensiones inferio-
res:

Ejemplo 12. De acuerdo al ejemplo 10 con R =1, tenemos que la métrica riemanniana

con respecto a esa base es:
16 0
_ (ug+vg+4)2
Guv 0 16

(ud+vZ+4)2

La primera forma fundamental y la métrica riemanniana son cruciales para hacer calcu-
los precisos en superficies o variedades abstractas. La métrica riemanniana proporciona
una manera de medir distancias y angulos en cualquier variedad diferenciable, generali-
zando conceptos de geometria euclidiana. La primera forma fundamental es una métrica
especifica para superficies encajadas en el espacio tridimensional euclideo, permitiendo
calcular longitudes, areas y curvaturas.

0.3.4. Espacio Proyectivo P"*(R)

Vamos a explorar el espacio proyectivo real P"(R), lo cual nos ayudard a comprender
de manera mds natural su estructura de variedad diferenciable utilizando coordenadas
homogéneas. Este enfoque facilita la construccién y comprensién de conceptos avanzados
como los grupos de Lie GG y las dlgebras de Lie g.

Ademids, este espacio serd fundamental para el trabajo en nuestra tesis, permitiendo
ver la representacién de los grupos de Lie G en este espacio e indagar en las propiedades
invariantes del mismo ante la accion del grupo. La combinacién de estas herramientas nos
permitird abordar problemas complejos con una base sélida y estructurada, facilitando
tanto la teoria como las aplicaciones practicas en nuestras investigaciones.
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Definicién 0.3.32. El espacio proyectivo consiste de el conjunto de todas las rectas que
pasan por el origen en R3. Formalmente, un punto en P?(R) es una clase de equivalencia
de ternas ordenadas (x,y,2) € R\ {(0,0,0)}, bajo la relacién de equivalencia (x,y, ) ~
(Az, Ay, Az) para cualquier A € R\ {0}. Esta relacién de equivalencia significa que dos
puntos en R? representan el mismo punto en P?(R) si y solo si uno se puede obtener del
otro multiplicando ambos componentes por un escalar no nulo.

Concretamente, un punto en P?(R) es un punto en el espacio proyectivo definido por
las coordenadas homogéneas [z : y : z]. Si dos puntos [z1 : y1 : 21] = [z2 : y2 : 22] en P?(R)
si y solo si existe un A € R\ {0} tal que (z1,y1,21) = A(z2,y2, 22). Esta representacién
facilita el manejo de conceptos como la relaciéon entre puntos en el espacio proyectivo y
lineas en el espacio euclideano.

—

Figura 10: Representacion del espacio proyectivo.

Por ahora nos restringiremos a la linea proyectiva, lo cual es simplemente limitarnos a
2 dimensiones, con la relacién de equivalencia. Para dotar a la linea proyectiva P'(R) de
una estructura de superficie diferenciable, se introducen dos cartas que la cubren. Estas
cartas permiten describir localmente a P!(R) utilizando coordenadas de R.

Cartas:

= La primera carta, ]P’(l), cubre todos los puntos [z : y] con x # 0. Se define una funcién

do : P{ — Qo C R por ¢o([z : y]) = ¢o([1 : y/x]) = y/x = mo, que asigna a cada
punto de P} un valor en Q. La inversa ¢y : Qg — PJ, con ¢y (o) = [1 : o).

» La segunda carta, P}, cubre todos los puntos [z : y] con y # 0. Se define una funcién
#1: P} — Q) C R por ¢1([z : y]) = ¢1([x/y : 1]) = x/y = z1, asignando a cada
punto de P} un valor en €. La inversa ¢; ' : Q1 — P}, con ¢7 ' (x1) = [21 : 1].

Cambio de coordenadas: El cambio de coordenadas entre IP’(l) y Pi se da por las
funciones de transicién:

¢OO¢1_1:QI_>QO
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Py(R) Pi(R)
bo([z = yl) |C’Jl([£ :y])

i $o ’ RY!

ro - I i

Figura 11: Cartas coordenadas P} y Pl .

= Explicitamente: si ¢o([z : y]) = £ = x¢ entonces:
1 1
¢g o qﬁl_l(xl) = ¢o([z1:1]) = po([1: —]) = — = xo, con z1 # 0.

I T

También de manera inversa:
¢10¢61190—>Ql
= Similarmente ¢ o g[)al(xo) =1/x9 = x1, con g # 0.

Observacién. Esta construccion siempre sera usada para dotar de estructura de va-
riedad diferenciable al espacio proyectivo P"*(R).

Debido a que el espacio proyectivo P™(R) es abstracto, resulta dificil imaginar su espacio
ambiente de manera ilustrativa. Sin embargo, afortunadamente, la linea proyectiva es
isomorfa a la circunferencia unitaria S!(R), lo cual facilita la visualizacién y comprensién
de ciertos conceptos. Este isomorfismo nos permite utilizar la circunferencia unitaria como
una herramienta ilustrativa y préactica para realizar cdlculos y verificaciones en el espacio
proyectivo, aprovechando su estructura mas familiar y tangible para nuestros propésitos.

Teorema 0.3.7. P}(R) = S!(R)
La linea proyectiva P1(R) y la circunferencia unitaria S'(R) son isomorfas como varieda-
des.

Observacién. Las formulas del isomorfismo, es simplemente el caso de la proyeccién
estereografica en 2 dimensiones del ejemplo 9.

Podemos enunciar las siguientes propiedades topolégicas, que ahora podemos dotar a
las variedades abstractas P!(R), recordando también el ejemplo 2:

» Esfera S?(R):

o Conexa.

e Compacta.

» Circunferencia S!(R):
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SH(R Zo w0)? —
BB o 5,,“.“»:((a,jmg_,;;;q})
Pi(R)

ug
l:zg]=[1: ——
[l { 1- m}

uy

Pi(R)

\o/m o)

B ( 2,  1- (,r,)f)
(@1)2 41 (21) +1

Figura 12: Ilustracién de la construccién del isomorfismo.

e Conexa.
e Compacta.

e [somorfa a la linea proyectiva.
» Linea Proyectiva P!(R):

e Conexa.
e Compacta.

e Isomorfa a la circunferencia S*(R).

Afortunadamente, a lo largo de todo este trabajo, usaremos una gran cantidad de
isomorfismos, para poder concluir resultados importantes de espacios abstractos de di-
mension arbitraria, que son mas faciles de trabajar en variedades bien conocidas, como lo

es la esfera S™(R).

0.3.5. La esfera celeste como subespacio de P"(R)

La esfera celeste es una representacion idealizada de la béveda celeste, donde se proyec-
tan las posiciones de los astros. Desde el punto de vista del espacio proyectivo, podemos
considerar la esfera celeste como el conjunto de puntos en el espacio proyectivo P?(R), ya
que es lo mismo desde el punto de vista de el cono luz, definido en relatividad especial
(puede referirse a [8]), ademés que incluye todos los posibles puntos de vista desde el
infinito. Esta perspectiva nos permite utilizar herramientas geométricas y algebraicas del
espacio proyectivo para analizar y describir de manera precisa las relaciones y posiciones
aparentes de los cuerpos celestes en el cielo.

La relacion con las transformaciones de Lorentz radica en que estas transformaciones,
fundamentales en la teoria de la relatividad, preservan la estructura del espacio-tiempo de
Minkowski, que desde cierto punto de vista, es un modelo proyectivo. En este contexto,
las transformaciones de Lorentz pueden interpretarse como cambios de coordenadas en
el espacio proyectivo que conservan las propiedades fundamentales de la esfera celeste,
facilitando asi la comprension de fenémenos fisicos como la dilatacién del tiempo y la
contraccién de la longitud en términos de geometria proyectiva. Esta relacion es crucial
para el andlisis de eventos y trayectorias de objetos en movimiento relativo en el universo,
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ademaés de poder abstraer ideas concretas, en problemas mas generales de matemaéticas.
Para ello comenzamos con la generalizaciones del espacio proyectivo:

Definicion 0.3.33. El espacio proyectivo consiste en el conjunto de todas las rectas que
pasan por el origen en R"*!, Formalmente, un punto en P"(R) es una clase de equivalencia
de (n + 1)-tuplas ordenadas (zg,x1,...,7,) € R*™\ {(0,0,...,0)}, bajo la relacién de
equivalencia (zg, z1, ..., x,) ~ (Axg, Ax1, ..., Ax,) para cualquier A € R\{0}. Esta relacién
de equivalencia significa que dos puntos en R"! representan el mismo punto en P"*(R) si y
solo si uno se puede obtener del otro multiplicando todos sus componentes por un escalar
no nulo.

Concretamente, un punto en P"(R) es un punto en el espacio proyectivo definido por

las coordenadas homogéneas [zg : z1 : ... : xy]. Si dos puntos [zg : x1 : ... : @, =
[Yo : y1 : ... : yn) en P*(R) son equivalentes si y solo si existe un A € R\ {0} tal que
(0,1, Tn) = MY0,Y1,---,Yn). Esta representacién facilita el manejo de conceptos

como la relacién entre puntos en el espacio proyectivo y lineas en el espacio euclidiano.

La forma de construir la esfera celeste, es viendo el grupo O(n+1, 1) bajo la convencién
de métrica (1,...,1, —1), este se define como el conjunto de todas las matrices A de tamano
(n+2) x (n 4+ 2) que satisfacen la condicién:

T
A L1 A =T,

donde AT denota la transposicién de A, y In41,1 es la matriz de la forma cuadratica de
signatura (n + 1,1) bajo la convencién, representada como:

In+171 = diag(l, 1, ey 1, —1).
Esto implica que el grupo O(n + 1, 1) preserva la forma cuadratica:
q(z) :x3+x%+...+xi—mi+l,

donde xq, 1, ..., Ty 1 son componentes de vectores en R"12,
Lo anterior podemos verlo desde otro punto de vista. Tenemos el siguiente subespacio
en P"L(R), la esfera celeste:

X={lgo:..:Tns1] |25+ ... + 22 — 22, =0} CP"T(R)
Observacion. Si z,; = 0 entonces
4. 22 =0
por tanto, obtenemos una ambigiiedad (una contradiccién):
ro=—...=Tp = 0

Se sigue que zy,41 # 0
Ademds definimos la siguiente funcién, que nos dota de un sistema coordenado:

d: X - S*CR
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Zo In

(@05 ot ] = | :m[fo ]

ey sy
Tn+1 Tn+1 Tn+1 Tn+1

ya que, podemos observar:

<a:o )2+ +(mn )2_1:(2)4—...—1—35%_1
Tn+1 o Tn+1 (Tnt1)?

Por lo cual:
X8§"
También recordemos que evidentemente si G := O(n + 1, 1), entonces:
SigeGyx=[rg: - :x,41]7 € X obtenemos
9 119 = Int1a
Ademis:

(92) Ing11(92) = 27 g" Tny1pg9z = 2" Ly =2 + -+ 22 —22 1 =0

Observacion. Consideramos el caso especial del grupo O(3,1), que es relevante en el
contexto de la relatividad especial, donde n = 2. Bajo la convencién de métrica (1,1, 1, —1),
este grupo se define como el conjunto de todas las matrices A de tamano 4 x4 que satisfacen
la condicién

ATnA =1,
donde AT denota la transposicién de A, y 1 es la matriz de la forma cuadratica de signatura
(3,1), dada por
n = diag(1,1,1,—1).
Esto implica que el grupo O(3,1) preserva la forma cuadratica

_ .2 2 2 2
q(x) = x5 + o7 + 25 — 23,
donde xg, 1,2, z3 son componentes de vectores en R?*, representando tres dimensiones
espaciales y una dimensién temporal.
Para el caso de n = 2, la matriz 1 es explicitamente como:

100 0
o 10 o
"“lo o1 0|
000 -1

Consideremos la métrica de Minkowski n = diag(1,1,1,—1) y una matriz de cambio
de base C dada por:

1 1
vi 00
0 1 0 O
“=l o 01 o0
1 1

—» 00 %

El objetivo es calcular la transformacién CTnC. El célculo se desarrolla como sigue:
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1. La matriz transpuesta de C, denotada C7, es

oT =

o= O O
- Sy

Sho otk
o O = O

2. El producto (CT) - (1) da como resultado una matriz intermedia, que luego es mul-
tiplicada por C' para obtener el resultado final:

ctne =

o O O
o O = O
O = O O
o O O

Este resultado muestra la matriz resultante después del cambio de base, el cual por con-
veniencia nos servira para nuestros calculos.

Observacién. El hecho de utilizar este convenio, por ejemplo para n = 1, es que al
cambiar de base a un elemento de O(2,1), calculando CT AC como sigue:

% 0 —% cosh(z) 0 sinh(z) % UG
0 1
1

ctAC = 1 0 0 1 0 0 0
%5 0 % sinh(z) 0 cosh(z) —% 0 %

Simplificando esta expresion, utilizando las identidades de las funciones hiperbdlicas,
obtenemos la matriz diagonal:

e*I

0 0
cfac=[0 1 0
0 0 €
Esta matriz diagonalizada indica que la matriz A se ha transformado en una forma
mas sencilla para realizar calculos.
Trabajar en la base donde aparece la métrica J resulta conveniente, por lo cual, en-
tonces generalizaremos tal espacio para dimensién n:
Si definimos:

1 9 L R J—

V2 V2 V2 V2

c=|(0 I, 0|—=C=|0 I, 0

-1 o 4 1 9 L

V2 V2 V2 V2

Por lo cual si:
1 1 1 1
0 01 s 0 BY/0 0 1\ [5 O -5
J=|0 1, ol »cJgc'=( 0 I, O0|(0 L, of] O I, O |=I.

1 1 1 1
1 0 0 -5 0 5/ \1 00/ \5 0
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entonces:
1 0 O
CJC" = Ii11 = :
1 0
0 0 -1
Por ello definimos:
n
Y= {lyo: -t Ynt1l2Woyns1 + > 47 =0},
i=1
Ademdssiy=[yo: - :yns1]l €Y :

n
(90)" T(gy) =y 9" Tgy = y" Ty = 2yoyns1+ Yyl =0
=1

Observacion. Es evidente que al ser solo un cambio de base tenemos el siguiente
isomorfismo de variedades:

XY =o8§"
Por lo cual obtenemos el siguiente sistema de cartas coordenadas para Y, si yy # 0:

yn+1]
Yo
Entonces, definimos (por conveniencia, no confundir con el sistema coordenado de X):

[Yo: i Yntr] =[1:--:

1:- Yn+1 s Yn+1

e yO}H[yO,.--7 yO]Z[xl,...,an]
Reescribiendo:
2y"“+§:y—i2:2m +§n:x2:0
Yo = Yo i p ‘
Obteniendo:

“i= T Zg—l 7, (19)

Sin embargo, podemos prescindir de la coordenada x,,41, debido a que esa siempre es fija(se
dice que la variedad es libre), por lo cual reescribiendo nuestro espacio como simplemente:

X() = {[.%'1, Ce ,:rn+1]\xn+1 =

Xo :=={[z1,...,za]| }- (20)

Similarmente si y,4+1 # 0:

Zoo = {[#1, ., 2| ). (21)

Por lo cual, dotamos de estructura de variedad diferenciable a Y, esta sera de ayuda
para céalculos posteriores.
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0.3.6. Grupos y algebras de Lie

Una forma natural de hablar de los grupos de Lie G es observar cémo actia un grupo
en el espacio natural M donde se define. Por ejemplo, cuando un grupo de Lie actia sua-
vemente sobre una variedad diferenciable, las propiedades geométricas de la variedad se
transfieren al grupo, dotandolo de una estructura diferenciable. El enfoque que utilizare-
mos, nos ayudara a comprender mejor la relacién entre un objeto nuevo llamado algebra
de Lie y la geometria en el contexto de los grupos de Lie.

T,M

expy

Figura 13: Hlustracién de un grupo de Lie.

Para dotar de una estructura de variedad diferenciable a un grupo GG, podemos pensar
en mapear elementos del grupo mediante curvas parametrizadas. Es decir, consideramos
una curva y(s) en G que pasa por la identidad e del grupo cuando s = 0, por conveniencia,
esta parametrizacion sera por medio de la exponencial. Al observar los vectores tangentes
de esta curva en cada punto, podemos estudiar cémo se comportan los elementos de G
bajo las operaciones del grupo.

Esta perspectiva nos permite ver cémo el espacio donde actia el grupo, induce de
manera natural la estructura de variedad diferenciable al grupo G.

Ahora entonces podemos hablar acerca de, si:

g=-exp(sd4) €0(3,1) =G

donde:
Ae€o(3,1)=T.M

entonces por conveniencia, dada la base que anteriormente elegimos:

gTJg =J
donde:
0 001
0100
J= 0 01 0
1 0 00

Ahora entonces al fijarnos en los vectores tangentes, de su espacio tangente T.G, que
llamaremos a este espacio el dlgebra de Lie de O(3,1):



d

dJ
- (g"Jg)| =

= — :0
R ds

s=0

di (exp(sA)TJ exp(sA))

s — L (exp(sAT) exp(s4)

s=0 8 s=0

= (AT exp(sAT)JeXp(sA) + exp(sAT)Jexp(sA)A)‘

s=0
_ AT _
=A"J+JA=0
donde:
a1l a2 a3 a4
A |G21 a2 a3 axn
a3l a3z as3 a34
a41 Q42 Q43 Q44
por lo cual
a1l a1 azl Q41
At — | @2 022 a3z ax
a13 G23 (33 Q43
14 G24 Q34 Q44
entonces
2a41 a1 +as2 asy +a43 a1+ aaa
AT+ JA = a4 + a21 2a92 asz + a3 ai2 + a4 _
a43 + a3z1 a3 + asz 2a33 a13 + asq
a44 +a11 Qo4 +aiz ass +ais 2a14
Lo cual a su vez significa que:
aq1 = az2 = agz = ajqg =0
y por lo tanto
Bt=A'J=—-JA=-B
donde
a41 G21 a3l a11 a41 Q42 Q43 Q44
pt— |2 G2 a3 2| |a4n a4x G3 Gu|_ G, p
a43 G23 Q33 Q13 a3l a3z as3 as4
Q44 G324 Q34 Q14 ail a2 a1z a4

Entonces resulta que los elementos de 0(3,1) se definen como:
0(3,1) = {A € My(R) | A'J + JA = 0}

Obs. Si vemos a detalle, cada elemento de 0(3,1) se ve como:

49



50

aip a2 a3 0
. 0 a3 axn
agr azz 0 asy
0 ag a3 —an

donde, por lo anterior, tenemos que:

as1 +ag2 =0
azy +as3 =0
azz + a3 =0
a1 +ags =0
agy +aipa =0

agq + a3 =0
Por lo tanto A debe tener la forma:

aiy  aze a3 0
—ag2 0 azz —a
—ag3 azz 0 —aig

0  age as3 —an

= A=

entonces notamos que, la matriz A se puede descomponer como:

a 0 0
a=<|0 0 0 || acR
0 0 —«a
000
m=<{|0 B 0|| BeO(®2), B'+B=0
000
0Oz O
n=<(0 0 —2t|| zecR?
00 0
0 00
A=< -2t 0 0| zeR?
0 y O

Observacion. En si, obtenemos la descomposicion de Gelfand-Naimark:

g=ndémbadn

definimos:

p=mdadn

Ahora podemos exponenciar esos elementos para poder trabajar en O(3,1). (Redefini-
remos algunas notaciones por conveniencia):
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e 0 0 a 0 0
A= 0 I O | acRyP=cafa)=| 0 I | a€R-{0}
0 0 e @ 0 0 (a)”
1 0 0 1 0 0
M = 0 e 0 || BecoOR)p={mB)=|0 B 0 || BecO(?2)
0 0 1 0 0 1
1o b
N=<n(z)=| 0 b, —a | donde z' € R? x = (z9,21)
0 0 1
) 1 0 0
N=<n(z)= —zt I, 0 || donde 2! € R? z = (2, 21)
YR

Y definimos:

00 01
wo = 0100
0 010
1 000

Observacion. La descomposicién de un grupo en elementos que corresponden a ope-
raciones geométricas simples, como reflexiones, rotaciones y escalados, tiene profundas
implicaciones en teoria de grupos y algebra lineal. Esta descomposicion tipicamente inclu-
ye:

= Matrices triangulares superiores, que encapsulan escalados y traslaciones a lo largo
de ejes definidos.

= Matrices triangulares inferiores, que representan operaciones andlogas a las matrices
triangulares superiores pero en la direcciéon opuesta.

= Matrices diagonales, que representan escalados uniformes a lo largo de todos los ejes.
= Matrices de reflexion, que representan simetrias a través de subespacios.

= Un elemento ortogonal, que corresponde a rotaciones y reflexiones y preserva la
norma de los vectores.

Por ello, se definié wg, para completar la descomposicion del grupo, este elemento co-
rresponde a las matrices de reflexion.

Consideramos actuar con el grupo G por la derecha a los elementos de Y, por conve-
niencia. Como O(3,1) en la base correspondiente actia sobre Y:
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Sivg=[0:0:0:1] €Y, entonces

wit(z) = [~3 el : 211

1
vowen(z) =[1: x: _§"$‘|2]

Observacién. Por lo tanto la acciéon de ambos elementos, es transitiva, en cada una
de las cartas coordenadas, respectivamente de Y (por las ecuaciones (20) y (21). Ademas:

von(z) = vy
vom(B) = vy

voa(a) = vy
Por lo cual, el estabilizador de vy es stab(vg) = P = man
a za —iallz|?

P=man=1{|0 B —Bat ,
0 0 a!

En general vpman = vgP = vg. Por lo cual encontramos el estabilizador,
ail a2 a13

Stab(vo) = A= 0 a9 asg ‘ Ae 0(3, 1) =P
0 0 ass

Y entonces por el teorema de la drbita-estabilizador, actuando con el grupo por la de-
recha:

Y ~ X ~ Stab(vg) \ O(3,1) = P\ O(3,1) (22)

Ademés:

woi(z) = [~ 5 lel? 2 1]

por lo cual si —3|z]|> # 0, entonces:

_[ ] —2z ) —2]
B [E2 S E
entonces
1 —2z —2
iz —caf? =[1: —5 : —]
2 2] |l2]2

por lo cual, obtenemos dos relaciones:
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von(z) = vowen(x)

-2z
r=-—-=
12|

Observacién. Debido a (20), se puede explicar por que obtuvimos la relacién entre la
accién del grupo de los elementos triangulares superiores, con la acciéon de los elementos
triangulares inferiores, ya que hicimos uso del espacio proyectivo con la estructura cocien-
te, en si, podemos verlo como:

(23)

0(3,1) = NPUNwP

Por lo que si:
Y ~ X ~ Stab(vg) \ O(3,1) = P\ O(3,1)

Entonces, tenemos las siguientes relaciones:
N=2X, v N==Z,
n(x) = vowon(z) y n(z)— von(z)
Por lo cual siguiendo con lo buscado, tenemos que Jp € P:
(2) = puon(z)

Por tanto p = 7i(2)(n(x)) " (wo) ™! = A(z)n(—2)wo, lo cual es:

el e 1
2
b= 0 B(z) ||;‘£2
0 O P
donde B(z) es:
a3 —ag =210
— | =P [=II°
B(ZL’) - —2x1x0 x(%fx%
EIR [EIIR

Observacion. La estructura de variedad diferenciable en este grupo, viene dada por el
como estan relacionados los elementos del grupo y la accién de estos mismos, ademaés dada
la representacién del grupo, el conjunto M(m,n) de matrices m x n con entradas reales
se puede identificar con R"". Esta identificacién determina una estructura diferenciable
en M(m,n). Cuando m = n, escribiremos M (n,n) = M(n).

Aunado a que, aparecen naturalmente después de actuar con el grupo, el cambio de
coordenadas entre cada una de las cartas de la estructura de variedad diferenciable Y.
Es interesante notar que la accién de los subgrupos es transitiva en cada una de las
cartas coordenadas de Y respectivamente, ya que si tenemos el espacio Y con estructura



54

de variedad diferenciable donde actia naturalmente, es de esperarse, que este grupo se
”divida” para actuar en cada una de estas cartas de manera diferente, con sus respectivos
”cambios de coordenadas” entre los elementos del grupo, dados por los elementos del
estabilizador, dependiendo de la carta coordenadas de Y. De manera formal:

Definicién 0.3.34. Un grupo (G,-) es un grupo de Lie si y s6lo si G es una variedad
diferenciable y la transformacién p : G x G — G dada por u(g, h) = g-h~! es diferenciable.

Observacioén. La definicién anterior es de esa manera, ya que es una manera sencilla
de compactificar la definicién de grupo, sin necesidad de nombrar todas las propiedades
que debe cumplir el mismo.

Para poder definir formalmente lo que es el dlgebra de Lie g, una manera sencilla de
hacerlo, es por medio de ver como afecta la estructura del grupo G, al actuar consigo
mismo, especificamente por la derecha (puede ser por la izquierda, ambas construcciones
son equivalentes) a los elementos del algebra dado el mapeo exponencial:

Dado A € N y A € n, como elemento del espacio tangente de O(3,1), y un elemento
g € O(3,1) arbitrario, dada la accién por la derecha:

g+ A=gexp(A)

Sabemos que por la definicién de vector tangente de una curva en un variedad, nece-
sitamos de una funcién auxiliar para su construccion y comportamiento, por lo cual, sea
f € C*°(G) una funcién arbitraria, y v : I C R — G una curva diferenciable, el vector

tangente a la curva en 7(s) por
d
/ — -

v () v = () venw

Por lo cual:

Entonces si y(s) = exp(sA), la accién por la derecha R ; a g del grupo:

<§l>0 (f o (goxp(s4)) = (j)o (f 0 ((s))

ail a2 013
g=|a21 a2 a23
azr a3z2 ass3

R;,f(9) = Raf(g)

donde:

Por lo anterior construido sabemos que ai1,a13,asi,ass € R, aﬁQ, a§2, ass, a0 € Ry
ademads agy € M (2), teniendo que:
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~

1
a1 aiolo + a11sr a1z — 5&11521‘1‘ — algst‘T
1 2 T
Yg(s) = gexp(sA) = | ao1 agels + azisx a3 — 5a215°Tx" — a225T
1
az1 agely +azisz ass — yag sira’ — agpsz’

NS

Tenemos entonces, por la regla de la cadena, y como M (n) es isomorfo a R™", cada
uno de los coeficientes b;; de la matriz anterior, obtenemos, de manera compacta:

0 0 0

T T T

RAp=a11c—— 4+ a01x—— + a310=—— — @12 —— — 22T —— — G327
80,12 (961,22 80,32 6&13 8@23 6@33

Similarmente podemos calcular para elementos de a, m y n, los campos vectoriales na-
turales de O(3,1). Entonces podemos empezar a definir de manera formal todo lo anterior,
para encontrar que relacién tienen estos campos vectoriales con los elementos de g.

Definicién 0.3.35. Sean M variedad diferenciable, X € X(M) y ¢ el flujo local de X.
Para f € C*°(M) y Y € X(M) definimos la derivada de Lie Rx por

d

Rxf(p) =X(p)(f) = a

(f owe)(p), (24)

t=0

Figura 14: Ilustracién de los campos vectoriales para definir la derivada de Lie.

Observacion. Para entender mas la expresién (25) podemos verlo de la siguiente ma-
nera, por definicién de derivada:

d e (p=Y)(p) = (00:Y)(p)
p o (o—t:Y)(p) = %g% r

Observamos que el flujo en ¢t = 0 es la identidad:
Pox = id

Por lo tanto:
(p0:Y)(p) = Y(p)
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Sustituimos esta identidad en la expresién de la derivada:

d o (e—uY)(p) — Y (p)
@t (oY )(p) = %g% ;

En pocas palabras, ayuda a comprender como actia un campo vectorial X sobre un
campo Y'; ademds este operador cumple las siguientes propiedades:

Teorema 0.3.8. Sean X,Y € X(M), f € C>(M). Entonces
1. Rx(fY) = fRx(Y) + Rx(f)Y.
2. (RxY)(f) = X(Y(f)) = Y(X(f)).
Teorema 0.3.9 (Identidad de Jacobi). Si X,Y,Z € X(M), se cumple que
(X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0.

Observacion. Es interesante ver que estos mismos campos vectoriales R4, Rp € X(G)
comparten la siguiente propiedad, dada la identidad de Jacobi, con los elementos A, B € g,
donde [A, B] es la operacién conmutacién usual en el dlgebra matricial:

Riap) = RaRp — RpRa = [Ra, Rp]

Por esta propiedad, existe una relacién directa de T.G con los campos vectoriales
generados por la construccion anterior, que llamaremos campos vectoriales invariantes por
la derecha X%, por lo cual parece natural, dar la siguiente definicién:

) )

Definicion 0.3.36. Un algebra de Lie g, es un espacio vectorial, con una operacién binaria
llamada el corchete de Lie de X y Y, que entrega un campo vectorial [X, Y] dado por:

(X, Y] = -[Y, X].
Ademas satisface: (Identidad de Jacobi). Si X,Y,Z € X(M), se cumple que
(X, Y], 21+ [[Y, 2], X] + [[2, X], Y] = 0.

Observacién. En este trabajo se utilizar la notacién Rx para la derivada de Lie,
simplemente por convencién, se puede consultar las demostraciones formales en [7].

Definicién 0.3.37. Sea G un grupo de Lie y sea g su algebra de Lie asociada, identificada
con el espacio tangente en la identidad 7.G. El mapeo exponencial es una aplicacién
exp : g — G definida de la siguiente manera:

1. Para cada A € g y su imagen g = exp(A) € G , consideramos el campo de vectores
invariante a la derecha X' en G, definido por X%*(g) = Ry« = Ry, donde R, es la
multiplicacién a la derecha por g en GG, dada la definicién de derivada de Lie.
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2. La curva integral y(t) de X R que pasa por la identidad e en G se define como la
solucion del problema de valor inicial:

{fmt) = XB(y(1))
7(0) =€

3. El mapeo exponencial exp : g — G se define como:
exp(X) = (1)

La eleccién de t = 1 se debe a la conveniencia y normalizacién, simplificando la defini-
cién y las propiedades del mapeo exponencial.

0.4. Algebra Homologica

Como mencionamos en el capitulo de Teoria de grupos, existen varios aspectos in-
teresantes acerca del andlisis de la cantidad de elementos de un conjunto con respecto a
cualquier otro conjunto, bajo la imagen de alguna funcién, ya sea inyectiva, sobreyectiva
e incluso biyectiva. Las herramientas utilizadas para hacer estos analisis, resultan ser abs-
tractas; a lo largo de este capitulo, se les dard un enfoque mas intuitivo y constructivo,
para asi poder ver el potencial del Algebra Homologica. Para ello recordemos un par de
definiciones, si f : A — B:

1. Decimos que f es inyectiva si f(a1) = f(az) implica a1 = as.
2. Decimos que f es sobreyectiva (sobre) si Vb € Bda € At.q. f(a) =b.

3. Decimos que f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.

Aunado a las definiciones, daremos la demostracién de los siguientes resultados, ante-
riormente mencionados en teoria de grupos, esto es, debido a que la técnica empleada
para la obtencién de estos mismos, sera ttil para resultados posteriores de Algebra homo-
logica:

Teorema. Si ¢ : G — H es un morfismo, entonces ¢ es inyectiva si y solo si Ker¢ = (e).
Demostracion.
Supongamos que ¢ es inyectiva. Sea x € Ker¢, entonces
p(x) = €= ¢(e)
Como ¢ es inyectiva, entonces x = e, por tanto

Ker¢ = (e)
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Ahora supongamos que Ker¢ = (e). Sean x1,z2 € G tales que:
d(z1) = (a2)
d(x1) - Plaz) "t = e
$(z1) ¢z ') =e
o(xy - x;l) =e
es decir, 1 - 7, ' € Kerg = (e). Por tanto
$1'$51:€:>$1:$2
entonces ¢ es inyectiva.

O
Teorema. Sea ¢ un morfismo de G sobre G con nticleo K, entonces G/K = G.

Demostracion. Observemos el siguiente diagrama, recordemos que K es subgrupo normal.

G

Wl X
G/K — G
Definimos a ¢ : G/K — G tal que g — ¢(g).

= Primero verificaremos que 1 estd bien definida:

Sea g1, g2 tales que g1 = g9, es decir, go = g1k con k € K. Queremos verificar que
(En el contexto de G/K):

?(g92) = ¢(g1)

Pero sabemos que, por ser morfismo y por la definicién de :

0(92) = ¢(91k) = d(g1)d(k) = d(g1) - €
Entonces ¢(g2) = ¢(g1). Por lo tanto, 1) es consistente.

= Segundo, verificamos que ¥ es un morfismo:

V(91K - 92K) = ¥(9192K) = ¢(9192) = ¢(91)9(g2)

V(1K) - (g2K) = ¢(g1) - #(g2)
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= Demostramos que 1 sea sobreyectiva:

Sea g € G, ¢ es suprayectivo (por hipétesis): Por tanto Jg € G tal que

?(9) =79

Pero entonces

Y(gK) = ¢(g) =g por tanto 1 es suprayectiva.

= Ahora por iltimo, comprobaremos que sea inyectivo. Supongamos que gK € Ker,
entonces (Por el teorema anterior):

Y(gK) =e < esto por def de Kernel

#(g) =e < esto por def de Kernel

Por tanto g € Ker ¢. Pero entonces g = e.
gK = K =Kervy
Por lo tanto 1 es inyectiva, ya que K : Ker 1 siempre cumple que:

P(K) =e

En nuestro contexto, K es el "neutro” y es tinico, entonces, por el teorema anterior, 1
es inyectiva, y por lo tanto, G/K = G. O

Observaciéon. Ademés de todo lo que puedo implicar los resultados anteriores, es
importante ver la forma de atacar el problema, en pocas palabras, se puede resumir de
manera compacta, que para la solucién de estos, se necesita:

= Definir correctamente tus funciones entre los distintos conjuntos implicados en el
problema.

s Verificar que sean morfismos de grupos.

= Relacionar correctamente las funciones construidas con tus hipdtesis planteadas.

Ahora daremos la definicién de un tipo de espacio de funciones, que sera 1til en el
desarrollo de las ideas abstractas de algebra homologica y propias de este trabajo. En mu-
chos problemas, puedes tener funciones definidas en un subconjunto U y quieres extender
estas funciones a todo R de una manera controlada y viceversa, por ello de su necesidad:

Definicion 0.4.1. Definimos el espacio de Schwarz real como:
S(R) = {f iR C| lim |0 (2)|(1+2%)" = 0¥m,n € N}

También definimos unos conjuntos construidos a partir del mismo:
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Si U C R es abiertoy Z =R — U = U¢, entonces definimos

SU) = {f € S[R) | £ (x) = 0Vz € Z}

y definimos el cociente como:

Funcién de Schwarz: f(x) = e’

ey =2 0 2 4
Figura 15: Hlustracién de una funciéon de Schwarz.

En si, el espacio S(R) es el conjunto de funciones que decrecen répidamente junto
con todas sus derivadas y el espacio S(U) contiene funciones del espacio de Schwartz
que se anulan fuera de U, lo cual te permite considerar extensiones suaves y de rapido
decrecimiento fuera del mismo.

Al restringir funciones del espacio de S(R) a un subconjunto U, puedes estar interesado
en cémo se comportan estas funciones localmente en U. El cociente Sz(R) puede ser ttil
en problemas donde necesitas extender funciones definidas en un subespacio a todo el
espacio, o restringir funciones de todo el espacio a un subespacio. El cociente te permite
tratar funciones que solo en U€ son equivalentes, simplificando el anélisis de la funcién en
U.

También por ejemplo, consideremos un problema donde necesitamos estudiar solucio-
nes de una ecuacion diferencial en toda la linea real, pero tenemos condiciones especiales,
por ejemplo, puntos singulares en un conjunto abierto U. El cociente Sz(R) te permite
agrupar soluciones que son equivalentes fuera de U, simplificando el andlisis y permi-
tiéndote concentrarte en el comportamiento global de las soluciones bajo las condiciones
de equivalencia en el cociente. Podemos empezar formalizando las relaciones entre los
distintos conjuntos, como:

SU) L S(R)

Donde i es la inclusién, ya que S(U) C S(R), ademés es claro que i es inyectiva. Simi-
larmente, podemos relacionar:

Observacién. Recordemos que como estos espacios de funciones, son espacios vecto-
riales y a su vez, grupos abelianos, p denota una relacién directa de un grupo con una
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estructura cociente dado un grupo subgrupo normal del mismo, por lo cual, como an-
teriormente vimos en el capitulo de teoria de grupos, esta funcion esta bien definida, y
es sobreyectiva, aunado a que por la naturaleza de i por ser inyectiva, tenemos g((il%,
entonces evidentemente el elemento neutro de este espacio es S(U), por ser la estructura
cociente, por lo cual im(i)=ker(p).

Todo lo anterior podemos compactarlo como una sucesion exacta corta, esto es una
sucesion de la forma:

0— S(U) % SM®R) L Sz(R) =0
Esto significa lo mismo que lo anterior, ya que:
1. im(0 — S(U))=ker(i)

2. im(i)=ker(p)
3. im(p)=ker(Sz(R) — 0)

Es evidente que el punto (1) se cumple debido a que i es inyectiva, y por lo tanto su
kernel es 0, similarmente el punto (2) es obvio por todo lo anterior, ademds como p es
sobre, y como ker(Sz(R) — 0), es todo Sz(R), es directo, el punto (3). Todo esto permite
transferir informacién de un espacio a otro y entender mejor sus interacciones de una
manera muy compacta, a partir de la teoria de grupos. Por ejemplo, podemos buscar una
funcién en Sz(R), que sea imagen, de algin elemento de S(R), y por lo cual, restringirla
a S(U), y asi resolviendo de una manera muy sofisticada, la pregunta de cuando podemos
extender una funcién a un dominio mas grande, al originalmente definido.

Observacién. Afortunadamente, para nuestro trabajo, hay una manera en la cual,
podemos ver de manera concreta elementos del cociente de estos espacios de funciones,
dado por el siguiente teorema:

Teorema 0.4.1 (Lema de Borel). Si V = S(R) ¢ simplemente un espacio de funciones
suaves, entonces:

&V — Cl[]]
© f(n)
n=0 ’

siendo ® sobreyectiva y por tanto Cl[z]] = V/ker ®, donde:

ker® = {f eV |®(f)=0}
:{fev‘f(n)(O)ZOVneN}::U

Por tanto:

Cllz]] = V/U = W.

Podemos seguir intentado aterrizar todo de manera concreta, sin embargo, la abstrac-
cién nos ayudara a ver de manera mas coherente, la necesidad de construir una teoria de
la relacién entre los grupos y sus elementos.
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0.4.1. Sucesiones exactas de espacios vectoriales

Por lo tanto, podemos definir lo siguiente, de acuerdo a la necesidad vista anterior-
mente:

Definicién 0.4.2. Un complejo de cadena C, es una sucesién

On On 0, On— 0. 0 17
S Ol 5 C S O =5 - B0 S O 0
tal que:
8n 9] 8n+1 =0

Notemos que:
Im 9,41 C Ker 9,

Definicion 0.4.3. Un complejo de cocadena es una sucesion
d d d d:
0% 00 Lot 2058

tal que
dj+1 o d] =0

Notemos que:
Im dj g Ker dj+1

Observacién. En nuestro contexto de trabajo {C,} y {C7} son espacios vectoriales. Los
simbolos de derivadas parciales y diferenciales, son solamente convencion, aunque viene
motivado por la teoria de formas diferenciales, para tales temas motivados se puede veri-
ficar en [7].

Como se observa, estas nuevas definiciones, son la generalizacién y abstraccion de los
espacios anteriormente trabajados, de hecho, no se menciona ninguna propiedad de conten-
cién entre conjuntos o relacién natural alguna entre los elementos de la cadena, solamente
se tiene la relacion entre las imégenes y kernel de las funciones, esto es muy relevante, ya
que significa, que podemos tener espacios isomorfos a los mismos, con los cuales podamos
obtener los mismos resultados, en pocas palabras, solo importan las funciones.

Por lo cual partiendo inicamente de las funciones, tenemos el siguiente teorema, que
abstrae el caso particular antes mencionado:

Teorema 0.4.2. Dada una sucesion exacta:

0=USVEW S0

definimos:
Vv
D w
Py
[v] = p(v)
entonces v
- = W.
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Demostracion. Primero verificaremos que p estd bien definida. Supongamos que:
[v1] = [v2]

es decir,
Vg2 — V1 € Z(U)

es decir, existe un u € U tal que
vy — v = i(u)

por tanto
p(vz —v1) = p(i(u))
pero como i(U) C ker p, entonces

p(vz —v1) =0 = p(v1) = p(v2)

Lo cual concluye que estd bien definida p. Ahora tenemos que demostrar que p es sobre-
yectiva e inyectiva.

Sea w € W. Como p: V — W es sobre, existe v € V tal que

por tanto, por definicién,

entonces P es sobre.

Ahora si [v] € kerp. Entonces
p(f]) =0

p(v) =0

como la sucesion es exacta, Ju € U tal que
i(u) =v

por tanto, como i(u) € i(U)
[i(w)] = [v] = [0]

entonces ker p = {0}, por tanto, p es inyectiva, concluimos que entonces:

Vi o
i(U) ~ w.

O]

Ahora, desde un punto de vista mas aterrizado, podriamos aplicar esto, a problemas
especificos, como por ejemplo, objetos invariantes ante alguna transformacién lineal, mas
especificamente, transformaciones de un espacio vectorial en si mismo (rotaciones, trasla-
ciones, reflexiones, operadores diferenciales etc.), a cada uno de los espacios y subespacios
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antes construidos.

Supongamos como antes, que la siguiente sucesién es exacta:

0=USVEWSo0

Y consideremos una transformacién lineal F en si mismo, en cada espacio vectorial y
ademds conmuta con cualquier otro operador lineal:

0 0 0

0 U—sv 2w 0
FE E E

0 U—‘*sv -2, w 0
0 0 0

Observacién. Las sucesiones horizontales, son exactas, pero las sucesiones vertica-
les no, sin embargo, existen ciertos subespacios y cocientes que pueden ser utiles para
resultados relevantes acerca de los objetos invariantes, con los cuales podemos describir
explicitamente la informacién entre los mismos, considerando los grupos de cohomolo-
gia asociados a las sucesiones verticales:

Como: ror d
HI(C*) = M, en general
imd,;

y en particular E = dy, definimos (A , A) := (FE; A) por conveniencia, por lo que:

HY(E;A)={a€ A| Ea=0}=AF (26)
,HluaA):3§%::AE (27)

Estos dos grupos de cohomologia (definiremos mas adelante), son importantes debido a
que con ellos, podremos encontrar una manera de extender elementos invariantes ante F,
a todo el espacio. Por lo que, el desarrollo del algebra homologica, para nuestro caso, es
para usarlo como una herramienta realmente util, para el comportamiento del dominio
de objetos invariantes ante alguna transformacion. También como anteriormente dijimos,
FEa = 0 puede representar un problema de ecuaciones diferenciales, vemos aqui , donde
es el potencial real de esta teoria, debido a que como mencionamos anteriormente, el
cociente ﬁ nos ayudara a restringir funciones que difieren en ser E-invariantes en A,

pero equivalentes en A¢. Podemos verlo y plantearlo de la siguiente manera:
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1. Primero tomamos una clase de elementos que son equivalentes en U® en pocas
palabras w € W, ademés exigimos que sea E-invariante, este seria elemento de
HY(E; W) .

2. Como p es sobre Jv € V' un elemento global del cual es imagen del mismo.

3. Entonces, observamos el comportamiento del elemento actuando con el operador F,
dado que viene de un elemento global, debe ser p(Ev) = Ep(v) = Ew = 0, por lo
que Ev € kerp

4. Concluyendo que como la sucesién es exacta, Ju € U tal que i(u) = Fuv.

5. Ademss sin perdida de generalidad, podemos observar tal elemento como una cla-
se de equivalencia de elementos que no son posiblemente E-invariante, osea
[u] € HY(E;U), y asi obteniendo una manera de como extender elementos en U, a
elementos bien comportadas en todo V.

0

0 0
l f‘l“a—lp[r'?=u'
0 y U —s v L5 w 3 0

bl

0 » U Vv > W » ()

Cl

0 0 0

Figura 16: Ilustracién del camino de la extensiéon de un elemento abstracto.

0.4.2. Homologia y Cohomologia de una sucesiéon exacta

La homologia y cohomologia no se limitan a buscar extensiones de funciones, aunque
pueden estar relacionadas con esto en algunos contextos por ejemplo, el que hemos estado
trabajando, pero en si cuando hablamos de homologia y cohomologia de espacios vecto-
riales, nos referimos a herramientas algebraicas que permiten estudiar la estructura de
espacios topolégicos o algebraicos de manera més profunda junto con las relaciones entre
los mismos asi como cuando revisamos el comportamiento del espacio ante transformacio-
nes del mismo.

En este trabajo, el contexto de la homologia y cohomologia sera para formalizar todo
lo anterior, osea, analizar y buscar una manera que podamos crear una sucesién exacta
de espacios vectoriales, con la cual podamos hacer de manera mas abstracta y general las
extensiones de funciones, entonces definimos:

Definiciéon 0.4.4. Definimos los grupos de cohomologia asociados a C* como:

; % Kerd,; 1
i) =
J
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y similarmente:

Definiciéon 0.4.5. Definimos los grupos de homologia asociados a C'y como:

Ker 9,

Hy(Cy) =
(C ) Im an-i—l

Observacion. Desde el punto de vista abstracto ambas definiciones son andlogas, so-
lamente que tienen una motivacién por detrds que puede referirse en [7].

Ahora necesitamos construir una sucesién exacta, que involucre a los elementos inva-
riantes, como anteriormente mencionamos, por lo cual, como H°(E; A) C A tendriamos
aparentemente la siguiente relacién:

0— HYE,U) - HY(E; V) —» HY(E; W) % HYE,U) - --

y similarmente, dada la estructura cociente antes definida:

- HYE;U) = HY(E;V) - HY(E; W) = 0

Observacién. Sabemos que estamos interesados en estudiar el espacio V. En pocas
palabras que se cumpla, idealmente:

Wt~ vE/UE (1)

En cuyo caso podemos entender VE a partir de UF y W, que en principio podrian
ser mas sencillos de estudiar. Ya que, a manera de un ejemplo concreto, elementos en V¥
pudieran corresponder a soluciones a la ecuacion:

FEv=0 (Ecuacién de Laplace)

Y también, si v1 € V. Podemos considerar la ecuacién

Evg =wv; (Ecuacién de Poisson) (2)

Donde la ecuacién (2) tiene solucién si y solo si

[v1] =0€ Vg =V/EV
[v1] = 0 siy solo si v; = Evy para algin vg € V
Sin embargo, (1) no siempre se cumple, entonces:
Pregunta: ;Bajo qué condiciones se cumple (1)?
Respuesta: (1) se cumple si y solo si d = 0, donde
E d
Ve — UE

Parece ser, que deberia existir una relacién entre las dos sucesiones para completar su
exactitud (aunado al planteamiento anterior), para ello, primero debemos formalizar
como es la relacion entre cada uno de los grupos de cohomologia y entonces desarrollar la
relacion entre las dos cadenas, por lo debemos tener el siguiente teoremas:
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Teorema 0.4.3. (Lema de la serpiente) Si la siguiente sucesion es exacta de manera
horizontal:

0 0 0
0 U — v 2w 0
E E E
0 U — vV 2w 0
0 0 0

entonces, la siguiente sucesion, en cada parte de la cocadena, es exacta:
0— HYE,U) = HY(B, V) 25 HO(E; W) S HYE,U) = HY(EB; V) 25 HY(E; W) — 0
donde los operadores conmutan.

Demostracion. Se tiene que demostrar que en cada parte de la sucesion, la imagen de cada
transformacion es igual al kernel de la siguiente transformacién, en pocas palabras:

—_

. Ker i*’HO(E;U) = {0}

2. Imi*|H0(E;U) = Kerp*|H0(E;V)

w0

Imis| g0y = Ker pil gy

I p| g1 vy = H (E; W)

e~

5. Imp|pog,yv) = Kerd|gomw)
6. Imd|HO(E7w) = Keri*]Hl(E;U)
Por demostrar 1):

» Como i, es simplemente la restriccién de i en H°(E;U), si u € HY(FE;U) entonces
sabemos por def. que Fu = 0, por tanto:

Ei(u) =i(Eu) =0
y entonces i(u) € H°(E; V). Entonces definimos:
i, : HY(E;U) — HY(E;V)
Tenemos entonces que 4 induce una funcion i, por tanto si:
isx(u) =i(u) =0
y como la sucesion 0 - U — V — W — 0 es exacta, entonces recordemos que:
Keri|gog,uy = Ker(ix)

entonces
Kerii|go(pu) = {0}
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Obs. Esto es debido a que restringimos el dominio de i|go(g,)
Por demostrar 2):

= Como p, es simplemente la restriccién de pen H(E; V), si v € Im i, HO(E;U) significa
que Ju : HO(E;U) — i(u) = i+(u) = v, pero recordemos que 0 — U — V — W — 0
es exacta, entonces:
Im¢ = Kerp

Por tanto, para i(u) =v € V = p(i(u)) = 0 y como iy (u) = i(u) entonces:
p(is(u)) =0 y como i,:H(E;U)— HY(E;V)

entonces
p(is(u)) = pu(is(u)) = 0

por tanto:
Im, C Kerp,

s Ahora si v € Ker p,, entonces:
p«(v) =0

p(v) =0
por tanto v € Kerp, y como 0 - U — V — W — 0 es exacta entonces Ju € U —
i(u) =wv.
Nota: Es necesario demostrar que u € H*(E;U) = Eu = 0.

Recordemos que v € Ker p,, entonces v € H°(E; V) por tanto:
E(i(u)) = E(v) =i(Eu) =0

Entonces Eu € Keri y como Keri = {0}, entonces Fu = 0, por tanto u € H(E;U),
entonces i(u) = i,(u), por lo cual:

Kerp, C Imi,
concluyendo que por la doble contencién:
Im | go(pry = Ker pu|gosy)

= Observacién. Antes de demostrar 3) y 4), habria que ver si i, y ps sobre H'(E;U)
y HY(E;V) respectivamente, estdn bien definidas:

iv: HY(E;U) — HY(E;V)
[u] — [i(u)]

Sean u1,us € U tal que
[u1] = [uo] € H'(E;U)
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Entonces existe © € EU tal que

UQ—Ulzﬁ

En otras palabras, existe un i € U tal que

ﬁZEﬁZUQ—Ul

es decir
ug = uy + B

para algun i € U, entonces
i(ug) —i(uy) = i(Pu) = Fi(i) = Ev € EV
donde 0 = i(i) € V, por tanto:

[i(ug)] = [i(w1)] = [Ei(@)] = [E0] = [0]

concluyendo que

[i(u2)] = [i(u1)]
Entonces i, estd bien definida.
Nota. Demostrar que p, esta bien definida es el mismo proceso.

Por demostrar 3):

» Si [v] € Ker p, significa que p.([v]) = [p(v)] = 0.

Como [p(v)] € HY(E; W) entonces p(v) € EW, por tanto 3w € W — Fw = p(v) y
como p es sobre entonces U € V tal que p(¥) = w.

Por tanto si p(9) = w entonces Ep(9) = p(v), lo cual conlleva que:

p(v — Ev) =0

Es claro que v — Fv € Kerp, y como 0 - U -V — W — 0 es exacta Ju € V —
i(u) = v — Ev, donde u € U. Entonces:

[i(w)] = [v = E¥] = [v] - [E7]

como [E?¥] = 0, es decir

entonces [v] € Imi,, por tanto Ker p, C Imi,.
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» Ahora si [i(u)] € Imi, = HY(E;V) donde [u] € H'(E;U), entonces en ambos casos:

i(u) € Im¢ para algin u € U

Recordemos que Im¢ = Ker p, por tanto:

por tanto

entonces [i(u)] € Ker p,, por tanto Im i, C Ker p,.

Concluyendo que
Im i, = Ker p,

Por demostrar 4):
» Si [w] € Im p, significa que 3[v] € H(E; V) :
p«([v]) = [w] = p(v) =w+w donde weEW

donde w = Ew para algun @ € W. Ahora recordemos que p es sobre, por tanto

VweW FveV =plh)=w
por tanto tenemos [Ew] =0y que p(v) =w = [p(v)] = [w].
Entonces p.([v]) = [p(v)] = [w] concluyendo
Imp, = H' (E;W).

Por demostrar 5):
Primero tenemos que definir la funcién d:

d: H(E;W) — HY(E;U)
w — [u]
dada de la siguiente manera:
» Sea w € HY(E; W), es decir,
weW y Ew=0

Como w € W, existe v € V tal que p(v) = w.

Por tanto,
p(Ev) = Ep(v) = Ew =0

se sigue que existe un tnico u € U tal que (esto es, Ev € Kerp = Fv € Imi):
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i(u) = Ev
Definimos entonces, como u € U, entonces sin pérdida de generalidad:

d(w) = [u] € H'(E;U)

Observacién. La funcién d se basa en el planteamiento inicial de como extender
funciones en el contexto E-invariante.

Ahora si w € Imp,, Jv € H°(E; V) tal que (Vamos a empatar nuestro problema con
la definicién de d):

pe(v) =w
pero como w € W, entonces p(v) = p,(v), ademds
Ev=0

por ello Ep(v) = p(Ev) = Ew = 0, por lo tanto Ev € Kerp, sabemos que Kerp =
Im ¢ entonces Ju € U tal que:

i(u) =Fv=0

y como i es inyectiva entonces (y es una transformacién lineal):

por tanto

concluyendo que Im p, C Kerd

Si w € Ker d significa que

por tanto como [u] = 0 entonces u € EU, es decir, 3u € U tal que:
Fi=u

Ahora, como w € H*(E; W) y w € W, tenemos que v € V tal que:
p(v) = w

y ademas Ep(v) = p(Ev) = Ew = 0, ya que w € HY(E; W).
Ahora, como u = Fii y Ev € Ker p, entonces (ya que Ker p = Im):
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i(u) = Ev

i(Fi) = FBv = E(v—i(i) =0

por tanto
b =wv—i(ii) € H'(E; V), entonces :

Como p(i(it)) = 0 entonces:

por tanto

Kerd C Im p,
concluyendo entonces Ker d = Im p,
Por demostrar 6): Recordemos cémo estd definida d:
d: HY(E;W) — HY(E;U)
w — [u]
dado de la siguiente manera:
= Sea w € HY(E; W), es decir
weW y Fw=0
Como w € W, Jv € V tal que
p(v) = w

Por tanto
p(Ev) = Ep(v) = Bw =0

Como p(Ev) =0 = Ev € Kerp = Kerp = Imi = FEv = i(u) para algin u € U,
definimos entonces, como u € U, tenemos

d(w) = [u] € HY(E;U)
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» Por tanto, si [u] € Imd € H'(E;U) significa que u € U, donde por definicién de d:

i(u) = Ev

Por lo cual, por definicién de 7, conseguimos que:

[i(w)] = ix([ul) = [Ev] = 0

entonces
[u] € Keri,, porlocual Imd C Keri,

» Ahora, si [u] € Keri,, significa que:

Entonces i(u) € Ev, por lo cual v € V tal que

i(u) = Ev

Y como Im+¢ = Ker p, tenemos que
p(i(u)) = p(Ev) = Ep(v) =0

Entonces, como p es sobre, significa que p(v) = w, por lo cual [u] € Im d, concluyendo
que
Keri, CImd = Imd = Ker i.| g1 (g0

por lo que, la siguiente sucesién, en cada parte de la cocadena, es exacta:
0— HYE;U) & HO(E; V) 25 BHO(E; W) S HY(E;U) 5 HY(E; V) 2% HY(E; W) — 0
O

También podemos tener miiltiples transformaciones lineales, cabe de recalcar que esto,
es un problema comun en fisica, ya que como sabemos, podemos tener modelos fisicos,
en los que impliquen rotaciones, traslaciones, reflexiones, etc. Por lo cual, siempre resulta
interesante saber, los elementos que sean invariante ante todas estas transformaciones de
manera multiple:

Teorema 0.4.4. Tenemos las siguientes sucesiones:

d d d d

A =02 A At 2 S A 0
d d d d

B =0 BB & ... Bt 50
d d d dn

C*=02C" Lot .. om0

donde para cada n, la siguiente sucesion es exacta:

0 A" 5B B om0



74

entonces si:

0 0 0
p
0 »y AV —— B > CY > 0
d d; d
p
0 » A —— Bl y O > 0
do do do
dn dn d'll
0 y A —— Br Ly On > 0

La siguiente sucesion de grupos de cohomologia es exacta:

0 —— HOA*) —=— HO(B*) —Z HO(C¥)

do,1

HY(A*) —= HYB*) —2 HY(C™)

di2

H"(A*) —=— H"(B*) -2 H™(C*) —— 0

Demostracion. Recordemos que en general

Ker dj-i-l

H(A7) = Imd;
J

Obs. Es claro que para 0 < k < n todos los grupos de cohomologia son ”parecidos”.

Por tanto es suficiente demostrar que:

1. Imi, ) = Ker p,

2. Imp*‘Hk(B*) = Ker dk,k-‘rl}[—[k(c*)
3. Im dk,k+1 ‘Hk(C’*) = Ker i, |Hk"'1(A*)

Obs. Implicitamente ya demostramos, por el teorema anterior que:



75

Ker i o 4oy = (0)

. Imi*‘HO(A*) = Kerp*‘HO(B*)
. Imi*‘H"(A*) = Kerp*‘H"(B*)
. Imp*‘Hn(B*) = Hn(C*)

Observacion. Antes de demostrar 1, 2 y 3, tenemos que ver si i, y px estan bien
definidas:

= Como en general para 0 < k <n

* Ker dk
Hk(A ) - Imdk_l

son cocientes de espacios vectoriales

iy 1 H¥(A*) — H*(B*)

[a"] — [i(a")]

Sean af, ak € A* tal que:
[af] = [a}] € H*(A")
entonces existe:
a® € Tmdy (AF1)
tal que:
ag — alf ="

En otras palabras, existe un a*~! € A*~1 tal que:

a* = dp(a*1) = af — ab
es decir:

a = af + di(a" 1)

para algiin a¥~! € A*~1  entonces:

i(a%) —i(a}) = i(dp(@1)) = di(i(a"")) = di(B*1)

donde di(b*1) € Im dy(B*1) y ademas b1 :=i(a*~1) € B¥"!, por tanto:
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[i(a5)] - [i(at)] = [dx (6" )] = [0]

ya que {di,(b*"1)} € H*(B*), concluyendo que:

[i(a5)] = [i(a})]
Entonces i, estd bien definida.

Nota: Demostrar que p. esta bien definida, es el mismo proceso.

Para demostrar 1)

= Si [b¥] € Ker p, significa que p,([p*]) = [p(b*)] = 0

Como [p(b¥)] € H*(C*), entonces p(b*) € Tm dk(gk_l), por tanto Elc'“_} € CF 1 tal
que di,(c*~1) = p(b¥) y como p es sobre entonces I~ € B¥~1 tal que p(bF1) = k!

Por tanto si p(bF~1) = ¢*~! entonces dj,(p(b¥~1)) = p(b*) lo cual conlleva que:

p(b* — dp (1) =0
Es claro que b* — dk(i)kfl) € Kerp, y como la sucesién es exacta Ji(a¥) € B* tal que

i(a*) = b¥ — dj(b*1), donde a* € A*. Entonces

[i(a")] = [b* — di (6" 1)]
= [b"] — [d (6" 1)]
=" (va que [dx(6")] = [0])
[i(a")] = [b] = ix([a"])

es decir

[¥] € Im ., por tanto Ker pu|ge(pey C Imiis] e ax

» Ahora si [i(a¥)] € Imi, donde [a¥] € H¥(A*), entonces en ambos casos:

i(a®) € Tmi para algtn o* € A*
Recordemos que Imi = Ker p, por tanto p(i(a*)) = 0

entonces

esto significa que [i(a*)] € Kerps, por tanto Im ix| e (a+) € Ker pi|gr gy, conclu-
yendo que

Im i, = Ker p,
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Para demostrar 2)

= Primero tenemos que definir la funcion dy, j1:

dijor1 » HF(C*) — HFL(A")

[¢h] — [a**]

dado de la siguiente manera:
Sea [c¥] € H*(C*), es decir,

Fec* vy dp(F)=0
Como ¢* € C¥, existe b* € B* tal que:
p(b*) = ¢*
Por tanto,

P(di1(0%)) = dira (p(0)) = djyr (¢F) = 0

Se sigue que existe un tnico aft! € ARl ya que la sucesién es exacta como
dy+1(b*) € Ker p, entonces:

i) = djya (0)
Definimos entonces, como a**1 € A*+1 sin pérdida de generalidad:
d([ck]) — [ak+1] c Hk—i—l(A*)

» Ahora si [c¥] € Tmp,, 3[B*] € H¥(B*) tal que (tratamos de empatar con la def. de
dig je+1)

pu(B]) =[] = p(t") = ¢*

ademas
1 (B*) =0 yaque [b*] € H*(BY)

por ello

dier1(p(b*)) = p(dig1 (b%)) = dis1 (") =0,

por tanto dy41(b¥) € Kerp, y como Kerp = Imi, entonces Ja¥T! € A*+1 tal que

i(a*h) = dp (V) =0
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y como i es inyectiva (y es una transformacion lineal):

i(@*™) =i(0)=0 = d""t =0

Por tanto, ya que empata con la def. de d 41 tenemos que:
k k+1
dpp1([c"]) = [a" ] = [0]
lo cual significa

("] € Ker dy 1 = Imp, C Kerdy it

Ahora si [ck] € Ker dj, 41, significa que

di o1 ([¢]) = [a"1] = [0]

como [a¥+1] = [0], entonces a**! € Tm dyy1(A*), es decir Jak € A* tal que

djy1(a") = ot
ya que
HM1(A%) = Ker dy12
Im dj 1

Ahora como [c*] € H*(C*), tenemos que 3b* € B* tal que:
p(b*) = c*
y ademas

o1 (p(07)) = p(dis1(07)) = diga (") = 0

Ahora como a**! = dpy1(a%) y dpy1(V*) € Kerp, entonces

(@) = di (8F)

i(dpy1(6")) = dpgr (0°)

— dp (V" —i(a%)) =0
por tanto

bF = bF —i(a") € Kerdpy| g
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y entonces

[0¥] € H*(B*) por lo cual

tenemos que:

donde
p(i(a*)) =0
entonces
p+([B*]) = [p(8")]
por tanto

Kerdy, 1 € Imp,, concluyendo entonces

Kerdy, j4+1 = Imp,
Para demostrar 2)

= Recordemos que

g1 s HR(CF) — HFL(AY)

[Ck] SN [ak-‘rl]

Si [ak*1] € Im dj, 11, significa que a**! € AL y por la def de dj g41:

i(a") = dpya (VF)

entonces por la def de i,, tenemos que

[i(a**H)] = in([@"1]) = [dpa ()] = 0

ya que Im(i,) € H*1(B*), por lo cual [a**+!] € Ker i, teniendo que:

Im dk,kJrl - Ker s
= Ahora si [a**!] € Keri,, significa que:
iv([a" 1)) = [i(d** )] =0

entonces i(a"*1) € dy1(B*), por lo cual 3b* € B tal que
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i(a") = dpya ()

y como Im ¢ = Ker p, tenemos que:

p(i(a™*h) = p(dis1(0")) = dys1(p(d*)) = 0

y como p es sobre, significa que

p(h) = = [p(b*)] = ["]

entonces [a**1] € Im dik+1 y Keri, C Imdy 41, concluyendo:

Im dk,k-l—l |H’“(C*) = Ker . |H"«‘+1(A*)

Asi mismo terminando la demostracién que la sucesién de grupos de cohomologia es
exacta.

O

Observacion. Podemos hacer la siguiente pregunta: ;Como se comporta el espacio
dual de cada espacio anteriormente trabajado?, para ello supongamos como antes, que la
siguiente sucesion es exacta:

0=-USVEW S0

Entonces siguiendo la definicién de un espacio dual, es directo que la sucesion de
espacios duales es exacta:

0w LV 50 50
Por ejemplo, para demostrar que p* es inyectiva Sea A € W' tal que
p'A=0
Entonces, para todo v € V tenemos que
(P*'Av=0

es decir A(pv) = 0. Pero p es sobreyectiva. Por tanto:
Para todo w € W, existe un v € V tal que w = pv. Por tanto

Aw = A pv =0

Como Aw = 0 para todo w € W concluimos que A = 0. De esta misma manera, pode-
mos demostrar que i* es sobreyectiva.

Observacién. Por lo cual, incluyendo el teorema de Hahn-Banach [10], cualquier re-
sultado hecho de homologia y cohomologia, es valido incluso para los duales a los espacios
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que hemos estado trabajando. Esto es importante, ya que si por ejemplo, estamos traba-
jando con ecuaciones diferenciales, estudiar su espacio de soluciones es igual a estudiar el
espacio dual de funcionales(distribuciones).

Para ver un poco mas a detalle el uso que le daremos de homologia y cohomologia en
los espacios duales, valdra la pena ver los siguientes espacios, y resultados (de acuerdo a
lo anterior visto):

U=FEU={Eu|uecU}

U
U - =
T
Entonces podemos definir:

{A:U%C]A(ﬁ):ovae(j}:[[]/]ﬁj

{X:g—mc} — (U]

Observacién. En un principio, los elementos de [U']¥ y [Ug]’ podrian parecer muy
distintos, sin embargo:

E

Si observamos a detalle en [U’]", sean uj,us € U decimos que

up ~ U

Si A(u1) = A(uz) para todo A € [U']¥ donde EX = 0, es decir,

)\(ul - UQ) =0
Por otro lado sean ui,us € U, si los vemos desde el punto de vista de Ug, tenemos
que:
[u1] = [uz]

entonces

us = u1 + Fu

por tanto para A € [U']¥

es decir,

up ~ U

Resulta interesante ver que es menos ambiguo trabajar con A € [U’ ]E que en Ug, por
lo que deberfa haber una conexién entre [U']” y [Ug]’, este hecho es importante, ya que
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ademds es una forma de poder trabajar con clases de equivalencia de manera mas concreta
y menos abstracta, por lo cual:

Teorema 0.4.5. En el contexto de espacios vectoriales y sus duales, tenemos que:
U7 = [Ug]
Demostracion. Definimos:

®: U] — [U)F
U [UF — [Ug]

por las siguientes férmulas:

YA ([u]) == Aw)

Verificamos que ambas funciones estan bien definidas:

» Para ®, dado \ € [Ug]', notemos que (por definicién):

[EE(V)](u) = ¢(A)(—Eu)
= —d(\)(Eu)
= —\([Bu)

= —A([0]) =0 (Por ser funcional lineal).

Como u era arbitrario, concluimos que ®(\) € [U'].

» Similarmente para ¥, dado A € [U’]¥, sabemos que si [u1] = [uz] entonces:

ug = U1 + U, con weBU=U

por tanto
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Es claro entonces, que ambas funciones estan bien definidas. Ahora solo queda verificar
que son inversas una de la otra:

Como [u] € Ug era arbitrario, entonces:

(W o ®](N\) = X =Id()\)

Como \ € (Ug)' era arbitrario, concluimos que

VUod=1Id.

Similarmente:

= Au)

Donde u € U era arbitrario, concluimos que

[ o W](\) = Id(\)

y como A € (U')F era arbitrario, concluimos que

® oV =1Id.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis de manera previa, exploraremos la estructura y propiedades del grupo
proyectivo PGL2(R) y sus subgrupos, como en [11], enfocdndonos en su accién natural
sobre el espacio proyectivo considerado como una variedad diferenciable, recordando todo
lo anteriormente construido y definido.

1.1. El grupo proyectivo PGLs(R) y su accién natural en
P'(R)

El espacio proyectivo, recordemos que dotado de su estructura diferenciable, se des-
compone en cartas locales, esto permite un andlisis detallado de la accién de PGL2(R).
Uno de los aspectos mas destacados de esta accion es su transitividad. Esta propiedad es
fundamental, ya que garantiza que el grupo actiia de manera efectiva sobre todo el espacio

proyectivo.

Tenemos entonces a G = PGLa(R) y subgrupos del mismo:

M:{m(A):@ ?) \AE{R—O}:R*}

donde P = M N C G, se llama el grupo parabolico. Ademés definimos:
({0 -1
R G

P\PGLy(R) 2 PY(R) por g [0:1]g

y entonces es natural que:

Es claro que me entrega este isomorfismo, todo P!(R), ya que:
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[0:1](3 ff):[o:u v [0: won(z) =[1: 2]

p:11(p 3) =01 v st =l

Ahora dado lo anterior, podemos encontrar una relacién entre los distintos subgrupos,

supongamos que y # 0y x = i sea el cambio de coordenadas en P!(R), de P(l) a P,

ntonces, por las propiedades de las coordenadas homogéneas de P*(R):

o:11(, 1) =Wit= |5 1] =Dl =D0: 1)

Similarmente se observa:

[0: won(z) = [0: 1] <§) _01> ((1) ”1““) —[1:4]

Entonces

[0 1]n(y) = [0 : won(z)

Por lo tanto, bajo la relacién de equivalencia en la estructura cociente P\PGL2(R),
tenemos [1(y)] = [won(x)], sabemos entonces que:

fi(y) = pwon(z) para pe P=MN C PGLy(R)

Intuimos que como p € P, entonces esta diferencia debe ser de la forma

p=m(a)n(b) con a,beR.

Entonces desarrollando (aplicando propiedades del proyectivo a conveniencia):

(y)(n()) ™" (wo) ™"

I
3|

p

=7 (1/2) n(~a)uy !
-G )6 e (6=

Por lo tanto, concluimos que:

a(1/z) = m(z*)n (1/x) won(z).

Lo cual era lo que buscdbamos.
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1.2. Construccién de un haz lineal .%, sobre P}(R) y la accién
de PGLy(R) sobre el mismo.

Sera crucial observar cémo el grupo PGLy(R) actia sobre un espacio de funciones,
denotado por I, ya que la accién natural del grupo sobre el espacio proyectivo, en para-
lelo con una accién distinta en este espacio de funciones, induce la estructura de un haz
vectorial también llamado haz lineal sobre el espacio proyectivo. Ademaés, esta construc-
cion introduce transformaciones naturales entre las cartas coordenadas del haz lineal, que
estan inducidas por la accién del grupo en el espacio proyectivo antes observada:

Entonces, definimos el siguiente espacio vectorial de funciones:

I, = {f : PGLy(R) — C| f son suaves, f(pg) = 0,(p)f(9), p € P,g € PGL2(R)}

donde dada v complejo definimos:
oy (m(Nn(z)) = [\ 12
Y entonces dado G = PGL3(R) definimos la accién GI,, como:

[m(9)f1(z) := f(zg) 2,9 € PGL2(R)

Similarmente definimos la accién 7* en el dual G ~ I}, para A € I} de manera natural,
para ello antes, definimos:

Definicion 1.2.1. Sea G un grupo que actia sobre dos espacios X, Y, tal que si G X, GY
y ®: X =Y, entonces decimos que ¢ es G-equivariante si:

D(gz) = g®(x).
Definiciéon 1.2.2. Si GVY, se dice que la accién es trivial, si:
g-y=y

Observacién. En este trabajo, se utilizara la accion trivial y que ® es G-equivariante,
tal que:

Si ®@: (A v) — A(v) entonces:

D(gA, gv) = gP(A\,v) = P(A,v)

1

Sea w = gv, entonces v = g~ w por tanto

B(gh,w) = (A, g w)

Por ello:

[g- Al(w) = Mg~ 'w)
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Asi definiendo que:
[T (DAIS) = M(w(9) ")

Recordemos que [won(z)] y [7(y)] nos ayudaba a mapear cada una de las cartas coor-
denadas, respectivamente, entonces serd conveniente definir las siguientes funciones, para
poder describir I, como secciones desde el punto de vista de geometria diferencial (haces
lineales):

= Dado f € I, definimos convenientemente, dado los subgrupos anteriores:
[T° f)(wo) := f(won(xo))
[T f)(z1) := f(7(21))

Observacién. Autométicamente o naturalmente se definen los cambios de coordena-
das, dada la estructura de PGLo(R) y PL(R):

» Siz; # 0y sitomamos zg = %, entonces:

1l = 1 (m () ) = 1 (1t (5 ) wonteo))

Aplicando la definicion de I, encontramos los cambios de coordenadas entre las
dos funciones antes definidas:

1
77 () = a2 T )
o
Por lo tanto desarrollando en ambos casos, obtenemos:

T f(a1) = |wo|* - T° f(x0) (L.1)

T°f(z0) = a1 [* 1 - T% f(x1) (1.2)

Entonces podemos definir formalmente el haz lineal .%;, = (L, 7), donde:

L=UyuU,/ ~
7 : L — P! como n([p],y) = [p] (dependiendo el caso)

donde la relacién de equivalencia, es simplemente cuando p € Uy NUs, y su correspondiente
atlas:

U():{($o,y0)E]R><(C}%JPéX(C
Ulz{(xl,yl)ERx(C}%IP’% x C

los cambios de coordenadas entre las dos distintas cartas vienen definidos por 1.1 y
1.2, aunado a los cambios de coordenadas naturales del espacio proyectivo.
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Observacion. Sea o € I'(U,.%,) como antes y notemos el comportamiento ante la
accion del subgrupo n(x):

G~ %, donde (m(g)f)(z):= f(zg)

Entonces:
Uo(xo):(xo,TOf(xo)) en F(Uo,gy)

= T° (n(n(2))f) (z0) = f (won(zo)n(2))

=f <w0 <(1) xf) (é i)) = f(won(zo + 2))

= f (won(zo + 2)) = T° f(x0 + 2)

Entonces, notamos que la accién de G sobre %, es simplemente una traslacion, lo cual
resulta interesante, ya que la accién del mismo subgrupo n(z) sobre el espacio proyectivo,
como anteriormente vimos, también es una traslacién, por lo cual, independientemente de
la representacién del grupo, el comportamiento de la accién siempre debe ser equivalente,
de hecho, este comportamiento es aun mas interesante al verlo ante cambios de coordena-
das, ya que:

La accién del grupo pero sobre la otra carta en oy(x1), si 1 = 1/z0:
T (m(n(2))f) (21) = [xo[**1 - T (w(n(2)) f) (wo)

= |zo[** - TOf (20 + 2)

1
— ’x0|2u+1 . |LU() _’_Z|7(2u+1) . Toof < )
To+ 2

= 1 _(2V+1) TOO 1
| +£L’1Z| f 1+zx1

Recordemos que cuando se trabaja ante cambios de coordenadas, estamos en la in-
terseccion Uy N Uy, por lo que, los infinitos en Uj, corresponden a puntos en el origen
de Up, y viceversa, todo esto es debido a la geometria heredada de P!(R), entonces si
=14+201=0=>2¢9=—2

Como:

1 7(21/4»1) . TOO T
| * l’12’| f 1+ ZX1

— ‘x0’2u+1 ‘Toof (1,0 —i—Z)

Sustituyendo, obtenemos:

= |21 T£(0)
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Lo cual era lo esperado, aunado a lo anterior, esto lo podemos ver aun mas claro con
el siguiente ejemplo, como PGL2(R) es un grupo creado a partir de GL2(R), muchas de
sus propiedades y subgrupos, se pueden usar, en este caso la descomposicién de SLo(R),
formalmente llamada descomposicién de Iwasawa:

Ejemplo 13. Sea:
cosf) —sinf
K= {k:(@) o <sin0 cos b > ‘0 < R}
Entonces

G=PK y PNK =)

Definimos, por conveniencia, el vector esférico: fg : I, como el unico elemento tal que:

fo(k(0)) =1 para todo 6 € R

Observacion: En si esta descomposicion, dice que cualquier elementos del SLa(R),
se puede descomponer como un escalamiento, una traslacion y una rotacion(como ante-
riormente se habia mencionado), por lo que:

(0 =1\ (1 @) [0 -1\ B
Por lo tanto, en el cociente P\ PGLy(R), tenemos que:
0 -1 cosf —sinf
[0:1] <1 zg>_[0'1] <sin9 C089>
[1: 2] = [sin6 : cosb]

Por lo cual utilizando las propiedades las coordenadas homogeneas:

cos 0 (z0)? + 1 cos? f + sin® ¢ 1
0~ Sing 0 sin® 0 sin’ 6
. 9 1 ) 1
— sin“0 = — sinf =+

xf+1 1+ 23
Similarmente como: cos?0 +sin26 = 1

by
v 1 —I—ac%

Tomando la raiz positiva (como trabajamos en el proyectivo es el mismo elemento):

= cosf =+

. 1 xo
sinf = ——— , cosf =

1+ a3 V1+a3
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Observamos que:

won(wo) (k(0)) ™" = m(A)n(y)

1 =z _ (A yA
0 1+22)  \0 1

Por las propiedades de PG La(R), podemos:

1 T
1422 1+(;g _ (A YA
0 1 0 1

Por lo cual por la definicion de I,,:

—(2v-+1)
1 otan) = afunn(an) = (ko) = (/1+53)

Similarmente con el cambio de coordenadas:

—(2v+1)
Toofg(l’l) = <\/ 1 + l’%)

Gréfica de T (xo)

1.0 Toylxo) = (V1 +xZ)-@+D
0.8

0.6

TOfo(xo)

0.4

0.2

0.0

-10.0 =75 =5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Figura 1.1: Hlustracién de la funcién obtenida.

Es directo observar, que las propiedades antes obtenidas de manera general, aplican a
este caso concreto.

1.3. Secciones invariantes de I'(U,.%Z,) ante el algebra de Lie
pglx(R)

Nuestro interés principal radica en identificar las secciones del haz lineal que perma-
necen invariantes bajo la accién del grupo PGLy(R). Este problema se puede reformular
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elegantemente en términos del algebra de Lie asociada al grupo, buscando aquellos elemen-
tos del haz que se anulan bajo la accién de los operadores diferenciales correspondientes,
de esta manera, este analisis conduce al estudio del espacio de soluciones de estos opera-
dores diferenciales).

De igual manera, esto se veria como:

aGo=o  Tao-1ot
St n\z)o =0 dZnZO'—dZO'—

Observacién. Notaremos que con estas ideas, lo mas razonable seria pensar esto como
un operador de pgl,(R), sobre la accién del grupo:

Recordemos que por ser un grupo de Lie:

o DlL-( o)
z=0 dz 0 1 z2=0 0 0

Entonces, el operador E € pgl,(R), representado sobre la primera carta Uy debe tener
la forma:

d
E = gn(z)

d
d—TOf(.%'() -+ Z) = Tof/(xg)
z z2=0
0
= _— 70
8x0 f(fUO)
Entonces, la representacion de E:
)
0= 81‘0

Similarmente, este operador sobre la otra carta, tenemos que:

d

9 w7 @) = L (jao* 1 (w27 (20)

y 0
= |zo|? +1a—%T0f(x0)

Realizando cambio de coordenadas, si xg = %:

1911 9

_ —2v+
= |T
| 1| 83}0 81‘1

(|l‘1|2u+1Toof(aj‘1))

Desarrollando: 3
= =1 <21/ +1+ $16> Toof(xl)

x1

Por lo cual en Uy, F toma la siguiente representacion:

0
FEi=—x <21/+ 1 —|—$1>
8.1‘1
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Entonces, para estudiar que secciones son invariantes ante F, resulta conveniente es-
tudiarlo, desde el punto de vista de los funcionales lineales, en pocas palabras el espacio
dual. En analogia de la accién de PGLy(R) en I, buscaremos los funcionales en I} tal
que, n(z)A =X Vze€R 6 E- X\ =0, esto mismo en otras palabras:

Sea I, como antes definido, entonces el dual I}, bajo ciertas restricciones:

[N ={\: I, — C|n(z)A=) VzeR}
6 equivalentemente

P ={\:1, —C|E-A=0}
donde:
[(N(f) = A (n(2)"f) = A(n(==2)f)

entonces, tienen que satisfacer:

EX() = (=)
z=0
d
= Iaman| = -
z=0

[EA(f) = =A(ES)

Sera dificil, a primera vista, imaginar que forma tendran los funcionales lineales , sin
embargo, una primera solucién ficil a este problema, es motivado por la delta de Dirac,
ya que tienen propiedades que son vistas en mucho tipo de funcionales utilizados:

Definicién 1.3.1. Sea d. € V* donde V* = I mediante:
def = f(e)

Entonces podemos ver que:

Lo cual resulta interesante, ya que obtenemos resultados muy esperados a los utilizados

regularmente en ecuaciones diferenciales ordinarias.

Observacioén. Podria parecer ser facil buscar los funcionales que son solucién a nuestro
problema, sin embargo, no lo es, para enfocar y facilitar ain mas nuestro estudio, restrin-
giremos nuestra atencién al espacio de funciones de Schwarz reales, que son particu-
larmente relevantes en este contexto por sus propiedades analiticas y su comportamiento
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bajo transformaciones del grupo. Ademéas de que obtendremos funcionales acotados,
y ademas las funciones de Schwarz, encajan mas con el comportamiento global de las
secciones en I'(U,.%,), por la geometria heredada de P*(R), por lo que definimos:

Definiciéon 1.3.2. El espacio de las distribuciones templadas en R como:

Y el espacio de las distribuciones templadas en R con soporte en Z como:
Sz(R) = [Sz(R)]"

Observacion. Por lo cual desde ahora, todo nuestro problema, esta basado iinicamente
en funciones de Schwarz, entonces, tenemos el siguiente teorema altamente no-trivial:

Teorema 1.3.1. Si T : [S(R)]*, y D es la derivada con respecto a su coordenada, tal que:
DT =0

entonces si k € R:
T =k

es decir:

va=k/mewwx

=—00

En pocas palabras, los funcionales que necesitamos son unicos y estos tie-
nen la forma de la ”delta de Dirac”.

Por lo que, supongamos que f € I'(Up, %) es de Schwarz, entonces:

Ju(f) = /00 T° f(z0)dzo

—0o0

ademads sabemos que con respecto a la primer carta Uy, por el teorema anterior, E debe

satisfacer que:
o 9T° f(xo)
JEf) = ——~ dxg =
JAEf) /Oo Oxo 7o =0

Ahora su comportamiento, al realizar un cambio de coordenadas, tenemos que:
1 1
T = — = dSCO = —ﬁdl‘l,
T Ty

entonces:

%) 2v+1
ap=-[ [ oo f ey

—5c0 xq
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J,/(f) = /OO |:C1\2”71T°°f(a;1)da:1

A primera vista, si Re(2v — 1) < 0, entonces tendremos problemas, pero es claro
que si Re(v) >> 0, entonces J,(f) esta bien definida, por tanto para ese caso, cuando
iJu(Ef) =07 en el sistema coordenadas Uj, para ello:

[e.e]

aen=- |

—00

0
|x1|2y—1 <l‘1 (2y +1+ xl%)) f(l’l) dIEl

[e.e]

=- /00 1 [* (2v + 1) sgn(z1) f (21) day —/ |1 [P sgn(ay) f(21) day

—0o0 —00

Integrando por partes:

= — [l Sgn(ﬂ«"l)f(xl)ﬁooﬁ/oo [ Sgn(wl)f’(xl)dxr/oo 1 [ sgn(a) f (1) day

—0o0 —00

Por propiedad de la funcién sgn(zy):

= = [laa* sgn(an) f(@)] 7, = [ f(@0)]? = [l f )]y =0

Lo cual era lo esperado, ya que desde el punto de vista del teorema anterior, este valor,
es independiente del sistema coordenado utilizado. Por lo tanto, restringiendo el problema
fuera de la singularidad, buscamos un A € [I'(U, %, )]* global tal que:

1. EAX=0
2. )\(0') =J, = / ‘$1’2V*191(.’51)d$1 si o€ F(Ul N Ug,gy)

—0o
donde A(o) esté bien definida, ya que en si, nos interesa que independientemente de
los cambios de coordenadas, funcione adecuadamente, por ello se trabaja en la interseccion.

Observaciéon. De manera mas general, esto se puede formalizar con particiones de la
unidad, si:
cel'(U, %)

entonces existen pg, p1 € C*°(U,.%,), que forman una particién de la unidad subordinada,
tal que, po + p1 = 1 donde py -0 € I'(Up, %)) y p1 -0 € I'(U1,.%,), entonces:

po-0+pL-o=0o
Por lo cual buscamos un A € [I'(U, .%,)]*, que satisface (1) y (2), ademés tiene la forma:
A(@) = Mpo - o) + Ap1 - 0)

Observacion. Existe una estructura algebraica moderna, llamada gavilla, la cual tam-
bién es una manera aun mas abstracta de generalizar lo anterior.
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Capitulo 2

Problemas y contradicciones con
las secciones invariantes en

U, %))

2.1. Condiciones aparentemente suficientes para las seccio-
nes invariantes

iRealmente son suficientes las condiciones anteriormente impuestas? tal que, si A €

(LU, 2,

1. Ex=0
o0
2. Mo)= / l21|* g1 (21) dzy si o € (U1 NUy, %)
-0
Observacién. Tenemos el siguiente ejemplo si v = —1, y sea h € S(R) tal que h =1
en una regién alrededor de x1 = 0.

1
1+x2)7?

Funcién f(x) = con zoom en el origen

0= Lo

—— Zoom alrededor del origen

0.0 -10.0 -7.5 -5.0 =25 . 2.5 5.0 7.5 10.0

X

Figura 2.1: Ilustracién de una funcién h.

Esta funcién auxiliar nos ayudard a ver una contradiccién en las condiciones antes
impuestas (1) y (2). Ademads, sea gi(z1) := x1h(z1) = gi1(z1) € S(R) y por lo tanto
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existe una seccién o, tal que o(x1) = (x1,21h(z1)). Esta seccién deberia encaja con la
definicién antes impuesta sobre I'(U1,.%),), aparentemente, todo deberia tener ”sentido”.
Viendo que:

0
Egi(z1) = —11 <2v +1 +x18> g1(z1) como v=-—1
x1

0
=—I (—1 + x18x1> z1h(z1)

0
= <£L'1 — .'L’%axl) .xlh(l'l)

= —aih (z1)

Observacién. Como h'(z1) = 0 alrededor del origen, por definicién de la misma,
tenemos que encaja Egj(z1) con la definicién de S(R). Por lo cual, se deben satisfacer (1)
y (2), inmediatamente, pero:

A(Egi(z1)) =:/f” a8 (0 )P (1) ity
= —/_Oo Sgn(l‘l)h,(l‘l) d.’El

') 0
=/ Wﬁwﬂ+/ W () dey = — ()] 20 + ()] 20,
0

=—(0-1)+(1-0)=2

Por lo tanto es una contradiccién ya que:

AMEgi(z1)) =2#0

Observacion. ;Qué significa el error-contradiccién anterior?

Supongamos lo siguiente, si la condicién (1) y (2) fueran ciertas, significa que las distri-
buciones en [['(U;NUs, %,)]* se pueden extender a todo S(R), lo cual también nos dice que
existe una distribucién A global. Pero, realmente por el ejemplo anterior, no se puede a
todo S(R). Nuestra siguiente tarea serd observar y encontrar en qué subconjunto de S(R)
podemos extender la existencia de la distribucién de A\. Ademd&s un recordatorio, nuestra
solucién falla a la hora de hacer el cambio de coordenadas, por que en Uy, si funciona
adecuadamente, pero al realizar los cambios de coordenadas hacia Uj, es donde surgen los
problemas, por ello, el subconjunto a encontrar donde esto no suceda, sera un subconjunto
de Ul.
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2.2. Comprension de I'(U,.%,) con una sucesion exacta corta

Finalmente, aplicaremos herramientas del algebra homoldgica para estudiar estos in-
variantes, proporcionando una caracterizacion detallada de las secciones invariantes y su
relacion con la estructura algebraica del grupo y su algebra de Lie. Este enfoque nos per-
mite profundizar en la comprensién de la interaccion entre la geometria del espacio pro-
yectivo, la teoria de Lie y las técnicas modernas del dlgebra homoldgica, para ello valdria
la pena recapitular los preliminares, ya que vamos a romper el espacio I'(Uy,.%,),
en subconjuntos mas sencillos de entender, dados por la definicién de las funciones Schwarz:

V< S(R) = (U, %)
U+ S(U)

W(—>52(R) :%

Observacién. Solamente se utilizo U por un pequeno abuso de notacion, evidente-
mente, es la misma definicién, solo que se cambio ese simbolo.

Recordemos que todas relaciones y propiedades, entre lo anterior, podemos compac-
tarlo como una sucesién exacta corta, esto es una sucesién de la forma:

0=USVEW S0

Similarmente, la sucesién de espacios duales es exacta:

/ Px ;i /
0->W =V 55U =0
Nuestro objetivo, es encontrar donde estan nuestros elementos invariantes, por
lo que, consideremos F, y recordemos que:

0

0 0
Jv t‘l*‘P—er[r':l=u'
0 y U 42V W 3 ()

ek

» W >

> U — )
(1 J{d— J'i[lr] = f'.‘r'l
0 0

0

0

Figura 2.2: Ilustracién del camino de la extensién de un elemento abstracto.

1. Primero tomamos una clase de elementos que son equivalentes en U® en pocas
palabras w € W, ademés exigimos que sea E-invariante, este seria elemento de
HY(E; W) .

2. Como p es sobre Jv € V un elemento global del cual es imagen del mismo.
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3. Entonces, observamos el comportamiento del elemento actuando con el operador E,
dado que viene de un elemento global, debe ser p(Ev) = Ep(v) = Ew = 0, por lo
que Ev € kerp

4. Concluyendo que como la sucesién es exacta, Ju € U tal que i(u) = Fuv.

5. Ademsds sin perdida de generalidad, podemos observar tal elemento como una cla-
se de equivalencia de elementos que no son posiblemente E-invariante, osea
[u] € HY(E;U), y asf obteniendo una manera de como extender elementos en U, a
elementos bien comportadas en todo V.

Entonces, recordemos por el lema de Borel:

Wl = W
_ X f£(n) e
) Fa) =3 T Do = 57 g
n=0 n=0

Entonces si £ = —x (21/ + 1+ a:a%) tenemos que:

[o.¢]
~Ef(x) =Y an(2v+1+n)2"1 =0
n=0

Igualamos abruptamente a 0, por las funciones que queremos identificar, entonces:

1. Si(2v+1+n)#0=a,=0=WFEF=(0)

2. Si (2v+1+n) =0 paraalgin n € N = WF = (z7)

En otras palabras por (2) y recordando la funcién auxiliar h(z), el espacio W es

generado por ([x"h(x)]), por tanto z"h(z) € V donde —E f(x) = ™21/ (z), es claro que
g(x) = —Ef(x) € U por definicién.

Por lo cual si u € U’, entonces, recordando que F conmuta:

(W, Ef(z)) = (Ep, f(z)) = —pn(Ef(z))
donde:

S (Ef@) == [ P ) de = 1 - (1)

— 00

Por tanto:
» Sinespar: —pu(Ef(x)) =0
» Sinesimpar: —p (Ef(x)) =2

Observacién. Donde nuestro problema no tiene soluciéon se denominan obstruccio-
nes, es una definicién mas fuerte que singularidad o polo. Esto puede ser visto mas deta-
llado con homologia, ademéas ayuda demostrar la unicidad de la solucion.
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Capitulo 3

Solucién al problema con Algebra
Homologica en PGL2(R)

3.1. Homologia y Cohomologia en I'(U;,.%))
Si recordamos la sucesién exacta anterior, entonces la homologia de tal sucesién:
0— Hy(E;U) 2 Hy(B, V) 25 HU(E; W) S Ho(B,U) = Hy(E; V) 2 Ho(E; W) — 0
Y los grupos de cohomologia de los espacios duales:
0 HOEW) X g v) S gm0 S gl ew) S gy (B V) S HY(BU) =0

Observacién. Lo que nos gustaria especificamente, seria los elementos del kernel en
la siguiente parte de la cocadena:

S HYEU)S BN EW!) — ...
Entonces, revisando a detalle, si:
d: H'(E;U') — HY(E;W")
p— [s]

Significa que:
p€ HY(E;U’) es decir

pel vy (Ep)(f)=0 VfeU
Como p € U, IX € V' tal que

(A =p

Por tanto;

#*(EA) = Ei*(\) = Ep =0
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entonces como la sucesion dual es exacta:
!
ds € W’ tal que

p*(s) = EX

definiendo, entonces
d(p) = [s] € HY(E;W') = W /EW'

Por lo cual si:
dp € HY(E; W) buscamos, para algin g(z) € Hy(E; W)

d: H(E,W') — (H(E;W))
dyur— s

donde
®(dp)(9(x)) = s(g(z))

A su vez esto nos induce el siguiente isomorfismo:

Teorema 3.1.1. Sea
d: H(E,W') — (H(E;W))

[s] = dur—s

U (H(E;W)) — HY(E; W)
s +— [s]

Se induce el siguiente isomorfismo:
HYE,W') = (H\(E;W)).
Demostracion. Si resolvemos el problema dual a este, en pocas palabras:
o WE — (W]
v [(Wp] — WE
y como [VV’] " = [WE], donde W = W', por el teorema 0.4.5, tenemos que:

H(E;W') = (Hi(E;W))'.

Nota. Recordemos que dualizar mantiene los isomorfismos. ]
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Por lo tanto:

y con ello, si A (E(g(z))) = 0 significa que

@ (d(p)) ([g(=)]) = 0

y como [W'], = [WE]/, entonces:

d(p) =0

Por tanto, 1 € kerd entonces I\ € HY(E, V') tal que i*(\) = p. Entonces, logramos
saber cuando si y cudndo no puedo extender mis distribuciones, y cumplir todas las con-
diciones impuestas, ademas demuestra la unicidad de la solucién. B

3.2. Extension meromorfa de las distribuciones en v

Dado todo el contexto anterior que tenemos:

Si Re(v) > 0y f(z) € U entonces para p € (U')F

TA@) = (@) =k [ 1o )

—0o0

,conkeR:

Observacién. ;Cémo sabemos que la distribucion funciona incluso en 07

Tenemos que especificamente la expresién |z|?*~! es simplemente polinomio, por lo
cual: )
/ m
7’ x Ve J/‘ 7’ x
hmmzhm f'(z) :...:hmf ():
z—0 ™ z—0 mam—1 z—0 m!

ya que h/(x) = 0 alrededor del 0.

Entonces podemos suponer que 3\ € (V')¥ que Ay = p, por tanto, para A € (V/)F y
g(x) € V, tenemos:

Aot = | e g () de

—00

E1:x<2y+1+ma>
or
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notemos que:

AEg(z)) =0 Vg(x) eV

De antemano, sabemos que para funciones de la forma:
gr(x) = 2"h(z)

donde A = 1 en una vecindad alrededor del 0.
Donde:

AEg @) = [ o Bgde = [ P [0 140 ) + R0 )] de

entonces como

AE @) L0 = [ P o) ds =0

Por tanto:
w41+ k) / 2 b () da = / 22 () dae
—(2 4 1 BN (g (2)) = / (222 ()
Definimos

fu(z) = 2*W' () = fr €U por tanto:

2+ 14+ k)X (gr+1(2)) = p (fry2(z))

B (frta(2))

Agr+1(x)) = 2u+1+k)

= JV(QIH-I (x))

Nota: Lo cual es una extensién meromorfa de A en todo C.

Sea ¢ (v) = / |z L2k 2 (1) d

—0o0
Ademds podria parecer en un principio que la expresién 2v + 1 + k, debe causar un
polo a A, sin embargo:

Si hacemos el siguiente cambio de variable 2v — 1 = —k — 2, entonces al integrar:
[e.9]
op(v) = / || 7222 (2)de = —h(0) 4+ (—=1)*h(0) = —1 + (—1)¥
—00
Observacién. En pocas palabras, los polos se eliminan cuando k& es par, el resultado

obtenido anteriormente con Algebra homologica, aparece en la extensién meromorfa, una
interseccion bastante interesante, entre dos ramas de la matematicas.
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3.3. Analisis de las obstrucciones y singularidades en I'(U1,.%,)

En la década de 1950, Alexandre Grothendieck expandié el uso del dlgebra homoldgi-
ca en la geometria algebraica, aplicando estas ideas en su teoria de haces y cohomologia
en esquemas. Grothendieck desarrollé herramientas como los funtores derivados y la co-
homologia de haces, que se volvieron fundamentales para el analisis de obstrucciones en
geometria algebraica.

En nuestro problema, la identificacién de obstrucciones juega un papel clave, ya que
estas se presentan cuando intentamos extender soluciones o construir estructuras coheren-
tes en espacios complicados. El dlgebra homologica, ademéds de proporcionar un marco de
referencia distinto, al que tenfamos de las singularidades, este nos ayuda a asegurar donde
realmente estan las obstrucciones a nuestro problema.

Como vimos anteriormente, por Algebra homologica, si (2v + 1 4+ n) = 0 para algin
n € N, donde graficamente, para los valores impares, tenemos obstrucciones:

n=1

n=3
Valores de v en la recta real (fracciones) para n impares

=52 -2 -3/2 -1 =12
v en la recta real

Figura 3.1: Obstrucciones y singularidades del problema.

Esto es un hecho realmente interesante, ya que lo que estamos viendo por homologia
y cohomologia, es que realmente, para valores Re(v) < 0 distinto a los impares, no son
una obstruccién a nuestro problema, lo cual es un cambio completo de paradigma, por-
que desde un principio, se observan esos problemas, sin embargo, no lo es, y es por ello
el poderio de la homologia y cohomologia, el problema esta con nuestras soluciones, no
con el espacio en si. Ahora con esto, podemos plantear de manera oficial, cuales son las
soluciones a nuestro problema de ecuaciones diferenciales en cada uno de los subespacios.

Para encontrar la base que genera a [W’ ]E , sabemos en un principio que siempre . es
solucién a nuestro problema, ahora sea v fijo y sea n € N y recordemos que:

Ef(z) = Zan@l/—l— 1+ n)z" ! =0

n=0
20+14+n=0
2v+1=-n

Sea f € W arbitraria:

y notemos que:
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— [m n]xm—i-l
si m # n, entonces:
m
E £ — $m+1
m—n

Buscamos:
o
g(x) = Z b z™
m=0

tal que:
(o]
Eg(z) = Z b (m — n)z™
m=0
Sea ”lo mas parecido a a,”, en otras palabras, queremos que:
b (M — n) = A1

por lo que, sea

a 1
i)~ 3 2t

m#n
entonces
(m —n)
Eg(z) = Y ampa™ T
7%;” m (m—mn)
= Z am+1$m+1
m#n

En si lo que estamos viendo, es que el operador E tiene el siguiente comportamiento

con cada uno de los monomios:
/\4 oY N N N
N R M R i ey

Sin embargo, existen 2 monomios, los cuales no son iméagenes de ninguno, ya que no hay
forma de llegar a 1, y ademas como 2v + 1 +n = 0, por lo cual tampoco a 2", entonces:

f(z) — Eg(x) = ao + CLanCnJrl

entonces:
[f () = Eg(x)] = [f(2)] = a0 + anp12" "]
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Esta funcién auxiliar, nos ayudara a construir los funcionales buscados, por lo que:
Wy = ([1], [z"*1)

Observacion. Este hecho, parece como si el espacio que lo genera, es lo que ”sobra” después
de hacer el cociente.
Si A € (Wy)', entonces

= A([ao + an+1$n+1])

= apA([1]) + ant1A([z"F1)
Sean A1, A2 € (Wy)' tal que

M) =1 Mz =0
Ao(1) =0 No(z"™h) =1

Observacion. Los funcionales anteriores, son relevantes, ya que buscamos que sa-
tisfagan las mismas propiedades de la delta de dirac, ya que asi aseguraremos que sean
E-invariantes.

Por lo que, concretamente para una funcién arbitraria, para n impar, obtenemos:

] () = o [ )

(n+ 1)l dgnt1°° (n+ 1)! dantl
1 dnTt

BRCESY] [dx"+1j(x)}x_0
(n +3)!

1
= e [(n + Dlapt1 + (n+ 2)lapyox +

= apt1 = Na(f(2))

Por lo que:

[W/]N — ) = <507 (—1)n+1 dn+150>

(n+ 1) dantl

Ahora como sabemos que como en Re(r) = 0 no es una obstruccién, podemos en general
en [U')¥, para Re(v) > 0, encontrar las soluciones, que deben tener la forma:

A(f) = Ju(f) + a)do(f)

por conveniencia y facilidad, buscamos un A € [U’]¥ tal que utilizando la funcién
auxiliar fp(k(6)) = 1, tengamos:
A(fo) =0
es decir
Ju(fo) +a(v)-1=0
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Por lo que:
e.)

<\/1+7) —(2v+1) "

Primero, utilizamos la simetria de la funcién para reescribir la integral desde 0 hasta

a) = =) =~ [

—00

infinito:

_/oo (\/1—1—7)7(21/“) dr = -2 /00 <\/1_|_7$2>7(21/+1) dx
0

—00

Finalmente, esta es una representacion de la funcién beta:
1
_5 <2> 1/>

=J, — B(1/2,v)5.

Observacién. ;Por que son importantes estas funciones esféricas?, para verlo nombremos
los siguientes teoremas.

Sea entonces:

Teorema 3.3.1. Si f(0) =0, entonces f(x) = xzg(x) para alguna funcién g.

Teorema 3.3.2. Si f(0) =0, y v > —1/2 entonces la siguiente integral converge:
o0

IAS@) =k [ o e =k [ o™ sgn(a)g(e)ds

— 00 —0o0

o0

Ahora supongamos que tomamos una funcién arbitraria f(z), podemos por convenien-
cia:
f(z) = f(0) -1+ (f(z) — f(0))

entonces por el teorema anterior:

f(x) = f(0) -1+ zg(x)

por lo que recordemos que fy(k(6)) = 1, entonces cuando aplicamos la distribucién:
1 v
-Bl=-—= 0)=0
(2 2) fo(0)

Ky (f(z)) = fO) K, (fo(x)) + Ko (f(z) = (0) fo(2))

Kfo(e)) = Tufo(e)) = B (5= 5 ) lsote)) = B (5 - 3 )

Por tanto para la funcién arbitraria

= K, (zg(z))
donde zg(z) = f(z) — f(0) fo(z), por lo cual por el teorema anterior, entonces:
K, (f(0)) =0

Observacién. En si, ahora para v = 0, tenemos solucién, aunque sea esta trivial, lo
importante es saber que existe, y que pudimos obtener en base a resultados abstractos de
homologia. Concluyendo entonces con el siguiente teorema:
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Teorema 3.3.3. En general la solucion de nuestro problema es:

s Siv=0
[V/]N = <507KV>

» Siv#0 yno es un medio entero negativo

VTN = (0, J)

= Siv es un entero negativo

VY = (80, A2)
s Siv es un medio entero negativo

VN = (80, A2, Ju)

Observacién Es importante recordar que este desarrollo y trabajo en el grupo PGLy(R)
solo representa una parte de la motivacion previa de esta tesis. En realidad, la tesis esta
disenada para que estos mismos resultados abstractos sean aplicados al grupo O(n+1,1).
De esta manera, los conceptos y técnicas desarrolladas en el contexto de PGLy(R) propor-
cionan una base sélida para abordar problemas mas generales y complejos relacionados con
el grupo O(n + 1,1), ampliando asi el alcance y la relevancia de los resultados obtenidos.
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Capitulo 4

Generalizacion del problema al
caso de O(n+1,1)

Antes de comenzar con la generalizacién del problema, primero tendremos que plan-
tear, particularmente, el porque podemos generalizar los resultados de PG Ls(R) al grupo
0(2,1) aparentemente muy distinto, para ello tendremos que mencionar ciertos aspectos
topoldgicos de ambos grupos y subgrupos de los mismos, y podremos encontrar resultados
relevantes para la continuacién de la tesis.

4.1. PGLy(R) y SO(2,1) son isomorfos

Observacién. Sabemos efectivamente que PGLa(R) ~ P1(R) y que SO(2,1) ~ S*(R),
entonces {podrfamos decir que PGL2(R) 22 SO(2,1)?, ya que S}(R) = PL(R).

Primero que nada observemos el siguiente espacio:

sly(R) = {A|A € My(R), TrA = 0}

evidentemente
sly(R) = gen{F, H, F} ~ R?
donde
1 0 0 1 00
=5 5)e m=(00) F=(0 o)
Yy

[H,E] =2E, [H F|=-2F, |[E F|=H.

Observacion. Si exponenciamos:

-eley %))~
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eeen(t50)) =0 1)
Feen (1)) ()

Es claro que det(H) = det(E) = det(F) = 1, entonces H,E,F € SLy(R), donde
pertenecen al siguiente grupo:

SLy(R) = {A € M(2,2) | det(A) =1}

Entonces "naturalmente”, por la formula de Jacobi para la derivada de un determinante
(lo que esperabamos):

L det(A(D)|_, = tr(adi(A(0)) - 4(0)) = tx{adi(1) - 4(0))

= tr(I - A'(0)) = tr(A'(0)) = tr(A) = 0

Ahora por conveniencia escojamos:

slp(R) = span (E \% F)

Y definamos una forma bilineal

(-,) : sl2(R) x slo(R) — R

(A, B) — Tr(AB)

Observacién. La matriz de (-,-) asociada a la base By = (F, %, F) estd dada por:
(o= (5B (G5 (BF =01 0]|=J
FEy (L) (Er ) \1 oo

Similarmente si se escoge la base ortonormal By = (E—\J/%F, %, E—\@F), tenemos:
10 O

(w9, =10 1 0

0 0 -1

Ahora si definimos la siguiente representacién de G L2 (R):

Po - GLQ(R) — Aut(ﬁb(R))

9— rolg)
Con la accién adjunta pg(g)A = gAg™?
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Si A, B € sl3(R), entonces, por la propiedad de la traza:
(po(9)A, po(g9)B) = Tr(po(9)A - po(g)B)
= Tr(gAg 'gBg~') = Tr(9ABg™")

= Tr(ABgg™ ') = Tr(AB)

Observacién. Es evidente que la representacién de GL2(R) en Aut(sly(R)) preserva
la forma bilineal en la base By, por lo cual a manera de notacién podemos nombrar:

po(g) € O(sl2(R))

Y por la forma bilineal en la base B;, tenemos es evidente que:

O(slh(R)) 2 SO(2, 1)

Para construir este isomorfismo, por conveniencia:

sla(R) = span(E, H, F)
01 1 0 0 0
(o) = 5) = (00)
s b -1 _ 1 d —b
A_<c d)’ y 4 _ad—bc<—c a)

Sabemos que si A € Impyg, entonces por la accién adjunta y debido a que sl2(R) es de
dimensién 3, escribiremos A en términos de la base Bi:

donde

Sea

a2 2

Tp, = AEA™! = p--—% g ° p
=2 ad — be ad — be ad — be
—2ab ad + be 2cd
Tp, = AHA™! = F
Bz ad — be +ad—bc +ad—bc
—b? bd d?
Tp, = AFA™! = E H F
Es ad — be +ad—bc +ad—bc

Por tanto, reescribiendo:

1 a?  —2ab —b?
= | e ad+bc  bd
aa =0\ —¢2 2cd d?
Por tanto si O(sl2(R)) = SO(2,1) con la representaciéon de GL2(R), ;podriamos hacer
lo mismo con PGLy(R)? Para ello veamos lo siguiente:

T,
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Tenemos la siguiente relacién de equivalencia en G La(R):

A ~ B siy solosi 3\ € R/{0} tal que A = A\B
Las clases de equivalencia de esta relacién es el grupo PG Ly(R), por tanto definamos:
p: PGLy(R) — Aut(sla(R))
[A] — p([A]) = po(4)
Ahora si [A], [B] € PGL2(R), es decir A = AB = AB~! = \I, por tanto por definicién

AB™! € AI (matrices diagonales distintas de 0). Entonces, tenemos que demostrar que p
esta bien definida:

Supongamos que [A], [B] € PGL2(R) tal que:

[A] = [B], es decir A= AB con A # 0
entonces:
ABT' =)

Es claro que AI € GL2(R), por tanto si usamos pg, tenemos:

po(AB™) = po(A])
Y por definicion:

po(A)A = \TAXNT
para algin A € sly(R), entonces es claro que:

MANTT = A
por lo cual:
po(MNA = A= po(M) =1 = M € Ker p

concluyendo que:

po(AB™) = po(A) - po(B™1) = po(A) - po(B) ™" =T = po(A) = po(B)

entonces pg induce a p, bien definida.
Y entonces PGLy(R) = SO(2,1), donde tenemos la siguiente correspondencia:

P : PGLQ(R) — Mg(R)

Por medio de:
a? —2ab  —b?

1
<a Z) — 10 —ac ad+bc bd
¢ ad=0c \ _ 2 2cd d?
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Por lo cual, los resultados anteriores, acerca de la representacién de PGLa(R), son
igualmente validos para SO(2,1).

Observacién. Para la correspondencia inversa, es un poco mas complicada el buscar
una formula, sin embargo, en [12] se demuestra su existencia, ademds esto es un poco mas
rapido de atacar, debido a que ambos grupos tienen dos componentes conexas (se puede
revisar el resultado en [5]), por ello es que se eligié SO(2,1) y no O(2,1).

4.2. Construccion de un haz vectorial %, sobre Y
Recordemos que definimos en los preliminares la siguiente variedad sobre el proyectivo:

n
Yi={[yo: - Yn+1]1290Yn+1 + ny = 0}.
i=1

Ademéds siy =[yo: - :yns1]l €Y :

n
(90)" T(gy) =y 9" Tgy = y" Jy = 2yoyns1 + Yyl =0
=1

Observacién. Donde teniamos el siguiente isomorfismo:

XY 8§

Por lo cual obtuvimos el siguiente sistema de cartas coordenadas para Y, si yg # 0:

Yn+1 ]
Yo

Entonces, definimos (por conveniencia, no confundir con el sistema coordenado de X):

Yo i Yng1] =[1:---:

1 Yn+1 n Yn+1

: " | — [yo,..., " | =lz1,. .., Tpt1]
Reescribiendo:
gYntl +§n:yi'2 =2 +§n:x2 =0
Yoo Yo " =
Obteniendo:
Xo :={[z1,...,za]| }. (4.1)
Similarmente si y,4+1 # 0:
Zoo i ={[21,---,2n]| }- (4.2)
v los cambios de coordenadas
O (4.3)

Tr = z
12177 e
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Entonces definimos el espacio de funciones donde veremos la representacién de G = O(n+
1,1):

I, ={f : G — C| f son suaves, f(pg) = 0,(p)f(9), p € P,g € G}

donde dada v complejo definimos:

O’,/(m(B)a(a)n(x)) — ’a‘u+n/2

Observacidn. El termino n/2 viene dado por conveniencia de ciertos resultados de espa-
cios de Hilbert al momento de calcular densidades.

Por lo cual, por lo que vimos en los preliminares, recordemos que:

—slel* -1
2
0 0 —
[l

entonces: .
o (m(Baa)n(x)) = (5 |=|*)" 2
Y la representacion de O(n +1,1) en I,:
sigeO(n+1,1) = (n(9)- f)(z) = f(z-g) conz,geO(n+1,1)
Similarmente en el dual:
sig€ On+1,1) = (1°(g) - N(f) = Ar(g)™" - f) siXe (L)

Entonces definimos, dado f € I,

[T°f)(z) := f(won(z))

[T f1(z) = f(n(2))

Entonces por la definicién de I, obtenemos:

v+n/2
A6 = (glel?) 10 (1.4
y similarmente
v+n/2
0w = (51F) e (45

Entonces podemos definir formalmente el haz vectorial .2, = (L, ), donde:

L=UyuU,/ ~
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m: L —Y como 7([p],y) = [p| (dependiendo el caso)
donde la relacién de equivalencia, es simplemente cuando p € Uy NUs, y su correspondiente
atlas:
Up={(z,y) e R" xC} = Xy xC
Uy ={(z,w) eR"xC} =2 Z, xC
los cambios de coordenadas entre las dos distintas cartas vienen definidos por 4.4 y

4.5, aunado a los cambios de coordenadas naturales del espacio proyectivo.

Observacién. A partir de aqui, los cdlculos que se realizaran, serdan los mismos, solo
habra unas diferencias a la hora de hacer uso de algebra homologica, por lo cual se obviaran
ciertos pasos.

4.3. Secciones invariantes de I'(U,.%,) ante el dlgebra de Lie
o(n+1,1)

Nuestro interés principal radica en identificar las secciones del haz vectorial que per-
manecen invariantes bajo la accién del grupo O(n+1,1), similarmente como en PG Lo (R),
este problema se puede reformular elegantemente en términos del algebra de Lie asociada
al grupo.

De igual manera, esto se veria como:

(Jo=c & Lno=o-
si n(z)o=o0 —n(z)o = —0 =
dz dz
0
ox1
Por lo que si Ey = % = : en Uy, entonces realizando cambio de coordenadas:
9
O0xn,

2 0z

Similarmente en el espacio de distribuciones, donde por notacién dx = dxidxs---dx,_1dx,:

2
Ei=w+n/2)z+ <z-zt - HZHIn> 0

-2 2 "
sixzéﬁdmz(z) dz
|[2]| |[2]|

Por lo que considerando los cambios de coordenadas en las secciones:

[rosenie= [ () g ((2) o
-/ (H;\l?)”ﬂ T ()
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Entonces, tenemos bajo el operador E en [['(U1,.%,)]*:

()™ v (s ) 2] 2

Observacion. En general los teoremas anteriores acerca de distribuciones, se genera-
lizan al caso de dimension n e igualmente, los limites de integracién.

Por lo que si en [['(Up,.4,)]*:

/ EoT f(x)dz =0

Entonces en [[(Uy,.%,)]* para Re(v) >> 0, entonces esta bien definida, por lo cual

con Fjy:
/ ("22"2)””/2 [(v—i— n/2)z + <z i HZQHQLL) ;J T f(z)d=

Desarrollando:

F (Y™ et | (Y™ B (1Y (1) 01,

Integrando por partes:

o\ V—n/2+1 2\ V—n/2
/<H22|| ) 3f /f Yv—n/2+1)z <||2H ) dz

Por lo cual:

v—n/2 v—n/2
/<HZ2”2> (2u+1)z‘f(z)dz+/<|‘22||2> z - zg‘zf;dz

Observacion. Agrupando términos, obtenemos una integral parecida al problema en
PGLy(R), lo cual pone en evidencia la relacién entre los espacios, dado el isomorfismo

anterior:
2\ V—n/2
(L) o) e

Observacién. En general, el operador 2z aa = r% en coordenadas n-esféricas, lo cual

lo podemos ver de manera particular:

xg—i- 2 = rcosf &2—%89 0
Yoy 9z Or ' 0z 00

+ rsinf aré%—@g
ox Oy or Oy 0o

15 0

or r dy
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0 = tan"! (x)
Yy

00 Y a0 x

T T

Por lo cual, simplificando:

[T‘(COS2 6 + sin? 0)] % + [cos @ sin @ — sin 6 cos 6] % =ra

Realizando el cambio de coordenada a n-esféricas:

~ z ~
sir=|z|y#=—, porloquerf=z

2|

// (;2)””/2 [7« -0 (21/ +1+4 rgrﬂ g(r,0)r"'k(6)drdf (1)

Observacién. La funcién k() es simplemente la parte angular resultado del jacobiano
de cambio de coordenadas n-esfericas.

entonces:

v—n/2

r? von/2 r? ~0g
— // <2> 74.9 (2V + 1) g(r,ﬁ)rnlk(a)drde—l—// (2> T2-0877"n71k(6)d7"d0
r

_ (;)Hp / / 20 (2v + 1) g(r, 0)k(0)drdf + @)H/Q / / T2y+1é%k(9)drd0

Integrando por partes, la segunda integral:

1 1/777,/2 ,\ag 1 V*’I’l/2 )
(2> //r2u+198k(9)drd0 = <2> //T21/(2V+ g (r, )k (0)drdd
T

Concluyendo entonces:

/ <H22”2>Vn/2 [z (21/ +1+ Zt;z>:| f(z)dz =0

4.4. Comprension de I'(U;,.%,) con una sucesién exacta corta

Ahora, similarmente como en el caso n = 1, tenemos contradicciones, por lo que
definiremos los siguientes espacios:

V=SE®Y, U=S(RY), W=V/U

Entonces tenemos la siguiente sucesion exacta:
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0—U-S5V-eW—0

Ademis, por el lema de Borel podemos:

W=C[z]] =W

Como nos interesa saber qué secciones son N-invariantes y M-invariantes resulta mas
conveniente primero trabajar con las secciones [C[[2]]]™, ya que si observamos m(B) don-
de B € O(n), es directo que las secciones deben ser funciones del radio ”r”, de manera
explicita, al observar la accién adjunta de m en n:

1 2B7! —3|z|?
=m(B)-n(z) - m(B)=(0 I, — Bzt (xB™)
0 0 1
1 0 0
= m(B)-n(z)-m(B')=| —Bz I, 0] =nGzB"
—3l[z]]? 2B7! 1

Por lo cual al ver la accién de m en n, y en 7, pero en [,,:

= f(m(B)won(va)) = f(won(zB)) = T°f(«B)

Analogo en la otra carta:
T>=(m(B)f)(z) = [m(B) fl(7(2))
= f((z) -m(B)) = f(n(2B))
=T(f)(zB)

En pocas palabras, actiia de manera estandar, debido a que las funciones que dependen
del radio ante rotaciones siempre se mantienen invariantes, ademds recordemos que:

X2 =8S"
en si estamos trabajando sobre la n-esfera, y entonces:

W = [ClY = Clr?)) = (W)Y

Observacién. Por conveniencia suponemos o impondremos que sean funciones de 72,
aunque eso se puede demostrar formalmente, ya que:
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n

?”2 — ‘Z|2 _ 2(21)2

i=1
En pocas palabras, siguen siendo polinomios y funciones suaves, por lo que resumiendo
necesitamos lo siguiente:

= Que nuestras funciones sean radiales:
9(z) = g(r)

= Sean de la forma:

9(z) = Ef(z) vy Ag(2)) =0

Afortunadamente, todo el trabajo previo nos ayudard en la busca de la forma especifica
de las funciones para nuestro problema.

Observacién. Al igual que el ejemplo anterior, debemos buscar donde estan nuestras
obstrucciones, sin embargo para este caso, no resulta tan obvio, sin embargo haciendo uso
de algebra homologica, sera mas facil.

4.5. Homologia y Cohomologia en I'(U;,.%,)

En un principio, para poder demostrar donde se encuentran nuestras obstrucciones
en el caso de O(n + 1,1), tendriamos que trabajar con el siguiente diagrama, llamado el
complejo Chevalley-Eilenberg para algebras de lie, que podria parecer altamente abstracto,
para mas detalles técnicos acerca de su utilidad [13] [14]:

0 0 0

00— UA"n ——— VOA'"n —— WRA™m —— 0

0 — s UQA" ln — S VA" In — s WA In —— 0

0 — U®A1ﬁ—> V®A11‘l—> W®A1n*> 0
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Sin embargo como solo estamos trabajando con el dlgebra de lie n asociada al operador
FE, y en particular las funciones M-invariantes son dependientes del radio, entonces solos
nos interesa lo siguiente:

0—— UM —— Vo) L5 Weon)M —— 0
4] 0 14)
0 — UM : vM L WM 0

2
<
i
<

]
]
o<

donde 0 : (A@n)M — AM concretamente (a, X) — X (a).
Por el lema de borel tenemos que (W ®@n)M = (W ®n)M, en si esta es la tinica manera
que podremos lograr ’arrastrar’ elementos, y buscar las obstrucciones.

Ahora, generalizando a dimension n, podemos ver que si
n
Ay = 2™ E zQFE; e (W®n)M
i=1

Entonces, desarrollando:

douy, = (v 4+ m + 1)r2m+D)
donde (v +m + 1) =0 para m € N.

Por lo cual da,, € WM , entonces los resultados encajan con lo buscado, ya que day,
depende del radio. Ahora, similarmente, si 8, € (V @ n)™ donde:

B = 12™ {Z % ® EZ} h(r)

Por lo cual:

OB = (v +m + 1)r*™ 2n(r) +
Y como v +m + 1 = 0, entonces:

2m+3
2

r

a/Bm = h/(T)
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Podemos ver que como h/(r) = 0 alrededor del origen, entonces 98, € U M " entonces
si u € (UM)* podemos ver que:

1(0f) = / (';'2)”_"/2 0B,z = /0 o /0 h (i)y_m <r27;+3h’(r)> LR (0)drdo

Fijando nuestra atencién a la integracién en 7:

[eS) [eS)
/ T2ufn . T2m+3 . h/(’I”)T‘nfldT‘ — / T21/+2m+2 . h/(’l”)d’l”
0 0

Como v +m + 1 = 0, entonces:

00
=1
0

/ " W(r)dr = h(r)

0

Lo cual era lo buscado, por lo cual las obstrucciones se encuentran en:

Valores de v en la recta real para la ecuacibn v+ m+1=0

mg4 m=3 m=2 m=1 m=0

-5 -4 -3 -2 -1
v en la recta real

Figura 4.1: Obstrucciones y singularidades del problema.

Es interesante notar nuevamente, que en realidad para v = 0 no tenemos obstrucciones,
demostrando una vez mas el poderio del algebra homologica.

4.6. Extension meromorfa de las distribuciones en v

La construcciéon de la extensién meromorfa, es muy andlogo al caso de PGL2(R),
solamente difiere debido a la forma del complejo de Chevalley-Eilenberg, por lo cual:

E

Si Re(v) > 0y f(x) € U entonces para u € (U')”, con k € R :

s =k [ (1) senae = st

Entonces podemos suponer que 3\ € (V')¥ que Ay = p, por tanto, para A € (V/)F y

g(x) € V, tenemos: e
o) = [ (BE) g

Si nos enfocamos en coordenadas n-esféricas, tenemos que:

v—n/2

/<||x2”2>y_n/2g(x)dx://(’j> g(r, 0)r" 1 k(8)drdf
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Al enfocarnos en la parte radial, obtenemos:
| e = [T i = @)
0 0

Ahora sea una funcién arbitraria en (V ® n)™ donde:

5= (> z@E)f(r) e (Ve
Por lo cual 98 € VME:,

73

0B = (v+m+1)r*f(r)+ 5 f'(r)

Por lo cual obtenemos que:

A0pB) =®,(08) =0

(v+m+ 1), (r2f(r) + %%(W’(r)) =0
Reescribiendo: B 1 ~
(v+m+1)P,1(f(r)) + §‘I’V+3/2(f/(7“)) =0
Por lo que: _
O (7)) = 2
Entonces la extensién meromorfa:
_ Peial/()

2(v+m)

Valores de v en la recta real para la ecuacion v+ m=0

v en la recta real
Figura 4.2: Obstrucciones y singularidades de la extension analitica.

Observacion. En pocas palabras, los polos se eliminan cuando v = m = 0, el resultado
obtenido anteriormente con Algebra homologica, aparece en la extensién meromorfa, una
interseccion bastante interesante, entre dos ramas de la matematicas.
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4.7. Anaélisis de las obstrucciones y singularidades en I'(U;, %))

Para poder proseguir con el analisis, antes tenemos que buscar nuestra funcién esférica
f(k(9)), por lo cual fijemos nuestra atencién en el caso n=1:

Recordemos que para SLa(R)

cos@ —sinf
K= {l{:(@) N (sine cos0> |0€R}

Por lo que en O(2,1) podemos sin pérdida de generalidad definir:

cosf —sinf 0
Ki=<¢ki(0)=|sinf cosf 0| |0eR
0 0 1

Ya que deja invariante a diag(1,1,—1) en X, por lo que realizando el cambio de base
a Y obtenemos:

1 cosf sin 0 1 cosb
2t T T2t o2
K, ={k(8) = Si;‘; cos 6 511/1; |0 €R
1 + cos® __sinf 1 + cosf
2 2 N 2

Entonces por la descomposicién de Iwasawa si G = O(2, 1)

G=PK y PNK={e}

Definimos por conveniencia, el vector esférico fy : I, como el inico elemento tal que:

fo(ko(0)) =1 VO eR

Por lo que

won(x) = pk1(0)

Entonces en el cociente tenemos que:

i 1| 2 1 . cos®  sinf 1 i cost)
cx——|z|] = | -2 - Do
2 2 2 V2 22

Utilizando las propiedades de las coordenadas homogéneas obtenemos:
) (9> V2 (9) T
sin | — = — cos | — [ —
2 2 +2 2 x4+ 2

I, ={f:G — C| f son suaves, f(pg) = 0,(p)f(9),p € P,g € G}

Recordemos que

donde
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o, (m(B) - a(a) - n(x)) = |a| T/
por lo que si:

won(x) = pk1(0) = m(B) - a(a) - n(z) - k1(0)

nos interesa encontrar ”a”, por lo cual, recordemos que p en general tiene la forma:

a za —3alz|?
p=1|0 B —Bzx
0 0 a!

entonces desarrollando y utilizando ciertas identidades trigonometricas:

0 in 0 2(6
0 0 1 cos? (§) S% —sin? (%)
-1 sin 0 sin 0
won(x) (k1(0))" = [0 1 1—33 , — \2/5 ; C(?se@ — ﬂg =p
Loz 5zl —sin? (%) i cos® (%)
Obtenemos que
2
)2
a = —SsIn - = —
x2 4+ 2
o 2
2242
Como n = 1 entonces:
—(2v+1)
2+ 2
TO fo(x) = ( 5 )

Similarmente en la otra carta coordenada:

—(2v+1)
~ 22 +2
T f6(2)2< 5 )

Ahora en general para dimensién arbitraria en O(n 4 1,1), definimos lo siguiente:

cosf —sinf O
K,=<ky(0)=[sinf cosf 0] ]|OeR
0 0 I,

v las matrices de cambio de base a Y:

1 9 L 1 0 L

V2 V2 V2 V2
c=|0 I, o|=C'=|0 I, O
-1 o0 L 1l o9 L

V2 V2 V2 V2

Por lo cual, el resultado del producto C* - K,, - C' es:
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14-cos __sinf 0 —14cosé
2 NG 2
sin cos @ 0 sin
Ct K, C= V2 V2
0 0 In1 0
—1+cosf _ sinf 0 14cosf
2 V2 2

Ademas recordemos que en general:

1y.012
=5l
—at | donde 2’ € R",x = (21, ..., Zp,)

1
N(@)=sn(x)=1 0
0 1

oy

Por tanto, si vgp =[0:0:0: 1] € Y, entonces en el cociente:

1 1 cosb sin 6 1  cosb
lig:——|z)f]= |-+ "2 — 0l e

Por lo cual obtenemos que:

—(2v+n)
Tofe(fI?) — (1 / ‘%1%2—’_2>

Similarmente en la otra carta coordenada:

5 —(2v+n)
T fo(z) = (\/ ZlQH>

Ahora en si tenemos un vector = [z1 : 0: 0 : ... : 0], con norma ||z|| = x;, entonces
podemos considerar rotarlo con m(B), de tal manera que nos entregue un vector Z tal que

su norma sea igual a ||Z|| = y/>_ #2, esto es posible debido a que solo estamos rotando
sobre la esfera, por lo que este valor debe ser igual siempre, entonces, reescribiendo de

manera general:
—(2v+n)
z||? + 2

Similarmente en la otra carta coordenada:

5 —(2v+n)
Tmfe(z):< /qu2+2>

Ahora similarmente como en PGL2(R), sabemos que como en Re(r) = 0 no es una
obstruccién, podemos en general en [V/]MN  para Re(r) > 0, encontrar las soluciones, que
deben tener la forma:
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por conveniencia y facilidad, buscamos un K, € [V MN tal que utilizando la funcién
auxiliar fp(k(6)) = 1, tengamos:

Kl/(f@) =0
es decir

Ju(fo) +a(v)-1=0

0o . —(2v+n)
a) = =10 =~ [ (M”'Z”) "

Primero hacemos cambio de variable a coordenadas n-esfericas:

o 2 I —(2v+n)
= / / ( ) "1 k(0)drd
" Jo 2

En si, nos fijaremos primero en la parte radial, ya que de ella depende encontrar la relacién
con la funcién Beta de Euler.

Por lo que:

Transformacién de la integral hacia la funcion beta de Euler
La integral que deseamos transformar es:

—(2v+n
o0 r2+2 Bran) 1
I: E—— 7"” dT’.
0 V2

Paso 1: Sustitucion trigonométrica
Utilizamos la sustitucién trigonométrica:

r=+/2tan(0), dr=/2sec?()do.
Con esta sustitucion, la raiz dentro del integrando se transforma como:
V12 +2 = v2sec(d).

Paso 2: Reemplazo en la integral
Sustituyendo en la integral original, tenemos:

_ z \/Qsec(e) B n—1 2
I_/O <\/§> (V2tan(6))" "1 - /2 sec?() db.

Simplificamos el integrando:

™

=22 /2 sec” (24172 (9) tan™ 1 (0) db.
0

Paso 3: Uso de identidades trigonométricas
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Utilizando las identidades trigonométricas sec(f) = ﬁw) y tan(f) = ig;((g)), reescribi-

mos la integral:
n [Z sin™(6) 1
T =22 . de
’ /0 cos" 1) cos—2v—nt2(9) "

lo que se simplifica a:
w 2
I=22 / sin " 1(6) cos® ~1(8) db.
0

Paso 4: Relaciéon con la funcion beta de Euler

Esta integral se puede relacionar con la funcién beta de Euler, la cual estd definida
como:

jus

2
B(z,y) = 2/ sin®**~1(9) cos®~1(8) d.
0
Para que nuestra integral tenga esta forma, identificamos:

2cr—1=n—-1 = z=—

)

|3

29—1=2v—-1 = y=v.
Por lo tanto, la integral se transforma en:
n n
[—=25'B (f, ) .
50V

Finalmente, integrando sobre la S™, obtenemos simplemente el volumen de la n-esfera,
entonces:

o) =~ T (1)

- “" pB(Z=
T(n/2+1) \2°"
Sea entonces:

n—2

/2973 n
K| =T - T(n/2+1) B (5’”) e

Ahora para encontrar la base que genera a Wy, es muy parecido al caso de PG Ly (R),
ya que solo hay que identificar las secciones que no son iméagenes de 9, por ello recordemos
que si:

n
QO = r2mZz,- QE; e (WonM
i=1
Entonces, desarrollando:
Do, = (v +m 4 1)r2m+L)

donde (v +m + 1) = 0 para m € N, entonces es claro que:
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Warn = ([1], [P2m Y]

por lo que directamente:

WMN = (A, Ao) = <50 (—1)>r+ 62“+260>

(2n +2)! ornt2
Por lo cual concluyendo:
Teorema 4.7.1. En general la solucion de nuestro problema en O(n +1,1) es:

s Siv=0
VMY = (60, K,)

» Siv 0y no es una obstruccion

VMY = (b0, )

s S1 v es una obstruccion
VMY = (50, Aa)

El enfoque de este trabajo parte de la geometria diferencial para la construccion de
un haz vectorial utilizando la accién de un grupo, lo que nos permite estudiar el haz de
manera local y extender nuestras conclusiones al &mbito global mediante el uso de algebra
homolégica. Esta herramienta ha sido clave para analizar el comportamiento de las sec-
ciones y realizar extensiones analiticas. Especificamente, logramos realizar una extensién
analitica en el origen, ya que, de acuerdo con los criterios dados por el dlgebra homolodgica,
esto era factible en esa regién. No obstante, la misma teoria nos indicé la necesidad de
detenernos en ciertas areas, ya que encontramos las obstrucciones que impiden realizar
extensiones analiticas en otros puntos del espacio, lo cual proporciona una vision més
profunda sobre dénde el problema tiene solucién y dénde no.

Este trabajo ofrece una contribucién significativa al estudio de la accién de grupos de
Lie sobre haces vectoriales, empleando el dlgebra homoldgica para conectar el analisis local
con conclusiones globales. Los resultados amplian la teoria de representaciones y propor-
cionan herramientas clave para entender las obstrucciones en las extensiones analiticas,
identificando dénde es posible y dénde no.

El enfoque generalizado desde PGLy(R) a O(n + 1,1) introduce nuevas perspectivas
en la clasificacién de subgrupos y acciones sobre espacios proyectivos. Ademas, el anélisis
de operadores diferenciales torcidos y la relacién con la teoria de invariantes vinculan este
trabajo con desarrollos recientes en cohomologia de haces y representaciones.



128

Conclusiones

En este trabajo logramos calcular los funcionales M N-invariantes, para representacio-
nes esféricas de O(n + 1, 1) utilizando técnicas de Algebra Homologica.

Para trabajo futuro, deberia ser interesante tratar de extender estos resultados para
otros grupos de rango real 1, en particular aquellos cuyo subgrupo unipotente sea isomorfo
al grupo de Heisenberg. Sin embargo debido a que la estructura del dlgebra de Lie es mas
complicada , se necesitaran de técnicas de Algebra Homologica mas sofisticadas, para
poder atacar el problema.
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