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RESUMEN

Publicaciéon No.
Alvaro Armando Dominguez Sanchez, Doctorado en Ingenieria Eléctrica

Universidad Auténoma de Nuevo Leon, 2024

Profesor asesor: Dr. Alberto Cavazos Gonzalez

En este trabajo se propone un procedimiento para el disefio de controladores robustos me-
diante técnicas analiticas usando teoria de retroalimentacién cuantitativa (QFT, por sus siglas en
inglés), dicho procedimiento puede ser aplicado a sistemas con incertidumbre paramétrica mul-
tilineal representados mediante subplantas con incertidumbre intervalo o afin. El procedimiento
propuesto es implementado en dos ejemplos de aplicacion, el primero es el control de velocidad
en un motor de corriente continua y el segundo es el control para la salida de tensién de un molino
de laminacion en caliente MLC.

También, se presenta el modelo multivariable en el dominio de la frecuenciay en el espacio de
estados para un MLC, mostrando la funcién de transferencia para la salida de tensién o; represen-
tada mediante subplantas intervalo o afin, ya que se usa como un caso de estudio para el disefio
de controladores QFT mediante técnicas analiticas.

Por otro lado, se presentan los conceptos de plantillas analiticas, cotas analiticas y se propo-
ne un procedimiento para el ajuste de plantillas analiticas en plantillas discretas convexas y no
convexas.

Mads aun, se propone aproximar a las plantillas abiertas descritas por un arco, con curvas de
Bezier dada su simplicidad.

Asimismo, se presentan los procedimientos para operar plantillas analiticas, que en este tra-
bajo se llevan a cabo usando las representaciones analiticas de la misma manera en que se operan
los ntimeros complejos, ya que anteriormente se realizaban operaciones mediante puntos en el

plano complejo de las plantillas discretas.
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A su vez, se presentan los procedimientos para calcular cotas analiticas, las cuales se represen-
tan mediante series de Fourier y se ajustan para incluir completamente al conjunto de curvas que
las forman, calculando cotas analiticas para las funciones sensibilidad S(s), sensibilidad comple-
mentaria 7(s) y seguimiento.

Finalmente se comparan los resultados obtenidos con la técnica analitica y con la técnica cla-

sica QFT comtinmente usada.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema de disefiar controladores para obtener precisién en un sistema con presencia de
incertidumbres y perturbaciones, es un problema clésico.

En la literatura se han propuesto técnicas de control que pueden reducir el impacto de las
interacciones en un sistema (control multivariable) y/o que pueden mantener estabilidad en pre-
sencia de incertidumbres o perturbaciones (control robusto). Algunas de estas técnicas son: La
técnica basada en la minimizaciéon de la norma H, [1-6] , Teoria de Retroalimentacién Cuantita-
tiva (QFT, por sus siglas en inglés “Quantitative Feedback Theory”) [7-13], Desigualdades de Ma-
trices Lineales (LMI, por sus siglas en inglés “Linear Matrix Inequalities”) [14-18] y Control Predic-
tivo Basado en Modelo (MPC, por sus siglas en inglés “Model Based Predictive Control”) [19-23],
esta ultima no es clasificada en la literatura como una técnica de control robusto propiamente di-
cho, sin embargo, ha sido usada con éxito para reducir el impacto de las incertidumbres aplicando
conceptos propios del control robusto.

La QFT es una de las técnicas de control robusto que actualmente cuenta con presencia rele-
vante en la literatura [24-27]. Adem4s, resulta ser eficiente y practica en el disefio de controladores
robustos, por lo que se han desarrollado diferentes metodologias para la obtencién de plantillas y
cotas [28-30]. Las técnicas analiticas proponen el uso de plantillas y cotas continuas, con lo cual,
se puede mejorar la sintonizacion de los controladores, asi como la posibilidad de incluir el peor
caso, sin embargo, este problema atn no se resuelve para incertidumbre paramétrica multilineal.

En este trabajo se presenta un procedimiento para el disefio de controladores robustos me-
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diante técnicas analiticas usando QFT, dicho procedimiento es implementado en dos casos de
estudio, el primero es un control de velocidad en un motor de corriente continua y el segundo es
un control para la salida de tensién de un molino de laminacién en caliente MLC.

El procedimiento propuesto en este trabajo utiliza series de Fourier para aproximar una fun-
cién discreta mediante una funcién continua y se puede aplicar en sistemas con polinomios con
incertidumbre paramétrica multilineal que se pueden representar mediante subsistemas con po-
linomios con incertidumbre paramétrica intervalo o afin, ya que el modelo de incertidumbre para
polinomios intervalo o afin se puede representar con el Teorema del borde [31-36].

Al usar series de Fourier para realizar la aproximacion, se obtiene una funcién continua que
es derivable y suave, por lo que se puede representar una plantilla analitica solamente con una
ecuacion, sin embargo es probable que no se incluya completamente a la incertidumbre por lo
que se tiene que realizar un procedimiento de ajuste de plantillas, donde se incluya al peor caso
en el disefio del controlador, aunque no se pueda evitar que las plantillas sean conservadoras.

La representacion de plantillas con series de Fourier permite que se puedan realizar operacio-
nes aritméticas entre plantillas, de la misma manera en que se operan los nimeros complejos, esto
es debido a que las plantillas quedan representadas por una parte real y una parte imaginaria, en-
tonces el procedimiento propuesto en este trabajo, estd basado en la idea de obtener las plantillas
que corresponden a las subplantas (con incertidumbre intervalo o afin), las cuales deben operarse
para obtener como resultado la plantilla de 1a planta con incertidumbre multilineal.

Adicionalmente, las cotas también pueden ser representadas de manera analitica, al aproximar
la funcién discreta que corresponde a la cota en una funcién contintia mediante series de Fourier,

dicho procedimiento se describe detalladamente en el Capitulo 3.

1.1. Antecedentes

En la actualidad la técnica de control robusto QFT es una técnica de disefio que se sigue utili-
zando por ser practica, transparente y que ademads obtiene resultados satisfactorios.
En la literatura se han presentado trabajos que utilizan la técnica QFT para disefiar controla-

dores robustos en diferentes aplicaciones, algunas de ellas son las siguientes:
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En (Han, 2017) [37] se presenta el disefio de un control automatizado basado en un algoritmo
genético y QFT, para mejorar la estabilidad de un sistema de potencia con un desfasador contro-
lado por tiristores en el que se comparan los resultados para el desempefio robusto con los resul-
tados de controladores convencionales SA-PSS (Simulated Annealing - Power System Stabilizer) y
SA-TCPS (Simulated Annealing Thyristor Controlled Phase Shifter), obteniendo un mejor perfil de
voltaje y caracteristicas dindmicas con el control robusto QFT.

En (Cai, 2017) [38] se disefia un control diagonal secuencial multivariable QFT en un sistema
hidraulico de giro hibrido para una excavadora. Los resultados se comparan con un control PI,
obteniéndose mejores resultados con el control MIMO QFT en presencia de incertidumbre para-
métrica y perturbaciones en la salida de la planta.

En (Gudimindla, 2018) [39] se disefia un controlador QFT automatizado para un sistema de
potencia fotovoltaico, que minimiza una funcién de costo mediante la aplicacion de un algoritmo
genético, de tal forma que se satisfacen todas las especificaciones de desempefio en el dominio de
la frecuencia y mediante simulaciones de Matlab se compara el desempefio con un controlador
de parametrizacion afin, mostrando la eficacia del controlador QFT.

En (Guo, 2018) [40] se presenta el disefio de un controlador de posicién robusto usando la
técnica QFT para un servo sistema electro-hidraulico de cilindro hidrdulico asimétrico basado
en un modelo lineal con pardmetros inciertos y perturbaciones externas, obteniendo resultados
satisfactorios.

En (Hoyo, 2019) [41] se presenta un control basado en la combinacidén de las técnicas de retro-
alimentacion lineal y QFT para regular la temperatura diurna en un invernadero. Se cancelan las
no linealidades del modelo y las discrepancias con el sistema real se modelan como pardmetros
inciertos.

En (Boby, 2019) [42] se propone un controlador hibrido que combina un control adaptativo y
un control QFT para sistemas de vehiculos aéreos no tripulados de tres grados de libertad, se eva-
lua el desempefio del controlador en seguimiento y se usa la técnica de minimizacién de errores
en cada dngulo para obtener el resultado deseado.

En (Gharib, 2019) [43] se presenta un algoritmo que combina las técnicas de légica difusa y

QFT para disefiar un controlador para sistemas inciertos MIMO. La técnica se aplica en un robot
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manipulador de dos grados de libertad en el que se disefia un control QFT para cada eslabon
con especificaciones de seguimiento y rechazo de perturbaciones. Una vez que fue disefiado el
control QFT, después se disefia un controlador difuso PD de dos niveles para eliminar los posibles
errores del control QFT y los efectos de acoplamiento del sistema MIMO. Finalmente se optimiza
el controlador difuso usando un algoritmo genético.

En (Céapkova, 2020) [44] se presenta el disefio de un control robusto mediante QFT para un
motor de corriente directa con incertidumbre paramétrica. Los resultados se verificaron experi-
mentalmente con un motor de laboratorio comprobando el rechazo de perturbaciones e incerti-
dumbre.

En (Honari, 2020) [45] se presenta el disefio de un control robusto mediante QFT para un sis-
tema MIMO que consta de dos rotores que se asemejan a un helicoptero, este sistema también
es conocido como motor gemelo (Twin Rotor) en el que la parte no estacionaria del modelo pue-
de girar en dos ejes perpendiculares para producir las salidas de azimuth y elevacion del sistema.
Estas salidas se ven afectadas por la velocidad de los rotores, con lo cual existen efectos de acopla-
miento, dindmicas no lineales e incertidumbre. El sistema se linealiza en un punto de operaciéony
el disefio del control QFT se realiza de la manera cldsica usando plantillas discretas y por lo tanto
no se asegura que se incluye el peor caso en el disefio.

En (Cheng, 2022) [13] se disefia un control robusto mediante QFT y un control predictivo ge-
neralizado con rechazo de perturbaciones activas (ADRC-GPC) para un vehiculo aeréo no mani-
pulado quadrotor con incertidumbres y perturbaciones externas. Los resultados se muestran me-
diante simulaciones para el desempefio robusto, el desempeno de la trayectoria de seguimiento,
y el rechazo de perturbaciones.

En (Abadi, 2022) [12] se disefia un control robusto mediante QFT para un sistema de transporte
con incertidumbre paramétrica en presencia de ruido, perturbaciones y ciberataques, obteniendo
una respuesta precisa para la trayectoria de seguimiento del curso deseado.

En (Krishnankutty, 2023) [26] se presenta un control de velocidad robusto para un motor de in-
duccién en presencia de incertidumbres y variacion en los parametros. Ademds se menciona que
se incluye el peor caso de las incertidumbres y todas las posibles variaciones de los pardmetros,

sin embargo el disefio del control robusto mediante QFT se realiza de la manera clédsica usando
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plantillas discretas, con lo cual en el disefio no se incluyen todas las posibles incertidumbres ni
todas las posibles variaciones de los pardmetros.

En la literatura también se han presentado publicaciones que estudian la sintonizacién del
controlador QFT, que generalmente se realiza mediante la técnica conocida como “loop shaping”
o “conformacion de lazo”, que consiste en moldear la forma del sistema de lazo abierto a través del
controlador hasta satisfacer todas las condiciones del sistema de lazo cerrado, por lo que se han
propuesto diferentes maneras para realizar este proceso de sintonizacién del controlador, de tal
forma que el procedimiento sea 6ptimo y en algunas ocasiones sea automatico. A continuacion se
describen algunas de ellas.

En (Makwana, 2015) [46] se presenta el disefio de un control robusto automatico QFT, donde la
sintonizacion del control se plantea como un problema de aproximacion lineal por partes basado
en un problema de programacion lineal, encontrando una solucién con el optimizador GUROBI
que a través de aproximaciones converge a un 6ptimo global.

En (Purohit, 2015) [47] se presenta el disefio de un control robusto QFT, que satisface todas las
especificaciones robustas al convertir la conformacién de lazo en un problema de optimizacion
de intervalo global, logrando automatizar el procedimiento de conformacién de lazo.

En (Mercader, 2016) [48] se presenta el disefio de un control robusto PID basado en QFT, usan-
do un criterio de optimizacion, el cual consiste en un procedimiento llamado concavo-convexo
que es un método iterativo que describe las restricciones como funciones convexas, sin embar-
go se necesitan condiciones iniciales y no se garantiza la convergencia a un minimo global. Las
incertidumbres se pueden modelar como plantillas de poligonos simples que encierran comple-
tamente al conjunto de plantas. En este procedimiento no se necesita calcular las cotas en el plano
de Nichols, ya que se utiliza el método de sintesis, que se puede aplicar a cualquier estructura de
controlador donde los pardmetros de la funcion de transferencia depende de manera afin, fijando
los polos del controlador y obteniendo los ceros del controlador con el método de sintesis.

En (Purohit, 2017) [49] se presenta una metodologia de disefio robusto basado en programa-
cioén no lineal para controladores QFT en sistemas inciertos lineales invariantes en el tiempo. El
control se disefia como un problema de optimizacién con restricciones, calculando al controlador

y prefiltro con una solucién estandar de programacion no lineal para maximizar el desempeio de



1.1. ANTECEDENTES 6

la funcién objetivo, usando muestras de las plantillas y satisfaciendo especificaciones de estabili-
dad robusta y seguimiento.

En (Gudimindla, 2020) [50] se presenta el disefio de un controlador robusto para un converti-
dor electrénico de potencia, considerando incertidumbre en los pardmetros del sistema. El con-
trolador se disefia minimizando una funcién objetivo usando un algoritmo genético en el contexto
de QFT, el cual en condiciones de carga completa alcanza un desempefio satisfactorio con un fac-
tor de potencia unitario y error de fase cero, ademads se evalta la robustez del controlador para
diferentes condiciones inciertas, con lo cual se demuestra que el controlador alcanz6 el desempe-
fio deseado en presencia de incertidumbres y variaciones de carga.

En (Katal, 2017) [51] se presenta un controlador robusto para un convertidor Buck (CD-CD),
el cual debido a la operacién de conmutacion es no lineal. El modelo tiene pardmetros inciertos
debido a la operacion continua del convertidor, y el controlador robusto QFT se disefia como un
problema de optimizacién multi objetivo que se soluciona con un algoritmo genético. Los resulta-
dos obtenidos se comparan con los de un control clasico PID, sin embargo, el controlador robusto
QFT obtiene mejores resultados ya que elimina el efecto de las incertidumbres paramétricas y
ofrece un menor rizado en la corriente y voltaje, ademds el proceso de disefio ofrece un enfoque
sin plantillas ni cotas para calcular al prefiltro y controlador QFT en un solo paso.

Por otra parte, algunas publicaciones se han enfocado en el cdlculo de plantillas y cotas debido
a que son de importancia fundamental en el procedimiento de la técnica QFT, ya que de estas
depende la sintonizacién del controlador.

En (Rubin, 2019) [52] se presenta una modificacién al disefio secuencial QFT para sistemas
MIMO al agregar una etapa de redisefio que evita el sobredimensionamiento en el calculo de cotas,
especificamente en el rechazo de perturbaciones a la salida de la planta, donde se hace un ajuste
al controlador MIMO QFT. El sobredimensionamiento puede existir debido a que la especificacion
se satisface en altas frecuencias, y es en estas frecuencias donde la magnitud para el rechazo de
perturbaciones disminuye rapido, causando que el cdlculo en el primer paso de disefio sea mas
estricto ya que se considera el peor caso, que es un caso que no puede suceder, por lo que en la
etapa de redisefo se propone reducirlo. Ademas la perturbaciéon equivalente es tratada como una

planta equivalente no correlacionada, lo cual no es verdadero, por lo que se propone una etapa de
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rediseno al control secuencial QFT.

En (Rico, 2018) [30] se presenta una metodologia para calcular las cotas de estabilidad robusta
en QFT, el algoritmo necesita pocas operaciones aritméticas y la estabilidad se define directamen-
te en el sistema de lazo abierto, ya que las especificaciones de estabilidad en QFT clasico estdan
definidas como restricciones de la funciéon magnitud de lazo cerrado, por lo que en el algorit-
mo de este trabajo, se definen mérgenes superior e inferior para la ganancia y fase, calculando la
distancia requerida de la respuesta en frecuencia de lazo abierto al punto critico de estabilidad,
permitiendo calcular cotas de estabilidad mas eficientes que en el método tradicional.

También en algunas publicaciones se estudia el disefio de controladores robustos dependien-
do del tipo de incertidumbre y perturbaciones consideradas en el sistema, ya que actualmente
solo se encuentra solucién para la incertidumbre intervalo y afin, en cambio la incertidumbre
multilineal y polinémica se siguen estudiando, asi como las perturbaciones.

En (Fu, 1990) [31] se muestra que para funciones de transferencia con polinomios afin, el con-
torno de la plantilla analitica T;,, es mapeado a partir de los bordes de la caja de parametros Q,
ademads se muestra que la plantilla analitica que corresponde a cada borde de Q es un segmento
de linea o un segmento de arco, sin embargo se debe notar que algunos bordes de Q son mapeadas
al interior de la plantilla analitica.

En (Garcia S., 2007) [28] se muestra que a partir del contorno discreto de la plantilla ¢ Ty, se
puede obtener el contorno de la plantilla analitica T;,, usando series de Fourier, la ventaja de esta
técnica es que puede ser aplicada a plantas con un alto nimero de pardmetros inciertos, ade-
mas de obtener una plantilla de contorno diferenciable con curvas suaves, es probable que no
se considere a la incertidumbre completa, ya que la aproximacion por series de Fourier suaviza el
contorno, con lo cual no se puede asegurar que se incluye el peor caso en el disefio del controlador.

En (Bhattacharyya, 2017) [53] se presenta una descripcién general del control robusto con in-
certidumbre paramétrica, analizando el Teorema del borde, el Teorema de Kharitonov y temas
relacionados como el disefio y sintesis de teoria paramétrica.

En (G. Dindis, 2018) [29] se muestra que en sistemas lineales con polinomios intervalo, se pue-
den usar curvas ctbicas de Bezier para determinar el contorno analitico de una plantilla. Ademas,

se eliminan los puntos interiores de la plantilla que no se necesitan para calcular las cotas.
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En (Mihailescu, 2018) [54] se presenta un método para la sintonizacién de controladores PID
robustos, el cual se obtiene a partir del anélisis de un caso especial multilineal que resulta de la
multiplicacién de dos polinomios intervalo, al que se le llama sistema multilineal intervalo con
parametros inciertos, y se llega a la conclusiéon de que el espacio de pardmetros de un sistema
con incertidumbre multilineal se puede usar como un método de disefio para obtener el conjunto
preciso de controladores PID estabilizantes para la familia de polinomios completa.

En (Schauss, 2018) [55] se presenta un andlisis de estabilidad para sistemas LTI con retardos
e incertidumbre paramétrica, el cual se basa en modelos de Taylor y polinomios de Bernstein,
determinando la estabilidad por regiones en el espacio de paramétros, lo que permite realizar
disefos de controladores robustos. El método no es conservativo y debido al modelo de Taylor se
asegura contener el resultado exacto, sin embargo debido al tiempo computacional que requiere
este algoritmo solo se emplea en sistemas con un nimero moderado de pardmetros inciertos.

En (An, 2019) [56] se presenta un método para encontrar el drea en el espacio de los para-
metros inciertos de un sistema de control con incertidumbre paramétrica, el cual se basa en un
algoritmo para determinar un polinomio caracteristico con coeficientes intervalo que establecen
las condiciones suficientes para estabilidad robusta.

En (Gayvoronskiy, 2019) [57] se presenta una metodologia para representar sistemas con incer-
tidumbre afin mediante polinomios de coeficientes intervalo, ademds se menciona que reducir los
coeficientes del polinomio caracteristico a una representacion con coeficientes intervalo produce
una solucién conservativa, por lo que se propone que no se necesita incluir todas las orillas y vér-
tices de la caja de pardmetros como se menciona en el Teorema del borde, y solamente se necesita
seguir una trayectoria particular de vértice-orilla.

En (Zamora, 2021) [58] se propone un criterio que permite seleccionar un familia de controla-
dores robustos estabilizantes para algunas clases de sistemas con incertidumbre intervalo y retar-
dos de tiempo, los cuales se representan mediante plantillas y se usan polinomios de Kharitonov

para establecer las condiciones suficientes que garantizan estabilidad robusta.
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1.2. Hipodtesis

En la técnica clédsica de QFT se utilizan plantillas formadas por un ntimero finito de posibles
combinaciones de los parametros, sin embargo, el intervalo de cada pardmetro es continuo y se
tendrian que realizar combinaciones infinitas, lo cual no es posible, y como consecuencia no se
puede asegurar que se incluye al peor caso en el disefio, entonces utilizando técnicas analiticas se
podria incluir completamente a la incertidumbre paramétrica, al menos para sistemas con poli-

nomios multilineales que puedan ser representados por subplantas intervalo o afin.

1.3. Objetivos
= Objetivo General.

Proponer representaciones simbdlicas para la incertidumbre paramétrica en el dominio de la
frecuencia para sistemas con incertidumbre multilineal, de tal forma que se garantice estabilidad

para el peor caso mediante la técnica QFT.
= Objetivos Especificos.

1. Disefar y evaluar controladores robustos mediante la técnica de QFT para casos de es-
tudio en los que el modelo del sistema incluya polinomios multilineales, usando plan-

tillas analiticas garantizando estabilidad para el peor caso.
2. Proponer procedimientos para:

a) Obtener plantillas analiticas para incertidumbre paramétrica, particularmente pa-
ra incertidumbre paramétrica multilineal.

b) Formular cotas analiticas.

¢) Disenar un control robusto mediante la técnica QFT haciendo uso de plantillas y

cotas analiticas.

3. Evaluacion de las plantillas analiticas y compararlas con el método de malla.
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1.4. Planteamiento del problema

Actualmente en el disefio de controladores robustos mediante la técnica QFT no se asegura
que se incluya completamente a la incertidumbre de los pardmetros, ni se asegura que esté in-
cluido al peor caso en el disefio, por lo que en este trabajo se propone utilizar técnicas analiticas
para representar plantillas que incluyan el peor caso en el disefio de controladores robustos pa-
ra sistemas con incerditumbre paramétrica multilineal en el que el modelo se puede representar

mediante subplantas con polinomios con incertidumbre intervalo o afin.

1.5. Justificacion

Como se vi6 en la revision bibliografica anterior, la técnica QFT es ampliamente usada en la
actualidad, por estaraz6n se torna importante el estudio de esta técnica, enfocada tanto a mejorar
el desempeiio de los controladores disefiados, como a mejorar la eficiencia del procedimiento del
mismo disefio.

En el disefio de controladores mediante QFT con técnicas analiticas, las plantillas se pueden
representar analiticamente de manera sencilla, ya que es suficiente el uso de una sola ecuacion,
por lo que se pueden realizar operaciones aritméticas entre plantillas. Ademads, las plantillas anali-
ticas pueden incluir por completo a las plantillas suficientemente densas obtenidas con la técnica
de malla, pero con la ventaja de que requieren menor esfuerzo computacional para calcularlas y
operarlas. Respecto a las cotas, estas también se pueden representar de manera analitica, por lo
que se tendrian ventajas similares, quedando también representadas por una tinica ecuaciéony se
puede requerir menos esfuerzo computacional para calcularlas, con lo cual se podria realizar un

procedimiento de disefio de controladores robustos completamente analitico.

1.6. Suposicionesy alcances
Las suposiciones y alcances consideradas en esta tesis son:

» Los pardmetros se considerardn inciertos e invariables en el tiempo.
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= El comportamiento dindmico del molino puede aproximarse por un modelo dindmico li-

nealizado alrededor de un punto de operacion.

= Una planta con incertidumbre paramétrica multilineal puede ser representada por subplan-

tas con incertidumbre paramétrica intervalo o afin.
= Elretardo entre h; y H;+; puede aproximarse por un sistema de primer orden.

= Las perturbaciones pueden ser representadas en el dominio de la frecuencia y son predomi-

nantemente frecuencias bajas.

= Se consideraran controladores lineales invariantes en el tiempo capaces de mantener esta-

bilidad en presencia de incertidumbre paramétrica.

= La aplicacion al MLC se centrard en los castillos 3 y 4 para el producto méds comtinmente

laminado (acero AIST 1006).

1.7. Fundamentos de la técnica de control QFT

El diagrama de bloques para un sistema de lazo cerrado clédsico con dos grados de libertad se
muestra en la Figura 1.1, en el que se incluyen a la funcion de transferencia de un prefiltro F(s),
a la funcion de transferencia del controlador G(s) y a la funcién de transferencia de la planta P(s)
con incertidumbre. La sefial de salida de la planta es y(s), la sefial de control es u(s), la sefial de
error es e(s) y la senal de referencia es r(s). En lo que respecta a otras sefiales externas, rn(s) es el
ruido en el sensor, d(s) es la perturbacion a la salida de la planta y d,(s) es la perturbacion a la

entrada de la planta.

()%dl(s) ‘)
Uu(s
e ”(S-)ﬁae(sl G(s) P(s)

+

n(s)

Figura 1.1: Sistema de control cldsico con dos grados de libertad
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En el diagrama de bloques de la Figura 1.1, se pueden obtener diferentes relaciones entre las
diferentes sefiales, para definir especificaciones en el dominio de la frecuencia como se muestra a
continuacion:

» Rechazo de perturbaciones a la salida de la planta o también llamada funcién de sensibilidad

S(s).
1

1+ P(jw)G(jw)

%‘ - '555 (1.7.1)

» Rechazo de perturbaciones a la entrada de la planta o también llamada funcién de sensibili-

dad ala entrada de la planta S;(s).

p(i
¥ :‘ ve) |5 (1.7.2)
d; 1+ P(jw)G(jw)
» Rechazo al ruido o también llamada funcién de sensibilidad complementaria T(s).
HE Ljo) |\ _s (1.7.3)
n 1+ P(jw)G(jw)
« Esfuerzo de control o también llamada especificacion KS(s).
Gli
2= | <o (1.7.4
n 1+ P(jw)G(jw)
« Especificacion de seguimiento o también llamada en inglés Tracking.
F(jo)P(jw)G(jw)
610<‘Z):‘ [0 JOE Y < 5 (1.7.5)
r 1+ P(jw)G(jw)

Las incertidumbres se modelan en frecuencia mediante plantillas, a las cuales se les realizan
corrimientos horizontales y verticales sobre la carta de Nichols hasta cumplir con alguna especi-
ficacion (circulos M). Los controladores se disefian agregando polos y ceros sobre la planta no-
minal hasta satisfacer todas las especificaciones, a este procedimiento también se le llama “loop

shaping” o “conformacién de lazo”.
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1.7.1. Calculo de cotas QFT

Cada planta de la plantilla en la frecuencia w;, dada por una combinacién de pardmetros in-
ciertos, se puede representar en forma polar P(jw) = pe/?, y de la misma manera el controlador
se puede representar como G(jw) = ge/?. Estas expresiones se pueden sustituir en cada una de
las especificaciones de la seccion anterior, de tal forma que para la especificaciéon de sensibilidad

S(s), resulta lo siguiente:

1

1+ gpel @+ =0 (1.7.6)

elevando ambos lados de la ecuacion al cuadrado se obtiene lo siguiente:

1
<
g2p?+2gpcos@+¢p)+1

5% (w) (1.7.7)

y despejando se obtiene la siguiente desigualdad cuadratica:

g?p?+2gpcos@+¢p) +1— >0 (1.7.8)

6%(w)
donde el parametro desconocido es: ge/?. El cual se puede solucionar mediante un algoritmo
resultando lo que se conoce como cota. Se puede realizar un procedimiento similar al anterior

para obtener las cotas para otras especificaciones (Yaniv, 1999) [59], (Sidi, 2001) [60].

1.8. Contenido de la tesis

La tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se describe el proceso de laminacion en caliente y se presentan los modelos
matemadticos multivariables representados en el espacio de estados y en matriz funcién de trans-
ferencia MFT.

En el Capitulo 3 se presenta el concepto de plantilla analitica, cota analitica, y se propone un
procedimiento para el disefio de controladores robustos mediante la técnica QFT usando planti-

llas y cotas analiticas.
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En el Capitulo 4 se desarrollan dos casos de estudio. El primero es el modelo de un motor de
corriente directa y el segundo es el modelo del MLC para la salida de tensién. En ambos casos
se aplica el procedimiento del disefio de controladores robustos mediante la técnica QFT usando
plantillas y cotas analiticas.

Finalmente en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones y trabajos futuros. Ademads en el
Apéndice I se presentan algunas de las figuras que se obtienen en el procedimiento del calculo de

las plantillas y cotas analiticas del MLC para diferentes frecuencias.



Capitulo 2

Modelo matematico de un MLC

En este capitulo se presenta el modelo matematico que describe el comportamiento dindmico
de un molino de laminacién en caliente MLC, el cual es un sistema multivariable representado
en el espacio de estados y en matriz funcién de transferencia MFT, este modelo es utilizado en el

Capitulo 4 para disefiar un controlador robusto.

2.1. Introduccion

Actualmente la produccién de acero es muy importante debido a sus variadas aplicaciones,
siendo de principal atencion aquellas que requieren un perfil plano, por lo que el proceso de la-
minacion en caliente es muy importante en la industria.

Un molino de laminacion en caliente MLC (HSM, por sus siglas en inglés “Hot Strip Mill”)
consta de seis o siete castillos que se encargan de producir un rollo de lamina de acero, en el que
los pardmetros mds importantes son el espesor de la ldmina y la temperatura de acabado, ya que
de eso dependen sus propiedades mecdanicas (Roberts, 1983) [61], (Ginzburg, 1993) [62].

Entre los castillos del molino de laminacién en caliente, se encuentra un dispositivo llamado
“looper” o “formador de onda” que se encarga de aplicar tension a la cinta de acero, por lo tanto,
la posicién angular del looper y la tension de la cinta estdn involucradas en el espesor y velocidad
de la cinta, las cuales impactan en la temperatura de acabado.

Un molino de laminacion en caliente, puede ser considerado como un sistema multivariable

15
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generalmente linealizado en un punto de operacion, en el que se incluyen dos castillos contiguos
con cuatro variables de entrada y cuatro variables de salida, donde las variables de entrada son:
S;i espacio entre rodillos del castillo i, S;;+; espacio entre rodillos del castillo i + 1, 7,; par del for-
mador de onda i, V;; velocidad de los rodillos de trabajo del castillo i, y las variables de salida son:
h; espesor del castillo i de salida, &;.; espesor del castillo i + 1 de salida, o; tension de la cinta en-
tre castillos, 6; posicion angular del looper. Ademas se consideran como sefiales de perturbacion:
H; espesor de entrada del castillo i, o;_; tensién del castillo i — 1, 041 tension del castillo i + 1,
Vri+1 velocidad del rodillo de trabajo del castillo i + 1 (Obreg6n, 2010) [63], (Cantu, 2019) [3].

En el modelo del MLC se involucran pardmetros que sélo se conocen de manera aproxima-
da, por lo que se han disefiado controladores robustos para diferentes casos de incertidumbre y
diferentes “subsistemas” del modelo (Obregén, 2010) [63].

En el caso de incertidumbre paramétrica se han propuesto controladores basados en técnicas
Ho 0 QFT, sin embargo, estas técnicas no garantizan estabilidad robusta para el caso de incerti-
dumbre paramétrica, ya que trabajan con un ntimero finito de combinaciones de pardmetros para
lograr la representacion de la region de incertidumbre paramétrica en el dominio de la frecuencia.
En (Hearns and Grimble, 1997) [64] se propone un control basado en la técnica Hy, para los lazos
de espesor y flujo de masa, sin embargo, no se muestra el modelo del proceso, ni el modelo de
incertidumbre.

En (Obregon, 2006) [65] , (Obreg6n, 2010) [63] se presenta un modelo multivariable linealizado
alrededor de un punto de operacién en el dominio de Laplace de un molino continuo (FM por
sus siglas en inglés), el cual es una buena aproximacion del proceso real. Ademads se menciona
la posibilidad de realizar un controlador para el sistema completo con cuatro entradas y cuatro
salidas, sin embargo sélo se realiz6 el disefio de control para un sistema de menor dimension.

Por otra parte, respecto a los controladores que se han disefiado para el MLC. En (Zhong, 2010)
[66], se disefia un controlador no lineal para la tension y altura del looper basado en la técnica de
modos deslizantes y control adaptativo.

En (Chi Yu, 2011) [67] se propone un control robusto con la técnica de modos deslizantes ba-
sado en el método LMIs.

En (Don Juan Rios, 2016) [68], (Pliego, 2017) [69], se propusieron dos controladores en lazo
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individual para mantener estabilidad y desempefio robusto en presencia de incertidumbres para-
métricas en el MLC mediante la técnica QFT.

En (Fang-chen, 2017) [70] se controla la altura del looper y tensién de la cinta usando la técnica
de Control Predictivo de Matrices Dindmicas.

En (Cantt, 2019) [3] se disefian dos controladores multivariables robustos en el dominio de la
frecuencia para un MLC usando las técnicas QFT y Hy, en el subsistema del looper de dimension
2 x 2, para mantener estabilidad en presencia de incertidumbre paramétrica. El disefio del control
H, se realiz6 usando sensibilidad mezclada y el disefio del control QFT se realizé6 mediante el
meétodo de lazos secuenciales, verificando las condiciones de estabilidad robusta en el dominio de
la frecuencia, evaluando los controladores en el dominio del tiempo, y comparando su desempefo
con un control PI que fue disefiado para los subsistemas con una entrada y una salida. Se concluye
que el controlador QFT muestra un mejor desempefio, pero se requiere una mayor potencia en
una de las entradas de control.

En el Capitulo 4 se presentard al molino de laminaci6n en caliente MLC como caso de estudio

de una aplicacion de los procedimientos propuestos en el Capitulo 3.

2.1.1. Molino de laminacion en caliente

Un molino de laminacién en caliente MLC se encarga de producir un rollo de ldmina de acero,
en el que los pardmetros mds importantes son el espesor de laldmina y la temperatura de acabado,
ya que de eso dependen sus propiedades mecénicas (ver Figura 2.1), (Barrios J. A., 2012) [71].

El proceso para producir una lamina de acero consta de cuatro fases, en la primer fase se en-
cuentran los hornos de recalentamiento que se encargan de elevar la temperatura de un planché6n
de acero hasta aproximadamente 1300 °C para su posterior deformacién mecénica. En esta pri-
mer fase, el planchén tiene dimensiones aproximadamente de 0.2m de grosor, 0.915m de ancho,
de 5 a 10m de largo y pesa entre 10 y 25 toneladas. Al salir del horno, se forma una capa de 6xido,
la cual debe ser eliminada con un rompedor de 6xido antes de pasar a la siguiente etapa.

En el segunda fase se encuentran los molinos desbastadores, los cuales deforman el planchon

para obtener una barra de transferencia BT, con un espesor aproximado de 25.4mm y una tem-
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Figura 2.1: Molino de laminacién en caliente.

peratura aproximada de 1150 °C. Antes de pasar a la siguiente etapa, se corta el inicio de la barra
para darle forma y para facilitar el acceso al molino continuo, también se remueve el 6xido que se
puede formar en esta etapa debido a las altas temperaturas.

En la tercer fase, se encuentra el molino continuo que puede constar de un tren de seis o siete
castillos consecutivos, los cuales se encargan de reducir la barra hasta un espesor final de entre
0.002m y 0.0157m con ancho alrededor de 0.9m. En esta etapa la temperatura se encuentra apro-
ximadamente entre 800 °Cy 920 °C.

Finalmente en la cuarta fase, la cinta de acero es enfriada mediante una cortina de agua y

enrollada con una temperatura aproximada de entre 550 °C y 650 °C.

2.1.2. Molino continuo

Una de las etapas mds importantes es el molino continuo (FM, por sus siglas en inglés Fi-
nishing Mill), el cual estd formado por 6 6 7 castillos contiguos que se encargan de obtener el
espesor final de la cinta, ademads en esta etapa existe una mayor cantidad de interaccion entre las
variables, incertidumbres y no linealidades de los castillos.

En la Figura 2.2 se puede observar que cada castillo estd formado principalmente por cuatro
componentes:

1) Cépsula Hidraulica: Contiene un sistema hidrdulico con regulador de posicion vertical, que
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se utiliza para generar la fuerza necesaria para la deformaciéon mecdnica de la ldmina de acero,
esta fuerza también es conocida como fuerza de rolado.

2) Rodillos de apoyo: Se encuentran en contacto directo con los rodillos de trabajo y con el
sistema hidraulico, su didmetro se encuentra entre 1200 mm y 1563 mm aproximadamente, y son
los encargados de transferir la fuerza generada en el sistema hidraulico a los rodillos de trabajo.

3) Rodillos de trabajo: Se encuentran en contacto directo con la ldmina de acero, estdn loca-
lizados después de los rodillos de apoyo, y su funciéon es la de transmitir la fuerza generada en
el sistema hidréulico a la cinta de acero, estos rodillos tienen un radio entre 220 mm y 370 mm
aproximadamente.

4) Celda de carga: Es un transductor de fuerza que se encarga de medir la fuerza generada en
el sistema hidrdulico.

Entre los castillos del FM, se encuentra un dispositivo llamado formador de onda (looper) que
se encarga de aplicar tension a la cinta de acero, con la finalidad de controlar el flujo de masa y
corregir la velocidad de los rodillos de los castillos, por lo que, la posicién angular del looper y la
tension de la cinta estdn involucradas en el espesor y velocidad de la cinta, las cuales impactan en
la temperatura de acabado (Roberts, 1983) [61], (Ginzburg, 1993) [62].

Un molino de laminacién en caliente, puede ser modelado como un sistema multivariable
generalmente linealizado alrededor de un punto de operacion, se modelan dos castillos contiguos
con cuatro variables de entrada y cuatro variables de salida (Figuras 2.2 y 2.3), donde las variables
de entrada son (ver Tabla 2.1) : espacio entre rodillos del castillo i (S;;), espacio entre rodillos
del castillo i + 1 (S;;+1), par del formador de onda i (7,;), velocidad de los rodillos de trabajo del
castillo i (V;;), y las variables de salida son: espesor del castillo i (k;), espesor del castillo i + 1
(hi+1), tension de la cinta entre castillos (o;), posicion angular del looper (6;).

Ademads se consideran como sefiales de perturbacion: espesor de entrada del castillo i (H;),
tension del castillo i — 1 (0;-1), tensién del castillo i + 1 (0+1), velocidad del rodillo de trabajo del
castillo i + 1 (V;;41), (Obregén, 2006) [65], (Evers, 2006) [72].

En (Obregdn, 2010) [63] se desarrollé6 un modelo multivariable para el FM linealizado en un
punto de operacién en el dominio de la frecuencia. El modelo representa dos castillos contiguos y

el looper entre ellos. El modelo se valid6 con datos reales del MLC y se concluy6 que es una apro-
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ximacion aceptable del proceso real. El punto de operacion se define por el producto ldminado,

en este caso es el acero AIST 1006 calibre 2 x 1073 y ancho de 0.9m.

Raabal LLL LD LU L SRR
. H H

Capsula : S W
""" Hidraulica Rodillo de -
Apoyo T s
Flujo de material X ';
Rodilode b
Trabajo = : ™., o
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------------- - * .
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Figura 2.2: Diagrama esquematico de dos castillos contiguos del MLC.
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Figura 2.3: Diagrama de entradas, salidas y perturbaciones en el MLC.

La incertidumbre considerada en los parametros del modelo se muestra en la Tabla 2.2.
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Variable Descripcion Unidades
Sr; Espacio entre rodillos del castillo i m
Srin Espacio entre rodillos del castillo i +1 m
Vi, Velocidad de los rodillos de trabajo del castillo i m/s
Ty, Par del formador de onda i N-m
h; Espesor de salida del castillo i m
o; Tensién de salida del castillo i N
0; Posicion angular del formador de onda grados
hi1 Espesor de salida del castillo i + 1 m
H; Espesor de entrada del castillo i m
Oi1 Tensién del castillo i — 1 N
Ois1 Tensién del castillo i + 1 N
Via Velocidad de los rodillos de trabajo del castillo i + 1 m/s

Tabla 2.1: Variables de entrada, salida y perturbaciones en el MLC.

’ Parametro \ Unidades \ Concepto \ Incertidumbre
KHT; kg-mm Ganancia estatica +5%
KHLi ! mm Ganancia estatica +5%
K,! mm Ganancia estatica +5%
Ji kg-mm-s* | Inercia del looper +10%
D; kg-mm-s | Amortiguamiento +20%
E; % Modulo de Young +20%
L; mm Distancia en rodillos +1%

Tabla 2.2: Incertidumbre considerada en los pardmetros del modelo.

2.1.3. Funcion de transferencia para la salida de tension o ;

De acuerdo al modelo multivariable para el MLC presentado en el diagrama de bloques de la

Figura 2.4, se puede obtener la funcién de transferencia para la salida de tensién o; respecto del

par del formador de onda 7,;, mediante reducciéon de bloques. Esta funcién de transferencia es

usada en el Capitulo 4 para disefiar un controlador robusto usando la técnica de QFT.

La funcion de transferencia para la salida de tensién o; del MLC, se puede calcular mediante

operaciones aritméticas entre las siguientes funciones de transferencia, como se muestra a conti-

nuacion:
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Figura 2.4: Modelo multivariable de dos castillos contiguos.
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(2.1.5)

(2.1.6)

(2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)

donde P;(s) es la funcion de transferencia para la salida de tensiéon o; respecto del par del forma-

dor de onda 7,,.
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Un modelo multivariable para el MLC representado como un diagrama de bloques se muestra

en la Figura 2.4, de tal forma que los estados x, entradas u, perturbaciones d y salidas y, se definen

como se muestra en la ecuacion a continuacion.

X1
X2
X3
X4
X=1Xx5
X6
X7

X8

X9

AS;

Ao
ASi1
AHjy
AD;
Aw;
AT;

AVii

AV;

251

2%

Us

Uy

ASyi

ASri+1

ATy

AVyi

AH;

Aoy

A0

LAVri+1_

N

Y2

V3

| V4]

rAhi

Ahi+1

AO’,’

LAH;‘

(2.2.1)

donde los simbolos i — 1, i e i + 1 en los subindices de las variables, indican el castillo al que

pertenecen respectivamente. De acuerdo al diagrama de bloques de la Figura 2.4, el modelo en

espacio de estados es el que se muestra en las siguientes ecuaciones.
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GM1;4q = sl _ GM2;,; =

Pt
MiJrl_kh:

. . M; 1 1
con las equivalencias GM1; = L GM2; = . R
q l M kP% ’ 1 M._ka ’ Mi+1_k]};:,

12 hl

L hl

donde S,;, Syit1, Tri» Vi, Hi, Gi_1, Gis1, Vi1, denotan los valores nominales de las correspondien-
tes sefnales de entrada, k denota una ganancia estética proveniente de la linealizacion del modelo
con la representacion de las variables dependientes e independientes de las derivadas parciales
como superindices y subindices respectivamente.

El sistema en espacio de estados se puede simplificar al reescribir las ganancias estaticas k}
como constantes cy, -+, ¢27, de tal forma que el modelo simplificado queda como se muestra a

continuacion:

X1 =—-c1x1+u

X2 = C2X1 + C3Xp — C4X3 — C5X4 + CeXe — C7Xg + CgXg + a1 dy + apdy + asds

X3 = —CgX3+ Uy

X4 = Cl0X1 + C11X2 — C12X4 + Agdy + asd

Xs = C13 % (2.2.4)

X6 = —C14X2 — C15X5 — C1p X6 t+ C17X7
X7 = —C18X7 + U3
.X:'g = —C19Xg + agd4

X9 = —C20X9 + Uy

Las salidas del MLC en su representacién simplificada son las siguientes:

Y1 =10C21X1 + Co2X2
Y2 = €23X2 + C24X3 + Co5Xg
V3 = CoeX2 (2.2.5)

Ya = Ca7X5
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2.3. Resumen

En este capitulo se presentaron las representaciones en el dominio de la frecuencia y en el es-

pacio de estados del modelo matematico multivariable para el MLC.

También se present6 la funcién de transferencia para la salida de tensién o; mediante reduc-

cién de bloques.

En el Capitulo 4 se realizard un disefio de control basado en la representacion del modelo del
MLC presentado en esta seccion.

La funcion de transferencia para la salida de tension o; del MLC, se puede calcular median-
te operaciones aritméticas de las funciones de transferencia que corresponden a subplantas con
incertidumbre intervalo o afin, por lo que se pueden obtener las plantillas analiticas correspon-
dientes para cada subplanta y operar aritméticamente estas plantillas para obtener la plantilla
analitica para la salida de tension. Estas plantillas analiticas se utilizaran para realizar un disefio

mediante la técnica de QFT.



Capitulo 3

Diseiio de Controladores QFT usando

Plantillas y Cotas Analiticas

En este capitulo se presentan los conceptos de cotas y plantillas analiticas. Ademds se propo-
ne un procedimiento para el ajuste de plantillas analiticas en plantillas discretas convexas y no
convexas.

Finalmente se muestran los procedimientos para operar plantillas analiticas, para calcular co-
tas analiticas y se propone un procedimiento para disefiar controladores robustos usando planti-

llas y cotas analiticas mediante la técnica de QFT.

3.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es presentar una metodologia para el disefio de controladores ro-
bustos mediante la técnica QFT usando plantillas y cotas analiticas, con la finalidad de que el
disefio pueda incluir al peor caso en sistemas con polinomios multilineales, ya que la técnica cla-
sica de control robusto QFT, no asegura que se incluya al peor caso (Cantt, 2019) [3], (Mercader,

2016) [48].

El modelo se debe representar mediante subplantas que contengan polinomios intervalo o

afin, de tal forma que al realizar operaciones aritméticas entre las subplantas se obtiene la planta

28
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multilineal, entonces al obtener las plantillas correspondientes para cada subplanta y realizando
operaciones aritméticas entre estas plantillas (Martin R. , 2007) [73], se puede obtener la plantilla

de la planta multilineal.

Las plantillas utilizadas son plantillas analiticas, las cuales se obtienen al aproximar una fun-
cién discreta con una funcién contintia mediante series de Fourier, con la ventaja de que las plan-
tillas pueden estar representadas solamente por una ecuacién, ademas de ser derivables, sin em-
bargo, debido a la aproximacién mediante series de Fourier es posible que las plantillas analiticas
no incluyen completamente a la incertidumbre, por lo que también se presenta una metodologia

de ajuste de plantillas analiticas.

Las cotas también pueden ser representadas de manera analitica, aproximando la funcién dis-
creta que corresponde a la cota en una funcién continiia mediante series de Fourier. El controlador
debe satisfacer estas cotas, ya que representan a las especificaciones de disefio, como pueden ser
estabilidad, rechazo de perturbaciones a la entrada o a la salida de la planta, seguimiento, entre

otras.

3.2. Plantillas y Cotas Analiticas

En esta seccion se presentan los conceptos de cotas y plantillas analiticas.

3.2.1. Plantilla analitica

Sea una planta P(s; 11,12, -+, 1,), con n pardmetros inciertos A. La proyeccion del espacio n-
dimensional de pardmetros sobre el plano Mod-Arg (o sobre el plano Im-Re) a una frecuencia w;,
por medio de la funcién P(jw;; A1, A2, ,Ay), s = jw;, dalugar a una superficie de incertidumbre
(Martin R., 2009) [74].

La funcién matemadtica que describe el contorno de dicha superfice a la frecuencia w; se de-

nota por T,,,. Se considera que T,,, es una funcion analitica dada en coordenadas paramétricas,
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que depende del parametro ¢ € [0,27]. Los valores de T,,, se expresan en forma binémica repre-
sentados en el plano Im-Re por Ty, = (Zyi (@), Fui(®)) o por T, = (Ayi(p), Hyi(p)) en el plano
Mod-Arg. Por su parte T, . s un vector de cantidades complejas representadas sobre el plano

Im-Re 0 Mod-Arg que contiene un conjunto finito de puntos del contorno de la plantilla.

3.2.2. Procedimiento para describir el contorno de la plantilla con una fun-
cion analitica
El procedimiento para calcular plantillas analiticas se presenta en (Martin R., 2009) [74]. Los
pasos para calcular las plantillas analiticas se describen a continuacién:
1. Se definen los vectores discretos % y 4.# con n + 1 elementos (representados en forma

rectangular o polar) a partir de los 7 elementos de ¢ T, ; que deben estar ordenados como aparecen

consecutivamente en el contorno de la plantilla.

dTwi = {Prl +jpit, Pr2t jPiz, t Pra +jl9in} 3.2.1)

d% = {prl; Pr2,--: »prn’prl}
(3.2.2)
dg ={Pi1,Piz,-" »Pimpil}
2. Se crea un nuevo vector g con n+ 1 elementos equidistantes y comprendidos entre ¢ y

Pmax @min =0Y Qmax = 27).

d 27 2 27
p=+0,——,2 yoo, (n=2)—/—,2m (3.2.3)
n-1 n-1 n-1

3. Cada elemento de ¢ se asocia a cada uno de los elementos de 2 y ¢.# formando parejas
(Yolkl,* ZIKD) y (Yoplkl,* LK.
4. Debido a que (Yp[k],% Z[k]) v (Y¢[k],% #[k]) son curvas periédicas (periodo de 27), enton-

ces, se pueden aproximar por series de Fourier, obteniendo las siguientes funciones analiticas:

Z(p) =Aro+ Brising + Arjcos@ + Brosin2¢ + - -
(3.2.4)

F(p) = Ajo+ Bj1sing + Aj; cos@ + Bjpsin2¢p + - -
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donde

2 n
An== S 41kl cosl Y[k (3.2.5)
k=1
2¢ 4 . d
By ==Y “Rlklsin(l “¢[k])
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A== 4.9kl cos(l Yplkl) (3.2.6)
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T
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&
Il
I

con/=0,1,2,---,m

La plantilla analitica en coordenadas paramétricas se define como T, = (%wi((p),fwi((p)), o
en su representacion polar como Ty, = (i (@), #i(¢)). La aproximacion de la plantilla analitica
depende dela cantidad de muestras ny de la cantidad de términos m, usados en la serie de Fourier.
La cantidad de términos m puede ser seleccionada de manera arbitraria, sin embargo, entre mas

grande sea m, la aproximacion de la plantilla analitica puede mejorar.

3.2.3. Ajuste de la plantilla analitica

Debido alas caracteristicas de la aproximacién por series de Fourier, es posible que en la plan-
tilla analitica no sea considerada por completo la incertidumbre paramétrica como se puede ob-
servar en la Figura 3.1, por lo tanto, es necesario realizar un ajuste a la plantilla analitica, el cual,
para plantillas convexas consiste en ampliar la plantilla analitica de tal forma que se cumplan las

siguientes condiciones.

digikl, R[k]>0
dgikl, R[kl=0 (3.2.7)
dpikl, 9%[k]<0

%

R ()

IA
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> dgik], “4#[k]>0
£ () = dgik], “4#kl=0 (3.2.8)
< 4dg1k], “4Lk]<0

donde la parte real dg.ilkle imaginaria d g .kl dela plantilla discreta d Ty, [k] estan escaladas
entre —1y 1, ademads estdn desplazadas a cero para evitar posibles errores de aproximacion con la
serie de Fourier y estdn graficadas respecto de la fase que corresponde a cada niumero complejo,
es decir la fase no se asigna con valores equidistantes de 0 a 27.

Una manera de satisfacer las condiciones anteriores, es realizando una ampliaci6én de la plan-
tilla discreta, de tal forma que cuando se calcula la plantilla analitica con la plantilla discreta am-
pliada, la plantilla analitica que resulta esta ajustada e incluye completamente a la plantilla discre-
ta original, sin embargo en este trabajo no se establece una medida de incremento en la plantilla
discreta para que cuando sea calculada la plantilla analitica resulte ajustada, y solamente se es-
tablecen las condiciones que permiten el ajuste de la plantilla analitica, el cual se podria lograr
ampliando a la plantilla discreta en factor del error maximo entre la plantilla analitica y la plantilla
discreta, max(T,, — “T,,[k]), ademds también se podria aumentar la cantidad de términos m en
la serie de Fourier para mejorar la aproximacion.

En caso de que la plantilla no sea convexa, puede ser necesario separar por secciones a la
plantilla discreta, y aplicar un procedimiento para ampliar o reducir las secciones de la plantilla
discreta segtn se requiera, de tal forma, que la plantilla analitica ajustada incluya completamente

a la plantilla discreta.

El ajuste de una plantilla analitica es un procedimiento para obtener una plantilla analitica
mads grande respecto de la plantilla analitica original, con lo cual la plantilla analitica ajustada es
conservadora.

Dependiendo del problema y de los criterios de disefio se debe establecer un balance adecuado
entre la complejidad de la funcién que describe la plantilla y lo conservadora que ésta pueda llegar

da Ser.
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3.2.4. Ejemplo de ajuste en una plantilla analitica convexa

En este ejemplo se supone una plantilla hexagonal, donde la parte real %" (k] e imaginaria
4 g k] de la plantilla discreta hexdgono ¢ T"[k], estdn desplazadas a cero y escaladas entre —1y
1, por lo tanto un circulo de referencia T°(¢) = (%Z(¢),.#“(¢)) con radio V2 y centro en el origen,
incluye por completo a la plantilla hexagonal escalada y a cualquier plantilla escalada entre -1y
1. La aproximacion por series de Fourier no considera a la incertidumbre completamente como se
muestra en la Figura 3.1, por lo que se debe hacer un ajuste en la plantilla analitica, de tal forma

que se cumplan las siguientes condiciones:

IV

2" () Ak, “%"kl>0
WS = %) = @'k, “R"kl=0 (3.2.9)
dgghik], 9"kl <0

IV

IA
IA

2" ()

\%

2 () dghk], “4gMkl>0
Iy = I = doMk, LMk =0 (3.2.10)
< ) < 4ok, dgMk<0

\%

Los resultados del ajuste para la plantilla hexdgono se muestran en la Figura 3.2, donde la linea
de color azul corresponde a la plantilla circulo de referencia con radio v2 y centro en el origen,
la plantilla circulo es de referencia ya que incluye completamente a cualquier plantilla escalada
entre —1 y 1, la linea de color rojo corresponde con la plantilla hexdgono discreta y la linea de
color negro corresponde con la plantilla hexdgono analitica. En la Figura 3.3 (a) la linea de color
negro corresponde a la parte real de la plantilla analitica hexdgono obtenida con la aproximaciéon
por series de Fourier, la parte real de la plantilla hexdgono discreta corresponde con la linea de
color rojo, y la parte real del circulo de referencia con la linea de color azul. En el inciso (b) las
lineas roja y azul son las mismas que en el inciso (a) y la linea de color negro es la parte real de la
plantilla hexdgono analitica ajustada, la cual fue obtenida con la parte real de la plantilla discreta
ampliada y se puede observar que la linea negra estd arriba de la linea roja para valores positivos
y estd abajo de la linea roja para valores negativos. En los incisos (c) y (d) se representa lo mismo

que los incisos (a) y (b) pero para la parte imaginaria, con lo cual se cumplen las condiciones de
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Plantilla analitica
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Figura 3.1: Ejemplo de una plantilla hexagonal con 720 muestras y aproximada con los primeros 7
términos de la serie de Fourier, donde se puede observar que la plantilla analitica 7" (¢) no incluye
completamente a la plantilla hexdagono ¢ T'[k], ademas se muestra una plantilla circulo T¢(¢) con
radio v2 como referencia.
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Figura 3.2: Ejemplo de una plantilla hexagonal ajustada con 720 muestras y aproximada con los
primeros 7 términos de la serie de Fourier, donde se puede observar que la plantilla analitica 7" (¢)
incluye completamente a la plantilla hexdgono ¢ T[k], ademds se muestra una plantilla circulo
T¢(¢) con radio v2 como referencia.
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(3.2.9) y (3.2.10). En los incisos (e) y (f) se muestra el resultado de la plantilla analitica hexdgono
sin ajuste y con ajuste, se puede observar que la plantilla analitica hexdgono con ajuste incluye

completamente a la plantilla hexdgono discreta.
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de Fourier.
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Figura 3.3: Ajuste de la plantilla hexagono T"(¢).

15 L L L L L L :
0 1 2 3 4 5 6 7
Fase (rad)
@1 h(q)) ajustada.
15 Plantilla analitica ajustada
s
05
i<l
g
£ ot
©
E
05f
AF
15 L L L L L .
-15 1 05 0 0.5 1
Real

36



3.2. PLANTILLAS Y COTAS ANALITICAS 37

3.2.5. Ejemplo de ajuste en una plantilla analitica no convexa

En este ejemplo se muestra la plantilla no convexa que corresponde a la salida de tensién o;
del MLC en la frecuencia w = 45 rad/s. La aproximacion por series de Fourier no considera a
la incertidumbre completamente como se puede ver en la Figura 3.4, por lo que se debe hacer
un ajuste en la plantilla analitica, sin embargo para una plantilla no convexa, las condiciones de
la Seccién 3.2.3 no son vélidas y tampoco se requiere hacer escalamiento. Para que la plantilla
analitica incluya completamente a la plantilla discreta, se propone separar a la plantilla discreta
en secciones, para ampliar a algunas secciones y reducir a otras.

En la Figura 3.5 se encuentra la plantilla analitica ajustada en linea de color negro y se puede
observar que incluye completamente a la plantilla discreta en linea de color azul.

En la Figura 3.6 se muestra el procedimiento de ajuste en la plantilla analitica. En el inciso (a)
la plantilla no convexa se puede separar en dos secciones, con linea de color azul la seccién que
se propone reducir y con linea de color rojo la secciéon que se propone ampliar. En el inciso (b) los
resultados de la reduccién y ampliacion de las secciones. En el inciso (c) las secciones ampliada 'y
reducida ordenadas para formar un contorno ajustado. En el inciso (d) se usa el contorno ajustado
para calcular la plantilla analitica ajustada que incluye completamente a la plantilla discreta. En el
inciso (e) se muestra a la plantilla analitica ajustada y en el inciso (f) a la plantilla analitica ajustada

en la carta de Nichols.
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Figura 3.4: Plantilla para la salida de tensién o; de un MLC en la frecuencia 45 rad/s. Es una
plantilla no convexa con 267 muestras y aproximada con los primeros 100 términos de la serie de
Fourier, donde se puede observar que la plantilla analitica T'(¢) (linea de color negro) no incluye
completamente a la plantilla discreta 4T[k] (linea de color azul).
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Figura 3.5: Plantilla para la salida de tensién o; de un MLC en la frecuencia 45 rad/s. Es una
plantilla no convexa con 267 muestras y aproximada con los primeros 100 términos de la serie de
Fourier, donde se puede observar que la plantilla analitica T (¢) (linea de color negro) esta ajustada
e incluye completamente a la plantilla discreta  T[k] (linea de color azul).
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3.2.6. Operaciones aritméticas entre plantillas analiticas

El procedimiento para realizar operaciones aritméticas entre dos plantillas analiticas mostra-
do en (Martin R., 2007) [73], (Martin R., 2009) [74], consiste en discretizar la primer plantilla en
v ={v1,v2,-:+, v} y cada punto discreto se opera con la segunda plantilla, generando de esta ma-
nera un conjunto de curvas, donde el contorno de dichas curvas se puede obtener mediante la
solucién de una ecuacion llamada por los autores “trascendental” y corresponde con la plantilla
resultado de la operacion aritmética, sin embargo, el procedimiento empleado en este documen-
to para realizar operaciones aritméticas, consiste en operar a las plantillas de la misma manera en
que se operan los numeros complejos, esto puede ser de esta manera debido a que las plantillas
analiticas estdn representadas mediante series de fourier con parte real y parte imaginaria.

Si se supone que cada plantilla analitica depende de un sélo pardmetro, entonces el resultado
de operar dos plantillas analiticas depende de dos parametros como se muestra en la siguiente

ecuacion:

T(p1,92) = T1(@1) © Ta(p2) (3.2.11)

donde el simbolo ® representa alguna operacion aritmética genérica, y ademads se debe notar que
T (¢1,2) al depender de dos pardmetros es un conjunto de curvas y no es una plantilla analitica,
es decir, al evaluar uno de los pardmetros seleccionando valores discretos y manteniendo al otro
pardmetro como la variable continua, se obtiene un conjunto de curvas analiticas, donde los pun-
tos discretos del contorno del conjunto de curvas se pueden aproximar mediante series de Fourier
para obtener la plantilla analitica de T (¢, ¢»), finalmente se debe realizar el ajuste necesario para
que dicha plantilla analitica incluya completamente al conjunto de curvas.

En el caso de que se operen mads de dos plantillas analiticas, el conjunto de curvas analiticas se
puede obtener al evaluar uno de los pardmetros como la variable continua y los demads pardmetros
con valores discretos, sin embargo el procedimiento para calcular el contorno del conjunto de

curvas se puede volver méds complicado.
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3.2.7. Suma de Plantillas Analiticas

El procedimiento para sumar dos plantillas analiticas se presenta en (Martin R., 2007) [73],
(Martin R. , 2009) [74], y se describe a continuacion. Sean T, (v) = (%, (V),-%, (V) y Ty, () =
(%ﬁ)i (v), in (v)) dos plantillas analiticas, de las cuales una se debe discretizaren v = {vy,va,- -+, vy}
y se debe sumar cada punto de la plantilla discreta con la segunda plantilla analitica, como se

muestra a continuacion:
G =T, V) +To, W), =T, v)+To W), - , Cn=T, v +Ts @) (3212

donde, € = {61,%6>,---,6m,} es un conjunto de curvas, y el contorno de este conjunto de curvas
corresponde con el resultado de la suma de las plantillas analiticas. Entonces, cada punto de la
envolvente puede calcularse con la interseccion entre 6} y 65+1, de tal forma que si son infinite-

simalmente cercanas, v, = v1 + €, (€, — 0), con lo cual,

Ty, (1) =pri+jpj

(3.2.13)
Ty (v2) =Ty (Vi+&) = pra+jpjo
entonces,
61=To. (W) +pri+jpj1 = (Rl W)+ pr1, 5. (W) + pj1)
(3.2.14)
Gy =T, W)+ pra+ jpjz = (R, (W) + Pra, I W) + pja)
e igualando la parte real e imaginaria de ambas curvas para determinar la interseccion,
Ry, (W1) + Pr1 = Ry, (W) + Pro
(3.2.15)

T W) +pj1 =T W)+ pja
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haciendo y; =y y v, = y+¢&y, donde £y, — 0, de tal forma que entre mas cercanas sean las curvas,

la aproximacién del contorno tiende a ser exacta, entonces,

2
w

Re (W) + pr1 = R (W) + d—igw + Pro
v (3.2.16)
Wi
I W) +pj =I5 )+ g CvPR
despejando ¢y, de (3.2.16) e igualando,
Az (y) d.g2 (v)
(pj1— ij)—chp =(prn- Prz)—;;l/ (3.2.17)
resulta lo siguiente:
dsgl ) d®? (v) ARl (v)dsZ (y)
w; 0¥ _ A%, vtV (3.2.18)

dv dy dv dy
La ecuacion anterior permite conocer el contorno del conjunto de curvas, sin embargo, es una
ecuacion llamada trascendente cuya solucién analitica no es simple, por lo que se resolverd de
forma numérica. Ademds debe notarse que conforme &, — 0, las muestras de la plantilla discreta
tienden a ser cercanas y el contorno del conjunto de curvas (solucién para la suma de plantillas)

tiende a ser exacto.

3.2.8. Multiplicacion de Plantillas Analiticas

El procedimiento para multiplicar dos plantillas analiticas se presenta en (Martin R., 2007) [73],
(Martin R. , 2009) [74], y se describe a continuacion. Sean T, (v) = (7, (vV), My, (V) y T (p) =
(da%l_ (w),%ﬁi(u/)) dos plantillas analiticas expresadas en forma polar (donde </ denota el argu-
mento y 4 el m6dulo). Una de las plantillas se debe discretizar en v = {vy,v», -+, v,,} y cada pun-
to de la plantilla discreta se debe multiplicar con la segunda plantilla analitica, como se muestra a

continuacion:

G =T, V) xTo W), C=T, W) xTo W), - , Em=T, V) xTs W) (3.2.19)
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donde, € = {61,%6>,---,6,} es un conjunto de curvas, y el contorno de este conjunto de curvas
corresponde con el resultado de la multiplicacion de las plantillas analiticas. Entonces, cada punto
de la envolvente puede calcularse con la interseccion entre 6} y 65+1, de tal forma que si son

infinitesimalmente cercanas, v, = v; + €,, (€, — 0), con lo cual,

Tal),- (Vl) = k1 491
(3.2.20)

Tal)i (Vl + EV) = kzégg

entonces,

G =Ty, (W) x k12601 = (A5, (@) + 01, kM5, ()
(3.2.21)

Gy =Ty, (W) x ko L0y = (A (W) + 02, ko My (W)

e igualando magnitud y fase de ambas curvas para determinar la interseccion, resulta el siguiente
sistema no lineal:

Ky, (y) = kol (2)
(3.2.22)

iy (W) +61 = L5 () + 0>

haciendo y; = ¢y v, = ¢ +¢&y, donde £y, — 0, de tal forma que entre mas cercanas sean las curvas,

la aproximacion del contorno tiende a ser exacta, entonces,

Az (p)
by L2, (@) = ko ME () + ky————&,
ay

) (3.2.23)

) ) dst; (y)

Ay (W) +6 =<, (W) + ————€y +6>
i i d'l//
despejando ¢, en ambas ecuaciones de (3.2.23) e igualando,
ky—kp A5, (W), d.z (y)

— =0, -0) ———— 3.2.24
% dy w; W) =(01-02) dy ( )
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dividiendo ambos términos por €, y resolviendo el limite cuando ¢, — 0, resulta lo siguiente:
A )AL WML W) =k (L ) ME () (3.2.25)

donde (') denota derivada. La ecuacion anterior permite conocer el contorno del conjunto de cur-
vas, sin embargo, sucede lo mismo que en la seccién anterior (suma de plantillas analiticas), es una
ecuacion llamada trascendente cuya solucion analitica no es simple, por lo que también se resol-
verd de forma numérica, ademds debe notarse que conforme €, — 0, las muestras de la plantilla
discreta tienden a ser cercanas y el contorno del conjunto de curvas (solucién para la multipli-
cacion de plantillas analiticas) tiende a ser exacto. La ecuacion trascendente también se puede

escribir en la forma rectangular como se muestra a continuacion:

Ry, (V) Ry, V) + I3 (VIS (V) RE (WRE (W) +.I3, ().I2, ()

= 3.2.26
Ry, VN IL (V) = IS M RL (V) RE, (W).IZ () - I2, (W) B2, () (3220

3.2.9. Cota analitica

Las cotas QFT son los limites minimo y/o méximo en cada frecuencia del lazo abierto nominal
Lyom(jw) = Prom(jw)G(jw), donde Py, (jw) es la planta nominal y G(jw) es el controlador que
garantiza se cumplan las especificaciones de lazo cerrado para todas las plantas en el conjunto de
incertidumbre, por lo que las especificaciones QFT se pueden formular como desigualdades para
la respuesta deseada en la frecuencia.

Originalmente las cotas se calculaban mediante manipulacién gréfica de las plantillas de la
planta en la carta de Nichols (Chait, 1993) [75], (Rodrigues, 1997) [76], sin embargo, después apa-
recieron nuevos algoritmos para la generacion de cotas como lo son las técnicas geométricas, al-
goritmos numéricos basados en desigualdades cuadraticas, mapeo de la incertidumbre y especi-

ficaciones en expresiones con desigualdades [59, 60, 77].
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3.2.10. Calculo de cotas analiticas

El procedimiento para calcular cotas analiticas se presenta en (Martin Romero et al., 2007) [28].
En general una especificacion QFT para sistemas con una entrada y una salida o también llamados

sistemas SISO por sus siglas en inglés, se puede expresar como:

A(jwi, @) + B(jwi, )Gy,
1+C(jw;i, )Gy,

<y(w;), VYw;€lWnin,Wmaxl (3.2.27)

donde: A = ael?«= A, + jA;, B=bei? = B, + jB; y C = cel% = C, + jC;, son funciones comple-
jas y dependen de los valores de la plantilla T, (¢), Gy, = gel? = g,o+ jgim es el control para la
especificacion y(w;).

Se puede reescribir (3.2.27) como sigue:

Ar + jAl' + (Br + jBi)(gre + ]glm) <

; ; Y (3.2.28)
1+ (Cr + ]Ci)(gre + ]glm)

de (3.2.28) se puede obtener la siguiente desigualdad cuadrética:

(CF + Y = (B} + B8 + 850 +20°Cr = AL,
(3.2.29)
~ AiB)gre—=2(y"Ci+ AiB; — ArB)gim +Y" — A; — 4; 20
La ecuacién precedente representa una familia de circunferencias, de tal forma que si no hay

incertidumbre paramétrica, la circunferencia se puede representar por,

(re— 8re)* + (gim + gic)* = 1* (3.2.30)
2re(@) = —Y?Cr+ ArBr + A;B;
" (C?+C?)y2—B2-B?
2 (3.2.31)
gi ((P) _ Y Ci+AiBr_ArBi
ic -
(C7 +CHy? - B; - B?
r(g) Y vizL-2) (3.2.32)

(C2+CPy2-B2-B?

donde z; = (A7 + A7) (C? + C?) + BZ + B?, zp = 2(A; B, + A;B;)C; — 2(A; B, — A, B))C;
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La circunferencia se puede reescribir en forma paramétrica como sigue:

8rc(@) +1(¢p)cos(0)
(3.2.33)

gic(p) +1(p)sin(0)

donde 6 € [0,27]. Una circunferencia cercana es:

gre(p+ Ap) + 1@+ Agp) cos(0)
(3.2.34)

giclp+Ap)+r1(p+Ap)sin(0)

La interseccién entre las circunferencias cercanas es:

&rc(@) +1(p)cos(01) = grel@ + A) + 1(p + Ap) cos(02)
(3.2.35)

8ic(p) +r(p)sin(01) = gic(@ + Ap) + 1 (¢ + Ap) sin(0>)

Debido a que ¢ y ¢ + A@ son muy cercanos, entonces, 8; y 0> también lo son, con lo cual, se
puede escribir que 6; = 0 y 6, = 0 + Af. Entre mds cercanas sean las curvas, la aproximacioén del

contorno tiende a ser exacta, entonces,

gre(@) + (@) cos(O) =g, (@ + Ap) + (@ + Ap) cos(0 + AB);

(3.2.36)
ic(p) +1(@)sin(0) =gic(p + Ap) + 1(p + Ap)sin(0 + AO)
Ademads, si se supone que,
fx+Ax) = f(x)+Af(x) = f(x)+ f(x)Ax (3.2.37)
entonces,
g (@A +1'(p) cosOAp =1 () sinOAG + ' () sinOAPAH
(3.2.38)

g (@) A + 1" ()sinfOAp = — r(¢p) cosOAO + r' () cosOAPAI
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Despejando A0, se obtiene:

g (@) +1'(p)cos@) g;.(@) +1'(¢)sin(0) (3.2.39)
7(p)sind + ' (p)sinfAg  1(¢p) cosb + 1’ () cosOAp o
El limite de (3.2.39) cuando A@ — O es:
grc(@p)cosO+ g (p)sinf+r'(p) =0 (3.2.40)

resolviendo la ecuacion anterior,

81O (P F g1 (9)\/ 8]0 + &1 ()~ ()2
01,2(¢p) = arctan (3.2.41)

8@ (@) % 8}, (9)\/ 8]0 + 1 (@) ~ ' ()2

Las soluciones de (3.2.41) proporcionan el contorno interior y exterior de la familia de circulos.
La cota del controlador estarad definida por el contorno interior en el caso de que el radio r(¢) de
alguna circunferencia de la familia sea negativo, de otra forma estard definido por el contorno
exterior.

La cota del controlador G, puede ser expresada en funcion de ¢.

8rc(p) +1(¢p)cos(0(¢))
G, () = (3.2.42)

gic(p) + r(p)sin(0(¢))

El disefo del controlador mediante el procedimiento de conformaciéon de lazo, debe satisfacer

la ecuacién anterior.

3.2.11. Procedimiento de Disefio QFT usando Plantillas y Cotas Analiticas

En las secciones anteriores de este capitulo se present6 el concepto de plantilla analitica, en el
contexto de la técnica QFT, y se describi6 el procedimiento para obtener una aproximacion de las
plantillas discretas mediante series de Fourier. Asimismo, dado que la plantilla analitica no cubre

por completo la plantilla original, se propuso un procedimiento de ajuste, sin embargo, el resul-



3.2. PLANTILLAS Y COTAS ANALITICAS 47

tado podria ser conservador. También se present6 el concepto de operaciones aritméticas entre
plantillas y se propuso llevarlas a cabo de manera analitica, asi como la descripcion de la envol-
vente resultante mediante series de Fourier. Por otro lado, se describi6 el procedimiento para ob-
tener las cotas analiticas, también en el contexto de la técnica QFT, y se propuso su aproximacion
mediante series de Fourier con su correspondiente ajuste.

Con base en dichos métodos, en esta seccion se propone un procedimiento para el disefio
de controladores robustos mediante la técnica QFT usando plantillas y cotas analiticas. Ademas,
también se presentan “The edge Theorem” o también llamado en espafiol “Teorema del borde”
y “The mapping Theorem” o también llamado en espafol el “Teorema del mapeo” (Zhou et al.
2017) [36], ya que son importantes en la aplicacién del procedimiento.

El Teorema del borde proporciona condiciones necesarias y suficientes para establecer el con-

torno de la plantilla de funciones de transferencia con inceridumbre paramétrica afin.

Teorema 3.2.1. Teorema del borde (Zhou et al. 2017) [36]. La plantilla de la familia polinomial
P(s,Q) = { P(s,q) = Z;a;(q)s'|q € Q} con funciones de coeficientes afin a;(q) para una frecuencia
fija siempre es un poligono convexo cuyos vértices son generados por los vértices de Q. Cuando q

varia en alguna coordenada de Q, la imagen de P (s, q) varia en linea recta en el plano complejo.

Con el teorema anterior se muestra que para funciones con polinomios afin su correspon-
diente plantilla es un poligono convexo que proviene de la imagen de los vértices de la caja de
parametros.

En el siguiente teorema se muestra que el mapeo de alguno de los bordes de la caja de para-

metros E(Q), resulta en una linea recta o en un segmento de arco.

Teorema 3.2.2. (Fu, 1990) [31]. Seaw una frecuencia fijay E un segmento de linea en R' con puntos
finales denotados por q* y g% y un punto medio q™. Suponer que P(jw, q) es acotada para toda
q € E, entonces, la plantilla de P(jw, E) es un arco o un segmento de linea en el plano complejo el
cual empieza en Py := P(jw, g"), pasa por Py; := P(jw, gM) y termina en P := P(jw, g%). El centro
del circulo estd dado por la interseccion de las siguientes dos lineas:

Py +P

Li(a) := TL +ja(Py—Pr),a €R (3.2.43)
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Pr+P
Ly(B) = %Jrjﬁ(PR—PM),ﬁeR (3.2.44)

y el radio es igual a la distancia del centro a cualquiera de los puntos Py, Py o Pr. En el caso de que

las dos lineas sean paralelas, P(jw, E) se vuelve una linea de Py, a Pg.

Por otro lado el Teorema del mapeo ofrece una solucion suficiente para el anélisis de estabili-

dad robusta de polinomios con incertidumbre paramétrica multilineal, el teorema es como sigue:

Teorema 3.2.3. Teorema del mapeo (Zhou et al. 2017) [36]. La envolvente convexa de la plantilla
de la familia polinomial P(s,Q) = { P(s,q) = 2;a;(q)s'|q € Q } con funciones de coeficientes multi-

lineales a;(q) es la envolvente convexa de la imagen de los vértices de Q.

En general, el Teorema del mapeo proporciona una condicién suficiente para acotar la region
en la que existe el conjunto de valores del polinomio. En (Ackermann 1993) [78] se plantea que, en
términos prdcticos, obtener gréficas de frecuencia del polinomio para una malla suficientemente
densa de valores de pardmetros es adecuado. Se ha planteado el uso de este teorema para el calcu-
lo de las plantillas para funciones de transferencias con incertidumbre paramétrica multilineal,
sin embargo, la solucidén a través del Teorema de mapeo puede resultar demasiado conservado-
ra. Se ha propuesto trabajar con una malla incrementando el nimero de puntos hasta que sea
suficientemente densa y seleccionar los puntos externos para determinar el borde de la plantilla
(Coelingh et al. 1998) [79], aunque las dificultades practicas de este método aumentan, asi como
el consumo de recursos computacionales al aumentar el nimero de puntos de la plantilla.

El procedimiento para calcular plantillas analiticas es propuesto en este trabajo para plantas
multilineales que puedan ser representadas mediante subplantas con polinomios intervalo o afin
para que exista la posibilidad de que pueda ser considerada la incertidumbre paramétrica com-
pletamente incluyendo al peor caso en el disefio.

De esta forma el procedimiento propuesto para disefio de controladores mediante la técnica QFT
usando plantillas y cotas analiticas consiste en:

1. Calcular una plantilla para cada subplanta intervalo o afin usando el Teorema del borde,

dicha plantilla puede tener la forma de una superficie o de una linea, en caso de que la plantilla
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sea una superficie también se conoce como plantilla cerrada, y en caso de que la plantilla sea una
linea se conoce como plantilla abierta.

2. Discretizar la plantilla de cada subplanta intervalo o afin obtenida con el Teorema del borde.

3. Calcular las plantillas analiticas usando las plantillas discretas que corresponden a cada sub-
planta (intervalo o afin). Para las plantillas cerradas calcular las correspondientes plantillas anali-
ticas usando series de Fourier y para las plantillas abiertas calcular las correspondientes plantillas
analiticas usando la ecuacion de una linea recta o usando la ecuaciéon de una curva de Bezier, se-
leccionando la ecuacion que se ajuste mejor a los datos discretos. Se propone usar la ecuacion
de una curva de Bezier ya que puede aproximar arcos circulares de manera efectiva para angulos
menores de 7/2 con un error de 1.96 x 10~* en el radio, ademaés de que sélo se necesitan cuatro
puntos de control (Py, P;, P», P3) para ajustar la curva a los datos discretos.

4. Operar a las plantillas analiticas de la misma manera en que se realiza la reduccion por dia-
grama de bloques. Debido a que cada plantilla analitica queda representada por una parte real
y una parte imaginaria se pueden realizar operaciones aritméticas de la misma manera en que
se operan los nameros complejos. Cada plantilla analitica depende de un parametro continuo,
asi que cuando se realiza una operacion aritmética el resultado depende de la cantidad de para-
metros o plantillas involucradas, es decir, si se operan dos plantillas el resultado depende de dos
pardametros, en cambio si se operan tres plantillas analiticas el resultado depende de tres para-
metros, siendo el resultado un conjunto de curvas analiticas. El conjunto de curvas analiticas se
obtiene al evaluar a los parametros continuos, donde uno de ellos se mantiene con el valor de
variable continua y los demds pardmetros se evaltian con valores discretos.

5. Obtener el contorno del conjunto de curvas analiticas, aproximando mediante series de Fou-
rier a las muestras del contorno del conjunto de curvas que se pueden obtener resolviendo las
ecuaciones trascendentales (3.2.25) y (3.2.18).

6. Obtener la plantilla analitica que corresponde a la planta multilineal incluyendo el proce-
dimiento para ajuste de plantillas analiticas (mostrado en la Seccién 3.2.3), dicho procedimiento
se realiza usando el contorno discreto obtenido con el paso anterior para incluir por completo al
conjunto de curvas que forman a la plantilla.

7. Repetir los puntos del 1 al 6 para calcular una plantilla analitica ajustada de la planta multi-
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lineal para cada frecuencia de trabajo w;.

8. Calcular las cotas analiticas para cada frecuencia y para cada especificacion. En (3.2.28) se
usan las plantillas analiticas ajustadas de cada frecuencia w; para obtener un conjunto de curvas,
donde el contorno discreto del conjunto de curvas se aproxima mediante series de Fourier para
obtener la cota analitica correspondiente a la especificacion, dicha cota analitica se debe ajustar
para obtener la cota analitica ajustada que incluye completamente al conjunto de curvas. Este
procedimiento se debe repetir para cada frecuencia y para cada especificacion.

9. Una vez que se obtuvieron las cotas analiticas ajustadas para todas las frecuencias y para
todas las especificaciones, ahora se obtienen los limites globales de la misma manera que en la
metodologia convencional. En cada frecuencia w; se grafican todas las especificaciones juntas y
se selecciona a la cota més restrictiva de cada fase.

10. Disefiar el controlador que satisface todas las especificaciones en todas las frecuencias.

11. Evaluar el desempefio del control robusto en el dominio de la frecuencia y en el dominio
del tiempo.

Finalmente, debe notarse que este procedimiento propuesto para obtener plantillas analiticas
necesita menos operaciones que las que se necesitan en el procedimiento mostrado en (Martin
R., 2009) [74], ademads de que se podria incluir completamente a la incertidumbre paramétrica de
una planta multilineal representada con subplantas intervalo o afin, y aunque no se comprueba
matemadticamente que incluya todas las posibles plantas, si cumple con el criterio de Ackerman
(Ackermann, 1993) [78].

En el Capitulo 4, se aplicard este procedimiento para dos casos de estudio y se muestra que la
plantilla resultante cubre la plantilla suficientemente densa obtenida mediante el método de ma-
lla de la planta con incertidumbre paramétrica multilineal. El método propuesto en este trabajo,
resuelve las desventajas del método propuesto en (Coelingh et al. 1998) [79], ya que no requiere la
seleccion de los puntos externos de una plantilla suficientemente densa para formar el borde de

la plantilla, ademads la plantilla esta representada por una sola funcién, ver Seccién 3.2.
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3.3. Resumen

En este capitulo se presentaron los conceptos de cotas y plantillas analiticas. Ademads se pro-
puso un procedimiento para el ajuste de plantillas analiticas en plantillas discretas convexas y no
convexas. También se muestran los procedimientos para operar plantillas analiticas y para calcu-
lar cotas analiticas. Finalmente, se propuso un procedimiento para disefiar controladores robustos

usando plantillas y cotas analiticas mediante la técnica de QFT.
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Figura 3.6: Ajuste de la plantilla para la salida de tension o; de un MLC en la frecuencia 45 rad/s.



Capitulo 4

Casos de Aplicacion para el Diseiio de
Controladores QFT usando Plantillas y Cotas

Analiticas

En este capitulo se presentan dos casos de aplicacion, el primero es el modelo de un motor
de corriente directa y el segundo es el modelo del MLC para la salida de tensiéon. En ambos casos
de aplicacion se desarrolla el procedimiento de disefio QFT usando plantillas y cotas analiticas

presentado en la Seccion 3.2.11.

4.1. Caso 1. Modelo de un Motor CD

Un motor de corriente directa (CD) consiste de una parte rotacional o armadura que contiene
conductores enrollados alrededor de un nticleo de acero, los cuales tienen una inductancia L, y
una resistencia R,. El conmutador estd compuesto de un aro con segmentos de contacto meté-
licos en la parte movil y escobillas en la parte fija que conectan los conductores de la armadura
movil con la parte fija del motor. La armadura esta dentro de un campo magnético constante B
producido por imanes o electréimanes en el estator. Cuando un voltaje externo v(s) se aplica a los
conductores de la armadura, se produce una corriente i,(s) creando un torque T, que causa la

rotacion en la armadura. El voltaje puede ser usado para controlar el par T}, o la velocidad angu-

53
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lar del motor w,,, por lo que algunas veces se le llama motor controlado por armadura (Garcia S.,
2007) [28], (Garcia S., 2017) [80].
El modelo que describe la dindmica del motor de CD, asi como su correspondiente diagrama

de bloques se muestran en las Figuras 4.1y 4.2.

R, L ifs) Campo

a
[YYY\ —» Constante

oy T

- | |
Vi) 4~ 1 . 1 12(s)
| \1_/ Ha“’-"—aa“ a BT"’JTQ |
| — |
| by | |
| Planta |

Figura 4.2: Diagrama de bloques del motor de CD controlado por armadura.

El modelo de la planta se puede escribir como sigue:

1
(Rg+jLaw)(B+jJw) + kb

ka

P(jw) =

(4.1.1)

donde R, (Q), L, (H) son resistencia e inductancia de armadura respectivamente, / (N m/s?) es
inercia, B (N m/(rad/s)) es el coeficiente de amortiguamiento, k, (N m/A) y k; (V/(rad/s)) son
constantes de proporcionalidad. El rango de incertidumbre considerado en los pardmetros es el
siguiente: R, € [0.5,0.7], L, € [1 x 1073,3 x 1073], k, € [0.04,0.06], k;, € [0.04,0.06], J € [4 x 107>, 8 x
107°], B€ [6x 107°,9 x 107°], y los valores nominales son: R,,,, =0.07, Ly, =1x1073, k,,,, =
0.04, kp,,,, = 0.04, Jnom =6 x 107>, Byopm =6 x 107>, (Garcia S., 2017) (80].

El modelo se puede separar en cuatro subplantas: P, (s) = R, + SLg, P2(s) = kia’ P3(s)=B+]Jsy

P4(s) = kp, entonces,
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1
 Py(5)P2(5)P3(s) + Py4(s)

P(s) (4.1.2)

donde Py (s), P2(s), P3(s) y P4(s) son plantas con polinomios intervalo y P(s) es una planta con
polinomios multilineales.

Existen diferentes técnicas para obtener la correspondiente plantilla de cada planta. Una plan-
tilla se define como el conjunto de todos los valores posibles de una planta incierta en una frecuen-
cia w;. En esta tesis se usan: la técnica de “grid” (Yaniv, 1999) [59], (Garcia S., 2017) [80], la técnica
del “Teorema del borde” (Fu, 1990) [31], (Zhou,2017) [36] y la técnica de “series de Fourier” (Garcia
S.,2007) [28], (Martin R., 2007) [73].

La técnica mdas comun es la técnica “grid” o también llamada en espafiol técnica de “malla”,
donde se realizan combinaciones de los pardmetros inciertos y se grafica el conjunto de plantas
en el plano complejo o en la carta de Nichols.

En plantas con polinomios intervalo o afin, se puede obtener su correspondiente plantilla me-
diante el Teorema del borde, ya que se pueden obtener los “bordes” de la plantilla a partir de los
“bordes” de la caja de parametros inciertos (ver Secciéon 3.2.11), (Fu, 1990) [31], (Zhou,2017) [36].

La técnica mediante “series de Fourier” se usa para obtener una plantilla analitica a partir de
una plantilla con puntos discretos, con la caracteristica de ser continua y estar representada so-
lamente por una ecuacién compleja, que se puede representar en forma rectangular (parte real e
imaginaria) o en forma polar (magnitud y fase), y debido a que la plantilla queda representada en
forma polar o en forma rectangular se pueden realizar operaciones entre plantillas de la misma
manera en la que se operan los nimero complejos (ver Secciones 3.2.6 - 3.2.8).

En este trabajo, se obtienen las plantillas de subplantas con polinomios intervalo o afin usando
la técnica del Teorema del borde, dicha plantilla se discretiza y se usa la técnica de series de Fourier
para obtener la correspondiente plantilla analitica, y aprovechando la representacién rectangular
o polar se realizan operaciones aritméticas entre las subplantillas para finalmente obtener la plan-
tilla de planta completa, sin embargo, cada que se realiza una operacion aritmética entre plantillas
analiticas, se obtiene un conjunto de curvas analiticas, por lo que el resultado de dicha operacion

aritmética corresponde con el contorno de dicho conjunto de curvas.
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Por consiguiente, se obtienen las plantillas analiticas para cada subplanta P; (s), P»(s), P3(s) y
P4(s), y con estas plantillas se realizan operaciones aritméticas para obtener la plantilla analitica
de la planta P(s).

En las Figuras 4.3 y 4.5, se muestran los resultados para las plantillas P; (s) y P3(s) en la frecuen-
ciaw =700 rad/s. En el inciso (a) de cada figura se muestran las plantillas obtenidas mediante la
técnica de malla. En el inciso (b) las plantillas obtenidas mediante la técnica del Teorema del bor-
de. En el inciso (c) se discretizan las plantillas del inciso (b) para obtener las plantillas analiticas
ajustadas mediante la técnica de series de Fourier, y en el inciso (d) se puede observar que las
plantillas analiticas ajustadas incluyen completamente a las representaciones mediante la técnica
del Teorema del borde y la técnica de malla.

En las Figuras 4.4 y 4.6, se muestran los resultados para las plantillas P,(s) y P4(s) en la fre-
cuencia w = 700 rad/s. En el inciso (a) se muestran las plantillas obtenidas mediante la técnica
del Teorema del borde y cada una se modela con la ecuacion de una linea recta respectivamente.
En el inciso (b) se muestra que las plantillas analiticas incluyen completamente a la representa-
cion mediante la técnica de malla.

La plantilla analitica P(s) en la frecuencia w = 700 rad/s, se obtiene al operar las plantillas
analiticas ajustadas que corresponden a P;(s), Pa(s), P3(s), P4(s) (ver Seccioén 3.2.6). De acuerdo
a (4.1.2) las operaciones aritméticas que se deben realizar entre las plantillas analiticas ajustadas,
consisten en multiplicar P;(s), P2(s) y P3(s), después sumar P4 (s) y finalmente obtener el inverso
de ese resultado con el ajuste correspondiente para obtener la plantilla analitica ajustada P(s).

Los resultados de este procedimiento se encuentran en la Figura 4.7. En el inciso (a) se grafica
el conjunto de curvas analiticas que resulta de operar las plantillas P;(s), P2(s), P3(s), P4(s). En
el inciso (b) se obtienen los puntos del contorno del conjunto de curvas analiticas con (3.2.18)
y (3.2.25). En el inciso (c) se usan estas muestras del contorno para obtener la plantilla analitica
ajustada P(s) mediante la técnica de series de Fourier. En el inciso (d) se muestra que la plantilla
analitica ajustada P(s) incluye completamente al conjunto de curvas analiticas del inciso (b). En
el inciso (e) se representa la plantilla analitica ajustada P(s) en la carta de Nichols, y en el inciso
(f) dicha plantilla incluye completamente a la plantilla suficientemente densa representada con la

técnica de malla.
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(d) Plantilla analitica ajustada P; (s) incluye completa-
mente a las plantillas obtenidas con el método de ma-
lla'y el Teorema del borde.

Figura 4.3: Plantilla P; (s) en w = 700 rad/s para el motor de DC.

En el Capitulo 3 se mencion6 que no se comprueba mateméticamente que se incluyen todas

las posibles plantas, pero si se cumple con el criterio de Ackerman (Ackermann, 1993) [78], agre-

gando las ventajas de una plantilla analitica.
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de una linea recta la plantilla obtenida con el método de malla

Figura 4.4: Plantilla P,(s) en w =700 rad/ s para el motor de DC.

En la Figura 4.8, se muestran las plantillas analiticas ajustadas P(s) en la carta de Nichols para

las frecuencias w € [1, 5, 10,50, 100, 200, 300, 500, 700, 1000, 2000, 5000, 10000] rad/s.

4.1.1. Cotas analiticas para el Motor de CD

El procedimiento de disefio para el control mediante la técnica QFT, consiste en utilizar plan-
tillas para obtener cotas, las cuales son los limites (méximo y/o minimo) de la funcién de trans-
ferencia de lazo abierto nominal L,(jw) = P,(jw)G(jw) en cada frecuencia, donde P,(jw) es la
planta nominal y G(jw) es el control que garantiza que se satisfacen las especificaciones de lazo
cerrado para todas las plantas del conjunto incierto, y las especificaciones QFT se pueden formu-
lar como desigualdades de magnitud para la respuesta deseada en funciones de transferencia de
lazo cerrado representadas en frecuencia.

Como se menciond en la Seccion 3.2.10, una especificacion de control QFT puede ser expre-
sada como una familia de circunferencias, de tal forma que con puntos del contorno de dicha
familia de circunferencias y usando series de Fourier se puede obtener una cota analitica (Martin
R., 2009) [74].

La especificacion de estabilidad se puede definir mediante la funcién sensibilidad comple-

mentaria como se muestra en la siguiente ecuacion:
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Plantilla analitica P (s) Plantilla analitica P_(s)
0.06 0.06
* * *
0.055 0.055
0.05 * % * 0.05
£ 0045 £ 0.045
= =
(=] * * * =]
[ []
E o004 E o
0.035 * * #* 0.035
0.03 0.03
* * *
0.025 0.025
5.5 6 6.5 7 75 8 8.5 9 95 55 6 6.5 7 75 8 85 9 9.5
Real %1072 Real 108
(a) Plantilla P3(s) obtenida mediante el método de (b) Plantilla P3(s) obtenida mediante el Teorema del
malla borde
Plantilla analitica P3(5) Plantilla P3[5]
0.06 0.06
0.055 0.085 i
0.05 0.05 s * 4
2 noas 2 0045
© o
£ =
(=] (=] g’ E S e
o o
£ oo04 E o004
0.035 0.035 e * ki
0.03 0.03
0.025 0.025
55 8 6.5 7 75 8 85 9 95 55 i} 65 7 75 8 85 9 95
Real 1078 Real w1078
(c) Plantilla analitica ajustada Ps(s) calculada con (d) Plantilla analitica ajustada P;5(s) incluye completa-
1600 muestras y los primeros 100 términos de la serie mente a las plantillas obtenidas con el método de ma-
de Fourier. llay el Teorema del borde

Figura 4.5: Plantilla P3(s) en w = 700 rad/s para el motor de DC.

P(jo)G(jw)

15 P(0)Glw) <6;(w) (4.1.3)

|TGw)| =

donde 6, (w) = 1.46, es la magnitud de la especificacién en el dominio de la frecuencia, para el
motorde CDenw € [1,5,10,50,100, 200,300, 500,700, 1000,2000,5000,10000] rad/s (Garcia Sanz,
2017) [80].

Se obtiene una cota para cada frecuencia y en la Figura 4.9, se muestra el procedimiento para

obtener la cota sensibilidad complementaria 7'(s) en la frecuencia w = 700 rad/s (ver 4.1.3). En el
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Plantilla P4(5) Plantilla P‘[sj
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
o 0.2 o 02
5 5
g 0 £ of = + # + K
o [u]
= £
= 02 = 02
0.4 04
06 0.6
08 0.8
-1 El
16 17 18 19 20 pal 22 23 24 25 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Real Real
(a) Plantilla analitica P4(s) modelada como la ecua- (b) Plantilla analitica P4(s) incluye completamente a
cién de una linea recta la plantilla obtenida con el método de malla

Figura 4.6: Plantilla P4(s) en w =700 rad/s para el motor de DC.

inciso (a) se muestra el conjunto de circulos que forman a la cota 7'(s), en el inciso (b) el contorno
discreto del conjunto de circulos, en el inciso (c) la cota analitica T'(s) obtenida al aproximar las
muestras del contorno discreto del conjunto de circulos mediante series de Fourier, en el inciso (d)
se realiza un ajuste a la cota analitica T'(s) para incluir completamente al contorno discreto, en el
inciso (e) la cota analitica T'(s) representada en la carta de Nichols y en el inciso (f) la cota analitica
T(s) representada en la carta de Nichols contiene completamente en su interior al conjunto de
curvas que forman la cota analitica T(s).

Ahora, en la siguiente ecuacion se define la especificacion para el rechazo de perturbaciones a

la salida de la planta mediante la funcién sensibilidad S(s).

o 1
|S(jw)| = T PG@)Cla) < 83(w) (4.1.4)

donde 6,(s) = %, para el motor de CD en w € [1,5,10,50,100,200,300,500,700,1000] rad/s
(Garcia Sanz, 2017) [80].

Como se mencion6 anteriormente, se obtiene una cota para cada frecuencia. En la Figura 4.10,
se muestra el procedimiento para obtener la cota sensibilidad S(s) de (4.1.4) en la frecuencia w =
700 rad/s. En el inciso (a) se muestra el conjunto de circulos que forman la cota S(s), en el inciso

(b) los circulos estan representados en la carta de Nichols y en el inciso (c) se selecciona la curva
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mas restrictiva que corresponde con la cota S(s).
De la misma forma que en las cotas anteriores, ahora en la siguiente ecuacion se define la

especificacion para seguimiento.

F(jw)P(jw)G(j
b1ow) < |[FUDPUOIGUD)) 5 ) (4.1.5)
1+ P(jw)G(jw)
donde 6;,(s) = m Y Gup(s) = 1 +0‘001é§i§ 1?2?1562.5)2, son las funciones que acotan inferior-

mente y superiormente a la especificacion de seguimiento para las siguientes frecuencias:
w € [1,5,10,50,100,200,300,500,700,1000,2000,5000] rad/s (Garcia Sanz, 2017) [80].

También se obtiene una cota para cada frecuencia. En la Figura 4.11, se muestra el procedi-
miento para obtener la cota de la especificacion de seguimiento para la frecuencia w = 700 rad/s,
ver (4.1.5). En el inciso (a) se presenta el conjunto de circulos que forman a la cota de seguimiento.
En el inciso (b) se obtiene el contorno del conjunto de circulos que forman a la cota de segui-
miento. En el inciso (c) se obtiene la cota analitica ajustada para la especificacion de seguimiento
al aproximar mediante series de Fourier a las muestras del contorno del conjunto de circulos del
inciso (b). En el inciso (d) la cota analitica ajustada de seguimiento incluye completamente al con-
junto circulos y en el inciso (e) se representa la cota analitica ajustada de seguimiento en la carta
de Nichols.

El procedimiento para obtener cada cota se debe repetir para cada frecuencia. Una vez que se
obtuvieron todas las cotas para todas las frecuencias, se deben seleccionar los segmentos de cota
mas restrictivos para cada frecuencia, esto es, todas las cotas de la misma frecuencia se grafican
juntas y para cada fase se obtiene un limite global que corresponde con la cota mads restrictiva,
como se muestra en la Figura 4.12 para w =700 rad/s, se grafican (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5).

En la Figura 4.13 se muestra el resultado para todas las especificaciones de cada frecuencia,

incluyendo los limites globales.
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4.1.2. Diseiio del control QFT usando plantillasy cotas analiticas para el Motor

de CD

Ahora se disefia el control usando la técnica “loop shaping” o también llamada en espafnol
“conformacion de lazo”, la cual consiste en graficar en la misma figura a las especificaciones (limi-
tes globales) y al lazo abierto nominal L, (jw) = P,(jw)G(jw) en cada frecuencia, donde P,(jw) es
la planta nominal y G(jw) es un control inicial, de tal forma que se deben agregar polos y ceros al
control inicial hasta que L, (jw) satisface las especificaciones en cada frecuencia como se muestra
en la Figura 4.14, con lo cual, el control garantiza que se satisfacen las especificaciones de lazo

cerrado para todas las plantas del conjunto incierto. El control que resulta es el siguiente:

_1500((s/55) + 1)((s/1700) + 1)

G(s)
s((s/25000) +1)

(4.1.6)

Debido a que el disefio de control también debe satisfacer la especificacion de seguimiento, es

necesario agregar un prefiltro F(s), el cual resulta como se muestra en la siguiente ecuacion:

1

F(s)= ———
(s/1100) + 1

(4.1.7)

Finalmente se realiza un anélisis de validacién, que consiste en verificar el desempeno del
sistema de control en el dominio de frecuenciay en el dominio del tiempo. En la Figura 4.15 incisos
(a), (b) y (c), se muestran los resultados de la validacion en el dominio de la frecuencia y en los
incisos (d), (e) y (f) los resultados de la validacién en el dominio del tiempo para las cotas S(s),

T (s) y seguimiento, siendo la linea de color rojo la especificacion que se satisface en cada caso.
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4.2. Caso 2. Modelo de un MLC para la salida de tension o;

En esta seccion, de la misma manera que en el ejemplo anterior, se presenta un disefio de
control robusto mediante la técnica QFT usando plantillas y cotas analiticas. El ejemplo es para la
salida de tension en un MLC (ver Seccién 2.1.3).

La funcién de transferencia para la salida de tensién o; del MLC, se puede calcular mediante
operaciones aritméticas entre las siguientes funciones de transferencia, como se muestra a conti-

nuacion:

1P
M; "0
Fi() = ——— (4.2.1)
1- gk
1 b+
M1 7h
Fy(s) = — 95— (4.2.2)
- My " h+
F3(s) = 423
3(8) Js+D ( )
F3(s) S
Fy(s) = = : (4.2.4)
! 1+k£f_F3s(S) Jis?+Ds+ky!
Ei
L;
Fs(s) = —— s - (4.2.5)
1- LRk, Vi
Fe(s) = F SIT(f))kb+ v (4.2.6)
1+ Fs(s) (%DSI)
Fo(s) = f ?(;c)f’w — 4.2.7)
S i+ N
1+ Fo(8) (— 5 5—)
F7(s
Fg(s) = 7(5) (4.2.8)

1+ F7(5) Vi1 Fa () k5
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Fy(s)ky' F(s)

Fr1(s) = (4.2.9)

1+ Fy(s) kg’ Fo () ko

Ao Fi1(s)

Ps3(s) = =
3(5) Aty Trs+1

(4.2.10)

La funcién de transferencia F5(s) de (4.2.3) es necesaria para calcular la funcién de transfe-
rencia F,(s) mostrada en (4.2.4), y (4.2.1), (4.2.2), (4.2.5) - (4.2.7) son necesarias para calcular la
funcién de transferencia Fg(s) de (4.2.8). Las funciones de transferencia de (4.2.4) y (4.2.8) con-
tienen polinomios intervalo, y son necesarias para calcular la funcién de transferencia Fi;(s) de
(4.2.9) y con esta ultima calcular la funcién de transferencia P3(s) que relaciona a la entrada 7,
con la salida o; en (4.2.10) que contiene polinomios con incertidumbre multilineal.

El procedimiento para obtener la plantilla analitica para la salida de tension o;, es el que se
muestra en la Seccién 3.2.11, por lo que se deben calcular las plantillas analiticas que correspon-
den a las subplantas de las funciones de transferencia Fy(s) y Fg(s) de (4.2.4) y (4.2.8), con las que
se realizan operaciones aritméticas como se describi6 en la Seccion 3.2.6 para obtener un conjun-
to de curvas analiticas, donde el contorno del conjunto de curvas se aproxima mediante series de
Fourier para finalmente obtener la plantilla analitica para la salida de tension Ps(s).

La funcién de transferencia Fy(s) de (4.2.4) contiene polinomios intervalo, por lo que se puede
utilizar el Teorema de borde para obtener su correspondiente plantilla, la cual resulta en una su-
perficie cerrada por lo que también se le puede llamar plantilla cerrada, esta plantilla se discretiza
en ¢ T(f;‘ Las muestras discretas de la parte real e imaginaria (2 [k],% #[k]) de la plantilla dis-
creta cerrada ¢ Tff se aproximan mediante series de Fourier para obtener una plantilla analitica

T,f;‘ (¢) (ver Figura 4.16).

gl (@) =Aro+Brisinp+ Ar1cos@+ Brosin2¢ + - -
(4.2.11)
A (p) = Ajo+ Bj1singp + Aj;cos@ + Bijpsin2¢ + - -
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donde
_ 1S agn
Arg=—) “R"[k]
k=1
2 n
A== Y 4T [kl cos(l Yoplkl) (4.2.12)
k=1

B, =2 Y o[k sin(l Yoplkl)
=1

1 n
Aig=—Y 47K
ni3

Ay=2 i 4 g i1k cos(l YoplkI) (4.2.13)
=1
Bii= %kzl 41 ) sin(l 4l k)
para n = 3360 muestras y / = 100 términos de la serie de Fourier.

De la misma manera, la funcién de transferencia Fg(s) de (4.2.8) contiene polinomios de la
forma intervalo, sin embargo en este caso resulta una linea, por lo que también se le llama plantilla
abierta y debido al Teorema del borde esta linea estd formada por secciones y al no ser una linea
recta se propone usar una curva de Bezier [81-85], para aproximar las muestras discretas de ¢ Tal,:f
a una plantilla analitica Tff(t) quedando representada por una sola ecuacién con parte real e
imaginaria. Se decidi6 usar curvas de bezier por su simplicidad, ya que se pueden ajustar s6lo con
cuatro puntos de control (Py, P, P,, P3) y ademds pueden aproximar arcos circulares de manera

efectiva para dngulos menores de /2 con un error de 1.96 x 10~% en el radio (Riskus, 2006) [86],

(Dindis, 2018) [29].

R (1) =Py, (1 - )3 + P, BO(1 = % + Py, Bt2) (1 — 1) + Py, (£°)
(4.2.14)
I () =P, (1- 0>+ P, BA - D%+ Py, 313 (1 - 1) + P, (£%)

donde Py = (Py,, Py,), P1 = (Px,, Py,), P2 = (Py,, Py,), P3 = (Py,, P);), son los puntos de control que
permiten aproximar los puntos discretos de ¢ T(f? auna curva de Bezier Tff (1), (ver Figura 4.17).

Las plantillas analiticas T(ff y T(ff se representan como funciones complejas con parte real y

parte imaginaria, por lo que se pueden realizar operaciones aritméticas de la misma forma en
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que se realizan operaciones con numeros complejos, de tal forma que la multiplicacion de las dos

plantillas es la siguiente.

"8 (1, 0) = 2™ (DR () — T (05T ()
(4.2.15)

FHE (1, 0) = 2" (1) .95 () + B ()R ()

. ‘o Fii Fi
Ahora, se pueden obtener las plantillas analiticas T,,, V y T;,, ” que corresponden al numera-

dor y denominador de Fi; (s).

R (K1) = (K ) (7 (8, ¢0)
' ' (4.2.16)
g (K 8 ) = (K (FF (2,))

R (Kgh, Ky, 1,90) = (K5 (@5 (Ky", 1,9)) +1 o
F Ti -Li T F L; (4.2.17)
I (K31 K 1,0) = (KD (I (K 1, )

F . N Fii . Fi .
Para calcular T;,!" se realiza la divisién del numerador T,,, " entre el denominador T, °, di-

cha divisién de plantillas analiticas se puede realizar con el procedimiento de multiplicacion de

plantillas analiticas, calculando el inverso de la plantilla del denominador.

R (K5, Ky, 1, 0)

Fi 7; 7-L;i
R i (KL K, 1,0) = — —
e (510 (K31, Ky, 1,02 + (S0 (K3 Ky, £, )

(4.2.18)

_.ghup (Kgﬁ’KGLii’ t, )

Fyy T; 7-L;
& i (KZE KL 1, ) = — —
o K, (10 (KgE, Ky, £, )2 + (#5110 (K51, Ky 1, )2
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R (KG Ky 1) =R (K 1 ) R P (K3, Ky 1,0)

— g (K @)% Diny (Kg', Ky £,p)

(4.2.19)
FENKG K 1) =R (K, 1, ).9 0w (KG, KX 1, 0)
+ 7PN (K 1 @) B P (KELL K, 1, )
Ahora se define la funcién de transferencia Fy, (s).
Fia(s) = (4.2.20)

Tss+1
De tal forma que se puede definir la plantilla analitica Tf}z, con parte real e imaginaria (%12, #12),
debe notarse que T5 dado que no es incierto es una constante y la plantilla analitica es un pun-
to complejo, entonces, se puede realizar la multiplicacion con la plantilla analitica T(fl.“ y de esta

manera calcular la plantilla analitica T(f,)f de la funcién de transferencia Ps(s).

R (K, Ky t,0) =R R (KL Ky ) — T2 g (KD K 8, )
! ! ! (4.2.21)
IS Kt ) =R g (KT Kt ) + PR (KL K 8 )

Finalmente, debe notarse que al evaluar los parametros Kgﬁ, KgLi ', t, p en (4.2.21), consideran-
do que uno de los pardmetros es una variable continua y los demés pardmetros valores discretos,
se obtiene un conjunto de curvas analiticas, de tal forma que se puede utilizar el procedimiento
mostrado en (Martin R., 2007) [73], (Garcia S., 2007) [28], para determinar puntos del contorno que
pueden ser obtenidos con (3.2.18) y (3.2.25). Los puntos del contorno se aproximan mediante se-
ries de Fourier a la plantilla analitica Tfj’ (ver Figura 4.18). Este procedimiento se debe repetir para
varias frecuencias, las cuales son seleccionadas dependiendo la aplicacién y las especificaciones
de diseno, por lo tanto, se obtiene una plantilla para cada frecuencia. La plantilla analitica incluye
completamente a la plantilla suficientemente densa representada con la técnica de malla, y como
se menciona en el caso anterior (caso 1), no se comprueba matematicamente que se incluye a to-
das las posibles plantas, pero si cumple con el criterio de Ackerman (Ackermann, 1993) [78], con
las ventajas de una plantilla analitica.

Para la salida de tensién del MLC, se seleccionaron las frecuencias w = [2,36,45,68,105,250]
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rad/s. En la Figura 4.19, se muestran las plantillas analiticas en la carta de Nichols que resultan

para cada frecuencia.

4.2.1. Cotas analiticas S(s) y T'(s) para el MLC

El disefio del controlador robusto mediante la técnica QFT, es tal que, el lazo abierto L(s) =
G(s)Ps(s), satisface las especificaciones sensibilidad S(s) y sensibilidad complementaria 7(s), don-
de P3(s) es la planta incierta y G(s) es el controlador.

La especificacion para el rechazo de perturbaciones a la salida de la planta mediante la funcién
sensibilidad S(s), se acota como sigue para las frecuencias w € [2,36,45,68,105,250] rad/s (Don

Juan Rios, 2016) [68].

(4.2.22)

La especificacion para la estabilidad se puede representar mediante la funcion sensibilidad

complementaria 7'(s), y se acota como sigue para las mismas frecuencias de (4.2.22).

L(s) 0.02(s® + 6452 + 7485 + 2400)

T(s)= < (4.2.23)
L(s)+1 s2+14.45+169
Se selecciona como planta nominal la siguiente:
P3nomN (S)
P3,,,(8) = —— (4.2.24)
3nomD (S)

donde Ps,,, (s)=-23160s°~11350s, P3,,, (s)=2.379x10%s°+2.172x10%s*+4.613x 10" s>+
2.674 x 10'%s% +2.021 x 10125+ 3.178 x 1011,

Se obtiene una cota para cada especificacion S(s) y T'(s) en cada frecuencia w € [2, 36,45, 68,105, 250]
radls.

Enlas Figuras 4.20 - 4.21, se muestran los resultados obtenidos para S(s) y T'(s) en la frecuencia
w =68 rad/s, en el inciso (a) se presenta a el conjunto de circunferencias con las que se puede
formar la cota analitica, en el inciso (b) los puntos del contorno del conjunto de circunferencias,

los cuales usando series de Fourier se aproximan a la cota analitica ajustada para que se incluya
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completamente al conjunto de circunferencias y en los incisos (c) - (d) se representa a la cota
analitica en el plano complejo y en la carta de Nichols respectivamente.
El procedimiento se repite para cada frecuencia w € [2,36,45,68,105,250] rad/s en ambas es-

pecificaciones S(s) y T'(s).

4.2.2. Conformacion de lazo.

Una vez que se han obtenido todas las cotas para todas las frecuencias, se deben obtener los
limites globales, los cuales se obtienen al graficar todas las especificaciones para una misma fre-
cuencia, y se selecciona la cota mads restrictiva en cada fase, este procedimiento se debe realizar
para cada frecuencia, de tal forma que para disenar el controlador, se deben satisfacer todos los
limites globales, Figura 4.22 inciso (a).

El controlador se disefia agregando polos y ceros hasta que todas las especificaciones se satis-
facen, el resultado para el controlador es el siguiente:

—1.2595 x 101 (s +0.2) (s + 3.5) (s* + 105 + 1394)

= 4.2.2
() s2(s+19500) (s +31000) ( 2

En la Figura 4.22 inciso (b) se muestra que todas las especificaciones se satisfacen con el con-
trolador propuesto.

Para verificar el desempefio del sistema de control, se realiza un andlisis de validacion en el
dominio de la frecuencia y en el dominio del tiempo. Los resultados de validacién para las cotas
S(s) y T(s) se encuentran en la Figura 4.23, donde la linea de color rojo es la especificacién que se
satisface en cada caso.

Finalmente en las Figuras 4.24 - 4.25 se comparan los resultados obtenidos para las cotas S(s)
y T(s) con el procedimiento analitico y con el procedimiento clésico de la técnica QFT, donde se
puede observar que las cotas clésicas (linea roja) no garantizan incluir el peor caso en el disefio, en

cambio las cotas analiticas (linea negra) son mas restrictivas y por lo tanto son mds conservadoras.
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4.3. Conclusiones

En este capitulo se disefiaron controladores robustos mediante la técnica QFT usando planti-
llas y cotas analiticas para dos casos de estudio.

Se calcularon plantillas analiticas ajustadas para plantillas discretas convexas y no convexas.
Las plantillas analiticas incluyen completamente a las plantillas suficientemente densas represen-
tadas con la técnica de malla, y aunque no se comprueba mateméticamente que se incluya a todas
las posibles plantas, si cumplen con el criterio de Ackerman (Ackermann, 1993) [78], pero con las
ventajas de las plantillas analiticas.

Ademas se realizaron operaciones aritméticas entre plantillas analiticas y se calcularon cotas
analiticas para las funciones sensibilidad S(s), sensibilidad complementaria 7'(s) y seguimiento.
También se disenaron controladores robustos mediante la técnica de QFT usando plantillas y co-
tas analiticas ajustadas para dos casos de aplicacion: el modelo de un motor CD vy la salida de
tension en un MLC.

Finalmente, se compararon los resultados obtenidos de la técnica analitica y la técnica clasica
QFT comunmente usada.

La técnica analitica obtuvo resultados satisfactorios al obtener plantillas y cotas, que incluyen
completamente a las obtenidas con la técnica cldsica QFT. Aunque las plantillas obtenidas fueron
conservadoras, como se mencion6 en el capitulo anterior, durante el proceso de disefio se bus-
c6 mantener un balance respecto de la complejidad de las mismas. Por lo que se puede concluir
que la técnica analitica puede ser utilizada para realizar disefios robustos en sistemas multilinea-
les que pueden ser representados por subplantas intervalo o afin, ademads la técnica analitica en

comparacion con la técnica clésica resulta ser més eficiente computacionalmente.
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Figura 4.7: Plantilla P(s) en w =700 rad/s para el motor de DC.
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Figura 4.11: Cota analitica ajustada de seguimiento en w = 700 rad/ s para el motor de DC.
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Figura 4.13: Cotas analiticas ajustadas S(s), T'(s), seguimiento y Limites globales de cada frecuen-

cia seleccionada para el motor de DC.
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Figura 4.23: Validacién de las cotas analiticas S(s) y T(s) para la salida de tensién o; en el MLC.
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Figura 4.24: Comparacion de los resultados obtenidos para la cota S(s) usando un procedimiento
analitico (linea color negro) y un procedimiento clasico (linea color rojo) para la salida de tensién
o; enel MLC.
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Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo de tesis, se presentaron los modelos multivariables en el dominio de laplace
y en el espacio de estados para un MLC. También se present6 la funcion de transferencia para la
salida de tensi6n o; mediante subplantas intervalo o afin, la cual se us6 como caso de estudio para
el disefio de controladores QFT mediante técnicas analiticas.

Se presentaron los conceptos de plantillas analiticas, cotas analiticas y se propuso un proce-
dimiento para el ajuste de plantillas analiticas en plantillas discretas convexas y no convexas. Asi-
mismo, se propuso aproximar plantillas abiertas descritas por un arco con funciones de Bezier
dada la simplicidad de estas tltimas.

Respecto a las operaciones entre plantillas, se presentaron los procedimientos para operar
plantillas analiticas, que en este trabajo, se llevaron a cabo usando directamente las represen-
taciones analiticas, ya que anteriormente se realizaban operaciones mediante puntos en el plano
complejo de las plantillas discretas. Por otro lado, también se presentaron los procedimientos pa-
ra calcular cotas analiticas, las cuales se representaron mediante series de Fourier y se ajustaron
para incluir completamente al conjunto de curvas que las forman.

También se propuso un procedimiento para disefiar controladores robustos usando plantillas
y cotas analiticas mediante la técnica QFT para plantas que pueden ser representadas por sub-
plantas con incertidumbre afin, dicho procedimiento fue implementado en dos casos de aplica-
cién: el modelo de un motor CD y la salida de tensién en un MLC, en los que se realizaron ope-
raciones aritméticas entre plantillas analiticas y se calcularon cotas analiticas para las funciones
sensibilidad S(s), sensibilidad complementaria 7'(s) y seguimiento.

Ademads se compararon los resultados obtenidos de la técnica analitica y la técnica cldsica QFT

comunmente usada, y se mostré que las plantillas analiticas incluyen completamente a las plan-
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tillas suficientemente densas representadas con la técnica de malla, y aunque no se comprueba
matematicamente que se incluya a todas las posibles plantas, si cumplen con el criterio de Acker-
man (Ackermann, 1993) [78], pero con las ventajas de las plantillas analiticas.

Finalmente se puede concluir que la técnica analitica puede ser utilizada para realizar disefnos
robustos mediante QFT en sistemas multilineales que pueden ser representados por subplantas
intervalo o afin, ya que se obtuvieron resultados maés eficientes computacionalmente en compa-
racion con los resultados obtenidos con la técnica clasica QFT.

De esta manera las contribuciones de este trabajo son las siguientes:

= Se propuso un procedimiento para el ajuste de plantillas analiticas en plantillas discretas

convexas y N0 convexas.
= Se propuso aproximar plantillas abiertas descritas por un arco con funciones de Bezier.

= En este trabajo, las operaciones entre plantillas se llevaron a cabo usando las representacio-

nes analiticas de la misma manera en que se operan los nlimeros complejos.

= Se ajustaron los procedimientos para calcular cotas analiticas mediante series de Fourier

para incluir completamente al conjunto de curvas que las forman.

= Se propuso un procedimiento para disefiar controladores robustos usando plantillas y cotas
analiticas mediante la técnica QFT para plantas que pueden ser representadas por subplan-

tas con incertidumbre afin.
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Trabajo futuro

= Proponer un disefio de control robusto mediante la técnica QFT usando técnicas analiticas

en lazo individual para cada salida del MLC.

= Proponer un disefio de controladores multivariables robustos mediante QFT y técnicas ana-

liticas.
» Comparar resultados entre técnicas analiticas y técnicas clésicas.

= Elajuste de plantillas analiticas convexas se podria lograr ampliando ala plantilla discreta en
factor del error méaximo entre la plantilla analitica y la plantilla discreta, max(T,,, — ar, LKD),
ademds también se podria aumentar la cantidad de términos m en la serie de Fourier para

mejorar la aproximacion.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Plantillas analiticas del MLC

En esta seccion se muestran los resultados de las simulaciones para las plantillas analiticas en
diferentes frecuencias del MLC. La funcién de transferencia P3(s) relaciona a la salida tensién o;

con respecto a la entrada par del formador de onda 7.
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Figura A.1: Plantilla analitica ajustada P5(s) en la frecuencia w =2 rad/s para el MLC
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Figura A.5: Plantilla analitica ajustada P5(s) en la frecuencia w = 105 rad/s para el MLC
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Figura A.6: Plantilla analitica ajustada P3(s) en la frecuencia w = 250 rad/ s para el MLC
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Figura A.7: Plantillas analiticas ajustadas Ps(s) en las frecuencias w = [2,36,45,68,105,250] rad/s

para el MLC
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A.2. Cotas analiticas del MLC

En esta seccion se muestran los resultados de las simulaciones para las cotas analiticas en
diferentes frecuencias del MLC. La funcién de transferencia P3(s) relaciona a la salida tensién o;

con respecto a la entrada par del formador de onda T,.
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Figura A.8: Cota analitica S(s) en la frecuencia w = 2 rad/ s para el MLC
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Figura A.9: Cota analitica ajustada S(s) en la frecuencia w = 36 rad/s para el MLC
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Figura A.10: Cota analitica ajustada S(s) en la frecuencia w = 45 rad/ s para el MLC
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Figura A.11: Cota analitica ajustada S(s) en la frecuencia w = 68 rad/s para el MLC



A.2. COTAS ANALITICAS DEL MLC 115

Rech
F

%10'0 de perturbaci a la salida (S) x10'0 Rechazo de perturbaciones a la salida (S)

-0.2 -0.2

Imaginario
Imaginario

Real %109 Real %10°

(a) Conjunto de curvas que forman ala cota analiti- (b) Contorno discreto del conjunto de curvas que

ca S(s) forman la cota analitica S(s)
02 X 1010 Rech de perturbaci a la salida (S) o- Rechazo de perturbaciones a la salida (S)
ol
ol
ol
2 g
g ERM|
o7 =
£ g 2f
- =
4l
ol
8l
. 0 , , , , , .
6 -210 -200 -190 -180 -170 -160 -150
Real %109 Fase (deg)
(c) Cota analitica ajustada S(s) (d) Cota analitica ajustada S(s) en la carta de Ni-
chols

Figura A.12: Cota analitica ajustada S(s) en frecuencia la w = 105 rad/s para el MLC
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Figura A.13: Cota analitica ajustada S(s) en la frecuencia w = 250 rad/s para el MLC
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Figura A.14: Cota analitica ajustada 7T'(s) en la frecuencia w =2 rad/s para el MLC
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Figura A.15: Cota analitica ajustada 7T'(s) en la frecuencia w = 36 rad/s para el MLC
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Figura A.16: Cota analitica ajustada 7T'(s) en la frecuencia w = 45 rad/s para el MLC
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Figura A.17: Cota analitica ajustada 7T'(s) en la frecuencia w = 68 rad/s para el MLC
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Figura A.18: Cota analitica ajustada 7'(s) en la frecuencia w = 105 rad/ s para el MLC
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Figura A.19: Cota analitica ajustada 7'(s) en la frecuencia w = 250 rad/s para el MLC
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Figura A.20: Uni6n de cotas analiticas S(s) y T'(s) para el MLC
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Figura A.21: Unién de cotas analiticas S(s) y T'(s) para el MLC
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Figura A.22: Limites globales para el MLC
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