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RESUMEN

Publicación No.

Álvaro Armando Domínguez Sánchez, Doctorado en Ingeniería Eléctrica

Universidad Autónoma de Nuevo León, 2024

Profesor asesor: Dr. Alberto Cavazos González

En este trabajo se propone un procedimiento para el diseño de controladores robustos me-

diante técnicas analíticas usando teoría de retroalimentación cuantitativa (QFT, por sus siglas en

inglés), dicho procedimiento puede ser aplicado a sistemas con incertidumbre paramétrica mul-

tilineal representados mediante subplantas con incertidumbre intervalo o afín. El procedimiento

propuesto es implementado en dos ejemplos de aplicación, el primero es el control de velocidad

en un motor de corriente continua y el segundo es el control para la salida de tensión de un molino

de laminación en caliente MLC.

También, se presenta el modelo multivariable en el dominio de la frecuencia y en el espacio de

estados para un MLC, mostrando la función de transferencia para la salida de tensiónσi represen-

tada mediante subplantas intervalo o afín, ya que se usa como un caso de estudio para el diseño

de controladores QFT mediante técnicas analíticas.

Por otro lado, se presentan los conceptos de plantillas analíticas, cotas analíticas y se propo-

ne un procedimiento para el ajuste de plantillas analíticas en plantillas discretas convexas y no

convexas.

Más aún, se propone aproximar a las plantillas abiertas descritas por un arco, con curvas de

Bezier dada su simplicidad.

Asimismo, se presentan los procedimientos para operar plantillas analíticas, que en este tra-

bajo se llevan a cabo usando las representaciones analíticas de la misma manera en que se operan

los números complejos, ya que anteriormente se realizaban operaciones mediante puntos en el

plano complejo de las plantillas discretas.



VII

A su vez, se presentan los procedimientos para calcular cotas analíticas, las cuales se represen-

tan mediante series de Fourier y se ajustan para incluir completamente al conjunto de curvas que

las forman, calculando cotas analíticas para las funciones sensibilidad S(s), sensibilidad comple-

mentaria T (s) y seguimiento.

Finalmente se comparan los resultados obtenidos con la técnica analítica y con la técnica clá-

sica QFT comúnmente usada.
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Capítulo 1

Introducción

El problema de diseñar controladores para obtener precisión en un sistema con presencia de

incertidumbres y perturbaciones, es un problema clásico.

En la literatura se han propuesto técnicas de control que pueden reducir el impacto de las

interacciones en un sistema (control multivariable) y/o que pueden mantener estabilidad en pre-

sencia de incertidumbres o perturbaciones (control robusto). Algunas de estas técnicas son: La

técnica basada en la minimización de la norma H∞ [1–6] , Teoría de Retroalimentación Cuantita-

tiva (QFT, por sus siglas en inglés “Quantitative Feedback Theory”) [7–13], Desigualdades de Ma-

trices Lineales (LMI, por sus siglas en inglés “Linear Matrix Inequalities”) [14–18] y Control Predic-

tivo Basado en Modelo (MPC, por sus siglas en inglés “Model Based Predictive Control”) [19–23],

esta última no es clasificada en la literatura como una técnica de control robusto propiamente di-

cho, sin embargo, ha sido usada con éxito para reducir el impacto de las incertidumbres aplicando

conceptos propios del control robusto.

La QFT es una de las técnicas de control robusto que actualmente cuenta con presencia rele-

vante en la literatura [24–27]. Además, resulta ser eficiente y práctica en el diseño de controladores

robustos, por lo que se han desarrollado diferentes metodologías para la obtención de plantillas y

cotas [28–30]. Las técnicas analíticas proponen el uso de plantillas y cotas continuas, con lo cual,

se puede mejorar la sintonización de los controladores, así como la posibilidad de incluir el peor

caso, sin embargo, este problema aún no se resuelve para incertidumbre paramétrica multilineal.

En este trabajo se presenta un procedimiento para el diseño de controladores robustos me-

1
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diante técnicas analíticas usando QFT, dicho procedimiento es implementado en dos casos de

estudio, el primero es un control de velocidad en un motor de corriente continua y el segundo es

un control para la salida de tensión de un molino de laminación en caliente MLC.

El procedimiento propuesto en este trabajo utiliza series de Fourier para aproximar una fun-

ción discreta mediante una función continua y se puede aplicar en sistemas con polinomios con

incertidumbre paramétrica multilineal que se pueden representar mediante subsistemas con po-

linomios con incertidumbre paramétrica intervalo o afín, ya que el modelo de incertidumbre para

polinomios intervalo o afín se puede representar con el Teorema del borde [31–36].

Al usar series de Fourier para realizar la aproximación, se obtiene una función continua que

es derivable y suave, por lo que se puede representar una plantilla analítica solamente con una

ecuación, sin embargo es probable que no se incluya completamente a la incertidumbre por lo

que se tiene que realizar un procedimiento de ajuste de plantillas, donde se incluya al peor caso

en el diseño del controlador, aunque no se pueda evitar que las plantillas sean conservadoras.

La representación de plantillas con series de Fourier permite que se puedan realizar operacio-

nes aritméticas entre plantillas, de la misma manera en que se operan los números complejos, esto

es debido a que las plantillas quedan representadas por una parte real y una parte imaginaria, en-

tonces el procedimiento propuesto en este trabajo, está basado en la idea de obtener las plantillas

que corresponden a las subplantas (con incertidumbre intervalo o afín), las cuales deben operarse

para obtener como resultado la plantilla de la planta con incertidumbre multilineal.

Adicionalmente, las cotas también pueden ser representadas de manera analítica, al aproximar

la función discreta que corresponde a la cota en una función continúa mediante series de Fourier,

dicho procedimiento se describe detalladamente en el Capítulo 3.

1.1. Antecedentes

En la actualidad la técnica de control robusto QFT es una técnica de diseño que se sigue utili-

zando por ser práctica, transparente y que además obtiene resultados satisfactorios.

En la literatura se han presentado trabajos que utilizan la técnica QFT para diseñar controla-

dores robustos en diferentes aplicaciones, algunas de ellas son las siguientes:
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En (Han, 2017) [37] se presenta el diseño de un control automatizado basado en un algoritmo

genético y QFT, para mejorar la estabilidad de un sistema de potencia con un desfasador contro-

lado por tiristores en el que se comparan los resultados para el desempeño robusto con los resul-

tados de controladores convencionales SA-PSS (Simulated Annealing - Power System Stabilizer) y

SA-TCPS (Simulated Annealing Thyristor Controlled Phase Shifter), obteniendo un mejor perfil de

voltaje y características dinámicas con el control robusto QFT.

En (Cai, 2017) [38] se diseña un control diagonal secuencial multivariable QFT en un sistema

hidráulico de giro híbrido para una excavadora. Los resultados se comparan con un control PI,

obteniéndose mejores resultados con el control MIMO QFT en presencia de incertidumbre para-

métrica y perturbaciones en la salida de la planta.

En (Gudimindla, 2018) [39] se diseña un controlador QFT automatizado para un sistema de

potencia fotovoltaico, que minimiza una función de costo mediante la aplicación de un algoritmo

genético, de tal forma que se satisfacen todas las especificaciones de desempeño en el dominio de

la frecuencia y mediante simulaciones de Matlab se compara el desempeño con un controlador

de parametrización afín, mostrando la eficacia del controlador QFT.

En (Guo, 2018) [40] se presenta el diseño de un controlador de posición robusto usando la

técnica QFT para un servo sistema electro-hidráulico de cilindro hidráulico asimétrico basado

en un modelo lineal con parámetros inciertos y perturbaciones externas, obteniendo resultados

satisfactorios.

En (Hoyo, 2019) [41] se presenta un control basado en la combinación de las técnicas de retro-

alimentación lineal y QFT para regular la temperatura diurna en un invernadero. Se cancelan las

no linealidades del modelo y las discrepancias con el sistema real se modelan como parámetros

inciertos.

En (Boby, 2019) [42] se propone un controlador híbrido que combina un control adaptativo y

un control QFT para sistemas de vehículos aéreos no tripulados de tres grados de libertad, se eva-

lúa el desempeño del controlador en seguimiento y se usa la técnica de minimización de errores

en cada ángulo para obtener el resultado deseado.

En (Gharib, 2019) [43] se presenta un algoritmo que combina las técnicas de lógica difusa y

QFT para diseñar un controlador para sistemas inciertos MIMO. La técnica se aplica en un robot
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manipulador de dos grados de libertad en el que se diseña un control QFT para cada eslabón

con especificaciones de seguimiento y rechazo de perturbaciones. Una vez que fue diseñado el

control QFT, después se diseña un controlador difuso PD de dos niveles para eliminar los posibles

errores del control QFT y los efectos de acoplamiento del sistema MIMO. Finalmente se optimiza

el controlador difuso usando un algoritmo genético.

En (Č ápková, 2020) [44] se presenta el diseño de un control robusto mediante QFT para un

motor de corriente directa con incertidumbre paramétrica. Los resultados se verificaron experi-

mentalmente con un motor de laboratorio comprobando el rechazo de perturbaciones e incerti-

dumbre.

En (Honari, 2020) [45] se presenta el diseño de un control robusto mediante QFT para un sis-

tema MIMO que consta de dos rotores que se asemejan a un helicóptero, este sistema también

es conocido como motor gemelo (Twin Rotor) en el que la parte no estacionaria del modelo pue-

de girar en dos ejes perpendiculares para producir las salidas de azimuth y elevación del sistema.

Estas salidas se ven afectadas por la velocidad de los rotores, con lo cual existen efectos de acopla-

miento, dinámicas no lineales e incertidumbre. El sistema se linealiza en un punto de operación y

el diseño del control QFT se realiza de la manera clásica usando plantillas discretas y por lo tanto

no se asegura que se incluye el peor caso en el diseño.

En (Cheng, 2022) [13] se diseña un control robusto mediante QFT y un control predictivo ge-

neralizado con rechazo de perturbaciones activas (ADRC-GPC) para un vehículo aeréo no mani-

pulado quadrotor con incertidumbres y perturbaciones externas. Los resultados se muestran me-

diante simulaciones para el desempeño robusto, el desempeño de la trayectoria de seguimiento,

y el rechazo de perturbaciones.

En (Abadi, 2022) [12] se diseña un control robusto mediante QFT para un sistema de transporte

con incertidumbre paramétrica en presencia de ruido, perturbaciones y ciberataques, obteniendo

una respuesta precisa para la trayectoria de seguimiento del curso deseado.

En (Krishnankutty, 2023) [26] se presenta un control de velocidad robusto para un motor de in-

ducción en presencia de incertidumbres y variación en los parámetros. Además se menciona que

se incluye el peor caso de las incertidumbres y todas las posibles variaciones de los parámetros,

sin embargo el diseño del control robusto mediante QFT se realiza de la manera clásica usando
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plantillas discretas, con lo cual en el diseño no se incluyen todas las posibles incertidumbres ni

todas las posibles variaciones de los parámetros.

En la literatura también se han presentado publicaciones que estudian la sintonización del

controlador QFT, que generalmente se realiza mediante la técnica conocida como “loop shaping”

o “conformación de lazo”, que consiste en moldear la forma del sistema de lazo abierto a través del

controlador hasta satisfacer todas las condiciones del sistema de lazo cerrado, por lo que se han

propuesto diferentes maneras para realizar este proceso de sintonización del controlador, de tal

forma que el procedimiento sea óptimo y en algunas ocasiones sea automático. A continuación se

describen algunas de ellas.

En (Makwana, 2015) [46] se presenta el diseño de un control robusto automático QFT, donde la

sintonización del control se plantea como un problema de aproximación lineal por partes basado

en un problema de programación lineal, encontrando una solución con el optimizador GUROBI

que a través de aproximaciones converge a un óptimo global.

En (Purohit, 2015) [47] se presenta el diseño de un control robusto QFT, que satisface todas las

especificaciones robustas al convertir la conformación de lazo en un problema de optimización

de intervalo global, logrando automatizar el procedimiento de conformación de lazo.

En (Mercader, 2016) [48] se presenta el diseño de un control robusto PID basado en QFT, usan-

do un criterio de optimización, el cual consiste en un procedimiento llamado concavo-convexo

que es un método iterativo que describe las restricciones como funciones convexas, sin embar-

go se necesitan condiciones iniciales y no se garantiza la convergencia a un mínimo global. Las

incertidumbres se pueden modelar como plantillas de polígonos simples que encierran comple-

tamente al conjunto de plantas. En este procedimiento no se necesita calcular las cotas en el plano

de Nichols, ya que se utiliza el método de síntesis, que se puede aplicar a cualquier estructura de

controlador donde los parámetros de la función de transferencia depende de manera afín, fijando

los polos del controlador y obteniendo los ceros del controlador con el método de síntesis.

En (Purohit, 2017) [49] se presenta una metodología de diseño robusto basado en programa-

ción no lineal para controladores QFT en sistemas inciertos lineales invariantes en el tiempo. El

control se diseña como un problema de optimización con restricciones, calculando al controlador

y prefiltro con una solución estándar de programación no lineal para maximizar el desempeño de
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la función objetivo, usando muestras de las plantillas y satisfaciendo especificaciones de estabili-

dad robusta y seguimiento.

En (Gudimindla, 2020) [50] se presenta el diseño de un controlador robusto para un converti-

dor electrónico de potencia, considerando incertidumbre en los parámetros del sistema. El con-

trolador se diseña minimizando una función objetivo usando un algoritmo genético en el contexto

de QFT, el cual en condiciones de carga completa alcanza un desempeño satisfactorio con un fac-

tor de potencia unitario y error de fase cero, además se evalúa la robustez del controlador para

diferentes condiciones inciertas, con lo cual se demuestra que el controlador alcanzó el desempe-

ño deseado en presencia de incertidumbres y variaciones de carga.

En (Katal, 2017) [51] se presenta un controlador robusto para un convertidor Buck (CD-CD),

el cual debido a la operación de conmutación es no lineal. El modelo tiene parámetros inciertos

debido a la operación continua del convertidor, y el controlador robusto QFT se diseña como un

problema de optimización multi objetivo que se soluciona con un algoritmo genético. Los resulta-

dos obtenidos se comparan con los de un control clásico PID, sin embargo, el controlador robusto

QFT obtiene mejores resultados ya que elimina el efecto de las incertidumbres paramétricas y

ofrece un menor rizado en la corriente y voltaje, además el proceso de diseño ofrece un enfoque

sin plantillas ni cotas para calcular al prefiltro y controlador QFT en un solo paso.

Por otra parte, algunas publicaciones se han enfocado en el cálculo de plantillas y cotas debido

a que son de importancia fundamental en el procedimiento de la técnica QFT, ya que de estas

depende la sintonización del controlador.

En (Rubin, 2019) [52] se presenta una modificación al diseño secuencial QFT para sistemas

MIMO al agregar una etapa de rediseño que evita el sobredimensionamiento en el cálculo de cotas,

específicamente en el rechazo de perturbaciones a la salida de la planta, donde se hace un ajuste

al controlador MIMO QFT. El sobredimensionamiento puede existir debido a que la especificación

se satisface en altas frecuencias, y es en estas frecuencias donde la magnitud para el rechazo de

perturbaciones disminuye rápido, causando que el cálculo en el primer paso de diseño sea más

estricto ya que se considera el peor caso, que es un caso que no puede suceder, por lo que en la

etapa de rediseño se propone reducirlo. Además la perturbación equivalente es tratada como una

planta equivalente no correlacionada, lo cual no es verdadero, por lo que se propone una etapa de
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rediseño al control secuencial QFT.

En (Rico, 2018) [30] se presenta una metodología para calcular las cotas de estabilidad robusta

en QFT, el algoritmo necesita pocas operaciones aritméticas y la estabilidad se define directamen-

te en el sistema de lazo abierto, ya que las especificaciones de estabilidad en QFT clásico están

definidas como restricciones de la función magnitud de lazo cerrado, por lo que en el algorit-

mo de este trabajo, se definen márgenes superior e inferior para la ganancia y fase, calculando la

distancia requerida de la respuesta en frecuencia de lazo abierto al punto crítico de estabilidad,

permitiendo calcular cotas de estabilidad más eficientes que en el método tradicional.

También en algunas publicaciones se estudia el diseño de controladores robustos dependien-

do del tipo de incertidumbre y perturbaciones consideradas en el sistema, ya que actualmente

solo se encuentra solución para la incertidumbre intervalo y afín, en cambio la incertidumbre

multilineal y polinómica se siguen estudiando, así como las perturbaciones.

En (Fu, 1990) [31] se muestra que para funciones de transferencia con polinomios afín, el con-

torno de la plantilla analítica Tωi es mapeado a partir de los bordes de la caja de parámetros Q,

además se muestra que la plantilla analítica que corresponde a cada borde de Q es un segmento

de línea o un segmento de arco, sin embargo se debe notar que algunos bordes de Q son mapeadas

al interior de la plantilla analítica.

En (García S., 2007) [28] se muestra que a partir del contorno discreto de la plantilla d Tωi se

puede obtener el contorno de la plantilla analítica Tωi usando series de Fourier, la ventaja de esta

técnica es que puede ser aplicada a plantas con un alto número de parámetros inciertos, ade-

más de obtener una plantilla de contorno diferenciable con curvas suaves, es probable que no

se considere a la incertidumbre completa, ya que la aproximación por series de Fourier suaviza el

contorno, con lo cual no se puede asegurar que se incluye el peor caso en el diseño del controlador.

En (Bhattacharyya, 2017) [53] se presenta una descripción general del control robusto con in-

certidumbre paramétrica, analizando el Teorema del borde, el Teorema de Kharitonov y temas

relacionados como el diseño y síntesis de teoría paramétrica.

En (G. Dindis, 2018) [29] se muestra que en sistemas lineales con polinomios intervalo, se pue-

den usar curvas cúbicas de Bezier para determinar el contorno analítico de una plantilla. Además,

se eliminan los puntos interiores de la plantilla que no se necesitan para calcular las cotas.
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En (Mihailescu, 2018) [54] se presenta un método para la sintonización de controladores PID

robustos, el cual se obtiene a partir del análisis de un caso especial multilineal que resulta de la

multiplicación de dos polinomios intervalo, al que se le llama sistema multilineal intervalo con

parámetros inciertos, y se llega a la conclusión de que el espacio de parámetros de un sistema

con incertidumbre multilineal se puede usar como un método de diseño para obtener el conjunto

preciso de controladores PID estabilizantes para la familia de polinomios completa.

En (Schauss, 2018) [55] se presenta un análisis de estabilidad para sistemas LTI con retardos

e incertidumbre paramétrica, el cual se basa en modelos de Taylor y polinomios de Bernstein,

determinando la estabilidad por regiones en el espacio de paramétros, lo que permite realizar

diseños de controladores robustos. El método no es conservativo y debido al modelo de Taylor se

asegura contener el resultado exacto, sin embargo debido al tiempo computacional que requiere

este algoritmo solo se emplea en sistemas con un número moderado de parámetros inciertos.

En (An, 2019) [56] se presenta un método para encontrar el área en el espacio de los pará-

metros inciertos de un sistema de control con incertidumbre paramétrica, el cual se basa en un

algoritmo para determinar un polinomio característico con coeficientes intervalo que establecen

las condiciones suficientes para estabilidad robusta.

En (Gayvoronskiy, 2019) [57] se presenta una metodología para representar sistemas con incer-

tidumbre afín mediante polinomios de coeficientes intervalo, además se menciona que reducir los

coeficientes del polinomio característico a una representación con coeficientes intervalo produce

una solución conservativa, por lo que se propone que no se necesita incluir todas las orillas y vér-

tices de la caja de parámetros como se menciona en el Teorema del borde, y solamente se necesita

seguir una trayectoria particular de vértice-orilla.

En (Zamora, 2021) [58] se propone un criterio que permite seleccionar un familia de controla-

dores robustos estabilizantes para algunas clases de sistemas con incertidumbre intervalo y retar-

dos de tiempo, los cuales se representan mediante plantillas y se usan polinomios de Kharitonov

para establecer las condiciones suficientes que garantizan estabilidad robusta.
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1.2. Hipótesis

En la técnica clásica de QFT se utilizan plantillas formadas por un número finito de posibles

combinaciones de los parámetros, sin embargo, el intervalo de cada parámetro es continuo y se

tendrían que realizar combinaciones infinitas, lo cual no es posible, y como consecuencia no se

puede asegurar que se incluye al peor caso en el diseño, entonces utilizando técnicas analíticas se

podría incluir completamente a la incertidumbre paramétrica, al menos para sistemas con poli-

nomios multilineales que puedan ser representados por subplantas intervalo o afín.

1.3. Objetivos

Objetivo General.

Proponer representaciones simbólicas para la incertidumbre paramétrica en el dominio de la

frecuencia para sistemas con incertidumbre multilineal, de tal forma que se garantice estabilidad

para el peor caso mediante la técnica QFT.

Objetivos Específicos.

1. Diseñar y evaluar controladores robustos mediante la técnica de QFT para casos de es-

tudio en los que el modelo del sistema incluya polinomios multilineales, usando plan-

tillas analíticas garantizando estabilidad para el peor caso.

2. Proponer procedimientos para:

a) Obtener plantillas analíticas para incertidumbre paramétrica, particularmente pa-

ra incertidumbre paramétrica multilineal.

b) Formular cotas analíticas.

c) Diseñar un control robusto mediante la técnica QFT haciendo uso de plantillas y

cotas analíticas.

3. Evaluación de las plantillas analíticas y compararlas con el método de malla.
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1.4. Planteamiento del problema

Actualmente en el diseño de controladores robustos mediante la técnica QFT no se asegura

que se incluya completamente a la incertidumbre de los parámetros, ni se asegura que esté in-

cluido al peor caso en el diseño, por lo que en este trabajo se propone utilizar técnicas analíticas

para representar plantillas que incluyan el peor caso en el diseño de controladores robustos pa-

ra sistemas con incerditumbre paramétrica multilineal en el que el modelo se puede representar

mediante subplantas con polinomios con incertidumbre intervalo o afín.

1.5. Justificación

Como se vió en la revisión bibliográfica anterior, la técnica QFT es ampliamente usada en la

actualidad, por esta razón se torna importante el estudio de esta técnica, enfocada tanto a mejorar

el desempeño de los controladores diseñados, como a mejorar la eficiencia del procedimiento del

mismo diseño.

En el diseño de controladores mediante QFT con técnicas analíticas, las plantillas se pueden

representar analíticamente de manera sencilla, ya que es suficiente el uso de una sola ecuación,

por lo que se pueden realizar operaciones aritméticas entre plantillas. Además, las plantillas analí-

ticas pueden incluir por completo a las plantillas suficientemente densas obtenidas con la técnica

de malla, pero con la ventaja de que requieren menor esfuerzo computacional para calcularlas y

operarlas. Respecto a las cotas, estas también se pueden representar de manera analítica, por lo

que se tendrían ventajas similares, quedando también representadas por una única ecuación y se

puede requerir menos esfuerzo computacional para calcularlas, con lo cual se podría realizar un

procedimiento de diseño de controladores robustos completamente analítico.

1.6. Suposiciones y alcances

Las suposiciones y alcances consideradas en esta tesis son:

Los parámetros se considerarán inciertos e invariables en el tiempo.
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El comportamiento dinámico del molino puede aproximarse por un modelo dinámico li-

nealizado alrededor de un punto de operación.

Una planta con incertidumbre paramétrica multilineal puede ser representada por subplan-

tas con incertidumbre paramétrica intervalo o afín.

El retardo entre hi y Hi+1 puede aproximarse por un sistema de primer orden.

Las perturbaciones pueden ser representadas en el dominio de la frecuencia y son predomi-

nantemente frecuencias bajas.

Se considerarán controladores lineales invariantes en el tiempo capaces de mantener esta-

bilidad en presencia de incertidumbre paramétrica.

La aplicación al MLC se centrará en los castillos 3 y 4 para el producto más comúnmente

laminado (acero AIST 1006).

1.7. Fundamentos de la técnica de control QFT

El diagrama de bloques para un sistema de lazo cerrado clásico con dos grados de libertad se

muestra en la Figura 1.1, en el que se incluyen a la función de transferencia de un prefiltro F (s),

a la función de transferencia del controlador G(s) y a la función de transferencia de la planta P (s)

con incertidumbre. La señal de salida de la planta es y(s), la señal de control es u(s), la señal de

error es e(s) y la señal de referencia es r (s). En lo que respecta a otras señales externas, n(s) es el

ruido en el sensor, d(s) es la perturbación a la salida de la planta y d1(s) es la perturbación a la

entrada de la planta.

Figura 1.1: Sistema de control clásico con dos grados de libertad
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En el diagrama de bloques de la Figura 1.1, se pueden obtener diferentes relaciones entre las

diferentes señales, para definir especificaciones en el dominio de la frecuencia como se muestra a

continuación:

• Rechazo de perturbaciones a la salida de la planta o también llamada función de sensibilidad

S(s). ∣∣∣ y

d

∣∣∣= ∣∣∣∣ 1

1+P ( jω)G( jω)

∣∣∣∣≤ δs (1.7.1)

• Rechazo de perturbaciones a la entrada de la planta o también llamada función de sensibili-

dad a la entrada de la planta S I (s).

∣∣∣∣ y

d1

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ P ( jω)

1+P ( jω)G( jω)

∣∣∣∣≤ δp (1.7.2)

• Rechazo al ruido o también llamada función de sensibilidad complementaria T(s).

∣∣∣ y

n

∣∣∣= ∣∣∣∣ L( jω)

1+P ( jω)G( jω)

∣∣∣∣≤ δn (1.7.3)

• Esfuerzo de control o también llamada especificación KS(s).

∣∣∣u

n

∣∣∣= ∣∣∣∣ G( jω)

1+P ( jω)G( jω)

∣∣∣∣≤ δc (1.7.4)

• Especificación de seguimiento o también llamada en inglés Tracking.

δlo <
∣∣∣ y

r

∣∣∣= ∣∣∣∣F ( jω)P ( jω)G( jω)

1+P ( jω)G( jω)

∣∣∣∣≤ δup (1.7.5)

Las incertidumbres se modelan en frecuencia mediante plantillas, a las cuales se les realizan

corrimientos horizontales y verticales sobre la carta de Nichols hasta cumplir con alguna especi-

ficación (círculos M). Los controladores se diseñan agregando polos y ceros sobre la planta no-

minal hasta satisfacer todas las especificaciones, a este procedimiento también se le llama “loop

shaping” o “conformación de lazo”.
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1.7.1. Cálculo de cotas QFT

Cada planta de la plantilla en la frecuencia ωi , dada por una combinación de parámetros in-

ciertos, se puede representar en forma polar P ( jω) = pe jθ, y de la misma manera el controlador

se puede representar como G( jω) = g e jφ. Estas expresiones se pueden sustituir en cada una de

las especificaciones de la sección anterior, de tal forma que para la especificación de sensibilidad

S(s), resulta lo siguiente:

∣∣∣∣ 1

1+ g pe j (θ+φ)

∣∣∣∣≤ δ (1.7.6)

elevando ambos lados de la ecuación al cuadrado se obtiene lo siguiente:

1

g 2p2 +2g p cos(θ+φ)+1
≤ δ2(ω) (1.7.7)

y despejando se obtiene la siguiente desigualdad cuadrática:

g 2p2 +2g p cos(θ+φ)+1− 1

δ2(ω)
≥ 0 (1.7.8)

donde el parámetro desconocido es: g e jφ. El cual se puede solucionar mediante un algoritmo

resultando lo que se conoce como cota. Se puede realizar un procedimiento similar al anterior

para obtener las cotas para otras especificaciones (Yaniv, 1999) [59], (Sidi, 2001) [60].

1.8. Contenido de la tesis

La tesis está organizada de la siguiente manera:

En el Capítulo 2 se describe el proceso de laminación en caliente y se presentan los modelos

matemáticos multivariables representados en el espacio de estados y en matriz función de trans-

ferencia MFT.

En el Capítulo 3 se presenta el concepto de plantilla analítica, cota analítica, y se propone un

procedimiento para el diseño de controladores robustos mediante la técnica QFT usando planti-

llas y cotas analíticas.
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En el Capítulo 4 se desarrollan dos casos de estudio. El primero es el modelo de un motor de

corriente directa y el segundo es el modelo del MLC para la salida de tensión. En ambos casos

se aplica el procedimiento del diseño de controladores robustos mediante la técnica QFT usando

plantillas y cotas analíticas.

Finalmente en el Capítulo 5 se presentan las conclusiones y trabajos futuros. Además en el

Apéndice I se presentan algunas de las figuras que se obtienen en el procedimiento del cálculo de

las plantillas y cotas analíticas del MLC para diferentes frecuencias.



Capítulo 2

Modelo matemático de un MLC

En este capítulo se presenta el modelo matemático que describe el comportamiento dinámico

de un molino de laminación en caliente MLC, el cual es un sistema multivariable representado

en el espacio de estados y en matriz función de transferencia MFT, este modelo es utilizado en el

Capítulo 4 para diseñar un controlador robusto.

2.1. Introducción

Actualmente la producción de acero es muy importante debido a sus variadas aplicaciones,

siendo de principal atención aquellas que requieren un perfil plano, por lo que el proceso de la-

minación en caliente es muy importante en la industria.

Un molino de laminación en caliente MLC (HSM, por sus siglas en inglés “Hot Strip Mill”)

consta de seis o siete castillos que se encargan de producir un rollo de lámina de acero, en el que

los parámetros más importantes son el espesor de la lámina y la temperatura de acabado, ya que

de eso dependen sus propiedades mecánicas (Roberts, 1983) [61], (Ginzburg, 1993) [62].

Entre los castillos del molino de laminación en caliente, se encuentra un dispositivo llamado

“looper” o “formador de onda” que se encarga de aplicar tensión a la cinta de acero, por lo tanto,

la posición angular del looper y la tensión de la cinta están involucradas en el espesor y velocidad

de la cinta, las cuales impactan en la temperatura de acabado.

Un molino de laminación en caliente, puede ser considerado como un sistema multivariable

15
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generalmente linealizado en un punto de operación, en el que se incluyen dos castillos contiguos

con cuatro variables de entrada y cuatro variables de salida, donde las variables de entrada son:

Sr i espacio entre rodillos del castillo i , Sr i+1 espacio entre rodillos del castillo i +1, τr i par del for-

mador de onda i , Vr i velocidad de los rodillos de trabajo del castillo i , y las variables de salida son:

hi espesor del castillo i de salida, hi+1 espesor del castillo i +1 de salida, σi tensión de la cinta en-

tre castillos, θi posición angular del looper. Además se consideran como señales de perturbación:

Hi espesor de entrada del castillo i , σi−1 tensión del castillo i −1, σi+1 tensión del castillo i +1,

Vr i+1 velocidad del rodillo de trabajo del castillo i +1 (Obregón, 2010) [63], (Cantú, 2019) [3].

En el modelo del MLC se involucran parámetros que sólo se conocen de manera aproxima-

da, por lo que se han diseñado controladores robustos para diferentes casos de incertidumbre y

diferentes “subsistemas” del modelo (Obregón, 2010) [63].

En el caso de incertidumbre paramétrica se han propuesto controladores basados en técnicas

H∞ o QFT, sin embargo, estas técnicas no garantizan estabilidad robusta para el caso de incerti-

dumbre paramétrica, ya que trabajan con un número finito de combinaciones de parámetros para

lograr la representación de la región de incertidumbre paramétrica en el dominio de la frecuencia.

En (Hearns and Grimble, 1997) [64] se propone un control basado en la técnica H∞ para los lazos

de espesor y flujo de masa, sin embargo, no se muestra el modelo del proceso, ni el modelo de

incertidumbre.

En (Obregón, 2006) [65] , (Obregón, 2010) [63] se presenta un modelo multivariable linealizado

alrededor de un punto de operación en el dominio de Laplace de un molino continuo (FM por

sus siglas en inglés), el cual es una buena aproximación del proceso real. Además se menciona

la posibilidad de realizar un controlador para el sistema completo con cuatro entradas y cuatro

salidas, sin embargo sólo se realizó el diseño de control para un sistema de menor dimensión.

Por otra parte, respecto a los controladores que se han diseñado para el MLC. En (Zhong, 2010)

[66], se diseña un controlador no lineal para la tensión y altura del looper basado en la técnica de

modos deslizantes y control adaptativo.

En (Chi Yu, 2011) [67] se propone un control robusto con la técnica de modos deslizantes ba-

sado en el método LMIs.

En (Don Juan Ríos, 2016) [68], (Pliego, 2017) [69], se propusieron dos controladores en lazo
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individual para mantener estabilidad y desempeño robusto en presencia de incertidumbres para-

métricas en el MLC mediante la técnica QFT.

En (Fang-chen, 2017) [70] se controla la altura del looper y tensión de la cinta usando la técnica

de Control Predictivo de Matrices Dinámicas.

En (Cantú, 2019) [3] se diseñan dos controladores multivariables robustos en el dominio de la

frecuencia para un MLC usando las técnicas QFT y H∞ en el subsistema del looper de dimensión

2×2, para mantener estabilidad en presencia de incertidumbre paramétrica. El diseño del control

H∞ se realizó usando sensibilidad mezclada y el diseño del control QFT se realizó mediante el

método de lazos secuenciales, verificando las condiciones de estabilidad robusta en el dominio de

la frecuencia, evaluando los controladores en el dominio del tiempo, y comparando su desempeño

con un control PI que fue diseñado para los subsistemas con una entrada y una salida. Se concluye

que el controlador QFT muestra un mejor desempeño, pero se requiere una mayor potencia en

una de las entradas de control.

En el Capítulo 4 se presentará al molino de laminación en caliente MLC como caso de estudio

de una aplicación de los procedimientos propuestos en el Capítulo 3.

2.1.1. Molino de laminación en caliente

Un molino de laminación en caliente MLC se encarga de producir un rollo de lámina de acero,

en el que los parámetros más importantes son el espesor de la lámina y la temperatura de acabado,

ya que de eso dependen sus propiedades mecánicas (ver Figura 2.1), (Barrios J. A., 2012) [71].

El proceso para producir una lámina de acero consta de cuatro fases, en la primer fase se en-

cuentran los hornos de recalentamiento que se encargan de elevar la temperatura de un planchón

de acero hasta aproximadamente 1300 ◦C para su posterior deformación mecánica. En esta pri-

mer fase, el planchón tiene dimensiones aproximadamente de 0.2m de grosor, 0.915m de ancho,

de 5 a 10m de largo y pesa entre 10 y 25 toneladas. Al salir del horno, se forma una capa de óxido,

la cual debe ser eliminada con un rompedor de óxido antes de pasar a la siguiente etapa.

En el segunda fase se encuentran los molinos desbastadores, los cuales deforman el planchón

para obtener una barra de transferencia BT, con un espesor aproximado de 25.4mm y una tem-
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Figura 2.1: Molino de laminación en caliente.

peratura aproximada de 1150 ◦C. Antes de pasar a la siguiente etapa, se corta el inicio de la barra

para darle forma y para facilitar el acceso al molino continuo, también se remueve el óxido que se

puede formar en esta etapa debido a las altas temperaturas.

En la tercer fase, se encuentra el molino continuo que puede constar de un tren de seis o siete

castillos consecutivos, los cuales se encargan de reducir la barra hasta un espesor final de entre

0.002m y 0.0157m con ancho alrededor de 0.9m. En esta etapa la temperatura se encuentra apro-

ximadamente entre 800 ◦C y 920 ◦C.

Finalmente en la cuarta fase, la cinta de acero es enfriada mediante una cortina de agua y

enrollada con una temperatura aproximada de entre 550 ◦C y 650 ◦C.

2.1.2. Molino continuo

Una de las etapas más importantes es el molino continuo (FM, por sus siglas en inglés Fi-

nishing Mill), el cual está formado por 6 ó 7 castillos contiguos que se encargan de obtener el

espesor final de la cinta, además en esta etapa existe una mayor cantidad de interacción entre las

variables, incertidumbres y no linealidades de los castillos.

En la Figura 2.2 se puede observar que cada castillo está formado principalmente por cuatro

componentes:

1) Cápsula Hidráulica: Contiene un sistema hidráulico con regulador de posición vertical, que
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se utiliza para generar la fuerza necesaria para la deformación mecánica de la lámina de acero,

esta fuerza también es conocida como fuerza de rolado.

2) Rodillos de apoyo: Se encuentran en contacto directo con los rodillos de trabajo y con el

sistema hidráulico, su diámetro se encuentra entre 1200 mm y 1563 mm aproximadamente, y son

los encargados de transferir la fuerza generada en el sistema hidráulico a los rodillos de trabajo.

3) Rodillos de trabajo: Se encuentran en contacto directo con la lámina de acero, están loca-

lizados después de los rodillos de apoyo, y su función es la de transmitir la fuerza generada en

el sistema hidráulico a la cinta de acero, estos rodillos tienen un radio entre 220 mm y 370 mm

aproximadamente.

4) Celda de carga: Es un transductor de fuerza que se encarga de medir la fuerza generada en

el sistema hidráulico.

Entre los castillos del FM, se encuentra un dispositivo llamado formador de onda (looper) que

se encarga de aplicar tensión a la cinta de acero, con la finalidad de controlar el flujo de masa y

corregir la velocidad de los rodillos de los castillos, por lo que, la posición angular del looper y la

tensión de la cinta están involucradas en el espesor y velocidad de la cinta, las cuales impactan en

la temperatura de acabado (Roberts, 1983) [61], (Ginzburg, 1993) [62].

Un molino de laminación en caliente, puede ser modelado como un sistema multivariable

generalmente linealizado alrededor de un punto de operación, se modelan dos castillos contiguos

con cuatro variables de entrada y cuatro variables de salida (Figuras 2.2 y 2.3), donde las variables

de entrada son (ver Tabla 2.1) : espacio entre rodillos del castillo i (Sr i ), espacio entre rodillos

del castillo i +1 (Sr i+1), par del formador de onda i (τr i ), velocidad de los rodillos de trabajo del

castillo i (Vr i ), y las variables de salida son: espesor del castillo i (hi ), espesor del castillo i + 1

(hi+1), tensión de la cinta entre castillos (σi ), posición angular del looper (θi ).

Además se consideran como señales de perturbación: espesor de entrada del castillo i (Hi ),

tensión del castillo i −1 (σi−1), tensión del castillo i +1 (σi+1), velocidad del rodillo de trabajo del

castillo i +1 (Vr i+1), (Obregón, 2006) [65], (Evers, 2006) [72].

En (Obregón, 2010) [63] se desarrolló un modelo multivariable para el FM linealizado en un

punto de operación en el dominio de la frecuencia. El modelo representa dos castillos contiguos y

el looper entre ellos. El modelo se validó con datos reales del MLC y se concluyó que es una apro-
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ximación aceptable del proceso real. El punto de operación se define por el producto láminado,

en este caso es el acero AIST 1006 calibre 2×10−3 y ancho de 0.9m.

Figura 2.2: Diagrama esquemático de dos castillos contiguos del MLC.

Figura 2.3: Diagrama de entradas, salidas y perturbaciones en el MLC.

La incertidumbre considerada en los parámetros del modelo se muestra en la Tabla 2.2.
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Variable Descripción Unidades

Sri Espacio entre rodillos del castillo i m
Sri+1 Espacio entre rodillos del castillo i +1 m
Vri Velocidad de los rodillos de trabajo del castillo i m/s
τri Par del formador de onda i N-m
hi Espesor de salida del castillo i m
σi Tensión de salida del castillo i N
θi Posición angular del formador de onda grados

hi+1 Espesor de salida del castillo i +1 m
Hi Espesor de entrada del castillo i m
σi−1 Tensión del castillo i −1 N
σi+1 Tensión del castillo i +1 N
Vi+1 Velocidad de los rodillos de trabajo del castillo i +1 m/s

Tabla 2.1: Variables de entrada, salida y perturbaciones en el MLC.

Parámetro Unidades Concepto Incertidumbre

K τi
θi

kg ·mm Ganancia estática ±5%

K Li
θi

mm Ganancia estática ±5%

K τi
σi

mm Ganancia estática ±5%
Ji kg ·mm · s2 Inercia del looper ±10%

Di kg ·mm · s Amortiguamiento ±20%

Ei
kg

mm Módulo de Young ±20%
Li mm Distancia en rodillos ±1%

Tabla 2.2: Incertidumbre considerada en los parámetros del modelo.

2.1.3. Función de transferencia para la salida de tensión σi

De acuerdo al modelo multivariable para el MLC presentado en el diagrama de bloques de la

Figura 2.4, se puede obtener la función de transferencia para la salida de tensión σi respecto del

par del formador de onda τr i , mediante reducción de bloques. Esta función de transferencia es

usada en el Capítulo 4 para diseñar un controlador robusto usando la técnica de QFT.

La función de transferencia para la salida de tensión σi del MLC, se puede calcular mediante

operaciones aritméticas entre las siguientes funciones de transferencia, como se muestra a conti-

nuación:
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Figura 2.4: Modelo multivariable de dos castillos contiguos.

F1(s) =
1

Mi
kPi
σi

1− 1
Mi

kPi
hi

(2.1.1)

F2(s) =
1

Mi+1
kb+

h+
1− 1

Mi+1
kP+

h+
(2.1.2)

F3(s) = 1

Ji s +D
(2.1.3)

F4(s) = s

Ji s2 +Ds +kτi
θi

(2.1.4)
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F5(s) =
Ei
Li s

1− Ei
Li s F1(s)k fi

hi
Vi

(2.1.5)

F6(s) = F5(s)

1+F5(s)

(
F1(s)kb+

H+Vi+1

1+TDi s

) (2.1.6)

F7(s) = F6(s)

1+F6(s)(
F1(s)kP+

H+Vi+1F2(s)
1+TDi s )

(2.1.7)

F8(s) = F7(s)

1+F7(s)Vi+1F2(s)kP+
σi

(2.1.8)

F11(s) =
F4(s)kLi

θi
F8(s)

1+F4(s)kLi
θi

F8(s)kτi
σi

(2.1.9)

P3(s) = ∆σi

∆τri

= F11(s)

TTL s +1
(2.1.10)

donde P3(s) es la función de transferencia para la salida de tensión σi respecto del par del forma-

dor de onda τri .
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2.2. Modelo del MLC representado en espacio de estados

Un modelo multivariable para el MLC representado como un diagrama de bloques se muestra

en la Figura 2.4, de tal forma que los estados x, entradas u, perturbaciones d y salidas y , se definen

como se muestra en la ecuación a continuación.

x =



x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9



=



∆Si

∆σi

∆Si+1

∆Hi+1

∆θi

∆ωi

∆τi

∆Vi+1

∆Vi



,u =



u1

u2

u3

u4


=



∆Sr i

∆Sr i+1

∆τr i

∆Vr i


,d =



d1

d2

d3

d4


=



∆Hi

∆σi−1

∆σi+1

∆Vr i+1


, y =



y1

y2

y3

y4


=



∆hi

∆hi+1

∆σi

∆θi


(2.2.1)

donde los símbolos i −1, i e i +1 en los subíndices de las variables, indican el castillo al que

pertenecen respectivamente. De acuerdo al diagrama de bloques de la Figura 2.4, el modelo en

espacio de estados es el que se muestra en las siguientes ecuaciones.
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ẋ1 =− 1

TGi
+ S̄r i u1

ẋ2 = 1

TGi
GM1i k fi

hi
Vi x1 + Ei

Li

(
kPi
σi

GM2i k fi

hi
Vi −kP+

σi
GM2i+1kb+

h+Vi+1

)
x2 − 1

TGi+1
GM1i+1kb+

h+Vi x3−

− 1

TD

(
kP+

H+GM2i+1kb+
h+Vi+1 +kb+

H+Vi+1

)
x4 +kLi

θi

1

Ji
x6 − 1

TMi+1
(1−bi ) x8 + 1

TMi
(1+ fi )x9+

+
(
k fi

Hi
+kPi

Hi
GM2i k fi

hi

)
Vi H̄i d1 +

(
k fi
σ−+kPi

σ−GM2i k fi

hi

)
Vi σ̄i−1d2 +

(
kb+
σ+−kP+

σ+GM2i+1kb+
h+

)
Vi+1σ̄i+1d3

ẋ3 =− 1

TGi+1
x3 + S̄r i+1u2

ẋ4 = 1

TGi
GM1i x1 + Ei

Li
kPi
σi GM2i x2 − 1

TD
x4 +GM2i kPi

Hi
H̄i d1 +GM2i kP+

σ− σ̄i−1d2

ẋ5 = 1

Ji
x6

ẋ6 =−Ei

Li
kτi
σi x2 −kτi

θi
x5 − D

Ji
x6 + 1

Tτi

x7

ẋ7 =− 1

Tτi

x7 + τ̄r i u3

ẋ8 =− 1

TMi+1
x8 + V̄i+1d4

ẋ9 =− 1

TMi
x9 + V̄i u4

(2.2.2)

Las salidas del MLC son:

y1 =∆hi = 1

TGi
GM1i

1

hi r e f
x1 + Ei

Li
kPi
σi GM2i

1

hi r e f
x2

y2 =∆hi+1 = Ei

Li
kP+
σi GM2i+1

1

hi+1r e f
x2 + 1

TGi+1
GM1i+1

1

hi+1r e f
x3 +kP+

H+
1

TD
GM2i+1

1

hi+1r e f
x4

y3 =∆σi = Ei

Li

1

σi r e f
x2

y4 =∆θi = 1

θi r e f
x5

(2.2.3)
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con las equivalencias GM1i = Mi

Mi−k
Pi
hi

, GM2i = 1

Mi−k
Pi
hi

, GM1i+1 = Mi+1

Mi+1−kP+
h+

, GM2i+1 = 1
Mi+1−kP+

h+
,

donde S̄r i , S̄r i+1, τ̄r i , V̄i , H̄i , σ̄i−1, σ̄i+1, V̄i+1, denotan los valores nominales de las correspondien-

tes señales de entrada, k denota una ganancia estática proveniente de la linealización del modelo

con la representación de las variables dependientes e independientes de las derivadas parciales

como superíndices y subíndices respectivamente.

El sistema en espacio de estados se puede simplificar al reescribir las ganancias estáticas k y
x

como constantes c1, · · · , c27, de tal forma que el modelo simplificado queda como se muestra a

continuación:

ẋ1 =−c1x1 +u1

ẋ2 = c2x1 + c3x2 − c4x3 − c5x4 + c6x6 − c7x8 + c8x9 +a1d1 +a2d2 +a3d3

ẋ3 =−c9x3 +u2

ẋ4 = c10x1 + c11x2 − c12x4 +a4d1 +a5d2

ẋ5 = c13x6

ẋ6 =−c14x2 − c15x5 − c16x6 + c17x7

ẋ7 =−c18x7 +u3

ẋ8 =−c19x8 +a6d4

ẋ9 =−c20x9 +u4

(2.2.4)

Las salidas del MLC en su representación simplificada son las siguientes:

y1 = c21x1 + c22x2

y2 = c23x2 + c24x3 + c25x4

y3 = c26x2

y4 = c27x5

(2.2.5)



2.3. RESUMEN 27

2.3. Resumen

En este capítulo se presentaron las representaciones en el dominio de la frecuencia y en el es-

pacio de estados del modelo matemático multivariable para el MLC.

También se presentó la función de transferencia para la salida de tensión σi mediante reduc-

ción de bloques.

En el Capítulo 4 se realizará un diseño de control basado en la representación del modelo del

MLC presentado en esta sección.

La función de transferencia para la salida de tensión σi del MLC, se puede calcular median-

te operaciones aritméticas de las funciones de transferencia que corresponden a subplantas con

incertidumbre intervalo o afín, por lo que se pueden obtener las plantillas analíticas correspon-

dientes para cada subplanta y operar aritméticamente estas plantillas para obtener la plantilla

analítica para la salida de tensión. Estas plantillas analíticas se utilizarán para realizar un diseño

mediante la técnica de QFT.



Capítulo 3

Diseño de Controladores QFT usando

Plantillas y Cotas Analíticas

En este capítulo se presentan los conceptos de cotas y plantillas analíticas. Además se propo-

ne un procedimiento para el ajuste de plantillas analíticas en plantillas discretas convexas y no

convexas.

Finalmente se muestran los procedimientos para operar plantillas analíticas, para calcular co-

tas analíticas y se propone un procedimiento para diseñar controladores robustos usando planti-

llas y cotas analíticas mediante la técnica de QFT.

3.1. Introducción

El objetivo de este capítulo es presentar una metodología para el diseño de controladores ro-

bustos mediante la técnica QFT usando plantillas y cotas analíticas, con la finalidad de que el

diseño pueda incluir al peor caso en sistemas con polinomios multilineales, ya que la técnica clá-

sica de control robusto QFT, no asegura que se incluya al peor caso (Cantú, 2019) [3], (Mercader,

2016) [48].

El modelo se debe representar mediante subplantas que contengan polinomios intervalo o

afín, de tal forma que al realizar operaciones aritméticas entre las subplantas se obtiene la planta

28
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multilineal, entonces al obtener las plantillas correspondientes para cada subplanta y realizando

operaciones aritméticas entre estas plantillas (Martín R. , 2007) [73], se puede obtener la plantilla

de la planta multilineal.

Las plantillas utilizadas son plantillas analíticas, las cuales se obtienen al aproximar una fun-

ción discreta con una función continúa mediante series de Fourier, con la ventaja de que las plan-

tillas pueden estar representadas solamente por una ecuación, además de ser derivables, sin em-

bargo, debido a la aproximación mediante series de Fourier es posible que las plantillas analíticas

no incluyen completamente a la incertidumbre, por lo que también se presenta una metodología

de ajuste de plantillas analíticas.

Las cotas también pueden ser representadas de manera analítica, aproximando la función dis-

creta que corresponde a la cota en una función continúa mediante series de Fourier. El controlador

debe satisfacer estas cotas, ya que representan a las especificaciones de diseño, como pueden ser

estabilidad, rechazo de perturbaciones a la entrada o a la salida de la planta, seguimiento, entre

otras.

3.2. Plantillas y Cotas Analíticas

En esta sección se presentan los conceptos de cotas y plantillas analíticas.

3.2.1. Plantilla analítica

Sea una planta P (s;λ1,λ2, · · · ,λn), con n parámetros inciertos λ. La proyección del espacio n-

dimensional de parámetros sobre el plano Mod-Arg (o sobre el plano Im-Re) a una frecuencia ωi ,

por medio de la función P ( jωi ;λ1,λ2, · · · ,λn), s = jωi , da lugar a una superficie de incertidumbre

(Martín R., 2009) [74].

La función matemática que describe el contorno de dicha superfice a la frecuencia ωi se de-

nota por Tωi . Se considera que Tωi es una función analítica dada en coordenadas paramétricas,
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que depende del parámetro ϕ ∈ [0,2π]. Los valores de Tωi se expresan en forma binómica repre-

sentados en el plano Im-Re por Tωi = (Rωi (ϕ),Iωi (ϕ)) o por Tωi = (Aωi (ϕ),Mωi (ϕ)) en el plano

Mod-Arg. Por su parte d Tωi es un vector de cantidades complejas representadas sobre el plano

Im-Re o Mod-Arg que contiene un conjunto finito de puntos del contorno de la plantilla.

3.2.2. Procedimiento para describir el contorno de la plantilla con una fun-

ción analítica

El procedimiento para calcular plantillas analíticas se presenta en (Martín R., 2009) [74]. Los

pasos para calcular las plantillas analíticas se describen a continuación:

1. Se definen los vectores discretos dR y dI con n + 1 elementos (representados en forma

rectangular o polar) a partir de los n elementos de d Tωi que deben estar ordenados como aparecen

consecutivamente en el contorno de la plantilla.

d Tωi =
{

pr 1 + j pi 1, pr 2 + j pi 2, · · · , pr n + j pi n
}

(3.2.1)

dR ={
pr 1, pr 2, · · · , pr n , pr 1

}
dI ={

pi 1, pi 2, · · · , pi n , pi 1
} (3.2.2)

2. Se crea un nuevo vector dϕ con n +1 elementos equidistantes y comprendidos entre ϕmi n y

ϕmax (ϕmi n = 0 y ϕmax = 2π).

dϕ=
{

0,
2π

n −1
,2

2π

n −1
, · · · , (n −2)

2π

n −1
,2π

}
(3.2.3)

3. Cada elemento de dϕ se asocia a cada uno de los elementos de dR y dI formando parejas

(dϕ[k],d R[k]) y (dϕ[k],d I [k]).

4. Debido a que (dϕ[k],d R[k]) y (dϕ[k],d I [k]) son curvas periódicas (periodo de 2π), enton-

ces, se pueden aproximar por series de Fourier, obteniendo las siguientes funciones analíticas:

R(ϕ) = Ar 0 +Br 1 sinϕ+ Ar 1 cosϕ+Br 2 sin2ϕ+·· ·
I (ϕ) = Ai 0 +Bi 1 sinϕ+ Ai 1 cosϕ+Bi 2 sin2ϕ+·· ·

(3.2.4)
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donde

Ar 0 = 1

n

n∑
k=1

dR[k]

Ar l =
2

n

n∑
k=1

dR[k]cos(l dϕ[k])

Br l =
2

n

n∑
k=1

dR[k]sin(l dϕ[k])

(3.2.5)

Ai 0 = 1

n

n∑
k=1

dI [k]

Ai l =
2

n

n∑
k=1

dI [k]cos(l dϕ[k])

Bi l =
2

n

n∑
k=1

dI [k]sin(l dϕ[k])

(3.2.6)

con l = 0,1,2, · · · ,m

La plantilla analítica en coordenadas paramétricas se define como Tωi =
(
Rωi (ϕ),Iωi (ϕ)

)
, o

en su representación polar como Tωi =
(
Aωi (ϕ),Mωi (ϕ)

)
. La aproximación de la plantilla analítica

depende de la cantidad de muestras n y de la cantidad de términos m, usados en la serie de Fourier.

La cantidad de términos m puede ser seleccionada de manera arbitraria, sin embargo, entre más

grande sea m, la aproximación de la plantilla analítica puede mejorar.

3.2.3. Ajuste de la plantilla analítica

Debido a las características de la aproximación por series de Fourier, es posible que en la plan-

tilla analítica no sea considerada por completo la incertidumbre paramétrica como se puede ob-

servar en la Figura 3.1, por lo tanto, es necesario realizar un ajuste a la plantilla analítica, el cual,

para plantillas convexas consiste en ampliar la plantilla analítica de tal forma que se cumplan las

siguientes condiciones.

R(ϕ)


≥ dR[k], dR[k] > 0

= dR[k], dR[k] = 0

≤ dR[k], dR[k] < 0

(3.2.7)
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I (ϕ)


≥ dI [k], dI [k] > 0

= dI [k], dI [k] = 0

≤ dI [k], dI [k] < 0

(3.2.8)

donde la parte real dRωi [k] e imaginaria dIωi [k] de la plantilla discreta d Tωi [k] están escaladas

entre −1 y 1, además están desplazadas a cero para evitar posibles errores de aproximación con la

serie de Fourier y están graficadas respecto de la fase que corresponde a cada número complejo,

es decir la fase no se asigna con valores equidistantes de 0 a 2π.

Una manera de satisfacer las condiciones anteriores, es realizando una ampliación de la plan-

tilla discreta, de tal forma que cuando se calcula la plantilla analítica con la plantilla discreta am-

pliada, la plantilla analítica que resulta está ajustada e incluye completamente a la plantilla discre-

ta original, sin embargo en este trabajo no se establece una medida de incremento en la plantilla

discreta para que cuando sea calculada la plantilla analítica resulte ajustada, y solamente se es-

tablecen las condiciones que permiten el ajuste de la plantilla analítica, el cual se podría lograr

ampliando a la plantilla discreta en factor del error máximo entre la plantilla analítica y la plantilla

discreta, max(Tωi − d Tωi [k]), además también se podría aumentar la cantidad de términos m en

la serie de Fourier para mejorar la aproximación.

En caso de que la plantilla no sea convexa, puede ser necesario separar por secciones a la

plantilla discreta, y aplicar un procedimiento para ampliar o reducir las secciones de la plantilla

discreta según se requiera, de tal forma, que la plantilla analítica ajustada incluya completamente

a la plantilla discreta.

El ajuste de una plantilla analítica es un procedimiento para obtener una plantilla analítica

más grande respecto de la plantilla analítica original, con lo cual la plantilla analítica ajustada es

conservadora.

Dependiendo del problema y de los criterios de diseño se debe establecer un balance adecuado

entre la complejidad de la función que describe la plantilla y lo conservadora que ésta pueda llegar

a ser.
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3.2.4. Ejemplo de ajuste en una plantilla analítica convexa

En este ejemplo se supone una plantilla hexagonal, donde la parte real dRh[k] e imaginaria

dI h[k] de la plantilla discreta hexágono d T h[k], están desplazadas a cero y escaladas entre −1 y

1, por lo tanto un círculo de referencia T c (ϕ) = (Rc (ϕ),I c (ϕ)) con radio
p

2 y centro en el origen,

incluye por completo a la plantilla hexagonal escalada y a cualquier plantilla escalada entre −1 y

1. La aproximación por series de Fourier no considera a la incertidumbre completamente como se

muestra en la Figura 3.1, por lo que se debe hacer un ajuste en la plantilla analítica, de tal forma

que se cumplan las siguientes condiciones:

Rc (ϕ)


≥ Rh(ϕ) ≥ dRh[k], dRh[k] > 0

= Rh(ϕ) = dRh[k], dRh[k] = 0

≤ Rh(ϕ) ≤ dRh[k], dRh[k] < 0

(3.2.9)

I c (ϕ)


≥ I h(ϕ) ≥ dI h[k], dI h[k] > 0

= I h(ϕ) = dI h[k], dI h[k] = 0

≤ I h(ϕ) ≤ dI h[k], dI h[k] < 0

(3.2.10)

Los resultados del ajuste para la plantilla hexágono se muestran en la Figura 3.2, donde la línea

de color azul corresponde a la plantilla círculo de referencia con radio
p

2 y centro en el origen,

la plantilla círculo es de referencia ya que incluye completamente a cualquier plantilla escalada

entre −1 y 1, la línea de color rojo corresponde con la plantilla hexágono discreta y la línea de

color negro corresponde con la plantilla hexágono analítica. En la Figura 3.3 (a) la línea de color

negro corresponde a la parte real de la plantilla analítica hexágono obtenida con la aproximación

por series de Fourier, la parte real de la plantilla hexágono discreta corresponde con la línea de

color rojo, y la parte real del círculo de referencia con la línea de color azul. En el inciso (b) las

líneas roja y azul son las mismas que en el inciso (a) y la línea de color negro es la parte real de la

plantilla hexágono analítica ajustada, la cual fue obtenida con la parte real de la plantilla discreta

ampliada y se puede observar que la línea negra está arriba de la línea roja para valores positivos

y está abajo de la línea roja para valores negativos. En los incisos (c) y (d) se representa lo mismo

que los incisos (a) y (b) pero para la parte imaginaria, con lo cual se cumplen las condiciones de
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Figura 3.1: Ejemplo de una plantilla hexagonal con 720 muestras y aproximada con los primeros 7
términos de la serie de Fourier, donde se puede observar que la plantilla analítica T h(ϕ) no incluye
completamente a la plantilla hexágono d T [k], además se muestra una plantilla círculo T c (ϕ) con
radio

p
2 como referencia.
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Figura 3.2: Ejemplo de una plantilla hexagonal ajustada con 720 muestras y aproximada con los
primeros 7 términos de la serie de Fourier, donde se puede observar que la plantilla analítica T h(ϕ)
incluye completamente a la plantilla hexágono d T [k], además se muestra una plantilla círculo
T c (ϕ) con radio

p
2 como referencia.
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(3.2.9) y (3.2.10). En los incisos (e) y (f) se muestra el resultado de la plantilla analítica hexágono

sin ajuste y con ajuste, se puede observar que la plantilla analítica hexágono con ajuste incluye

completamente a la plantilla hexágono discreta.
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(a) Rh(ϕ) aproximada por series de Fourier.
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(b) Rh(ϕ) ajustada.
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(c) I h(ϕ) aproximada por series de Fourier.
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(d) I h(ϕ) ajustada.
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(e) Plantilla hexagono T h(ϕ) aproximada por series
de Fourier.
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(f) Plantilla hexagono ajustada T h(ϕ).

Figura 3.3: Ajuste de la plantilla hexagono T h(ϕ).
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3.2.5. Ejemplo de ajuste en una plantilla analítica no convexa

En este ejemplo se muestra la plantilla no convexa que corresponde a la salida de tensión σi

del MLC en la frecuencia ω = 45 r ad/s. La aproximación por series de Fourier no considera a

la incertidumbre completamente como se puede ver en la Figura 3.4, por lo que se debe hacer

un ajuste en la plantilla analítica, sin embargo para una plantilla no convexa, las condiciones de

la Sección 3.2.3 no son válidas y tampoco se requiere hacer escalamiento. Para que la plantilla

analítica incluya completamente a la plantilla discreta, se propone separar a la plantilla discreta

en secciones, para ampliar a algunas secciones y reducir a otras.

En la Figura 3.5 se encuentra la plantilla analítica ajustada en línea de color negro y se puede

observar que incluye completamente a la plantilla discreta en línea de color azul.

En la Figura 3.6 se muestra el procedimiento de ajuste en la plantilla analítica. En el inciso (a)

la plantilla no convexa se puede separar en dos secciones, con línea de color azul la sección que

se propone reducir y con línea de color rojo la sección que se propone ampliar. En el inciso (b) los

resultados de la reducción y ampliación de las secciones. En el inciso (c) las secciones ampliada y

reducida ordenadas para formar un contorno ajustado. En el inciso (d) se usa el contorno ajustado

para calcular la plantilla analítica ajustada que incluye completamente a la plantilla discreta. En el

inciso (e) se muestra a la plantilla analítica ajustada y en el inciso (f) a la plantilla analítica ajustada

en la carta de Nichols.
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Figura 3.4: Plantilla para la salida de tensión σi de un MLC en la frecuencia 45 r ad/s. Es una
plantilla no convexa con 267 muestras y aproximada con los primeros 100 términos de la serie de
Fourier, donde se puede observar que la plantilla analítica T (ϕ) (línea de color negro) no incluye
completamente a la plantilla discreta d T [k] (línea de color azul).
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Figura 3.5: Plantilla para la salida de tensión σi de un MLC en la frecuencia 45 r ad/s. Es una
plantilla no convexa con 267 muestras y aproximada con los primeros 100 términos de la serie de
Fourier, donde se puede observar que la plantilla analítica T (ϕ) (línea de color negro) está ajustada
e incluye completamente a la plantilla discreta d T [k] (línea de color azul).
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3.2.6. Operaciones aritméticas entre plantillas analíticas

El procedimiento para realizar operaciones aritméticas entre dos plantillas analíticas mostra-

do en (Martín R., 2007) [73], (Martín R. , 2009) [74], consiste en discretizar la primer plantilla en

ν= {ν1,ν2, · · · ,νm} y cada punto discreto se opera con la segunda plantilla, generando de esta ma-

nera un conjunto de curvas, donde el contorno de dichas curvas se puede obtener mediante la

solución de una ecuación llamada por los autores “trascendental” y corresponde con la plantilla

resultado de la operación aritmética, sin embargo, el procedimiento empleado en este documen-

to para realizar operaciones aritméticas, consiste en operar a las plantillas de la misma manera en

que se operan los números complejos, esto puede ser de esta manera debido a que las plantillas

analíticas están representadas mediante series de fourier con parte real y parte imaginaria.

Si se supone que cada plantilla analítica depende de un sólo parámetro, entonces el resultado

de operar dos plantillas analíticas depende de dos parámetros como se muestra en la siguiente

ecuación:

T (ϕ1,ϕ2) = T1(ϕ1)⊙T2(ϕ2) (3.2.11)

donde el símbolo ⊙ representa alguna operación aritmética genérica, y además se debe notar que

T (ϕ1,ϕ2) al depender de dos parámetros es un conjunto de curvas y no es una plantilla analítica,

es decir, al evaluar uno de los parámetros seleccionando valores discretos y manteniendo al otro

parámetro como la variable continua, se obtiene un conjunto de curvas analíticas, donde los pun-

tos discretos del contorno del conjunto de curvas se pueden aproximar mediante series de Fourier

para obtener la plantilla analítica de T (ϕ1,ϕ2), finalmente se debe realizar el ajuste necesario para

que dicha plantilla analítica incluya completamente al conjunto de curvas.

En el caso de que se operen más de dos plantillas analíticas, el conjunto de curvas analíticas se

puede obtener al evaluar uno de los parámetros como la variable continua y los demás parámetros

con valores discretos, sin embargo el procedimiento para calcular el contorno del conjunto de

curvas se puede volver más complicado.
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3.2.7. Suma de Plantillas Analíticas

El procedimiento para sumar dos plantillas analíticas se presenta en (Martín R., 2007) [73],

(Martín R. , 2009) [74], y se describe a continuación. Sean T 1
ωi

(ν) = (R1
ωi

(ν),I 1
ωi

(ν)) y T 2
ωi

(ψ) =
(R2

ωi
(ψ),I 2

ωi
(ψ)) dos plantillas analíticas, de las cuales una se debe discretizar enν= {ν1,ν2, · · · ,νm}

y se debe sumar cada punto de la plantilla discreta con la segunda plantilla analítica, como se

muestra a continuación:

C1 = T 1
ωi

(ν1)+T 2
ωi

(ψ), C2 = T 1
ωi

(ν2)+T 2
ωi

(ψ), · · · , Cm = T 1
ωi

(νm)+T 2
ωi

(ψ) (3.2.12)

donde, C = {C1,C2, · · · ,Cm} es un conjunto de curvas, y el contorno de este conjunto de curvas

corresponde con el resultado de la suma de las plantillas analíticas. Entonces, cada punto de la

envolvente puede calcularse con la intersección entre Ch y Ch+1, de tal forma que si son infinite-

simalmente cercanas, ν2 = ν1 +εν, (εν→ 0), con lo cual,

T 1
ωi

(ν1) = pr 1 + j p j 1

T 1
ωi

(ν2) = T 1
ωi

(ν1 +εν) = pr 2 + j p j 2

(3.2.13)

entonces,

C1 = T 2
ωi

(ψ)+pr 1 + j p j 1 = (R2
ωi

(ψ)+pr 1,I 2
ωi

(ψ)+p j 1)

C2 = T 2
ωi

(ψ)+pr 2 + j p j 2 = (R2
ωi

(ψ)+pr 2,I 2
ωi

(ψ)+p j 2)
(3.2.14)

e igualando la parte real e imaginaria de ambas curvas para determinar la intersección,

R2
ωi

(ψ1)+pr 1 =R2
ωi

(ψ2)+pr 2

I 2
ωi

(ψ1)+p j 1 =I 2
ωi

(ψ2)+p j 2

(3.2.15)
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haciendoψ1 =ψ yψ2 =ψ+εψ , donde εψ→ 0, de tal forma que entre más cercanas sean las curvas,

la aproximación del contorno tiende a ser exacta, entonces,

R2
ωi

(ψ)+pr 1 =R2
ωi

(ψ)+ dR2
ωi

(ψ)

dψ
εψ+pr 2

I 2
ωi

(ψ)+p j 1 =I 2
ωi

(ψ)+ dI 2
ωi

(ψ)

dψ
εψ+p j 2

(3.2.16)

despejando εψ de (3.2.16) e igualando,

(p j 1 −p j 2)
dR2

ωi
(ψ)

dψ
= (pr 1 −pr 2)

dI 2
ωi

(ψ)

dψ
(3.2.17)

resulta lo siguiente:
dI 1

ωi
(ν)

dν

dR2
ωi

(ψ)

dψ
= dR1

ωi
(ν)

dν

dI 2
ωi

(ψ)

dψ
(3.2.18)

La ecuación anterior permite conocer el contorno del conjunto de curvas, sin embargo, es una

ecuación llamada trascendente cuya solución analítica no es simple, por lo que se resolverá de

forma numérica. Además debe notarse que conforme εν → 0, las muestras de la plantilla discreta

tienden a ser cercanas y el contorno del conjunto de curvas (solución para la suma de plantillas)

tiende a ser exacto.

3.2.8. Multiplicación de Plantillas Analíticas

El procedimiento para multiplicar dos plantillas analíticas se presenta en (Martín R., 2007) [73],

(Martín R. , 2009) [74], y se describe a continuación. Sean T 1
ωi

(ν) = (A 1
ωi

(ν),M 1
ωi

(ν)) y T 2
ωi

(ψ) =
(A 2

ωi
(ψ),M 2

ωi
(ψ)) dos plantillas analíticas expresadas en forma polar (donde A denota el argu-

mento y M el módulo). Una de las plantillas se debe discretizar en ν= {ν1,ν2, · · · ,νm} y cada pun-

to de la plantilla discreta se debe multiplicar con la segunda plantilla analítica, como se muestra a

continuación:

C1 = T 1
ωi

(ν1)×T 2
ωi

(ψ), C2 = T 1
ωi

(ν2)×T 2
ωi

(ψ), · · · , Cm = T 1
ωi

(νm)×T 2
ωi

(ψ) (3.2.19)
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donde, C = {C1,C2, · · · ,Cm} es un conjunto de curvas, y el contorno de este conjunto de curvas

corresponde con el resultado de la multiplicación de las plantillas analíticas. Entonces, cada punto

de la envolvente puede calcularse con la intersección entre Ch y Ch+1, de tal forma que si son

infinitesimalmente cercanas, ν2 = ν1 +εν, (εν→ 0), con lo cual,

T 1
ωi

(ν1) = k1∠θ1

T 1
ωi

(ν1 +εν) = k2∠θ2

(3.2.20)

entonces,

C1 = T 2
ωi

(ψ)×k1∠θ1 = (A 2
ωi

(ψ)+θ1,k1M
2
ωi

(ψ))

C2 = T 2
ωi

(ψ)×k2∠θ2 = (A 2
ωi

(ψ)+θ2,k2M
2
ωi

(ψ))
(3.2.21)

e igualando magnitud y fase de ambas curvas para determinar la intersección, resulta el siguiente

sistema no lineal:

k1M
2
ωi

(ψ1) = k2M
2
ωi

(ψ2)

A 2
ωi

(ψ1)+θ1 =A 2
ωi

(ψ2)+θ2

(3.2.22)

haciendoψ1 =ψ yψ2 =ψ+εψ , donde εψ→ 0, de tal forma que entre más cercanas sean las curvas,

la aproximación del contorno tiende a ser exacta, entonces,

k1M
2
ωi

(ψ) = k2M
2
ωi

(ψ)+k2
dM 2

ωi
(ψ)

dψ
εψ

A 2
ωi

(ψ)+θ1 =A 2
ωi

(ψ)+ dA 2
ωi

(ψ)

dψ
εψ+θ2

(3.2.23)

despejando εψ en ambas ecuaciones de (3.2.23) e igualando,

k1 −k2

k2

dA 2
ωi

(ψ)

dψ
M 2

ωi
(ψ) = (θ1 −θ2)

dM 2
ωi

(ψ)

dψ
(3.2.24)



3.2. PLANTILLAS Y COTAS ANALÍTICAS 43

dividiendo ambos términos por εν y resolviendo el límite cuando εν→ 0, resulta lo siguiente:

M 2
ωi

(ψ)A 2′
ωi

(ψ)M 1′
ωi

(ν) =M 1
ωi

(ν)A 1′
ωi

(ν)M 2′
ωi

(ψ) (3.2.25)

donde
(′) denota derivada. La ecuación anterior permite conocer el contorno del conjunto de cur-

vas, sin embargo, sucede lo mismo que en la sección anterior (suma de plantillas analíticas), es una

ecuación llamada trascendente cuya solución analítica no es simple, por lo que también se resol-

verá de forma numérica, además debe notarse que conforme εν → 0, las muestras de la plantilla

discreta tienden a ser cercanas y el contorno del conjunto de curvas (solución para la multipli-

cación de plantillas analíticas) tiende a ser exacto. La ecuación trascendente también se puede

escribir en la forma rectangular como se muestra a continuación:

R1
ωi

(ν)R1′
ωi

(ν)+I 1
ωi

(ν)I 1′
ωi

(ν)

R1
ωi

(ν)I 1′
ωi

(ν)−I 1
ωi

(ν)R1′
ωi

(ν)
= R2

ωi
(ψ)R2′

ωi
(ψ)+I 2

ωi
(ψ)I 2′

ωi
(ψ)

R2
ωi

(ψ)I 2′
ωi

(ψ)−I 2
ωi

(ψ)R2′
ωi

(ψ)
(3.2.26)

3.2.9. Cota analítica

Las cotas QFT son los límites mínimo y/o máximo en cada frecuencia del lazo abierto nominal

Lnom( jω) = Pnom( jω)G( jω), donde Pnom( jω) es la planta nominal y G( jω) es el controlador que

garantiza se cumplan las especificaciones de lazo cerrado para todas las plantas en el conjunto de

incertidumbre, por lo que las especificaciones QFT se pueden formular como desigualdades para

la respuesta deseada en la frecuencia.

Originalmente las cotas se calculaban mediante manipulación gráfica de las plantillas de la

planta en la carta de Nichols (Chait, 1993) [75], (Rodrigues, 1997) [76], sin embargo, después apa-

recieron nuevos algoritmos para la generación de cotas como lo son las técnicas geométricas, al-

goritmos numéricos basados en desigualdades cuadráticas, mapeo de la incertidumbre y especi-

ficaciones en expresiones con desigualdades [59, 60, 77].
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3.2.10. Cálculo de cotas analíticas

El procedimiento para calcular cotas analíticas se presenta en (Martín Romero et al., 2007) [28].

En general una especificación QFT para sistemas con una entrada y una salida o también llamados

sistemas SISO por sus siglas en inglés, se puede expresar como:

∣∣∣∣ A( jωi ,ϕ)+B( jωi ,ϕ)Gωi

1+C ( jωi ,ϕ)Gωi

∣∣∣∣≤ γ(ωi ), ∀ωi ∈ [ωmi n ,ωmax] (3.2.27)

donde: A = ae jϑa = Ar + j Ai , B = be jϑb = Br + j Bi y C = ce jϑc = Cr + jCi , son funciones comple-

jas y dependen de los valores de la plantilla Tωi (ϕ), Gωi = g e jφ = gr e + j gi m es el control para la

especificación γ(ωi ).

Se puede reescribir (3.2.27) como sigue:

∣∣∣∣ Ar + j Ai + (Br + j Bi )(gr e + j gi m)

1+ (Cr + jCi )(gr e + j gi m)

∣∣∣∣≤ γ (3.2.28)

de (3.2.28) se puede obtener la siguiente desigualdad cuadrática:

((C 2
r +C 2

i )γ2 − (B 2
r +B 2

i ))(g 2
r e + g 2

i m)+2(γ2Cr − Ar Br

− Ai Bi )gr e −2(γ2Ci + Ai Br − Ar Bi )gi m +γ2 − A2
r − A2

i ≥ 0
(3.2.29)

La ecuación precedente representa una familia de circunferencias, de tal forma que si no hay

incertidumbre paramétrica, la circunferencia se puede representar por,

(gr e − gr c )2 + (gi m + gi c )2 = r 2 (3.2.30)

gr c (ϕ) = −γ2Cr + Ar Br + Ai Bi

(C 2
r +C 2

i )γ2 −B 2
r −B 2

i

gi c (ϕ) = γ2Ci + Ai Br − Ar Bi

(C 2
r +C 2

i )γ2 −B 2
r −B 2

i

(3.2.31)

r (ϕ) = γ
p

(z1 − z2)

(C 2
r +C 2

i )γ2 −B 2
r −B 2

i

(3.2.32)

donde z1 = (A2
r + A2

i )(C 2
r +C 2

i )+B 2
r +B 2

i , z2 = 2(Ar Br + Ai Bi )Cr −2(Ai Br − Ar Bi )Ci
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La circunferencia se puede reescribir en forma paramétrica como sigue:

gr c (ϕ)+ r (ϕ)cos(θ)

gi c (ϕ)+ r (ϕ)sin(θ)
(3.2.33)

donde θ ∈ [0,2π]. Una circunferencia cercana es:

gr c (ϕ+∆ϕ)+ r (ϕ+∆ϕ)cos(θ)

gi c (ϕ+∆ϕ)+ r (ϕ+∆ϕ)sin(θ)
(3.2.34)

La intersección entre las circunferencias cercanas es:

gr c (ϕ)+ r (ϕ)cos(θ1) = gr c (ϕ+∆ϕ)+ r (ϕ+∆ϕ)cos(θ2)

gi c (ϕ)+ r (ϕ)sin(θ1) = gi c (ϕ+∆ϕ)+ r (ϕ+∆ϕ)sin(θ2)
(3.2.35)

Debido a que ϕ y ϕ+∆ϕ son muy cercanos, entonces, θ1 y θ2 también lo son, con lo cual, se

puede escribir que θ1 = θ y θ2 = θ+∆θ. Entre más cercanas sean las curvas, la aproximación del

contorno tiende a ser exacta, entonces,

gr c (ϕ)+ r (ϕ)cos(θ) =gr c (ϕ+∆ϕ)+ r (ϕ+∆ϕ)cos(θ+∆θ);

gi c (ϕ)+ r (ϕ)sin(θ) =gi c (ϕ+∆ϕ)+ r (ϕ+∆ϕ)sin(θ+∆θ)
(3.2.36)

Además, si se supone que,

f (x +∆x) ≈ f (x)+∆ f (x) = f (x)+ f ′(x)∆x (3.2.37)

entonces,

g ′
r c (ϕ)∆ϕ+ r ′(ϕ)cosθ∆ϕ=r (ϕ)sinθ∆θ+ r ′(ϕ)sinθ∆ϕ∆θ

g ′
i c (ϕ)∆ϕ+ r ′(ϕ)sinθ∆ϕ=− r (ϕ)cosθ∆θ+ r ′(ϕ)cosθ∆ϕ∆θ

(3.2.38)
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Despejando ∆θ, se obtiene:

g ′
r c (ϕ)+ r ′(ϕ)cos(θ)

r (ϕ)sinθ+ r ′(ϕ)sinθ∆ϕ
= g ′

i c (ϕ)+ r ′(ϕ)sin(θ)

r (ϕ)cosθ+ r ′(ϕ)cosθ∆ϕ
(3.2.39)

El límite de (3.2.39) cuando ∆ϕ→ 0 es:

g ′
r c (ϕ)cosθ+ g ′

i c (ϕ)sinθ+ r ′(ϕ) = 0 (3.2.40)

resolviendo la ecuación anterior,

θ1,2(ϕ) = arctan

g ′
i c (ϕ)r ′(ϕ)∓ g ′

r c (ϕ)
√

g ′
i c (ϕ)2 + g ′

r c (ϕ)2 − r ′(ϕ)2

g ′
r c (ϕ)r ′(ϕ)± g ′

i c (ϕ)
√

g ′
i c (ϕ)2 + g ′

r c (ϕ)2 − r ′(ϕ)2

 (3.2.41)

Las soluciones de (3.2.41) proporcionan el contorno interior y exterior de la familia de círculos.

La cota del controlador estará definida por el contorno interior en el caso de que el radio r (ϕ) de

alguna circunferencia de la familia sea negativo, de otra forma estará definido por el contorno

exterior.

La cota del controlador Gωi puede ser expresada en función de ϕ.

Gωi (ϕ) =


gr c (ϕ)+ r (ϕ)cos(θ(ϕ))

gi c (ϕ)+ r (ϕ)sin(θ(ϕ))
(3.2.42)

El diseño del controlador mediante el procedimiento de conformación de lazo, debe satisfacer

la ecuación anterior.

3.2.11. Procedimiento de Diseño QFT usando Plantillas y Cotas Analíticas

En las secciones anteriores de este capítulo se presentó el concepto de plantilla analítica, en el

contexto de la técnica QFT, y se describió el procedimiento para obtener una aproximación de las

plantillas discretas mediante series de Fourier. Asimismo, dado que la plantilla analítica no cubre

por completo la plantilla original, se propuso un procedimiento de ajuste, sin embargo, el resul-
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tado podría ser conservador. También se presentó el concepto de operaciones aritméticas entre

plantillas y se propuso llevarlas a cabo de manera analítica, así como la descripción de la envol-

vente resultante mediante series de Fourier. Por otro lado, se describió el procedimiento para ob-

tener las cotas analíticas, también en el contexto de la técnica QFT, y se propuso su aproximación

mediante series de Fourier con su correspondiente ajuste.

Con base en dichos métodos, en esta sección se propone un procedimiento para el diseño

de controladores robustos mediante la técnica QFT usando plantillas y cotas analíticas. Además,

también se presentan “The edge Theorem” o también llamado en español “Teorema del borde”

y “The mapping Theorem” o también llamado en español el “Teorema del mapeo” (Zhou et al.

2017) [36], ya que son importantes en la aplicación del procedimiento.

El Teorema del borde proporciona condiciones necesarias y suficientes para establecer el con-

torno de la plantilla de funciones de transferencia con inceridumbre paramétrica afín.

Teorema 3.2.1. Teorema del borde (Zhou et al. 2017) [36]. La plantilla de la familia polinomial

P (s,Q) = { P (s, q) = Σi ai (q)si |q ∈ Q } con funciones de coeficientes afín ai (q) para una frecuencia

fija siempre es un polígono convexo cuyos vértices son generados por los vértices de Q. Cuando q

varía en alguna coordenada de Q, la imagen de P (s, q) varía en línea recta en el plano complejo.

Con el teorema anterior se muestra que para funciones con polinomios afín su correspon-

diente plantilla es un polígono convexo que proviene de la imagen de los vértices de la caja de

parámetros.

En el siguiente teorema se muestra que el mapeo de alguno de los bordes de la caja de pará-

metros E(Q), resulta en una línea recta o en un segmento de arco.

Teorema 3.2.2. (Fu, 1990) [31]. Seaω una frecuencia fija y E un segmento de línea en R l con puntos

finales denotados por qL y qR y un punto medio q M . Suponer que P ( jω, q) es acotada para toda

q ∈ E, entonces, la plantilla de P ( jω,E) es un arco o un segmento de línea en el plano complejo el

cual empieza en PL := P ( jω, qL), pasa por PM := P ( jω, q M ) y termina en PR := P ( jω, qR ). El centro

del círculo está dado por la intersección de las siguientes dos líneas:

L1(α) := PM +PL

2
+ jα(PM −PL),α ∈ R (3.2.43)
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L2(β) := PR +PM

2
+ jβ(PR −PM ),β ∈ R (3.2.44)

y el radio es igual a la distancia del centro a cualquiera de los puntos PL , PM o PR . En el caso de que

las dos líneas sean paralelas, P ( jω,E) se vuelve una línea de PL a PR .

Por otro lado el Teorema del mapeo ofrece una solución suficiente para el análisis de estabili-

dad robusta de polinomios con incertidumbre paramétrica multilineal, el teorema es como sigue:

Teorema 3.2.3. Teorema del mapeo (Zhou et al. 2017) [36]. La envolvente convexa de la plantilla

de la familia polinomial P (s,Q) = { P (s, q) = Σi ai (q)si |q ∈Q } con funciones de coeficientes multi-

lineales ai (q) es la envolvente convexa de la imagen de los vértices de Q.

En general, el Teorema del mapeo proporciona una condición suficiente para acotar la región

en la que existe el conjunto de valores del polinomio. En (Ackermann 1993) [78] se plantea que, en

términos prácticos, obtener gráficas de frecuencia del polinomio para una malla suficientemente

densa de valores de parámetros es adecuado. Se ha planteado el uso de este teorema para el cálcu-

lo de las plantillas para funciones de transferencias con incertidumbre paramétrica multilineal,

sin embargo, la solución a través del Teorema de mapeo puede resultar demasiado conservado-

ra. Se ha propuesto trabajar con una malla incrementando el número de puntos hasta que sea

suficientemente densa y seleccionar los puntos externos para determinar el borde de la plantilla

(Coelingh et al. 1998) [79], aunque las dificultades prácticas de este método aumentan, así como

el consumo de recursos computacionales al aumentar el número de puntos de la plantilla.

El procedimiento para calcular plantillas analíticas es propuesto en este trabajo para plantas

multilineales que puedan ser representadas mediante subplantas con polinomios intervalo o afín

para que exista la posibilidad de que pueda ser considerada la incertidumbre paramétrica com-

pletamente incluyendo al peor caso en el diseño.

De esta forma el procedimiento propuesto para diseño de controladores mediante la técnica QFT

usando plantillas y cotas analíticas consiste en:

1. Calcular una plantilla para cada subplanta intervalo o afín usando el Teorema del borde,

dicha plantilla puede tener la forma de una superficie o de una línea, en caso de que la plantilla
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sea una superficie también se conoce como plantilla cerrada, y en caso de que la plantilla sea una

línea se conoce como plantilla abierta.

2. Discretizar la plantilla de cada subplanta intervalo o afín obtenida con el Teorema del borde.

3. Calcular las plantillas analíticas usando las plantillas discretas que corresponden a cada sub-

planta (intervalo o afín). Para las plantillas cerradas calcular las correspondientes plantillas analí-

ticas usando series de Fourier y para las plantillas abiertas calcular las correspondientes plantillas

analíticas usando la ecuación de una línea recta o usando la ecuación de una curva de Bezier, se-

leccionando la ecuación que se ajuste mejor a los datos discretos. Se propone usar la ecuación

de una curva de Bezier ya que puede aproximar arcos circulares de manera efectiva para ángulos

menores de π/2 con un error de 1.96×10−4 en el radio, además de que sólo se necesitan cuatro

puntos de control (P0, P1, P2, P3) para ajustar la curva a los datos discretos.

4. Operar a las plantillas analíticas de la misma manera en que se realiza la reducción por dia-

grama de bloques. Debido a que cada plantilla analítica queda representada por una parte real

y una parte imaginaria se pueden realizar operaciones aritméticas de la misma manera en que

se operan los números complejos. Cada plantilla analítica depende de un parámetro continuo,

así que cuando se realiza una operación aritmética el resultado depende de la cantidad de pará-

metros o plantillas involucradas, es decir, si se operan dos plantillas el resultado depende de dos

parámetros, en cambio si se operan tres plantillas analíticas el resultado depende de tres pará-

metros, siendo el resultado un conjunto de curvas analíticas. El conjunto de curvas analíticas se

obtiene al evaluar a los parámetros continuos, donde uno de ellos se mantiene con el valor de

variable continua y los demás parámetros se evalúan con valores discretos.

5. Obtener el contorno del conjunto de curvas analíticas, aproximando mediante series de Fou-

rier a las muestras del contorno del conjunto de curvas que se pueden obtener resolviendo las

ecuaciones trascendentales (3.2.25) y (3.2.18).

6. Obtener la plantilla analítica que corresponde a la planta multilineal incluyendo el proce-

dimiento para ajuste de plantillas analíticas (mostrado en la Sección 3.2.3), dicho procedimiento

se realiza usando el contorno discreto obtenido con el paso anterior para incluir por completo al

conjunto de curvas que forman a la plantilla.

7. Repetir los puntos del 1 al 6 para calcular una plantilla analítica ajustada de la planta multi-
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lineal para cada frecuencia de trabajo ωi .

8. Calcular las cotas analíticas para cada frecuencia y para cada especificación. En (3.2.28) se

usan las plantillas analíticas ajustadas de cada frecuencia ωi para obtener un conjunto de curvas,

donde el contorno discreto del conjunto de curvas se aproxima mediante series de Fourier para

obtener la cota analítica correspondiente a la especificación, dicha cota analítica se debe ajustar

para obtener la cota analítica ajustada que incluye completamente al conjunto de curvas. Este

procedimiento se debe repetir para cada frecuencia y para cada especificación.

9. Una vez que se obtuvieron las cotas analíticas ajustadas para todas las frecuencias y para

todas las especificaciones, ahora se obtienen los límites globales de la misma manera que en la

metodología convencional. En cada frecuencia ωi se grafican todas las especificaciones juntas y

se selecciona a la cota más restrictiva de cada fase.

10. Diseñar el controlador que satisface todas las especificaciones en todas las frecuencias.

11. Evaluar el desempeño del control robusto en el dominio de la frecuencia y en el dominio

del tiempo.

Finalmente, debe notarse que este procedimiento propuesto para obtener plantillas analíticas

necesita menos operaciones que las que se necesitan en el procedimiento mostrado en (Martín

R., 2009) [74], además de que se podría incluir completamente a la incertidumbre paramétrica de

una planta multilineal representada con subplantas intervalo o afín, y aunque no se comprueba

matemáticamente que incluya todas las posibles plantas, sí cumple con el criterio de Ackerman

(Ackermann, 1993) [78].

En el Capítulo 4, se aplicará este procedimiento para dos casos de estudio y se muestra que la

plantilla resultante cubre la plantilla suficientemente densa obtenida mediante el método de ma-

lla de la planta con incertidumbre paramétrica multilineal. El método propuesto en este trabajo,

resuelve las desventajas del método propuesto en (Coelingh et al. 1998) [79], ya que no requiere la

selección de los puntos externos de una plantilla suficientemente densa para formar el borde de

la plantilla, además la plantilla está representada por una sola función, ver Sección 3.2.



3.3. RESUMEN 51

3.3. Resumen

En este capítulo se presentaron los conceptos de cotas y plantillas analíticas. Además se pro-

puso un procedimiento para el ajuste de plantillas analíticas en plantillas discretas convexas y no

convexas. También se muestran los procedimientos para operar plantillas analíticas y para calcu-

lar cotas analíticas. Finalmente, se propuso un procedimiento para diseñar controladores robustos

usando plantillas y cotas analíticas mediante la técnica de QFT.
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(a) Plantilla no convexa se puede separar en dos sec-
ciones, con línea de color azul la sección que se pro-
pone reducir y con línea de color rojo la sección que
se propone ampliar.
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(b) En línea de color verde se muestra la reducción de
la sección en un 5% y en color magenta la ampliación
de la sección en un 5%.
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(c) Secciones ampliada y reducida ordenadas para for-
mar un contorno ajustado.
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(f) Plantilla analítica ajustada en la carta de Nichols.

Figura 3.6: Ajuste de la plantilla para la salida de tensión σi de un MLC en la frecuencia 45 r ad/s.



Capítulo 4

Casos de Aplicación para el Diseño de

Controladores QFT usando Plantillas y Cotas

Analíticas

En este capítulo se presentan dos casos de aplicación, el primero es el modelo de un motor

de corriente directa y el segundo es el modelo del MLC para la salida de tensión. En ambos casos

de aplicación se desarrolla el procedimiento de diseño QFT usando plantillas y cotas analíticas

presentado en la Sección 3.2.11.

4.1. Caso 1. Modelo de un Motor CD

Un motor de corriente directa (CD) consiste de una parte rotacional o armadura que contiene

conductores enrollados alrededor de un núcleo de acero, los cuales tienen una inductancia La y

una resistencia Ra . El conmutador está compuesto de un aro con segmentos de contacto metá-

licos en la parte móvil y escobillas en la parte fija que conectan los conductores de la armadura

móvil con la parte fija del motor. La armadura está dentro de un campo magnético constante B

producido por imanes o electróimanes en el estator. Cuando un voltaje externo v(s) se aplica a los

conductores de la armadura, se produce una corriente ia(s) creando un torque Tm que causa la

rotación en la armadura. El voltaje puede ser usado para controlar el par Tm o la velocidad angu-

53



4.1. CASO 1. MODELO DE UN MOTOR CD 54

lar del motor ωm , por lo que algunas veces se le llama motor controlado por armadura (García S.,

2007) [28], (García S., 2017) [80].

El modelo que describe la dinámica del motor de CD, así como su correspondiente diagrama

de bloques se muestran en las Figuras 4.1 y 4.2.

Figura 4.1: Motor de CD controlado por armadura.

Figura 4.2: Diagrama de bloques del motor de CD controlado por armadura.

El modelo de la planta se puede escribir como sigue:

P ( jω) = 1
(Ra+ j Laω)(B+ j Jω)

ka
+kb

(4.1.1)

donde Ra (Ω), La (H) son resistencia e inductancia de armadura respectivamente, J (N m/s2) es

inercia, B (N m/(rad/s)) es el coeficiente de amortiguamiento, ka (N m/A) y kb (V/(rad/s)) son

constantes de proporcionalidad. El rango de incertidumbre considerado en los parámetros es el

siguiente: Ra ∈ [0.5,0.7], La ∈ [1×10−3,3×10−3], ka ∈ [0.04,0.06], kb ∈ [0.04,0.06], J ∈ [4×10−5,8×
10−5], B ∈ [6×10−5,9×10−5], y los valores nominales son: Ranom = 0.07, Lanom = 1×10−3, kanom =
0.04, kbnom = 0.04, Jnom = 6×10−5, Bnom = 6×10−5, (García S., 2017) [80].

El modelo se puede separar en cuatro subplantas: P1(s) = Ra + sLa , P2(s) = 1
ka

, P3(s) = B + J s y

P4(s) = kb , entonces,
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P (s) = 1

P1(s)P2(s)P3(s)+P4(s)
(4.1.2)

donde P1(s), P2(s), P3(s) y P4(s) son plantas con polinomios intervalo y P (s) es una planta con

polinomios multilineales.

Existen diferentes técnicas para obtener la correspondiente plantilla de cada planta. Una plan-

tilla se define como el conjunto de todos los valores posibles de una planta incierta en una frecuen-

cia ωi . En esta tesis se usan: la técnica de “grid” (Yaniv, 1999) [59], (García S., 2017) [80], la técnica

del “Teorema del borde” (Fu, 1990) [31], (Zhou,2017) [36] y la técnica de “series de Fourier” (García

S., 2007) [28], (Martín R., 2007) [73].

La técnica más común es la técnica “grid” o también llamada en español técnica de “malla”,

donde se realizan combinaciones de los parámetros inciertos y se grafica el conjunto de plantas

en el plano complejo o en la carta de Nichols.

En plantas con polinomios intervalo o afín, se puede obtener su correspondiente plantilla me-

diante el Teorema del borde, ya que se pueden obtener los “bordes” de la plantilla a partir de los

“bordes” de la caja de parámetros inciertos (ver Sección 3.2.11), (Fu, 1990) [31], (Zhou,2017) [36].

La técnica mediante “series de Fourier” se usa para obtener una plantilla analítica a partir de

una plantilla con puntos discretos, con la característica de ser continua y estar representada so-

lamente por una ecuación compleja, que se puede representar en forma rectangular (parte real e

imaginaria) o en forma polar (magnitud y fase), y debido a que la plantilla queda representada en

forma polar o en forma rectangular se pueden realizar operaciones entre plantillas de la misma

manera en la que se operan los número complejos (ver Secciones 3.2.6 - 3.2.8).

En este trabajo, se obtienen las plantillas de subplantas con polinomios intervalo o afín usando

la técnica del Teorema del borde, dicha plantilla se discretiza y se usa la técnica de series de Fourier

para obtener la correspondiente plantilla analítica, y aprovechando la representación rectangular

o polar se realizan operaciones aritméticas entre las subplantillas para finalmente obtener la plan-

tilla de planta completa, sin embargo, cada que se realiza una operación aritmética entre plantillas

analíticas, se obtiene un conjunto de curvas analíticas, por lo que el resultado de dicha operación

aritmética corresponde con el contorno de dicho conjunto de curvas.



4.1. CASO 1. MODELO DE UN MOTOR CD 56

Por consiguiente, se obtienen las plantillas analíticas para cada subplanta P1(s), P2(s), P3(s) y

P4(s), y con estas plantillas se realizan operaciones aritméticas para obtener la plantilla analítica

de la planta P(s).

En las Figuras 4.3 y 4.5, se muestran los resultados para las plantillas P1(s) y P3(s) en la frecuen-

cia ω= 700 r ad/s. En el inciso (a) de cada figura se muestran las plantillas obtenidas mediante la

técnica de malla. En el inciso (b) las plantillas obtenidas mediante la técnica del Teorema del bor-

de. En el inciso (c) se discretizan las plantillas del inciso (b) para obtener las plantillas analíticas

ajustadas mediante la técnica de series de Fourier, y en el inciso (d) se puede observar que las

plantillas analíticas ajustadas incluyen completamente a las representaciones mediante la técnica

del Teorema del borde y la técnica de malla.

En las Figuras 4.4 y 4.6, se muestran los resultados para las plantillas P2(s) y P4(s) en la fre-

cuencia ω = 700 r ad/s. En el inciso (a) se muestran las plantillas obtenidas mediante la técnica

del Teorema del borde y cada una se modela con la ecuación de una línea recta respectivamente.

En el inciso (b) se muestra que las plantillas analíticas incluyen completamente a la representa-

ción mediante la técnica de malla.

La plantilla analítica P (s) en la frecuencia ω = 700 r ad/s, se obtiene al operar las plantillas

analíticas ajustadas que corresponden a P1(s), P2(s), P3(s), P4(s) (ver Sección 3.2.6). De acuerdo

a (4.1.2) las operaciones aritméticas que se deben realizar entre las plantillas analíticas ajustadas,

consisten en multiplicar P1(s), P2(s) y P3(s), después sumar P4(s) y finalmente obtener el inverso

de ese resultado con el ajuste correspondiente para obtener la plantilla analítica ajustada P (s).

Los resultados de este procedimiento se encuentran en la Figura 4.7. En el inciso (a) se grafica

el conjunto de curvas analíticas que resulta de operar las plantillas P1(s), P2(s), P3(s), P4(s). En

el inciso (b) se obtienen los puntos del contorno del conjunto de curvas analíticas con (3.2.18)

y (3.2.25). En el inciso (c) se usan estas muestras del contorno para obtener la plantilla analítica

ajustada P (s) mediante la técnica de series de Fourier. En el inciso (d) se muestra que la plantilla

analítica ajustada P (s) incluye completamente al conjunto de curvas analíticas del inciso (b). En

el inciso (e) se representa la plantilla analítica ajustada P (s) en la carta de Nichols, y en el inciso

(f) dicha plantilla incluye completamente a la plantilla suficientemente densa representada con la

técnica de malla.
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(a) Plantilla P1(s) obtenida mediante el método de
malla

(b) Plantilla P1(s) obtenida mediante el Teorema del
borde

(c) Plantilla analítica ajustada P1(s) calculada con
1600 muestras y los primeros 100 términos de la serie
de Fourier.

(d) Plantilla analítica ajustada P1(s) incluye completa-
mente a las plantillas obtenidas con el método de ma-
lla y el Teorema del borde.

Figura 4.3: Plantilla P1(s) en ω= 700 r ad/s para el motor de DC.

En el Capítulo 3 se mencionó que no se comprueba matemáticamente que se incluyen todas

las posibles plantas, pero sí se cumple con el criterio de Ackerman (Ackermann, 1993) [78], agre-

gando las ventajas de una plantilla analítica.
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(a) Plantilla analítica P2(s) modelada con la ecuación
de una línea recta

(b) Plantilla analítica P2(s) incluye completamente a
la plantilla obtenida con el método de malla

Figura 4.4: Plantilla P2(s) en ω= 700 r ad/s para el motor de DC.

En la Figura 4.8, se muestran las plantillas analíticas ajustadas P (s) en la carta de Nichols para

las frecuencias ω ∈ [1,5,10,50,100,200,300,500,700,1000,2000,5000,10000] r ad/s.

4.1.1. Cotas analíticas para el Motor de CD

El procedimiento de diseño para el control mediante la técnica QFT, consiste en utilizar plan-

tillas para obtener cotas, las cuales son los límites (máximo y/o mínimo) de la función de trans-

ferencia de lazo abierto nominal Lo( jω) = Po( jω)G( jω) en cada frecuencia, donde Po( jω) es la

planta nominal y G( jω) es el control que garantiza que se satisfacen las especificaciones de lazo

cerrado para todas las plantas del conjunto incierto, y las especificaciones QFT se pueden formu-

lar como desigualdades de magnitud para la respuesta deseada en funciones de transferencia de

lazo cerrado representadas en frecuencia.

Como se mencionó en la Sección 3.2.10, una especificación de control QFT puede ser expre-

sada como una familia de circunferencias, de tal forma que con puntos del contorno de dicha

familia de circunferencias y usando series de Fourier se puede obtener una cota analítica (Martín

R., 2009) [74].

La especificación de estabilidad se puede definir mediante la función sensibilidad comple-

mentaria como se muestra en la siguiente ecuación:
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(a) Plantilla P3(s) obtenida mediante el método de
malla

(b) Plantilla P3(s) obtenida mediante el Teorema del
borde

(c) Plantilla analítica ajustada P3(s) calculada con
1600 muestras y los primeros 100 términos de la serie
de Fourier.

(d) Plantilla analítica ajustada P3(s) incluye completa-
mente a las plantillas obtenidas con el método de ma-
lla y el Teorema del borde

Figura 4.5: Plantilla P3(s) en ω= 700 r ad/s para el motor de DC.

∣∣T ( jω)
∣∣= ∣∣∣∣ P ( jω)G( jω)

1+P ( jω)G( jω)

∣∣∣∣≤ δ1(ω) (4.1.3)

donde δ1(ω) = 1.46, es la magnitud de la especificación en el dominio de la frecuencia, para el

motor de CD en ω ∈ [1,5,10,50,100,200,300,500,700,1000,2000,5000,10000] r ad/s (García Sanz,

2017) [80].

Se obtiene una cota para cada frecuencia y en la Figura 4.9, se muestra el procedimiento para

obtener la cota sensibilidad complementaria T (s) en la frecuencia ω= 700 r ad/s (ver 4.1.3). En el



4.1. CASO 1. MODELO DE UN MOTOR CD 60

(a) Plantilla analítica P4(s) modelada como la ecua-
ción de una línea recta

(b) Plantilla analítica P4(s) incluye completamente a
la plantilla obtenida con el método de malla

Figura 4.6: Plantilla P4(s) en ω= 700 r ad/s para el motor de DC.

inciso (a) se muestra el conjunto de círculos que forman a la cota T (s), en el inciso (b) el contorno

discreto del conjunto de círculos, en el inciso (c) la cota analítica T (s) obtenida al aproximar las

muestras del contorno discreto del conjunto de círculos mediante series de Fourier, en el inciso (d)

se realiza un ajuste a la cota analítica T (s) para incluir completamente al contorno discreto, en el

inciso (e) la cota analítica T (s) representada en la carta de Nichols y en el inciso (f) la cota analítica

T (s) representada en la carta de Nichols contiene completamente en su interior al conjunto de

curvas que forman la cota analítica T (s).

Ahora, en la siguiente ecuación se define la especificación para el rechazo de perturbaciones a

la salida de la planta mediante la función sensibilidad S(s).

∣∣S( jω)
∣∣= ∣∣∣∣ 1

1+P ( jω)G( jω)

∣∣∣∣≤ δ2(ω) (4.1.4)

donde δ2(s) = s/1000
1+s/1000 , para el motor de CD en ω ∈ [1,5,10,50,100,200,300,500,700,1000] r ad/s

(García Sanz, 2017) [80].

Como se mencionó anteriormente, se obtiene una cota para cada frecuencia. En la Figura 4.10,

se muestra el procedimiento para obtener la cota sensibilidad S(s) de (4.1.4) en la frecuencia ω=
700 r ad/s. En el inciso (a) se muestra el conjunto de círculos que forman la cota S(s), en el inciso

(b) los círculos están representados en la carta de Nichols y en el inciso (c) se selecciona la curva
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más restrictiva que corresponde con la cota S(s).

De la misma forma que en las cotas anteriores, ahora en la siguiente ecuación se define la

especificación para seguimiento.

δlo(ω) ≤
∣∣∣∣F ( jω)P ( jω)G( jω)

1+P ( jω)G( jω)

∣∣∣∣≤ δup (ω) (4.1.5)

donde δlo(s) = 1
[1+(s/1000)]2 y δup (s) = 1+s/1000

1+0.001024s+(s/1562.5)2 , son las funciones que acotan inferior-

mente y superiormente a la especificación de seguimiento para las siguientes frecuencias:

ω ∈ [1,5,10,50,100,200,300,500,700,1000,2000,5000] r ad/s (García Sanz, 2017) [80].

También se obtiene una cota para cada frecuencia. En la Figura 4.11, se muestra el procedi-

miento para obtener la cota de la especificación de seguimiento para la frecuenciaω= 700 r ad/s,

ver (4.1.5). En el inciso (a) se presenta el conjunto de círculos que forman a la cota de seguimiento.

En el inciso (b) se obtiene el contorno del conjunto de círculos que forman a la cota de segui-

miento. En el inciso (c) se obtiene la cota analítica ajustada para la especificación de seguimiento

al aproximar mediante series de Fourier a las muestras del contorno del conjunto de círculos del

inciso (b). En el inciso (d) la cota analítica ajustada de seguimiento incluye completamente al con-

junto círculos y en el inciso (e) se representa la cota analítica ajustada de seguimiento en la carta

de Nichols.

El procedimiento para obtener cada cota se debe repetir para cada frecuencia. Una vez que se

obtuvieron todas las cotas para todas las frecuencias, se deben seleccionar los segmentos de cota

más restrictivos para cada frecuencia, esto es, todas las cotas de la misma frecuencia se grafican

juntas y para cada fase se obtiene un límite global que corresponde con la cota más restrictiva,

como se muestra en la Figura 4.12 para ω= 700 r ad/s , se grafican (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5).

En la Figura 4.13 se muestra el resultado para todas las especificaciones de cada frecuencia,

incluyendo los límites globales.
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4.1.2. Diseño del control QFT usando plantillas y cotas analíticas para el Motor

de CD

Ahora se diseña el control usando la técnica “loop shaping” o también llamada en español

“conformación de lazo”, la cual consiste en graficar en la misma figura a las especificaciones (lími-

tes globales) y al lazo abierto nominal Lo( jω) = Po( jω)G( jω) en cada frecuencia, donde Po( jω) es

la planta nominal y G( jω) es un control inicial, de tal forma que se deben agregar polos y ceros al

control inicial hasta que Lo( jω) satisface las especificaciones en cada frecuencia como se muestra

en la Figura 4.14, con lo cual, el control garantiza que se satisfacen las especificaciones de lazo

cerrado para todas las plantas del conjunto incierto. El control que resulta es el siguiente:

G(s) = 1500((s/55)+1)((s/1700)+1)

s((s/25000)+1)
(4.1.6)

Debido a que el diseño de control también debe satisfacer la especificación de seguimiento, es

necesario agregar un prefiltro F (s), el cual resulta como se muestra en la siguiente ecuación:

F (s) = 1

(s/1100)+1
(4.1.7)

Finalmente se realiza un análisis de validación, que consiste en verificar el desempeño del

sistema de control en el dominio de frecuencia y en el dominio del tiempo. En la Figura 4.15 incisos

(a), (b) y (c), se muestran los resultados de la validación en el dominio de la frecuencia y en los

incisos (d), (e) y (f) los resultados de la validación en el dominio del tiempo para las cotas S(s),

T (s) y seguimiento, siendo la línea de color rojo la especificación que se satisface en cada caso.
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4.2. Caso 2. Modelo de un MLC para la salida de tensión σi

En esta sección, de la misma manera que en el ejemplo anterior, se presenta un diseño de

control robusto mediante la técnica QFT usando plantillas y cotas analíticas. El ejemplo es para la

salida de tensión en un MLC (ver Sección 2.1.3).

La función de transferencia para la salida de tensión σi del MLC, se puede calcular mediante

operaciones aritméticas entre las siguientes funciones de transferencia, como se muestra a conti-

nuación:

F1(s) =
1

Mi
kPi
σi

1− 1
Mi

kPi
hi

(4.2.1)

F2(s) =
1

Mi+1
kb+

h+
1− 1

Mi+1
kP+

h+
(4.2.2)

F3(s) = 1

Ji s +D
(4.2.3)

F4(s) = F3(s)

1+kτi
θi

F3(s)
s

= s

Ji s2 +Ds +kτi
θi

(4.2.4)

F5(s) =
Ei
Li s

1− Ei
Li s F1(s)k fi

hi
Vi

(4.2.5)

F6(s) = F5(s)

1+F5(s)

(
F1(s)kb+

H+Vi+1

1+TDi s

) (4.2.6)

F7(s) = F6(s)

1+F6(s)(
F1(s)kP+

H+Vi+1F2(s)
1+TDi s )

(4.2.7)

F8(s) = F7(s)

1+F7(s)Vi+1F2(s)kP+
σi

(4.2.8)
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F11(s) =
F4(s)kLi

θi
F8(s)

1+F4(s)kLi
θi

F8(s)kτi
σi

(4.2.9)

P3(s) = ∆σi

∆τri

= F11(s)

TTL s +1
(4.2.10)

La función de transferencia F3(s) de (4.2.3) es necesaria para calcular la función de transfe-

rencia F4(s) mostrada en (4.2.4), y (4.2.1), (4.2.2), (4.2.5) - (4.2.7) son necesarias para calcular la

función de transferencia F8(s) de (4.2.8). Las funciones de transferencia de (4.2.4) y (4.2.8) con-

tienen polinomios intervalo, y son necesarias para calcular la función de transferencia F11(s) de

(4.2.9) y con esta última calcular la función de transferencia P3(s) que relaciona a la entrada τri

con la salida σi en (4.2.10) que contiene polinomios con incertidumbre multilineal.

El procedimiento para obtener la plantilla analítica para la salida de tensión σi , es el que se

muestra en la Sección 3.2.11, por lo que se deben calcular las plantillas analíticas que correspon-

den a las subplantas de las funciones de transferencia F4(s) y F8(s) de (4.2.4) y (4.2.8), con las que

se realizan operaciones aritméticas como se describió en la Sección 3.2.6 para obtener un conjun-

to de curvas analíticas, donde el contorno del conjunto de curvas se aproxima mediante series de

Fourier para finalmente obtener la plantilla analítica para la salida de tensión P3(s).

La función de transferencia F4(s) de (4.2.4) contiene polinomios intervalo, por lo que se puede

utilizar el Teorema de borde para obtener su correspondiente plantilla, la cual resulta en una su-

perficie cerrada por lo que también se le puede llamar plantilla cerrada, esta plantilla se discretiza

en d T F4
ωi

. Las muestras discretas de la parte real e imaginaria (dRF4 [k],d I F4 [k]) de la plantilla dis-

creta cerrada d T F4
ωi

se aproximan mediante series de Fourier para obtener una plantilla analítica

T F4
ωi

(ϕ) (ver Figura 4.16).

RF4 (ϕ) = Ar 0 +Br 1 sinϕ+ Ar 1 cosϕ+Br 2 sin2ϕ+·· ·
I F4 (ϕ) = Ai 0 +Bi 1 sinϕ+ Ai 1 cosϕ+Bi 2 sin2ϕ+·· ·

(4.2.11)
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donde

Ar 0 = 1

n

n∑
k=1

dRF4 [k]

Ar l =
2

n

n∑
k=1

dRF4 [k]cos(l dϕ[k])

Br l =
2

n

n∑
k=1

dRF4 [k]sin(l dϕ[k])

(4.2.12)

Ai 0 = 1

n

n∑
k=1

dI F4 [k]

Ai l =
2

n

n∑
k=1

dI F4 [k]cos(l dϕ[k])

Bi l =
2

n

n∑
k=1

dI F4 [k]sin(l dϕ[k])

(4.2.13)

para n = 3360 muestras y l = 100 términos de la serie de Fourier.

De la misma manera, la función de transferencia F8(s) de (4.2.8) contiene polinomios de la

forma intervalo, sin embargo en este caso resulta una línea, por lo que también se le llama plantilla

abierta y debido al Teorema del borde esta línea está formada por secciones y al no ser una línea

recta se propone usar una curva de Bezier [81–85], para aproximar las muestras discretas de d T F8
ωi

a una plantilla analítica T F8
ωi

(t ) quedando representada por una sola ecuación con parte real e

imaginaria. Se decidió usar curvas de bezier por su simplicidad, ya que se pueden ajustar sólo con

cuatro puntos de control (P0, P1, P2, P3) y además pueden aproximar arcos circulares de manera

efectiva para ángulos menores de π/2 con un error de 1.96×10−4 en el radio (Riskus, 2006) [86],

(Dindis, 2018) [29].

RF8 (t ) =Px0 (1− t )3 +Px1 (3t )(1− t )2 +Px2 (3t 2)(1− t )+Px3 (t 3)

I F8 (t ) =Py0 (1− t )3 +Py1 (3t )(1− t )2 +Py2 (3t 2)(1− t )+Py3 (t 3)
(4.2.14)

donde P0 = (Px0 ,Py0 ), P1 = (Px1 ,Py1 ), P2 = (Px2 ,Py2 ), P3 = (Px3 ,Py3 ), son los puntos de control que

permiten aproximar los puntos discretos de d T F8
ωi

a una curva de Bezier T F8
ωi

(t ), (ver Figura 4.17).

Las plantillas analíticas T F4
ωi

y T F8
ωi

se representan como funciones complejas con parte real y

parte imaginaria, por lo que se pueden realizar operaciones aritméticas de la misma forma en
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que se realizan operaciones con números complejos, de tal forma que la multiplicación de las dos

plantillas es la siguiente.

RF8F4 (t ,ϕ) =RF8 (t )RF4 (ϕ)−I F8 (t )I F4 (ϕ)

I F8F4 (t ,ϕ) =RF8 (t )I F4 (ϕ)+I F8 (t )RF4 (ϕ)
(4.2.15)

Ahora, se pueden obtener las plantillas analíticas T
F11N
ωi

y T
F11D
ωi

que corresponden al numera-

dor y denominador de F11(s).

RF11N (K Li
θi

, t ,ϕ) = (K Li
θi

)(RF8F4 (t ,ϕ))

I F11N (K Li
θi

, t ,ϕ) = (K Li
θi

)(I F8F4 (t ,ϕ))
(4.2.16)

RF11D (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ) = (K τi
σi

)(RF11N (K Li
θi

, t ,ϕ))+1

I F11D (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ) = (K τi
σi

)(I F11N (K Li
θi

, t ,ϕ))
(4.2.17)

Para calcular T F11
ωi

se realiza la división del numerador T
F11N
ωi

entre el denominador T
F11D
ωi

, di-

cha división de plantillas analíticas se puede realizar con el procedimiento de multiplicación de

plantillas analíticas, calculando el inverso de la plantilla del denominador.

R
F11Di nv (K τi

σi
,K Li

θi
, t ,ϕ) =

RF11D (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ)

(RF11D (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ))2 + (I F11D (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ))2

I
F11Di nv (K τi

σi
,K Li

θi
, t ,ϕ) =

−I F11D (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ)

(RF11D (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ))2 + (I F11D (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ))2

(4.2.18)
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RF11 (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ) =RF11N (K Li
θi

, t ,ϕ)R
F11Di nv (K τi

σi
,K Li

θi
, t ,ϕ)

−I F11N (K Li
θi

, t ,ϕ)I
F11Di nv (K τi

σi
,K Li

θi
, t ,ϕ)

I F11 (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ) =RF11N (K Li
θi

, t ,ϕ)I
F11Di nv (K τi

σi
,K Li

θi
, t ,ϕ)

+I F11N (K Li
θi

, t ,ϕ)R
F11Di nv (K τi

σi
,K Li

θi
, t ,ϕ)

(4.2.19)

Ahora se define la función de transferencia F12(s).

F12(s) = 1

T5s +1
(4.2.20)

De tal forma que se puede definir la plantilla analítica T F12
ωi

, con parte real e imaginaria (RF12 ,I F12 ),

debe notarse que T5 dado que no es incierto es una constante y la plantilla analítica es un pun-

to complejo, entonces, se puede realizar la multiplicación con la plantilla analítica T F11
ωi

y de esta

manera calcular la plantilla analítica T P3
ωi

de la función de transferencia P3(s).

RP3 (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ) =RF12RF11 (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ)−I F12I F11 (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ)

I P3 (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ) =RF12I F11 (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ)+I F12RF11 (K τi
σi

,K Li
θi

, t ,ϕ)
(4.2.21)

Finalmente, debe notarse que al evaluar los parámetros K τi
σi

, K Li
θi

, t , ϕ en (4.2.21), consideran-

do que uno de los parámetros es una variable continua y los demás parámetros valores discretos,

se obtiene un conjunto de curvas analíticas, de tal forma que se puede utilizar el procedimiento

mostrado en (Martín R., 2007) [73], (García S., 2007) [28], para determinar puntos del contorno que

pueden ser obtenidos con (3.2.18) y (3.2.25). Los puntos del contorno se aproximan mediante se-

ries de Fourier a la plantilla analítica T P3
ωi

(ver Figura 4.18). Este procedimiento se debe repetir para

varias frecuencias, las cuales son seleccionadas dependiendo la aplicación y las especificaciones

de diseño, por lo tanto, se obtiene una plantilla para cada frecuencia. La plantilla analítica incluye

completamente a la plantilla suficientemente densa representada con la técnica de malla, y como

se menciona en el caso anterior (caso 1), no se comprueba matemáticamente que se incluye a to-

das las posibles plantas, pero sí cumple con el criterio de Ackerman (Ackermann, 1993) [78], con

las ventajas de una plantilla analítica.

Para la salida de tensión del MLC, se seleccionaron las frecuencias ω = [2,36,45,68,105,250]
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r ad/s. En la Figura 4.19, se muestran las plantillas analíticas en la carta de Nichols que resultan

para cada frecuencia.

4.2.1. Cotas analíticas S(s) y T (s) para el MLC

El diseño del controlador robusto mediante la técnica QFT, es tal que, el lazo abierto L(s) =
G(s)P3(s), satisface las especificaciones sensibilidad S(s) y sensibilidad complementaria T (s), don-

de P3(s) es la planta incierta y G(s) es el controlador.

La especificación para el rechazo de perturbaciones a la salida de la planta mediante la función

sensibilidad S(s), se acota como sigue para las frecuencias ω ∈ [2,36,45,68,105,250] r ad/s (Don

Juan Ríos, 2016) [68].

S(s) = 1

L(s)+1
< 1.2 (4.2.22)

La especificación para la estabilidad se puede representar mediante la función sensibilidad

complementaria T (s), y se acota como sigue para las mismas frecuencias de (4.2.22).

T (s) = L(s)

L(s)+1
< 0.02(s3 +64s2 +748s +2400)

s2 +14.4s +169
(4.2.23)

Se selecciona como planta nominal la siguiente:

P3nom (s) =
P3nomN

(s)

P3nomD
(s)

(4.2.24)

donde P3nomN
(s) =−23160s2−11350s, P3nomD

(s) = 2.379×108s5+2.172×109s4+4.613×1011s3+
2.674×1012s2 +2.021×1012s +3.178×1011.

Se obtiene una cota para cada especificación S(s) y T (s) en cada frecuenciaω ∈ [2,36,45,68,105,250]

r ad/s.

En las Figuras 4.20 - 4.21, se muestran los resultados obtenidos para S(s) y T (s) en la frecuencia

ω = 68 r ad/s, en el inciso (a) se presenta a el conjunto de circunferencias con las que se puede

formar la cota analítica, en el inciso (b) los puntos del contorno del conjunto de circunferencias,

los cuales usando series de Fourier se aproximan a la cota analítica ajustada para que se incluya
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completamente al conjunto de circunferencias y en los incisos (c) - (d) se representa a la cota

analítica en el plano complejo y en la carta de Nichols respectivamente.

El procedimiento se repite para cada frecuencia ω ∈ [2,36,45,68,105,250] r ad/s en ambas es-

pecificaciones S(s) y T (s).

4.2.2. Conformación de lazo.

Una vez que se han obtenido todas las cotas para todas las frecuencias, se deben obtener los

límites globales, los cuales se obtienen al graficar todas las especificaciones para una misma fre-

cuencia, y se selecciona la cota más restrictiva en cada fase, este procedimiento se debe realizar

para cada frecuencia, de tal forma que para diseñar el controlador, se deben satisfacer todos los

límites globales, Figura 4.22 inciso (a).

El controlador se diseña agregando polos y ceros hasta que todas las especificaciones se satis-

facen, el resultado para el controlador es el siguiente:

G(s) = −1.2595×1014(s +0.2)(s +3.5)(s2 +10s +1394)

s2(s +19500)(s +31000)
(4.2.25)

En la Figura 4.22 inciso (b) se muestra que todas las especificaciones se satisfacen con el con-

trolador propuesto.

Para verificar el desempeño del sistema de control, se realiza un análisis de validación en el

dominio de la frecuencia y en el dominio del tiempo. Los resultados de validación para las cotas

S(s) y T (s) se encuentran en la Figura 4.23, donde la línea de color rojo es la especificación que se

satisface en cada caso.

Finalmente en las Figuras 4.24 - 4.25 se comparan los resultados obtenidos para las cotas S(s)

y T (s) con el procedimiento analítico y con el procedimiento clásico de la técnica QFT, donde se

puede observar que las cotas clásicas (línea roja) no garantizan incluir el peor caso en el diseño, en

cambio las cotas analíticas (línea negra) son más restrictivas y por lo tanto son más conservadoras.
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4.3. Conclusiones

En este capítulo se diseñaron controladores robustos mediante la técnica QFT usando planti-

llas y cotas analíticas para dos casos de estudio.

Se calcularon plantillas analíticas ajustadas para plantillas discretas convexas y no convexas.

Las plantillas analíticas incluyen completamente a las plantillas suficientemente densas represen-

tadas con la técnica de malla, y aunque no se comprueba matemáticamente que se incluya a todas

las posibles plantas, sí cumplen con el criterio de Ackerman (Ackermann, 1993) [78], pero con las

ventajas de las plantillas analíticas.

Además se realizaron operaciones aritméticas entre plantillas analíticas y se calcularon cotas

analíticas para las funciones sensibilidad S(s), sensibilidad complementaria T (s) y seguimiento.

También se diseñaron controladores robustos mediante la técnica de QFT usando plantillas y co-

tas analíticas ajustadas para dos casos de aplicación: el modelo de un motor CD y la salida de

tensión en un MLC.

Finalmente, se compararon los resultados obtenidos de la técnica analítica y la técnica clásica

QFT comunmente usada.

La técnica analítica obtuvo resultados satisfactorios al obtener plantillas y cotas, que incluyen

completamente a las obtenidas con la técnica clásica QFT. Aunque las plantillas obtenidas fueron

conservadoras, como se mencionó en el capítulo anterior, durante el proceso de diseño se bus-

có mantener un balance respecto de la complejidad de las mismas. Por lo que se puede concluir

que la técnica analítica puede ser utilizada para realizar diseños robustos en sistemas multilinea-

les que pueden ser representados por subplantas intervalo o afín, además la técnica analítica en

comparación con la técnica clásica resulta ser más eficiente computacionalmente.
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(a) Conjunto de curvas analíticas que forman a la
plantilla P (s)

(b) Contorno del conjunto de curvas analíticas que
forman a la plantilla P (s)

(c) Plantilla analítica ajustada P (s) (d) Plantilla analítica ajustada P (s) incluye completa-
mente al contorno del conjunto de curvas analíticas

(e) Plantilla analítica ajustada P (s) representada en la
carta de Nichols

(f) Plantilla analítica ajustada P (s) incluye completa-
mente a la plantilla obtenida con el método de malla

Figura 4.7: Plantilla P (s) en ω= 700 r ad/s para el motor de DC.
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Figura 4.8: Plantillas analíticas ajustadas para el motor de CD.
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(a) Conjunto de círculos que forman a la Cota T (s) (b) Contorno del conjunto de círculos que forman a la
Cota T (s)

(c) Cota analítica ajustada T (s) (d) Cota analítica ajustada T (s) incluye completamen-
te al contorno del conjunto de circulos

(e) Cota analítica ajustada T (s) representada en la car-
ta de Nichols

(f) Cota analítica ajustada T (s) incluye completamen-
te al conjunto de círculos representados en la carta de
Nichols

Figura 4.9: Cota analítica ajustada T (s) en ω= 700 r ad/s para el motor de DC.
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(a) Conjunto de círculos que forman a la Cota S(s) (b) Conjunto de curvas analíticas que forman a la Cota S(s)

(c) Cota S(s) corresponde con la curva analítica más restricti-
va del conjunto de curvas

Figura 4.10: Cota analítica ajustada S(s) en ω= 700 r ad/s para el motor de DC.
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(a) Conjunto de círculos que forman a la Cota de se-
guimiento

(b) Contorno del conjunto de círculos que forman a la
Cota de seguimiento

(c) Cota analítica ajustada de seguimiento (d) Cota analítica ajustada de seguimiento incluye
completamente al contorno del conjunto de círculos

(e) Cota analítica ajustada de seguimiento representa-
da en la carta de Nichols

Figura 4.11: Cota analítica ajustada de seguimiento en ω= 700 r ad/s para el motor de DC.
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(a) Cota analítica ajustada T (s), Cota analítica ajustada
S(s) y Cota analítica ajustada de seguimiento

(b) La intesección de las cotas, corresponde con la selec-
ción de la cota mas restrictiva en cada valor de fase

(c) Límite global

Figura 4.12: Límite global de las Cotas analíticas ajustadas T (s), S(s) y seguimiento en ω = 700
r ad/s para el motor de DC.
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(a) Cotas analíticas ajustadas S(s) (b) Cotas analíticas ajustadas T(s)

(c) Cotas analíticas ajustadas de seguimiento (d) Límites globales para el motor de CD

Figura 4.13: Cotas analíticas ajustadas S(s), T (s), seguimiento y Límites globales de cada frecuen-
cia seleccionada para el motor de DC.
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Figura 4.14: Conformación de lazo para el motor de CD.
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(a) Función S(s) para el motor CD (b) Función T(s) para el motor CD

(c) Función de seguimiento para el motor CD (d) Respuesta al escalón para la función S(s) del motor
de CD

(e) Respuesta al escalón para la función T(s) del motor
de CD

(f) Respuesta al escalón para la función de seguimien-
to del motor de CD

Figura 4.15: Validación de las Cotas analíticas ajustadas T (s), S(s) y seguimiento para el motor de
CD
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(d) Plantilla analítica ajustada F4(s) incluye completa-
mente a las plantillas obtenidas con el método de ma-
lla y el Teorma del borde

Figura 4.16: Plantilla analítica F4(s) para ω= 68 r ad/s
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(c) Plantilla analítica F8(s) obtenida mediante una
curva de Bezier, donde P0 = (1.9217×10−6,−4.6015×
10−5), P1 = (2.5992 × 10−6,−5.4111 × 10−5),
P2 = (3.4553 × 10−6,−6.2191 × 10−5), P3 =
(4.4896 × 10−6,−7.0250 × 10−5), son los puntos de
control
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(d) Plantilla analítica F8(s) incluye a las plantillas ob-
tenidas con el método de malla y el Teorma del borde

Figura 4.17: Plantilla analítica F8(s) para ω= 68 r ad/s
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(a) Conjunto de curvas que forman a la plantilla ana-
lítica P3(s)

(b) Contorno del conjunto de curvas que forman a la
plantilla analítica P3(s)
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Figura 4.18: Plantilla analítica P3(s) en ω= 68 r ad/s para el MLC
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Figura 4.19: Plantillas analíticas ajustadas representadas en la carta de Nichols para P3(s) en fre-
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Figura 4.24: Comparación de los resultados obtenidos para la cota S(s) usando un procedimiento
analítico (línea color negro) y un procedimiento clásico (línea color rojo) para la salida de tensión
σi en el MLC.
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Figura 4.25: Comparación de los resultados obtenidos para la cota T (s) usando un procedimiento
analítico (línea color negro) y un procedimiento clásico (línea color rojo) para la salida de tensión
σi en el MLC.



Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo de tesis, se presentaron los modelos multivariables en el dominio de laplace

y en el espacio de estados para un MLC. También se presentó la función de transferencia para la

salida de tensiónσi mediante subplantas intervalo o afín, la cual se usó como caso de estudio para

el diseño de controladores QFT mediante técnicas analíticas.

Se presentaron los conceptos de plantillas analíticas, cotas analíticas y se propuso un proce-

dimiento para el ajuste de plantillas analíticas en plantillas discretas convexas y no convexas. Asi-

mismo, se propuso aproximar plantillas abiertas descritas por un arco con funciones de Bezier

dada la simplicidad de estas últimas.

Respecto a las operaciones entre plantillas, se presentaron los procedimientos para operar

plantillas analíticas, que en este trabajo, se llevaron a cabo usando directamente las represen-

taciones analíticas, ya que anteriormente se realizaban operaciones mediante puntos en el plano

complejo de las plantillas discretas. Por otro lado, también se presentaron los procedimientos pa-

ra calcular cotas analíticas, las cuales se representaron mediante series de Fourier y se ajustaron

para incluir completamente al conjunto de curvas que las forman.

También se propuso un procedimiento para diseñar controladores robustos usando plantillas

y cotas analíticas mediante la técnica QFT para plantas que pueden ser representadas por sub-

plantas con incertidumbre afín, dicho procedimiento fue implementado en dos casos de aplica-

ción: el modelo de un motor CD y la salida de tensión en un MLC, en los que se realizaron ope-

raciones aritméticas entre plantillas analíticas y se calcularon cotas analíticas para las funciones

sensibilidad S(s), sensibilidad complementaria T (s) y seguimiento.

Además se compararon los resultados obtenidos de la técnica analítica y la técnica clásica QFT

comúnmente usada, y se mostró que las plantillas analíticas incluyen completamente a las plan-
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tillas suficientemente densas representadas con la técnica de malla, y aunque no se comprueba

matemáticamente que se incluya a todas las posibles plantas, sí cumplen con el criterio de Acker-

man (Ackermann, 1993) [78], pero con las ventajas de las plantillas analíticas.

Finalmente se puede concluir que la técnica analítica puede ser utilizada para realizar diseños

robustos mediante QFT en sistemas multilineales que pueden ser representados por subplantas

intervalo o afín, ya que se obtuvieron resultados más eficientes computacionalmente en compa-

ración con los resultados obtenidos con la técnica clásica QFT.

De esta manera las contribuciones de este trabajo son las siguientes:

Se propuso un procedimiento para el ajuste de plantillas analíticas en plantillas discretas

convexas y no convexas.

Se propuso aproximar plantillas abiertas descritas por un arco con funciones de Bezier.

En este trabajo, las operaciones entre plantillas se llevaron a cabo usando las representacio-

nes analíticas de la misma manera en que se operan los números complejos.

Se ajustaron los procedimientos para calcular cotas analíticas mediante series de Fourier

para incluir completamente al conjunto de curvas que las forman.

Se propuso un procedimiento para diseñar controladores robustos usando plantillas y cotas

analíticas mediante la técnica QFT para plantas que pueden ser representadas por subplan-

tas con incertidumbre afín.
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Trabajo futuro

Proponer un diseño de control robusto mediante la técnica QFT usando técnicas analíticas

en lazo individual para cada salida del MLC.

Proponer un diseño de controladores multivariables robustos mediante QFT y técnicas ana-

líticas.

Comparar resultados entre técnicas analíticas y técnicas clásicas.

El ajuste de plantillas analíticas convexas se podría lograr ampliando a la plantilla discreta en

factor del error máximo entre la plantilla analítica y la plantilla discreta, max(Tωi − d Tωi [k]),

además también se podría aumentar la cantidad de términos m en la serie de Fourier para

mejorar la aproximación.
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Apéndice

A.1. Plantillas analíticas del MLC

En esta sección se muestran los resultados de las simulaciones para las plantillas analíticas en

diferentes frecuencias del MLC. La función de transferencia P3(s) relaciona a la salida tensión σi

con respecto a la entrada par del formador de onda τri .

103
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(a) Conjunto de curvas que forman a la plantilla analí-
tica P3(s)

(b) Contorno del conjunto de curvas que forman a la
plantilla analítica P3(s)

(c) Plantilla analítica ajustada P3(s) (d) Plantilla analítica ajustada P3(s) en la carta de Ni-
chols

Figura A.1: Plantilla analítica ajustada P3(s) en la frecuencia ω= 2 r ad/s para el MLC
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(a) Conjunto de curvas que forman a la plantilla analí-
tica P3(s)

(b) Contorno del conjunto de curvas que forman a la
plantilla analítica P3(s)

(c) Plantilla analítica ajustada P3(s) (d) Plantilla analítica ajustada P3(s) en la carta de Ni-
chols

Figura A.2: Plantilla analítica ajustada P3(s) en la frecuencia ω= 36 r ad/s para el MLC
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(a) Conjunto de curvas que forman a la plantilla analí-
tica P3(s)

(b) Contorno del conjunto de curvas que forman a la
plantilla analítica P3(s)

(c) Plantilla analítica ajustada P3(s) (d) Plantilla analítica ajustada P3(s) en la carta de Ni-
chols

Figura A.3: Plantilla analítica ajustada P3(s) en la frecuencia ω= 45 r ad/s para el MLC
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(a) Conjunto de curvas que forman a la plantilla analí-
tica P3(s)

(b) Contorno del conjunto de curvas que forman a la
plantilla analítica P3(s)

(c) Plantilla analítica ajustada P3(s) (d) Plantilla analítica ajustada P3(s) en la carta de Ni-
chols

Figura A.4: Plantilla analítica ajustada P3(s) en la frecuencia ω= 68 r ad/s para el MLC
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(a) Conjunto de curvas que forman a la plantilla analí-
tica P3(s)

(b) Contorno del conjunto de curvas que forman a la
plantilla analítica P3(s)

(c) Plantilla analítica ajustada P3(s) (d) Plantilla analítica ajustada P3(s) en la carta de Ni-
chols

Figura A.5: Plantilla analítica ajustada P3(s) en la frecuencia ω= 105 r ad/s para el MLC
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(a) Conjunto de curvas que forman a la plantilla analí-
tica P3(s)

(b) Contorno del conjunto de curvas que forman a la
plantilla analítica P3(s)

(c) Plantilla analítica ajustada P3(s) (d) Plantilla analítica ajustada P3(s) en la carta de Ni-
chols

Figura A.6: Plantilla analítica ajustada P3(s) en la frecuencia ω= 250 r ad/s para el MLC
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Figura A.7: Plantillas analíticas ajustadas P3(s) en las frecuencias ω= [2,36,45,68,105,250] r ad/s
para el MLC
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A.2. Cotas analíticas del MLC

En esta sección se muestran los resultados de las simulaciones para las cotas analíticas en

diferentes frecuencias del MLC. La función de transferencia P3(s) relaciona a la salida tensión σi

con respecto a la entrada par del formador de onda Tri .
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(a) Conjunto de curvas que forman a la cota analíti-
ca S(s)
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(b) Selección de la curva más restrictiva para la cota
analítica S(s)
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(c) Cota analítica S(s)

Figura A.8: Cota analítica S(s) en la frecuencia ω= 2 r ad/s para el MLC



A.2. COTAS ANALÍTICAS DEL MLC 112

Real ×108

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Im
a
g
in

a
ri
o

×108

-1

0

1

2

3

4

5

6

7
Rechazo de perturbaciones a la salida (S)

(a) Conjunto de curvas que forman a la cota analíti-
ca S(s)
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(b) Contorno discreto del conjunto de curvas que
forman la cota analítica S(s)
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(c) Cota analítica ajustada S(s)
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(d) Cota analítica ajustada S(s) en la carta de Ni-
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Figura A.9: Cota analítica ajustada S(s) en la frecuencia ω= 36 r ad/s para el MLC
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(c) Cota analítica ajustada S(s)
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Figura A.10: Cota analítica ajustada S(s) en la frecuencia ω= 45 r ad/s para el MLC
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(c) Cota analítica ajustada S(s)
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Figura A.11: Cota analítica ajustada S(s) en la frecuencia ω= 68 r ad/s para el MLC
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(c) Cota analítica ajustada S(s)
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Figura A.12: Cota analítica ajustada S(s) en frecuencia la ω= 105 r ad/s para el MLC
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Figura A.13: Cota analítica ajustada S(s) en la frecuencia ω= 250 r ad/s para el MLC
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Figura A.14: Cota analítica ajustada T (s) en la frecuencia ω= 2 r ad/s para el MLC
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Figura A.15: Cota analítica ajustada T (s) en la frecuencia ω= 36 r ad/s para el MLC
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Figura A.16: Cota analítica ajustada T (s) en la frecuencia ω= 45 r ad/s para el MLC
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Figura A.17: Cota analítica ajustada T (s) en la frecuencia ω= 68 r ad/s para el MLC
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Figura A.18: Cota analítica ajustada T (s) en la frecuencia ω= 105 r ad/s para el MLC
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Figura A.19: Cota analítica ajustada T (s) en la frecuencia ω= 250 r ad/s para el MLC



A.2. COTAS ANALÍTICAS DEL MLC 123

Fase (deg)

-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0

M
a
g
n
it
u
d
 (

d
B

)

-10

-5

0

5

10

15

20
Especificaciones S(s) y T(s)

(a) Especificaciones S(s) y T (s) en ω= 2 r ad/s

Fase (deg)

-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0

M
a
g
n
it
u
d
 (

d
B

)

-10

-5

0

5

10

15

20
Unión de las especificaciones S(s) y T(s)

(b) Unión de las especificaciones S(s) y T (s) en ω=
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(f) Unión de las especificaciones S(s) y T (s) en ω=
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Figura A.20: Unión de cotas analíticas S(s) y T (s) para el MLC
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(c) Especificaciones S(s) y T (s) en ω= 105 r ad/s
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(f) Unión de las especificaciones S(s) y T (s) en ω=
250 r ad/s

Figura A.21: Unión de cotas analíticas S(s) y T (s) para el MLC
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Figura A.22: Límites globales para el MLC
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