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El Comité de Tesis
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5.1.1. Álgebra Reticular de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.1.2. AM-espacio y la propiedad de Dunford-Pettis . . . . . . . . . . . . 43

5.1.3. La σ−orden continuidad y unidades de orden . . . . . . . . . . . . 44

5.2. Propiedades Topológicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.2.1. Copia complementada de c0 en DHK([a, b], X) . . . . . . . . . . . . 48

5.2.2. Copias de l1 y l∞ en DHK([a, b], X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.3. Algunas consecuencias de los resultados obtenidos . . . . . . . . . . . . . . 52

5.3.1. Teorema de Punto Fijo y Ecuación integral de Volterra . . . . . . . 53



Agradecimientos

En la consecución de todo trabajo académico siempre intervienen muchas más per-

sonas que el titular del mismo, y este no es la excepción. Haciendo uso de la palabra como

recurso afectivo, utilizo este espacio para agradecer a todas ellas.

Siempre la familia desempeña un papel fundamental en el desarrollo de cada uno

de sus miembros. Por tal motivo, deseo agradecer a mis padres Homero Escamilla Reyna

y Sara Rocha Rivera, mis hermanos Jorge Mariano Escamilla Rocha y Tanai Sarah́ı Es-

camilla Rocha, y a mi esposa Sandra Behena Méndez. Sin ellos este trabajo hubiera sido

imposible.

A mis asesores de tesis, Dr. Juan Alberto Escamilla Reyna y Dra. Lilia Alańıa López,
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Resumen

En este trabajo de tesis definimos un producto y un orden en el espacioDHK([a, b], X)

de las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables para darle la estructura de

un álgebra reticular de Banach. Damos condiciones suficientes para que DHK([a, b], X) se

un AM−espacio, para que tenga la propiedad de Dunford-Pettis y para que su cono sea

generador. Se prueba que la norma de Alexiewicz en DHK([a, b], X) no es σ−orden conti-

nua y que este espacio no tiene unidades de orden. Además probamos que DHK([a, b], X)

tiene una copia complementada de c0 y damos condiciones necesarias y suficientes para

que tenga una copia complementada de l1 y una copia de l∞. Como aplicación de los

resultados obtenidos, presentamos un teorema de punto fijo en DHK([a, b], X) el cual em-

pleamos para obtener un teorema que garantiza la existencia de una única solución a una

ecuación integral de Volterra.

Palabras clave: Integral distribucional vectorial de Henstock-Kurzweil, AM-espacio,

álgebra reticular de Banach, copia de c0, copia de l1, copia de l∞.
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Caṕıtulo 1

Introducción

A finales de los años cincuenta del siglo pasado, Ralph Henstock (1955) y Jaroslav

Kurzweil (1957), de manera independiente, desarrollan dos teoŕıas de integración para

funciones con valores reales definidas en intervalos compactos de R. Dichas integrales re-
sultaron ser equivalentes y por tal motivo en la actualidad se le conoce como la integral

de Henstock-Kurzweil.

La introducción de esta nueva teoŕıa de integración abrió un nuevo campo de investi-

gación con diferentes direcciones, entre las que podemos destacar: definir nuevas integrales

siguiendo el esquema de Riemann; generalizar la integral a funciones con varias variables y

a funciones que toman valores en un espacio de Banach; aplicarla a la teoŕıa de las ecuacio-

nes diferenciales, ecuaciones integrales, análisis de Fourier, la probabilidad, la estad́ıstica;

definir normas y topoloǵıas vectoriales sobre el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil

integrables de tal forma que lo doten de buenas propiedades. La razón de esto último se

debe a que el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables no es completo con

la semi-norma de Alexiewicz (véase [24]). Bongiorno y Panchapagesan prueban en [4]

que la completación de dicho espacio es un subespacio del espacio de las distribuciones

reales. Por su parte, Erick Talvila en [25] hace un estudio de la integral distribucional

de Henstock-Kurzweil, presentando entre otras cosas, teoremas de convergencia y propie-

dades de ret́ıcula del espacio de las distribuciones reales Henstock-Kurzweil integrables.

Guoju Ye et al. en [27] y [15] continua el estudio de los teoremas de convergencia y de

las propiedades de ret́ıcula, mientras que Gutiérrez et al. en [13] hace un estudio de las

propiedades topológicas de dicho espacio.

Por otra parte, Cao en [5] extiende las integrales de Henstock y Kurzweil a funcio-

nes que toman valores en un espacio de Banach X y demuestra, entre otras cosas, que en

este contexto dichas integrales dejan de ser equivalentes si X es de dimensión infinita. Es

sabido que para cualquier espacio de Banach X, los espacios de las funciones Henstock

integrables H([a, b], X) y Kurzweil integrables K([a, b], X) no son completos con la semi-

1



Caṕıtulo 1. Introducción 2

norma de Alexiewicz (véase [11]). En [20] Pérez et al. prueban que la completación de

los espacios H([a, b], X) y K([a, b], X) es un subespacio de las distribuciones vectoriales y

definen una integral en la completación, la cual es conocida como la integral distribucional

vectorial de Henstock-Kurzweil, pero no considera las propiedades de ret́ıcula del espacio.

La integral distribucional vectorial de Henstock-Kurzweil es una forma integral muy am-

plia que contiene a la integral de Bochner y a las integrales vectoriales de Henstock y de

Kurzweil (ver [20]).

El espacio de las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables es deno-

tado por DHK([a, b], X) y constituye el objeto de estudio de este trabajo.

Entre los principales resultados obtenidos, tenemos: DHK([a, b], X) siempre tiene

una copia complementada de c0, se obtienen condiciones necesarias y suficientes para que

DHK([a, b], X) tenga una copia complementada de l1 y una copia de l∞, mostrando aśı que

los resultados que aparecen en [17] son casos particulares de los nuestros. Se definen un

producto y un orden en DHK([a, b], X) para dotarlo de la estructura de un álgebra reticu-

lar de Banach. Damos condiciones suficientes para que DHK([a, b], X) se un AM -espacio

con la propiedad de Dunford-Pettis. Además probamos que la norma de Alexiewicz en

DHK([a, b], X) no es σ−orden continua y que este espacio no tiene unidades de orden,

mostrando de este modo que los teoremas presentados por Wei Liu et al. en [15] son

erróneos. Se dan condiciones suficientes para que el cono de DHK([a, b], X) sea genera-

dor. Los resultados obtenidos son empleados para obtener un teorema de punto fijo en

DHK([a, b], X) el cual empleamos para probar la existencia de una única solución a una

ecuación integral de Volterra.

Una técnica empleada para el estudio de un espacio de Banach general es saber

si tiene copias y/o copias complementadas de los espacios c0, l1 y/o l∞. Los siguientes

teoremas son ejemplo de este hecho.

Teorema 1. ([16]) Si el espacio de Banach X tiene una copia de c0, entonces ninguna

base para el espacio es acotadamente completa.

Teorema 2. ([16]) Si el espacio de Banach X tiene una copia de l1, entonces ninguna

base para el espacio es reductora.

Por tal motivo, teoremas que den condiciones para determinar cuando un espacio

de Banach tiene copias (complementadas) de los espacios c0, l1 y/o l∞ han sido buscados

con asiduidad. Ejemplo de esto son los siguientes resultados.

Homero Alejandro Escamilla Rocha



Caṕıtulo 1. Introducción 3

Teorema 3. ([9]) Sea X un esapcio de Bnach. Si X∗ contiene una copia de L1[0, 1],

entonces X contiene una copia de l1.

Teorema 4. ([9]) Sea X un espacio de Banach. X∗ contiene una copia de c0 si y solo si

X contiene una copia complementada de l1.

Por otra parte, algunos teoremas de punto fijo que se emplean en la solución de

ecuaciones integrales que surgen en la matemática aplicada, tienen entre sus hipótesis

algunas de las propiedades de ret́ıcula estudiadas en este trabajo. Ejemplo de ello son los

siguientes teoremas.

Teorema 5. ([22]) Sea X un AM−espacio. Si Br ⊂ X es una bola cerrada y T : Br → Br

es un operador no expansivo, entonces T tiene un punto fijo en Br.

Teorema 6. ([22]) Sea X un AM−espacio. Si I ⊂ X es un intervalo cerrado en orden

y T : I → I es un operador no expansivo, entonces T tiene un punto fijo en I.

Las observaciones anteriores muestran la relevancia de los resultados obtenidos en

este trabajo de tesis. Para resaltar la importancia de dichos resultados, enunciamos bre-

vemente algunas consecuencias que se desprenden de ellos.

Como mencionamos anteriormente, en nuestro trabajo probamos que el espacio de

las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables siempre tiene una copia com-

plementada de c0 y una copia de l1. Como consecuencia de este hecho, se deduce que

dicho espacio no tiene una base acotadamente completa ni reductora. Además, como con-

secuencia de los resultados obtenidos en nuestro trabajo, deducimos que el espacio de las

distribuciones vectoriales Henstok-Kurzweil integrables no es débilmente secuencialmente

completo, no es reflexivo y no tiene la propiedad de Schur.

El presente trabajo de tesis consta de cinco caṕıtulos, de los cuales la presente

introducción constituye el primero. Los caṕıtulos restantes se describen a continuación:

Caṕıtulo 2. Se tratan los conceptos y resultados fundamentales concernienetes a

la teoŕıa de los espacios de Banach que serán empleados a lo largo del caṕıtulo cinco

del presente trabajo. Entre otras cosas se definen los conceptos de subespacio comple-

mentado, copia complementada, bases de Schauder, espacio reflexivo, espacio débilmente

secuencialmente completo, la propiedad de Schur, la propiedad de Dunford-Pettis y los

operadores compactos.

Caṕıtulo 3. Trata con los conceptos de cono ordenado en un espacio vectorial, di-

ferentes tipos de conos ordenados, acotación en orden y acotación en norma, espacio de

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Banach ordenado, ret́ıcula de Banach, norma σ−orden continua, AM−espacio y resulta-

dos que emplearemos en el caṕıtulo cinco.

Caṕıtulo 4. Se introducen las integrales vectoriales de Henstock y Kurzweil, la

norma de Alexiewicz, las distribuciones vectoriales y la integral distribucional vectorial

de Henstock-Kurzweil.

Caṕıtulo 5. Es el caṕıtulo principal y contiene las aportaciones originales de este

trabajo de tesis. En la sección uno, definimos un orden y un producto en el espacio de las

distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables, DHK([a, b], X), y probamos que

si X es un álgebra reticular de Banach, entonces DHK([a, b], X) es un álgebra reticular de

Banach sin identidad multiplicativa y que su cono ordenado no es regular. Demostramos

que DHK([a, b], X) es un AM−espacio si X lo es y que tiene la propiedad de Dunford-

Pettis si X es un AM−espacio. Se prueba que la norma de Alexiewicz en DHK([a, b], X)

no es σ−orden continua y que este espacio no tiene unidades de orden. Además damos

condiciones suficientes para que el cono de DHK([a, b], X) sea generador. En la sección

dos probamos que para cada espacio de Banach X, DHK([a, b], X) tiene una copia com-

plementada de c0 y damos condiciones necesarias y suficientes para que este espacio tenga

una copia complementada de l1 y una copia de l∞. En la sección tres presentamos un

teorema de punto fijo en DHK([a, b], X) y lo empleamos para obtener un resultado que

nos garantiza la existencia y unicidad de una solución a una ecuación integral de Volterra.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Caṕıtulo 2

Espacios de Banach

En este caṕıtulo presentaremos conceptos básicos relacionados con la teoŕıa de los

espacios de Banach aśı como algunos resultados que utilizaremos en el caṕıtulo cinco,

el cual constituye el caṕıtulo principale de este trabajo de tesis. No presentaremos las

demostraciones de los teoremas por ser la mayoŕıa de ellos muy conocidos, sin embargo,

para los menos conocidos y mas relevantes para este trabajo, citamos las fuentes donde

pueden ser consultadas. En cualquier caso, el lector interesado puede consultar [16], [9] y

[1], las cuales son las fuentes principales para el contenido del presente caṕıtulo.

2.1 Espacios Normados y de Banach

Recordemos que si X es un espacio vectorial sobre el campo F, donde F pueden ser

los reales o los complejos, una norma en X es una función || · || : X → R que cumple lo

siguiente:

1. Si ||x|| = 0, entonces x = 0.

2. Para cada x ∈ X, α ∈ F, ||αx|| = |α|||x||.

3. Para cada x, y ∈ X, ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Observación 1. Nótese que de 2. se tiene que ||0|| = 0 y de 3. y esto último que ||x|| ≥ 0,

para cada x ∈ X.

Al par (X, || · ||), siendo X un espacio vectorial y || · || una norma en X, se le llama

un espacio normado y si definimos d : X×X → R por d(x, y) = ||x−y|| se obtiene una
métrica en X. Dos normas en un mismo espacio vectorial se dicen que son equivalentes si

inducen la misma topoloǵıa.

Un espacio de Banach es un espacio normado completo con la métrica inducida

por la norma.

6



Caṕıtulo 2. Espacios de Banach 7

Presentamos a continuación los ejemplos de espacios de Banach más relevantes para

este trabajo. La verificación de que son realmente espacios de Banach puede ser consultada

prácticamente en cualquier libro de análisis funcional.

Ejemplo 1. Los siguientes son ejemplos de espacios de Banach.

1. l∞ = {(xn) ⊂ F : (xn) es sucesión acotada} con la norma ||(xn)||∞ = sup{|xn| : n ∈
N}.

2. c0 = {(xn) ⊂ F : (xn) converge a cero} con la misma norma que en 1.

3. l1 = {(xn) :
∑∞

n=1 |xn| < ∞} con la norma ||(xn)||1 =
∑∞

n=1 |xn|.

4. C[a, b] = {f : [a, b] → R : f es una función continua} con la norma ||f ||∞ =

sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.

5. C0[a, b] = {f ∈ C[a, b] : f(a) = 0} con la misma norma que 4.

6. C([a, b], X) = {f : [a, b] → X : f es una función continua}, siendo X un espacio de

Banach, con la norma ||f ||∞ = sup{||f(x)|| : x ∈ [a, b]}.

7. C0([a, b], X) = {f ∈ C([a, b], X) : f(a) = 0} con la misma norma que que 6.

Dentro de la teoŕıa de los espacios normados a los conjuntos {x ∈ X : ||x|| ≤ 1} y

{x ∈ X : ||x|| = 1} se les suele representar por los śımbolos BX , SX y se les llama la bola

unidad cerrada y la esfera unidad en X respectivamente.

Recordemos que un operador lineal T entre los espacios normados X e Y se dice

acotado si T (B) es un subconjunto acotado de Y siempre que B es un subconjunto aco-

tado de X. Nótese que esta definición difiere del concepto clásico de función acotada entre

espacios métricos, donde se suele pedir que la imagen de la función sea un subconjunto

acotado del codominio; de hecho, el único operador lineal de X a Y con imagen acotada

es el operador constante cero. Existen varias formas equivalentes de definir a un operador

acotado dadas por el siguiente teorema.

Teorema 7. ([16]) Sean X y Y espacios normados y T : X → Y un operador lineal.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. El operador T es continuo.

2. El operador T es continuo en 0.

3. El operador T es uniformemente continuo sobre X.

Homero Alejandro Escamilla Rocha



Caṕıtulo 2. Espacios de Banach 8

4. El operador T es acotado.

5. Para alguna vecindad U de 0 en X, el conjunto T (U) es acotado en Y .

6. Existe un número real no negativo M tal que ||Tx|| ≤ M ||x|| para cada x ∈ X.

7. La cantidad sup{||Tx|| : x ∈ BX} es finita.

Nótese que en particular un operador lineal acotado es equivalente a un operador

lineal continuo y que para probar esto último basta con probar la continuidad en 0. De

aqúı en adelante haremos uso de este hecho sin mención explicita.

Al espacio vectorial de todos los operadores lineales acotados de X en Y se le suele

denotar por B(X, Y ) y si para T ∈ B(X, Y ) definimos ||T || = sup{||Tx|| : x ∈ BX},
entonces obtenemos una norma, llamada norma de operadores.

Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X, Y ) con la norma de operadores es

también un espacio de Banach; en particular X∗ = B(X,F) con la norma de operadores

siempre es un espacio de Banach, llamado el espacio dual de X. A los elementos de X∗

se les llama funcionales lineales acotados en X.

Como los espacios de Banach tienen estructura algebraica, topológica y métrica,

una forma de compararlos es mediante operadores lineales biyectivos que sean continuos

(acotados).

Definición 1. Sean X e Y espacios de Banach y T : X → Y un operador lineal. Se dice

que

• T es un isomorfismo si es inyectivo, continuo, y su mapeo inverso T−1 es continuo

sobre la imagen de T . Si además, ||Tx|| = ||x||, para cada x ∈ X, se dice que T es

un isomorfismo isométrico.

• Y tiene una copia de X si existe un isomorfismo T de X en Y . Si además T es

isomorfismo isométrico, se dice que Y tiene una copia isométrica de X.

• X y Y son isomorfos, si existe un isomorfismo de X sobre Y . Si además el isomor-

fismo es isométrico se dice que X y Y son isométricamente isomorfos.

Si los espacios de Banach X e Y son isomorfos, entonces algebraicamente y topológi-

camente son el mismo espacio, y si son isométricamente isomorfos, entonces desde el punto

Homero Alejandro Escamilla Rocha



Caṕıtulo 2. Espacios de Banach 9

de vista algebraico, topológico y métrico son el mismo, es decir tenemos una identificación

total de los espacios y en este sentido se consideran el mismo.

Se verifica sin dificultad que si Y es un subespacio denso de un espacio normado

X, entonces Y ∗ y X∗ son isométricamente isomorfos. Por otra parte, si Y es un espacio

normado incompleto, siempre existe un espacio de Banach X que contiene un subespacio

denso isométricamente isomorfo a Y . A dicho espacio se le llama la completación de Y .

Teorema 8. ([16]) Sea Y un espacio normado. Entonces existe un espacio de Banach

X y un isomorfismo isométrico T : Y → X tal que T (Y ) es denso en X. Además, el

espacio Y ∗ es isométricamente isomorfo a X∗. Si Z es otro espacio de Banach tal que

existe un isomorfismo isométrico de Y sobre un subconjunto denso de Z, entonces Z es

isométricamente isomorfo a X.

Otro concepto importante dentro de la teoŕıa de los espacios de Banach es el de

subespacio complementado. Para poder hablar de él necesitamos introducir antes el con-

cepto de suma directa.

Sean X1, X2, . . . , Xn espacios vectoriales. El conjunto X1 × · · · ×Xn con las opera-

ciones

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

α · (x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn), α ∈ R

es un espacio vectorial llamado espacio vectorial suma.

SiX1, . . . , Xn son espacios normados, entonces existe una forma de normar su espacio

vectorial suma que es sugerido por la norma del n−espacio Euclidiano.

Definición 2. Sean X1, . . . , Xn espacios normados. La suma directa (externa) de

X1, . . . , Xn es el espacio normado cuyo espacio vectorial subyacente es el espacio vectorial

suma de X1, . . . , Xn y cuya norma es la norma suma directa dada por la fórmula

||(x1, . . . , xn)|| =
( n∑

j=1

||xj||2
)1/2

.

Este espacio normado es denotado por X1 ⊕ · · · ⊕Xn.
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No existe un acuerdo universal sobre la mejor forma de definir la norma suma directa.

Otras alternativas vienen dadas por

||(x1, . . . , xn)||1 =
n∑

j=1

||xj||

y

||(x1, . . . , xn)||∞ = máx{||x1||, . . . , ||xn||}.

Afortunadamente, estas tres normas resultan ser equivalentes, es decir inducen la

misma topoloǵıa.

El siguiente resultado nos dice que la suma directa de los espacios normadosX1, . . . , Xn

contiene como subespacios a X1, . . . , Xn.

Proposición 1. ([16]) Sean X1, . . . , Xn espacios normados. Para cada entero j tal que

1 ≤ j ≤ n, sea

X ′
j = {(x1, . . . , xn) ∈ X1 ⊕ · · · ⊕Xn : xk = 0 cuando k ̸= j}.

Entonces cada X ′
j es un subespacio cerrado de X1 ⊕ · · · ⊕ Xn que es isométricamente

isomorfo al correspondiente Xj.

La siguiente Proposición nos da leyes conmutativas y asociativas generalizadas para

la suma directa.

Proposición 2. ([16]) Sean X1, . . . , Xn espacios normados. Si dos sumas directas están

cada una formada al permutar y asociar los términos de X1⊕· · ·⊕Xn, entonces esas dos

sumas directas son isométricamente isomorfas.

Una pregunta natural es: ¿cuándo la suma directa de espacios normados es un espacio

de Banach? La respuesta viene dada por el siguiente Teorema.

Teorema 9. ([16]) Sean X1, . . . , Xn espacios normados. Entonces X1 ⊕ · · · ⊕ Xn es un

espacio de Banach si y solo si cada Xj es un espacio de Banach.

Supongamos ahora que V es un espacio vectorial y que A1, . . . , An son subconjuntos

de V . Entonces la suma (algebraica) de A1, . . . , An, denotada por A1+ · · ·+An, se define

como {a1 + · · ·+ an : aj ∈ Aj para cada j}. Es fácil ver que si Ai, . . . , An son subespacios

de V , entonces también lo es su suma algebraica.
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En la terminologia de los espacios vectoriales se dice que el espacio vectorial V es la

suma directa interna algebraica de sus subespacios M1, . . . ,Mn si V = M1+ · · ·+Mn

y Mj ∩
∑

k ̸=j Mk = {0} para j = 1, . . . , n.

La suma directa interna que es de mayor importancia en la teoŕıa de espacios nor-

mados tiene una restricción adicional sobre los subespacios usados para formarla.

Definición 3. Supongamos que M1, . . . ,Mn son subespacios cerrados de un espacio nor-

mado X tal que X = M1+ · · ·+Mn y Mj∩
∑

k ̸=j Mk = {0} cuando j = 1, . . . , n. Entonces

el espacio normado X es la suma directa (interna) de M1, . . . ,Mn.

Es decir, un espacio normado X es la suma directa interna de sus subespacios

M1, . . . ,Mn si y solo si cada uno de estos subespacios es cerrado y X es su suma di-

recta interna algebraica.

La relación entre los conceptos de suma directa externa y suma directa interna viene

dada por la siguiente proposición.

Proposición 3. ([16])

1. Si X1, . . . , Xn son espacios normados y X = X1 ⊕ · · · ⊕ Xn, entonces X tiene

subespacios cerrados X ′
1, . . . , X

′
n tal que X es la suma directa interna de X ′

1, . . . , X
′
n

y cada Xj es isométricamente isomorfo al correspondiente X ′
j.

2. Si X es un espacio de Banach que es la suma directa interna de sus subespacios

cerrados M1, . . . ,Mn, entonces X es isomorfo a M1 ⊕ · · · ⊕Mn.

La segunda parte de la Proposición previa no se cumple en general para espacios

normados incompletos.

Podemos ahora definir el concepto de subespacio complementado de un espacio

normado X.

Definición 4. Un subespacio M de un espacio normado X es complementado en X

si es cerrado en X y existe un subespacio cerrado N de X tal que X es la suma directa

interna de M y N . En tal caso el subespacio N se dice que es complementario a M .

Lema 1. Sea X un espacio de Banach y Y un subespacio de X. Si M es un subespacio

complementado de Y y Y es un subespacio complementado de X, entonces M es un

subespacio complementado de X.

Demostración: Como M es complementado en Y , entonces M es cerrado en Y y existe

un subespacio cerrado N1 de Y tal que Y = M ⊕N1, donde la igualdad se entiende en el
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sentido de ser isomorfos ya que Y al ser complementado en X es cerrado en X y por lo

tanto es espacio de Banach.

Al ser Y complementado en X, entonces existe un subespacio cerrado N2 de X tal

que X = Y ⊕N2.

Como M es cerrado en Y y Y es cerrado en X, entonces M es subespacio cerrado de

X. De igual modo N1 es un subespacio cerrado de X. Al ser N1 y N2 subespacios cerrados

del espacio de Banach X, son espacios de Banach y entonces N1⊕N2 es un subespacio de

Banach de X y por lo tanto cerrado en X. Finalmente, por la ley asociativa generalizada

para sumas directas tenemos que X = Y ⊕N2 = (M ⊕N1)⊕N2 = M ⊕ (N1 ⊕N2).

Existe una forma equivalente de definir subespacios complementados de espacios de

Banach que involucra la noción de proyección.

Recordemos que si X es un espacio vectorial un operador lineal P : X → X es una

proyección en X si P (Px) = Px para cada x ∈ X, esto es, si P 2 = P .

Proposición 4. ([16]) Un subespacio de un espacio de Banach es complementado si y

solo si es la imagen de una proyección acotada en el espacio.

Si X e Y son espacios de Banach, en sintońıa con la definición (1) se dice que Y tiene

una copia complementada de X, si X es isomorfo a un subespacio complementado de

Y .

Un Teorema debido a A. Sobczyk nos dice que todo espacio de Banach separable

que contiene una copia de c0, entonces la tiene complementada.

Teorema 10. ([9]) Si c0 es un subespacio cerrado de un espacio de Banach separable X,

entonces existe una proyección lineal acotada P de X sobre c0.

Los siguientes resultados serán empleados en el caṕıtulo cinco de este trabajo de

tesis.

Teorema 11. ([6], Teorema 3.1.4) Sea K un espacio Hausdorff compacto. Entonces

C(K,X) contiene una copia complementada de l1 si y solo si X la tiene.

Teorema 12. ([6], Teorema 3.3.1) Sea K un espacio Hausdorff compacto. Entonces

C(K,X) tine coṕıa de l∞ si y sólo si, C(K) o X la tiene.

Entre los teoremas fundamentales del análisis funcional tenemos los siguientes.

Teorema 13. (de Hahn-Banach) Sea f0 un funcional lineal acotado sobre un subespacio

Y de un espacio normado X. Entonces existe f ∈ X∗ tal que ||f || = ||f0|| y la restricción

de f a Y es f0.
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El siguiente corolario del Teorema de Hahn-Banach es uno de los más útiles.

Corolario 1. Si x es un elemento no cero de un espacio normado X, entonces existe

f ∈ X∗ tal que ||f || = 1 y f(x) = ||x||.

Teorema 14. (del Mapeo Abierto) Todo operador lineal acotado de un espacio de Banach

sobre un espacio de Banach es un mapeo abierto

Como corolario del Teorema del mapeo abierto tenemos que todo operador lineal

acotado biyectivo entre espacios de Banach es un isomorfismo.

Teorema 15. (de la Gráfica Cerrada) Sean X e Y espacios de Banach y T : X → Y un

operador lineal. Si la gráfica de T es un conjunto cerrado en X × Y , entonces T es un

operador acotado.

2.2 La topoloǵıa débil y débil∗

Es sabido que BX , la bola unidad cerrada en un espacio normado X, es compacta

si y solo si X es de dimensión finita. Aśı entonces, toda sucesión acotada en un espacio

normado tiene una subsucesión convergente si y solo si el espacio es finito dimensional. La

necesidad de extraer subsucesiones convergentes de sucesiones acotadas llevó a la bueque-

da de nuevas topoloǵıas en los espacios normados, siendo la culminación de estos esfuerzos

las llamadas topoloǵıa débil y débil∗, la primera definida en todo espacio normado mien-

tras que la segunda se define en los espacios duales de los espacios normados.

Definición 5. Sea X un espacio normado. La topoloǵıa débil en X se define como la

menor topoloǵıa en X que hace continuos a todos los elementos de X∗

Es sabido que la topoloǵıa débil en un espacio normado es una topoloǵıa de Hausdorff

localmente convexa, es decir las operaciones de espacio vectorial son continuas respecto a

dicha topoloǵıa y esta tiene una base local en cero constituida por conjuntos convexos.

La topoloǵıa débil suele denotarse por el śımbolo w y una propiedad topológica que

se cumple con respecto a la topoloǵıa débil se dice que es una propiedad débil o que se

cumple débilmente. Adjuntar la letra w a un śımbolo topológico es otro modo de indicar

que se está usando la topoloǵıa débil. Por ejemplo w− ĺımn xn = x significa que la sucesión

(xn) converge a x en la topoloǵıa débil. Al hacer referencia a una propiedad topológica

sin mención de ningun topoloǵıa, la topoloǵıa de la norma es la que está en juego. Si X es

espacio normado, el śımbolo X∗ representará siempre el dual de X respecto a la topoloǵıa
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de la norma.

Si X es un espacio normado, como cada elemento de X∗ es continuo respecto a la

topoloǵıa de la norma, entonces la topoloǵıa débil en X está contenida en la topoloǵıa

de la norma y por lo tanto cada sucesión convergente es w−convergente. A los espacios

donde se cumple el rećıproco se les da un nombre especial.

Definición 6. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X tiene la propiedad de Schur

si para cada sucesión (xn) en X tal que w− ĺımn xn = x se tiene que ||xn−x|| → 0, n → ∞.

Ejemplo 2. Los siguientes son ejemplos de espacios que tiene la propiedad de Schur y de

espacios que no tienen la propiedad de Schur.

1. J. Schur probó en un art́ıculo publicado en 1920 que toda sucesión w−convergente

en l1 es de hecho norma convergente al ĺımite débil de la sucesión. Por lo tanto l1

tiene la propiedad de Schur.

2. El espacio l2 no tiene la propiedad de Schur.

3. Los espacios c0 y lp tal que 1 < p < ∞, no tienen la propiedad de Schur.

4. La propiedad de Schur se hereda a subespacios cerrados; es decir si X es un espacio

normado con la propiedad de Schur y Y es un subespacio cerrado de X, entonces Y

tiene la propiedad de Schur.

Definición 7. Sea X un espacio de Banach y (xn) una sucesión en X. Se dice que (xn) es

una sucesión w−Cauchy, si para cada x∗ ∈ X∗, x∗(xn) es una sucesión de Cauchy en F y

se dice que X es débilmente secuencialmente completo si toda sucesión w−Cauchy

en X es w−convergente.

En el caṕıtulo cinco de este trabajo estudiaremos la llamada propiedad de Dunford-

Pettis, la cual se define de la siguiente manera.

Definición 8. Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-

Pettis si para cada par de sucesiones (xn) en X y (x∗
n) en X∗ tales que w − ĺımn xn = 0

y w − ĺımn x
∗
n = 0, se cumple que ĺımn x

∗
n(xn) = 0.

Existen formas equivalentes de definir la propiedad de Dunford-Pettis que pueden

ser consultadas en [16].

Ejemplo 3.
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1. Todo espacio de Banach con la propiedad de Schur tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Por lo tanto, del ejemplo previo, l1 tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

2. Dunford y Pettis probaron por primera vez que todo espacio L1(µ) tiene la propiedad de

Dunford-Pettis. La demostración de esto puede ser consultada en [1].

3. Si X es un espacio de Banach reflexivo de dimensión infinita, entonces X no tiene

la propiedad de Dunford-Pettis. Aśı, los espacios lp, para 1 < p < ∞, al ser reflexivos

de dimensión infinita, no tienen la propiedad de Dunford-Pettis. (Véase la definición de

espacio reflexivo al final de la seccón).

4. Grothendieck demostró que si un espacio de Banach X es tal que su dual X∗ tiene la

propiedad de Dunford-Pettis, entonces X la tiene también, sin embargo el rećıproco es

falso.

5. Como es sabido que c∗0 = l1 y al tener l1 la propiedad de Dunford-Pettis, se concluye por

lo mencionado antes que c0 tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

6. Alexandre Grothendieck también probó que todo espacio C(K), siendo K un espacio de

Hausdorff compacto, tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Si un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis y Y es un subespa-

cio cerrado de X, no necesariamente Y tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Sin embargo,

si Y es un subespacio complementado de X, entonces Y tiene la propiedad de Dunford-

Pettis. Es decir, la propiedad de Dunford-Pettis no se hereda a subespacios cerrados pero

śı a subespacios complementados. Una prueba de esto puede consultarse en [8].

Si X es un espacio normado y A un subconjunto de X, entonces la cerradura de A y

la w−cerradura de A no tienen por que ser la misma, sin embargo si A es convexo ambas

cerraduras coinciden.

Teorema 16. (S.Mazur, véase [16]) La cerradura y la cerradura débil de un subconjunto

convexo de un espacio normado son la misma. En particular, un subconjunto convexo de

un espacio normado es cerrado si y solo si es w−cerrado.

SiX e Y son espacios de Banach, dos subespacios muy importantes de B(X, Y ) están

constituidos por los llamados operadores compactos y los operadores débil compactos, los

cuales se definen de la siguiente manera.

Definición 9. Sean X e Y espacios de Banach y T : X → Y un operador lineal. Se dice

que:
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1. T es un operador compacto, si lleva conjuntos acotados a conjuntos relativamente

compactos, es decir si T (B) es un conjunto relativamente compacto en Y , siempre

que B es un conjunto acotado en X.

2. T es un operador débilmente compacto si lleva conjuntos acotados a conjuntos

débilmente relativamente compactos, es decir si T (B) es un conjunto débilmente

relativamente compacto en Y , siempre que B es un conjunto acotado en X.

El espacio de operadores compactos de X a Y se denota por K(X, Y ) y los débilmente

compactos por Kw(X, Y ).

Si T ∈ K(X, Y ) y B ⊂ X es acotado, entonces T (B) es relativamente compacto,

es decir su cerradura es un conjunto compacto y por lo tanto acotado. Al estar T (B)

contenido en su cerradura, se sigue que T (B) es acotado y por lo tanto K(X, Y ) ⊂
B(X, Y ). Además K(X, Y ) es un subespacio cerrado propio de B(X, Y ).

Si T ∈ K(X, Y ) yB ⊂ X es acotado, entonces T (B) es compacto y como la topoloǵıa

débil es más débil que la topolǵıa de la norma, se sigue que T (B) es w−compacto y

por lo tanto w−cerrado. Se sigue entonces que T (B)
w
⊂ T (B) y por lo tanto T (B)

w
es

w−compacto por ser subconjunto w−cerrado de un conjunto w−compacto. De lo anterior

se tiene que K(X, Y ) ⊂ Kw(X, Y ).

Por otra parte, si T ∈ Kw(X, Y ) yB ⊂ X es acotado, entonces T (B)
w
es w−compacto,

entonces T (B)
w
es w−acotado y por lo tanto acotado. Como T (B) ⊂ T (B)

w
, se sigue

que T (B) es acotado, es decir Kw(X, Y ) ⊂ B(X, Y ). Además Kw(X, Y ) es un subespacio

cerrado propio de B(X, Y ).

Se tienen entonces las contenciones propias K(X, Y ) ⊂ Kw(X, Y ) ⊂ B(X, Y ).

Para que un operador lineal entre los espacios de Banach X y Y sea compacto

(w−compacto) basta que T (BX) sea relativamente compacto (débilmente relativamente

compacto). Véase [16].

Ejemplo 4.

1. El operador identidad I : l1 → l1 es acotado pero no w−compacto.

2. El operador identidad I : l2 → l2 es w−compacto pues I(Bl2) = Bl2 y como l2 es reflexivo

Bl2 es w−compacto. Sin embargo I : l2 → l2 no es compacto pues I(Bl2) = Bl2 = Bl2 no

es compacto.
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Un técnica muy empleada para obtener información acerca de un espacio de Banach

es saber si tiene copias (complementadas) de c0, l1 y/o l∞. Un ejemplo de ello está dado

por el siguiente resultado.

Teorema 17. ([14]) Si el espacio de Banach Y contiene una copia complementada de c0

y X es cualquier espacio de Banach, entonces K(X, Y ) no es complementado en B(X, Y ).

Si X es un espacio normado y J : X → X∗∗ está definido por ⟨x∗, J(x)⟩ = ⟨x, x∗⟩,
x∗ ∈ X∗, x ∈ X, entonces J resulta ser un isomorfismo isométrico. De este modo X se

identifica con un subespacio de X∗∗. El espacio X es llamado reflexivo si J es sobreyec-

tivo.

Definición 10. Sea X un espacio normado y X∗ su dual. La topoloǵıa débil ∗ se define

como la menor topoloǵıa en X∗ que hace continuos a los elementos de J(X).

Nótese que por definición, cada elemento de X∗∗ es continuo respecto a la topoloǵıa

débil en X∗ y por lo tanto cada elemento de J(X) ⊂ X∗∗ también lo es y se sigue entonces

que la topoloǵıa débil∗ en X∗ es aún más débil que la topoloǵıa débil.

2.3 Bases de Schauder

Como es sabido, el concepto de base de Hamel es sumamente útil en la teoŕıa de

espacios vectoriales y aunque todo espacio de Banach tiene una base de Hamel, esta

solo toma en cuenta la estructura algebraica del espacio, y un espacio de Banach, como

hemos mencionado antes, tiene una estructura mucho más rica. Por tal motivo se buscaron

conceptos análogos al de base de Hamel en la teoŕıa de espacios de Banach, siendo el de

base de Schauder el que ha resultado ser más útil.

En lo que sigue solo presentaremos los conceptos básicos relacionados con las bases

de Schauder que serán utilizados más adelante en este trabajo. El lector interesado en

profundizar en su estudio, puede consultar cualquier libro que trate sobre la geometŕıa de

los espacios de Banach, en particular puede verse en [16].

Definición 11. Una sucesión (xn) en un espacio de Banach X es una base de Schauder

para X si para cada x ∈ X existe una única sucesión de escalares (αn) tal que x =∑∞
n=1 αnxn.

Es bien sabido que todo espacio vectorial tiene una base de Hamel, sin embargo, no

todo espacio de Banach tiene una base de Schauder. Una condición necesaria para que
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un espacio de Banach tenga una base de Schauder es que este sea de dimensión infinita y

separable; aśı por ejemplo, l∞ al no ser separable no tiene base de Schauder. Debido a lo

anterior, es natural preguntar si todo espacio de Banach de dimensión infinita y separable

tiene una base de Schauder. Este problema es conocido como el problema de la base y

permaneció abierto por alrededor de cuarenta años hasta que en 1973, Per Enflo dio una

respuesta negativa presentando un contraejemplo reflexivo (véase [10]).

La siguiente generalización del concepto de base de Schauder es también útil.

Definición 12. Una sucesión (xn) en un espacio de Banach es una sucesión básica

de Schauder si es una base de Schauder para el subespacio cerrado generado por {xn :

n ∈ N}.

Como las bases de Schauder y las sucesiones básicas de Schauder serán las únicas

que emplearemos, de aqúı en adelante las llamaremos simplemente bases y sucesiones

básicas respectivamente.

Recordemos que una serie
∑

n xn en un espacio normado es incondicionalmente

convergente si
∑

n xπ(n) converge para cada permutación π de N.

Definición 13. Una base (xn) para un espacio de Banach X es incondicional si, para

cada x ∈ X, la expansión
∑

n αnxn para x en términos de la base es incondicionalmente

convergente. Una base para un espacio de Banach es condicional si no es incondicional.

Además de las bases incondicionales, otro tipo de bases que resultan ser útiles son

las siguientes.

Definición 14. Sea (xn) una base para un espacio de Banach X. Se dice que:

1. (xn) es reductora si ĺımm ||x∗||(m) = 0 para cada x∗ ∈ X∗, donde ||x∗||(m) es la

norma de la restricción de x∗ al subespacio cerrado generado por {xn : n > m}.

2. (xn) es acotadamente completa si, siempre que una sucesión de escalares (αn)

sea tal que supm ||
∑m

n=1 αnxn|| es finito, la serie
∑

n αnxn converge.

Cerramos esta sección y el caṕıtulo, presentando otro ejemplo de la importancia de

saber si un espacio de Banach tiene copias de c0 y/o de l1. Los siguientes resultados serán

empleados en el caṕıtulo cinco.

Teorema 18. ([16]) Sea X un espacio de Banach. Si X tiene una copia de c0, entonces

ninguna base para el espacio es acotadamente completa.

Teorema 19. ([16]) Sea X un espacio de Banach. Si X tiene una copia de l1, entonces

ninguna base para el espacio es reductora.
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Caṕıtulo 3

Ret́ıculas de Banach

La finalidad de este caṕıtulo es presentar solamente los conceptos básicos relacio-

nados con las ret́ıculas de Banach y una serie de resultados que serán utilizados en el

caṕıtulo cinco del presente trabajo. Al igual que en el caṕıtulo previo, no presentaremos

la mayoŕıa de las demostraciones de los resultados pero indicamos las referencias donde

el lector interesado puede consultarlas. Si se desea profundizar en el estudio de las ret́ıcu-

las de Banach se recomienda consultar para tal fin [2] y [18], que son nuestras fuentes

principales para el contenido de este caṕıtulo.

3.1 Espacios de Banach ordenados

Sea X un conjunto. Recordemos que un orden en X es una relación ≤ que cumple

con ser:

1. reflexiva, es decir ∀x ∈ X, x ≤ x.

2. antisimétrica, es decir x ≤ y y y ≤ x implica x = y.

3. transitiva, esto es x ≤ y y y ≤ z implica x ≤ z.

Si X es un espacio vectorial real, para que un orden en X sea de utilidad se requiere

que guarde alguna relación con la estructura algebraica del espacio. Por tal motivo, un

espacio vectorial real X se dice que es un espacio vectorial ordenado si hay un orden

en X satisfaciendo lo siguiente:

1. Si x ≤ y , entonces x+ z ≤ y + z para cada z ∈ X

2. Si x ≤ y, entonces para cada escalar α ≥ 0, αx ≤ αy.
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Cualquier orden en un espacio vectorial real que cumpla con las dos condiciones

anteriores le llamaremos un orden vectorial. De tal manera, podemos decir que un

espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial real en el cual hay definido un orden

vectorial.

Si X es un espacio vectorial ordenado, al conjunto X+ = {x ∈ X : 0 ≤ x} se le

llama el cono positivo del espacio.

Se comprueba fácilmente que el cono positivo de un espacio vectorial ordenado tiene

las siguientes propiedades:

• X+ +X+ ⊂ X+.

• Para cada α ≥ 0, αX+ ⊂ X+.

• X+ ∩ (−X+) = {0}.

De manera general tenemos la siguiente definición.

Definición 15. Si X es un espacio vectorial real, un cono ordenado en X, o simple-

mente un cono en X, es un subconjunto P de X tal que:

1. P + P ⊂ P .

2. αP ⊂ P , para cada escalar α ≥ 0.

3. P ∩ (−P ) = {0}.

Ejemplo 5. Los siguientes son ejemplos de conos ordenados.

1. Si X = R, X+ = R+.

2. Si X = R2, X+ = {(x, y) : x, y ≥ 0}.

3. Si X = C[a, b], X+ = {f ∈ X : f(x) ≥ 0,∀x ∈ [a, b]}.

Vemos entonces que el cono positivo de un espacio vectorial ordenado es un cono

ordenado. De forma rećıproca, si P es un cono ordenado en un espacio vectorial X y

definimos una relación ≤ en X como

x ≤ y ⇔ y − x ∈ P,
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entonces se comprueba sin dificultad que ≤ es una relación de orden que convierte a X

en un espacio vectorial ordenado cuyo cono positivo es P .

Es fácil ver que el orden vectorial inducido por el cono positivo de un espacio vectorial

ordenado coincide con el orden original del espacio. Por tal motivo, hablar de ordenes

vectoriales y de conos ordenados en espacios vectoriales reales es esencialmente lo mismo

y muchas veces se dice que el espacio vectorial está ordenado por el cono.

Para espacios de Banach, y en general para espacios normados, tenemos la siguiente

Definición.

Definición 16. Un espacio de Banach ordenado es un espacio de Banach que está

ordenado por un cono cerrado.

La razón de incluir la condición de que el cono sea cerrado en la definición previa

se debe a que se desea que el ĺımite de vectores positivos, es decir, de vectores en X+, sea

también positivo.

Si X es un espacio de Banach ordenado y (xn) es una sucesión en X, hay dos

conceptos de acotación para la sucesión (xn): acotación en orden y acotación en norma.

Especificamente, se dice que la sucesión (xn) es:

1. acotada en orden, si existen vectores u, v ∈ X tales que, para cada n ∈ N se

tiene u ≤ xn ≤ v. Si solo se cumple que xn ≤ v se dice que la sucesión está

acotada superiormente y solo se cumple que u ≤ xn se dice que está acotada

inferiormente.

2. acotada en norma, si existe M > 0 tal que, para cada n ∈ N, ||xn|| ≤ M .

A una sucesión acotada en norma la llameremos simplemente sucesión acotada.

Se tienen definiciones análogas para subconjuntos de X.

Si X es un espacio de Banach ordenado tiene sentido hablar de sucesiones crecientes

y decrecientes de acuerdo con la siguiente definición.

Definición 17. Sea X un espacio de Banach ordenado y (xn) una sucesión en X.

1. La sucesión (xn) se dice que es creciente si n ≤ m implica xn ≤ xm.

2. La sucesión (xn) se dice que es decreciente si n ≤ m implica xn ≥ xm.
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3. La sucesión (xn) se dice que es monótona si es o bien creciente o bien decreciente.

En un espacio de Banach ordenado, y en general, en un espacio vectorial ordenado

X, se define el supremo de un conjunto de la manera usual: un subconjunto A de X se

dice que tiene supremo en X si existe un vector s ∈ X tal que para cada a ∈ A, a ≤ s

y si w es un vector en X tal que a ≤ w para cada a ∈ A, entonces se tiene que s ≤ w.

Dicho vector s es llamado el supremo del conjunto A.

Proposición 5. Si X es un espacio normado ordenado y (xn) es una sucesión creciente

en X tal que xn → x, entonces x es el supremo de {xn : n ∈ N}.

Demostración: Sea m ∈ N. Como la sucesión es creciente, entonces para n ∈ N se tiene

que xm ≤ xn+m, es decir xn+m−xm ∈ X+. Como la sucesión converge a x y X+ es cerrado,

entonces haciendo n → ∞ se obtiene que x − xm ∈ X+, es decir xm ≤ x, lo que prueba

que x es una cota superior de la sucesión.

Ahora, si w ∈ X es tal que xn ≤ w para cada n ∈ N, entonces w − xn ∈ X+ y de

nuevo haciendo n → ∞ obtenemos que w − x ∈ X+, es decir x ≤ w y x es entonces el

supremo de la sucesión.

En los números reales se sabe que toda sucesión creciente y acotada superiormente

es convergente pero esto ya no se cumple necesariamente en todo espacio de Banach

ordenado.

Ejemplo 6. Sea X = C[0, 1] con la norma

||f ||∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}.

Si para f, g ∈ X definimos f ≤ g si y solo si f(x) ≤ g(x) para cada x ∈ [0, 1], entonces

X es un espacio de Banach ordenado.

Consideremos la sucesión fn(x) = xn, x ∈ [0, 1], n ∈ N. Es claro que (fn) es una

sucesión decreciente en X y acotoda inferiormente por la función constante cero; es decir

f1 ≥ f2 ≥, . . . ≥ 0. Esta sucesión converge puntualmente a la función

f(x) =


0 si x ∈ [0, 1)

1 si x = 1

Supongamos que existe una función g ∈ X tal que fn converge a g en norma. Esto

es equivalente a decir que (fn) converge uniformemente a g en [0, 1] y por lo tanto (fn)
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converge puntualmente a g en [0, 1]. De lo anterior tenemos que f = g lo cual es una

contradicción ya que f es discontinua en 1.

Lo anterior da lugar a la definición de diferentes tipos de conos en los espacios de

Banach ordenados.

Definición 18. Sea X+ un cono ordenado en un espacio de Banach X. Se dice que X+

es:

1. normal, si existe una constante γ ≥ 1, llamada constante de normalidad del cono,

tal que 0 ≤ x ≤ y implica ||x|| ≤ γ||y||.

2. regular, si toda sucesión en X, creciente y acotada superiormente es convergente.

3. completamente regular, si toda sucesión en X, creciente y acotada es conver-

gente.

4. generador, si X = X+ −X+, es decir si todo vector en X puede expresarse como

la diferencia de dos vectores positivos.

Ejemplo 7.

1. Sea X = Rn con la norma

||(x1, . . . , xn)|| =
n∑

j=1

|xj|

y consideremos X+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xj ≥ 0, j = 1, . . . , n}. Es fácil ver que X+ es un

cono en Rn. Nótese que (x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) si y solo si xj ≤ yj para j = 1, . . . , n.

Si (0, . . . , 0) ≤ (x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn), entonces ||(x1, . . . , xn)|| ≤ ||(y1, . . . , yn)|| y por

lo tanto X+ es un cono normal con constante de normalidad 1.

2. Sea X = C1[0, 2π], el espacio de las funciones de clase C1 en el intervalo [0, 2π] con la

norma

||f || = máx
0≤x≤2π

|f(x)|+ máx
0≤x≤2π

|f ′(x)|

y consideremos el cono X+ = {f ∈ X : f(x) ≥ 0,∀x ∈ [0, 2π]}. Supongamos que

el cono X+ es normal con constante de normalidad γ > 0. Sea fn(x) = 1 − cosnx y

gn(x) = 2 para n ∈ N. Claramente se tiene que

0 ≤ fn ≤ gn, ||fn|| = 2 + n, ||gn|| = 2.
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Entonces 2 + n ≤ 2γ para cada n ∈ N lo cual no es posible. Por lo tanto, el cono X+ no

es normal.

3. Sea X = C[0, 1] con la norma

||f ||∞ = sup
0≤x≤1

|f(x)|,

y consideremos el cono X+ = {f ∈ X : f(x) ≥ 0,∀x ∈ [0, 1]}. Si 0 ≤ f ≤ g, entonces

0 ≤ f(x) ≤ g(x) para cada x ∈ [0, 1] y por lo tanto ||f ||∞ ≤ ||g||∞. Aśı, X+ es un cono

normal pero como vimos en el ejemplo 6 no es regular.

4. Sea X = c0 con la norma

||(xn)||∞ = sup
n

|xn|,

y consideremos X+ = {(xn) ∈ c0 : xn ≥ 0, ∀n ∈ N}. Este cono es regular pero no

completamente regular.

La relación existente entre los tipos de conos anteriores está dada por los siguientes

resultados.

Teorema 20. ([12]) Sea X+ un cono ordenado en un espacio de Banach X. Si X+ es

completamente regular, entonces es regular y si X+ es regular, entonces es normal.

Teorema 21. ([12]) Supongamos que X+ es un cono ordenado en un espacio de Banach

X. Si X es débilmente secuencialmente completo, entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(a) X+ es normal.

(b) X+ es regular.

(c) X+ es completamente regular.

Como todo espacio reflexivo es débilmente secuencialmente completo, lo anterior

también se cumple en dicho tipo de espacios.

Una forma de caracterizar a los conos normales está dada en el siguiente resultado.

Teorema 22. ([12]) Sea X un espacio de Banach y X+ un cono ordenado en X. Son

equivalentes:

1. X+ es normal.
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2. existe una norma equivalente || · ||1 en X tal que

0 ≤ x ≤ y =⇒ ||x||1 ≤ ||y||1,

esto es, la norma || · ||1 es monótona.

3.2 Espacios de Riesz

Sea X un espacio vectorial ordenado y x, y ∈ X. Siguiendo la notación clásica

escribiremos

x ∨ y := sup{x, y} y x ∧ y := ı́nf{x, y}.

Estos supremos e ı́nfimos no tienen necesariamente que existir en un espacio vectorial

ordenado cualquiera. Cuando existen, a dicho espacio se le da un nombre especial.

Definición 19. Un espacio de Riesz, también llamado ret́ıcula vectorial, es un

espacio vectorial ordenado X con la propiedad adicional de que para cada x, y ∈ X, x∨ y

y x ∧ y existen ambos en X.

Si X es un espacio vectorial de funciones real-valuadas definidas en un conjunto Ω

y se define para f, g ∈ X, f ≤ g si y sólo si f(ω) ≤ g(ω) para cada ω ∈ Ω, entonces se

obtiene un orden vectorial en X llamado el orden puntual.

Presentamos a continuación algunos ejemplos de espacios de Riesz.

Ejemplo 8. Los siguientes espacios con el orden puntual son ejemplos de espacios de

Riesz.

1. RΩ, todas las funciones real valuadas definidas en un conjunto Ω.

2. C(Ω), todas las funciones continuas real-valuadas definidas en un espacio topológico

Ω.

3. Cb(Ω), todas las funciones continuas real-valuadas y acotadas en un espacio topológi-

co Ω.

4. lp (0 < p < ∞),todas las sucesiones reales (xn) tales que
∑∞

n=1 |xn|p < ∞.

Algunas cuantas identidades útiles que se cumplen en un espacio de Riesz están

contenidas en el siguiente teorema.
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Teorema 23. ([2]) Si x, y y z son elementos de un espacio de Riesz, entonces:

1. x ∨ y = −[(−x) ∧ (−y)] y x ∧ y = −[(−x) ∨ (−y)].

2. x+ y = x ∧ y + x ∨ y.

3. x+ (y ∨ z) = (x+ y) ∨ (x+ z) y x+ (y ∧ z) = (x+ y) ∧ (x+ z).

4. α(x ∨ y) = (αx) ∨ (αy) y α(x ∧ y) = (αx) ∧ (αy), para cada α ≥ 0.

De 1. del teorema previo vemos que si el supremo de cualesquiera dos vectores en

un espacio vectorial ordenado existe, entonces también existe el ı́nfimo de cualesquiera

dos vectores y rećıprocamente. Aśı, en la definición de espacio de Riesz, basta con pedir

que el supremo de cualesquiera dos vectores exista en el espacio. Se suelen incluir ambas

condiciones solo para enfatizar.

Para cualquier vector x en un espacio de Riesz se define

x+ := x ∨ 0, x− := (−x) ∨ 0, y |x| := x ∨ (−x).

El vector x+ es llamado la parte positiva de x, x− es llamado la parte negativa

de x y |x| es llamado el valor absoluto de x.

Estos vectores satisfacen las siguientes identidades.

Teorema 24. ([2]) Si x es un vector arbitrario en un espacio de Riesz, entonces:

1. x = x+ − x−.

2. |x| = x+ + x−.

3. x+ ∧ x− = 0.

Otras identidades en los espacios de Riesz que resultan muy útiles vienen dadas en

el siguiente teorema.

Teorema 25. ([2]) Si x y y son elementos de un espacio de Riesz, entonces tenemos:

1. x = (x− y)+ + x ∧ y.

2. x ∨ y = 1
2
(x+ y + |x− y|) y x ∧ y = 1

2
(x+ y − |x− y|).
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3. |x− y| = x ∨ y − x ∧ y.

4. |x| ∨ |y| = 1
2
(|x+ y|+ |x− y|).

5. |x| ∧ |y| = 1
2

∣∣∣|x+ y| − |x− y|
∣∣∣.

6. |x+ y| ∧ |x− y| =
∣∣∣|x| − |y|

∣∣∣.
7. |x+ y| ∨ |x− y| = |x|+ |y|.

Las principales desigualdades que son usadas en las estimaciones vienen dadas en el

siguiente resultado.

Teorema 26. ([2]) Para elementos arbitrarios x, y, y z en un espacio de Riesz tenemos

las siguientes desigualdades.

1.
∣∣∣|x| − |y|

∣∣∣ ≤ |x+ y| ≤ |x|+ |y| (desigualdad del triángulo).

2. |x∨ z − y ∨ z| ≤ |x− y| y |x∧ z − y ∧ z| ≤ |x− y| (desigualdades de Birkhoff).

Una red (xα) en un espacio de Riesz se dice que es decreciente y se escribe xα ↓,
si α ≤ β implica xα ≥ xβ. La notación xα ↓ x significa que la red es decreciente y que

x = ı́nf{xα}. Los significados de xα ↑ y xα ↑ x son análogos.

Definición 20. Un espacio de Riesz (y en general un espacio vectorial ordenado) X es

llamado Arquimediano si para cada x ∈ X+ se cumple que 1
n
x ↓ 0.

Cerramos esta sección con los conceptos de espacios Dedekind completos y Dedekind

σ−completos. En lo que sigue, el śımbolo 0 ≤ xα ↑≤ x, siginifica que xα es una red en

X+ creciente y acotada superiormente por x.

Definición 21. Un espacio de Riesz es llamado Dedekind completo si todo subconjunto

no vaćıo y acotado superiormente tiene un supremo (o, equivalentemente, siempre que

0 ≤ xα ↑≤ x implica la existencia de sup{xα}).

De forma análoga, un espacio de Riesz es llamado Dedekind σ−completo si todo

subconjunto no vaćıo, numerable, y acotado superiormente tiene un supremo (o, de forma

equivalente, siempre que 0 ≤ xn ↑≤ x implica la existencia de sup{xn}).
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3.3 Ret́ıculas de Banach

Si X es un espacio de Riesz, a cualquier norma en X que cumpla con

|x| ≤ |y| =⇒ ||x|| ≤ ||y||

se le llama norma reticular o bien norma ret́ıcula y un espacio de Riesz equipado con

una norma reticular es llamado espacio normado de Riesz.

Definición 22. Una ret́ıcula de Banach es un espacio normado de Riesz completo.

Como una ret́ıcula de Banach tiene una estructura adicional a la de espacio de

Banach, esta debe ser tomada en cuenta al momento de comparar dos ret́ıculas de Banach.

Tenemos aśı las siguientes definiciones.

Definición 23. Sean X, Y dos espacios de Riesz y T : X → Y un operador lineal. Se

dice que:

• T es homomorfismo ret́ıcula, si para cada x, y ∈ X se cumple que T (x ∨ y) =

T (x) ∨ T (y).

• T es un isomorfismo ret́ıcula, si es homomorfismo ret́ıcula uno a uno.

Si X y Y son ret́ıculas de Banach, se dice que:

• T es una isometŕıa reticular, si es isometŕıa y homomorfismo ret́ıcula. X y Y se

dicen reticularmente isométricos, si existe una isometŕıa reticular de X sobre

Y .

• Y tiene una copia reticular isométrica de X si existe una isometŕıa reticular de X

en Y .

El siguiente teorema será utilizado en el caṕıtulo cinco del presente trabajo.

Teorema 27. ([2], Teorema 4.60) Para una ret́ıcula de Banach X, son equivalentes

1. X tiene cono completamente regular.

2. X no tiene copia de c0.

3. X es débilmente secuencialmente completo.
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Dos tipos de normas reticulares son las llamadas orden continuas y σ-orden continuas

las cuales definimos a continuación.

Definición 24. Una norma ret́ıcula || · || sobre un espacio de Riesz es

1. orden continua, si xα ↓ 0 implica ||xα|| ↓ 0.

2. σ−orden continua, si xn ↓ 0 implica ||xn|| ↓ 0.

Cuando la norma de una ret́ıcula de Banach cumple con propiedades adicionales

a dichas ret́ıculas de Banach se les da un nombre especial. Aśı tenemos por ejemplo los

AM−espacios y los AL−espacios, los cuales serán considerados en el caṕıtulo cinco de

este trabajo.

Definición 25. Sea X una ret́ıcula de Banach. Se dice que:

1. X es un AL-espacio, si se cumple que

||x+ y|| = ||x||+ ||y||

para cada x, y ∈ X+ con x ∧ y = 0.

2. X es un AM-espacio, si su norma es una M−norma, i.e., si x ∧ y = 0 en X

implica

||x ∨ y|| = máx{||x||, ||y||}.

Una propiedad de dualidad importante entre los AM−espacios y los AL−espacios

viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 28. [2] Una ret́ıcula de Banach X es un AL−espacio (respectivamente un

AM−espacio) si y solo si X∗ es un AM−espacio (respectivamente un AL−espacio)

Generalmente resulta complicado demostrar que un espacio de Banach tiene la pro-

piedad de Dunford-Pettis. Por tal motivo el siguiente resultado debido a Grothendieck

resulta ser de mucha utilidad.

Teorema 29. ([2], Teorema 5.85) Todo AL−espacio y todo AM−espacio tiene la pro-

piedad de Dunford-Pettis.
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Caṕıtulo 4

La integral distibucional de

Henstock-Kurzweil

En este caṕıtulo presentamos el objeto de estudio de este trabajo de tesis: el espacio

de las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables. Iniciamos definiendo las

integrales vectoriales de Henstock y Kurzweil aśı como algunas de sus propiedades básicas.

Posteriormente definimos a las distribuciones vectoriales y concluimos dando la definición

de la integral distribucional de Henstock-Kurzweil y el correspondiente espacio de las

distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables.

Nuestras principales refencias para el contenido del caṕıtulo son los art́ıculos de

investigación [20] y [19] para el caso de la integral distribucionl y [21] para las integrales

vectoriales de Henstock y Kurzweil.

4.1 Las integrales de Henstock y Kurzweil

Para poder definir las integrales de Henstock y Kurzweil se necesitan desarrollar al-

gunos conceptos previos. Iniciamos definiendo a las particiones etiquetadas de un intervalo

[a, b] ⊂ R.

Una partición etiquetada del intervalo [a, b] es una colección finita de pares or-

denados P = {([xi−1, xi], ti) : i = 1, . . . , n} tales que los intervalos [xi−1, xi] son no

traslapados, ti ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n y ∪n
i=1[xi−1, xi] = [a, b].

Cualquier función δ : [a, b] → R tal que δ(t) > 0 para cada t ∈ [a, b] es llamada un

calibre en [a, b] o bien una función medidora.

Si P = {([xi−1, xi], ti) : i = 1, . . . , n} es una partición etiquetada del intervalo [a, b] y

δ un calibre en [a, b], se dice que P es una partición δ−fina si [xi−1, xi] ⊂ (ti−δ(ti), ti+δ(ti))

para i = 1, . . . , n. Si δ es un calibre en [a, b], un resultado llamado Lema de Coussin (véase

[24]) nos garantiza que siempre existen particiones etiquetadas que son δ−finas.
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Definición 26. Sea X un espacio de Banach y f : [a, b] → X. Se dice que f es Kurzweil

integrable en [a, b], si existe x ∈ X satisfaciendo la siguiente propiedad:

Dado ϵ > 0, existe un calibre δ en [a, b] tal que si P = {([xi−1, xi], ti) : i = 1, . . . , n}
es una partición etiquetada δ−fina de [a, b], entonces∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ti)(xi − xi−1)− x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ϵ.

El vector x ∈ X de la definición anterior, el cual es único, se le llama la integral de

Kurzweil de f en [a, b] y se denota por x = (K)
∫ b

a
f .

El espacio de las funciones Kurzweil integrables en [a, b] se denota por K([a, b], X).

La siguiente es una lista de las propiedades básicas de la integral de Kurzweil y

pueden ser consultadas en [21].

• Si f, g ∈ K([a, b], X), entonces f + g ∈ K([a, b], X).

• Si f ∈ K([a, b], X) y [c, d] ⊂ [a, b], entonces f ∈ K([c, d], X).

• Si f ∈ K([a, b], X) y α ∈ R, entonces αf ∈ K([a, b], X).

• Si f ∈ K([a, b], X) y F : [a, b] → X se define por F (t) = (K)
∫ b

a
f , entonces F es una

función continua en [a, b] (respecto a la topoloǵıa de la norma en X) y se le llama

la integral indefinida de f .

Definición 27. Una función f : [a, b] → X, siendo X un espacio de Banach, se dice

Henstock integrable en [a, b] si existe una función F : [a, b] → X con la siguiente

propiedad:

Dado ϵ > 0, existe un calibre δ en [a, b] tal que si P = {([xi−1, xi], ti) : i = 1, . . . , n}
es una partición etiquetada δ−fina de [a, b], entonces

n∑
i=1

||F (xi)− F (xi−1)− f(ti)(xi − xi−1)|| < ϵ.

y se define la integral de Henstock de la función f sobre [a, b] como (H)
∫ b

a
f = F (b)−F (a).

La integral de Henstock posee las mismas propiedades establecidas anteriormente

para la integral de Kurzweil. Es sabido que toda función Henstock integrable es Kurzweil

integrable y el valor de las integrales coincide. Sin embargo, existen funciones Kurzweil
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integrables que no son Henstock integrables, es decir, se tiene H([a, b], X) ⊊ K([a, b], X)

(véase [21]).

En el caso en que X = R las dos integrales coinciden y se le suele llamar (aunque el

nombre no está estandarizado) la integral de Henstock-Kurzweil. Más aún, Solodov

demuestra en [23] que las integrales de Henstock y Kurzweil coinciden si y solo si X es de

dimensión finita. El espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables en el intervalo

[a, b] se denota por HK[a, b].

Como la integral de Henstock-Kurzweil no es una integral absoluta, es decir, existen

funciones f ∈ HK[a, b] tales que |f | /∈ HK[a, b], no se puede definir una norma en

HK[a, b] como se hace en el espacio de las funciones Lebesgue integrables. La norma en

HK[a, b] que ha resultado ser mas útil es la llamada norma de Alexiewicz la cual se

define como

||f ||A = sup

{∣∣∣∣∣(HK)

∫ t

a

f

∣∣∣∣∣ : t ∈ [a, b]

}
, f ∈ HK[a, b],

donde (HK)
∫ b

a
f denota la integral de Henstock-Kurzweil de la función f .

Sin embargo, el espacio HK[a, b] con la norma de Alexiewicz no es completo.

Teorema 30. ([24]) HK[a, b] con la norma de Alexiewicz no es un espacio de Banach.

La norma de Alexiewicz en los espacios K([a, b], X) y H([a, b], X) se define de forma

análoga, solo hay que reemplazar el valor absoluto por la norma de X y la integral de

Henstock-Kurzweil por la integral de Kurzweil y Henstock respectivamente. Estos espa-

cios tampoco son completos con la norma de Alexiewicz.

Por el teorema 8 sabemos que (HK[a, b], ||·||A), (K([a, b], X), ||·||A) y (H([a, b], X), ||·
||) tienen una completación. Bongiorno y Panchapagesan prueban en [4] que la comple-

tación de HK[a, b] es un subespacio de las distribuciones reales mientras que Pérez en

[20] prueba que las completaciones de K([a, b], X) y H([a, b], X) son un subespacio de las

distribuciones vectoriales.
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4.2 Distribuciones Vectoriales

El soporte de una función ϕ : [a, b] → R es el conjunto

supp(ϕ) = {t ∈ [a, b] : ϕ(t) ̸= 0}.

Se define el espacio de las funciones prueba como D = {ϕ : [a, b] → R : ϕ ∈
C∞[a, b] y supp(ϕ) ⊂ (a, b)}, el cual resulta ser un espacio vectorial con las operaciones

usuales de suma y producto por escalar. Equipamos a D con la siguiente propiedad de

convergencia: una sucesión (ϕn) ⊂ D converge a ϕ ∈ D si existe un conjunto compacto

K ⊂ (a, b) tal que supp(ϕ) ⊂ K, supp(ϕn) ⊂ K, n ∈ N y para toda m ∈ N la sucesión de

derivadas (ϕ
(m)
n ) converge uniformemente en K a ϕ(m).

El espacio de las distribuciones vectoriales se define como

D′ = {T : D → X : T es lineal y continua}

donde la continuidad de T significa que T (ϕn) → T (ϕ) en X, siempre que ϕn → ϕ en D.

Bajo la suma y producto por escalar usuales D′ es un espacio vectorial sobre R.

Toda función f ∈ K([a, b], X) y toda función g ∈ H([a, b], X) define una distribución

vectorial de acuerdo a la siguiente definición.

Definición 28. (Distribuciones vectoriales de Denjoy [20], Definición 3.1) Si f ∈ K([a, b], X)

y g ∈ H([a, b], X), entonces definimos Tf : D → X y Hg : D → X por

Tf (ϕ) = (K)

∫ b

a

fϕ, Hg(ϕ) = (H)

∫ b

a

gϕ. (4.1)

Estas funciones resultan ser distribuciones vectoriales. Nótese que en particular toda

función F ∈ C([a, b], X) define una distribución vectorial.

Teorema 31. ([20], Teorema 3.2) Los operadores Tf y Hg definidos en 4.1 son distribu-

ciones vectoriales sobre D.

Sea T ∈ D′. La derivada distribucional T ′ de T se define como ⟨ϕ, T ′⟩ = −⟨ϕ′, T ⟩
y si F ∈ C([a, b], X) se define su derivada distribucional F ′ como la derivada distribu-

cional de la distribución vectorial TF determinada por F . Además, como en el caso de
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las distribuciones reales, la derivada distribucional de una distribución vectorial es una

distribución vectorial.

Definición 29. Sean T,G ∈ D′. G es una integral de T si G′ = T .

Resulta que toda distribución vectorial tiene una integral y además dicha integral

es única salvo constantes.

Teorema 32. ([20], Teorema 3.3) Dada T ∈ D′, existe G ∈ D′ tal que G′ = T y G es

única excepto por constantes.

Recordemos que C0([a, b], X) siendo X un espacio de Banach, es el espacio de las

funciones continuas F : [a, b] → X tales que F (a) = 0 y que con la norma ||F ||∞ =

supt∈[a,b] ||F (t)|| resulta ser un espacio de Banach. En las siguientes lineas presentamos

resultados que muestran que una completación de los espacios (K([a, b], X, || · ||A) y

(H([a, b], X), || · ||A) es precisamente (C0([a, b], X), || · ||∞).

Lema 2. ([20], Lema 4.3) Sean ΦK : K([a, b], X) → C0([a, b], X) y ΦH : H([a, b], X) →
C0([a, b], X) definidas por ΦK(f) = (K)

∫ t

a
f y ΦH(f) = (H)

∫ t

a
f . Entonces las imagenes

de ΦK y ΦH son densos en C0([a, b], X) con la norma || · ||∞.

Denotamos a las completaciones de K([a, b], X) y H([a, b], X) por ̂K([a, b], X) y
̂H([a, b], X), respectivamente.

Teorema 33. ([20], Teorema 4.4) ̂K([a, b], X) y ̂H([a, b], X) son ambos isométricamente

isomorfos a C0([a, b], X).

Demostración: Sea ΦK el operador definido en el lema 2. Nótese que ΦK es lineal y

||ΦK(f)||∞ = sup
t∈[a,b]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(K)

∫ t

a

f

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = ||f ||A.

Por lo tanto ΦK : (K([a, b], X), || · ||A) → (ΦK(K([a, b], X)), || · ||∞) es un isomor-

fismo isométrico y como por el Lema 2, ΦK(K([a, b], X)) es denso en C0([a, b], X) con la

norma || · ||∞, por el Teorema 8, ̂K([a, b], X) es isométricamente isomorfo a C0([a, b], X).

Como K([a, b], X) y H([a, b], X) tiene la misma completación, denotamos su com-

pletación común por ̂HK([a, b], X).
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Si X es un espacio de Banach y [a, b] ⊂ R, definimos DHK([a, b], X) como

DHK([a, b], X) = {T ∈ D′ : ∃F ∈ C0([a, b], X) tal que F ′ = T},

donde F ′ es la derivada distribucional de la distribución vectorial TF determinada por F .

En el caso en que X = R, denotaremos a DHK([a, b], X) simplemente por DHK [a, b], con

notaciones análogas para C0([a, b], X) y C([a, b], X).

Las distribuciones en DHK([a, b], X) tienen una única integral en el sentido de que

si F,G ∈ C0([a, b], X) y F ′ = T = G′, entonces F = G.

Para T ∈ DHK([a, b], X) definimos su norma de Alexiewicz como

||T ||A = sup
t∈[a,b]

||F (t)|| = ||F ||∞,

dodne F ′ = T .

De la completez de C0([a, b], X) obtenemos la completez de DHK([a, b], X).

Teorema 34. ([20], Teorema 4.6) DHK([a, b], X) con la norma de Alexiewicz es un es-

pacio de Banach.

Veamos ahora que DHK([a, b], X) es una completación de K([a, b], X) y H([a, b], X).

Teorema 35. ([20], Teorema 4.7) El operador Ψ : (C0([a, b], X), ||·||∞) → (DHK([a, b], X), ||·
||A) definido por Ψ(F ) = F ′ es un isomorfismo isométrico.

Demostración: Por las propiedades de la derivada distribucional, Ψ es lineal. Si T ∈
DHK([a, b], X), entonces existe F ∈ C0([a, b], X) tal que F ′ = T y entonces Ψ(F ) = T , de

donde Ψ es sobre. Como además

||Ψ(F )||A = ||F ′||A = ||F ||∞,

se sigue que Ψ es un isomorfismo isométrico.

Obtenemos de lo anterior de manera inmediata.

Corolario 2. ([20], Corolario 4.8) ̂HK([a, b], X) y DHK([a, b], X) son isométricamente

isomorfos.
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4.3 La integral distribucional de

Henstock-Kurweil

Sea T ∈ DHK([a, b], X). Entonces existe una única F ∈ C0([a, b], X) tal que T ′
F = T .

Como además ΦK(K([a, b], X)) y ΦH(H([a, b], X)) son densos en C0([a, b], X), existen

sucesiones (fn) ⊂ K([a, b], X) y (gn) ⊂ H([a, b], X) tales que

||ΦK(fn)− F ||∞ → 0 y ||ΦH(gn)− F ||∞ → 0. (4.2)

Aśı que es natural definir la integral de Kurzweil y de Henstock de T del siguiente

modo.

Definición 30. Si T ∈ DHK([a, b], X), entonces para cada [c, d] ⊂ [a, b], definimos la

integral distribucional de Kurzweil (resp. Henstock) sobre [c, d] como

(DK)

∫ d

c

T := ĺım(K)

∫ d

c

fn y (DH)

∫ d

c

T := ĺım(H)

∫ d

c

gn, (4.3)

donde (fn) y (gn) son como en 4.2.

Nótese que para cada n ∈ N, (K)
∫ d

c
fn = ΦK(fn)(d) − ΦK(fn)(c) y (H)

∫ d

c
gn =

ΦH(gn)(d)− ΦH(gn)(c). Entonces

ĺım(K)

∫ d

c

fn = ĺım[ΦK(fn)(d)− ΦK(fn)(c)]

= F (d)− F (c)

= ĺım[ΦH(gn)(d)− ΦH(gn)(c)]

= ĺım(H)

∫ d

c

gn.

(4.4)

Por lo tanto, las integrales distribucionales de Kurzweil y Henstock de T están bien

definidas y coinciden. Este valor común será llamado la integral distribucional (vectorial)

de Henstock-Kurzweil de T y como será la única que utilizaremos de aqúı en adelante, la

denotaremos simplemente por
∫ d

c
T .

Definición 31. Una distribución vectorial f ∈ D′ es distribucionalmente Henstock-

Kurzweil integrable sobre [a, b] si existe F ∈ C0([a, b], X) tal que F ′ = T ′
F = f . La

función F es llamada la primitiva o integral indefinida de f .

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Si f ∈ D′ es distribucionalmente Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b], es decir,

si existe F ∈ C0([a, b], X) tal que F ′ = f , entonces por 4.4 la integral distribucional de

Henstock-Kurzweil de f sobre [c, d] ⊂ [a, b] está dada por∫ d

c

f = F (d)− F (c).

Nótese que DHK([a, b], X) constituye el espacio de las distribuciones vectoriales

Henstock-Kurzweil integrables y es el objeto de estudio de este trabajo de tesis.

Cerramos este caṕıtulo presentando el teorema fundamental del cálculo.

Teorema 36. (Teorema fundamental del cálculo [20], Teorema 5.3) Sea f ∈ DHK([a, b], X)

y Ψ(t) =
∫ t

a
f . Entonces se cumple lo siguiente:

1. Ψ ∈ C0([a, b], X) y Ψ′ = f .

2. Si F ∈ C([a, b], X), entonces
∫ t

a
F ′ = F (t)− F (a), para cada t ∈ [a, b].

Se invita al lector interesado a consultar el art́ıculo [20], donde además de lo ante-

rior, se presentan teoremas de integración por partes y teoremas de convergencia para la

integral distribucional de Henstock-Kurzweil. Como dichos resultados no son necesarios

para los fines de nuestro trabajo no los presentamos aqúı.
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Caṕıtulo 5

Propiedades de Ret́ıcula y

Topológicas

En lo que sigue, definimos un producto y un orden en el espacio DHK([a, b], X) de

las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables para darle la estructura de

un álgebra reticular de Banach. Damos condiciones suficientes para que DHK([a, b], X)

sea un AM−espacio, para que tenga la propiedad de Dunford-Pettis, y para que su cono

sea generador. Probamos que la norma de Alexiewicz en DHK([a, b], X) no es σ−orden

continua y que este espacio no tiene unidades de orden. Además, probamos que para ca-

da espacio de Banach X, DHK([a, b], X) tiene una copia complementada de c0 y damos

condiciones necesarias y suficientes para que tenga una copia complementada de l1 y una

copia de l∞. Como una aplicación de los resultados obtenidos, presentamos un teorema

de punto fijo en DHK([a, b], X), el cual empleamos para obtener un teorema que garantiza

la existencia de una única solución a una ecuación integral de Volterra.

Los resultados de este caṕıtulo, salvo los que aparecen citados, son aportaciones

originales de este trabajo de tesis y han sido aceptados para su publicación en The Journal

of Nonlinear Sciences and Applications.

5.1 Propiedades de Ret́ıcula

5.1.1 Álgebra Reticular de Banach

Recordemos que un espacio de Riesz es un espacio vectorial ordenado X tal que

para cada x, y ∈ X, x ∨ y := sup{x, y} existe en X. Un espacio normado de Riesz es un

espacio de Riesz X con una norma || · || que satisface lo siguiente: si |x| ≤ |y|, entonces
||x|| ≤ ||y||. Una ret́ıcula de Banach es un espacio normado de Riesz completo.
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En un espacio de Riesz X, para x ∈ X se define su parte positiva, su parte negativa,

y su valor absoluto, respectivamente, como:

x+ := x ∨ 0, x− := (−x) ∨ 0, |x| := x ∨ (−x)

y se tiene que x = x+ − x−, |x| = x+ + x−.

Siguiendo a Wickstead en [26], X es un álgebra reticular de Banach si

1. Es ret́ıcula de Banach.

2. Es álgebra con norma submultiplicativa, i.e. ||xy|| ≤ ||x|| · ||y||.

3. El producto de dos elementos positivos es positivo.

Si además en X hay una identidad multiplicativa, la cual tiene norma 1, X es

llamada 1-algébra reticular de Banach.

SiX es un álgebra ret́ıcular de Banach, el orden y producto puntual en C([a, b], X)

se definen como

F ≤ G ⇐⇒ F (t) ≤ G(t), ∀t ∈ [a, b],

(FG)(t) = F (t)G(t), t ∈ [a, b].

Es sabido que C([a, b], X) con el orden puntual, producto puntual y la norma uniforme,

es álgebra ret́ıcular de Banach.

Para f, g ∈ DHK([a, b], X), con primitivas F,G ∈ C0([a, b], X) respectivamente,

definimos

f ≤ g ⇐⇒ F ≤ G,

fg = (FG)′.

De aqúı en adelante, salvo que se indique lo contrario, este será el orden y producto

que consideraremos en DHK([a, b], X) sin hacer mención expĺıcita de ello.

Nótese que en general, el producto de dos distribuciones no está definido. Sin embar-

go el producto puntual define un producto en el espacio de las distribuciones vectoriales

Henstock-Kurzweil integrables, y como veremos a continuación, este producto le da la

estructura de un álgebra reticular de Banach a dicho espacio.
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Teorema 37. Si X es una ret́ıcula de Banach, entonces DHK([a, b], X), con la norma de

Alexiewiecz, lo es también.

Demostración: Sean f, g, h ∈ DHK([a, b], X) y a ≥ 0. Si f ≤ g, entonces ∀t ∈ [a, b],

F (t) +H(t) ≤ G(t) +H(t) y aF (t) ≤ aG(t).

Como (F + H)′ = F ′ + H ′ y (aF )′ = aF ′, entonces f + h ≤ g + h y af ≤ ag. Se

sigue que DHK([a, b], X) es un espacio vectorial ordenado.

Definimos ahora f ∨g := (F ∨G)′, la cual pertenece a DHK([a, b], X) ya que F ∨G ∈
C0([a, b], X).

Como F,G ≤ F ∨G, entonces f, g ≤ f ∨ g, y si f, g ≤ h, entonces F,G ≤ H y por

lo tanto F ∨ G ≤ H. Se sigue que f ∨ g ≤ h y DHK([a, b], X) es entonces un espacio de

Riesz.

Nótese que f+ = f ∨ 0 = (F ∨ 0)′ = (F+)′. De igual modo f− = (F−)′ y por

consiguiente |f | = |F |′.

Si |f | ≤ |g|, entonces |F | ≤ |G| y de aqúı que ||F ||∞ ≤ ||G||∞. Por lo tanto ||f ||A ≤
||g||A.

Como DHK([a, b], X) con la norma de Alexiewicz es completo, se sigue que es una

ret́ıcula de Banach.

El teorema previo generaliza el correspondiente resultado presentado por Talvila en

[25].

Teorema 38. Si X es un álgebra reticular de Banach, entonces DHK([a, b], X) es un

álgebra reticular de Banach sin identidad.

Demostración: Por el Teorema (37), DHK([a, b], X) es una ret́ıcula de Banach. Se sigue

directamente de las definiciones del producto, orden, la norma de Alexiewicz y el hecho

de que X es un álgebra reticular de Banach, que DHK([a, b], X) es un álgebra con norma

submultiplicativa en la cual el producto de dos elementos positivos es positivo. Por jemplo,

si f, g, h ∈ DHK([a, b], X), entonces f(g + h) = [F (G + H)]′ = (FG + FH)′ = (FG)′ +

(GH)′ = fg + fh.

Para ver que DHK([a, b], X) no tiene identidad, consideramos dos posibilidades:

(a) X tiene identidad y (b) X no tiene identidad. En ambos casos probaremos que

DHK([a, b], X) no tiene identidad.
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(a) X tiene identidad e.

Supongamos que DHK([a, b], X) tiene identidad y denotémosla por fe. Entonces Fe,

la primitiva de fe, es identidad en C0([a, b], X) ya que si F ∈ C0([a, b], X), entonces

(FFe)
′ = F ′fe = F ′

y por la unicidad de las primitivas, FFe = F . De igual modo, FeF = F .

Consideremos la función F (t) = (t−a)e, t ∈ [a, b]. Como F ∈ C0([a, b], X), entonces

FFe = F y por lo tanto para cada t ∈ [a, b] se tiene

(t− a)Fe(t) = (t− a)eFe(t) = (t− a)e,

de donde Fe(t) = e para cada t ∈ (a, b] y Fe(a) = 0, contadiciendo que Fe es una

función continua.

(b) X no tiene identidad.

Si DHK([a, b], X) tuviera identidad fe, entonces como vimos antes, su primitiva Fe

es identidad de C0([a, b], X).

Sea x ∈ X y consideremos la función F : [a, b] → X dada por F (t) =
(
t−a
b−a

)
x,

t ∈ [a, b]. Como F ∈ C0([a, b], X), entonces FFe = F . En particular, para t = b se

tiene que xFe(b) = x y de igual modo Fe(b)x = x. Por lo tanto Fe(b) es identidad

en X, lo cual es una contradicción.

En cualquier caso DHK([a, b], X) no tiene identidad.

Sea X un espacio de Banach ordenado. En DHK([a, b], X) definimos

DHK([a, b], X)+ = {f ∈ DHK([a, b], X) : f ≥ 0},

el cual es un cono ordenado.

Nótese que si el cono X+ de X es normal, entonces DHK([a, b], X)+ también lo es,

ya que si 0 ≤ f ≤ g, entonces ∀t ∈ [a, b], 0 ≤ F (t) ≤ G(t) y se sigue que ∀t ∈ [a, b],

||F (t)|| ≤ N ||G(t)||, siendo N la constante de normalidad de X+. Lo anterior implica que

||f ||A = ||F ||∞ ≤ N ||G||∞ = N ||g||A. Sin embargo, si el cono X+ de X es regular, no
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necesariamenteDHK([a, b], X)+ es regular; como ejemplo, basta tomarX = R (véase [15]).

Surge entonces la pregunta: ¿existe alguna condición que nos garantice la regulari-

dad de DHK([a, b], X)+? Como mostramos a continuación la respuesta es no.

Teorema 39. Sea X un espacio de Banach ordenado. El cono de DHK([a, b], X) no es

regular.

Demostración: Sean x ∈ X+ un vector fijo con ||x|| = 1 y f ∈ DHK [a, b]. Entonces

f × x : D → X dada por f × x(ϕ) = f(ϕ)x, ϕ ∈ D, es una distribución vectorial y

si F ∈ C0[a, b] es la primitiva de f , entonces la función F × x : [a, b] → X dada por

F × x(t) = F (t)x, t ∈ [a, b], está en C0([a, b], X) y es primitiva de f × x, ya que para

ϕ ∈ D, ⟨(F × x)′, ϕ⟩ = −⟨F × x, ϕ′⟩ = −(H)
∫ b

a
F (t)ϕ′(t)xdt = −x(H)

∫ b

a
F (t)ϕ′(t)dt =

x⟨F ′, ϕ⟩ = x⟨f, ϕ⟩ = ⟨f×x, ϕ⟩. Por lo tanto, f×x ∈ DHK([a, b], X). Si ahora definimos T :

DHK [a, b] → DHK([a, b], X) por T (f) = f×x, entonces tenemos un isomorfismo isométrico

y por consiguiente DHK [a, b] se identifica con un subespacio cerrado de DHK([a, b], X).

Nótese que si f ≥ 0, entonces f × x ≥ 0 pues ∀t ∈ [a, b], F × x(t) = F (t)x ≥ 0.

Supóngase que DHK([a, b], X)+ es regular y sea (fn) una sucesión creciente en

DHK [a, b]+ y acotada superiormente. Por la discusión previa, (fn) es una sucesión cre-

ciente en DHK([a, b], X)+ y acotada superiormente. Por hipótesis, (fn) converge a algún

f ∈ DHK([a, b], X) y como DHK [a, b] es cerrado en DHK([a, b], X), f ∈ DHK [a, b], lo cual

contradice que el cono de DHK [a, b] no es regular.

La primera parte de la demostración previa será utilizada mas adelante. Para fácil

referencia lo establecemos como un Lema.

Lema 3. Sea X un espacio de Banach, x ∈ X un vector fijo con ||x|| = 1 y f ∈
DHK [a, b]. Entonces f × x(ϕ) = f(ϕ)x, ϕ ∈ D es una distribución vectorial Henstock-

Kurzweil integrable con primitiva F × x(t) = F (t)x, siendo F la primitiva de f . Además,

T (f) = f × x, f ∈ DHK [a, b] es un isomorfismo isométrico.

5.1.2 AM-espacio y la propiedad de Dunford-Pettis

Sea X una ret́ıcula de Banach. Recordemos que X es un AM−espacio si su norma

es una M−norma, i.e., si x ∧ y = 0 en X implica

||x ∨ y|| = máx{||x||, ||y||}.
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Teorema 40. Si X es un AM−espacio, entonces DHK([a, b], X) también lo es.

Demostración: Sean f, g ∈ DHK([a, b], X) con f ∧g = 0. Sin perder generalidad, supon-

gamos que ||f ||A ≥ ||g||A.

Como 0 ≤ F (t) ≤ F (t) ∨ G(t), ∀t ∈ [a, b], entonces ||F (t)|| ≤ ||F (t) ∨ G(t)||,
∀t ∈ [a, b] y aśı ||F ||∞ ≤ ||F ∨ G||∞. Ahora, sea ϵ > 0. Existe t0 ∈ [a, b] tal que

||F ∨G||∞ − ϵ ≤ ||F (t0) ∨G(t0)|| = máx{||F (t0), ||G(t0)} ≤ ||F ||∞.

Como ϵ > 0 es arbitrario, se obtiene que ||F ∨ G||∞ ≤ ||F ||∞. Por lo tanto

||F ∨G||∞ = ||F ||∞ = máx{||F ||∞, ||G||∞} y de aqúı que ||f∨g||A = máx{||f ||A, ||g||A}.

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis, si w − ĺımn xn = x

en X y w − ĺımn x
∗
n = x∗ en X∗ implica ⟨xn, x

∗
n⟩ → ⟨x, x∗⟩, donde w − ĺım significa con-

vergencia en la topoloǵıa débil.

En general, resulta complicado probar que un espacio de Banach tiene la propiedad

de Dunford-Pettis y por tal motivo el siguiente resultado puede resultar de algún interés.

Teorema 41. Si X es un AM−espacio, entonces DHK([a, b], X) tiene la propiedad de

Dunford-Pettis

Demostración: El Teorema de Grothendieck (véase [2]) nos dice que un AM−espacio

tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Como X es un AM−espacio, el resultado se sigue

del Teorema (40).

El Teorema previo generaliza los correspondientes resultados presentados por Gu-

tiérrez en [13] y Wei Liu en [15].

5.1.3 La σ−orden continuidad y unidades de orden

Sea (xα) una red en un espacio de Riesz. El śımbolo xα ↓ significa que la red es

decreciente, i.e, si α ≥ β implica xα ≤ xβ. El śımbolo xα ↑ indica que la red es creciente,

mientras que xα ↑≤ x denota una red creciente acotada superiormente en orden por x.

El śımbolo xα ↓≥ x tiene un significado análogo. La notación xα ↓ x significa que xα ↓ y

x = ı́nf{xα} con un significado análogo para xα ↑ x.
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Definición 32. Una norma ret́ıcular || · || en un espacio de Riesz es

• orden continua, si xα ↓ 0 implica ||xα|| ↓ 0.

• σ−orden continua, si xn ↓ 0 implica ||xn|| ↓ 0.

Definición 33. Sea X un espacio vectorial ordenado. Una unidad de orden (o simple-

mente una unidad) en X es un vector e > 0 tal que para cada x ∈ X, existe un λ > 0 tal

que

|x| ≤ λe.

En [15], Wei Liu et al. plantean los siguientes teoremas:

Teorema 42. ([15], Teorema 6.2) La norma || · ||A en DHK [a, b] es σ−orden continua,

pero DHK no es Dedekind completo.

La prueba ofrecida es la siguiente: “Supóngase que fn ∈ DHK [a, b] con las primitivas

Fn, n = 1, 2 . . . , y fn ↓ 0. Entonces Fn(t) ↓ 0 para cada t ∈ [a, b]. Por el teorema de Dini,

(Fn) converge uniformemente a 0. Esto implica que ||Fn||∞ ↓ 0 en C[a, b] y por lo tanto

||fn||A ↓ 0 en DHK [a, b]. Aśı, la norma || · ||A sobre DHK [a, b] es σ−orden continua y la

prueba es completa”.

Teorema 43. ([15], Teorema 5.5) La ret́ıcula de Banach DHK [a, b] es reticularmente

isométrica a C[a, b].

La prueba ofrecida es la siguiente: “El teorema de Kakutani-Bohnenblust-M.Krein-

S.Krein muestra que una ret́ıcula de Banach es un AM−espacio con unidad si y solo si, es

reticularmente isométrica a C(K), para algún espacio Hausdorff compacto K. El espacio

K es único (salvo homeomorfismos). Como la ret́ıcula de Banach DHK [a, b] es un AM−
espacio y es fácil ver que tiene unidad de orden, se sigue el resultado”.

Hemos decidido escribir esta sección aparte para enfatizar los errores cometidos en

los argumentos previos.

En la primer prueba el problema radica en que de fn ↓ 0 no se sigue que para cada

t ∈ [a, b], Fn(t) ↓ 0. Por lo tanto, la prueba ofrecida por los autores es incorrecta y más

aún, el resultado es falso.
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Teorema 44. Para cada ret́ıcula de Banach X, la norma de Alexiewicz en DHK([a, b], X)

no es σ−orden continua.

Demostración: Por simplicidad, asumimos que [a, b] = [0, 1]. Sea x ∈ X+ con ||x|| = 1.

Para n ∈ N, sea fn la derivada distribucional de la función Fn(t) = tnx, t ∈ [0, 1]. Entonces

fn ∈ DHK([a, b], X) y fn ≤ fn+1, n ∈ N, pues ∀t ∈ [0, 1], tnx ≤ tn+1x y además fn ≥ 0,

n ∈ N. Si g ∈ DHK([a, b], X) es tal que g ≤ fn, n ∈ N, entonces G(t) ≤ tnx para cada

t ∈ [0, 1) y haciendo n → ∞ obtenemos G(t) ≤ 0, t ∈ [0, 1). Si ahora hacemos t → 1, de

la continuidad de G obtenemos G(1) ≤ 0. Se sigue que g ≤ 0 y por lo tanto fn ↓ 0. Sin

embargo, ||fn||A = ||Fn||∞ = supt∈[0,1] ||tnx|| = 1.

El error en la segunda prueba está en la afirmación: “es fácil ver que DHK [a, b] tiene

unidad de orden”. Como mostramos a continuación, esto es falso.

Teorema 45. Sea X una ret́ıcula de Banach. La ret́ıcula de Banach DHK([a, b], X) no

tiene unidad de orden.

Demostración: Supongamos que DHK([a, b], X) tiene unidad de orden fe y sea Fe ∈
C0([a, b], X) su primitiva. Definimos E : [a, b] → R como E(t) = ||Fe(t)||.

Sea F ∈ C0[a, b] y x ∈ X con ||x|| = 1. Como la función G(t) = F (t)x, t ∈ [a, b],

está en C0([a, b], X), entonces g = G′ ∈ DHK([a, b], X), y por lo tanto, existe λ > 0 tal

que

|g| ≤ λfe

Entonces, para cada t ∈ [a, b], |G(t)| ≤ λFe(t) y por lo tanto

|F (t)| = ||G(t)|| ≤ λ||Fe(t)|| = λE(t), ∀t ∈ [a, b].

De lo anterior, E es unidad de orden en C0[a, b]. Nótese que para cada t ∈ (a, b], E(t) > 0,

ya que si E(t0) = 0 para algún t0 ∈ (a, b], entonces al considerar la función H(t) = t− a,

t ∈ [a, b], obtenemos un λ > 0 tal que

t− a ≤ λE(t), ∀t ∈ [a, b].

En particular, t0 − a ≤ λE(t0) = 0, lo cual es imposible.
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Consideremos ahora la función
(
E(t)

)1/2
, t ∈ [a, b]. Como esta función está en

C0[a, b], existe λ > 0 tal que (
E(t)

)1/2 ≤ λE(t), ∀t ∈ [a, b]

y entonces
1(

E(t)
)1/2 ≤ λ, ∀t ∈ (a, b],

lo cual es imposible, ya que la función de la izquierda en la desigualdad anterior es no

acotada en cualquier vecindad de a.

Se concluye que DHK([a, b], X) no tiene unidad de orden.

Si X es un espacio vectorial ordenado con unidad de orden, es fácil ver que su cono

es generador. Como muestra el teorema previo, el rećıproco es falso, ya que cada ret́ıcula

de Banach tiene cono generador.

Si X es un espacio de Banach ordenado y el cono de DHK([a, b], X) es generador,

entonces el cono de X lo es también, ya que si x ∈ X, la función F (t) =
(
t−a
b−a

)
x, t ∈

[a, b] está en C0([a, b], X) y f = F ′ ∈ DHK([a, b], X). Por lo tanto, existen f1, f2 ∈
DHK([a, b], X)+ tales que

f = F ′ = f1 − f2 = (F1 − F2)
′

y por la unicidad de las primitivas, F = F1 − F2. En particular,

x = F (b) = F1(b)− F2(b).

La observación previa nos muestra que si X es un espacio de Banach ordenado,

el cono de DHK([a, b], X) no es necesariamente generador. El siguiente resultado nos da

condiciones suficientes para que el cono de DHK([a, b], X) sea generador.

Teorema 46. Sea X un espacio de Banach ordenado cuya esfera unidad SX = {x ∈ X :

||x|| = 1} es acotada en orden. Entonces el cono de DHK([a, b], X) es generador.

Demostración: Veamos que si la esfera unidad de X es acotada en orden, entonces X

tiene unidad de orden. Como SX es acotado en orden, existe x0 ∈ X tal que para cada
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x ∈ SX ,

x ≤ x0.

Al ser el cono de X no trivial, podemos suponer que x0 > 0. Sea x ∈ X; si x = 0, entonces

x ≤ x0 y si x ̸= 0, entonces x ≤ ||x||x0. Por lo tanto x0 es unidad de orden.

Sea ahora f ∈ DHK([a, b], X) con primitiva F . Para cada t ∈ [a, b] tenemos

F (t) ≤ ||F (t)||x0

y

F (t) = ||F (t)||x0 −
(
||F (t)||x0 − F (t)

)
∈ X+ −X+.

Por lo tanto

f = F ′ =
(
||F ||x0

)′ − (
||F ||x0 − F

)′ ∈ DHK([a, b], X)+ −DHK([a, b], X)+,

y el cono de DHK([a, b], X) es entonces generador.

5.2 Propiedades Topológicas

5.2.1 Copia complementada de c0 en DHK([a, b], X)

Un subespacio M de un espacio normado X se dice complementado en X, si

es cerrado y si existe un subespacio cerrado N de X tal que X = M ⊕ N ; es decir, si

M ∩N = ∅ y X = M +N .

Un operador lineal P : X → X, siendo X un espacio vectorial, es una proyección

en X, si para cada x ∈ X P (P (x)) = P (x).

Si X es un espacio de Banach y M un subespacio de X, entonces M es complemen-

tado en X si y solo si es la imagen de una proyección acotada en X (ver [16]).

Supongamos que X y Y son espacios de Banach. Se dice que Y tiene una copia

complementada de X, si X es isomorfo a un subespacio complementado de Y .
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Utilizando el hecho de que DHK([a, b], X) es una ret́ıcula de Banach si X lo es (Teo-

rema (37)), y que su cono no es regular (Teorema (39)), en esta sección probaremos que

DHK([a, b], X) tiene una copia complementada de c0.

Iniciamos con un par de lemas.

Lema 4. DHK [a, b] tiene una copia complementada de c0.

Demostración: Como DHK [a, b] es una ret́ıcula de Banach cuyo cono no es completa-

mente regular, entonces tiene una copia de c0 (Teorema (27)). Como además DHK [a, b] es

separable, por el Teorema de Sobczyk (ver [9]), c0 está complementado en C0[a, b].

Es sabido que si f ∈ H([a, b], X) y T : X → Y es un operador linael acotado entre

espacios de Banach, entonces T ◦ f ∈ H([a, b], Y ) y (H)
∫ b

a
T ◦ f = T

(
(H)

∫ b

a
f
)
(véase

[21]). Probamos a continuación que lo mismo se cumple en DHK([a, b], X).

Lema 5. Sean X, Y espacios de Banach. Si f ∈ DHK([a, b], X) y T : X → Y es un

operador lineal acotado, entonces T ◦ f ∈ DHK([a, b], Y ) y
∫ b

a
T ◦ f = T

( ∫ b

a
f
)
.

Demostración: Sea F ∈ C0([a, b], X) tal que F ′ = f . Es claro que T ◦ f es una distribu-

ción vectorial y para ϕ ∈ D tenemos:

⟨(T ◦ F )′, ϕ⟩ = −⟨T ◦ F, ϕ′⟩

= −(H)

∫ b

a

(T ◦ F )ϕ′

= −(H)

∫ b

a

T (Fϕ′)

= T
(
− (H)

∫ b

a

Fϕ′
)

= T (F ′(ϕ))

= ⟨T ◦ F ′, ϕ⟩
= ⟨T ◦ f, ϕ⟩.

Por lo tanto (T ◦ F )′ = T ◦ f . Como además T ◦ F ∈ C0([a, b], Y ), concluimos que

T ◦ f ∈ DHK([a, b], Y ) y
∫ b

a
T ◦ f = (T ◦ F )(b) = T (F (b)) = T

( ∫ b

a
f
)
.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Teorema 47. DHK([a, b], X) tiene una copia complementada de c0.

Demostración: Por el Lema (4), DHK [a, b] tiene una copia complementada de c0. Proba-

remos ahora que DHK([a, b], X) tiene una copia complementada de DHK [a, b], obteniendo

de esta forma el resultado deseado (véase el Lema (1)).

Sea x0 ∈ X un vector fijo con ||x0|| = 1. Por el Lema (3), T : DHK [a, b] →
DHK([a, b], X) dado por T (f) = f × x0 es un isomorfismo isométrico. Probaremos que

M = {f × x0 : f ∈ DHK [a, b]} es un subespacio complementado de DHK([a, b], X).

Sea x∗
0 ∈ X∗ tal que ||x∗

0|| = 1 y x∗
0(x0) = ||x0|| = 1 (Teorema de Hahn-Banach). Por

el lema (5), x∗
0 ◦ f ∈ DHK [a, b] para cada f ∈ DHK([a, b], X) y podemos entonces definir

P : DHK([a, b], X) → DHK([a, b], X) como

P (f) = T (x∗
0 ◦ f).

Claramente P es lineal.

Sean f ∈ DHK([a, b], X) y F su primitiva. Entonces, por la prueba del Lema

(5), x∗
0 ◦ F es primitiva de x∗

0 ◦ f . Como para cada t ∈ [a, b], |x∗
0(F (t))| ≤ ||F (t)|| ≤

||F ||∞ = ||f ||A, se tiene que ||x∗
0 ◦ f ||A = ||x∗

0 ◦ F ||∞ ≤ ||f ||A y por lo tanto ||P (f)||A =

||T (x∗
0 ◦ f)||A ≤ ||T || · ||x∗

0 ◦ f ||A ≤ ||T || · ||f ||A. Se sigue que P es un operador acotado.

Finalmente, si f×x0 ∈ M , entonces P (f×x0)(ϕ) = x∗
0(f(ϕ)x0)x0 = f(ϕ)x∗

0(x0)x0 =

f(ϕ)x0 = f × x0(ϕ) y P es por lo tanto una proyección acotada con imagen M .

El resultado anterior es más general que la Proposición 16 presentada por Gutiérrez

en [13].

Iniciamos esta subsección empleando propiedades de ret́ıcula de DHK([a, b], X) para

obtener una propiedad topológica de dicho espacio. Ahora emplearemos una propiedad

topológica de DHK([a, b], X) para obtener una propiedad de ret́ıcula.

Por el Teorema (39), con el orden puntual en DHK([a, b], X), se pierde toda es-

peranza de tener un teorema de convergencia monótona. Sin embargo, algunos autores

introducen otros tipos de orden en DHK([a, b], X) distintos del orden puntual, con la fina-

lidad de obtener un teorema de convergencia monótona. Por ejemplo en [20], Pérez define
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el siguiente orden en DHK([a, b], X):

f ≤ g ⇔ ∀t ∈ [a, b], F (t) ≤ G(t) y

∫ b

t

f ≤
∫ b

t

g. (5.1)

Hacemos notar que si el cono deX es completamente regular, entoncesDHK([a, b], X)

con el orden dado en (5.1) no es ret́ıcula de Banach, ya que la regularidad completa del

cono en X se hereda al cono de DHK([a, b], X) ([20]) y entonces, si DHK([a, b], X) fuera

ret́ıcula de Banach no contendŕıa copia de c0 ([2]), pero por el teorema (47),DHK([a, b], X)

siempre tiene copia de c0.

De los comentarios previos obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 48. Si DHK([a, b], X) es ordenado por un cono completamente regular, entonces

no es una ret́ıcula de Banach.

5.2.2 Copias de l1 y l∞ en DHK([a, b], X)

Gutiérrez demuestra en [17] que DHK [a, b] tiene una copia no complementada de l1.

Se sigue entonces que DHK([a, b], X) tiene una copia de l1 y surge la pregunta de cuando

esta copia es complementada.

Teorema 49. DHK([a, b], X) tiene una copia complementada de l1 si y solo si X la tiene.

Demostración: Supongamos que X tiene una copia complementada de l1. Sea F0 :

[a, b] → R dada por F0(t) = t−a
b−a

y sea f0 la derivada distribucional de F0. Como F0 ∈
C0[a, b], entonces f0 ∈ DHK [a, b].

Si definimos T : X → DHK([a, b], X) como T (x) = f0 × x (lema (3)), se verifica sin

dificultad que T es un isomorfismo isométrico.

Probaremos que M = {f0 × x : x ∈ X} es un subespacio complementado de

DHK([a, b], X).

Sea P : DHK([a, b], X) → DHK([a, b], X) dada por P (f) = T (F (b)), donde f ∈
DHK([a, b], X) y F ∈ C0([a, b], X) es su primitiva.

Es inmediato que P es lineal y como ||P (f)||A = ||T (F (b))||A ≤ ||T || · ||F (b)|| ≤
||T || · ||F ||∞ = ||T || · ||f ||A, P es acotada.
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Caṕıtulo 5. Propiedades de Ret́ıcula y Topológicas 52

Ahora, si f0×x ∈ M , entonces P (f0×x) = T (F0×x(b)) = T (F0(b)x) = Tx = f0×x

y por lo tanto P es una proyección acotada con imagen M .

De lo anterior, X es un subespacio complementado de DHK([a, b], X) y por hipótesis,

se sigue que este último tiene una copia complementada de l1.

Supóngase ahora que DHK([a, b], X) tiene una copia complementada de l1. Si T :

DHK([a, b], X) → C([a, b], X) está dada por T (f) = F , donde F es la primitiva de

f , entonces obtenemos un isomorfismo isométrico. Probaremos que M = {T (f) : f ∈
DHK([a, b], X)} es complementado en C([a, b], X).

Sea P : C([a, b], X) → C([a, b], X) dada por P (F )(t) = F (t) − F (a). Es inmediato

que P es lineal y como ||P (F )(t)|| ≤ ||F (t)|| + ||F (a)|| ≤ 2||F ||∞, entonces ||P (F )||∞ ≤
2||F ||∞ y P es acotada.

Finalmente, si T (f) ∈ M, entonces P (T (f))(t) = T (f)(t)− T (f)(a) = T (f)(t). Por

lo tanto, P (T (f)) = T (f) y P es entonces una proyección acotada con imagen M .

Concluimos que C([a, b], X) tiene una copia complementada de l1 y por lo tanto X

tiene una copia complementada de l1 (véase [7], Teorema 3.1.4).

Empleando la misma técnica que en el demostración del resultado previo y el Teo-

rema 3.3.1 de [7], obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 50. DHK([a, b], X) tiene una copia de l∞ si y solo si X la tiene.

5.3 Algunas consecuencias de los resultados

obtenidos

Terminamos este trabajo presentando algunas hechos que se desprenden de los resul-

tados obtenidos, mostrando de este modo su relevancia para obtener información acerca

del espacio de las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables DHK([a, b], X).

1. Para cada espacio de Banach X, DHK([a, b], X) no es reflexivo.

Esto es aśı ya que la propiedad de ser reflexivo se hereda a los subespacios cerrados y

como el cono deDHK [a, b] es normal pero no regular, entonces no puede ser reflexivo,

ya que en estos espacios los conceptos de cono normal, regular y completamente

regular coinciden.
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2. Para cada espacio de Banach X, DHK([a, b], X) no es débilmente secuencialmente

completo.

Esto se debe a que DHK [a, b] es una ret́ıcula de Banach cuyo cono no es completa-

mente regular y de acuerdo al Teorema 4.60 en [2],DHK [a, b] no puede ser débilmente

secuencialmente completo. Como esta propiedad se hereda a subespacios cerrados,

DHK([a, b], X) no es débilmente secuencialmente completo.

3. Para cada espacio de Banach X, DHK([a, b], X) no tiene la propiedad de Schur

ya que todo espacio de Banach con esta propiedad es débilmente secuencialmente

completo.

4. Si DHK([a, b], X) tiene una base de Schauder, esta no puede ser acotadamente com-

pleta, ya que este espacio tiene una copia de c0 (véase el Teorema (18)).

5. Si DHK([a, b], X) tiene una base de Schauder, esta no puede ser reductora, ya que

este espacio tiene una copia de l1. (véase el Teorema (19)).

6. Si X y Y son espacios de Banach ordenados y la esfera unidad de X es acotada en

orden, entonces todo operador positivo T : DHK([a, b], X) → Y es continuo.

Esto es debido al Teorema (46) y a que el Teorema de Lozanovsky (véase [3]) afirma

que todo operador positivo entre espacios de Banach ordenados, siendo el cono del

dominio generador, es continuo.

7. Sean X y Y dos espacios de Banach. Como DHK([a, b], Y ) tiene una copia comple-

mentada de c0, entonces por el Teorema (17), K(X,DHK([a, b], Y )) no es comple-

mentado en B(X,DHK([a, b], Y )).

5.3.1 Teorema de Punto Fijo y Ecuación integral de

Volterra

A continuación, aplicaremos las conclusiones de la sección 5.1 para establecer un

Teorema de punto fijo en DHK([a, b], X). El resultado obtenido es empleado para probar

la existencia de una única solución a una ecuación integral de Volterra.

Teorema 51. ([12]) Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono normal y gene-

rador, y sea A : X → X un operador. Si existe un operador lineal positivo B : X → X,

||B|| < 1 tal que

−B(x− y) ≤ Ax− Ay ≤ B(x− y), x, y ∈ X, x ≥ y,

entonces A tiene un único punto fijo x∗ ∈ X y, para cada x0 ∈ X, si xn = Axn−1, n ∈ N,
entonces xn → x∗.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Recordemos que el orden que estamos considerando en DHK([a, b], X) es el orden

puntual: f ≤ g si y solo si F (t) ≤ G(t) para cada t ∈ [a, b]. Aunque estamos empleando el

mismo śımbolo para denotar los órdenes en X y en DHK([a, b], X), el contexto debe dejar

en claro a que orden estamos haciendo referencia.

Teorema 52. Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono normal tal que SX =

{x ∈: ||x|| = 1} es acotado en orden, o bien, sea X una ret́ıcula de Banach, y sea

T : DHK([a, b], X) → DHK([a, b], X) un operador. Si existe un operador lineal positivo

B : DHK([a, b], X) → DHK([a, b], X), ||B||| < 1 tal que

−B(x− y) ≤ Tx− Ty ≤ B(x− y), x, y ∈ DHK([a, b], X), x ≥ y,

entonces T tiene un único punto fijo x∗ ∈ DHK([a, b], X) y para cada x0 ∈ DHK([a, b], X),

si xn = Txn−1, n ∈ N, entonces xn → x∗.

Demostración: Si X es un espacio de Banach ordenado por un cono normal tal que SX

es acotado en orden, entonces DHK([a, b], X) es un espacio de Banach ordenado por un

cono normal (subsección 5.1.1) y generador (Teorema (46)).

Si X es una ret́ıcula de Banach, entonces DHK([a, b], X) es una ret́ıcula de Banach

(Teorema (37)) y por lo tanto su cono es normal y generador.

El resultado se sigue del Teorema (51).

Cualquier distribución vectorial T ∈ D′ puede ser multiplicada por una función sua-

ve g ∈ C∞[a, b] definiendo ⟨gT, ϕ⟩ = ⟨T, gϕ⟩. Esto tiene sentido porque gϕ ∈ D para toda

ϕ ∈ D. Las distribuciones vectoriales f ∈ DHK([a, b], X) pueden además ser multiplicadas

por funciones de variación acotada g ∈ BV ([a, b],R).

Teorema 53. ([20]) Sean f ∈ DHK([a, b], X), g ∈ BV ([a, b],R) y Φ : [a, b] → X dada

por Φ(t) = F (t)g(t)− (HS)
∫ t

a
Fdg, donde F ∈ C0([a, b], X) es tal que F ′ = f . Entonces

Φ ∈ C0([a, b], X). Se define fg como la derivada distribucional de Φ.

La integral que aparece en la definición de Φ en el Teorema anterior es en el sentido

de Henstock-Stieltjes. Para la definición de dicha integral puede consultarse ([20]).

Teorema 54. Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono normal tal que SX

es acotado en orden, o bien, sea X una ret́ıcula de Banach. Consideremos una ecuación

integral de Volterra del tipo
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x(t) = g(t) +

∫ t

0

K(t, s)f(s, x(s))ds, t ∈ [0, 1], (5.2)

donde x, g ∈ DHK([0, 1], X), f : [0, 1] × DHK([0, 1], X) → DHK([0, 1], X), y K :

[0, 1] × [0, 1] → R es una función de variación acotada en la segunda variable para cada

t ∈ [0, 1]

Asumamos que:

1.
∫ (·)
0

K(·, s)f(s, x(s))ds ∈ DHK([0, 1], X).

2. Existe un operador lineal positivo B : DHK([0, 1], X) → DHK([0, 1], X), ||B|| < 1

tal que

−B(x− y) ≤
∫ (·)

0

K(·, s)
[
f(s, x(s))− f(s, y(s))

]
ds ≤ B(x− y),

donde x, y ∈ DHK([0, 1], X), x ≥ y.

Entonces, la ecuación integral de Volterra (5.2) tiene una única solución.

Demostración: Definimos T : DHK([0, 1], X) → DHK([0, 1], X) por

Tx = g +

∫ (·)

0

K(·, s)f(s, x(s))ds.

Para cada x, y ∈ DHK([a, b], X), x ≥ y, tenemos por hipótesis que

−B(x− y) ≤ Tx− Ty ≤ B(x− y).

El Teorema (52) nos garantiza que T tiene un único punto fijo x∗ ∈ DHK([0, 1], X).

Dicho punto fijo es la única solución a la ecuación integral de Volterra (5.2).
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[13] Luis Ángel Gutiérrez Méndez, Juan Alberto Escamilla Reyna, Francisco Javier Men-
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