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RESUMEN

En este trabajo de tesis definimos un producto y un orden en el espacio Dy ([a, b, X)
de las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables para darle la estructura de
un algebra reticular de Banach. Damos condiciones suficientes para que Dy ([a, b], X) se
un AM —espacio, para que tenga la propiedad de Dunford-Pettis y para que su cono sea
generador. Se prueba que la norma de Alexiewicz en Dy ([a, b], X) no es c—orden conti-
nua y que este espacio no tiene unidades de orden. Ademds probamos que Dy x([a, b], X)
tiene una copia complementada de c¢g y damos condiciones necesarias y suficientes para
que tenga una copia complementada de [; y una copia de l,. Como aplicacion de los
resultados obtenidos, presentamos un teorema de punto fijo en Dy ([a,b], X) el cual em-
pleamos para obtener un teorema que garantiza la existencia de una tnica soluciéon a una

ecuacion integral de Volterra.

Palabras clave: Integral distribucional vectorial de Henstock-Kurzweil, AM-espacio,

algebra reticular de Banach, copia de ¢y, copia de [y, copia de [.
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CAPiTULO 1

INTRODUCCION

A finales de los anos cincuenta del siglo pasado, Ralph Henstock (1955) y Jaroslav
Kurzweil (1957), de manera independiente, desarrollan dos teorfas de integraciéon para
funciones con valores reales definidas en intervalos compactos de R. Dichas integrales re-
sultaron ser equivalentes y por tal motivo en la actualidad se le conoce como la integral

de Henstock-Kurzweil.

La introduccién de esta nueva teoria de integracion abrié un nuevo campo de investi-
gacion con diferentes direcciones, entre las que podemos destacar: definir nuevas integrales
siguiendo el esquema de Riemann; generalizar la integral a funciones con varias variables y
a funciones que toman valores en un espacio de Banach; aplicarla a la teoria de las ecuacio-
nes diferenciales, ecuaciones integrales, andlisis de Fourier, la probabilidad, la estadistica;
definir normas y topologias vectoriales sobre el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil
integrables de tal forma que lo doten de buenas propiedades. La razén de esto tiltimo se
debe a que el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables no es completo con
la semi-norma de Alexiewicz (véase [24]). Bongiorno y Panchapagesan prueban en [4]
que la completacion de dicho espacio es un subespacio del espacio de las distribuciones
reales. Por su parte, Erick Talvila en [25] hace un estudio de la integral distribucional
de Henstock-Kurzweil, presentando entre otras cosas, teoremas de convergencia y propie-
dades de reticula del espacio de las distribuciones reales Henstock-Kurzweil integrables.
Guoju Ye et al. en [27] y [15] continua el estudio de los teoremas de convergencia y de
las propiedades de reticula, mientras que Gutiérrez et al. en [13] hace un estudio de las

propiedades topolégicas de dicho espacio.

Por otra parte, Cao en [5] extiende las integrales de Henstock y Kurzweil a funcio-
nes que toman valores en un espacio de Banach X y demuestra, entre otras cosas, que en
este contexto dichas integrales dejan de ser equivalentes si X es de dimension infinita. Es
sabido que para cualquier espacio de Banach X, los espacios de las funciones Henstock

integrables H ([a, b], X) y Kurzweil integrables K ([a, b], X) no son completos con la semi-
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norma de Alexiewicz (véase [11]). En [20] Pérez et al. prueban que la completacién de
los espacios H ([a,b], X) y K(|a,b], X) es un subespacio de las distribuciones vectoriales y
definen una integral en la completacion, la cual es conocida como la integral distribucional
vectorial de Henstock-Kurzweil, pero no considera las propiedades de reticula del espacio.
La integral distribucional vectorial de Henstock-Kurzweil es una forma integral muy am-
plia que contiene a la integral de Bochner y a las integrales vectoriales de Henstock y de
Kurzweil (ver [20]).

El espacio de las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables es deno-

tado por Dygk([a,b], X) y constituye el objeto de estudio de este trabajo.

Entre los principales resultados obtenidos, tenemos: Dy ([a,b], X) siempre tiene
una copia complementada de ¢y, se obtienen condiciones necesarias y suficientes para que
Dy ([a,b], X) tenga una copia complementada de [; y una copia de l,, mostrando asi que
los resultados que aparecen en [17] son casos particulares de los nuestros. Se definen un
producto y un orden en Dy ([a, b], X) para dotarlo de la estructura de un élgebra reticu-
lar de Banach. Damos condiciones suficientes para que Dy ([a,b], X) se un AM-espacio
con la propiedad de Dunford-Pettis. Ademds probamos que la norma de Alexiewicz en
Dk (la,b], X) no es o—orden continua y que este espacio no tiene unidades de orden,
mostrando de este modo que los teoremas presentados por Wei Liu et al. en [15] son
erréneos. Se dan condiciones suficientes para que el cono de Dyg([a,b], X) sea genera-
dor. Los resultados obtenidos son empleados para obtener un teorema de punto fijo en
Dk (la,b], X) el cual empleamos para probar la existencia de una tnica solucién a una

ecuacion integral de Volterra.

Una técnica empleada para el estudio de un espacio de Banach general es saber
si tiene copias y/o copias complementadas de los espacios ¢y, l; y/0 lo. Los siguientes

teoremas son ejemplo de este hecho.

Teorema 1. ([16]) Si el espacio de Banach X tiene una copia de ¢y, entonces ninguna

base para el espacio es acotadamente completa.

Teorema 2. ([16]) Si el espacio de Banach X tiene una copia de ly, entonces ninguna

base para el espacio es reductora.

Por tal motivo, teoremas que den condiciones para determinar cuando un espacio
de Banach tiene copias (complementadas) de los espacios ¢y, I1 y/0 I han sido buscados

con asiduidad. Ejemplo de esto son los siguientes resultados.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Teorema 3. (/9]) Sea X un esapcio de Bnach. Si X* contiene una copia de L]0, 1],

entonces X contiene una copia de ly.

Teorema 4. (/9]) Sea X un espacio de Banach. X* contiene una copia de ¢y si y solo si

X contiene una copia complementada de .

Por otra parte, algunos teoremas de punto fijo que se emplean en la solucién de
ecuaciones integrales que surgen en la matematica aplicada, tienen entre sus hipotesis
algunas de las propiedades de reticula estudiadas en este trabajo. Ejemplo de ello son los

siguientes teoremas.

Teorema 5. ([22]) Sea X un AM —espacio. Si B, C X es una bola cerraday T : B, — B,

es un operador no expansivo, entonces T tiene un punto fijo en B,.

Teorema 6. ([22]) Sea X un AM—espacio. Si I C X es un intervalo cerrado en orden

y T : 1 — I esun operador no expansivo, entonces T tiene un punto fijo en I.

Las observaciones anteriores muestran la relevancia de los resultados obtenidos en
este trabajo de tesis. Para resaltar la importancia de dichos resultados, enunciamos bre-

vemente algunas consecuencias que se desprenden de ellos.

Como mencionamos anteriormente, en nuestro trabajo probamos que el espacio de
las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables siempre tiene una copia com-
plementada de ¢y y una copia de [;. Como consecuencia de este hecho, se deduce que
dicho espacio no tiene una base acotadamente completa ni reductora. Ademés, como con-
secuencia de los resultados obtenidos en nuestro trabajo, deducimos que el espacio de las
distribuciones vectoriales Henstok-Kurzweil integrables no es débilmente secuencialmente

completo, no es reflexivo y no tiene la propiedad de Schur.

El presente trabajo de tesis consta de cinco capitulos, de los cuales la presente

introduccién constituye el primero. Los capitulos restantes se describen a continuacion:

Capitulo 2. Se tratan los conceptos y resultados fundamentales concernienetes a
la teoria de los espacios de Banach que serdn empleados a lo largo del capitulo cinco
del presente trabajo. Entre otras cosas se definen los conceptos de subespacio comple-
mentado, copia complementada, bases de Schauder, espacio reflexivo, espacio débilmente
secuencialmente completo, la propiedad de Schur, la propiedad de Dunford-Pettis y los

operadores compactos.

Capitulo 3. Trata con los conceptos de cono ordenado en un espacio vectorial, di-

ferentes tipos de conos ordenados, acotacién en orden y acotacién en norma, espacio de

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Banach ordenado, reticula de Banach, norma o—orden continua, AM —espacio y resulta-

dos que emplearemos en el capitulo cinco.

Capitulo 4. Se introducen las integrales vectoriales de Henstock y Kurzweil, la
norma de Alexiewicz, las distribuciones vectoriales y la integral distribucional vectorial

de Henstock-Kurzweil.

Capitulo 5. Es el capitulo principal y contiene las aportaciones originales de este
trabajo de tesis. En la seccién uno, definimos un orden y un producto en el espacio de las
distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables, Dy ([a, b], X), y probamos que
si X es un élgebra reticular de Banach, entonces Dy ([a, b], X) es un algebra reticular de
Banach sin identidad multiplicativa y que su cono ordenado no es regular. Demostramos
que Dyg([a,b],X) es un AM—espacio si X lo es y que tiene la propiedad de Dunford-
Pettis si X es un AM —espacio. Se prueba que la norma de Alexiewicz en Dk ([a,b], X)
no es o—orden continua y que este espacio no tiene unidades de orden. Ademas damos
condiciones suficientes para que el cono de Dyg([a,b], X) sea generador. En la seccién
dos probamos que para cada espacio de Banach X, Dyk([a,b], X) tiene una copia com-
plementada de ¢y y damos condiciones necesarias y suficientes para que este espacio tenga
una copia complementada de [; y una copia de [,. En la seccién tres presentamos un
teorema de punto fijo en Dyg([a,b], X) y lo empleamos para obtener un resultado que

nos garantiza la existencia y unicidad de una solucién a una ecuacion integral de Volterra.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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CAPITULO 2

ESPACIOS DE BANACH

En este capitulo presentaremos conceptos basicos relacionados con la teoria de los
espacios de Banach asi como algunos resultados que utilizaremos en el capitulo cinco,
el cual constituye el capitulo principale de este trabajo de tesis. No presentaremos las
demostraciones de los teoremas por ser la mayoria de ellos muy conocidos, sin embargo,
para los menos conocidos y mas relevantes para este trabajo, citamos las fuentes donde
pueden ser consultadas. En cualquier caso, el lector interesado puede consultar [16], [9] y

[1], las cuales son las fuentes principales para el contenido del presente capitulo.

2.1 EspAcios NORMADOS Y DE BANACH

Recordemos que si X es un espacio vectorial sobre el campo F, donde F pueden ser

los reales o los complejos, una norma en X es una funcién || - || : X — R que cumple lo
siguiente:

1. Si ||z|| = 0, entonces x = 0.

2. Paracadaxz € X, a € F, ||az|| = |a|||z]|.

3. Para cada x,y € X, ||z + y|| < ||=|| + ||y]|-

Observacion 1. Ndtese que de 2. se tiene que ||0|| = 0 y de 3. y esto ultimo que ||z|| > 0,

para cada x € X.

Al par (X, |- ||), siendo X un espacio vectorial y || - || una norma en X, se le llama
un espacio normado y si definimos d : X x X — R por d(z,y) = ||x —y|| se obtiene una
métrica en X. Dos normas en un mismo espacio vectorial se dicen que son equivalentes si

inducen la misma topologia.

Un espacio de Banach es un espacio normado completo con la métrica inducida

por la norma.
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Presentamos a continuacién los ejemplos de espacios de Banach més relevantes para
este trabajo. La verificacién de que son realmente espacios de Banach puede ser consultada

practicamente en cualquier libro de analisis funcional.

Ejemplo 1. Los siguientes son ejemplos de espacios de Banach.

1.l ={(z,) CF: (x,) es sucesion acotada} con la norma ||(x,)||le = sup{|z,| :n €

N}.
2. ¢ ={(x,) CF: (x,) converge a cero} con la misma norma que en 1.

8o b= {(xn) : Do |Ta] < 00} con la norma ||(z,)|1 = D |2al-

4. Cla,b) = {f : [a,b] — R : f es una funcion continua} con la norma ||f||l =
sup{|/f(z)| : x € [a, 0]},

5. Cola,b] ={f € Cla,b] : f(a) =0} con la misma norma que 4.

6. C([a,b],X)={f:]a,b] = X : f es una funcion continua}, siendo X un espacio de
Banach, con la norma ||f||s = sup{||f(x)|| : = € [a, b]}.

7. Co(la,b], X) ={f € C([a,b], X) : f(a) =0} con la misma norma que que 6.

Dentro de la teorfa de los espacios normados a los conjuntos {z € X : ||z|| < 1} y
{z € X :||z|| = 1} se les suele representar por los simbolos By, Sx y se les llama la bola

unidad cerrada y la esfera unidad en X respectivamente.

Recordemos que un operador lineal T" entre los espacios normados X e Y se dice
acotado si T'(B) es un subconjunto acotado de Y siempre que B es un subconjunto aco-
tado de X. Notese que esta definicién difiere del concepto clasico de funcién acotada entre
espacios métricos, donde se suele pedir que la imagen de la funcién sea un subconjunto
acotado del codominio; de hecho, el tinico operador lineal de X a Y con imagen acotada
es el operador constante cero. Existen varias formas equivalentes de definir a un operador

acotado dadas por el siguiente teorema.
Teorema 7. ([16]) Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. El operador T es continuo.

2. El operador T es continuo en 0.

3. El operador T es uniformemente continuo sobre X.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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4. El operador T es acotado.
5. Para alguna vecindad U de 0 en X, el conjunto T(U) es acotado en 'Y .
6. Existe un nimero real no negativo M tal que ||Tx|| < M||z|| para cada z € X.

7. La cantidad sup{||Tz|| : x € Bx} es finita.

Noétese que en particular un operador lineal acotado es equivalente a un operador
lineal continuo y que para probar esto tltimo basta con probar la continuidad en 0. De

aqui en adelante haremos uso de este hecho sin mencién explicita.

Al espacio vectorial de todos los operadores lineales acotados de X en Y se le suele
denotar por B(X,Y) y si para T' € B(X,Y) definimos ||T|| = sup{||T'z|| : = € Bx},

entonces obtenemos una norma, llamada norma de operadores.

Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X,Y) con la norma de operadores es
también un espacio de Banach; en particular X* = B(X,F) con la norma de operadores
siempre es un espacio de Banach, llamado el espacio dual de X. A los elementos de X*

se les llama funcionales lineales acotados en X.

Como los espacios de Banach tienen estructura algebraica, topologica y métrica,
una forma de compararlos es mediante operadores lineales biyectivos que sean continuos

(acotados).

Definicién 1. Sean X e Y espacios de Banach yT : X — 'Y un operador lineal. Se dice

que

o T es un isomorfismo si es inyectivo, continuo, y su mapeo inverso T~ es continuo
sobre la imagen de T. Si ademds, ||Tz|| = ||x||, para cada x € X, se dice que T es

un 1somorfismo iSométrico.

o Y tiene una copia de X si existe un isomorfismo T de X en Y. St ademds T es

1somorfismo isométrico, se dice que Y tiene una copia isométrica de X.

e X yY son isomorfos, si existe un isomorfismo de X sobre Y. Si ademds el isomor-

fismo es isométrico se dice que X y'Y son isométricamente isomorfos.

Si los espacios de Banach X e Y son isomorfos, entonces algebraicamente y topologi-

camente son el mismo espacio, y si son isométricamente isomorfos, entonces desde el punto

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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de vista algebraico, topoldgico y métrico son el mismo, es decir tenemos una identificacion

total de los espacios y en este sentido se consideran el mismo.

Se verifica sin dificultad que si Y es un subespacio denso de un espacio normado
X, entonces Y* y X* son isométricamente isomorfos. Por otra parte, si Y es un espacio
normado incompleto, siempre existe un espacio de Banach X que contiene un subespacio

denso isométricamente isomorfo a Y. A dicho espacio se le llama la completacién de Y.

Teorema 8. ([16]) Sea Y un espacio normado. Entonces eziste un espacio de Banach
X y un isomorfismo isométrico T :'Y — X tal que T(Y) es denso en X. Ademds, el
espacio Y* es isométricamente isomorfo a X*. S1 Z es otro espacio de Banach tal que
existe un isomorfismo isométrico de Y sobre un subconjunto denso de Z, entonces Z es

isométricamente isomorfo a X.

Otro concepto importante dentro de la teoria de los espacios de Banach es el de
subespacio complementado. Para poder hablar de él necesitamos introducir antes el con-

cepto de suma directa.

Sean X, Xo,..., X, espacios vectoriales. El conjunto X; x --- x X,, con las opera-

ciones

(xla"'7$n>+(yla--'7yn> :(xl—i_yla"':xn—i_yn)

a-(xy,...,x,) = (axy,...,az,), a€R

es un espacio vectorial llamado espacio vectorial suma.

Si X1, ..., X, son espacios normados, entonces existe una forma de normar su espacio

vectorial suma que es sugerido por la norma del n—espacio Euclidiano.

Definicién 2. Sean X,...,X, espacios normados. La suma directa (externa) de
Xq,..., X, es el espacio normado cuyo espacio vectorial subyacente es el espacio vectorial
suma de Xq,..., X, y cuya norma es la norma suma directa dada por la formula

n 1/2
Il = (3 llasl?)
j=1

Este espacio normado es denotado por X1 & ---d X,,.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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No existe un acuerdo universal sobre la mejor forma de definir la norma suma directa.

Otras alternativas vienen dadas por

n
11zl =) [l
j=1

(@1, n)lloo = max{||zal], .. [Jzal[}

Afortunadamente, estas tres normas resultan ser equivalentes, es decir inducen la

misma topologia.

El siguiente resultado nos dice que la suma directa de los espacios normados X7, ..., X,
contiene como subespacios a X,...,X,.
Proposicién 1. ([/16]) Sean X, ..., X, espacios normados. Para cada entero j tal que

1<j<n, sea
X;.:{(xl,,__,xn)eX1@~~~eBXn:xkzocuandak#j}.

Entonces cada XJ’~ es un subespacio cerrado de X; @ --- ® X,, que es isomélricamente

isomorfo al correspondiente X;.

La siguiente Proposicién nos da leyes conmutativas y asociativas generalizadas para

la suma directa.

Proposicién 2. ([16]) Sean X, ..., X, espacios normados. Si dos sumas directas estdn
cada una formada al permutar y asociar los términos de X1 @ - - - @ X,,, entonces esas dos

sumas directas son isométricamente isomorfas.
Una pregunta natural es: jcuando la suma directa de espacios normados es un espacio
de Banach? La respuesta viene dada por el siguiente Teorema.

Teorema 9. ([16]) Sean Xi,...,X,, espacios normados. Entonces X1 @ --- @ X,, es un

espacio de Banach si y solo si cada X; es un espacio de Banach.

Supongamos ahora que V' es un espacio vectorial y que Ay, ..., A, son subconjuntos
de V. Entonces la suma (algebraica) de Ay, ..., A,, denotada por A; +---+ A, se define
como {a; +---+ay : a; € A;j para cada j}. Es facil ver que si A4, ..., A, son subespacios

de V', entonces también lo es su suma algebraica.
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En la terminologia de los espacios vectoriales se dice que el espacio vectorial V' es la

suma directa interna algebraica de sus subespacios My,..., M, siV = M;+---+ M,
y Myn D, My ={0} paraj=1,....n

La suma directa interna que es de mayor importancia en la teoria de espacios nor-

mados tiene una restricciéon adicional sobre los subespacios usados para formarla.

Definicién 3. Supongamos que My, ..., M, son subespacios cerrados de un espacio nor-
mado X tal que X = My+---+ M, yMjﬂZk#j My, = {0} cuando j =1,...,n. Entonces
el espacio normado X es la suma directa (interna) de M, ..., M,.

ir, un io norm uma dir intern us su i
Es decir, espacio normado X es la suma directa interna de sus subespacios
My, ..., M, siy solo si cada uno de estos subespacios es cerrado y X es su suma di-

recta interna algebraica.

La relacion entre los conceptos de suma directa externa y suma directa interna viene

dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 3. ([16])

1. Si Xq,...,X, son espacios normados y X = X; @ --- ® X,,, entonces X tiene
subespacios cerrados X1, ..., X tal que X es la suma directa interna de X7,...,X],

y cada X; es isométricamente isomorfo al correspondiente X;.

2. 8t X es un espacio de Banach que es la suma directa interna de sus subespacios
cerrados My, ..., M,, entonces X es isomorfo a My @ --- D M,.

La segunda parte de la Proposicién previa no se cumple en general para espacios

normados incompletos.

Podemos ahora definir el concepto de subespacio complementado de un espacio

normado X.

Definicién 4. Un subespacio M de un espacio normado X es complementado en X
si es cerrado en X y existe un subespacio cerrado N de X tal que X es la suma directa

interna de M y N. En tal caso el subespacio N se dice que es complementario a M.

Lema 1. Sea X un espacio de Banach y'Y un subespacio de X. Si M es un subespacio
complementado de Y y Y es un subespacio complementado de X, entonces M es un

subespacio complementado de X .

Demostraciéon: Como M es complementado en Y, entonces M es cerrado en Y y existe

un subespacio cerrado Ny de Y tal que Y = M & Ny, donde la igualdad se entiende en el
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sentido de ser isomorfos ya que Y al ser complementado en X es cerrado en X y por lo

tanto es espacio de Banach.

Al ser Y complementado en X, entonces existe un subespacio cerrado Ny de X tal
que X =Y & Ns.

Como M es cerradoen Y y Y es cerrado en X, entonces M es subespacio cerrado de
X. De igual modo N es un subespacio cerrado de X. Al ser N; y N, subespacios cerrados
del espacio de Banach X, son espacios de Banach y entonces Ny & N5 es un subespacio de
Banach de X y por lo tanto cerrado en X. Finalmente, por la ley asociativa generalizada
para sumas directas tenemos que X =Y & No = (M & N;) D No =M (N1 © Ny). =

Existe una forma equivalente de definir subespacios complementados de espacios de

Banach que involucra la nocién de proyeccién.

Recordemos que si X es un espacio vectorial un operador lineal P : X — X es una

proyeccién en X si P(Px) = Px para cada x € X, esto es, si P2 = P,

Proposicién 4. (/16]) Un subespacio de un espacio de Banach es complementado si y

solo si es la imagen de una proyeccion acotada en el espacio.

Si X e Y son espacios de Banach, en sintonia con la definicién (1) se dice que Y tiene
una copia complementada de X, si X es isomorfo a un subespacio complementado de
Y.

Un Teorema debido a A. Sobczyk nos dice que todo espacio de Banach separable

que contiene una copia de ¢y, entonces la tiene complementada.

Teorema 10. ([9]) Si ¢y es un subespacio cerrado de un espacio de Banach separable X,

entonces existe una proyeccion lineal acotada P de X sobre cy.

Los siguientes resultados seran empleados en el capitulo cinco de este trabajo de

tesis.

Teorema 11. (/6], Teorema 3.1.4) Sea K wun espacio Hausdorff compacto. Entonces

C(K,X) contiene una copia complementada de l; si y solo si X la tiene.
Teorema 12. (/6/, Teorema 3.3.1) Sea K wun espacio Hausdorff compacto. Entonces
C(K, X) tine copia de |y si y solo si, C(K) o X la tiene.

Entre los teoremas fundamentales del analisis funcional tenemos los siguientes.

Teorema 13. (de Hahn-Banach) Sea fo un funcional lineal acotado sobre un subespacio

Y de un espacio normado X . Entonces existe f € X* tal que ||f|| = ||fol| v la restriccion

de f aY es fy.
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El siguiente corolario del Teorema de Hahn-Banach es uno de los mas ttiles.

Corolario 1. Si x es un elemento no cero de un espacio normado X, entonces existe
fe X tal que||fll =1y f(z) = |x]].

Teorema 14. (del Mapeo Abierto) Todo operador lineal acotado de un espacio de Banach

sobre un espacio de Banach es un mapeo abierto

Como corolario del Teorema del mapeo abierto tenemos que todo operador lineal

acotado biyectivo entre espacios de Banach es un isomorfismo.

Teorema 15. (de la Grifica Cerrada) Sean X e Y espacios de Banach yT : X —Y un
operador lineal. St la grdfica de T es un conjunto cerrado en X XY, entonces T es un

operador acotado.

2.2 LA TOPOLOGIA DEBIL Y DEBIL*

Es sabido que By, la bola unidad cerrada en un espacio normado X, es compacta
si y solo si X es de dimensién finita. Asi entonces, toda sucesién acotada en un espacio
normado tiene una subsucesién convergente si y solo si el espacio es finito dimensional. La
necesidad de extraer subsucesiones convergentes de sucesiones acotadas llevo a la bueque-
da de nuevas topologias en los espacios normados, siendo la culminacion de estos esfuerzos
las llamadas topologia débil y débil*, la primera definida en todo espacio normado mien-

tras que la segunda se define en los espacios duales de los espacios normados.

Definicién 5. Sea X un espacio normado. La topologia débil en X se define como la

menor topologia en X que hace continuos a todos los elementos de X*

Es sabido que la topologia débil en un espacio normado es una topologia de Hausdorff
localmente convexa, es decir las operaciones de espacio vectorial son continuas respecto a

dicha topologia y esta tiene una base local en cero constituida por conjuntos convexos.

La topologia débil suele denotarse por el simbolo w y una propiedad topoldgica que
se cumple con respecto a la topologia débil se dice que es una propiedad débil o que se
cumple débilmente. Adjuntar la letra w a un simbolo topolégico es otro modo de indicar
que se esta usando la topologia débil. Por ejemplo w —lim,, x,, = z significa que la sucesion
(x,) converge a x en la topologia débil. Al hacer referencia a una propiedad topolégica
sin mencion de ningun topologia, la topologia de la norma es la que esta en juego. Si X es

espacio normado, el simbolo X™* representara siempre el dual de X respecto a la topologia
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de la norma.

Si X es un espacio normado, como cada elemento de X* es continuo respecto a la
topologia de la norma, entonces la topologia débil en X esta contenida en la topologia
de la norma y por lo tanto cada sucesién convergente es w—convergente. A los espacios

donde se cumple el reciproco se les da un nombre especial.

Definicién 6. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X tiene la propiedad de Schur

si para cada sucesion (z,,) en X tal que w—lim,, x,, = x se tiene que ||z, —z|| — 0,n — oco.

Ejemplo 2. Los siguientes son ejemplos de espacios que tiene la propiedad de Schur y de

espacios que no tienen la propiedad de Schur.

1. J. Schur probé en un articulo publicado en 1920 que toda sucesion w—convergente
en ly es de hecho norma convergente al limite débil de la sucesion. Por lo tanto [
tiene la propiedad de Schur.

2. El espacio ly no tiene la propiedad de Schur.
3. Los espacios cy y 1, tal que 1 < p < 0o, no tienen la propiedad de Schur.

4. La propiedad de Schur se hereda a subespacios cerrados; es decir si X es un espacio
normado con la propiedad de Schur y'Y es un subespacio cerrado de X, entoncesY

tiene la propiedad de Schur.

Definicién 7. Sea X un espacio de Banach y (x,,) una sucesion en X . Se dice que (x,,) es
una sucesion w— Cauchy, si para cada x* € X*, v*(x,) es una sucesion de Cauchy en F y
se dice que X es débilmente secuencialmente completo si toda sucesion w— Cauchy

en X es w—convergente.

En el capitulo cinco de este trabajo estudiaremos la llamada propiedad de Dunford-

Pettis, la cual se define de la siguiente manera.

Definicién 8. Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-

*

Pettis si para cada par de sucesiones (x,) en X y (x

) en X* tales que w — lim, x, =0

*

yw — lim, 2 =0, se cumple que lim,, x}(z,) = 0.

Existen formas equivalentes de definir la propiedad de Dunford-Pettis que pueden

ser consultadas en [16].

Ejemplo 3.
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1. Todo espacio de Banach con la propiedad de Schur tiene la propiedad de Dunford-Pettis.
Por lo tanto, del ejemplo previo, ly tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

2. Dunford y Peltis probaron por primera vez que todo espacio Li(u) tiene la propiedad de

Dunford-Pettis. La demostracion de esto puede ser consultada en [1].

3. 51 X es un espacio de Banach reflerivo de dimension infinita, entonces X no tiene
la propiedad de Dunford-Pettis. Asi, los espacios l,, para 1 < p < oo, al ser reflexivos
de dimensidn infinita, no tienen la propiedad de Dunford-Pettis. (Véase la definicion de

espacio reflexivo al final de la seccdn).

4. Grothendieck demostro que si un espacio de Banach X es tal que su dual X* tiene la

propiedad de Dunford-Pettis, entonces X la tiene también, sin embargo el reciproco es

falso.

5. Como es sabido que ¢ = 1y y al tener 1y la propiedad de Dunford-Pettis, se concluye por

lo mencionado antes que cq tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

6. Alexandre Grothendieck también probd que todo espacio C(K), siendo K un espacio de

Hausdorff compacto, tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Si un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis y Y es un subespa-
cio cerrado de X, no necesariamente Y tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Sin embargo,
si Y es un subespacio complementado de X, entonces Y tiene la propiedad de Dunford-
Pettis. Es decir, la propiedad de Dunford-Pettis no se hereda a subespacios cerrados pero

si a subespacios complementados. Una prueba de esto puede consultarse en [8].

Si X es un espacio normado y A un subconjunto de X, entonces la cerradura de A y
la w—cerradura de A no tienen por que ser la misma, sin embargo si A es convexo ambas

cerraduras coinciden.

Teorema 16. (S.Mazur, véase [16]) La cerradura y la cerradura débil de un subconjunto
convexo de un espacio normado son la misma. En particular, un subconjunto convexo de

un espacio normado es cerrado si y solo si es w— cerrado.

Si X e Y son espacios de Banach, dos subespacios muy importantes de B(X,Y) estédn
constituidos por los llamados operadores compactos y los operadores débil compactos, los

cuales se definen de la siguiente manera.

Definicién 9. Sean X e Y espacios de Banach yT : X — Y un operador lineal. Se dice

que:
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1. T es un operador compacto, si lleva conjuntos acotados a conjuntos relativamente
compactos, es decir si T(B) es un conjunto relativamente compacto en'Y, siempre
que B es un conjunto acotado en X.

2. T es un operador débilmente compacto si lleva conjuntos acotados a conjuntos
débilmente relativamente compactos, es decir si T(B) es un conjunto débilmente

relativamente compacto en Y, siempre que B es un conjunto acotado en X.

El espacio de operadores compactos de X a'Y se denota por K(X,Y') y los débilmente
compactos por K*(X,Y).

SiT e K(X,Y)y B C X es acotado, entonces T'(B) es relativamente compacto,
es decir su cerradura es un conjunto compacto y por lo tanto acotado. Al estar T(B)
contenido en su cerradura, se sigue que T(B) es acotado y por lo tanto K(X,Y) C
B(X,Y). Ademés K(X,Y) es un subespacio cerrado propio de B(X,Y).

SiT € K(X,Y)y B C X es acotado, entonces T'(B) es compacto y como la topologia

débil es més débil que la topolgia de la norma, se sigue que T(B) es w—compacto y

por lo tanto w—cerrado. Se sigue entonces que T(B)" C T(B) y por lo tanto T(B)" es

w—compacto por ser subconjunto w—cerrado de un conjunto w—compacto. De lo anterior
se tiene que K(X,Y) C K¥(X,Y).

Por otra parte, si T € K¥(X,Y)y B C X es acotado, entonces T(B)" es w—compacto,
entonces T(B)" es w—acotado y por lo tanto acotado. Como T(B) C T(B)", se sigue

que T'(B) es acotado, es decir K (X,Y) C B(X,Y). Ademds K" (X,Y') es un subespacio
cerrado propio de B(X,Y).

Se tienen entonces las contenciones propias K(X,Y) C K¥(X,Y) C B(X,Y).

Para que un operador lineal entre los espacios de Banach X y Y sea compacto
(w—compacto) basta que T'(By) sea relativamente compacto (débilmente relativamente

compacto). Véase [16].

Ejemplo 4.
1. El operador identidad I : l; — Iy es acotado pero no w— compacto.

2. El operador identidad I : ly — ly es w—compacto pues I[(By,) = By, y como ly es reflexivo

By, es w—compacto. Sin embargo I : ly — ly no es compacto pues I1(By,) = By, = By, no

es compacto.
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Un técnica muy empleada para obtener informacién acerca de un espacio de Banach
es saber si tiene copias (complementadas) de ¢, 1 y/0 l. Un ejemplo de ello estd dado

por el siguiente resultado.

Teorema 17. ([14]) Si el espacio de Banach'Y contiene una copia complementada de cg

y X es cualquier espacio de Banach, entonces K(X,Y') no es complementado en B(X,Y').

Si X es un espacio normado y J : X — X** estd definido por (z*, J(x)) = (z,2*),
¥ € X* x € X, entonces J resulta ser un isomorfismo isométrico. De este modo X se
identifica con un subespacio de X**. El espacio X es llamado reflexivo si J es sobreyec-

tivo.

Definicién 10. Sea X un espacio normado y X* su dual. La topologia débil * se define

como la menor topologia en X* que hace continuos a los elementos de J(X).

Notese que por definicién, cada elemento de X** es continuo respecto a la topologia
débil en X* y por lo tanto cada elemento de J(X) C X™ también lo es y se sigue entonces

que la topologia débil* en X* es atin més débil que la topologia débil.

2.3 BASES DE SCHAUDER

Como es sabido, el concepto de base de Hamel es sumamente 1til en la teoria de
espacios vectoriales y aunque todo espacio de Banach tiene una base de Hamel, esta
solo toma en cuenta la estructura algebraica del espacio, y un espacio de Banach, como
hemos mencionado antes, tiene una estructura mucho mas rica. Por tal motivo se buscaron
conceptos andlogos al de base de Hamel en la teoria de espacios de Banach, siendo el de

base de Schauder el que ha resultado ser mas 1til.

En lo que sigue solo presentaremos los conceptos basicos relacionados con las bases
de Schauder que seran utilizados mas adelante en este trabajo. El lector interesado en
profundizar en su estudio, puede consultar cualquier libro que trate sobre la geometria de

los espacios de Banach, en particular puede verse en [16].

Definicién 11. Una sucesion (x,,) en un espacio de Banach X es una base de Schauder

para X si para cada x € X existe una unica sucesion de escalares (a,) tal que v =

> A

Es bien sabido que todo espacio vectorial tiene una base de Hamel, sin embargo, no

todo espacio de Banach tiene una base de Schauder. Una condiciéon necesaria para que
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un espacio de Banach tenga una base de Schauder es que este sea de dimension infinita y
separable; asi por ejemplo, [, al no ser separable no tiene base de Schauder. Debido a lo
anterior, es natural preguntar si todo espacio de Banach de dimensién infinita y separable
tiene una base de Schauder. Este problema es conocido como el problema de la base y
permanecio abierto por alrededor de cuarenta anos hasta que en 1973, Per Enflo dio una

respuesta negativa presentando un contraejemplo reflexivo (véase [10]).

La siguiente generalizaciéon del concepto de base de Schauder es también ttil.

Definicién 12. Una sucesion (x,) en un espacio de Banach es una sucesion bdsica

de Schauder si es una base de Schauder para el subespacio cerrado generado por {x,, :
n € N}.

Como las bases de Schauder y las sucesiones basicas de Schauder seran las tunicas
que emplearemos, de aqui en adelante las llamaremos simplemente bases y sucesiones

bésicas respectivamente.

Recordemos que una serie ) x, en un espacio normado es incondicionalmente

convergente si ) | %, converge para cada permutacion 7 de N.

Definicién 13. Una base (x,,) para un espacio de Banach X es incondicional si, para
cada v € X, la expansion ), a,x, para x en términos de la base es incondicionalmente

convergente. Una base para un espacio de Banach es condictonal si no es incondicional.

Ademas de las bases incondicionales, otro tipo de bases que resultan ser ttiles son

las siguientes.

Definicién 14. Sea (x,) una base para un espacio de Banach X. Se dice que:

1. (x,) es reductora si lim,, ||z*||m) = 0 para cada x* € X*, donde ||x*||om) es la

norma de la restriccion de x* al subespacio cerrado generado por {x, :n > m}.

2. (z,) es acotadamente completa si, siempre que una sucesion de escalares (o)

sea tal que sup,, || Y0 anx,|| es finito, la serie Y anx, converge.

Cerramos esta seccion y el capitulo, presentando otro ejemplo de la importancia de
saber si un espacio de Banach tiene copias de ¢q y/o de [;. Los siguientes resultados seran

empleados en el capitulo cinco.

Teorema 18. ([16]) Sea X un espacio de Banach. Si X tiene una copia de ¢y, entonces

ninguna base para el espacio es acotadamente completa.

Teorema 19. (/16]) Sea X un espacio de Banach. Si X tiene una copia de ly, entonces

ninguna base para el espacio es reductora.
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CAPIiTULO 3

RETICULAS DE BANACH

La finalidad de este capitulo es presentar solamente los conceptos basicos relacio-
nados con las reticulas de Banach y una serie de resultados que seran utilizados en el
capitulo cinco del presente trabajo. Al igual que en el capitulo previo, no presentaremos
la mayoria de las demostraciones de los resultados pero indicamos las referencias donde
el lector interesado puede consultarlas. Si se desea profundizar en el estudio de las reticu-
las de Banach se recomienda consultar para tal fin [2] y [18], que son nuestras fuentes
principales para el contenido de este capitulo.

3.1 ESPACIOS DE BANACH ORDENADOS

Sea X un conjunto. Recordemos que un orden en X es una relacién < que cumple

con ser:
1. reflexiva, es decir Vo € X, x < .
2. antisimétrica, es decir x <y y y < x implica = = y.
3. transitiva, esto es © <y y y < z implica z < z.

Si X es un espacio vectorial real, para que un orden en X sea de utilidad se requiere
que guarde alguna relacion con la estructura algebraica del espacio. Por tal motivo, un
espacio vectorial real X se dice que es un espacio vectorial ordenado si hay un orden
en X satisfaciendo lo siguiente:

1. Siz <y, entonces r+ 2 < y+ 2 para cada z € X

2. Si x <y, entonces para cada escalar a > 0, ax < ay.

20



CAPITULO 3. RETiCULAS DE BANACH 21

Cualquier orden en un espacio vectorial real que cumpla con las dos condiciones
anteriores le llamaremos un orden vectorial. De tal manera, podemos decir que un
espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial real en el cual hay definido un orden
vectorial.

Si X es un espacio vectorial ordenado, al conjunto X; = {x € X : 0 < z} se le

llama el cono positivo del espacio.
Se comprueba facilmente que el cono positivo de un espacio vectorial ordenado tiene
las siguientes propiedades:
[ X+ + X+ C X+.
e Paracada a > 0, a X, C X;.

o XN (=Xy)={0}.

De manera general tenemos la siguiente definicion.

Definicién 15. St X es un espacio vectorial real, un cono ordenado en X, o simple-

mente un cono en X, es un subconjunto P de X tal que:

1. P+PCP.
2. aP C P, para cada escalar o > 0.
3. Pn(—=P)={0}.

Ejemplo 5. Los siguientes son ejemplos de conos ordenados.

1. SiX =R, X, =R".
2. 9i X =R? X, ={(x,y): z,y > 0}.
3. 81X =Cla,b], Xy ={feX: f(x)>0,VYx € [a,b]}.
Vemos entonces que el cono positivo de un espacio vectorial ordenado es un cono

ordenado. De forma reciproca, si P es un cono ordenado en un espacio vectorial X y

definimos una relacién < en X como

<y & y—xekh
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entonces se comprueba sin dificultad que < es una relaciéon de orden que convierte a X

en un espacio vectorial ordenado cuyo cono positivo es P.

Es facil ver que el orden vectorial inducido por el cono positivo de un espacio vectorial
ordenado coincide con el orden original del espacio. Por tal motivo, hablar de ordenes
vectoriales y de conos ordenados en espacios vectoriales reales es esencialmente lo mismo

y muchas veces se dice que el espacio vectorial esta ordenado por el cono.

Para espacios de Banach, y en general para espacios normados, tenemos la siguiente

Definicién.
Definicién 16. Un espacio de Banach ordenado es un espacio de Banach que estd

ordenado por un cono cerrado.

La razon de incluir la condicién de que el cono sea cerrado en la definicién previa
se debe a que se desea que el limite de vectores positivos, es decir, de vectores en X, sea

también positivo.

Si X es un espacio de Banach ordenado y (x,) es una sucesién en X, hay dos
conceptos de acotacién para la sucesion (z,): acotacién en orden y acotacién en norma.

Especificamente, se dice que la sucesion (x,,) es:

1. acotada en orden, si existen vectores u,v € X tales que, para cada n € N se
tiene u < x, < wv. Si solo se cumple que z,, < v se dice que la sucesion esta
acotada superiormente y solo se cumple que u < z,, se dice que esta acotada

inferiormente.
2. acotada en norma, si existe M > 0 tal que, para cadan € N, ||z,|| < M.

A una sucesion acotada en norma la llameremos simplemente sucesién acotada.

Se tienen definiciones analogas para subconjuntos de X.

Si X es un espacio de Banach ordenado tiene sentido hablar de sucesiones crecientes

y decrecientes de acuerdo con la siguiente definicion.

Definicién 17. Sea X un espacio de Banach ordenado y (z,) una sucesion en X.

1. La sucesion (x,) se dice que es creciente si n < m implica x, < x,.

2. La sucesion (x,) se dice que es decreciente sin < m implica x, > Tp,.
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3. La sucesion (x,,) se dice que es mondtona si es o bien creciente o bien decreciente.

En un espacio de Banach ordenado, y en general, en un espacio vectorial ordenado
X, se define el supremo de un conjunto de la manera usual: un subconjunto A de X se
dice que tiene supremo en X si existe un vector s € X tal que para cada a € A, a < s
y si w es un vector en X tal que a < w para cada a € A, entonces se tiene que s < w.

Dicho vector s es llamado el supremo del conjunto A.

Proposicién 5. Si X es un espacio normado ordenado y (r,) es una sucesion creciente

en X tal que x, — x, entonces x es el supremo de {x, : n € N}.

Demostracion: Sea m € N. Como la sucesion es creciente, entonces para n € N se tiene
que T, < Tyim, es decir x4, — 2, € X,. Como la sucesién converge a x 'y X es cerrado,
entonces haciendo n — oo se obtiene que x — z,,, € X, es decir x,,, < x, lo que prueba

que x es una cota superior de la sucesion.

Ahora, si w € X es tal que z,, < w para cada n € N, entonces w — z, € X, y de
nuevo haciendo n — oo obtenemos que w —x € X, es decir z < w y x es entonces el

supremo de la sucesién. m

En los nimeros reales se sabe que toda sucesion creciente y acotada superiormente
es convergente pero esto ya no se cumple necesariamente en todo espacio de Banach

ordenado.

Ejemplo 6. Sea X = C[0,1] con la norma

[ lloe = sup{|f(z)[ - x € [0,1]}.

Si para f,g € X definimos f < g si y solo si f(x) < g(x) para cada x € [0,1], entonces

X es un espacio de Banach ordenado.

Consideremos la sucesion f,(x) = 2", x € [0,1], n € N. Es claro que (f,) es una
sucesion decreciente en X y acotoda inferiormente por la funcion constante cero; es decir

fi > fa>,... > 0. Esta sucesion converge puntualmente a la funcion

0 si ze€l0,1)
fx) =

1 sz r=1

Supongamos que existe una funcion g € X tal que f,, converge a g en norma. Fsto

es equivalente a decir que (f,) converge uniformemente a g en [0,1] y por lo tanto (f,)
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converge puntualmente a g en [0,1]. De lo anterior tenemos que f = g lo cual es una

contradiccion ya que f es discontinua en 1.

Lo anterior da lugar a la definicién de diferentes tipos de conos en los espacios de
Banach ordenados.

Definicién 18. Sea X, un cono ordenado en un espacio de Banach X. Se dice que X,

es:

1. normal, si existe una constante v > 1, llamada constante de normalidad del cono,

tal que 0 < x <y implica ||x|| < 7||y]|.
2. regular, si toda sucesion en X, creciente y acotada superiormente es convergente.

3. completamente regular, si toda sucesion en X, creciente y acotada es conver-

gente.

4. generador, si X = X, — X, es decir si todo vector en X puede expresarse como

la diferencia de dos vectores positivos.
Ejemplo 7.

1. Sea X = R" con la norma

n

(1, za)ll =D Ll

j=1

y consideremos X4 = {(x1,...,z,) € R":x; > 0,5 =1,...,n}. Es facil ver que X es un
cono en R™. Notese que (x1,...,%n) < (Y1,...,Yn) Si y solo si x; <y; para j=1,...,n.
Si(0,...,0) < (x1,...,20) < (Y1,--,Yn), entonces |[(x1,...,z)|| < |[(y1,...,yn)|| y por
lo tanto Xy es un cono normal con constante de normalidad 1.

2. Sea X = C'0,27]|, el espacio de las funciones de clase C' en el intervalo [0, 2] con la

norma

If]l = mdx [f(z)]+ mdx |f'(z)]

0<z<2r 0<z<2r

y consideremos el cono X, = {f € X : f(z) > 0,Vx € [0,27]}. Supongamos que
el cono X, es normal con constante de normalidad v > 0. Sea f,(xr) = 1 — cosnz y

gn() = 2 para n € N. Claramente se tiene que

0<fo < gn [Ifull=2+n, [lgall = 2.
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Entonces 24+ n < 27 para cada n € N lo cual no es posible. Por lo tanto, el cono X, no

es normal.

3. Sea X = C0,1] con la norma
1 flloe = sup [f(z)],
0<a<1

y consideremos el cono X, = {f € X : f(x) > 0,Vx € [0,1]}. Si 0 < f < g, entonces
0 < f(x) < g(x) para cada x € [0,1] y por lo tanto || f|le < ||9]loo- Ast, X4 es un cono

normal pero como vimos en el ejemplo 6 no es reqular.

4. Sea X = ¢y con la norma

(@)l = sup [znl,
n
y consideremos X, = {(z,) € ¢ : ©, > 0, Vn € N}. Este cono es regular pero no
completamente reqular.
La relacién existente entre los tipos de conos anteriores esta dada por los siguientes

resultados.

Teorema 20. (/12]) Sea Xy un cono ordenado en un espacio de Banach X. Si X, es

completamente reqular, entonces es reqular y si Xy es regular, entonces es normal.
Teorema 21. ([12]) Supongamos que X es un cono ordenado en un espacio de Banach
X. 8i X es débilmente secuencialmente completo, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
(a) Xy es normal.
(b) X, es regular.
(c) X, es completamente regular.

Como todo espacio reflexivo es débilmente secuencialmente completo, lo anterior
también se cumple en dicho tipo de espacios.

Una forma de caracterizar a los conos normales estd dada en el siguiente resultado.
Teorema 22. ([12]) Sea X un espacio de Banach y X, un cono ordenado en X. Son

equivalentes:

1. X, es normal.
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2. existe una norma equivalente || - ||y en X tal que

0<z<y = |lz| <y,

esto es, la norma || - ||1 es mondtona.

3.2 ESPACIOS DE RIESZ

Sea X un espacio vectorial ordenado y z,y € X. Siguiendo la notacién clasica

escribiremos

xVy:=sup{z,y} v z Ay :=inf{z, y}.

Estos supremos e infimos no tienen necesariamente que existir en un espacio vectorial

ordenado cualquiera. Cuando existen, a dicho espacio se le da un nombre especial.

Definicién 19. Un espacio de Riesz, también llamado reticula vectorial, es un
espacio vectorial ordenado X con la propiedad adicional de que para cada x,y € X, xVy
y x Ay existen ambos en X.

Si X es un espacio vectorial de funciones real-valuadas definidas en un conjunto €2
y se define para f,g € X, f < gsiy sélosi f(w) < g(w) para cada w € (2, entonces se
obtiene un orden vectorial en X llamado el orden puntual.

Presentamos a continuacién algunos ejemplos de espacios de Riesz.

Ejemplo 8. Los siguientes espacios con el orden puntual son ejemplos de espacios de

Riesz.

1. R, todas las funciones real valuadas definidas en un conjunto .

2. C(Q), todas las funciones continuas real-valuadas definidas en un espacio topolégico

Q.

3. Cy(R2), todas las funciones continuas real-valuadas y acotadas en un espacio topoldgi-
co €.

4. 1, (0 < p < 00),todas las sucesiones reales (x,) tales que Y~ | |z,[P < oo.

Algunas cuantas identidades ttiles que se cumplen en un espacio de Riesz estén

contenidas en el siguiente teorema.
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Teorema 23. ([2/) Six, y y z son elementos de un espacio de Riesz, entonces:

Lavy=—[(—o)AN(=y)l v xAy=—[(-2)V(-y)]
2.x+y=xNy+zVy.
S x+@wVvz)=@+y)Ve+z) y z+yAz)=(@+y) A(x+2).
4. alzVy)=(az)V(ay) vy alxAy)=(az)A (ay), para cada o > 0.
De 1. del teorema previo vemos que si el supremo de cualesquiera dos vectores en
un espacio vectorial ordenado existe, entonces también existe el infimo de cualesquiera
dos vectores y reciprocamente. Asi, en la definicién de espacio de Riesz, basta con pedir

que el supremo de cualesquiera dos vectores exista en el espacio. Se suelen incluir ambas

condiciones solo para enfatizar.

Para cualquier vector x en un espacio de Riesz se define

rti=a2Vv0, 7= (-2)V0, v |z| =2V (-2).

El vector z* es llamado la parte positiva de x, 2~ es llamado la parte negativa

de z y |z| es llamado el valor absoluto de z.

Estos vectores satisfacen las siguientes identidades.

Teorema 24. ([2]) Si x es un vector arbitrario en un espacio de Riesz, entonces:

1. x=at —2".
2. x| =2t +a.
3.zt ANx” =0.
Otras identidades en los espacios de Riesz que resultan muy ttiles vienen dadas en
el siguiente teorema.

Teorema 25. ([2]) Si x yy son elementos de un espacio de Riesz, entonces tenemos:

Loz=@—-y)t+zAy.

2. aVy=1i(x+y+lz—y]) vy zAy=iaz+y—|z—y|.
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3. |r—yl=zVy—xAy.

4l Vlyl = 5(jz +yl + |z —yl).

N

5. Jel ALyl =

-+~ o — ]|

6. |v+yl Ale =yl = |lal = ly].

7 |z +yl Ve -yl =|z[+ |yl

Las principales desigualdades que son usadas en las estimaciones vienen dadas en el

siguiente resultado.

Teorema 26. ([2/) Para elementos arbitrarios x, y, y z en un espacio de Riesz tenemos

las siguientes desigualdades.

1. ‘|x\ — |y|‘ <|z+y| <|z|+|y| (desigualdad del tridngulo).

2. |lzvz—yVz|<|lzr—y| vy |rAz—yAz| <|r—y| (desigualdades de Birkhoff).

Una red (x,) en un espacio de Riesz se dice que es decreciente y se escribe z, |,
si a < 8 implica z, > x. La notacién z, | x significa que la red es decreciente y que
xr = inf{z,}. Los significados de z, T y x, T x son andlogos.

Definicién 20. Un espacio de Riesz (y en general un espacio vectorial ordenado) X es

llamado Arquimediano si para cada x € X, se cumple que %x 4 0.

Cerramos esta seccién con los conceptos de espacios Dedekind completos y Dedekind
o—completos. En lo que sigue, el simbolo 0 < x, 1< z, siginifica que z, es una red en

X, creciente y acotada superiormente por x.

Definicién 21. Un espacio de Riesz es llamado Dedekind completo si todo subconjunto
no vacio y acotado superiormente tiene un supremo (o, equivalentemente, siempre que
0 <z, 1<z implica la existencia de sup{z,}).

De forma andloga, un espacio de Riesz es llamado Dedekind o—completo si todo
subconjunto no vacio, numerable, y acotado superiormente tiene un supremo (o, de forma

equivalente, siempre que 0 < x, 1< z implica la existencia de sup{z,}).
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3.3 RETICULAS DE BANACH

Si X es un espacio de Riesz, a cualquier norma en X que cumpla con
[z <[yl = |l=l] < lyll

se le llama norma reticular o bien norma reticula y un espacio de Riesz equipado con

una norma reticular es llamado espacio normado de Riesz.
Definicién 22. Una reticula de Banach es un espacio normado de Riesz completo.
Como una reticula de Banach tiene una estructura adicional a la de espacio de

Banach, esta debe ser tomada en cuenta al momento de comparar dos reticulas de Banach.

Tenemos asi las siguientes definiciones.

Definicién 23. Sean X, Y dos espacios de Riesz y'T' : X — Y un operador lineal. Se

dice que:

e T es homomorfismo reticula, si para cada x,y € X se cumple que T'(xz V y) =
T(x)VT(y).

o 1" es un tsomorfismo reticula, si es homomorfismo reticula uno a uno.
St X yY son reticulas de Banach, se dice que:

o T es una tsometria reticular, si es isometria y homomorfismo reticula. X y'Y se
dicen reticularmente isométricos, si existe una isometria reticular de X sobre

Y.

Y tiene una copia reticular isométrica de X si existe una isometria reticular de X
enyY.
El siguiente teorema sera utilizado en el capitulo cinco del presente trabajo.

Teorema 27. (/2], Teorema 4.60) Para una reticula de Banach X, son equivalentes

1. X tiene cono completamente reqular.
2. X no tiene copia de cy.

3. X es débilmente secuencialmente completo.
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Dos tipos de normas reticulares son las llamadas orden continuas y o-orden continuas

las cuales definimos a continuacion.

Definicién 24. Una norma reticula || - || sobre un espacio de Riesz es

1. orden continua, si z, | 0 implica ||z.|| | 0.
2. o—orden continua, si x, | 0 implica ||z,|| { 0.
Cuando la norma de una reticula de Banach cumple con propiedades adicionales
a dichas reticulas de Banach se les da un nombre especial. Asi tenemos por ejemplo los

AM —espacios y los AL—espacios, los cuales seran considerados en el capitulo cinco de
este trabajo.

Definicién 25. Sea X una reticula de Banach. Se dice que:

1. X es un AL-espacto, si se cumple que

[l +yll = ||l + ]yl

para cada v,y € X conx Ny = 0.

2. X es un AM-espacio, si su norma es una M—norma, i.e., six ANy = 0 en X
implica

||z V|| = max{|[z[], [|y[[}-

Una propiedad de dualidad importante entre los AM —espacios y los AL—espacios
viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 28. [2] Una reticula de Banach X es un AL—espacio (respectivamente un

AM —espacio) si y solo si X* es un AM—espacio (respectivamente un AL—espacio)

Generalmente resulta complicado demostrar que un espacio de Banach tiene la pro-
piedad de Dunford-Pettis. Por tal motivo el siguiente resultado debido a Grothendieck
resulta ser de mucha utilidad.

Teorema 29. ([2/, Teorema 5.85) Todo AL—espacio y todo AM—espacio tiene la pro-
piedad de Dunford-Pettis.
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CAPITULO 4

LA INTEGRAL DISTIBUCIONAL DE
HENSTOCK-KURZWEIL

En este capitulo presentamos el objeto de estudio de este trabajo de tesis: el espacio
de las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables. Iniciamos definiendo las
integrales vectoriales de Henstock y Kurzweil asi como algunas de sus propiedades basicas.
Posteriormente definimos a las distribuciones vectoriales y concluimos dando la definicion
de la integral distribucional de Henstock-Kurzweil y el correspondiente espacio de las

distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables.

Nuestras principales refencias para el contenido del capitulo son los articulos de
investigacion [20] y [19] para el caso de la integral distribucionl y [21] para las integrales

vectoriales de Henstock y Kurzweil.

4.1 LAS INTEGRALES DE HENSTOCK Y KURZWEIL

Para poder definir las integrales de Henstock y Kurzweil se necesitan desarrollar al-

gunos conceptos previos. Iniciamos definiendo a las particiones etiquetadas de un intervalo
[a,b] C R.

Una particién etiquetada del intervalo [a,b] es una coleccién finita de pares or-
denados P = {([xj_1,i],t;) : i = 1,...,n} tales que los intervalos [z;_1, ;] son no

traslapados, t; € [x;_1,z;], i = 1,...,ny UL [x;_1, 2] = [a,b].

Cualquier funcién § : [a,b] — R tal que 6(t) > 0 para cada t € [a,b] es llamada un

calibre en [a, b] o bien una funcién medidora.

Si P ={([xi—1,2],t;) : i =1,...,n} es una particién etiquetada del intervalo [a, b] y
d un calibre en [a, b], se dice que P es una particion 0—fina si [z;_1, ;] C (£;—(¢;), ti+5(t;))
parai=1,...,n.Sid es un calibre en [a, b], un resultado llamado Lema de Coussin (véase

[24]) nos garantiza que siempre existen particiones etiquetadas que son d—finas.
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Definicién 26. Sea X un espacio de Banach y f : [a,b] — X. Se dice que f es Kurzweil

integrable en |a,b|, si existe v € X satisfaciendo la siguiente propiedad:

Dado € > 0, existe un calibre § en [a,b] tal que si P = {([x;—1, 2], ;) :i=1,...,n}

es una particion etiquetada 0—fina de |a, b, entonces

< €.

Z f)(wi —ziy) —x

El vector z € X de la definiciéon anterior, el cual es tnico, se le llama la integral de
Kurzweil de f en [a,b] y se denota por z = (K) fab f.

El espacio de las funciones Kurzweil integrables en [a, b] se denota por K ([a, b], X).

La siguiente es una lista de las propiedades basicas de la integral de Kurzweil y

pueden ser consultadas en [21].

Si f,g € K([a,b], X), entonces f + g € K([a,b], X).

Sife K(la,b],X) y [c,d] C [a,b], entonces f € K([c,d], X).

Si f e K([a,b],X)y a €R, entonces af € K([a,b], X).

Si f e K([a,b],X)y F :|a,b] — X se define por F(t) = (K) ff f, entonces F' es una
funcién continua en [a,b] (respecto a la topologia de la norma en X) y se le llama

la integral indefinida de f.

Definicién 27. Una funcion f : [a,b] — X, siendo X un espacio de Banach, se dice
Henstock integrable en [a,b] si existe una funcion F : [a,b] — X con la siguiente

propiedad:

Dado € > 0, existe un calibre § en [a,b] tal que si P = {([z;_1,2],t;) -1 =1,...,n}

es una particion etiquetada 0—fina de |a,b], entonces
S NF(a:) = Frim) — f(t:) (@i — zim)|| <e.
i=1

y se define la integral de Henstock de la funcion f sobre [a,b] como (H) fab f=F(b)—F(a).

La integral de Henstock posee las mismas propiedades establecidas anteriormente
para la integral de Kurzweil. Es sabido que toda funcién Henstock integrable es Kurzweil

integrable y el valor de las integrales coincide. Sin embargo, existen funciones Kurzweil
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integrables que no son Henstock integrables, es decir, se tiene H([a,b], X) € K([a,b], X)
(véase [21]).

En el caso en que X = R las dos integrales coinciden y se le suele llamar (aunque el
nombre no estd estandarizado) la integral de Henstock-Kurzweil. Mds atin, Solodov
demuestra en [23] que las integrales de Henstock y Kurzweil coinciden si y solo si X es de

dimensién finita. El espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables en el intervalo
[a, b] se denota por HKla,b].

Como la integral de Henstock-Kurzweil no es una integral absoluta, es decir, existen
funciones f € HK]|a,b] tales que |f| ¢ HK]la,b|, no se puede definir una norma en
HK|a,b] como se hace en el espacio de las funciones Lebesgue integrables. La norma en
HK]|a,b] que ha resultado ser mas 1til es la llamada norma de Alexiewicz la cual se

define como

HfHA:SHP{

t
wx) | f‘:tE[a,b]}, f & HK[a,b],
donde (HK) f; f denota la integral de Henstock-Kurzweil de la funcién f.

Sin embargo, el espacio H Kla,b] con la norma de Alexiewicz no es completo.

Teorema 30. (/24]) HK|[a,b] con la norma de Alexiewicz no es un espacio de Banach.

La norma de Alexiewicz en los espacios K ([a,b], X) y H([a,b], X) se define de forma
analoga, solo hay que reemplazar el valor absoluto por la norma de X y la integral de
Henstock-Kurzweil por la integral de Kurzweil y Henstock respectivamente. Estos espa-

cios tampoco son completos con la norma de Alexiewicz.

Por el teorema 8 sabemos que (H K{a, b, ||-]|4), (K ([a,b], X),||-||4) y (H([a,b], X), |-
||) tienen una completacién. Bongiorno y Panchapagesan prueban en [4] que la comple-
tacion de H KJa,b] es un subespacio de las distribuciones reales mientras que Pérez en
[20] prueba que las completaciones de K ([a,b], X) y H([a,b], X) son un subespacio de las

distribuciones vectoriales.
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4.2 DISTRIBUCIONES VECTORIALES

El soporte de una funcién ¢ : [a,b] — R es el conjunto

supp(¢) = {t € |a,b] - o(t) # O}.

Se define el espacio de las funciones prueba como D = {¢ : [a,b] - R : ¢ €
C>[a,b] y supp(¢) C (a,b)}, el cual resulta ser un espacio vectorial con las operaciones
usuales de suma y producto por escalar. Equipamos a D con la siguiente propiedad de
convergencia: una sucesién (¢,) C D converge a ¢ € D si existe un conjunto compacto
K C (a,b) tal que supp(¢) C K, supp(¢,) C K, n € Ny para toda m € N la sucesién de

derivadas (¢£Lm)) converge uniformemente en K a ¢(™

El espacio de las distribuciones vectoriales se define como
={T:D — X : T eslineal y continua}

donde la continuidad de T significa que T(¢,) — T(¢) en X, siempre que ¢,, — ¢ en D.

Bajo la suma y producto por escalar usuales D" es un espacio vectorial sobre R.

Toda funcion f € K([a,b], X) y toda funcién g € H([a, b], X') define una distribucién

vectorial de acuerdo a la siguiente definicién.

Definicién 28. (Distribuciones vectoriales de Denjoy [20], Definicion 3.1) Si f € K([a,b],
y g € H(la,b],X), entonces definimos Ty : D — X y Hy : D — X por

/fcb H,( ()/g¢ (4.1)

Estas funciones resultan ser distribuciones vectoriales. Nétese que en particular toda

funcion F' € C([a,b], X) define una distribucién vectorial.

Teorema 31. ([20], Teorema 3.2) Los operadores Ty y H, definidos en 4.1 son distribu-

ctones vectoriales sobre D.

Sea T' € D'. La derivada distribucional 7" de T' se define como (¢,7") = —(¢',T)
y si F' € C([a,b],X) se define su derivada distribucional F’ como la derivada distribu-

cional de la distribucién vectorial Ty determinada por F'. Ademads, como en el caso de
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las distribuciones reales, la derivada distribucional de una distribucion vectorial es una

distribucién vectorial.

Definicién 29. Sean T, G € D'. G es una integral de T si G' =T.

Resulta que toda distribucién vectorial tiene una integral y ademas dicha integral

es unica salvo constantes.

Teorema 32. (/20], Teorema 3.3) Dada T € D', existe G € D' tal que G' =T y G es

unica excepto por constantes.

Recordemos que Cy([a,b], X) siendo X un espacio de Banach, es el espacio de las
funciones continuas F' : [a,b] — X tales que F(a) = 0 y que con la norma ||F||, =
SUDye(q 4 || F'(2)|] Tesulta ser un espacio de Banach. En las siguientes lineas presentamos
resultados que muestran que una completacion de los espacios (K ([a,b], X,|| - ||a) ¥
(H([a,b], X),||-||a) es precisamente (Cy([a,b], X), || - |]o0)-

Lema 2. (/20], Lema 4.3) Sean @k : K(|a,b], X) — Co([a,b],X) y Oy : H([a,b], X) —
Co([a,b], X) definidas por ®w(f) = (K) [} f y ®u(f) = (H) [ f. Entonces las imagenes
de ®x y Oy son densos en Cy(la,b], X) con la norma || - ||e-

o —

Denotamos a las completaciones de K([a,b],X) y H([a,b],X) por K([a,b],X) y

—

H([a,b], X), respectivamente.

—_—

Teorema 33. ([20], Teorema 4.4) K([a,b],X) y H([a,b], X ) son ambos isométricamente
isomorfos a Co([a,b], X).

Demostracion: Sea @ el operador definido en el lema 2. Nétese que @y es lineal y

) [ 1

Por lo tanto ®x : (K([a,b], X),|| - [|4a) = (Px(K([a,b],X)),|| - ||) €s un isomor-

fismo isométrico y como por el Lema 2, ®x (K ([a,b], X)) es denso en Cy([a,b], X) con la

1Pk (oo = sup

t€la,b]

‘:HfHA-

norma || ||, por el Teorema 8, K ([a, b], X) es isométricamente isomorfo a Cy([a, b], X). m

Como K([a,b], X) y H([a,b],X) tiene la misma completacién, denotamos su com-

—

pletacién comin por H K ([a,b], X).
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Si X es un espacio de Banach y [a,b] C R, definimos Dy ([a,b], X) como
Dyk([a,b],X)={T € D' : 3F € Cy([a,b], X) tal que F' =T},

donde F' es la derivada distribucional de la distribucion vectorial T determinada por F'.
En el caso en que X = R, denotaremos a Dy g ([a,b], X) simplemente por Dygla,b], con

notaciones analogas para Cy([a, b, X) y C([a,b], X).

Las distribuciones en Dy g ([a,b], X) tienen una tnica integral en el sentido de que
si F,G € Cy([a,b],X)y F' =T =G, entonces ' = G.

Para T' € Dyk(la, b], X) definimos su norma de Alexiewicz como

[[T]|a = sup [[F®#)]] = [[F]]c,
te(a,b]
dodne F' =T.

De la completez de Cy([a, b], X') obtenemos la completez de Dy ([a, b], X).

Teorema 34. ([20], Teorema 4.6) Dyk([a,b], X) con la norma de Aleziewicz es un es-

pacio de Banach.

Veamos ahora que Dk ([a, b], X) es una completacién de K ([a,b], X)y H([a,b], X).
Teorema 35. (/20], Teorema 4.7) El operador ¥ : (Cy([a, b], X), ||'||c) = (Duk([a,b], X), ||

l|4) definido por W(F) = F' es un isomorfismo isométrico.

Demostracion: Por las propiedades de la derivada distribucional, ¥ es lineal. Si T" €
Dk (la,b], X), entonces existe F' € Cy([a,b], X) tal que I/ =T y entonces W(F) =T, de

donde ¥ es sobre. Como ademés
[W(F)a = 1Fl|a = [IF]]co;

se sigue que W es un isomorfismo isométrico. m

Obtenemos de lo anterior de manera inmediata.

L —

Corolario 2. (/20], Corolario 4.8) HK([a,b], X) yv Dyk(|a,b], X) son isométricamente

isomorfos.
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4.3 LA INTEGRAL DISTRIBUCIONAL DE
HENSTOCK-KURWEIL

Sea T € Dyk([a,b], X). Entonces existe una tnica F € Cy([a, b], X) tal que T = T.
Como ademds ®x (K ([a,b],X)) v ®u(H([a,b], X)) son densos en Cy([a,b], X), existen
sucesiones (f,) C K([a,b], X))y (9,) C H([a,b], X) tales que

1Pk (fn) = Flloo = 0y [[®1(gn) — Flloc = 0. (4.2)
Asi que es natural definir la integral de Kurzweil y de Henstock de T del siguiente
modo.

Definicién 30. Si T € Dyg([a,b], X), entonces para cada [c,d] C [a,b], definimos la

integral distribucional de Kurzweil (resp. Henstock) sobre [c,d] como

D) [ "1 =t () / "h v (Dn) / "7 o=t / s (43)

donde (fn) v (gn) son como en 4.2.

Nétese que para cada n € N, (K) fcd fn = Px(fu)(d) — Px(fn)(c) y (H) fcdgn =
D (gn)(d) — Py (gn)(c). Entonces
d
() [, = i (£)(d) — B(5,)(0)
= F(d) — F(c)
= Um[®x(gn)(d) — Pr(gn)(c)]

d
:h'm(H)/ Gn-

(4.4)

Por lo tanto, las integrales distribucionales de Kurzweil y Henstock de T estan bien
definidas y coinciden. Este valor comin sera llamado la integral distribucional (vectorial)
de Henstock-Kurzweil de Ty como serd la unica que utilizaremos de aqui en adelante, la

denotaremos simplemente por fcd T.

Definicién 31. Una distribucion vectorial f € D' es distribucionalmente Henstock-
Kurzweil integrable sobre [a,b] si existe F' € Cy([a,b], X) tal que F' =T} = f. La

funcion F es llamada la primitiva o integral indefinida de f.
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Si f € D' es distribucionalmente Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b], es decir,
si existe F' € Cy([a,b], X) tal que F’ = f, entonces por 4.4 la integral distribucional de
Henstock-Kurzweil de f sobre [¢,d] C [a, ] estd dada por

/cdf = F(d) — F(o).

Noétese que Dpg([a,b], X) constituye el espacio de las distribuciones vectoriales

Henstock-Kurzweil integrables y es el objeto de estudio de este trabajo de tesis.

Cerramos este capitulo presentando el teorema fundamental del cdlculo.
Teorema 36. (Teorema fundamental del cdlculo [20], Teorema 5.3) Sea f € Dyk(|a,b], X)
y U(t) = fat f. Entonces se cumple lo siguiente:
1. Ve Cy([a,b],X) y V' = f.
2. Si F e C(la,b],X), entonces fcf F' = F(t) — F(a), para cada t € [a,b].
Se invita al lector interesado a consultar el articulo [20], donde ademds de lo ante-
rior, se presentan teoremas de integracion por partes y teoremas de convergencia para la

integral distribucional de Henstock-Kurzweil. Como dichos resultados no son necesarios

para los fines de nuestro trabajo no los presentamos aqui.
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CAPITULO 5

PROPIEDADES DE RETICULA Y
ToOPOLOGICAS

En lo que sigue, definimos un producto y un orden en el espacio Dyk([a, b, X) de
las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables para darle la estructura de
un &lgebra reticular de Banach. Damos condiciones suficientes para que Dpyk([a,b], X)
sea un AM —espacio, para que tenga la propiedad de Dunford-Pettis, y para que su cono
sea generador. Probamos que la norma de Alexiewicz en Dyk([a,b], X) no es o—orden
continua y que este espacio no tiene unidades de orden. Ademas, probamos que para ca-
da espacio de Banach X, Dyg([a,b], X) tiene una copia complementada de ¢y y damos
condiciones necesarias y suficientes para que tenga una copia complementada de [; y una
copia de [,. Como una aplicacién de los resultados obtenidos, presentamos un teorema
de punto fijo en Dyk([a,b], X), el cual empleamos para obtener un teorema que garantiza

la existencia de una unica solucién a una ecuaciéon integral de Volterra.

Los resultados de este capitulo, salvo los que aparecen citados, son aportaciones
originales de este trabajo de tesis y han sido aceptados para su publicacién en The Journal

of Nonlinear Sciences and Applications.

5.1 PROPIEDADES DE RETICULA

5.1.1 ALGEBRA RETICULAR DE BANACH

Recordemos que un espacio de Riesz es un espacio vectorial ordenado X tal que
para cada z,y € X, x Vy := sup{z, y} existe en X. Un espacio normado de Riesz es un
espacio de Riesz X con una norma || - || que satisface lo siguiente: si |z| < |y|, entonces

l|z|]] <|y||.- Una reticula de Banach es un espacio normado de Riesz completo.

39



CAPITULO 5. PROPIEDADES DE RETICULA Y TOPOLOGICAS 40

En un espacio de Riesz X, para x € X se define su parte positiva, su parte negativa,

y su valor absoluto, respectivamente, como:
rt i =2Vv0, 7= (-2)VO0, |z|:=2V(-1)

y se tiene que x = 7 — 7, |z| =2t + 2.

Siguiendo a Wickstead en [26], X es un algebra reticular de Banach si

1. Es reticula de Banach.
2. Es algebra con norma submultiplicativa, i.e. ||zy|| < ||z|| - ||y||.

3. El producto de dos elementos positivos es positivo.

Si ademés en X hay una identidad multiplicativa, la cual tiene norma 1, X es
llamada 1-algébra reticular de Banach.

Si X es un algebra reticular de Banach, el orden y producto puntual en C([a, b], X)
se definen como
F<G < F(t)<G(t), Vtelab,

(FG)(t) = F()G(t), t € [a,b].

Es sabido que C([a, ], X) con el orden puntual, producto puntual y la norma uniforme,

es algebra reticular de Banach.

Para f,g € Dyk(la,b], X), con primitivas F,G € Cy([a,b], X) respectivamente,
definimos
f<g — F<G

fg=(FG).

De aqui en adelante, salvo que se indique lo contrario, este sera el orden y producto

que consideraremos en Dy ([a,b], X) sin hacer mencién explicita de ello.

Notese que en general, el producto de dos distribuciones no esta definido. Sin embar-
go el producto puntual define un producto en el espacio de las distribuciones vectoriales
Henstock-Kurzweil integrables, y como veremos a continuacion, este producto le da la
estructura de un algebra reticular de Banach a dicho espacio.
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Teorema 37. Si X es una reticula de Banach, entonces Dy ([a,b], X), con la norma de

Aleziewiecz, lo es también.

Demostracién: Sean f,g,h € Dyg([a,b],X) vy a > 0. Si f < g, entonces Vt € [a,b],
Ft)+ H(t) <G(t)+ H(t) y aF(t) < aG(t).

Como (F+H) =F +H'y (aF) = aF', entonces f+h < g+ hyaf <ag. Se

sigue que Dy ([a,b], X) es un espacio vectorial ordenado.

Definimos ahora fVg := (F'VG)', la cual pertenece a Dy ([a,b], X) ya que FVG €
CO([CL7 b]7X)

Como F,G < F'V G, entonces f,g < fVg,ysif,g<h, entonces F;G < H y por
lo tanto FF'V G < H. Se sigue que fV g < hy Dugk([a,b], X) es entonces un espacio de

Riesz.

Noétese que f* = fVv0 = (FV0) = (F). De igual modo f~ = (F~)" y por

consiguiente |f| = |F|'.

Si |f| < g, entonces |F| < |G| y de aqui que ||F || < ||G]|oo- Por lo tanto || f]]a <
|g]].a-

Como Dyk([a,b], X) con la norma de Alexiewicz es completo, se sigue que es una

reticula de Banach. m

El teorema previo generaliza el correspondiente resultado presentado por Talvila en
[25].

Teorema 38. Si X es un dlgebra reticular de Banach, entonces Dgk([a,b], X) es un

algebra reticular de Banach sin identidad.

Demostracién: Por el Teorema (37), Dy ([a,b], X) es una reticula de Banach. Se sigue
directamente de las definiciones del producto, orden, la norma de Alexiewicz y el hecho
de que X es un dlgebra reticular de Banach, que Dyk([a,b], X) es un élgebra con norma
submultiplicativa en la cual el producto de dos elementos positivos es positivo. Por jemplo,
si f,g,h € Duk(la,b], X), entonces f(g+h) =[F(G+ H)| = (FG+ FH) = (FG) +
(GH) = fg+ fh.

Para ver que Dyk([a,b], X) no tiene identidad, consideramos dos posibilidades:

(a) X tiene identidad y (b) X no tiene identidad. En ambos casos probaremos que
Dk ([a,b], X) no tiene identidad.
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(a) X tiene identidad e.
Supongamos que Dy ([a, b], X) tiene identidad y denotémosla por f.. Entonces Fy,
la primitiva de f, es identidad en Cy([a, b], X) ya que si F' € Cy([a, b], X), entonces

(FF.) =F'f.=F

y por la unicidad de las primitivas, F'F, = F'. De igual modo, F.F = F.

Consideremos la funcién F(t) = (t—a)e, t € [a,b]. Como F' € Cy([a,b], X ), entonces
FF, = F y por lo tanto para cada t € [a, b] se tiene

(t—a)F.(t) = (t —a)eF.(t) = (t — a)e,

de donde F,(t) = e para cada t € (a,b] y Fe(a) = 0, contadiciendo que F, es una
funcién continua.
(b) X no tiene identidad.

Si Dyk(la,b], X) tuviera identidad f., entonces como vimos antes, su primitiva F,
es identidad de Cy([a,b], X).

Sea € X y consideremos la funcién F : [a,b] — X dada por F(t) = (&%),
t € [a,b]. Como F € Cy([a,b], X), entonces F'F, = F. En particular, para t = b se
tiene que xF,(b) = x y de igual modo F,(b)x = z. Por lo tanto F,(b) es identidad

en X, lo cual es una contradiccién.

En cualquier caso Dy /([a,b], X) no tiene identidad.

Sea X un espacio de Banach ordenado. En Dy /([a,b], X) definimos
DHK([a’b]’X)-I— = {f € DHK([avb]’X) cfz 0}7

el cual es un cono ordenado.

Noétese que si el cono X, de X es normal, entonces Dk ([a,b], X), también lo es,
ya que si 0 < f < g, entonces Vt € [a,b], 0 < F(t) < G(t) y se sigue que Vt € [a, b,
[|F(t)]| < NJ||G(t)|], siendo N la constante de normalidad de X . Lo anterior implica que
flla = |Fllee < N||Glleo = Nl|g||l4a. Sin embargo, si el cono X, de X es regular, no
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necesariamente Dy ([a, b], X) es regular; como ejemplo, basta tomar X = R (véase [15]).

Surge entonces la pregunta: ;existe alguna condiciéon que nos garantice la regulari-

dad de Dyg([a,b], X);+7 Como mostramos a continuacién la respuesta es no.

Teorema 39. Sea X un espacio de Banach ordenado. El cono de Dyk([a,b], X) no es

reqular.

Demostracién: Sean x € X, un vector fijo con ||z|| = 1y f € Dpykla,b]. Entonces
fxxz:D — X dada por f x x(¢) = f(¢)x, ¢ € D, es una distribucién vectorial y
si I € Cyla,b] es la primitiva de f, entonces la funcién F' x z : [a,b] — X dada por
F xx(t) = F(t)z, t € [a,b], estd en Cy([a,b], X) y es primitiva de f X x, ya que para
6 €D, (Fxa),0) = —(F x 2,¢/) = —(H) [* F(O) (yudt = —o(H) [* F(t)/()dt =
z(F', ¢) = x(f,¢) = (f xx,¢). Por lo tanto, f xx € Dyg([a,b], X). Si ahora definimos 7" :
Dyukla,b] = Dyk([a,b], X) por T(f) = fxx, entonces tenemos un isomorfismo isométrico
y por consiguiente Dygla, b] se identifica con un subespacio cerrado de Dy ([a,b], X).
Noétese que si f > 0, entonces f x z > 0 pues V¢ € [a,b], F x z(t) = F(t)x > 0.

Supéngase que Dpyg([a,b], X); es regular y sea (f,) una sucesion creciente en
Dykla, bl y acotada superiormente. Por la discusién previa, (f,) es una sucesién cre-
ciente en Dyg([a,b], X), y acotada superiormente. Por hipétesis, (f,) converge a algin
f € Duk([a,b], X) y como Dygla,b] es cerrado en Dy ([a,b], X), f € Dykla,b], lo cual
contradice que el cono de Dygla,b] no es regular. m

La primera parte de la demostracién previa serd utilizada mas adelante. Para facil

referencia lo establecemos como un Lema.

Lema 3. Sea X un espacio de Banach, v € X un vector fijo con ||z|| = 1y f €
Dyxkla,b]. Entonces f x x(¢p) = f(Pp)x, ¢ € D es una distribucion vectorial Henstock-
Kurzweil integrable con primitiva F x x(t) = F(t)x, siendo F la primitiva de f. Ademds,

T(f)=f xz, f € Dukla,b] es un isomorfismo isométrico.

5.1.2 AM-ESPACIO Y LA PROPIEDAD DE DUNFORD-PETTIS

Sea X una reticula de Banach. Recordemos que X es un AM —espacio si su norma

es una M —norma, i.e., si z Ay = 0 en X implica

||z Vv y|| = max{|[z[], [|y[[}-

Homero Alejandro Escamilla Rocha



CAPITULO 5. PROPIEDADES DE RETICULA Y TOPOLOGICAS 44

Teorema 40. Si X es un AM—espacio, entonces Dy ([a,b], X) también lo es.

Demostracién: Sean f,g € Dgk([a,b], X) con fAg = 0. Sin perder generalidad, supon-
gamos que || f[[4 = [|g]a-

Como 0 < F(t) < F(t) V G(t), Vt € [a,b], entonces ||[F(t)|| < [|F(t) vV G(t)]],
Vt € [a,b] y asi ||F|looc < ||F'V G||. Ahora, sea € > 0. Existe t, € [a,b] tal que
1F'V Glloo — € < |[F(to) V G(to)[| = max{[[F(to), [|G(to)} < [[F]oc-

Como € > 0 es arbitrario, se obtiene que ||[F'V Gl||oc < ||F||x. Por lo tanto
1V Glloo = [|Flloc = mé&x{[|Fl]oo, [|Gloc} y de aqui que [[fVgl|a = max{||f|[4, [|g]|a}. =

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis, si w — lim,, z, = x
en X y w—lim, z = x* en X* implica (z,,2) — (x,z*), donde w — lim significa con-

vergencia en la topologia débil.

En general, resulta complicado probar que un espacio de Banach tiene la propiedad

de Dunford-Pettis y por tal motivo el siguiente resultado puede resultar de algin interés.

Teorema 41. Si X es un AM—espacio, entonces Dyk(la,b], X) tiene la propiedad de
Dunford-Pettis

Demostracién: El Teorema de Grothendieck (véase [2]) nos dice que un AM —espacio
tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Como X es un AM —espacio, el resultado se sigue
del Teorema (40). =

El Teorema previo generaliza los correspondientes resultados presentados por Gu-
tiérrez en [13] y Wei Liu en [15].

5.1.3 LA 0—ORDEN CONTINUIDAD Y UNIDADES DE ORDEN

Sea (z,) una red en un espacio de Riesz. El simbolo z, | significa que la red es
decreciente, i.e, si @ > f implica x, < . El simbolo z, 1 indica que la red es creciente,
mientras que z, T< x denota una red creciente acotada superiormente en orden por .
El simbolo x, |> x tiene un significado analogo. La notacién x, | x significa que z, | y

x = inf{z,} con un significado analogo para z, T x.
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Definicién 32. Una norma reticular || - || en un espacio de Riesz es

e orden continua, six, | 0 implica ||x,]| | 0.

e o—orden continua, si x, | 0 implica ||x,|| ] 0.

Definicién 33. Sea X un espacio vectorial ordenado. Una unidad de orden (o simple-

mente una unidad) en X es un vector e > 0 tal que para cada x € X, existe un X\ > 0 tal

que
|z] < Ae.
En [15], Wei Liu et al. plantean los siguientes teoremas:
Teorema 42. ([15], Teorema 6.2) La norma || - ||a en Dpugla,b] es o—orden continua,

pero Dy no es Dedekind completo.

La prueba ofrecida es la siguiente: “Supdngase que f,, € Dyg/a, b] con las primitivas
Fo,,n=1,2...,y f, ] 0. Entonces F,(t) ] 0 para cada t € [a,b]. Por el teorema de Dini,
(F,) converge uniformemente a 0. Esto implica que ||F,||o J 0 en Cla,b] y por lo tanto
l|fulla 4 0 en Dygla, b]. Asi, la norma || - ||4 sobre Dykla,b] es o—orden continua y la

prueba es completa”.

Teorema 43. ([15], Teorema 5.5) La reticula de Banach Dykla,b] es reticularmente

isométrica a Cla,b].

La prueba ofrecida es la siguiente: “El teorema de Kakutani-Bohnenblust-M.Krein-
S.Krein muestra que una reticula de Banach es un AM —espacio con unidad si y solo si, es
reticularmente isométrica a C'(K), para algin espacio Hausdorff compacto K. El espacio
K es tnico (salvo homeomorfismos). Como la reticula de Banach Dygla,b] es un AM—

espacio y es facil ver que tiene unidad de orden, se sigue el resultado”.

Hemos decidido escribir esta seccién aparte para enfatizar los errores cometidos en

los argumentos previos.

En la primer prueba el problema radica en que de f,, | 0 no se sigue que para cada
t € la,b], F,(t) 4 0. Por lo tanto, la prueba ofrecida por los autores es incorrecta y mas

aun, el resultado es falso.
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Teorema 44. Para cada reticula de Banach X, la norma de Aleziewicz en Dy ([a,b], X)

no es o—orden continua.

Demostracién: Por simplicidad, asumimos que [a,b] = [0, 1]. Sea x € X, con ||z|| = 1.
Paran € N, sea f, la derivada distribucional de la funcién F,(t) = t"z, t € [0, 1]. Entonces
fn € Dur([a, 0], X) y fo < fas1, n € N, pues Vt € [0,1], t"x < t"Tz y ademds f, > 0,
n € N. Si g € Dk([a,b], X) es tal que g < f,, n € N, entonces G(t) < t"z para cada
t €[0,1) y haciendo n — oo obtenemos G(t) < 0, t € [0,1). Si ahora hacemos t — 1, de
la continuidad de G' obtenemos G(1) < 0. Se sigue que g < 0 y por lo tanto f,, | 0. Sin

embargo, || fulla = [[Fullec = supseoq [[¢"2]| = 1. =

El error en la segunda prueba estd en la afirmacion: “es facil ver que Dy la, b] tiene

unidad de orden”. Como mostramos a continuacién, esto es falso.

Teorema 45. Sea X una reticula de Banach. La reticula de Banach Dy ([a,b], X) no

tiene unidad de orden.

Demostracién: Supongamos que Dyk([a,b], X) tiene unidad de orden f, y sea F, €
Co([a, b], X) su primitiva. Definimos E : [a,b] — R como E(t) = ||F.(t)|].

Sea F' € Cyla,bl y © € X con ||z|| = 1. Como la funcién G(t) = F(t)x, t € [a,b],
estd en Cy([a, b, X), entonces g = G’ € Dyk(la,b], X), y por lo tanto, existe A > 0 tal
que

gl < Afe

Entonces, para cada t € [a,b], |G(t)| < AF.(t) y por lo tanto
[E@)] = |G < MFe®)]] = AE(?), Vi€ [a,b].

De lo anterior, F es unidad de orden en Cy[a, b]. Nétese que para cada t € (a, b, E(t) > 0,
ya que si E(tg) = 0 para algin ty € (a, b], entonces al considerar la funcién H(t) =t — a,

t € [a,b], obtenemos un A > 0 tal que
t—a < A\E(t), VtE€ |a,b].

En particular, tg — a < AE(tg) = 0, lo cual es imposible.
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1/2

Consideremos ahora la funcién (E(t)) ", t € [a,b]. Como esta funcién estd en

Cola, b], existe A > 0 tal que
1/2
(E(t))" < AE(t), Vi€ [a,b]

y entonces
1
———= <\, Vt€(a,b
1/2 e — Y Y Y
(E())
lo cual es imposible, ya que la funciéon de la izquierda en la desigualdad anterior es no

acotada en cualquier vecindad de a.
Se concluye que Dy ([a,b], X) no tiene unidad de orden. m

Si X es un espacio vectorial ordenado con unidad de orden, es facil ver que su cono
es generador. Como muestra el teorema previo, el reciproco es falso, ya que cada reticula

de Banach tiene cono generador.

Si X es un espacio de Banach ordenado y el cono de Dyk([a,b], X) es generador,
entonces el cono de X lo es también, ya que si x € X, la funcién F(t) = (Z:—Z)aj, t e
[a,b] estda en Cy([a,b],X) vy f = F' € Dyk(|a,b],X). Por lo tanto, existen fi, fo €

Dyk([a,b], X), tales que
f=F=fi—fo=(F-F)
y por la unicidad de las primitivas, F' = F; — F5. En particular,

x = F(b) = F1(b) — F>(b).

La observacion previa nos muestra que si X es un espacio de Banach ordenado,
el cono de Dyk([a,b], X) no es necesariamente generador. El siguiente resultado nos da

condiciones suficientes para que el cono de Dyk([a,b], X) sea generador.

Teorema 46. Sea X un espacio de Banach ordenado cuya esfera unidad Sx = {x € X :

||z|| = 1} es acotada en orden. Entonces el cono de Dyg([a,b], X) es generador.

Demostraciéon: Veamos que si la esfera unidad de X es acotada en orden, entonces X

tiene unidad de orden. Como Sx es acotado en orden, existe g € X tal que para cada
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%GS)(,
z < xp.

Al ser el cono de X no trivial, podemos suponer que zg > 0. Sea z € X; si x = 0, entonces

x < xzgysiz#0,entonces z < ||z||xy. Por lo tanto xy es unidad de orden.

Sea ahora f € Dyk([a,b], X) con primitiva F'. Para cada t € [a, b] tenemos

F(t) < [[E@)]]o

F(t) = [|FW)]x0 — (IF(0)l|eo — F (1)) € Xy — X

Por lo tanto
f= P = (||F||ZL’0)/ - (||F||ZL‘0 - F), < DHK([avb]vX)+ - DHK([av b]7X>+7

y el cono de Dyk([a,b], X) es entonces generador. m

5.2 PROPIEDADES TOPOLOGICAS

5.2.1 COPIA COMPLEMENTADA DE ¢y EN Dpx([a,b], X)

Un subespacio M de un espacio normado X se dice complementado en X, si
es cerrado y si existe un subespacio cerrado N de X tal que X = M @ N; es decir, si
MNN=0yX=M+N.

Un operador lineal P : X — X, siendo X un espacio vectorial, es una proyeccién
en X, si para cada x € X P(P(z)) = P(x).

Si X es un espacio de Banach y M un subespacio de X, entonces M es complemen-

tado en X siy solo si es la imagen de una proyeccién acotada en X (ver [16]).

Supongamos que X y Y son espacios de Banach. Se dice que Y tiene una copia

complementada de X, si X es isomorfo a un subespacio complementado de Y.
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Utilizando el hecho de que Dyk([a, b], X) es una reticula de Banach si X lo es (Teo-
rema (37)), y que su cono no es regular (Teorema (39)), en esta seccién probaremos que

Dk (Ja,b], X) tiene una copia complementada de c.

Iniciamos con un par de lemas.

Lema 4. Dykla,b] tiene una copia complementada de cq.

Demostracién: Como Dygla,b] es una reticula de Banach cuyo cono no es completa-
mente regular, entonces tiene una copia de ¢y (Teorema (27)). Como ademds Dpyxla, b] es

separable, por el Teorema de Sobczyk (ver [9]), ¢y estd complementado en Cpla,b]. =

Es sabido que si f € H([a,b],X) y T : X — Y es un operador linael acotado entre
espacios de Banach, entonces T o f € H([a,b],Y) v (H) ffT of = T<(H) ff f) (véase

[21]). Probamos a continuacién que lo mismo se cumple en Dk ([a, b, X).

Lema 5. Sean X, Y espacios de Banach. Si f € Dyg([a,0],X) yT : X — Y es un
operador lineal acotado, entonces T o f € Dy ([a,b],Y) y f:T of = T(ff f)

Demostracién: Sea F' € Cy([a,b], X) tal que F' = f. Es claro que T o f es una distribu-

cién vectorial y para ¢ € D tenemos:

(ToF),¢)=—(ToF¢)

=—w1[@oma
=—&nl%wwv

—r(-un [ F0)
— T(F(9))
—(ToF ¢

=(T'o f, ).

Por lo tanto (T'o F) = T o f. Como ademds T o F' € Cy([a,b],Y), concluimos que
TofeDu(la,bl,Y)y [\ Tof=(ToF)) =T(F®) =T( [ f).
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Teorema 47. Dyk([a,b], X) tiene una copia complementada de cg.

Demostracién: Por el Lema (4), Dyk|a, b] tiene una copia complementada de ¢,. Proba-
remos ahora que Dy g ([a,b], X) tiene una copia complementada de Dy [a, b], obteniendo

de esta forma el resultado deseado (véase el Lema (1)).

Sea ry € X un vector fijo con ||zg|| = 1. Por el Lema (3), T : Dgkla,b] —
Dyuk(la,b], X) dado por T(f) = f x xp es un isomorfismo isométrico. Probaremos que
M ={f xxy: f € Dggkla,b]} es un subespacio complementado de Dy ([a,b], X).

Sea zf € X* tal que ||zf|| = 1y z§(xo) = ||zo|| = 1 (Teorema de Hahn-Banach). Por
el lema (5), x§ o f € Dykla,b] para cada f € Dyg([a,b], X) y podemos entonces definir
P : Dyk([a,b],X) = Duk(|a,b], X) como

P(f)=T(xg0 f).
Claramente P es lineal.

Sean f € Dpg([a,b],X) y F su primitiva. Entonces, por la prueba del Lema
(5), z§ o F' es primitiva de x o f. Como para cada t € [a,b], |z5(F(t))] < ||F(t)]] <
[|E'l[oo = 1If1]a; se tiene que [[z5 0 fl[a = [[z5 © Fllec < |[fl[a y por lo tanto |[P(f)[[a =

NT (x50 O)lla <I|IT||-|xgo flla <|IT|| - || f]la. Se sigue que P es un operador acotado.

Finalmente, si f x o € M, entonces P(f xx0)(¢) = x5(f(P)xo)xo = f(P)xf(xo)xo =
f(®)xo = f X x0(¢) y P es por lo tanto una proyeccién acotada con imagen M.

El resultado anterior es més general que la Proposicién 16 presentada por Gutiérrez
en [13].

Iniciamos esta subseccién empleando propiedades de reticula de Dy ([a,b], X) para
obtener una propiedad topoldgica de dicho espacio. Ahora emplearemos una propiedad

topolégica de Dy ([a,b], X) para obtener una propiedad de reticula.

Por el Teorema (39), con el orden puntual en Dyk([a,b], X), se pierde toda es-
peranza de tener un teorema de convergencia monétona. Sin embargo, algunos autores
introducen otros tipos de orden en Dy ([a,b], X) distintos del orden puntual, con la fina-

lidad de obtener un teorema de convergencia monétona. Por ejemplo en [20], Pérez define
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el siguiente orden en Dy ([a,b], X):
b b
f<g & Vtelab], F(t)<G()y /fg/g. (5.1)
t t

Hacemos notar que si el cono de X es completamente regular, entonces Dy ([a, b], X)
con el orden dado en (5.1) no es reticula de Banach, ya que la regularidad completa del
cono en X se hereda al cono de Dyk([a,b], X) ([20]) y entonces, si Dyk([a,b], X) fuera
reticula de Banach no contendria copia de ¢q ([2]), pero por el teorema (47), Dy ([a, b], X)

siempre tiene copia de cg.

De los comentarios previos obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 48. Si Dy ([a,b], X) es ordenado por un cono completamente reqular, entonces

no es una reticula de Banach.

5.2.2 COPIAS DE [ Y I EN Dyg([a,b], X)

Gutiérrez demuestra en [17] que Dy /a, b] tiene una copia no complementada de ;.
Se sigue entonces que Dk ([a, b], X) tiene una copia de l; y surge la pregunta de cuando
esta copia es complementada.

Teorema 49. Dyk([a,b], X) tiene una copia complementada de ly si y solo si X la tiene.

Demostracion: Supongamos que X tiene una copia complementada de [;. Sea Fjy :
[a,b] — R dada por Fy(t) = =2 y sea fo la derivada distribucional de Fy. Como F, €
Cola, b], entonces fo € Dyg|a,b].

Si definimos T : X — Dyk([a,b], X) como T'(x) = fo x  (lema (3)), se verifica sin

dificultad que T es un isomorfismo isométrico.

Probaremos que M = {fy x z : * € X} es un subespacio complementado de

DHK([G, b],X)

Sea P : Dyk(la,b],X) — Duk([a,b], X) dada por P(f) = T(F(b)), donde f €
Duk(la,b], X) y F € Cy([a,b], X) es su primitiva.

Es inmediato que P es lineal y como ||P(f)||a = [|[T(F())||la < ||T]] - ||F(D)]] <
T - 1[E Voo = I[T]] - [1f]]a; P es acotada.

Homero Alejandro Escamilla Rocha



CAPITULO 5. PROPIEDADES DE RETICULA Y TOPOLOGICAS 52

Ahora, si foxz € M, entonces P(fyxx) =T (Fyxz(b)) =T(Fy(b)x) =Tx = fyxzx

y por lo tanto P es una proyeccién acotada con imagen M.

De lo anterior, X es un subespacio complementado de Dy ([a, b], X') y por hipétesis,

se sigue que este tltimo tiene una copia complementada de [;.

Supéngase ahora que Dy ([a,b], X) tiene una copia complementada de ;. Si T :
Duk(la,b], X) — C([a,b], X) estd dada por T(f) = F, donde F es la primitiva de
f, entonces obtenemos un isomorfismo isométrico. Probaremos que M = {T'(f) : f €
Dyk([a,b], X)} es complementado en C([a, b], X).

Sea P : C([a,b], X) — C([a,b], X) dada por P(F)(t) = F(t) — F(a). Es inmediato
que P es lineal y como ||P(F)(t)|| < ||[F@)|] + ||F(a)|| < 2||F||e, entonces ||P(F)|]o <
2||F||so y P es acotada.

Finalmente, si T'(f) € M, entonces P(T'(f))(t) =T(f)(t) — T(f)(a) =T(f)(t). Por
lo tanto, P(T'(f)) = T(f) y P es entonces una proyeccién acotada con imagen M.

Concluimos que C([a, b], X) tiene una copia complementada de I; y por lo tanto X

tiene una copia complementada de l; (véase [7], Teorema 3.1.4). m

Empleando la misma técnica que en el demostracion del resultado previo y el Teo-

rema 3.3.1 de [7], obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 50. Dyk([a,b], X) tiene una copia de ly, siy solo si X la tiene.

5.3 ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LOS RESULTADOS
OBTENIDOS

Terminamos este trabajo presentando algunas hechos que se desprenden de los resul-
tados obtenidos, mostrando de este modo su relevancia para obtener informacién acerca

del espacio de las distribuciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables Dy ([a, b], X).

1. Para cada espacio de Banach X, Dyg/([a,b], X) no es reflexivo.
Esto es asi ya que la propiedad de ser reflexivo se hereda a los subespacios cerrados y
como el cono de Dy |a, b] es normal pero no regular, entonces no puede ser reflexivo,
ya que en estos espacios los conceptos de cono normal, regular y completamente

regular coinciden.
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2. Para cada espacio de Banach X, Dyk([a,b], X) no es débilmente secuencialmente
completo.
Esto se debe a que Dygla, b] es una reticula de Banach cuyo cono no es completa-
mente regular y de acuerdo al Teorema 4.60 en [2], Dy x|a, b] no puede ser débilmente
secuencialmente completo. Como esta propiedad se hereda a subespacios cerrados,

Dy ([a,b], X) no es débilmente secuencialmente completo.

3. Para cada espacio de Banach X, Dgg([a,b], X) no tiene la propiedad de Schur
ya que todo espacio de Banach con esta propiedad es débilmente secuencialmente

completo.

4. Si Dyk([a,b], X) tiene una base de Schauder, esta no puede ser acotadamente com-

pleta, ya que este espacio tiene una copia de ¢ (véase el Teorema (18)).

5. Si Dyk([a,b], X) tiene una base de Schauder, esta no puede ser reductora, ya que

este espacio tiene una copia de [;. (véase el Teorema (19)).

6. Si X y Y son espacios de Banach ordenados y la esfera unidad de X es acotada en
orden, entonces todo operador positivo T : Dyk([a,b], X) — Y es continuo.
Esto es debido al Teorema (46) y a que el Teorema de Lozanovsky (véase [3]) afirma
que todo operador positivo entre espacios de Banach ordenados, siendo el cono del

dominio generador, es continuo.

7. Sean X y Y dos espacios de Banach. Como Dy ([a,b],Y’) tiene una copia comple-
mentada de ¢y, entonces por el Teorema (17), K (X, Dyk([a,b],Y)) no es comple-
mentado en B(X, Dyk([a,b],Y)).

5.3.1 TEOREMA DE PUNTO F1JO Y ECUACION INTEGRAL DE
VOLTERRA

A continuacién, aplicaremos las conclusiones de la seccion 5.1 para establecer un
Teorema de punto fijo en Dy ([a,b], X). El resultado obtenido es empleado para probar

la existencia de una tunica solucién a una ecuacién integral de Volterra.

Teorema 51. (/12]) Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono normal y gene-
rador, y sea A : X — X un operador. Si existe un operador lineal positivo B : X — X,
||B|| <1 tal que

entonces A tiene un unico punto fijo z* € X vy, para cada xg € X, st v, = Az, 1, n € N,

entonces x, — T*.
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Recordemos que el orden que estamos considerando en Dy ([a,b], X) es el orden
puntual: f < g siysolosi F(t) < G(t) para cada t € [a, b]. Aunque estamos empleando el
mismo simbolo para denotar los 6rdenes en X y en Dyg([a,b], X), el contexto debe dejar

en claro a que orden estamos haciendo referencia.

Teorema 52. Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono normal tal que Sx =
{z €: ||z|| = 1} es acotado en orden, o bien, sea X wuna reticula de Banach, y sea
T : Dyk([a,b],X) — Duk([a,b], X) un operador. Si existe un operador lineal positivo
B : Dyuk(la,b], X) = Duk([a,b],X), ||B]|| <1 tal que

_B("E—y> ST!E—T?JS B(.I’—y), xayeDHK([aabLX)v x 2y,

entonces T tiene un unico punto fijo x* € Dy ([a,b], X) y para cada xy € Dy ([a,b], X),

st x, =Tx,_ 1, n €N, entonces x,, — z*.

Demostracion: Si X es un espacio de Banach ordenado por un cono normal tal que Sy
es acotado en orden, entonces Dyk([a,b], X) es un espacio de Banach ordenado por un

cono normal (subseccién 5.1.1) y generador (Teorema (46)).

Si X es una reticula de Banach, entonces Dy ([a,b], X) es una reticula de Banach

(Teorema (37)) y por lo tanto su cono es normal y generador.

El resultado se sigue del Teorema (51). m

Cualquier distribucién vectorial T € D’ puede ser multiplicada por una funcién sua-
ve g € C*[a, b] definiendo (g7, ¢) = (T, g¢). Esto tiene sentido porque g¢ € D para toda
¢ € D. Las distribuciones vectoriales f € Dyg/([a,b], X) pueden ademds ser multiplicadas

por funciones de variacién acotada g € BV ([a, b], R).

Teorema 53. ([20]) Sean f € Dpuk([a,b],X), g € BV([a,b],R) y ® : [a,b] — X dada
por ®(t) = F(t)g(t) — (HS) f; Fdg, donde F € Cy([a,b], X) es tal que F' = f. Entonces
¢ € Cy([a,b], X). Se define fg como la derivada distribucional de ®.

La integral que aparece en la definicién de ® en el Teorema anterior es en el sentido
de Henstock-Stieltjes. Para la definicién de dicha integral puede consultarse ([20]).

Teorema 54. Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono normal tal que Sx
es acotado en orden, o bien, sea X una reticula de Banach. Consideremos una ecuacion

integral de Volterra del tipo
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x(t) = g(t) —{—/0 K(t,s)f(s,z(s))ds, t €0, 1], (5.2)
donde x, g € Dyx([0,1],X), f :[0,1] x Dk ([0,1], X) — Dgg([0,1],X), y K :

[0,1] x [0,1] = R es una funcion de variacion acotada en la sequnda variable para cada
t e 0,1]

Asumamos que:

1. fo(.) K(-,s)f(s,z(s))ds € Dyk([0,1], X).

2. Eziste un operador lineal positivo B : Dyk([0,1], X) — Duk([0,1],X), [|B|| <1

tal que
©)
“Bla—y) < [ KC9)[fs,0(5) = £ls.y(s))]ds < Blo— ),
0
donde x, y € Dpk([0,1],X), z > y.
Entonces, la ecuacion integral de Volterra (5.2) tiene una unica solucion.

Demostracién: Definimos T : Dyk([0,1], X) = Dk ([0, 1], X) por

©)
Tex=g +/ K(-,s)f(s,z(s))ds.
0
Para cada z, y € Dgk(|a,b], X), © > y, tenemos por hipétesis que

—B(z —y) < T — Ty < Bz —y).

El Teorema (52) nos garantiza que 7' tiene un tnico punto fijo z* € Dy ([0, 1], X).

Dicho punto fijo es la tinica solucién a la ecuacién integral de Volterra (5.2). m
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